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Abstract

Dette materiale er tankt anvendt i Matematik B pa den naturviden-
skabelige basisuddannelse. Materialet er kun lidt omarbejdet i for-
hold til det, der blev brugt i 1983, men er for fgrste gang siden
1973 udgivet i samlet form.
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Forord

Specielt af hensyn til lasere uden for RUC skal her kort
beskrives den studiem@ssige ramme, som dette kursusmateri-

ale skal indgd i.

Matematik B (eller Matematik A - et kursus i statistik og
sandsynlighedsregning) skal vare genhemf¢rt af samtlige
studerende pd den naturvidenskabelige basisuddannelse
(NAT-BAS) i det fg¢rste studiedr. Kurset er derfor tilret-
telagt s&ledes, at (nasten) alle har forudsatninger for at

-starte, og i l®sevejledningen er tillige anfgrt litteratur,

som kan benyttes, hvis man har utilpassede forudsatninger,

eller hvis man ¢gnsker at genopfriske gammelt stof.

Da dette kursus' form og indhold ikke kan vare uafhangigt
af, hvordan der igvrigt bliver arbejdet i NAT-BAS, er det
rimeligt her kort at navne de grundlaggende idéer for NAT-
BAS -

Igennem de to &r i NAT-BAS skal de studerende have arbejds-
tiden fordelt ligeligt pd kursus- og'projektakﬁiviteter,
Det er her meningen, at den meré»systematiserede faglige
indlering primert tilegnes i et kursusforlgb, mens den
problemorienterede, ofte tverfaglige behandling af et em-
ne bedst behandles som et gruppearbejde, der munder ud i

et afsluttende projekt.

Det er den studerende selv - der inden for brede rammer -
tilrettel®gger sit todrige studieforlgb blandt det kursus-
udbud, som studienavnet tilvejebringer, og ud fra diskus-
sioner med vejledere og medstuderende om projektemner.
Igennem et sddant todrigt studium skal den studerende have

gennemfgrt ialt otte kurser og fire projekter.



Da de studerende siledes i projektarbejdet er tranede i

at arbejde tvarfagligt og i grupper, er der ogsd valgt
dette udgangspunkt p& kurset. Dette har selvsagt betydning
for valg af kursusmateriale og for den tilrettelaggelse,
der er sket af materialet. Det er blevet et hovedsyns-
punkt, at de studerende skal arbejde kreativt (?) med
matematik. Fgrst i modelopstillingsfasen, hvor gruppen
selv skal opstille matematiske modeller for forelagte ik-
ke matematiske p;bblemstiiiinger i§Vs. matemétificeréj,

og dernast i modéianalysefasen. Under modelopstillingen
kan den enkelte benytte gruppen til at afprgve sine idé-
er til modelafgransning, hvorefter gruppen - med eller
bedst udén vejlederens hjzlp - kan nd frem til en velar-
gumenteret model. Under den matematiske behandling af mo-
dellen, hvor de studerende har forskellig fortrolighed
med matematik, m8 man forvente, at de studerende i nogen
udstrekning kan undervise hinanden, hvorved undervisnin-

gen bliver mindre vejlederintensiv.

Erfaringerne med denne - i matematisk henseende - utradi-
tionelle arbejdsform har varet gode, men hvis den over
for iser de matematisk interesserede studerende skal give
fuldt udbytte, skal kurset fglges op af et eller flere
kurser i 3.-4. semester, hvor der kan arbejdes videre med
matematiske problemstillinger. Dette har imidlertid sj=l-

dent veret muligt at realisere af ressourcemassige grunde.
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PRESENTATION AF MAT B/83

1.

Kursets mil

En beskrivelse af de mdl, der har styret emnevalget
for og tilrettelaggelsen af dette kursus, kan opdeles
i to: de faglige mdl i bred forstand (dvs. ud over

det snavert faglige indhold ogsé& forskellige former
for daglig adferd) og de mere svavende holdningsmal.

Skgnt det ved den senere evaluering isar er ae faglige
mdl, der evalueres i forhold til, er det rimeligt her
at redeggre for de holdningsmdl, vejlederen har sggt
at forfplge. Det m& s& ved evalueringen vare op til
jer at afggre, om og da i hvilket omfang disse hold-
ningsmdl er blevet realiseret samt at overveje, om re-
sultatet har varet pavirket af den holdning, I selv
havde til matematik, da I startede. |

Det er et hovedsynspunkt, at I skal have muligheder
for at f& et uautoritert forhold til matematik. Derfor

skal I selv vare med til at producere.matematiske,'
modeller og deres (eventuelle) l¢gsning. Et uautoritert
forhold til matematik kan ikke skabes hos mennesker,
der blot er brugere af fardigpakkede formler og meto-
der, hvis oprindelse fortaber sig i det dunkle. Det

er ngdvendigt selv at forstd mekanismerne og de sam-

menhenge, de indgar 1i.

Da ingen bruger af matematik kan ggre sig h&b om at
"samle" al den matematiske "bagage", som fgr eller

siden bliver ngdvendig, er det vigtigt at stimulere
evnen til at agere udogmatisk, fleksibelt og med op-

findsomhed i ukendte situationer, dvs. at arbejde

kreativt med matematik.

I snaver forbindelse med de holdningsmessige mal vil
der blive arbeijdet ud fra fglgende faglige mal



Ml: at opgve evnen til at opstille matematiske mo-
deller for givne problemstillinger, herunder

M2: at opgve evnen til at fremdrage vasentlige trak

af en given problemstilling,

M3: at opna nogen fortrolighed med teorien for diffe-

rentialligninger af fgrste og anden orden samt

M4: at opnd ferdighed i at beskrive de vasentlige
trzk ved lgsningerne til s8danne differential-

ligninger.

Kursets materialer og arbejdsformer

Kursusforlgbet er planlagt sdledes, at der hver uge
arbejdes med &n problemstilling, som pad nogle sider

strukturerer ugens arbejde.

Kurset er tilrettelagt siledes, at den vasentligste
arbejdsform er gruppearbejde, hvor 5-6 studerende
sammen gennemarbejder de enkelte problemstillinger;
en af kursuslarerne kommer med mellemrum forbi -
eller kan hentes - for at hjzlpe med opstaede proble-
mer. Hver gruppe skal i lgbet af kurset lave fire

skriftlige besvarelser.

Der kan med mellemrum ogsd blive afholdt forelasning

hvis der under kursusforlgbet sk¢gnnes behov herfor.

Evalueringskriterier

Disse bestdr af to dele. For det fgrste skal hver
gruppe aflevere en skriftlig besvarelse af problem-
stillingerne 4, 5, 8 og 9 til gruppens vejleder.

Nar disse fire besvarelser er godkendt, har gruppen
fdet godkendt kurset som bestdet. For det andet skal
der ved en evaluering (samtale) i gruppen, hvor vej-
lederen deltager, tages stilling til, om gruppens
medlemmer alle er omfattet af den ovenfor navnte

godkendelse.
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4., Forudsatninger

Kurset bygger pa, at man ved, hvad en differential-
kvotient er, samt hvad det betyder at integrere.
Dette svarer til, at man har gdet pa en af matema-

tiklinierne i gymnasiet, har haft HF med tilvalg i
matematik eller har tilsvarende baggrund.

Har man ikke disse forudsatninger, kan man godt f¢lgé
kurset, men man m3 vare forberedt p& et ikke uvasent-

ligt ekstraarbejde.

IMFUFA, 1.9.83

Mogens Brun Heefelt.




Lesevejledning til MAT B

Da gruppearbejde for mange er uvant - isar i matematik -
skal det heri belyses, hvilke funktioner den enkelte grup-
pe har i kursussammenhzngen, og hvilke aktiviteter der.
kunne vere fornuftige i forbindelse med arbejdet med de
enkelte problemstillinger. Som det vil fremgd, er det .
‘af afggrende betydning for et godt udbytte af kurset, at
den gruppe, man sidder i, fungerer godt. Derfor vil der
ogsd blive givet nogle idéer til hensigtsmassig gfuppe-
dannelse samt nogle autentiske eksempler pd, hvordan bl.
a. gruppesammens@tningen kan have betydning for gruppens
udbytte og samarbejde. Til slut i lasevejledningen vil I
finde to (ikke udtgmmende) litteraturlister - &n der kan
benyttés, hvis man vil supplere utilpassede forudsat-
ninger eller genopfriske glemt gymnasie/HF-stof, samt é&n
hvor man kan f& perspektiveret arbejdet med den enkelte .

problemstilling.

Som det er frémgéet af kursuspresentafionen, vil den alt
oﬁervejende arbejdsform i kurset vare gruppearbejde. Bl.a.
er problemstillingerne udformet sdledes, at de kan danne ‘
udgangspunkt for diskussion i gruppen om, hvilke modelmas-
sige begransninger, der er rimelige at foretage i et beskre-
vet system. Situationen er derved sggt gjort (pseudo-)au-
tentisk, idet stadig flere matematikanvendelser vil ske

som et samarbejde mellem personer med forskellig faglig
baggrund. Ogsd i gruppesammenh&ngen kan man delvis tage
hpjde for denne forskellige "faglige" baggrund. S&ledes er
det en erfaring fra tidligere kursusforlgb, at de grupper,
hvor der var en dispensat, en HF'er uden tilvalg i matema-
tik eller en sproglig student sammen med mat/nat- og mat/
fys-studenter, fungerede langt bedre end f.eks. grupper




med kun mat/fys'er. Det er klart, at det interne matema-
tiske arbejde i de "rene" mat/fys-grupper gik hurtigere end
i grupper af den fgrste type, men arbejdet foregik til gen-
geld meget perspektivforsnavret. Det er evident, at de stu-
derende, som ikke var skolet i matematiske tankegange og
resonnementer, havde meget lettere ved de indledende dele
af modelleringsprocessen. De fik sd omvendt i den matema-
tiske behandling af modellerne nogle faglige problemer. Pa
dette tidspunkt vil de imidlertid vare langt mere motive-
ret for at satte sig ind i/at f& forklaret de matematiske
redskaber. Her kan sa de matematisk orienterede studeren-
de "undervise" deres medstuderende. Dette giver tilmed en
padagogisk ddfordring, da det er svaert at forklare mate-
matisk stof til ikke matematisk orienterede personer, bl.
a. lader de sig ikke bare spise af med en vilkarlig sgfor-

klaring.

Men tilbage til arbejdet med problemstillingerne. Som en
praktisk forberedelse f@gr hver uge bgr hvert gruppemedlem
genneml@se ugens problemstilling med bilag grundigt for
derved at have en idé om, hvad der er de vasentlige punk-
ter i teksten, samt om eventuelle uklarheder i teksten.
Gruppen starter sd arbejdet med af afklare sddanne uklar-
heder - om ngdvendigt ved hjzlp af vejlederen - og deref-
ter gdr man igang med selve problemstillingen. Der findes
et utal af madder at strukturere arbejdet i gruppen pa -
bl.a. . afha&ngigt af hvor tilbageholdende/snakkende grup-
pens medlemmer er. Det er klogt at benytte de fgrste uger
ogsd til at finde en arbejdsform, der passer til gruppen.
Det hindrer frustration senere i kurset, ndr der opstar

tidspres.

Andersen, Bulow & Christoffersen:
Matematik 1 (Gyldendal), side 245-269 og
Matematik 2 A (Gyldendal), side 52-92



Steen Bentzen: Matematik for HF—tilvalg, mN og mS (Munks-
gaard), side 7-65 og 236-287 '

Hans Fich: Gymnasiématematik 2 (Forum), side 9-128

Hirsberg, Schultz og Sloth: Matematik 2 (Munksgaard), side
58-104 og 117-122

Steffen Jensen & Karin S¢rensen: Differentialregning,
teori og redskab (Chr. Ejlers), side 75-154, 193-204
og 221-249 : '

Kristensen & Rindung: Matematik 2.1 (G.E.C. Gad), side
1-74 og 128-177

lingerne)

Arrowsmith & Plade: Ordinary Differential Equations (Chap-
man and Hall, 1982)
kaE.ﬁl omhandler lgsningskurver og fasebilleder (jfr.
problemstilling 4, 7 og 8) '
kap. 2 giver en uddybende beskrivelse af lgsningers-
kurver til lineare ligningssystemer (jfr. problemstil-
ling 7) '
kap. 3 omhandler linearisering af ikke-linezre lig-
ningssystemer (jfr. problemstilling 8)
kap. 4 er eksempler
kap. 5 beskriver mere avancerede teknikker inden for
bl.a. bifurkationsteori (kort navnt i problemstilling
8)

Mogens Brun Heefelt: Differentialligningsmodeller (Gylden-
dal, 1980)
kap. 2 & 3 omhandler lgsning af fgrste ordens diffe-

rentialligninger (jfr. problemstilling 3-5)
kap. 1 & 8 er eksempler
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kap. 10 omhandler numeriske metoder til l¢sning af
differentialligninger (jfr. problemstilling 5 og 9)

_. Martin Braun: Differential Equations and Their Applica-

tions (Springer Verlag, 1978)

kap. 1 omhandler f¢rste ordens differentialligninger
med analytiske og numeriske lgsninger samt eksempler
(jfr. problemstilling 3-6)

kap. 3 omhandler lineare ligningssystemer og deres
1¢sning ved brug af matricer (j€r. problemstilling 7)
kap. 4 omhandler stabilitetsteori og fasebilleder med
eksempler (jfr. problemstilling 8 og 9)



-
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MAT B/83 - uge 40
Problemstilling-1

Presentation af matematiske modeller.

Dette kursus skal som navnt i prasentationen beskaftige
sig (dvs. jer) med matematiske modeller, iszr sadanne som

kan tage form af differentialligninger.

En fgrste indgang til emnet er naturligvis at afgranse,
hvad matematiske modeller kan vare, og hvordan man nir
frem til disse modeller. I bilag 1 er der forsggt med et
bud pd dette. Dette bilag er et indledende kapitel af pro-
jektrapporten "ODIN" skrevet af Tommy Andersen, Per Lafsen
6g Peter Lassen pa matematikoverbygningen. Projektrappor-
ten er udkommet som IMFUFA-tekst nr. 29.

Nar en model for et delomride af virkeligheden bringes p&
matematisk form, er mange tilbgjelig til at tillegge model-
len stg¢rre autoritet - matematikken er jo objektiv og "rig-
tig"! Man glemmer blot at spgrge om, hvad var forresten de
forudsatninger de opstillede modellen ud fra? Men matema-
tikken har jo varet meget succesfuld ‘som modelredskab in-
den for fysik, sd derfor er det narllggende at formode, at
den Qgsa vil vare det inden for andre omr&der, som er langt
mindre teoribundet end fysik. Disse aspekter vil blive bé—
1YSt i bilag 2, som er de fgrste sider af en langere arti-
kel "Matematiske modeller er vesensforskellige, selv om de
ser ens ud". Artiklen er skrevet af Jens Hgpjgaard Jensen,
lektor i fysik ved IMFUFA, RUC, og den er udkommet som en
del af IMFUFA-tekst nr. 26.

I bilag 3 er sd pra@senteret et meget simpelt eksempel pa
en matematisk model - modellen for radioaktivt henfald.
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Der er videre vist, hvordan denne model teoretisk og prak-
tisk kan udbygges til kulstof-14 metoden, der er en date-

tingsmetode for arkzologisk materiale.

Det vasentlige arbejde pd de to kursusgange i denne uge
. skal koncentreres om bilag 3, idet bilag 1 og 2 er forud-
sat gennemlast inden.



ey

- BILRG 1

2 MODELSEGREBET,

2.1 Introduktion af modelbegrebet.

Allerede flere hundrede dr tilbage 1 tiden kan man finde eksempler pi anven-
delse af modeller. F.eks. kan det ngvnes, at man, efter at Newton havde op-
stillet sine love for massetiltrzkning, kunne formulere en "model" af solsy-

stemet oy ved hj=zlp af denne forudsige planeten ileptuns ekslistens.

Igennenm de seneste drtier er kendékabet £11 og anvendelsen af modeller gget
voldsomt. Dette skyldes utvivlsomt, at en stigende del af de problemer, sonm
findes 1 vor hverdag, har.en karakter, som lettest og'mest effektivt kan
overskues ved hjzlp af modeller. I dag er det f.eks. en sglvfolgelighed, at

man 1 skibsindustrien laver modeller af nye skibstyper for at kunne afprové

dem 1 bassiner og derved kunne forudsige skibets sgdygtighed og stabilitet i

férskellige vind og vejrforhold.

iMan kan naturligvis nmvne en rikke andre eksempler pd problemer, hvor model-
ler anvendes for at gyre lgsningen mere overskuelig. F.eks. indenfor foruren-
1ng, transport og produktion. Fzlles for sddanne problemer er, at man ¢nsker
at kende konsekvenserne af et pitznkt indgreb eller en forudset hondelse, In-
den de kan konstateres 1 virkelizheden. Et nzrliggende eksempel er gnsket om
at kende konsekvenserne af et uheld pd et atomkraftvark. 'lan kan naturligvis
ikke fremprovokere alle taznkelige uheld for at studere konsekvenserne, nen ui

konstruere en model, som man si kan eksperimentere ned.

3om det vil fremgd, er modeller et vigtigt varktgj ved legsning af mange af
vore dages problemer. Imidlertid er det at lave modeller ikke altid en lige
slmpel opgave. Vi vil 1 dette og de efterfglgende afsnit ge¢re rede for, hvor-
dan man opstiller og anvender modeller, ligesom vi vil przcisere de begreber,

som indgdr 1 dette arbejde.

2.2 Hvad er en model ?.

V1 vil fors¢gge at anskueliggeére KV

TT7P7777777777]

begrebet med et eksempel og ser

derfor pi et mekanisk system,
som vl kender fra fysikkens

verden, se fig.2.1.

figur 2.1




Vi kan som bekendt opskrive kraftpidvirkningen pa kassen 1 fig.2.1 son:
MV” = F = —kVA+ ng

som svarer til differentialligningen:
afr”(t) = -bf(t) + ¢ , hvor r(t)=V(t), a=M, b=k, c=ng .

Lad os nu taznke os, at vi af en eller anden grund ikke kan opstille systenet,
vi mangler nogle dele, eller massen af kxsséﬂ er si stor, at den 1kke kan
vere 1 laboratofriét. Hvis vi gnsker at unders¢ge eksperimentelt, hvorlédes
kassens hastighed zndres med tiden, m§ vi dérfor lave en model af systemet og
foretage eventuelle eksperiﬁenter med den 1 stedet.

Yodellen kan vi f.eks. lave af nogle elektriske komponenter, se fig.2.2
figur 2.2
1. en spole pd L Henry.

2. en mo@stand pd R Ohmn.
3. et element pi E volt. L

Vi ved (eller tro blot pid det) at :
E=RI + LI” => LI” = «RI + E

Vi kan altsid ved at valge L=M, R=k, E=mg opné, at det elektriske system bli-
ver en model af det mekaniske. Ved et forsgg med modellen vil amperenetret
A vise en strgmstyrke I, der svarer til hastigheden V, hvis vl havde lavet
forsgget med vores mekanlske system.

Vi har altsd fdet opbygget en elektrisk model af det mekaniske system‘og
kan nu foretage eksperimenter uden at opstille det virkellge system. Men
da vi jo beskrev systemet fuldstandist med en differentialligning:

af”(t) = =bf(t) + ¢ , hvor a=M, b=k, c=mg ,

er denne ligning Jo ogsd en model af systemet. Denne form for matcnatisk

model kalder man en differentialligningsmodel.

Lad os nu preciscre, hvad man skal forstd ved begrebet "en model". Hvis man
ser 1 Gyldendals fremmedordbog, finder man, at en model er cn "kopl af eksi-
sterende ting 1 1ille mAlestok".

Denne tolkning af begrebet er da ogsd brugbar 1 mange af dapligdargens situa-
tioner, taznk f.eks. pd modelflyvere og modeljernbaner. Men tll vores brug er
den 1kke przcis nok. F.eks. vil en model af et molekyle Jo vere 1 "stor" wi-

lestok. Vi mi derfor opstille en mere przcis definition.



- lin model ¢r cen til et ianske bestemt formil beskrevet simpliflceret

sanmenhizngsbheskrelvaelse af an del af et virkellpt systen.

- ed et system menes her den del af den virkelige verden, som er gen-

stand for vores interesse.

2.3 Hvordzn opstilles en model?

Vi vii her beskrive den proces, hvor man opstiller en model til hjelp ved
losning af et givet problem. V1 vil i det fglgende kalde denne proces for
modelleringsprocessen. . .
Lad os beskrive modelleringsprocessen ved fgrst at opstille et dlagram over
den og ud fra dette diskutere de begreber og handlinger, som indgér.

Den fgrste del af modelleringsprocessen kan skitseres som fglger:

Den virkelige verden

PROBLEHN

systemafgrensning

SYSTEM

modellering

MODEL

Den virkelige verden med problemer:

Den virkelige verden er selvfglgelig den verden, som omgiver os. Det er her
de problemer,vsom har vores interesse, findes. De kan vare af videnskabelig
art, = hvordan er et DiA-molekyle opbyret ? -, af miljgmessis art, - hvordan
undgéir vi en forurening 1 en given sy ? -, eller det kan vere ct prodhktions-
problem, = hvor:dan bygger vl et skih, som bruger mindst.mulig brzndstof for

at transporterc en glven last ? -.



Der findes selvfe¢lgelip en riekke problemer, hvor det ikke ngdvendigvis er c¢n
hjelp at anvende modeller. Behandlingen af disse har vi fundet uinteressant 1
denne sammenhzng. At vi 1 det fplgende udelukkende beskaftiger os med pro-
bleme}, hvor modeller er en oplagt hj=lp, skal sdledes fkke tages som udtryk

for, at alle problemer kan lgses med brug af modeller.

Systemafgrznsning.

Denne del af modelleringsprocessen har naturligvis son mal at beskrlve et
system, som kan vere udgangspunkt for vores nodel. Det er imldlertid yderst
vanskellgt at gilve generelle retningslinler for: denne afgransning, fordi det
ofte ikke 2r en swrlig veldefineret proces, og fordl det ofte blot er en
proces, som foregdr 1 modellgrens hoved. Vi har derfor valgt at beskrive sys-
temafgransningen ved at przcisere dens formil.

Formilet er at "indse", hvilke sammenhznge vores problem findes 1. Sapt pi
en anden mé#de, vores system skalrafgranses sddan, at det bestar af alle de
ting og faktorer, som har indflydelse pé.voresrproblem. Systemafgrensningen
er alts&rden proces, hvor man indser hvilke dele af den virkeiige verden,

der b¢gr indgd 1 vores system.

System.
Vi har tidligere defineret begrebet "system"; men lad os forsgge at uddybe
det en smule.

Vores system er, som det er fremgdet, den del af den virkellige verden, som
har indflydelse pd vores problem. Sandsynligvis kender vi ikke den fuldstzn-
dige sammenhang 1 systemet; men vl har indset, at de ting og falktorer, som

systemet bestdr af, har indflydelse pA vores problem og dets l¢gsning.

Modellering og model.

Lad os begynde med at definere nogle begreber:

~ Modellering er den proces, hvor vi skaber vores model. Det kan f.cks. vzre
at opstille nopgle differentialligninger, eller det kan vzre at snltte et
skib 1 et stykke trz til sencre afprgvning 1 et vandbassin.

- Model er den genstand, vi har frembragt ved nodelleringen, o som vl senere
skal gg¢re eksperimenter med. (V1 har tidligere givet en przcis definition
side 7 gverst.)

- Struktur og adfazrd.
Ndr vi taler om modellens eller systemets struktur, mener vi de sanmenhan-
ge, som findes mellem de enkelte falttorer. Adfzrden er den mide, systenet
eller modellen opfyrer sig pad, det man kan se og mdle. (en forurening, ski-

bet gynrer etc.).

Vi er nu kommet si vidt i modelleringsprocessen, at vi skal til at opstille

(nodellere) en model af vores system.
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Det

er oplagt, at udfornningen al vores model afhznger af det problem, som Vi

pnsker at lgse. Skal vi finde frem til en form pid ct skilbsskrop, son er sun-

bilt

I sgpang, kan vi Coeks. konstrucee et modelsklb, hvor vl kan azndre skro-

gets form fra cksperiment til eksperiment. HMan kan siledes normalt ikke for-

vente, at en jodel konstrueret til et formil med held kan anvendes 1 andre

problemlosningssituationer.

ilvad vi md gere ecr ut analysere vores system, sAledes at vi ¥an opstille en

model, som 1 videst muligt omfang opfylder felgende 3 krav:

Det

Modellen afspejler den struktur, som findes i systemet.
tlodellen har tilnzrmelsesvis samme adfzrd som systemet.
Wodellen cr udformet siledes, at man kan drage nogle konklusioner

fra den, der kan bruges til l¢sning af problemet.

er imidlertid ogsd klart, at modellen skal vzre en simplifikation af sys-

temet, hvorfor uvesentlige detaljer.md sgges udeladt (modelskibet behgver f.

eks.

ikke at vare malet eller have smd vinduer).

Vores analyse af systemet mi4 derfor munde ud i en opdeling af systemets fali-

torer 1 tre grupper:

l.-

ting, hvis effekt modellgren finder er ubetydelipe, og som kan udelades 1
modellen.

Vi har tidligere givet eksempler pd sddanne faktorer, f.eks. vinduer i
modelskibet.

ting, som har interesse, og som modellen er designet tll at studerc.
Denne type faktorer kaldes endoiene variablg (endogen = indre), output-
variable eller afhengige variable. Karakteristika for sdidanne variable
er, at de visentlig pdvirker vores problen, men at mennesket af den enc
eller anden grund ikke kan regulere pd dem, selv om det maske ville lbse
vores problen. )
Son ekscupel pd sidanne cendogene variable kan {ra vores skibseksegpel

nevnes skibets rulning

ey ]

som vi netdp ¢nsker mindsket.

ting, som pivicker systemet, og som skal med 1 modellen, men hvis adfzrd
modellen lkke er designet til at studere.

Denne type faktorer kaldes 1 reglen exogene varlable (exopen = ydre),
uafhengige variable eller parametre. Karakteristika for denne type vari-
able er, at vi kan regulere dem og derved finde en lgsning pd vores pro-
blen.

Hvis vores problem f.eks. igen er at finde frem til et skib, der er sta-
hilt, kan cksempler pd exogene variable vazre skibets h¢jde, vegt, form
0.s.v., alle faktorer vi kan andre pi. Ideen er jo netop at blive ved med
at regulere mmodellens exogene varlable og observere de endogene variable,

fndtil vi har fundet en tilfredsstillende lgsaing pd vores problem.




HHdr denne opdeling har fundet sted, skal sammenhengen mellem de forskelline
variable klarlegges. (hvordan gynger et skib med en glven sejlretning, son
funktion af vindretningen). HMan skal vzre opnzrksom pi, at problemet, man un-
sker at lg¢se, netop kan vazre at finde frem til en sammenheng mellem nogle va-
riable.

Selve valget af hvilken type model, man gnsker at arbejde wned (treaodel, o-
lektrisk kredslgb, differentialligningsmodel), md man trzffe sidelgbende med,
at nman afgrenser systemet og finder ud af hvilke typer faktorer, der er vas-

entlige 1 modellen.

2.4 Hvordan anvendes en model 2.

Vi vil pd lignende médde som i foregdende afsnit skitsere et diagram og udfra
dette forsgge at beskrive den del af modelleringsprocessen og de begreber,

son optrzder ved arbejdet med modeller.

IODEL

simulering

1

[ RESULTAT/INFORMATION

'

tolkning \
modifikation KONKLUSION/
af model LOSNING AF PROBLEM

Simulerinsg og resultat.

Hensigten med at opstille en model er naturligvis at kunne udfgre eksperi-
menter med den. Disse eksperimenter kan opfattes som simuleringer al hzndel-
ser 1 det virkelige system, hvorfor vi fremover vil kalde et eksperiment med

en model for en slmulering.

En simulering har naturligvis kun interesse, hvis man fir et resultat ud af
den. Et resultat kan formidles pd mange mider. Det kan f.eks. 1 vores skibs-
eksempel blot vire cn lagttagelse al’, om modelskibet valter eller ¢J, nir vi
sztter det ned 1| et vandbassin med bglger, eller resultatet kan vzre 1 fora
af udslag pd nogle mileinstrumenter. Det er klart, at den fornm, resultatet
skal fremtrazde 1, skal velges allerede ved opstillingen af modellen. I det
indledende eksenmpel, hvor vi opstillede et eclektrisk kredsleb, hvor strgnmen
I skulle reprezsentere hastigheden V 1 det mekaniske systen, vidste vi, alle-

rede inden vi opstillede nmodellen, at vi skulle benytte et anpereuneter til at
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"se" resultatet af simulecringen. Ti1 sirulering af differentlallipgninger an-
vendes ofte datamaskiner, hvorfor det er naturligt at i resultatet af en
similering udskrevet pd et stykke paple, f.eks. 1 form af kuever eller tabel-

ler. Vi vil L de fglgende kapitler komme nermere ind pd dette.

Det er imidlertid ikke nok at besluttg, pd hvilken form resultatet skal fren-
triede. Man md naturligvis ogsi tage stilling til, hvad det er for informati-
on, man ¢gnsker at fd ud af en simulering. Det, vi anskeE, er selvlfglpgelig
information, som gdr os 1 stand til at lgse vores oprindelige problem. Lidt
nmere przcist kan vi sige, at den sggte information 1 repglen deler sig 1 to

kategorier:

l.- Adfzrdsinformation.
Information, som kan benyttes til at forudsige systenmets

udvikling frem i1 tiden.

2.- Strukturinformation.
Informdtion, som kan benyttes til at forstd nogle sammenhaznge

1 systemet.

V1 kan af de to kategorier se, at resultaterne af en simulering ikke altid
skal give 1nfoﬁmation om modellens adﬁaéd; men ogsi om modellens struktur
(de kausale sammenhznge). Vi md derfor, allerede nar vi-opstiller vores mo-
del, desighe resultaternes forn séledes, af vi féé den ngdvendige information

til l1lgsning af vores problem.

Tolkning af resultat.

Nar vl har udfgrt en slmulering oy fdet et resultat, md vi overveje dets
brugbarhed og dets trovzrdighed. i#Med andre ord, hvordan kan vi vere sikre pAa,
at det resultat, vi nar fdet ved simuleringen, faktisk kan bruges til lesning
al vores problem. Var modellen en npjagtig kopl af systemet, ville resultatet
naturligvis vzre rigtipgt, sifrent slmuléringcn var przcls; men modellen cé Jo
en simplifikation af systemet. 34 hvordan kan vi, pi trods af denne sinplifi-
kation, tro.pd resultatet?

Hvad v1 kan g¢gre er, at vurderc :aodellens evne til at producere brugbare res-
ultater, eller sagt pd en anden mide, vurdere hvor god en efterligning model-
len er. Finder vi, at modellen har en rimelig god validiéet, vil vi tro p&
resultatet. Ellers md vl zndre pi modellen. (modelmodifikation).

Denne modelmodifikation vil bestd 1 en mere eller mindre gennemgribende =nd-
ring af nogle af de pramisser, der ligger til grund for den aktuelle simule-
ring. Der kan vare tale om tildeling af nogle andre startverdier for de exo-
genc varlable, altsd om andre parametervardier, eller der kan vzre tale om c¢n
endring af selve modellen, f.eks. at ggre en simplifikation mindre grel. En-
delig kan der vere brug for at tage systemafgraensningen op til revision, idet

nan maske har udelukket en faktor med signifikant betydning.



En vurdering af en models validitet kan foretages ved at rubricere den

fglgende validitetskategorier:

1l.-

Forventniﬁéévaliditet.
Hodellens adferd er i rimelig overensstemmelse med, hvad der er

forventetr(af modellen eller af systemet).

Reproduktionsvaliditet. .
lodellen kan reproducere data, som er kendt fra systemet (data

er kendt ved opstilling af modellén).

Forudsigelsesvaliditet.

Modellen opfy.desr 1. og 2. og kan forudsige data, som kan flindes
1 systemet. (iodellen er opbygget uden kendskab eller uden uwdnyt-
telse af kendskabet til disse data).

Strukturvaliditet.
Udover at opfylde 1.,2. og 3. er modellens struktur en afspejling

af systemets struktur.
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Vi kan nu opstille det fuldstiendige diagram over modellecingsprocessen:

DEHl VIRKELIGE

(' systemafgrznsning

[5ts

VERDEN

n

systemiodifikation

4
~ A
/
modellering

PARAMETRE

paramectermnodifikation
t
simulering
Y

modelmodifikation [RESULTAT/INFORMATIOHI
A ]

tollzning

RONKLUSION /
LUSNING AF PROBLEM.
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BILAG 3

TEMATISKE MODELLER ER VESENSFORSKELLIGE, SELVOM DE SER
ENS UD.

Af Jens Hpjgaard Jensen.*)

*

Matematiske modeller anvendes i stadig st¢rre dele af samfun-— '

da2t., Det er vigtigt at have gje for hvilke interesser, der

sxjuler sig bag. Men det er ogsd vigtigt at kunne gennemskue

deres forskelligartede karakter. De kan vare teoretisk mere -

eller mindre velbegrundede, selvom de umiddelbart virker som

et fedt. Og den tilsyneladende lighed g¢r, at tvivlsomme mo-

deller lénsr autoritet hos mere trovardige. Det sgges i artik-

len fgrst og fremmest illustreret ved en konkret sSammenlig-

ning af en simpel fiskeribiologisk model med en simpel klas-

sisk mekanisk model.

Matematiske modeller anvendes i fysik, kemi, biologi, medicin,
gkonomi mm. De anvendes af ingenigrer og administratorer til
b&dde tekniske og organisatoriske formil.

Efter sigende! blev Vietnam-krigen bl.a. retferdiggjort af
Pentagon ved hjalp af en matematisk optimeringsmodel. Det gko-
nomiske r&d benytter en matematisk model som forudsatning for
dets udtalelser om den danske nationai¢konomiz. Og OECD har
forsggt sig med at lancere en matematisk model til brug for
planlagningen af uddannelsessystemerne i medlemslandene?®.

Effekten af sma doser kraftfremkaldende stoffer diskuteres
ud fra matematiske modeller®, og det samme gg¢r sandsynligheden
for uheld pd A-kraftvarker?’&¢,

Men mest omfattende er selvfglgelig den traditionelle brug
af matematiske modeller til beregning af elektriske kredslgb,
bygningskonstruktioner, mgllevingeprofiler osv.

I alle tilfzldene medfgrer brugen af matematik, at den uden-
forstaende stilles svagt i forhold til de, der har udarbejdet
nodellerne. I alle de navnte tilfzlde kraver det forskellige

former for ekspertise at kigge modelbyggerne over skulderen.
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En bedre matematisk uddannelse af befolkningen vil - alt an-
det lige - selvfglgelig forbedre mulighederne for folkelig ind-
sigt og kontrol. Men at modvirke umyndigggrelsen, som den sti-
gédde brug af matematiske modeller medfg¢rer, af denne vej ale-
ne er udsigtslgs. Eksperterne er specialiserede i brugen af
matematik p& gkonomiske problemer,” pd medicinske problemer, p&
bygningskonstruktionsproblemer osv. og i forskellige dele af
matematikken. Og den stigende brug af matematik i fremtiden
vil ske via gget specialicering. Medens det menigmand har brug
for, er overblik. Kontrol med specialisterne gennem direkte ma-
tematisk indsigt ville krave, at menigmand var bedre matema—E
tisk uddannet end specialisterne tilsammén.

En form for overblik almindelige mennesker kan betjene sig
af for at varge sig mod det matematiske uhyre, er politisk dg
samfundsmaessigt overblik. Hvilke interesser skjuler sig bag
Rasmussen-rapporten? Hvem udpeger det gkonomiske rédgs formand-
skab? Hvem har gkonomisk udbytte af hvilken type mgllevinge,
der anvendes i en given sammenhang? Et sidant overblik tjener
til at sk&rpe arvagenheden og giver mod til at stille kritiske
spprgsmél pad trods af den matematiske afmagt.

Nogle vil mene, at det politiske overblik er tilstrakkeligt.
Det matematiske uhyre er ikke noget uhyre. Det er en neutral
ting, der kan bruges pAd godt og ondt. Til syvende og sidst er
det alene et spgrgsmdl om hvem der bruger det. I de rigtige
hender kan det kun vare et gode, som md udvikles s& meget, det
lader sig ggre’. Synspunktet forudsaztter opfattelsen af et nﬁ-n
verende eller snarligt kommende samfund som klasselgst. I et
klassesamfund vil naturligvis fe¢rst og fremmést den herskende
klasse nemlig have mulighed for at benytte sig af de manipula-
tionsmuligheder matematiske modellers uigennemskuelighed giver.

Andre vil mene, at selve brugen af matematiske tenkemdder og
anvendelsen af en teknisk-naturvidenskabelig rationalitet er
et dominerende trak ved undertrykkelsen i det moderne samfund®.
Det er naturligvis ikke sdledes, at f.eks. matematiske modeller
blot er fup og svindel. Selv modellen for krigsfgrelsen i Viet-
nam har formodentlig en kerne af instrumentel rationalitet i
sig. Uden et rationelt indhold kunne modellerne ikke bruges un-

dertrykkende ved at virke overbevisende. Det afgprende er, at
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netop f.eks. matematiske modellers delrationalitet forfgrer til
en falles form for rationalitet menneskene imellem, .der pa
grund af dens indskrankethed fg¢rer til en helt irrationel sam-
fundsmessig udvikling. For at sande dette kraves filosofisk o-
verblik. '

Jeg mener, at det er blindt, at regne matematiske modeller
for politisk neutrale, forstaet pa den made, at de ikke i slg
selv har en pOlltiSk funktlon, men. alene gives polltlsk 1ndhold
afhanglgt af, hvem der bruger dem. P& den anden side er en for-
kastelse af dem som fgrst og fremmest ideologisk form ogsd urea-
listisk,'

Lad os se pA et eksempel:

Ke > B3¢,

k| ML

(o]
\\\\\} AN SN ) VNSRS EEEN
|

kl ' ZL

o

Figuren er en principskitse af en byggekran. Hvorndr valter
kranen? Ifglge den klassiske mekanik vil kranen vippe omkring
det forreste hjul, ndr belastningen, B, gange afstanden fra B
til hjulet, 14, er stgrre end kontravagten, K, gange afstan-
den fra K til hjulet, 1,. Som sikkerhedsforskrift ma man der-

for krave, at .
K +* 1, >B - 1,

eller at den tilladte maksimalbelastning er-mindre end ‘den
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kritiske vardi for belastningen: By, = K-1,/1p .

Ikke ret mange, der kan gennemfgre denne beregning vil be-
tvivle dens objektive udsagnskraft og nagte at lade sig vej-
lede af den pa forhdnd ved fastsattelse af maksimalbelastnin-
gen for en kran, forud for at den ‘tages i brug. Beregningen
er idealiseret, idet vegten af krankonstruktionen er antaget
ikke at spille nogen rolle i forhold til B og K. Men den kan
uden vanskeligheder udvides til at tage hensyn til vagfen af
krankonstruktionen.

Alle mennesker - uanset om de kan udfgre beregninger af den-
ne art eller ej - tror jeg, har en erfaringsbaseret fornemmel-
se af, at der findes en belastningsgranse for konstruktioner
som en kran.'Og jeg tror de fleste - med god ret - vil faste
mere 1lid til pastanden, at den kan beregnes, end at den ikke
kan det.

Beregningen er ikke neutral. F.eks. kan den aflede opmark-
somheden fra, at kranen kan havarere af andre grunde end at B

er for stor i forhold til k-1;/1;.
Men den er objektiv. Og den kan have praktisk vaerdi for bade

entrep}en¢ren 0g bygningsarbejderen.

Med eksemplet har jeg villet illustrere, at det politiske
problem, som den om sig gribende brug af matematiske modeller
er, ikke kan imgdegas ved en generel mistankeligg¢rélse af mo-
dellerne, f.eks. gennem filosofisk begrundede pdstande om umu-
ligheden af at etablere objektive sandheder. Praksis viser, at
f.eks. fysikkens matematiske modeller anvendt i tekniské sammen-
henge leverer stribevis af trovardige forudsigelser. Og det ved
de fleste.

Men de fleste "ved" ogsa, at matematisk formuleret videnskab
er troverdig langt ud over de granser, hvor det er tilfaldet,
pd grund af en fejlagtig generalisering ud fra netop bl.a.
erfaringerne med dele af den matematisk formulerede fysik.
Matematikkens utilnzrmelighed for de fleste g¢r det muligt at

spille p& en forveksling af ensartet form med ensartet ind-

hold.
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Lad os se pi et eksempel: Sandsynlighedsberegningerne for
uheld péd A-kraftvarker i den sdkaldte Rasmussen-rapport®. Og
lad os sammenligne eksemplet med kraneksemplet.

I Rasmussen-rapporten regnes p& sandsynlighederne for at for-
skellige h@&ndelser indtraffer i A-krgf}varker. Hendelserne gan
opstd pa forskéiiige médeférsandsynliéheden for at handelse@ X
indtrazffer, Px, er da summen af sandéynlighederne for de for-

skellige mdder, Pxi,i = 1l...... n, handelsen kan indtraffe pa:

Px = DXL + PX2 + +envoeos + Pxn.

De forskellige forlgb af omstendigheder, der kan fgre frem til
hendelsen, er hver for sig sammensat af en rakke delhandelser.
For at et bestemt uheldsforlgb skal indtraffe, skal bade det,

det, det, og det ske. Sandsynlighederne Pxi fremkommer derfor

som produkter af sandsynligheder for delhandelserne:

f.eks. Pxl = PX11+PX12-PX13csveocsces Pxlm

, hvor Pxl11 f.eks. kan vare sandsynligheden for at en ventil er
i stykker pé& et givet tidspunkt.

Rasmussen-rapporten med bilag er pa flere tusinde sider, men
dette er groft taget gangen i den.

Hvorfor er Rasmussen-rapporten under al kritik? Den slags
regnestykker kan vel vare meget rimelige. Ja, det er vel direk-
te uansvarligt ikke at arbejde s3 langt som muligt med dem, nar
vi nu har A-kraftvaerker spredt rundt omkring i verden. Der er
vel behov for at fa vurderet risikoen. forbundet med dem, som
der er behov for at kunne forudsige under hvilke omstezndighederx
kranen valter.

I det vasentlige er Rasmussen-rapporten blevet kritiseret
for at vare et bestillingsarbejde for A~-kraftinteresser. Med de
enorme gkonomiske interesser, der er involveret i sagen, er-den
bestilt til at fremkomme med beroligende smd sandsynligheder

for alvorlige A-kraftvarkssammenbrud. Den politiske sammenhang
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ggr aet n@rliggende at vere mistenksom. Men der er ogsd grund
til at vare mistenksom over for entreprengrinteresserne bag
krankonstruktioner. Alligevel er der ikke grund til at nare
samme mistro til de to matematiske modeller. Udover forskellen
i omfang af de to problemsat, adskiller de sig af hvad man kun-
ne kalde videnskabsteoretiske grunde.

Den vigtigste mdde Rasmussen-rapporten har varet:impdegdet
pé&, har vaeret ved modregnestykker, der gav helt andre sandsyn-
ligheder. Kranregnestykket kan ikkevpé samme mdde problematise-
res. Hvoraf forskellen?

A-kraft risiko beregningerne er idealiserede. Dels er delhan-
delsen x11 antaget at indtraffe uafhengigt af delh®&ndelsen x12,
fordi sandsynligheden for at de indtreffer samtidigt derved
matematisk simpelt kan udregnes som produktet af sandsynlighe-
derne for h@ndelserne hver for sig. Men det kan vare, at sand-
synligheden for samtidige h®ndelser er stgrre end beregnet,
fordi den ene handelse pavirker chancen for den anden. F.eks.
kan fejlaflasning af instrument 1 forvirre operatgren, s sand-
synligheden for fejlafl®asning af instrument 2 ¢gges ved det.

Dels er der ved beregninéen af sandsynligheden for handelsen x

‘kun medtaget de n forlgb, man har'kunnet komme'pé, derlf¢rer

til x. Men der kan vare andre forlgb, som der altsd ikke er ta-
get hgjde for. ' o A '
Idealiseringen soﬁ sddan er imidlertid ikke fazldende for be-
regningerne. Ved opstilling af enhver matematisk model foretéf
ges idealiseringer. I kraneksemplet sa vi f.eks. bort fra mas-
sen af krankonstruktionen. Rasmussen-rapportens forfattere er
selvfglgelig ogsd klar over, at der kan vare problemer med de
nevnte idealiseringer og har forsggt at tage hgjde derfor. Den
afggrende forskel er, at det i kraneksemplet er muligt at vur-
dere stgrrelsen af de fejl, der begds ved idealiseringerne, me-
dens dette ikke er tilfazldet ved risikoberegningerne. Det sky1-
des, at kranproblemet kan placeres indenfor en teoretisk ram-
me - den klassiske mekanik -, medens der ikke findes en tilsva-
rende teoretisk ramme for vurdering af risikoproblemet ved A-

kraft varker.
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Den matematiske model til vurdering af kranens maksimumsbelast-

ning er en teoretisk model, medens Rasmussen-rapporten er en

- simulationsmodel.

I det fglgende vil jeg forsgge at illustrere forskellen mel-
lem teoretiske modeller og simulationsmodeller mngjere ved hjelp af
eksempel p& hver. Og jeg vil ud fra de to eksempler forsgge at
vise, hvordan verifikationsproblemet er forskelllgt for teore-
) tlske modeller og 51mu1;£10nsmodeller

Jeg hdber, at jeg har fiet antydet betydnlngen af den skel-
nen eksemplerne skal illustrere: Rasmussen-rapporten har kunnet
kritiseres for at vare et bestillingsarbejde. Men det er der s&
meget, der er, uden at det alene af den grund kan afvises. Ras-
mussen-rapporten har kunnet kritiseres for at vare baseret pa
forsimplede og idealiserede forudsatninger. Men det er tilfal-
det for enhver operationel model. Det afggrende ved Rasmussen-—
rapporten er, at der ikke findes nogen madde at vurdere beret-
tigelsen af de grundlaggende idealiseringer klart p&, og der
herved bliver rige muligheder for at dens konklusioner kan bru-
ges i overenstemmelse med gnskerne hos dem, der har bestilt den
I forhold til den offentlige meningsdannelse om rapporten er
dette indirekte blevet demonstreret gennem modregnestykker. S&
langt s& godt. Men det kan pointeres direkte ud fra karakteren
af modellen. Og det har- betydning i~a11e de tilfazlde, hvor det
ikke er overkommeligt, at mobilisere modregnestykker.

Efter gennemgangen af de to ekéempler pa henholdsvis en teo-
retisk model og en simulationsmodel, vil jeg kort vende tilba-.
ge til Rasmussen—rappor@en.

.o
i

ct
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BILAG 3: Radioaktivt henfald.

Denne models fremkomst kan fgres tilbage til begyndelsen
af dette &rhundrede, hvor den engelske fysiker Ruther-
ford og hans medarbejdere paviste, at atomer af visse
grundstoffer var ustabile. Dette betyder, at i et givet
tidsrum omdannes et bestemt antal atomer spontant til
atomer af et andet grundstof. Det er dette fanomen, .

som kaldes radioaktivt henfald, og de navnte atomer

kaldes radicaktive.

Da radioaktivitet sdledes er en egenskab ved selve
atomet, kunne Rutherford videre konkludere, at et stofs
radioaktivitet mdtte vare direkte proportionalt med an-
tallet af radioaktive atomer i stoffet. Hvis vi derfor
benavner antallét af radioaktive atomer til tiden t med
x(t), s& vil den hastighed, hvormed antallet @ndres,
vere x'(t), og derfor vil x'(t) vere proportional med
x(t), dvs -

(l)_ ' Cox'(t) = -Ax(t) ’ A > o.

Konstanten ) benavnes henfaldskonstanten, og minustegnet

beskriver, at der forsvinder atomer.

Benavner vi x(o) = x_, dvs antallet af atomer til tiden
o, kan man vise, at

(2) x(t) = xoe‘At

Tro indtil videre p& det - i problemstilling 3 vil I se,
at pdstanden er korrekt. I kan dog ogsé efterprgve,
om pdstanden er korrekt ved at indsatte ligning (2) i lig-

ning (1).

I stedet for at beskrive et stofs radioaktivitet ved hen-

faldskonstanten A benyttes ofte stoffets halveringstid T;

dvs den tid, der g&r, for at antallet af radioaktive atomer -

Xx(t) - halveres. Formelt kan dette udtrykkes

(3) X (£+T) = %x(t).
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Ppvelse 1l: Fastlaeg udfra (2) og (3j en sammenhang mellem i
halveringstiden T og henfaldskonstanten A.

@velse 2: I nedennavnte tabel er angivet en rakke sammen-—
hange mellem halveringstid (T) og henfaldskonstant

(A) for et stof. Hvilke -af disse sdnimenhange er

korrekte?
Stof 1 2 . 3 4 5 6 7 8 9
T 1.00001)0.6931 {2.57{0.8326 [0.026 10 {6.93 [0.450{0.054
A 0.693111.0000 12.7010.8326 {0.08310.0693] 10 1.540}6.415

Pvelse 3: Et eksempel pa et sddant radioaktivt henfald er an-

dringen af bly-214 (2%pb) til bismuth -214 (°1%Bi).

Halveringstiden for 214Pb er 27 minutter. Bestem

214

henfaldskonstanten for Pb og skitsér antallet

af 214Pb-atomer (x) som funktion af tiden.

Den beskrevne egenskab ved radiocaktive atomer benyttes i prak-
sis bl.a. i kulstof-14 metoden, der benyttes som daterings-

metode for arkxologisk materiale. Det radioaktive kulstof-14
(14C) er naturligt forekommende og dannes ved kosmisk stréa-

ling af kvalstof-14 (14N). Til gengzld nedbrydes 14C sa igen
med en halveringstid p& 5730 &r.

Lader vi x betegne antallet af 14C—atomer i biosfzren, sa

vil x' betegne @ndringen i antal 14C—atomer. Er M summen
14 14
af

1
C- og 4N—atomer, vil M-x betegne antallet af N-
atomer, og vi kan da opstille fglgende model for radioaktivt
kulstof

(4) x' = k(M-x) - Ax
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hvor k beskriver dannelsesraten ved konstant kosmisk stra-
ling. (Prg¢v selv at begrunde denne model!). Denne ligning
kan, som vi skal se i problemstilling 3, lgses. Imidlertid
kan vi ogsd resonnere lidt p& fenomenet. Hvis der har varef
konstant kosmisk strdling siden jordens skabelse, ma deﬁ
system, som styrer dannelsen af 14C, vere kommet i lige-
vegt - dvs x'=o. Af (4) kan vi altsi slutte, at det kon-

stante antal 14C—atomer i biosfaren er

kM
k+A,

dvs at koncentrationen af 14C i luften og i levende orga-

nismer er konstant til enhver tid.

N&r en organisme d¢r, fx. ndr et tra bliver faldet, stopper
trezets assimilation af C,0 (med en vis mangde 14C), og kun
henfaldet af trzets 14C fortsetter. Dvs, hvis man kan m%le,
hvor meget (eller hvor lidt) l4C, der er tilbage i en tre-
stump i en udgraVning, sd& kan man, i forhold til 14C's Hai¥
veringstid, udregne, hvor lange det er siden, treet er'ble-

vet faldet.

Lader vi nu y(t) betegne ma&ngden af 14C i en organisme (fx.
et stykke tra) til tidspunktet t efter organismens dgd, og
er y(d) =Y, da vil y opfylde ligningen (jfr. (2))

e Mt

(5) y(t) = Y,

Har vi nu et stykke trakul fra en udgravning, vil man méale,
hvor mange radioaktive henfald der sker fra trakullet (per
minut og gram stof). Dette tal, som vi kunne kalde r, vil na-
turligvis vere proportionalt med den mahgde 14C, der ak-
tuelt er tilbage i stoffet, dvs

r = Ay(t).

Betegner r, tilsvarende antallet af radioaktive henfald

(per minut og gram) for frisk tra, fidr man

r, = Ayo.



- 32 -

Da bliver jfr. (5)

eller

- Y -
=1 2
t—'xlnr .

Indfgres halveringstiden, fas

In r - 1lnrxr
0

t="1"T
1n2

der fastlagger fx. trzkullets alder.

@velse 4: I forbindelse med fundene af huiemalerierne i
Lascaushulerne i Frankrig i 1950 fandt man ogsd en del
trazkul. Malinger p& dette materiale gav i gennemsnit 0.97
henfald per minut og gram. For frisk tra er det tilsvarende
tal 6.68. Giv p& denne baggrund en sandsynlig alder pa

hulemalerierne.

1

@velse 5: Atomkernen 60Dy (Dysprosium - 160) har en an-

sldet tilstand med energi pd 87 keV. Atomkerner, som be-

finder sig i denne tilstand, vil hurtigt henfalde til

grundtilstanden i 160Dy gennem udsendelse af y-straling.

I tabellen er angivet det antal henfald AN ,der fra en
given mangde 160Dy (i sin ansldede tilstand) iagttages
til forskellige tidspunkter t. Tidsenheden er ns (nano-

sekund) = 109 s.
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t (ns) AN t (ns) AN
B S VN —— SN R S
"
/0 - 7,5 922
0,5 8641 8,0 795
. 1,0 7217 8,5 670
| 1,5 6229 9,0 577
2,0 5318 9,5 505
2,5 4552 10,0 423
3,0 3853 . 10,5 358
3,5 3311 11,0 302
4,0 2791 11,5 253
4,5 2405 12,0 214
5,0 2040 12,5 190
5,5 1744 13,0 161
6,0 1494 13,5 152
6,5 1281 14,0 108
) 7,0 1097 14,5 92

2

Opstil en differentialligningsmodel, som modellerer denne

situation, og fastlag de parametre, som indg&r i modellen.
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MAT B/83 - uge 41

Problemstilling 2

Opstilling af modeller.

I fgrste problemstilling fik I en generel prasentation af,
hvordan man kunne opstille modeller, og.tillige stiftede I
bekendtskab med en meget simpel model af typen "vakst
proportional med stg¢rrelse". I denne problemstilling er
det tanken, at I selv skal til at opstille modeller.

Som en opvarmning kan I fra problemstilling 1, bilag 1 tage

figur 2.1, som pdstds at give anledning til modellen

Mv' = -kV + mg.

Et s&dant mekanisk system er undergivet Newtons 2.lov -
"summen af de krafter, der pdvirker klodsen, er lig:
klodsens masse gange dens acceleration" (K = MA) ")
Beskriv nu de krafter, som pdvirker klodsén, ndr den
beveger sig hen ad pladen, og afgg¢r, hvilke af disse
krefter, der optrader i den endelige model, samt hvor-

for nogle af dem er udeladt.

N&r den virkelighed, man skal modellere, bliver mere
indviklet, kan det tit vare en fordel at have en eller
anden diagramteknik, s& man med kasser og pile - is@r for
sig selv - kan klarificere, hvilke ting i "virkeligheden"
man finder vesentlige, og hvilke sammenhange man ser
mellem disse ting. Et forslag til en s&dan diagram-
teknik er beskrevet i vedlagte bilag.

Grunden til, at vi har valgt netop.system dynamics (kal-
det SD) til det fglgende, er, at denne diagramteknik -
selv om den har sine mangler - har vundet en stor ud-

bredelse som diagramverktgj.

*
) Det forudsattes bekendt, at A = V'.
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Det er sikkert fremgiet af bilaget, at feed-back slgj-

ferne udggr en central plads i disse modeller. Der er
to vasens forskellige slgjfer, dem med positiv og dem
med negativ feed-back, nemlig (bemark pilens retning)

T (

o enian?
e

AKX

il

— (‘:—»bu\

De "rene" feed-back slgjfer er altséd analoge modeller for

"vakst proportional med stgrrelse”.

Prgv nu at "oversatte" modellen for antallet af 14C-atomer

i biosfaren, dvs differentialligningen
x' = k(M-X)=-Ax

fra problemstilling 1, bilag 3 til et SD-diagram.

Fremover er det meningen, at I skal oversatte den modsatte
vej! Derfor kan I arbejde med at oversatte fglgende SD-
diagram til et sat af differentialligninger (en ligning

for hver tilstandsvariabel). Diagrammet er model for et
faktisk system, men af hensyn til oversattelsesprocessen
kan det vare en fordel at glemme det bagved liggende system
her.
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I skulle herefter vere i stand til med (eller uden) brug
af SD-diagramteknikken at opstille en model for hver af

felgende fire systemer.

Ppvelse 1l: En partikel med masse M synker lodret ned gennem

en vaske, og vi gnsker at beskrive partiklens af-
stand til veskeoverfladen som funktion af tiden t.
Glem ikke, at partiklens vagt andrés, n&r den er
i vaesken. Det kan anbefales at benytte ideen fra

det indledende eksempel i denne problemstilling.

@velse 2: Et stof C dannes ved en kemisk reaktion mellem

stofferne A og B. Ved reaktionen dannes 1 gram
af C ved en kombination af p gram af A og

q = 1-p gram af B. Den hastighed, hvormed C
dannes, er til enhver tid lig produktet af de
resterende mangder af A og B. Reaktionen star-
ter med a gram af stof A og b gram af stof B.
Opstil nu en model for, hvor meget der er af
stoffet C pad et givet tidspunkt. Antag, at

a/p > b/gq. Hvad er den maksimale mangde, der '.
kan dannes af stoffet C ved den beskrevne reak-

tion.
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Som navnt i problemstilling 1 var stoffet
bly-214 (214Pb) radioaktivt, og det henfaldt
med en halveringstid pd 27 minutter til

bismuth-214 (%1%
214

210

Bi). Imidlertid er ogsa
Bi radioaktivt, 0g det henfalder til
Pb med en halveringstid p& 20 minutter.
Opstil et SD-diagram og derpé en differen-
tialligningsmodel, som modellerer det be-
skrevne system. (Helt korrekt henfalder
21484 til polonium-214 (24
veringstid pad f& mikrosekunder, hvorefter
214p5 henfalder til *'%pb, men *'%po vil vi

udelade af modellen).

Po) med en hal-

Den menneskelige organisme har til stadighed
behov for at optage jod. Optagelsen af jod

sker som salte gennem mave/tarmkanalen eller

i luftform gennem lungerne, hvorefter jod-
forbindelserne fordeler sig i blodet. Joden opma-
gasineres herefter i skjoldbruskkirtlen, hvorfra
den udskilles med en biologisk halveringstid pa
128 d¢gn. Organismens daglige behov for jod er

2 mg.

Hvor stor en mangde jod vil der sd til stadighed

vere bundet i organismen?

Nu findes forskellige jod-isotoper. Der er dels
grundstoffet jod-127 (127J) og dels de to radio-
aktive isotoper jod-131 (}313) og joa-129 (*?°7),
der udsender B- og y-stridling, og som har halve-
ringstider pd 8.05 dggn henholdsvis 1.6-10" &r.
Henfaldet sker til Xenon-131 (131
129 (129Xe). Disse to jod-isotoper forekommer
normalt i s8 smd mengder, at de kan negligeres.
Men ved fx. et radioaktivt udslip fra et A-kraft-
verk kommer store ma@ngder af radioaktive jod-iso-

Xe) og Xenon-

toper i biosfaren. (Dog benyttes radioaktivt jod
ogsd@ som sporstof ved medicinske undersggelser.)




o~

I en vis afstand fra A-kraftvarket konstateres

dét, at 40% af joden er som radioaktive isotoper.
Opstil p& baggrund af disse oplysninger en model,
som beskriver, hvordan mangden af hver af de tre

jod-isotoper vil variere i organismen,
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BILAG. Dynamisk systemteori.

N&r man har afgrmnsét og klarificeret sin begrebémodel .

for_e£ forelagt system, kommer den naste fase - opstil-

lingen af en'matematisk model. I denne fase kan det of-—
te vaere af stor betydning, at man har en klar diagramtek-
nik - ogsd gerne en selvkomponeret - til sin radighed.
Derved f&r man dels fastlagt sine "transport"- og "infor-
mations"-veje og dels differentieret de indg&ende parame-
tre og deres indbyrdes sammenh®nge pa en mere overskuelig
mdde, end ndr man foretager en verbal beskrivelse af sin
begrebsmodel. En anvendelig diagramteknik blandt de mere
autoriserede skal her kort beskrives. Den benavnes dyna-
misk systemteori (eng.: system dynamics - i det fglgende
forkortet SD) og er udviklet pa MIT (Massachusetts Insti-
tute of Technology), hvor den bl.a. er brugt i forbin-
delse med opstilling af en verdensmodel (detailleret be-
skrevet i Jay W. Forrester, "World Dynamics").

Teknikken er oprindelig udviklet af Forrester, der er
professor of management ved MIT, med henblik pad en bedre

styring af industri- og erhvervsvirksomheder.

Nogle definitioner.

Formélet med diagramteknikken er, at det via den skal blive
lettere at arbejde sig fra begrebsmodellen for et forelagt
system og frem til at opstille en matematisk model for sy-
stemet. Skal diagramteknikken imidlertid vare et led i dan-
nelsen af en matematisk model, er det ngdvendigt at stille .
det krav til den, at alle i et diagram indgdende stgrrelser

skal kunne kvantificeres, d.v.s. udtrykkes i tal. Nar sa

det indledende arbejde, som bestdr i at fastlagge, hvilke

af begrebsmodellens parametre der - i den givne sammenhang -

er vasentlige og kvantificerbare, er afsluttet, fremstdr det
neste trin, som bestdr i at karakterisere de valgte system-
parametre og deres indbyrdes relationer. Dertil findes i SD

fplgende symboler og nomenklatur:
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tilstandsvariabel (level) beskriver - eventuelt

sammen med andre tilstandsvariable - et systems
tilstand til ethvert tidspunkt. En tilstandsva-
riabel kan kun @ndres via en eller flere strg¢m-
variable (se denne), og den kan sdledes ikke pé&-

virkes direkte af en anden tilstandsvariabel.

strgmvariabel (rate) styrer - eventuelt sammen

med andre strgmvariable - forbindelsen mellem
tilstandsvariable. Den angiver andring pr. tids-
enhed, eller en del af denne @ndring, i en til-
standsvariabel. En strgmvariabel kan ikke direk-
te pdvirke en anden strgmvariabel, men p&virk-
ningen m& g via en tilstandsvariabel - og
eventuelt ogsd en eller flere hjzlpevariable

(se denne). Den eneste pdvirkning til strgm-
variable kommer gennem informationspile (se

denne) .

hjelpevariabel (auxiliary) er en slags afhangig

tilstandsvariabel. Den kan enten udtrykkes di-
rekte som funktion af tiden, og den beskriver
da udviklingen i visse ydre forhold, som pédvir-
ker systemet, eller udtrykkes som en funktion
af en eller flere tilstandsvariable, og den be-
nyttes her som mellemregning i det ofte kompli-
cerede regnestykke, der udgg¢r strgmvariablenes
afh@ngighed af tilstandsvariablene.

dran/kilde (sink/source) angiver ydre forhold,

som ikke har interesse for vores model.

konstant (constant) er et modelelement, som
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ikke @ndrer verdi i det tidsrum, modellen k¢rer.

w~-~~—u;> strgmpil (physical arrow) illustrerer en faktisk
transport af stgrrelser, som skal bevares.

~«———_-€> informationsspil (information arrow) angiver en

funktionel afhangighed eller en transport af

information, der ikke ngdvendigvis skal bevares.

Blandt disse symboler udggr fplgende kombination af en

tilstandsvariabel og en strgmvariabel:

den rene feed-back slgjfe (loop). Sadanne slgjfer er de

basale elementer i enhver model inden for dynamisk sy-

stemteori.

Eksempel 1.

Betragter man systemet en bankbog, og man er interesseret
i at beskrive variationerne p& det indestdende belgb, vil
den enkleste model vare den, hvor der ingen ind- og udbe-
taling sker (f.ex. nér et forazldrepar satter kr. 500,-

pa en bankbog den dag, deres datter bliver dgbt), og hvor
der er en konstant rentefod.

Lader man det indestiende belgb IN vere en tilstands-
variabel, rentefoden RF vare en konstant og rentetilskriv-

ning TIL vare en strgmvariabel, far man fglgende SD-diagram
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som model for det forelagte system:

| . \.\: Y* N X ) /; e,
A \N Y.\F i ‘3‘ - ”\‘ ’F - (/ '\\\
N N,

e
=

Eksempel 2.

Den i eksempel 1 beskrevne model m& imidlertid i de fleste
situationer anses for alt for forenklet, sdledes vil sém
bekendt diskontoen - og derfor ogsi indl8nsrenten - variere.
Dette far fplgende indflydelse pd det til systemet svarende
SD-diagram: |

=

:‘7

H

(o

]

'_Lik

hvor rentefoden RF nu skal opfattes som en hjzlpevariabel,
der afhanger af tiden.
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Det er her meget vasentligt, at man er opmarksom P&,
at der ved overgang fra eksempel 1 til eksempel 2
overhovedet ingen andring sker i sYstemet - det er
stadig bankbogen. Det, man @ndrer, er modellen, d.v.s.
at man valger at tage hensyn til flere af systemets
parametre. Derved fér modellen et lavere abstraktions-
niveau, til gengzld vinder den i evnen til at udsige

noget meningsfuldt om systemets udvikling.

Eksempel 3.

Situationen i eksempel 2 vil ogsd i de fleste sammen-
hange vare alt for simpel en model for systemet en bank-
bog. Man ved fra sig selv, at der med mellemrum star ret
lidt pd bankkontoen, og man afventer en lgnindbetaling.
Dette betyder, at ind- og udbetaling pd kontoen skal
inddrages i modellen. Her vil den eneste vasentlige ind-
betaling i almindelighed hidr¢re fra lgnoverfgrslen,
hvorimod forbruget (udbetalingen) kan vare meget for-
skelligt, men forbruget FB vil i alt fald vare mindre
end det til enhver tid indestdende, d.v.s. afhange af
IN. Disse specifikationer resulterer i fglgende mere

komplicerede SD-diagram:

\__J’ ;
LD ,
] ;
(Y
\ /
] /
I
rd ¥
[Fole-
Kc‘,’”)lf

hvor sdvel lgnnen LON som rentefoden RF skal opfattes
som hjzlpevariable, der afhanger af tiden, og tilskriv-
ning TIL og udbetaling UD er strgmvariable.
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Cksempel 4 - En gkologisk model.

De foregdende eksempler har alle varet meget simple, ba-

de hvad angdr systemets komplexitetsgrad og modellernes
omfang. I mange praktiske opgaver vil systemet imidlertid
vere mere komplekst, og af samme grund vil de dynamiske mo-
deller, man vil kunne opstille, forekomme si& abstrakte, at
de ikke synes at udsige noget meningsfuldt om systemets
udvikling. Det er derfor meget vigtigt, at man i modelop-
stillingsfasen meget klart redeggr for, hvilke generalisa-
tioner og underforstiede antagelser man ggr for at simplifi-

cere modellen. Det er herunder vasentligt at pracisere, hvil-

ke indbyrdes relationer man antager mellem systemets under-

systemer, og hvorfor man vil undlade visse andre relationer.
Ydermere skal man indgdende begrunde, hvorfor hver enkelt
relation netop er af den valgte form. Man skal endelig ar-
gumentere for, hvordan modellen til trods for sin generelle

karakter giver vasentlige trak af systemets udvikling.

For at skitsere den beskrevne mekanisme vil den blive anvendt
i forsgget pd at opstille en matematisk model for, hvordan
et narmere beskrevet gkologisk system vil udvikle sig.

Problemet er kommet op pd fglagende mdde. P4 en ¢ i det dan-
ske ghav, hvor der ingen rovdyr lever, er hovedparten af al-
le harer angrebet af en sygdom. Man beslutter at bortskyde
restbestanden, herved viser der sig en storartet mulighed

for at undersgge, hvordan en nyetableret biotop vil udvikle
sig. Man beslutter sig derfor til at udsatte en ny harebe-
stand og en ravebestand (begge bestlende af lige mange han-
og hundyr) og undersg¢ge, hvordan de to dyreracer udvikler sig.

Man vil dog fgrst lave en modelmessig simulering af forsgget.

Man laver fglgende modelm@ssige indskrankninger:

— der regnes til stadighed med lige mange han- og hundyr,

- Dbegge dyreracer har en konstant procentuel, naturlig
dgdelighed,

- begge dyreracer har en konstant kuldstgrrelse,
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mens resten af indskrankningerne vil fremga af beskrivel-

sen af de modelmessige relationer.

Vi betragter fgrst harernes fgdselskredslgb, hvor antallet N
af voksne harer, HA, defineres som tilstandsvariabel. Be-
tragtes nu antallet af ﬁéreungér, AUH: ma déﬁ giveﬁ vere

en hjalpevariabel, der er proportional med HA. Denne pro-
portionalitetsfaktor indeholder harernes kuldstgrrelse HK,
hareungernes overlevelsessandsynlighed, HBD, og hunharernes
fertilitet, HF. Her er HK og HBD antaget at vare konstanter,
uagtet at begge stgrrelser vil falde, ndr koncentrationen af
harer vokser over en vis graznse, men da den samme afh@&ngighed
af populationens stgrrelse galder for HF, har man valgt at
indregne hele denne afhangighed i HF, hvorved HF klart bliver
en hjzlpevariabel, der afhanger af HA. En for tat koncentra-
tion af harer vil betyde en kraftig afgrasning af gen, og det
er denne afgrasning, der foridrsager nedgang i HF som fglge af
fodeknaphed. Men det antages implicit i modellen, at denne
kraftige afgrasning ikke fordrsager varig skade pd grasset.
Der kan nu opstilles fglgende del af SD-diagrammet for harer-
nes fgdselskredslgb:
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Fra det tidspunkt, hvor en hunhare er befrugtet og til tids-
punktet, hvor den deraf kommende. hare er k¢nSmod¢n, gér en

vis tid, K1, hvilket modellen m& tage hensyn til. Det vil

. indgd i SD-diagrammet pd fglgende made:

HA

Taow) — A
N

hvor HT = AUH/K1 er den strgmvariabel, der forgger antal-
let af harer. ' '

G&r vi nu over og betragter harernes dgdskredslgb, bliver
den strgmvariabel, HN, som regulerer nedgangen i harepopu-
lationen, proportional med den aktuelle bestand af harer.
Denne proportionalitetsfaktor er sum af to led - et 1éd.med
den naturlige dgdsrate, HD, og et led, som vokser proportio-
nalt med antallet af rave, der er til at jagte og drabe‘ha—
rer. Denne sidste proportionalitetsfaktor, K3, angiver den
risiko, en given hare har for at blive drabt af en given

re@v. I SD-diagram bliver nu resten af harekredslgbet:

i P <7 N
MA l< | e O ¢

YA
-___.’—”,»" \\\(MU»:.DQ\J—)H
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s
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\
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GA&r vi videre til at betragte ravenes fgdselskredslgb

med antallet af voksne rave, RV, som tilstandsvariabel,
sd vil hele argumentationen varé den samme som for harer- .
ne - med undtagelse af ravenes fértilitet, RF, som vi ven-
der tilbage til. SD-diagrammet” for ravenes fpdselskredslgb

bliver derfor:

~. 7 Ve
{ R AUR)(_, \
(ﬁ;\y S ,w:i};h; ——4&7—

Huun 4

hvor der for ravene er regnet med en sum af l®ngderne af

draftigheds- og k¢nsmodningsperiode, K2, pad syv mdneder,

revekuldens stgrrelse, RK, og overlevelsessandsynligheden
RBD, er som for harerne konstante. Begrundelsen for RF }
er, at de optimale livsbetingelser for rzve indtrader,
ndr de fi&r nok at spise, mens fertiliteten falder, nar
denne optimale betingelse ikke er opfyldt.

|
Endelig med hensyn til ravenes dgdskredslgb bliver der ikke !

meget at sige, idet den modelmassige antagelse er, at ned- |
gangen 1 ravebestand, RN, er proportional med bestandens |
stgrrelse, hvorfor hele ravekredslgbet kan fuldendes med

fglgende del af SD-diagrammet:



gy O - S
CKTTS RV ST
Ly ’ P
~.\,,4_,\; 2 I3 ‘/ =

RN N R

Denne sidste modelmessige forenkling er dog noget af en
tilsnigelse, da en kraftig nedgang i harebestand utvivl-
somt vil resultere i, at ogsd voksne rave dg¢r udover den
naturlige dgdsrate, RD. Men modelmessigt er der ikke for-
skel p& at lade dette forhold indga direkte i RD eller via
en formindskning af RF, hvorfor den sidste metode er valgt
Herefter er det endelig SD-diagram.

L~ e
i"’@;’i\i !é,.ﬂ-/’
| . /
g — /
\ e
—0— o
'L KN P
-
s
e S
o

f'j -
= K1

Det er vigtigt at pracisere, at denne model er en blandt

mange mulige, hvilket ogsd8 gerne skulle fremgd af redegg-
relsen for de modelmassige overvejelser. Men denne model

vender vi tilbage til senere.
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MAT B/83 - uge 42
Problemstilling 3

Simulering af matematiske modeller.

Na&r det er lykkedes at opstille en differentiallignings-
model for et forelagt system, stidr det problem tilbage,
at man gerne vil simulere systemets udvikling i tiden.
Det enkleste ville vare, at der fandtes en lgsningsfor-
mel, sa man direkte kunne opskrive l¢shingen til diffe-

rentialligningen/-rne.

Dette kan lade sig gpre i visse simple tilfelde, som vi
skal se eksempler pd i denne og senere problemstillinger,
men oftest mi modelsimuleringen eller modelanalysen klares
pd anden vis. Det mest narliggende vil vare at satte en
datamaskine til at lgse model numerisk, hvilket vi vil
bergre ganske 1lidt i den sidste problemstilling.

Men tit skal denne anbrebsvinkel suppleres med en analyse
af modellens strukturelle trazk. Det vil ganske enkelt vare
for dyrt og for tidskravende at udtegne/udregne si mange
lgsningskurver, at man far et overblik over, hvordan lgs-

ningerne afhanger af startpunktet og modellens parametre.

Denne stabilitetsanalyse af modellen vil udtale sig om,

hvordan modellens lgsninger i store trak vil forlgbe, fk.
ndr modellens parametre @&ndres. Denne analysemotode vil
blive introduceret i problemstilling 4 og blive videreud-

viklet i problemstilling 8.

Men nu til indholdet i denne problemstilling - nemlig,
hvordan far vi en analytisk lgsning til en differential-
ligning?

A. Som vi s& i problemstilling 1, var den vel nok simple-

ste differentialligning af formen

(1) x'(t) = ax(t)
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hvor a er en reel konstant (fx. ved radioaktivt hen-
fald a =-Xo0og XA > o0). Vi skal nu give et bud pd en
lgsning til denne ligning. Omskriver viden 1lidt, fés

x' (t)
x (t)

= a

(hvis x(t) *+ o for alle t); men da nu

(In x(t)) = x'(t)
x(t)
&ndres ligningen yderligere til
(In (x(t))' = a
der ved integration giver
In x(t) = at
eller x(t) = et

Imidlertid kan man ved at indsatte i (1) se, at

(2) x(t) = ceat

vil tilfredsstille (1) for alle (reelle) verdier af c.
Det vil som et specialtilfalde af pkt.B nedenfor vise
sig, at ligningen (2) beskriver samtlige lgsninger til

differentialligningen (1).

Havde vi i (1) ladet a vere en reel funktion af tiden,
dvs

a = a(t),

hvilket i mange tilfalde kan vare en rimelig modeludvi-
delse, s& vil det pdvirke lg¢sningsformen lidt. Fra det
sted, hvor

(In(x(t))"' = a(t)
fas, at

In(x(t)) = Ja(t)dt = A(t)
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(dvs A'(t) = a(t))
og derfor bliver
x(t) = eA(t)
Tilsvarende som fgr bliver si samtlige lgsninger

(2') x(t) = ceA(t)

idet A' (t) = a(t) og ¢ er et vilkérligt reelt tal.

B. Som man vil huske fra de forrige problemstillinger,

arbejdede vi med differentialligningen
MV' = -kV+mg
eller da massen M > o er

m
' p—a L ——
v = M + Mg .
Denne ligning er af en 1lidt anden type end fg¢r, da leddet
mg/M ikke indeholder den ubekendte funktion V. Den er et
eksempel pd ligningstypen

(3) y' —ay = b .
I mange simple eksempler er a og b konstante, men for at

ggpre lgsningsmetoden generel, kan vi antage, at a og b
er kontinuerte funktioner.

Da nu e_A(t)> o (hvis a(t) er kontinuert), kan vi gange
i ligning (3) med e_A(t), der sdledes bliver til
y' (B)e 2t - a(t)y(t)e™®(®) = preye A ®
eller
, _ | _

(ja, prev selv!)
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Vved infegration f&8s nu, at

y(t)e_A(t) = Jb(t)e_A(t?dt +c
eller '

(@) g6 = M forme™Far + ceM®

hvor ¢ er en vilkadrlig reel konstant.

Hvis b er nulfunktionen (dvs b(t) = o for alle t) far

man umiddelbart ligning (2').

Pvelse 1l: Opskriv lgsningen til differentialligningen

MV' = -kv + mg.

@velse 2: I problemstilling 1, bilag 3 blev i (4)

introduceret ligningen

x' = k(M-x) - Ax.

Omskriv den til formen (3) og opskriv dens lgsningsformel.
Hvordan kan vi fra denne formel bekrazfte hypotesen om,

at man nu har

Pvelse 3: I problemstilling 2, ¢velse 1 opstillede I
en model for den hastighed, hvormed en partikel sank i
en vaeske. Opskriv lgsningen til dette problem, sdledes

at partiklen starter i vaeskeoverfladen med hastigheden o.

@velse 4: I problemstilling 2, @gvelse 3 opstillede I “

en model for dobbelt radicaktivt henfald ud fra et kon-
kret eksempel. Lg¢s nu dette sat af differentialligninger;
og overve]j specielt, hvad der vil ske med lgsningerne til
ligningssystemet, hvis de to stoffer havde samme halve-
ringstid.
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C. Hvis I har mere tid, kan det vare en fordel at
arbejde lidt med det fglgende, da det vil dukke op
i senere problemstillinger. Vi skal her arbejde med

at bestemme lgsninger til differentialligningen
' 2
(5) y' = ay - aby ,

hvor a og b kan vare reelle funktioner eller reelle
konstanter. Der er (mindst) to mdder at angribe dette
problem pa. ‘

Disse er skitseret i fewlgende to ¢gvelser, og hvis ti-
den tillader det, kan det anbefales at arbejde med
begge gvelser (dog ikke samtidig) og se, at man (natur-

ligvis) vil f& samme lgsningsformel.

Ppvelse 5: Eftervis, at funktionen 1l/9(t) er lgsning
til differentialligningen
L}

2
y' = ay - aby",

netop ndr funktionen ¢(t) er lgsning til differentiallig-

ningen

z' = ab - az.

Benyt dette til at bestemme samtlige lgsninger til

differentialligningen

y' = ay - abyz.
@velse 6: Vis, at relationen

1 _1l, b

y (1-by) y l-by

gelder for alle positive y(# l/b) . Benyt dette samt en omskriv-
ning som under pkt. A til at bestemme samtlige lg¢snin-
ger til differentialligningen

, 2
y' = ay - aby .
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MAT B/8.3 - uge 44
Problemstilling 4

Generaliserede vakstmodcller.

I er nu fortrolige(!) med vakstmodeller beskrevet ved diffe-

rentialligningen
y'(t) = Ay (t) (1)

hvor A er en konstant. Er A<o vil y-»o for t-«. Dette kan

i mange tilfezlde vere en acceptabel modelopfgrsel (jfr. model-
len for radioaktivt henfald). Er A>o0 vil y-» for t-», hvilket
I kan overbevise jef,om ved at undersgge den fuldste®ndige l¢s;

" ning til ligning (1). I en bakteriekultur, som har rigelig na-

ring og gode livsbetingelser, vil antallet af bakterier for-
dobles i en fast periode, d.v.s. antallet af‘bakterier er be-
skrevet af ovenstdende ligning med A>o. Sund fornuft siger os
imidlertid, at antallet af individer ikke bliver uendeligt

stort! Men hvad er der galt i vores betragtninger?

Det, vi g¢r galt, er, at vi foretager en lokal analyse. Den

lokale model vil beskrive den betragtede del af virkeligheden
med tilstrazkkelig ngjagtighed i et begranset tidsrum, men den
vil uundgdeligt f¢r eller siden bryde sammeh. Vi kan ogsa sige,
at vores model-foruds@tninger ikke holder evigt. Vi mé i ste-

det foretage en global analyse.

Vi belyser forholdene med den mere generelle vakstmodel
y' = £(y) ‘ | (2)

Denne model kan illustreres i nedenstdende figuf

|
A\ oy N
: / - 5!=§<§;i:a)
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En lokal analyse bestdr i at se pd smd variationer i y om-
kring en given vardi fx y=o. Er y lille, kan det vare rime-
ligt at erstatte f(y) med den i figuren'Viste rette linie,

sdledes at ligningen (2) erstattes af
y' = £'(o)y

Af figuren ser man klart den lokale models begransninger.

Lad os nu prgve at fortolke dette resultat ved brug af bak-
teriekulturen. For smd vaerdier af y (d.v.s. antallet af bak-
terier) er det rimeligt at antage, at de enkelte individer

i populationen lever frit. Vi md derfor, sidlange y er lille,
forvente en ekspontiel vakst. Med denne vakst forbliver y
imidlertid ikke 1lille, og vakstraten md derfor aftage for
til sidst helt at oph¢re, ndr bakteriekulturen ndr en vis

stprrelse - denne stgrrelse kaldes bakteriekulturens bareka-

pacitet.

A. Til belysning af det ovenstdende fglger en tabel over

antal individer af det encellede dyr Paramecium aurelia i

et 0.5 cm® naringssubstrat over en periode p& 15 dage.

Dag efter start | Antal
0 2
1 5
2 11
3 25
4 48
5 92
6 149
7 198
9 246

11 265
13 268
15 270

Udregn nu y' og afbild derpa y' som funktion af y. Prgv

sd at bestemme denne kurves skaringer med y-aksen, d.v.s.
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de punkter, hvor y'=o. Disse punkter kaldes ligevagtspunkter.

Hvis systemet er i et af disse punkter, vil det forblive der.

Vi har set, at er y lille, men forskellig fra nul, sker en
eksponentiel vakst, sd y fjerner sig fra ligevagtspunktet i nul;
punktet kaldes derfor ustabilt. Forbliver.l¢sningskurven der-
imod i n@rheden af ligevagtspunktet, nar lige?&gten forstyrres,

kaldes ligevagten stabil.

Foretag nu en linear stabilitetsanalyse af de ¢vrige ligevagts-—

punkter. Fors¢gg dernest at give en formel definition af, hvornar

et ligevaegtspunkt for (2) vil vare stabilt henholdsvis ustabilt.

B. En yndet model for populationsvakst er den logistiske 1lig-
ning y' = ay(1l-by) (3)

hvor a og b er positive konstanter. Denne model er beskrevet i

bilaget.

Estimér modellens parametre (d.v.s. a og b) og indtegn funktio—

nen (3) i jeres y'-y diagram.

C. @Pvelse 1: I problemstilling 2, ¢velse 2 opstillede I en
model for en kemisk reaktion. Find de relevante
ligevagtspunkter for modellen, og foretag en '

line®r stabilitetsanalyse.

Pvelse 2: Fastleg ligevegtspunkterne for differentiallig-
ningen

y' = y(a-y) (B-y), o< a<B,

og foretag en linear stabilitetsanalyse af
ligningen. Hvordan bliver stabilitetsforhol-

dene, hvis a=Bg?

PS: Der skal laves en udfgrlig besvarelse af pkt. A, B og
C i denne problemstilling fra hver gruppe. Besvarelsen

afleveres til vejlederen for jeres gruppe.
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. BILAG: Logistisk vakst

I problemstillingen sd vi, at modellen 7 .
y' = Ay , A >o0

var en darlig model for vaksten af en population udfra den L
betragtning, at antallet af individer aldrig vil blive uen-—
deligt stort. Der vil i populationen opstd fgdeknaphed,
miljpforurening samt stress; altsammen forhold som vil
tiltage, ndr populationen vokser. En modelmassig rimeligere
antagelse vil derfor vare, at vakstraten, A vil aftage med
voksende individantal, y, da de¢deligheden vil stige, og fer-
tiliteten vil aftage. Ud fra disse antagelser andres model-
len sdledes til '

y' = Ay)y

hvor A'(y) <o for y > o samt A(}/b) = 0. Her star

1/b for populationens barekapacitet.

Der er imidlertid ikke hermed sagt noget om, hvordan denne
funktionelle sammenh@#ng ser ud. Der findes faktisk uendelig

mange funktioner, som vil opfylde de navnte ba&nd pad .

Her skal blot navnes et par enkelte eksempler

AL (y) = a(l-by)

A, (y) = a(l-by)?

Ay (y) a(l-(by)?) .

A4(y) = acos(mby/2)
a(l+cos(mby))/2

it

Ag (y)
hvor a og b er positive konstanter.

Inden for populationsdynamik har man imidlertid valgt at
benytte Al, sdledes at den endelige model for en populations
vakst er

y' = ay(l-by)
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hvor a og b er positive konstanter. Valget af denne model
er nok sket, dels fordi det er den mest simple sammenhang,
og dels fordi differéntialligningen med dette valg vil

have en analytisk lgsning. Fra problemstilling 3, punkt C

vil man f& den analytiske lgsning

y(t) = ——2t

-a
b+ce t

hvor ¢ er en vilkarlig reel konstant.

Modellen har naturligvis sine begr@nsninger, men populatio-
ner af mange encellede organismer giver faktisk empiriske
data, som passer godt med denne model. Modellen har ogsé
veret anvendt pd& landes befolkningstal - med skiftende
held. I figuren er en teoretisk lgsning. af differentiallig-
ningen vist sammen med USA's befolkningstal fra 1790 til
1950. Man mé& indrgmme, at overensstemmelsen er bemzrkel-
sesverdig, is@r da modellen ikke tager hensyn til, at der
har varet en stor indvandring til USA, og at USA har delta-

get i fem krige i den periode, som tabellen dzkker.

Det skal dog straks indrgmmes, at denne models anvendelse
til beskrivelse af befolkningsudvikling ogs& kan sl& fejl.
Sédledes estimerede man i forrige &rhundrede berekapaciteten
for Belgiens befolkning til 6.600.000 indbyggere, men alle-
rede i 1930 var Belgiens befolkning pa& 84092.000 indbyggere.
Man har forklaret denne fejl med den senere kraftige indu-
strialisering af Belgien samt med Belgiens "erhvervelse"

af Congo som koloni. Begge forhold tilfgrte landet stor
rigdom, som skabte betingelser for en stgrre befolkning.
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MAT B/83 - uge 45

Problemstilling 5

Smittespredning (rygtespredning)

Vi betragter et samfund bestdende af ialt N individer. P&

et tidspunkt bliver en person syg, og I skal i denne problem-
stilling forsgge at opstille en model, som beskriver, hvor
mange syge personer der er til ethvert tidspunkt. Hvis I
hellere vil det, kan I lade‘personen satte et'rygte igang

og derefter opstille en model for rygtespredningen. Opstil

pa denne baggrund en liste over stgrrelser, som kan have
betydning for smittespredningen (rygtespredningen) - antal

raske ("uberygtede") personer er nok en af dem.

Optegn nu ud fra denne liste et SD-diagram, dvs. I skal af-
gpre, hvilke af storrelserne der skal vere tilstandsvariable,
hjelpevariable osv. samt hvilke sammenha&nge, der skal vare
imellem dem. I fdr det lille vink, at det ikke er smart at
opfatte antallet af raske ("uberygtede") individer som til-
standsvariabel, da det jo kan beregnes pd grundlag af aﬁtél—
let af smittede (" berygtede") individer, og derfor blot

kan optrazde som hjzlpevariabel.

Som et sidste skridt i1 preaciseringen af modelien skal I nu
opskrive en differentialligningsmodel ud fra SD-diagrammet,
og I kan tillige foretage en stabilitetsanalyse af den model,
I har fdet opstillet.

Hvis I nu er kommet frem til en differentialligning, som I
allerede har fundet en lgsning for, kan I opskrive jeres
lgsning af problemet samt skitsere lgsningskurvens forlgb -

hvad var nu startbetingelsen?

Hvis I derimod har opstillet en ligning, som I ikke synes,‘
I kan lgse analytisk, hvilket er meget sandsynligt - skal I
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forsgge at l¢§e den numerisk samt skitsere lgsningskurvens

forlgb. Den metode, I skal bruge, hedder Eulers metode,

og det er langt den simpleste af de metoder, som findes.
Den er faktisk s& simpel, at I selv kan udvikle den,
hvis I blot gir frem i de skridt, som er anfgrt i det
fglgende. 7 | : 7

Antag at det vides, at der til tidspunktet tO er ialt X
individer smittet.
Hvordan kan man herudfra bedgmme "smittehastigheden" til

tidspunktet to?

Hvilket sk¢gn er det pid dette grundlag rimeligt at angive for
antallet af smittede til et tidspunkt, der ligger ikke alt
for lange senere end to? Angiv en formel der udtrykker dette
forventede antal ved hj=lp af to' x, o9 At (det 1lille tids-
rum, som gdr efter to).

Hvordan kan denne formel bruges til at beregne antallet af

smittede til et meget senere tidspunkt t?

Hvordan kan man eventuelt bedgmme usikkerheden pa dette sk¢n,

og hvad kan man ggre for at nedsatte den?

PS: Der skal laves en udfgrlig skriftlig besvarelse af
denne problemstilling fra hver gruppe. Besvarelsen afleveres

til vejlederen for jeres gruppe.
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MAT B/83 - uge 46
Problemstilling 6

Fiskerimodeller

I denne problemstilling skal vi arbejde med modeller inden
for fiskeribiologi, bl.a. vil der blive prasenteret en fler-
artsmodel (kaldet Nordsgmodellen), som er udviklet pd Dan-
marks Fiskeri- og Havundersg¢ggelser. I denne model sgger

man at beskrive, hvordan den enkelte fiske- (og plankton-) art
udvikler sig og samspiller med de ¢vrige arter. Man inddeler
endog hver fiskeart i aldersklasser (indtil 6 klasser for
visse fiskearter) og opstiller en model for hver alders-
klasse. Et af formdlene med modellen er at lade den danne
grundlag for fastsattelse af kvoter for, hvor meget den
enkelte art md befiskes samtidig med, at arten bevares

pd et levedygtigt niveau.

I Nordsgmodellen arbejdes med en lang rakke ligninger, men

de centrale ligninger kan placeres pa tre niveauer:

1. Individniveau. Svarende til hver art (eller alders-

klasse) beskriver van Bertalanffys ligning, j.fr.

bilaget 5

(1) w' =hw /3

- kw,

hvordan den enkelte fisks vagt (biomasse) @ndres som
funktion af fiskens alder. Parametrene h og k er spe-

cifikke for hver enkelt art/aldersklasse.

&ndrer antallet af individer i den enkelte art/klasse.
Sadledes star

(2) N' = -M)N
°9 (3) N' = -M,N
for det antal individer, som forsvinder ved naturlig ded
(M, er den naturlige dgderate) og ved at blive adt af

andre fisk (M, er den totale @derate).
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Endelig beskriver
(4) N' = -FN

det antal individer, som forsvinder ved fiskeri

(F er befiskningsgraden). Tilgangen af individer i
den enkelte aldersklasse sker i klasse 1 ved nyud-
klzkket yngel og i de ¢vrige ved oprykning fra den

forrige aldersklasse.

Her er igen parametrene M;, M, og F specifikke for

hver enkelt art/aldersklasse.

masse Y af den enkelte art/aldersklasse beskrevet ved

ligningen
(5) Y' = FNw

Dvs man her sammenstiller de to andre niveauer.

Bemark igvrigt, at parametrene h i (1) og M, i (3) vil

afhange af, hvilke andre arter der lever i omrddet.

For blot at fd et lille indblik i nogle af de faktorer,

som er i spil i denne model, skal I forsgge at modellere

et meget simpelt system.

I et ¢grreddambrug udsattes ¢rredyngel (individvagt =~ 0 gram).
Der udsattes ialt NO individer, som ikke formodes at yngle.
Man ¢gnsker at bestemme den samlede biomasse i dambruget som
funktion af tiden (siden udsattelsen). Vi ¢gnsker at maksima-
lisere den samlede biomasse i dambruget, dvs at bestemme det
tidspunkt, hvor man skal opfiske alle ¢grreder samtidigt, hvis

man vil have den stgrst mulige biomasse.

Foretages derimod en stadig opfiskning af ¢rreder med en
konstant opfiskningsrate F, skal man bestemme den totalt

opfiskede biomasse.
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BILAG: En fisks biomasse.

I forbindelse med biomassebestemmelse af fisk i sdvel
dambrug som havet benytter man en differentiallignings-
model, som i sin grundform hidrgrer fra systemteoretike-
ren Ludwig v. Bertalanffy. Denne model er senere videre-
udviklet; herhjemme ved Danmarks Fiskeri- og HaVuﬁdér—
sggelser, hvor bl.a. Erik.Ursin har arbejdet med.béstem—
melse af modellens parametre. Modellen er i sin opbygning
en enkelt-individ model - i mods@tning til de fleste mo-

deller, som beskriver en hel population.

Modellen i sin grundform beskriver vagtandringen af fi-

sken, w'(t), som forskellen mellem den stofmengde, der

‘tilfgres, og den, Som forsvinder. Da det, der tilfgres

fiskens vagt, bestar af den fgde, fisken optager, og da

denne fgde udelukkende optages gennem tarmoverfladen,

er det narliggende at antage fiskens opbygning (assimi-

iation) sker proportionalt med tarmoverfladens stgrrelse
s(t), dvs. S

hs(t).

Der sker pa den anden side en stadig nedbrydning af fi-
skens vav (dissimilation), som er proportional med den
samlede mangde vav, dvs. proportional med fiskens vagt
w(t), dvs.

-kw(t).

Dermed bliver modellen for fiskens vagtforggelse
w'(t) = hs(t) - kw(t),

hvor h, k.€R+. Antager vi videre, at en fisk vokser iso-
metrisk (dvs. lige hurtigt p& alle leder), vil vagten
kunne opfattes som et rumfang, mens tarmoverfladen

kan opfattes som et areal. Vi kaqzundér denne antagel-
se altsa erstatte s(t) med (w(t))3 , og modellen bliver
herefter 9 A

(1) w' = hw3 - kw,
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Denne kaldes Bertalanffy's ligning.

Skal man foreéage en stabilitetsanalyse af (1), ser vi,

at ligevagtspdnkterne bliver

h)a

WwW=0 09 W =:(§

Differentierer vi tillige funktionen

: 2

f(w) = hw3 - kw

bliver
2L

£' (w) = %hw 3 ok .
Da er

lim £'(w) = 4w

w—=O
og

' his -_-..l.
£1(() %) =-3k
hvilket viser, at w = o er ustabilt, mens
— ¢hy3
w = (k)

er et stabilt ligevagtspunkt - nemlig den maksimale

vagt for den pagaldende fiskeart.

Ppvelse: Man kan faktisk lgse Bertalanffys ligning ana-
lytisk ved fx. at gennemarbejde fgplgende punkter

(a) Szt w = z°

og opstil en differentialligning for z.
(b) Bestem samtlige lgsninger til denne ligning.
(c) Fastlag den lgsning, som vil svare til w(to) & 0.

(d) Bestem til slut lgsningen til den oprindelige lig-

ning - dvs. en lgsning for w.



»

P8 sidste side er vist en lgsningskurve til (1) med

startverdien w(o) =1 ogmed h =4 og k =1, sa-

ledes at den maksimale vagt bliver w = 64.

Lgsningskurverne til (l) stemmer som regel darligt med
médledata. Man har derfor som navnt i indledningen til
bilaget bl.a. pda Danmarks Fiskeri- og Havundersggelser
arbejdet med at justere modellen, séledes at der kan brin-
ges en bedre overensstemmelse med mdledata. Dette er re-
sulteret i modellen

(2) ' w' = hw® - kw® ,

hvor 0 < a < B S 1. For langt de fleste dyrearter
(fisk, pattedyr og krybdyr) viser det sig, at B8 =~ g '
mens der for insekter gelder B ~ 1. Nar det gzlder
fastlaggelsen af o , er man mere usikker, men o = %
synes i langt de fleste tilfelde at give god tilpas-
ning til midledata. Dog afviger enkelte arter helt fra
dette billede, sdledes har visse laksearter o =~ 8 =~ 1
- dvs. eksponentiel vakst - her sker reguleringen til
gengald ved, at gydningen tager sd hdrdt pa laksen, at

den kun overlever f& gydninger.

Denne ligning kan ikke lgses analytisk, men det kan

som ¢velse anbefales at foretage en stabilitetsanalyse.

Denne vil vise, at (2) har i princippet samme stabili-

tetsegenskaber som (1).

P& sidste side er vist en lg¢sningskurve til (2), hvor
parametrene er valgt s8ledes, at den maksimale vagt

igen bliver w = 64, og startvardien igen er w(o) = 1.
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y ‘=a¥y~rb-c¥y~d
a=4.880 c=1.,008
b= .B67 d=1.0800

50

88

78

y=

64.08

y‘=a¥y~b-c¥y~d
a=2.0888 c=1.060
b= .667 d= .833




- 71 -

MAT B/83 - uge 47 -

Problemstilling 7

Lineare ligningssystemer.

I denne og de resterende problemstillinger skal vi arbejde
med systemer, som giver anledning til differentiallignings-
modeller, der ikke umiddelbart kan "lgses" ved suksesiv
brug af en lgsning til en enkelt differentialligning -

fx. som modellen for dobbelt radioaktivt henfald. I denne

problemstilling skal vi behandle den meget simple model

(1) x' = ax + By
(2) y' = yx + 8y

hvor o, B, vy og § er reelle konstanter. Den bestadr blot
af to koblede, lineare differentialligninger (af f@¢rste
orden), og det er nerliggende at antage, at lgsningerne

igen er noget med x = e>‘t og y = e’t. Men lad os nu se!

Omskriver vi (1) 1lidt, kan man fa&
(1') y = é(X' - ax)

og ved differentiation (mht t)

(1" y' o= %

(X" - axl)

Da nu (2) har formen

y' = yx + Sy
er hgjresiderne i (1") og (2) identiske (da de begge er
lig y'), dvs

x" - ax' = B(yx + dy).

Benyttes ny y fra (1'), bliver det en ligning kun i den
ubekendte funktion x, dvs.

x" - ox' = Byx + 6x' ~ afx
eller

(3) x" - (a+8)x' + (ad-BY)x = o
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Nu var formodningen jo, at e)\t nok mdtte vare en lgsning

)
for x, sd lad os indsaztte x = e)\t i (3). Da Xx' = e t
" 2 At o
og x" = A"e fas .
2 At
(A° = (a+8)A + (ad-By))e ' =m =o
og dette er kun opfyldt, nar -
(4) A2 - (a+8)A + ad-By = o

der jo blot kraver, at A skal vare en (reel) rod i en
anden gradsligning.
De talstgrrelser, der sdledes er afggrende, er
s = a+d ’
kaldet sporet, og
D = ad-By

kaldet determinanten for matricen

a B
A=

Men uheldigvis har (4) jo ikke altid reelle r¢dder;
hvis tallet s? - 4D < o har ligningen ingen reelle
rgdder. I det fglgende vil vi undersgge disse forhold

nermere.

A. Vi betragter fgrst ligningsmodellen

x' = Ax .
y' = wy
hvor X og M er reelle tal. I skulle let kunne opskrive s

den lgsning, som gar gennem punktet (x(o),y(o)) =
(XY ) - Skitsér derpd denne lgsning i et xy-koordi-
natsystem i hvert af fglgende fem tilfalde

1. X = 2u<o, 2. A = u<o, 3. A = -u<o

4. o <A =yu og 5. 0 < u =2\

B. Dernast skal vi arbejde med ligningsmodellen

i

Ax + vy
y' = Ay
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hvor A er et reelt tal, hvilket ej heller skulle vere
umuligt at lgse, sédledes at punktet (x(o),y(0)) = (xo,yo)

tilhgrer lgsningen.

0gsd i denne situation skulle I kunne skitsere lgsnin-

gen i et xy-koordinatsystem i fglgende to tilfzlde

1. X <o og 2. A > o.

C. Endelig skal vi have ligningsmodellen
x' = ax-by
' = bx+ay

hvor a og b er reelle konstanter. Ved at udregne
s = 2a og D = a?+b? kan vi af s?-4D = -4b%<o se,
at vi her er i det tilfalde, hvor ligning (4) ikke

havde reelle rgdder. Men opgiv ikke!

Vis til gengald, at

(x(t),y(t)) = e*“(cosbt,sinbt)
vil vere et lgsningssat til ligningerne. Godtggr tillige,

at netop funktionssettet
(x(t) ,y(t)) = eat(xocosbt—yosinbt,yocosbt+xosinbt)

vil vaere lgsningen til modellen gennem punktet _
(x(0) ,y(0)) = (xo,yo). Skitsér til slut lgsningen
gennem fx. punktet (1,0) i et xy-koordinatsystem i
hvert af f¢igende tre tilfelde

1. a<o, 2., a=o og 3. a»o

Overvej igvrigt ogsd, hvordan fortegnet for b pévirker

lpsningens forlgb.

D. Vi skal nu opsummere lidt. Fastla®g lige udtrykket
for s og D svarende til de tre ligningsmodeller
(under A, B og C), og prg¢v nu at placere jeres teg-
ninger svarende til de forskellige tilfazlde

Al - A5, Bl, B2, Cl, C2 og C3 ind i fglgende tilfalde
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1. D <o 2. o0 <D < 52/4

3. D = s?%/a 4. D > s%/4

I skulle nu for hvert tilfazlde kunne afggre, hvornér
lg¢sningen vil g& ind imod (o0,0) for t 5 +o - dvs.

for hvilke vardier af s og D dette vil ske. I denne
situation kaldes (o,0) et stabilt ligevagtspunkt for
differentialligningsmodellen (1)+(2).

I tilfelde 1. kaldes (o0,0) for et saddelpunkt -

prgv at forklare, hvorfor man mon benytter dette navn.
Punktet (o,0) kaldes i et af tilfazldene neutralt stabilt.

Hvilken af situationerne ville I betegne som sddan?

Er I nu forresten sikre p&, at vi ikke har glemt nogle

interessante tilfzlde?

Afgpr for hvert af fglgende differentialligningssyste-
mer om punktet (o0,0) vil vare stabilt, neutralt stabilt,

saddelpunkt eller ingen af delene:

1. x' = x+3y 2, x' = x-y
y' = x-2y y' = 2x-y
3. x' = 2x+3y 4., x' = -x+3y
y' = -x-2y y' = =x+2y
5. x' = -2x+4y 6. x' = -7x+10y
y' = x-2y y' = 3x-4y
7. x' = -7x+9%y 8. x' = 7x-9y

y' = 3x-4y y' = 3x-dy
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MAT B/83 - uge 48

Problemstilling 8

Stabilitet.

Som I allerede sid i problemstilling 4, kunne en undersggelse
af ligevagtspunkterne udsige en del om l¢sningskurVernes
forlgb. Vi s& bl.a., at et ligevagtspunkt er stabilt, hvis
lgsningskurven bliver i nerheden af punktet, ndr ligevagten
bliver forstyrret. Dette kunne vi ogsd udtrykke pd en mere

formel mdde. Er Y, et ligevagtspunkt for
(1) y' = f(y)
vil ligningen
1) —_— 1 P
(2) y' = £ (y ) y-y,)
vere en god tilnarmelse til (1) i "narheden" af Yoo Lig-

ning (2) kaldes en linearisering af (1) omkring Yo- Vi sa
ogsa, at vi ud fra (2) kan slutte, at Y, er stabilt, netop'

hvis
)
£ (yo) < o.

Er nemlig y = y(t) en lgsningskurve til (1), kan vi ved
hjzlp af (2) se, at

y < yo =vy' >0
og y >y, = y' <o
dvs at y(t) - Y, ndr t - « ,

dvs at lgsningen n@rmer sig til Yo

Den beskrevne metode har I allerede set anvendt bl.a. pa

ligningerne

ay(l - by)
2/3
ay - by

yl
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De her skitserede betragtninger vil vi nu forsgge at benytte
pd modellen
x' = £(x,y)

(3) y' = g(x,y)

af to sammenhgrende differentialligninger. Man kan til en
start danne sig et overblik over l¢sningernes forlgb i

et xy-koordinatsystem (kaldet faseplanen) ved at indtegne
de kurver, hvor x'=o og y'=o. Dette er eksempelvis gjort

i nedenstdende figur

T / x‘=u}-><3+><

' ==x

Der, hvor kurverne sk®rer hinanden, ligger s& modellens lige-
vegtspunkter, og pilene angiver, hvordan lgsningskurverne vil
forlgbe i narheden af de optegnede kurver. - Begrund pilenes
retning.

Vi gdr nu over til at undersg¢ge, hvorndr et ligevagtspunkt
(xo,yo) til (3) vil vere stabilt.

Som vi s8 i (2), bestdr lineariseringen af (1) i at udregne
f'(yo). Da savel f(x,y) som g(x,y) i (3) er funktioner af to
variable, bliver udtrykket for den fgrste afledede for model-
len vasentligt mere kompliceret. Man indfgrer talskemaet
(kaldet funktionalmatricen)

of of
H(XO,YO) W(XO,YO)

3g 3g

Bx(xo'yo) ay(xo'yo)
hvor %f betyder den partielle afledede af f med hensyn til x -
for fast y, dvs y opfattes som en konstant, ndr der differen-

tieres mht x. Det til (3) hgrende lineariserede system omkring
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BILAG: To—-artsmodellerxr

Vi vender nu tilbage til bilaget om dynamisk syStemteori
fra problemstilling 2. I eksempel 4 blev opstillet en
model for, hvordan to dyrearter p& samme biotop-vil ud-
vikle sig. Denne model vil vi videreudvikle matematisk.
Med de antagelser, der blev'gjort i eksemplet, kan man
oversatte til fglgende sat af differentialligninger

(la) HA' = HT - HN
(1b) - RV' = RT - RN
hvor
HT = HK-HBD-HA-f (HA) /K1
. HN = (HD+K3-.RV) +HA
RT = RK-RBD-g(HA,RV) /K2
RN = RD-RV.

I modelopstillingen blev der argumenteret for, at f matte
vere en aftagende funktion af antallet af harer, HA.
Til en begyndelse kan vi imidlertid antage, at f er kon-
stant. Indfgrer vi tillige for kortheds skyld de nye

konstanter

HK-HBD- f (HA) /K1 - HD
K3

[}
I

og b

kan ligning (la) erstattes af

(2a) HA' = a-HA - b-HA-RV.

Funktionen g(HA,RV) skulle beskrive, hvordan det aktuelle
antal reve og harer pavirker ravenes fertilitet. En meget
simpel antagelse er, at

g(HA,RV) = k-HA:RV

dvs. proportional med antallet af m@der mellem en rav og
en have.

Indfgres igen for kortheds skyld konstanterne
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(xo,yo) bliver da

(4) x' =2 X-X
y' Y-y,

Men modellen (4) er jo identisk med dem, vi behandlede i

problemstilling 7. S& derfor kan vi nu benytte det begrebs-
apparat, som vi fremstillede her. I problemstilling 7 fandt
vi (forhdbentligt) fglgende sammenhange (se tillige side3 )

mellem stabilitet og fot@egnene for s og D:

"Et ligevagtspunkt (x_,y ) er stabilt, netop hvis

D>o og s<o (eventuelt ogsd s=o)".

B. Men lad os illustrere metoden med et simpelt eksempel.
I bilaget er bl.a. beskrevet Lotka-Volterra modellen

X' = ax - bxy

y

= -cy + dxy.

hvor a,b,c og d er positive konstanter. Vi vil nu undersgge

stabilitetsforholdene for denne model.

Af x'=o0 f8&s x = o Vv y = a/b og
af y'=o f&s y = o v x = ¢/d.

Lad os fgrst undersgge punktet

(xo,yo) = (c/d,a/b)

Da nu
af _ __ af _ _
"% a-by 5 bx
8 3 a — -—
52 dy 33 c+dx
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dvs Lotka-Volterra modellen vil have (c/d,a/b) som

neutralt stabilt ligevagtspunkt.

For det andet 1igevagtspunkt (xo,yo)=(o,o) far vi til-

ST

og s=a-c, D =-ac < o. Dvs, (0,0) er et saddelpunkt,

svarende

hvilket i denne situation giver en god modelopfgrsel,
idet man forbliver i l.kvadrant (x>0, y>0), hvis man
er startet der. (Dette er jo heldigt - for hvordan ser

en negativ rav eller hare ud?)

I bilaget er ogsd& navnt andre modeller for, hvordan to
arter pd samme biotop vil samspille. Undersg¢g stabili-

tetsforholdene for fglgende to modeller

1. x' = x(1-bx) - xy
y' = y(l-35)

2. x' = Fp(lo-x) - H
y' = y(-2

Man skal imidlertid ikke tro, at en linearisering af en

differentialligningsmodel altid vil give et positivt svar

om modellens stabilitetsforhold, hvilket nedenstdende
eksempel skulle vise.

Vil vi sdledes unders¢gge stabiliteten af modellen

x' = _x3 : yu = _YS'

er (o0,0) ligevaegtspunkt, mcn da

.a_f. E 2 -a-._f- == ig = .ig = - 2
X 3x%, 3y  ax _ °' 3y © 3y
bliver
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\O (o)

og derfor er s =D = 0. Dette giver os derfor ingen ide
om, hvorvidt (o0,0) er stabilt.

Der er imidlertid udviklet andre metoder til at undersgge
modellers stabilitets forhold. Disse metoder vil dog ikke

blive behandlet her.

Derimod skal I vende tilbage til jeres model for smitte-
spredning i problemstilling 5. Modellen skal dog - hvis

det ikke er sket - udbygges, sdledes at en person, som har
veret syg, bliver imun i eﬁ periode, inden vedkommende igen
kan smittes. Herved far vi en model med de to systemvariable -
antal syge og antal imune personer. I skal nu foretaée en

stabilitetsanalyse af denne udvidede model.

C. Ud over de her beskrevne stabilitetsforhold kan man for
modeller af to koblede differentialligninger finde yderligere
et stabilitetsfznomen, som vi skal belyse med et eksempel.

Man skal undersgge differentialligningsmodellen

Xl,
(5) . 2,..2
y' = x4+ uy - y(x°+y°)

ux - y - x(x2+y?)

hvor p er en reel konstant.

Inden vi fortsatter, skal vi lige se lidt p& polare koordi-
nater. Udtrykker vi punktet (x,y) ved dets afstand r fra

(0,0) og ved den vinkel 8 som denne 1linie (fra (o,o0) til

(x,y)) danner med x-aksen, kan vi skrive koordinaterne som
X = rcos® og y = rsin®é

(prgv selv at lave en lille tegning). Er punktet (x,y)

en funktion af tiden t, vil r og 6 ligeledes vare det.

Vi kan nu omvendt udtrykke r og 6 ved X og y som

(6) r? = x%+y? og tge = %

(prgv selv). Alt dette skal bruges til at erstatte lig-

ningerne i (5) med to differentialligninger i r og ©



- 82 -

Til dette form&l skal vi finde ud éf, hvordan man
differentierer en funktion V af to variable x og vy,
hvor x og y begge afhanger af t. Der galder ganske
enkelt, at

4 g _ Y 3V

gt Vixey) = gpext(t) + ooy (t) .
Prgv nu at differentiere funktionerne r(x,y) og
8(x,y) i (6) ved hjelp af denne regel og dernast at
indsatte udtrykket for x' og y' fra (5). Man skulle

da gerne f&, at

(7) r' = r(u-r?) og ©' =1.

I skal sd& ud fra (7) skitsere forlgbet af lgsningskur-
ver i hvert af fglgende tre tilfazlde

1. u<o , 2 y=0 og 3. u>o.

Af eksemplet er forhabentlig fremgédet, at der for

p>o0 optrader det faznomen, at alle lgsningskurver sg¢-
ger ind (eller ud) mod cirklen med radius Vu . Nar

en model udviser denne opfgrsel, siger man, at modellen

har en stabil graznsecykel. En sddan gransecykel er ikke

ngdvendigvis en cirkel som her, men kan vare en vilkar-
lig lukket kurve.

Videre s& I formentlig, at punktet (o0,0) for alle valg
af y var et ligevagtspunkt, men at punktets stabilitets-
forhold blev @andret fra stabilt til ustabilt, ndr u
passerede o. Dette fznomen kaldes, at modellen bifur-

kerer, ndr parameteren p passerer den kritiske vardi

Mo (her er altsa M, = o) .

I dette eksempel bifurkerede modellen til et ustabilt
ligevegtspunkt omgivet af en stabil gransecykel, men
dette vil ikke altid vare tilfaldet. Rent faktisk skal
fplgende betingelser galde for den kritiske verdi M
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1. s? - 4D < o, ndr H=U
ds
. — > =
2 an o for u v,

3. modellen har stabilt ligevagtspunkt i (o,0),

nar W=U

Her vil punkt 3 ofte vare vanskelig at afggre og som
regel umulig med det verktgj, vi har til réddighed i det-

te kursus.

Godtggr udfra punkt 1-3, at modellen (5) vil bifurkere
til en stabil gransecykel. ~

PS: Der skal laves en udfgrlig skriftlig besvarelse
af opgaverne under afsnit B i denne problemstilling -
én besvarelse per gruppe. Besvarelsen afleveres til

vejlederen for jeres gruppe.

Afsnit C skal I kun arbejde med, hvis der bliver tid
til det. |
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"¢ = RD
RK+RBD:k/K2

og d

kan ligning (1lb) erstattes af

(2b) RV' = -c:RV + d-HA:RV.

Ligninger (2a) og (2b) udg¢r tilsammen et eksempel pa
Lotka-Volterra modellen

x! ax - bxy

yl

-cy + dxy

hvor a,b,c,d er positive konstanter. Denne model blev
fprste gang opstillet og begrundet af den amerikanske bio-
log Alfred Lotka (1925) og den italienske matematiker
Vito Volterra (1926) uafhangigt af hinanden.

Som navnt i starten var antagelsen, at f var en aftagende
funktion af HA; og som allerede navnt i bilaget til pro-
blemstilling 4 er den simpleste funktion med denne egen-
skab

f(HA) = 1 - a-HA,

hvor altsi l/a er harepopulationens barekapacitet. Derved
kan vi i stedet for ligning (2a) f3 den lidt mere reali-
stiske sammenhang

(3a) HA' = a(l-a-HA)+ HA - b-HA-RV,

Det vil ogsd vare narliggende at antage, at ravepopula-
tionen vil have en barekapacitet 1/p. Man m& imidlertid
rimeligvis formode, at barekapacitetens stgrrelse ma
afhange af harepopulationens stgrrelse - jo mindre harebe-
stand jo lavere barekapacitet, dvs. l/p ma vere proportio-
nal med HA, altsd er

1o = B-HA

eller _ 1
p_.
B8 -HA
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Herved kan man opskrive fglgende ligning for ravepopula-

tionen
(3b) RV' = c(1 - =<YV_) .RV
B<HA

til erstatning for (2b).

Vi indfgrte for funktionen g udtrykket
g(HA,RV) = k-HA-RV,

men som vi allerede da anf@grte, var denne modelantageise
maske for simpel. Et faktum ef det imidlertid, at en rav
kun gider jagte harer, hvis den er sulten. Er der s&ledes
mange harer i forhold til antallet af reve, villHA-RV
veare et darligt udtryk for, hvor mange harer der bliver
drabt. Derfor er et rimeligere udtryk for g, at

g(HA,RV) = h(HAf-Rv

hvor h nok er en voksende funktion af HA, men ndr HA bliver
stor, ma den ikke overstige "mathedégransen" d for en rav,
dvs. d er det stgrste antal af harer, som en rav gider ade
(fx.) per méned. | '

Der findes i den populationsdynamiske litteratur flere bud
pa funktionen h. Et udtryk, som tilskrives‘Holling, har for-

men .
h(x) = ax
x+6

‘Prgv at skitsere funktionen h og sammenlign den dernast med
funktionen x ~ dx. Med denne modeludvidelse kan ligning (3a)
erstattes af (4a)

(4a) HA' = a(l-o-HA)HA-b——2+RV.
- HA+S

Tilsammen bliver (4a) og (3b) et eksempel pd Holling-Tanner

modellen

a(l-ax)x - b—f—y
x+6 -

Xl

c(l—x—)y .

y' 8%
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Problemstilling 9

Insulin/blodsukker balancen.

I skal nu selv til at opstille en simpel model. Denne model
skal modellere organismens naturlige afbalancering af blod-
sukkerkoncentrationen, dvs en model som afdakker de mekénismer,
der styrer produktionen af insulin og nedbrydningen éf sukker
i blodet. | o

A. Selve blodsukker/insulin balancen er meget kompliceret,
men den kan med enkle midler modellefes, siledes at man ram-
mer vasentlige trak af mekanismen.

I organismen indstiller'der sig et natufligt niveau pa 100
blodéukkerenheder, der modsvarer 0 insulinenheder, og séa-
l&nge blodsukkerkoncentrationen x holder sig pa eller under
dette niveau, produceres ikke insulin. N&r blodsukkeret sti-
ger over dette niveau, udskilles der insulin:y fra bugspyt- 4
~kirtlen med en hastighed, som er proportional med blodsukker—
maengden over niveauet. Den udskilte insulin hedbrydes af bio-
kemiske processer, sdledes at mangden af "fri" insulin hal-
veres pa 10-25 minutter. | '

Insulinets funktion i processen er at katalysere nedbryd-
ningen af sukkeret, og nedbrydningens hastighed afhangér der-
for af savel blodsukker - somVinsulinkoncentratiénen, saledes
at en hgj koncentration af en af delene vil forstarke nédf
brydningens hastighed. Kommer blodsukkerkdncentrétionen imid—
lertid under niveauet p& de 100 enheder - hvilket kan ske

ved fysisk kravende arbejde - vil leveren producere extra
blodsukker, siledes at koncentrationen kan bringes tilbage

mod det normale niveau.

Det forhold, som afggrende bringer blodsukkerkoncentrationen
vak fra det normale niveau, er sukkerindhdldet'i den mad, der
spises. Tilskudet af sukker stiger kraftigt, lige ndr vi |
har spist, og falder derefter. Modelmassigt lader dette sig
bedst illustrere ved en funktion af formen ' -

2(t) = 0 e KUE-E) v t_



hvor tO er et tidspunkt, hvor der spises, og Q er det mak-

" simale sukkerindtag ved det p&gazldende miltid.

Opstil nu en differentialligningsmodel, som modellerer disse

forhold og foretag en stabilitetsanalyse af modellen.

. B. I skal nu fastlagge-eller om muligt estimere.modellens
parametre. Derefter skal I bestemme tidspunktet for tre dag-
lige mdltider samt det maksimale sukkerindtag ved hvert mdl-
tid. I skulle nu kunne lave en simulation af modellen pa& data-
maskine. Selve den "rigtige" model er der skrevet et pro-
gram for, men I skal indlzse vardien af jeres parametre m.v.,

dette skal ske p& datakort i fglgende rakkefglge:

l.kort: ag as as
2.kort: b, b, b
3.kort: P1 P2

4 .kort: antalmdltider

5.kort: t, Q
6.kort: to Q2
7.kort: ts Q3
8.kort: antal injektioner
9.kort: t, W,
10.kort: t, W,

Bemark, at kort 3 og 8 skal skrives, men i dette tilfalde er
verdierne 0. I bilaget er vist et eksempel pd en kortstak -
tallene har dog intet med modellen at ggre.

I skal nu have udleveret nogle styrekort af jeres vejleder.

C. Nar I har fdet et rimeligt(?) resultat af jeres kgrsel,

skal I ®ndre i modellen, saledes at den modellecrer en diabetiker
(dvs en person som lider af sukkersyge). Den sygdom viser sig
ved, at nedbrydningen af blodsukkeret sker for langsomt eller
slet ikke. Arsagen hertil er enten, at bugspytkirtlen ikke
indeholder insulin, eller at den mekanisme, som styrer in-

sulinproduktionen, er delvis defekt.
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Overvej, hvilke af modellens parametre man skal @ndre for
at beskrive dette sygdomsbillede, og undersg¢g pa denne bag-
grund modellens stabilitetsforhold.

I svarere tilfaide af diabetes (sukkersyge) kan man ikke
klare sig med at reducere sukkerindholdet i kosten, hvilket
kunne vare en konklusion af Stabilitetsanalysen. Man giver
derfor to insulininjektioner dagligt. Overvej, hvordan man
skal placere disse to injektioner p& dagen, sdledes at ef-
fekten af dem bedst muligt dazkker de tre midltider - til op-
lysning kan det siges, at effektkurven ved en insulininjek-

tion omtrent fglger nedenstdende kurve

A
b — = k= W opaels

/
/

’
P 1

B

ey

¢ Pa | Fa

Her er t, tidspunktet for en injektion. Der gir ca. tre timer,

for den maksimale effekt opnas.

D. I skal til slut simulere modellen for en diabetiker, néar
det tillige antages, at den maksimale effekt ved injektionerne
er 20 henholdsvis 15-insulinenheder, og at sukkerindholdet i

kosten reduceres til det halve.

PS: Der skal laves en udfgrlig skriftlig besvarelse af denne
problemstilling fra hver gruppe. Besvarelsen afleveres til

vejlederen for jeres gruppe.
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