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Abstract

Projektet tager udgangspunkt i de nye forslag til bekendt-
ggrelser fra Undervisningsministeriet, i hvilke der bl.a.
kraves, at der 1 undervisningen inddrages "det historisk/
filosofiske aspekt, model-aspektet og datalogi-aspektet".
Det konkrete mdl med projektet er, at udarbejde et under-
visningsmateriale, der belyser .disse aspekter ved gennem-
gangen af en matematisk disciplin. Undervisningen skal s&-
ledes integrere aspekterne i den matematiske teori-gennem-
gang. Som case har vi valgt line=r programmering, der af
forskellige arsager er velegnet som tilgang til flere af
aspekterne pd en gang.

Som baggrﬁnd for selve undervisningsmaterialet ligger nogle
overvejelser om matematikundervisningens funktion i de
rammer, som er givet i bekendtggrelsesforslagene, og som
derfor md afspejles i materialet.

Projektet er siledes et konkret bud p§,hvordan rammerne i
de nye bekendtggrelsesforslag kan fyldes ud, og dermed et
led i debatten om den fremtidige matematikundervisnings

rolle.
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FORORD.

Narvzrende projekt er et resultat af integrationen af matema-
tikuddannelsens 1. modul og gymnasielazreruddannelsernes
padagogiske dimension herunder 30 timers praktikken.men ikk

jobmodulet.

I det fglgende Qil vi kort skitsere de vasgntligste rammer for
disse tre elementer i projektet.

Formdlet med arbejdet i 1. modul er, "at karakterisere matema-
tikkens samlede virkefelt i sammenhang med under&isningen i
gymnasium og HF". (Studieordningen for matematik 1983, § 10 1.)

"Formdlet med den padagogiske dimension er, at den studerende
gennem studiet af padagogiske; psykologiske og sociologiske
forhold erhverver sig forudsatninger for at fungere som larer,
bev1dst og ratlonelt i hele larerfunktionens bredde og alsidig-

_hed". (Studieordningen for Pad Dims. 1983 kapitel 1). Desuden

er der i studieordningen formuleret krav om, at der i den
padagogiske dimension skal gennemfgres mindst 30 timers‘prak-
tik i en undervisningssituation. 30 timers praktikken inte-
greres i videst muligt omfang med projektarbejdet.

I forbindelse med udarbejdelsen af projektet har vi haft kon-

‘takt med flere, der har bidraget med r&d og did. Vores vej-

ledere Mogens Brun Heefelt (matematik) og Jens Bjgrneboe (pad.
dims.). Desuden har vi haft fglgende eksterne kontakter.

Tommy Borch (forlaget og gymnasiet FAG), derlhar vejledt os
under praktikken og bistlet ved udgivelsen af undervisnings-
materialet pd forlaget FAG. Jgrgen Madsen (6konomidirekt¢r,
DAK, Roskilde). Mogens Flensted Jensen (matematik, KVL). Og
endelig Sgren Holm, Bgrge Obel og L. Peter Jennergren (Insti-
tut for virksomhedsledelse ved Odense Universitet).

Projektet er udf¢rt i perioden september 1983 til marts 1984.

Morten Blomhgj Klavs Frisdahl Frank Mglgaard Olsen




INDLEDNING.

_Det har fra starten varet et»krav‘fra vores side, at projektet
skulle integrere 1. modul med den padagogiske dimension. Des--
uden har vi gnsket at udarbejde et konkret undervisningsmate-
riale med gymnasieskolen som milgruppe.

Intensionen med dette har varet et forseég pd at konkretisere
de padagogiske/didaktiske diskussioner, der i hele IMFUFAs
historie har varet pd instituttet. Aktualiteten af dette ar-
bejde understregedes yderligere, da vi hgrte om de nye for- '
slag til bekendtggrelser, som var pd vej med Undervisnings-
ministeriets bl3d stempel som godkendte forsggsordninger.

Vi har s8ledes selv valgt at arbejde under de overordnede
i:ammer, der er givet i det eksisterende gymnasium, o0g som
efter alt at dgmme vil vare de rammer, som vi skal arbeijde
under, ndr vi engang bliver fardige.

Projektet har naturligt f8et en opdeling i 3 faser/dele, der
representerer forskellige sider af vores arbejde.

I del. Proijektets udgangspunkt og idé.

I fgrste del prasenterer vi "de skuldre vi skal std pd",
som en opsamling af vores egne og "IMFUFAs" erfaringer med

hensyn til padagogiske/didaktiske forhold omkring matematik-
undervisningen. ’

Med dette som udgangspunkt forsgger vi at opstille de krav,
vi vil stille til vores underviéning i forhold til det for-
mil, som vi selv ser med undervisningen,og det formal, der
er fastlagt af de formelle rammer. Vores krav om undervis-
ningens almendannende funktion giver anledning til en rakke

overvejelser om undervisningens indhold.

II del. Undervisningsmaterialet.
Anden del af projektet er vores fgrste, ferdige udkast til




et undervisningsmateriale i linear programmering til brug i
gymnasiet. Dele af dette materiale er afprgvet i 30 timers
praktik pd Frederikssund Amtsgymnasium i novembér og decem—
ber 1983.

. III del. Evaluering.

I denne sidste del gennemgldr vi de 2 forlgb, som indgik i 30
timers praktikken.. Ideerne i disse forlgb, og forskellene i
materialevalg’gennemgés. Desuden indeholder denne 3. del et
resume af de eifafinger 0g reaktioner vi har fiet i og efter

praktikken.

Denne evaluering har dannet udgangspunkt for en omarbejdning
af materialet til en form, som bliver udgivet p& forlaget
FAG i Frederikssund. :
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1. UDGANGSPUNKTET FOR PROJEKTET.

Dette afsnit vil prasentere udgangspunktet for projektet.
Det rummer dels vores personlige udgangspunkt (1.1), dels
vil vi kort skitsere det exfaringsgrundlag, som ligger i

tidligere IMFUFA-projekter om matematikundervisningens
situation i gymnasiet (1.2). Endelig vil vi féferere hoved-
punkterne i de 2 nye bekendtgwrelsesforslag,;da de danner
rammerne for projektets udfgrelse (1.3). ;

i

1.1. Vores personlige udgangspunkt.

Med hénsyn til erfaringer‘i forhold til undervisning i
matematik, har vi alle 3 en matematisk-fysisk s£udénter- T
eksamen. Vi har s&ledes gennemgdet et forlgb i valgfrit
emne omend pd hgjst forskellig m&de. Desuden har vi pa
basisuddannelsen i 3. semester (formidlingssemester) alle
udarbejdet et undervisningsmateriale, der direkte sigtede
mod dzkning af det valgfrie emné (se Paris m.fl., 1981 og
Frisdahl m.fl. 1981). Begge undervisningsmaterialer blev
afprgvet i et par 3.9 mF klasser i korte, afsluttede forlgb,
som en del af det valgfrie emne. Ideen med disse forlgb

var at drage anvendelsesaspektet ind som en "overbygning"
pé den traditionelle undervisning. Som case arbejdede begge
grupper med fiskeribiologiske (populations-) modeller og
endte med en diskussion af nordsgmodellen.

En konkret observation fra begge forlgb var elevernes

vanskelighed ved at oversatte fra virkelighed til matema-

tik ; at matematificere. Overgangen fra en given problem-

stilling'og til at formulere systemet med matematiske ter-
mer forekom vanskeligt for eleverne selv at udfgre. Barri-
eren bestod ikke sa meget i at opgaven var vanskelig, som

i,at det var en utraditionel fremgangsmide eller arbejds-

form. De ‘havde sdledes ikke &benbare vanskeligheder ved at
forstd opstillingen af en model ved tavlen.



Erfaringerne viser, at der i gymnasiet er bade interesse

og behov for en zndring af de mdl, som man gnsker at nd
medVﬁ;tematikundervisningen. Specielt har vi oplevet, at
deErhar‘varet muligt at perspektivere matematiske anvendel-
ser udover det at vare et velegnet redskab til lgsning af
eksamensopgaverne. .

1.2. Tidligere IMFUFA analyser.

P& IMFUFA er der gennem l. moduls projekterne en tradition
for at behandle forskellige undervisningssituationer ud
fra forskellige synsvinkler : undervisningspsykologisk,
begrebsdannelse, sortering og kontrol osv. I de fleste
projekter har rammen varet gymnasiet, men ogsd andre un-
dervisningssituationer er blevet analyseret.

I vores gennemgang vil vi referere det samlede indtryk,
som vi har fdet ved lasningen af projekterne, og ndr et
synspunkt er vores eget, vil det fremgd eksplicit af tek-
sten.

Erfaringsopsamlingen skal primert handle om hvilke elemen-
ter, matematikundervisningen bgr indeholde for at den kan
fungere i1 forhold til eleverne.

I projektet Tanker om en praksis (Jensen m.fl., 1978) op-
stiller grupven de elementer, som de mener er vasentlige
for matematikundervisning. En undervisning bg¢gr indeholde
dele fra fglgende 3 aspekter :

a) Videnskabshistorie
b) Matematiske anvendelser
c) Axiomatiske strukturer.

Senere projekter overtager eller underbygger denne 3 punkts
opdeling. Vazgtningen af de 3 elementer vil naturligt vare
forskellig fra emne til emne, men belysningen af dem skal
vere formdlet med cthvert forlegb. Vi vil ikke gennemgd




projekterne et for et, men forsgge at opsamle erfaringer
pa tvers af projekterne.

1.2.1. videnskabshistorie.

Elementet videnskabshistorie og -teori inddrages i under-

visningen. Eleverne skal forstd matematik som en videnskab
p& linie med alle andre fag - med en historie og med rela-
tioner til omverdenen. Formélet med at inddrage matematik-
kens historie i undervisningen skal sdledes vare at ndre

" elevernes opfattelse af at matematik er en entydig sand og

ahistorisk videnskab.

Matematikken skal forstds som et resultat af kulturelle

strgmninger og af "&ndelige" og "tekniske krav".

Selve de historiske pointer kan prasenteres pd 2 mader i
undervisningen.

1) Som et historisk forlgb med selvstandigt formil.
2) som indledning til gennemgangen af en ny disciplin.

Ved at inddrage videnskabshistorien i undervisningen vil
indsigt i forskningsprocessen og videnskabens funktion
a#ndre elevernes fagopfattelse.

Af projekter, der har beskaftiget sig’méd videnskabshisto-

riens inddragelse_i matematikundervisningen, kan navnes
Jensen (m.fl., 1978), og Christensen (m.fl., 1980).

1.2.2. Matematiske anvendelser.

_Det &benbare spgrgsmdl i den traditionelle matematikunder-
visning er "Jamen hvad skal vi bruge det til / kan det



bruges til ?" Problemet ordnes nemt ved at svare, at hvis
matematikkens anvendelse blot inddrages i undervisningen,
vil det automatisk motivere eleverne og perspektivere den
snavre teori-genhemganQQ

Det er meget forskelligt, hvordan "anvendt matematik” de-
fineres i de forskellige projekter. Der er forskellige nive-
auer for;hvor meget der accepteres under begrebet "anvendt
matematik", og der er ingen helt klare granser for opde-
lingerne. i

Med udgangspunkt i den konstatering at anvendt matematik
dbenbart er lgsningen pd matematikundervisningens krise,
har Andersen (m.fl., 1983a) lavet en analyse af, hvordan
nogle konkrete undervisningsforlgb inddrager dette forhold.
Konklusionen pd denne evaluering er samtidig en syntese af
de tidligere projekters vurdering af den effekt, anvendt

matematik vil have p8 undervisningen.

Anvendt matematik skal integreres i undervisningsforlgbene
af flere padagogiske/didaktiske grunde. Det kan umiddelbart
virke motiverende for eleverne at blive konfronteret med
forskellige anvendelser af et sd abstrakt fag som matematik.
Det er et klart formuleret #nske hos eleverne at se, hvor-
dan de matematiske teoribygninger kan anvendes til at lgse
problemer, der er formuleret udenfor matematikken (Christen-
sen m.f1l., 1980).

Hvis matematisk anvendelse defineres i forhold til lgs-
ningen af eksamensopgaver udfra et teoretisk svagt funda-
ment, bliver undervisningen rent instrumentalistisk og
begrebsfattig (Andersen m.fl. 1983b). Hvis malet derimod
er at opfylde elevernes ¢nske om at se autentiske anven-—

delser, er det ngdvendigt at eleverne selvstandigt opbyg-
ger et begrebsapperat, der kan anvendes til virkeligheds-
beskrivelse.




Den anvendte matematik, som prasenteres i undervisningen,
skal s3ledes afspejle den mide, matematiske modeller indgér
i forskellige sammenhange, og formilet skal vare at forstél
betydningen og konsekvenserne af dette samspil. Formdlet
med anvendt matematik i undervisningen er ikke at lette
begrebsudviklingen hos eleverne. Dette betyder imidlertid
ikke, at "pseudoanvendelser" ikke kan accepteres som ied—
skab til at udvikle en forstielse af matematikkens meta-
aspekter.

"Forudsatningen er blot, at det er klart for alle,

hvilke typer anvendelse der er tale om, og at under-

visningen igvrigt sg¢ger at give eleverne en for-

stdelse af sammenhangen mellem matematik og virke-
lighed." (Andersen m.fl., 1983a, p. 234).

I de fleste projekter forstds (eller underforst&s) matema-
tikkens anvendelse i samfundet. Modellerne, der skal pre-
senteres, er beslutningsmodeller for problemer, der er de-

fineret udenfor det naturvidenskabelige felt. Et vasentligt
aspekt ved matematik er imidlertid dens rolle som "erkendel-
sesredskab" i den videnskabelige praksis (se f.eks. Andersen
m.f1l. 1983¢c, pp 30- ).

Modeller, der indeholder eller reprasenterer en videnskabe-
lig erkendelse, er ikke navnt som vasentlige for en for-
stdelse af matematikkens anvendelse. Forklaringen pd dette
er ikke, at denne anvendelse ikke er vasentlig, men at de
kontroversielle anvendelser fprst og fremmest er forbundet
med beslutningsmodellerne. .

Lidt i modsatning til denne opfattelse  mener vi, at det
ogsd er vigtigt at behandle erkendelsesmodeller i undervis-
ningen. Gennem en belysning af matematikken som et erkendel-
sesredskab vil der nemlig i undervisningen skabes en oplagt
mulighed for at diskutere forholdet mellem anvendelse af
matematik til virkelighedsforstéelsé/-forklaring og virke-
lighedsbeskrivelse. Det er vigtigt at understrege virkelig-
ledsforstéelsens betydning som grundlag for at kunne be-




skrive stgrre og mere indviklede systemer.

I forlangelse heraf mener vi, at der i undervisning i for-
" bindelse med behandlingéh af beslutningsmodellef bgr lagges
s2rlig stor vegt pd den filosofiske betydning af disse
modeller. Hermed mener vi, at eleverne skal have lejlighed
til at diskutere betydningen af troen pd, at de store
beslutningsmodeller &bner mulighed for, at store systemer
kan overskues og kvantificeres fuldstandigt.

1.2.3. Axiomatiske strukturer.

Den matematik, der prasenteres i gymnasiet, er som teori af-
pudset og afspejler ikke den reelle historie bag begrebernes
‘udvikling. Denne udviklingsproces vil det vare aktuelt at
inddrage i den videnskabshistoriske gennemgang. Teorien,

som den formidles "i bggerne", er et resultat af den gver-
vejende opfattelse af matematik som axiomatisk struktur.
Dette har ikke varet behandlet szrskilt i nogle af de tid-
ligere IMFUFA projekter (siden Jensen m.fl., 1978, p. 48).

For det fgrste afgranser den axiomatiske opbygning den type
af udsagn, der kan reprasenteres i den matematiske teori.
Gyldigheden af péstande, der fremsattes med udgangspunkt

i den matematiske teori, kan vurderes alene pé grundlég af
pastandenes forudsatninger. Generelt md det siges, at dette
forhold mellem forudsatninger og konklusioner trader tyde-
ligt frem i vurderingen af matematiske péstande.

For det andet begrundes elementet axiomatiske strukturer af
den afmystificerende effekt, det kan have at forklare

begrebet "en formel teori" (Jensen m.fl., 1978, p. 48). Ud-
dybende mener vi, at det er vigtigt for eleverne at forstd

begreberne axiom, slutningsregel, bevis (bevistyper), gene-
ralisation osv. i forhold til matematikken.




1.2.4. Generelle principper for og konsekvenser af under-
.visningen.

t

I eﬁkelte af projekterne anfgres foruden den foregéende
" diskussion en rakke principper for, hvad det vil vare
gnskeligt at opnd med matematikundervisning, og hvilke
(evt. negative) konsekvenser en undervisning, der er base-
ret p& disse elementer, vil -have.

Disse punkter vil nok fremtrade temmelig uargumenterede og
usammenh&ngende ,netop fordi de er refereref lpsrevet fra
den diskussion, som de er konklusionen p&. Men af hensyn
til det samlede billede har vi alligevel valgt at referere
punkterne i det f¢lggpde.

Pointen ved undervisningen i matematik bgr vare, at ele-

vérne far et forhold til matematik,samtid{g med at de larer
at vurdere matematikkens brug i et samfundsmessige perspek-
tiv. '

"Imidlertid kraver en s&dan undervisning ogsé, at
eleverne larer noget fundamental matematik og op-
gpves 1 at beherske matematisk metode og teknik. I
denne proces er det ikke altid muligt for eleverne
at se relevansen af det de laver. For at opna de
bedst mulige matematiktimer er det derfor vigtigt,
at lerer og elever f¢r hvert forlgb diskuterer :

1) Hvad forlgbet skal vise/ skal give for-
stdelse for.

2) Hvorfor dette/dlsse knudepunkter er vigtige
at tage op.

3) Hvordan man bedst gennem undervxsnlngen kan
belyse disse."

(Andersen m.£1., 1983a, pp. 234-235).

Endelig skal navnes et problem, der naturligt er en konse-
kvens af meta-aspekt diskussionen. ’

Kravet om kritisk vurdering af matematiske modellers betyd-

ning i forskellige samfundsmessige sammenha&nge vil krave af



eleverne, at de opnir et overblik, der g¢r det muligt for
dem at turde vove sig ud i en l¢s diskussion. Dette kan
nemt risikere at virke kraféigt sorterende efter de sadvan-
lige sociale skel. Konsekveﬁéen af mod-kvalificeringen:kan
sdledes blive, at de sociale skel i klassen ¢gges i stgrre
grad, end det traditionelt har vaeret tilfazldet i matema-
tikundervisningen.

Til uddybning af dette afsnit vil vi is@r henvise til
enkelte afsnit i Rgn (m.fl., 1982), Andersen {(m.f1., 1983a)
og Jensen (m.fl., 1978).

1.3. De nye bekendtggrelsesforslag.

Der er tale om 2 nye forslag, nemlig et for matematik pa
(NS) natur- og samfundsfaglig gren (Undervisningsministe-
riet, 1983) og et for matematik p& den (mF) matematisk-
fysiske gren (Undervisningsministeriet, 1984).

Begrundelsen for dette afsnit ligger i, at vi prasenterer
de muligheder, som de nye forslag giver for at opfylde in-
tensionerne,som de er skitseret i det foreg&ende.

Det er derimod ikke hensigten med dette afsnit at prasen-
tere forslagene eller at navne alle afvigelser i forhold
til hinanden og i forhold til de galdende bekendtggrelser.

(De navnte timetal er i det fplgende undervisningstimer).

Den mest afggrende forskel i forhold til de "gamle" bekendt-
ggrelser er, at nu gkal forskellige meta-aspekter ved mate-
matikken inddrages i undervisningen. I begge forslag exr op-
stillet fire aspekter ved matematikken, som skal inddrages
pé& linie med de ¢vrige emner i undervisningen. Dem vender vi
tilbage til,




1.3.1. Emnerne.

Primert for at skabe plads til disse fire aspekter er der
@#ndret i emnelisten p& en rakke punkter. Der er enkelte
af disse @ndringer, der er interessante i forhold til
vores undervisningsmateriale.

I NS forslaget er det ikke et krav, at.vektorer gennemgas
under emnet geometri, men det navnes som det ene af 2
"geometriske emner", der skal have et omfang p& 10-15°
timer.

Foruden delfalles emner er der i mF forslaget 2 yderligere

emner.
Punkt "6. Algoritmer med s@rligt henblik p& numerisk analyse.”

Herunder er navnt en fakke emner, der skal fgre til at ele-
verne opndr fortrolighed med algoritmebegrebet. Der er

navnt forskellige enkle algofitmer og desuden vurdering af
algoritmer med hensyn til fejl og effektivitet. Behandlingen
af dette punkt skal ikke ngdvendigvis gennemgds som et selv-
stendigt forlgb, men kan inddrages som et falles tema for
emnelistens ¢vrige punkter.

Punkt "7. Datalogisk matematik."

Emnet datalogisk matematik bygger direkte 6vénpé forstdel-
sen af algoritmebegrebet, men skal udggre et selvstandigt
forlgb pad ca. 25 timer.jDer navnes forskellige datalogisk-
matematiske emner bl.a. "kompleksitet af algoritmer" og
"algoritmer og grafteori®. ’

Endelig er der i mF et krav om "et valgfrit forlgb" af
30-40 timers varighed. Granserne for dette forlgb er meget
friere end tidligere, idet der i bem@rkningerne siges :

"Sigtet med det valgfrie forlegb kan vare :
a) at eleverne i forbindelse med behandlingen
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af en matematisk emnekreds selv tilvejebringer
og behandler et datamateriale og udarbejder en
skriftlig rapport.

b) at eleverne s®tter sig ind i en i praksis
forekommende matematikanvendelse og de til
denne knyttede problemstillinger, herunder at
de stifter bekendtskab med dele af den til
grund liggende matematiske teori.

c) at indgd i et tvarfagligt samarbejde.

d) at eleverne arbejder med et selvvalgt mate-
matisk emne." (Undervisningsministeriet, 1984).

1.3.2. Aspekterne.

Aspekterne og beskrivelserne af dem er de samme i de 2

forslag :

"De fire aspekter er :

i.

ii. -

iii.

iv.

Datalogiaspektet.

Eleverne skal gennem passende valgte eksempler
opleve, hvorledes datalogiske synsvinkler kan
perspektivere den matematik, som de arbejder
med, og opnd kendskab til praktisk anvendelse
af EDB.

Det historisk-filosofiske aspekt.

Eleverne skal opnd kendskab til dele af matema-
tikkens historie og matematik i kulturel, filo-
sofisk og samfundsmassig sammenhang.

Modelaspektet.

Undervisningen skal give eleverne kendskab til
opbygningen af matematiske modeller som ideali-
serede reprasentationer af virkeligheden og
indtryk af matematiske modellers anvendelses-
muligheder og begransninger.

Matematik som erkendelsesform.

Eleverne skal opnd forstlelse af matematisk
erkendelses sarlige natur." (Undervisnings-
ministeriet, 1983).

Samtlige fire aspekter skal tilgodeses gennem undervisning-
en. Og i mF er det desuden et krav, at der tilrettelagges
et undervisningsforlgb, der har som hovedsigte at tilgode-

se ot af de tre sidstnavnte aspekter.
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" Efter begge forslag skal opgivelserne til den mundtlige
eksamen tilrettelagges sdledes, at aspekterne inddrages.

Der er heller ikke forskel p& bemarkningerne til aspekt-
-erne i undervisningsvejledningerne i de 2 forslag.

Til b&de punkt ii og iii bemzrkes, at disse aspekter kan:
ﬁilgodeses b&de ved at medtage disse under gennemgangen
af emnerne, men ogsd at der er mulighed for oplagte selv-
standige forlgb, der is®ar omhandler aspekterne. For begge
punkter er relationen mellem matematik og samfund vigtig
at forstd for eleverne. F.eks. navnes at modeliernes sam-
fundsmassige funktion inddrages i undervisningen.

1.3.3. Generelle bemerkninger til undervisningen.

I undervisningsvejledningen navnes en rakke forhold, som
skal tages i betragtning ved tilrettelagningen af under-
visningen.

Om valget af arbejdsformer hedder det, at disée skal til-"
passes sévei den enkelte klasse som det foreliggénde fag-
lige indhold.

Om de faglige angrebsvinkler hedder det, at sdvel deduk-
tive forlgb som forlgb, der bygger pa et mere intuitivt
grundlag, bgr indgéd i undervisniﬁgsformen.

Om de skriftlige opgaver navnes det, at et eller flere sat

kan erstattes med en stgrre skriftlig opgave evt. i form af
en rapport med bearbejdning af materiale, som eleverne selv
har indsamlet.

Vardien af og muligheden for tvarfagligt samarbejde (og hen-

syn) specielt med andre store grenfag navnes som en vigtig
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del af tilrettel®gningen af undervisningsforlgbene.

Endelig understreges,at larefr BQ elever er falles om at
tilrettelzgge undervisningen. Dette galder savel for behand-
lingen af emner som for behandlingen af aspekterne og

valg af arbejdsformer,

Om forsggene forlgber positivt, afhanger, som vi kan se det,
fgrst og fremmest af 3 ting: .

For det fgrste om emnelisterne er sd begransede i.
forhold til de tidligere, at der bliver plads til en
serigs behandling af aspekterne.

For det andet hvilken form og betydning den mundt-
lige eksamen i aspekterne fir for undervisningen i
aspekterne.

Og for det tredie om eleverne er motiverede for at

beskaftige sig med sddanne meta-aspekter af mate-
matik

1.4. Sammenfatning.

Sammenholdes IMFUFA-projekternes konklusioner med udform-
ningen af de nye bekendtgg¢relsesforslag, synes der at vare
en ganske god overensstemmelse. Det videnskabshistoriske/
~teoretiske element svarer til forslagenes historisk-filo-
sofiske aspekt. Matematikkens anvendelse findes i model-
aspektet. Og de axiomatiske strukturer kan komme ind under
aspektet om matematik som erkendelsesform.

Hvordan matematiklerere bgr forholde sig til det datalogi-
ske element, bergres imidlertid ikke i projekterne. S3& vidt
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vi kan se, kan der groft taget opstilles 3 férskellige

grundsynspunkter :
1) Matematik bg¢r slet ikke indeholde datalogi

2) Matematik og datalogi har sd meget til felles, at under-
visning i datalogi passende kan finde sted i forbindelse

med matematikundervisningen

3} Matematikundervisningen bgr inddrage datalogi i det om-
fang, det er ngdvendigt for at fa& vasentlige pointer frem
ved matematikken.

Vores holdning er, at datalogi kan vare en god hjalp i mate-
matikundervisningen, f.eks. nar der skal behandles stegrre
datamangder og foretages stgrre beregninger i forbindelse

. med matematikkens anvendelse. Men at datalogien vil vare

ren belastﬁing for faget, hvis en egentlig oplaring i data-
logi skal finde sted i forbindelse med matematikundervis-
ningen. Denne holdning passer, s& vidt vi kan se, med den pla-
cering datalogi har fiet i de nye bekendtg¢relsesf6rslag. Men
alt i alt md man sige, at der mangler en narmere analyse af,
hvordan datalogien skal indgd i matematikundefvisningen. Det
kan f.eks. diskuteres,. om datalogiens inddragelse i undervis-
ningen vil bevirke en @&ndret fagopfattelse hos eleverne. Det-
te bygger bl.a. pd, hvordan computere anvendes og accepteres
som redskab i undervisning og opgavelgsning. Anvendelsen af
computere i undervisningen vil andre arbejdsformerne, og kon-
sekvenserne af dette for de sociale aktiviteter i klassen er
det ogsd vigtigt at vare opmarksom pa.

Da vi stort set er enige i de grundlaggende synspunkter i
IMFUFA-projekterne, mener vi, at aspekttanken umiddelbart
éynes at adbne muligheder for en forbedring af matematik-
undervisningen. ’

Det store spprgsmdl er imidlertid, som tidligere navnt,
hvilken betydning den skriftlige eksamen vil £& for for-

holdet mellem emner og aspekter.




Vi mener desuden, at IMFUFA-projekter og bekendtggrelses-
forslagene generelt henholdsvis har en tendens til og er et

resultat af fokusering péd middel- og metodeforbedring. Det

man diskuterer er ofte noget i retning af : Nir der under-
vises i de og de forhold og pd den og den mide, s& afsted-
kommer det visse negative reaktioner hos eleverne. Under-
viser vi nu i andre forhold og p& andre mider, si vil det
sandsynligvis afstedkomme en mindre negativ eller miske
positiv reaktion hos eleverne.

Naturligvis er det vigtigt med en s8dan lgbende kritik og
justering af undervisning, men dette fjerner opmazrksomheden
fra en diskussion af undervisningens midl. Denne diskussion
finder vi vigtig, fordi md3lene er af afggrende betydning
for en undervisnings profil. Samtidig er det mdlene, der
bgr danne grundlaget for beslutninger omkring middel- og
metodevalg - oé ikke omvendt.

I det fglgende vil vi satte focus pd almendannelse i gymna-
siet, fordi vi finder, at almendannelse udggr det vasentlig-
ste alternativ (det vil sige midlalternativ) til gymnasiets
reelle studieforberedende mil.
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2. ALMENDANNELSE.

Ordet "almendannelse"” vil i det fglgende fa tillagt betydningen
almen - dvs. bred - uddannelse. I denne fortolkning stdr almen-
dannelse i mods@tning til specialiseret uddannelse.

Betragtet som en helhed kan gymnasiet - med den brede vifte af
fag - godt ses som en almen uddannelse, hvor enhver elev opnar
kendskab til humanistiske, samfunds- og naturvidenskabelige
fag. Selv om den enkelte elev skal valge "linie" og derefter
"gren" og mdske foretager helt personlige prioriteringer af fa-
gene, s& §£§l‘eleven have fag fra andre faggrupper, hvilket kan
ses som et forsgg pd at bevare "det brede" i uddannelsen.

Efter vor opfattelse ér fagviften ganske rigtiét en ngdvendig
betingelse for at have en bred uddannelse, men betingelsen er
ikke tilstrekkelig. Problemet er, at "hovedfagene" pd de for-
skellige grene isoleret set fungerer som smé speciaiuddannelser
med vaegten lagt éé det studieforberedende element. Isolationen
betyder - mlske is@r for matematik og de naturvidenskabelige
fag ~ at de tvarfaglige sémmenhange, fagenes udvikling i en
samfundsmessig/historisk sammenhang o.a. mere eller mindre for-
bigds. Her 'er tale om forhold, som vi anser for at vare et uuﬁd-
vaerligt supplement til fagviften, hvis man @gnsker, at gymnasiet
skal vare en almen uddannelse.

Med udgangspunkt i denne holdning vil vi i det fglgende forsgge
at.iﬁdkredse de vasentligste problemer ved at opfatte almen-
dannelse.som almen uddannelse. Vi tager udgangspunkt i proble-
merne, som de ses ud fra en hpmanistisk tradition, men vi me-
ner dog, at de stort set kan overfgres til matematikken og de
naturvidenskabelige fag. Vi vil specielt forsgge at konkretise-
re diskussionen i forhold til faget matematik, selv om en sddan
konkretisering ikke ‘er entydigt fastlagt ud fra den givne op-

fattelse af almendannelsesbegrebet.
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.2.1 Almendannelse/almen uddannelse.

I (Peters, 1977) skitseres der tre problemer ved at opfatte
almendannelse som almen uddannelse:

1) Da det er umuligt for noget menneske at opnd specialistlig-
nende kendskab til mange forskellige discipliner, md man ngjes
med et begrenset indblik i disse. Hvordan skal et begranset
indblik vare, ndr det skal kunne bruges til at skabe sammen-
heng pd tvaers af disciplinerne?

Peters (1977, s.171) foresldr bl.a. som svar:

"Forstdelsen af principper skal forgges, hvad der i hgje-
re og hpjere grad ville strukturere et individs livssyn
og hj®lpe det med at tenke kritisk og fantasifuldt".

I matematikken kan Erinciéger f.eks. vere generalisation, eksem-—
pelvis i talsystemerne (N + Z - Q » R » C) eller i overgangen

fra plan- til rumgeometri evt. videre til rum af vilkdrlig, ende-
lig dimension. I modelteori anviser systemteori vigtige prin-
cipper, som kan benyttes hver gang trods modellers forskellige
anvendelsesomrdder. Principper kan vare for matematisk bevis-
forelse, f.eks. forskelle mellem direkte -, indirekte - og

induktionsbeviser.

2) 0g hvor omfattende skal forstdelsen pd tvers af discipliner-
ne si vare?

Her siger Peters (1977, s.171-172):

"Et aspekt ..... . er en persons evne til at forstd, hvad
han g¢r eller hvad der sker, under forskellige synsvink-
ler. En videnskabsmand for eksempel bgr ikke vere blind
for sit arbejdes moralske dimension; en ingenigr bgr ha-
ve ¢je for konstruktionernes astetiske aspekt".

Videre skriver han:

"De forskellige mader at organisere det erfarede pa bgr
ikke sattes i bds og isoleres fra hinanden. Der bsr in-
tegreres pd en eller anden méde".
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I det fg¢rste punkt er der tale om at vere kritisk i sit arbeijde.
For eksempel er det vigtigt at diskutere trovaerdigheden af en
matematisk model, da anvendelsen af 65rligelmodellerkkan have
‘“uheldige’konsekvenser. .

Med hensyn til integration af erfaringer kan man sige, at gene-
ralisationsbegrebet f.eks. har indlysende paralleler i andre fag.
Det benyttes eksempelvis meget i fysik, f.eks i overgangen fra
klassisk til relativistisk fysik. Systemteori kan benyttes uan-
set om det er matematiske modeller i samfundsfag, biologi, geo-
grafi eller fysik. Matematisk bevisfgrelse drejer sig - lgst

sagt - om korrekt brug af slutningsreglef i et formelt sprog.

Her er der visse forbindélser til brugen af slutningsregler i
det naturlige sprog.

'

. 3) S& er der problemet med, om nogle vidensomrider er vigtigere
end andre?

Peters (1977, s.171) mener, at viden skal vare:

"...relevant for enhver, der stilles overfor menneske-
livets almindelige betingelser... )

Ud fra dette ville for eksempel inden for 'filosofi

etik tydeligvis vare mere relevant end symbolsk logik ;
inden for historie ville samfundshistorien vare mere
relevant end diplomatiets historie. Osv."

Indenfor naturfagene og matematik er “menneskelivets alminde-
lige betingelser" nok det moderne samfunds kompleksitet og
teknologiske udvikling. I en artikel om naturvidenskab og
almendannelse i gymnasiet (Harslgf m.fl., 1982) tales der
f.eks.om "at udvikle en form for faglingritisk dgmmekraft
som nasten er ngdvendig for at kunne begd sig i det moderne
samfund."”
Desuden mener Peters, at det er vigtigt, at larere er op-
~ merksomme pd, hvilken verdi undervisningen har fér eleverne.
“"Forsgmmelsen af dette kriterium ligger bade i skoler-

ne og pd universiteterne bag ved mange af studenter-
nes klager over deres studiers manglende ‘relevans'."
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Det er vigtigt at diskutere, hvad der menes med undervis
ningens "vardi" for eleverne.

At undervisningen skal have verdi for eleverne, opfatter vi
som det dynamiske m&l med undervisningen. Her overfor stér
det, vi kalder undervisningens statiske mdl, der typisk vil
vere en undervisningsinstitutions overordnede mdlsztning -
det kan vare almendannelse, studieforberedelse, forbered-
else til erhvervsfunktion o.lign. Dynamiske og statiske

mal skal komplementere hinanden - ikke substituere hinanden.
Hvis undervisningen kun har statisk mil, bliver undervis-
ningen let autoritar, fordi elevernes reaktioner og dermed
undervisningsmetoden bliver nindre betydningsfuld. Hvis
undervisningen kun har dynamisk mal, bliver undervisningen
let tilfeldig og frustrerende.

Som vi ser det, danner det statiske mdl et udgangspunkt for
middel- og metodevalg i undervisningen, mens det dynamiske
mdl giver grundlaget for middel- og metodejustering.

I naste afsnit ser vi pd almendannelse som statisk mal for
matematikundervisningen.

2.2. Almendannelse som statisk mil for undervisningen.

Almendannelse skal efter vor opfattelse belyse eksterne re-
lationer, som er fagets og dets discipliners sammenhzng med
omverdenen - i en konkret uddannelse specielt andre fag.

I matematik kan man f.eks. se p&, hvordan ny matematisk
erkendelse udvikles afh&ngigt eller uafhengigt af samfunds-
messige/historiske forhold. Hvordan matematikken benyttes
indenfor andre fag o.lign.

Samtidig skal de interne relationer belyses, det vil sige,

at der skal lagges vagt pd at vise, hvordan faget kan an-
skues ud fra forskellige synsvinkler, hvordan sammenha&ngen
og forskellen er mellem fagets forskellige discipliner o.
lign.
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Man kan f.eks. vise, at der findes forskellige opfattelser
af, hvad matematik er, reprasenteret i forskellige "skoler"
af f.eks. "formalister", "intuitionister"”, "realister" eller
at matematik kan opdeles i grundlagsdiscipliner og anvendel-
sesdiscipliner. .

Et egentligt tverfagligt samarbejde ville helt konkret vare
med til at sl bro mellem de forskellige fag. Er dette ikke
muligt, er det vigtigt, at et fag belyses ud fra sd mange
relevante-synsvinkler som muligt. Hermed vil-man automatisk
trzkke elementer fra andre fag/vidensomrdder ind i under-
visningen. For. eksempel har ethvert fag jo en historie,

alle fag bliver brugt/misbrugt til et eller andet, i ethvert
fag findes der ulgste problemer osv. Tilgodeses dette for-
hold, bliver uddannelsen i det konkrete fag mere alsidig

(de interne relationer tilgodeses), og samtidig benyttes i
hgjere grad begreber og principper fra andre fag (de ekster-
ne relationer tilgodeses), hvilket er med til at skabe sam-
menheéng pd tvers af fagene. V

Hvis matematikkens eksterne og interne relationer skal frem-
heves, md undervisningen inddrage metaaspekterne : matema-
tikkens historie ; matematikkens anvendelse og matematikkens
filosofi.

Situationen kan skitseres saledes :

omverdenen

metaaspekter
ved matematikken

ren
matematik
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Ggres der noget ud af metaaspekterne i undervisningen, fdss
et mindre "rent", men mere realistisk indtryk af, hvad mate~-
matik er, og der skabes kontakt med det, der ligger uden for
matematikken.

Man kan sd indvende, at uddannelsen herved helt mister sin
studieforberedende karakter, hvorved eleverne vil std ring-
ere, nar (og hvis) de kommer i job eller videregdende uddan-
nelse.

Aftagerinstitutionerne fra gymnasiet er imidlertid s& om-
fattende og sd forskelligartede, at en decideret studie-
forberedelse. npgdvendigvis vil favorisere nogle f3, mens

de fleste vil std med en masse ubrugelig viden. Endvidere
medfgrer en fokusering pa metaaspekterne ikke et forringet
fagligt niveau, men ngdvendigvis en @ndring i m@ngden og
dybden i de gennemgdede emner - afhangig af tilknyttede
aspekter.

En umiddelbar opfattelse af matematisk almendannelse kunne
vare, at mdlet med undervisningen skal vare at give eleverne
et overblik over de matematiske discipliner ved at gennem-
g3 s3 mange emner som muligt.

Vi mener imidlertid, at malet md ligge i en metafaglig for-
stlelse af de tillarte begreber.

Denne perspektivering forudsatter selvfglgelig en teoretisk
begrebsdannelse hos eleverne (i modsatning til den "instru-
mentalisme”, der omtales i afsnit 1.2.2 og (Andersen m.fl.,
1983b)) . Konsekvensen bliver derxfor modsat ovenfor at undexr-

visningen mid omfatte fzrre emner, der si til gengzld md

behandles s& grundigt, at det bliver muligt umiddelbart at

knytte metaaspekterne til undervisningen. Den metafaglige
forstdelse skal siledes bestd i en evne til at anvende det

samlede begrebsapperat som redskab bide pd interne og eks-

terne problemer.
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Velvalgte eksempler pd anvendelsen af matematik i samfundet
kan eksempelvis vare nyttige for forstdelsen af en offentlig
debat, men samtidigt va@re krazvende fagligt set. A

Der 1igqgr derfor en meget stor padagogisk opgave i at

finde velegnede eksempler og metoder til at illustrere
metaaspekterne. '

2.3. Almendannelsé og forslagene til nye bekendtggrelser.

I forslagene foreslas det, at undervisningen skal tilgode-
se fire aspekter : datalogiaspektet, det historisk-filoso-
fiske aspekt, modelaspektet og matematiks szrlige natur.
Forslagene kan efter vor opfattélse,ses som et forsgg pé ~
at styrke almendannelsen, netop fordi der her lagges vagt
p& metaaspekterne ved matematikken. Aspekterne kan vare
med til at f£& nogle sider frem ved matematikken, som ikke
belyses i den nuverende undervisning. Hermed bliver mate-
matikkens placering og betydning i samfundet mere &benbar,
og den faglige isolation nedbrydes, siledes at uddannelsen
f&r mere bredde.

Ifglge forslagene er det meningen, at aspekterne skal ind-
drages i den mundtlige eksamen. Ud over aspekterne inde-
holder forslagene en rzkke emner, der skal testes ved
skriftlig eksamen. ‘ '

Vi er enige i, at skal der vare eksamen i aspekterne, s&
er mundtlig eksamen det mest naturlige, da centralt stillede,
skriftlige opgaver ville vare en ensretning, der totalt
kunne spolere aspekttanken ; specielt hvis aspekterne skal
s;yrke almendannelsen.

Nar det er saqgt, md vi fremsatte en razkke betankeligheder
ved disse forhoid omkring eksamen.

For det forste er vi bange for, at der bliver tale om en
fortsattelse af forholdene omkring den nuvarende bekendt-

g¢relse, hvor den skriftlige eksamen virker alt for styrende
P& undervisningen.
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Man kan sd havde, at man forsgger at styrké aspekterne ved
at inddrage dem i den mundtlige eksamen.

Men for os forekommer det principielt forkert, at vagten i
et bekendtggrelsesforslag skal fordeles ved at indfdre
"passende" eksamener. Samtidig synes eksamener at vare i
modstrid med almendannelsens filosofi, da denne lagger vagt
pé. elevernes individuelle udbytte af undervisningen, si det
bliver uhensigtsmessigt at indfgre en "fzlles m&lestok" til
vurdering af elevernes udbytte.

Historieprave Forklar 2 verdenskrig

Ppryr e

e baurte Seracen

e

Fapteioe

TORIAAR é.\/gﬁparxlsmle i BTUQ begge sider af pa-
piret om nedvendigt.
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3. ET KONKRET FORS@®G; DER LEGGER VEGT PA METAASPEKTERNE.

I forslagene til de nye bekendtggrelser star der, at samt-
lige fire aspekter skal tilgodeses i underviéningen, enten
i forbindelse med emnegennemgang.eller i sarlige forlgb.
Forlgbene kan/skal tilgodese et eller flere af aspekterne.
Vi har udarbejdet et undervisningsmateriale i line®r pro-
érammering, idet vi mener, at lineai programmering er vel-
egnet som case til pd en gang at illustrere det historiske
aspekt, modelaspektet og det datalogiske aspekt.

3.1. Det historiske-filosofiske aspekt.

Der stdr i bekendtggrelsesforslagene :

"Eleverne skal opnd kendskab til dele af matematikkens
historie og matematikken i kulturel, filosofisk og
samfundsmessig sammenheng." (Undervisningsministeriet,
1983, p. '3).

Udviklingen i den matematiske teori for linezr programmering
er et meget klart eksempel p&, hvordan éamfundsmassige for-
hold og behov kan virke som katalysator péludviklingen
indenfor et givet fagomradde (se afsnit 1.2 i del II).

.3.2. Modelaspektet.

I bekendtggrelsesforslagene sté;‘der,om dette :

"Undervisningen skal give elevérne kendskab til opbyg-
ning af matematiske modeller som idealiserede reprasen-
tationer af virkeligheden og indtryk af matematiske
modellers anvendelsesmuligheder og begransninger."
(Undervisningsministeriet, 1983, p. 3).

Linear programmering benyttes i form af matematiske modeller,
der anvendes indenfor erhvervslivet og den offentlige sek-
tor. Som beskrivelsesmiddel har LP-modeller en rzkke begrans-

ninger, der er typiske i forhold til modelkonstruktion i
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almindelighed. Der er tale om en relativt "skjult" anvendel-
se af matematik, der visse steder i samfundet ¢ver betydelig
indflydelse. 7 .

De store modeller i samfundet minder p& mange mdder om de
simple modeller, dér er velegnéde til undervisningsbrug.

Og den matematiske teori, der er ngdvendig, kan i vid ud-
strzkning tilpasses elevernes niveau.

Dette skyldes isar, at den matematiske teori for de store
modeller i vid udstrazkning kan opfattes som en generali-
sering af teorier for de sm3d modeller. Hermed kan de store
modellers principper anskueligggres ved hjelp af simplere
eksempler.

3.3. Det datalogiske aspekt.

"Eleverne skal gennem passende valgte eksempler opleve,
hvorledes datalogiske synsvinkler kan perspektivere
den matematik, som de arbejder med, og opnad kendskab
til praktisk anvendelse af EDB." (Undervisningsmini-
steriet, 1983, p. 3).

I konkrete anvendelsessituationer bliver den datalogiske
behandling af LP-modellerne en ngdvendighed, fordi model-
lerne er ret omfangsrige. For at ggre undervisningen si
virkelighedstro som muligt, er det derfor ngdvendigt at be-
nytte datamaskinen i behandlingen af LP-modeller.

3.4. Materialets idé og opbygning.

Den overordnede idé med og strukturering af materialet tager
altsd udgangspunkt i de navnte metaaspekter i et forsgg pé
at vise, hvorledes matematikundervisningen kan ggres mere
almen.
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Vi har tilstrabt, at materialet skal kunne benyttes med for-
skellige elevforudsatninger og forskellige ¢nsker om at gé

1 dybden. Det er meningen, at det skai kunne danne udgangs-
punkt for undervisningsforlgb s&vel i gymnasiet som HF.

P& tvers af de forskellige aspekter har der specielt varet
“tre ting, vi har lagt vegt pa.
For det f¢rsté har vi tilstrabt, at eleverne far g¢gvelse i

at matematificere, det vil sige kunne omsatte problemer for-
muleret i det almindelige sprog til matematikkens sprog.
Denne proces, der er meget betydningsfuld ved konstruktionen
af matematiske modeller, kraver megen trening. Dette skyldes,
at det er vanskeligt at strukturere oplysningerne i det
konkrete problem,.Séledes at de kan formuleres ved hjzlp af
matematikkens formelle sprog. Processen kraver bl.a., at man
skal skelne mellem vasentlige og uvasentlige oplysninger.
Traditionelt set er man i gymnasiet temmelig uvant med denne
pfoces, fordi man mest regner opgaver, der i forvejen er
formuieret matematisk. Den kendes dog f.eks. inden for sand-
synlighedsregning. R
Da vi mener, processen er vigtig i al hodelkonstruktion, har
vi lagt en del vaegt pa trening i matematificering, hvilket
kommer til udtryk i sdvel gennemgangen af forskelligartede
problemer som i en razkke "tekstede" opgaver.

Samtidig har vi lagt vegt pd at udvikle et begrebsapparat hos
eleverne, der skal hjalpe i proceésen. Her tankes p& den
~modelteoretiske diskussion i kapitel 6, ¢velserne i kapitel

6 og rapportopgaverne. '

Det andet punkt,'vi har tillagt sarlig betydning, er, ét
tilstrabe realisme i materialet. Dette har vi gjort pd to
niveauer.

Dels er der det overodnede ¢nske om, at materialet giver sé
virkeligt et billede af linear programmering, som det er
muligt. Her har vi den mest direkte forbindelse til aspekt-
tanken.

Dels er der et mere konkret gnske om, at eleverne arbejder
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med modeller, der minder sd meget som muligt om virkelig-
hedens modeller, samt at arbejdsformen omkring modelbygning
minder om virkelighedens arbejdsform. Dette betyder, at det
er vigtigt, at eleverne:; nir frem til at arbejde med relaﬁivt
komplicerede modeller, hvor modelkritikken kommer til at
spille en mere afggrende rolle. Samtidig forstdr man her
bedre datamaskinens betydning for linesr programmering.

Og ikke mindst har vi lagt vagt pd gruppearbejdsformen,
" som er ret almindelig ved konstruktionen af matematiske
modeller, hvor folk - med forskellig baggrund og erfaring

md samarbejde. Desuden har vi bedt grupperne i gymnasie-
klassen om at udarbejde rapporter omkring de store opgaver,

da dette passer bedre sammen med modelkonstruktion og model-

kritik end en egéntlig opgaveregning.

Det sidste punkt er, at vi har gnsket reprasentativitet af

emnet/materialet. Hermed mener vi specielt to forhold :

1) vVed at studere forskellige sider af LP opndr man en for-
nemmelse af, hvad det mere generelle begreb operations-
analyse er, og hvilken samfundsm@ssig betydning det har.

2) N&r man arbejder med LP-modeller opndr man indblik i,
hvad en model er - sdvel konkret som generelt. Og
hvilken betydning matematiske modeller har i samfundet.
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INDLEDNING.

Line@r programmering (LP) er en matematisk disciplin. - en
mengde af sxtninger - for egenskaber ved lineare funktioner og
for systemer af lineare ulighedér. Ordet "linezr" refere-
rer til, at de matematiske udtryk, der anvendes, er lineare,
altsad f.eks. af formgn 3xl+2x2+4x3i "Programmering" skal ikke
forstdes som et datalogisk begreb i-denne sammenhang, men beteg-—
ner den mulighed matematikken giQer for at behandle et problem
p& en systematisk og pracis midde (efter et "program"/"skema").
Nogle problemer kan vare store og svarere at overskue end andre,

men fremgangsmaden er i princippet‘den samme for ‘alle LP-proble-
mer .

Lad os se pa et eksempel:

P& et snedkervarksted er der faglig og maskinel kapacitet til at
fremstille en speciel type yderddre med og uden glas. En d¢r u-
den gias kan fremstilles pd to timer, mens isatning af glas for-
lahger ferdigggrelsen med &n time. P& varkstedet er der 10 ansat-
te, og arbejdstiden er 8 timer dagligt.

Treet,som anvendses til dgrene, skal trykbejdsesf Dette foregar

pd en maskine, der hg¢jst kan behandle 101,5 m2 tra pr dag. Til en

glasdgr anvendes 2,4 m2 tra, mens der til en degr uden glas an-

vendes 3,1 mz.

Fortjenesten pd en glasdgr er den samme som pd en tradgr - nemlig
200 kr. )

Ovenfor er beskrevet en del af en produktion. Deﬁ er klart, at
vi ikke har oplysninger om alle de faktorer, som virker pa pro-
_duktionen. Der er ikke navnt noget om sygelighed hos arbejderne,
der er ikke navnt eventuelle mdligheder for at ke¢be ferdigbehand-
let tra osv. Den del af varkstedet, som vi dnhsker at beskrive,
kalder vi systemet. I dette tilfzlde er systemet altsd en produk-
tion af d¢re med og uden glas, der er begranset af mangden af
ferdigbejdset tre og den samlede arbejdstid.



Indenfor systemet opstiller vi sa& det problem, som vi gnsker at
behandle ved vores analyse. Det kan i dette tilfalde vare at
maksimere den daglige fortjeneste ved produktion af dgre under .

de begransninger, der er givet af systemet.

Til at l¢gse dette problem kan vi anvende teorien for LP og op-

stille en matematisk model, der afspejler systemet.

Problemet er altsd at finde den daglige fortjeneste. Vi angiver
antallet af dgre uden glas med %, o9 antallet af d¢re med glas

med Xy. %) 09 X, antages at vare ikke-negative, da dexr ikke kan
produceres et negativt antal dgre. Her er tale om positivitets-

betingelser for de variable. Herefter kan den daglige fortjeneste
skrives som

200-xl kr + 200-x2 kr

Det er dette.funktionsudtryk, vi ¢nsker at maksimere.

Lad os herefter se pd begraznsningerne i systemet. Den totale ar-
bejdstid er 10 ansatte 8 8 timer - altsd ialt 80 timer om dagen.
Det tager 2-xl timer at fremstille alle dgrene uden glas og 3-x2

timer at fremstille dgrene med glas. Derfor skal det galde, at
2-x; timer + 3-x2 timer % 80 timer

Mezngden af ferdigprapareret tra er hgjst 101,5 m2 om dagen. Der
anvendes 3,1~xl m2 tra til d¢re uden glas og 2,4.x2 m2 til degre
med glas. Derfor mé

2 2

3,l-xl m< + 2,4-x2 m =3 101,5 m2

Problemet er nu omskrevet til formel matematisk form, dvs som mak-

simering af en linear funktion under nogle bibetingelser, der og-

sd er formuleret matematisk, nemlig ved lineazre uligheder. Kun de

bibetingelser, der kan formuleres matematisk, kan tages i betragt-
ning, nar problemet behandles med en matematisk model.




Vi kan kort skrive modellen op sdledes

Maksimer 200-.x., + 200-x

1 2
2 . . <
Nar 2 Xy + 3 X, € 80 )
3,l-xl + 2,4-x2 < 101,5m )
Og xl>= 0, x2>= 0.

LP kan ogsd anvendes til at belyse problemer, hvor man gnsker at
finde minimum. Typisk vil situationen vare, at man ¢gnsker at
transportere nogle varer fra forskellige lagre til nogle for-

handlere. Her kan det vere ¢gnskeligt at minimere den_samléde
transportvej.

Maksimering og minimering kaldes tilsammen optimering, der altsd
drejer sig om at findevde'punkter, hvor en funktion antager en -
-ekstrem verdi (dyrest, stgrst, kortest,iavest osv) . Disse opti-
male situationer findés ved hjelp af den matematiske model for
systemet, men da modellen ikke tager hensyn til alle faktorer 'i
systemet, mad modellens resultat ses med dette forbehold.

LP er kun én lille del af et stgrre felt - operationsanalysen.

I operationsanalysen benyttes videnskabelige fremgangsmider til
at lgse komplicerede problemer, som fremkommer under styring og
udvikling af omfangsrigesystemer af mennesker, maskiner, materi-
aler og penge i erhvervs livet og den offentlige sektor. Operations-
analysens formdl er at opStille‘en brugbar videnskabelig model
af systemet, der kan anvendes af en ledelse til effektivt at
fastlegge dens malsatning og politik.

I modelbygningen bruges bl.a. matematik, statistik og datalogi.
Under modeludviklingen er arbejdsformen typisk gruppearbejde,
hvor mennesker med forskellig uddannelses- 0Og erhverv smessig bag-
grund samarbejder (EDB-arbejdere, matematikere, erhvervsledere,
¢konomer‘etc.) )

LP er en af de #ldste discipliner i operationsanalysen og har be-
tydet meget for etableringen af operationsénalysen som en selv-

stendig videnskabelig disciplin. I det hele taget kan man sige,
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“at med hensyn:=til arbejdsformer og anvendelsesomrader, er LP ret
typisk for operationsanalysen. De problemer, der er forbundet -
med opstillingen af LP-modeller, mé& desuden siges at vaere karak-

teristiske fqr quelkonstruktion i det hele taget.
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1. UDVIKLINGEN AF LINEER PROGRAMMERING.

Linear programmering (LP) bliver ofte fremhavet som et eksempel
pa en matematisk disciplin, der er udviklet i lgbet af en meget
kort tidsperiode. Sdledes kan man mange steder i litteraturen
finde, at opkomsten af LP er dateret til pracist 1947. Det er
ret wusadvanligt, at man kan fastleagge fgdselstidspunktet sé&
ngjagtigt. Et andet aspekt ved LP er det megét sene udviklings-
tidspunkt. LP er en meget ung disciplin; dette ef ix sig selv
bemerkelsesvardigt, ndr man téger i betragtning, at den teori
som LP bygger pd er forholdsvis simpel.

Selvom LP siges at have fpdselsaret 1947, har udvikl;ngeh af
LP dog enkelte historiske forlgbere. George B. Dantzig, der
selv var en af hovedéersonerne bag udviklingen af LP, har skrevet
en fyldig redeggrelse for, hvilke historiske inspirationskilder
der pavirkede udviklingen af LP ii"Linear Prbgramming and
Extensions" (1963). Et af de arbejder Dantzig selv fremhaver
som betydeligt er "Tableau économiqﬁe“ (1759) af Quesnay. Her
forsgger Quesnay at beskrive den gkonomiske struktur i datidens
samfund vha. noget der ligner en LP-model.- Af andre bidrags-
ydere kan navnes den kendte franske matematiker Fourier, der -
allerede i 1820'erne studerede linezre uligheder og angav en
metode til l¢sning af et konkret optimeringsproblem, der inde-
holdt de samme principber som man idagvanvender ved lgsning af
LP-problemer. Til sidst skal russeren Kantorovich navnes; han
pdviste 1 1939 at en stor gruppe af styrings- og produktions-
.proﬁlemer kan reprasenteres ved métematiske modellexr, der kan
l¢ses numerisk vha. en datamaskine. '

Dantzig fremhaver, at det har veret de "empiriske modeller",
der har varet den'stgrste inspirationskilde for udviklingen
af teorien for LP. (Dantzig, 1963). Derimod har "teoretiske
modeller" ikke dannet grundlag for denne forskning. De teo-
‘ retiske gkonomiske modeller forsgger generelt at beskrive’ de
sammenhange, der er mellem teknologiudvikling og gkonomisk
udvikling, mens de empiriske modeller l " har
veret anvendt i planlagningen af Xonkrete praktiske problemer.
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Omkring 1930 var der forskellige steder i de industrialiserede lan-
de opstlet et behov for optimal planlagning i store systemer. De

@ndringer 1 samfundet, der skabte dette behov, var dels den sta-
dige stigende kompleksitet i stor-skala produktionen, dels krav-
et til optimal planlagning af milit®r indsats i forbindelse med
total-mobilisering.

Fgpr anden verdenskrig var ledelsen af selv meget store firmaer
koncentreret om ret f& personer, der styrede ag koordinerede
firmaets aktiviteter. Men efterhdnden som de store firmaer
blev mere avancerede bl.a. med indfgrelsen af ny-udviklet tek-
nologi og en differentieret produktion, opstod der ledelses-
problemer, fordi det ikke langere var muligt for nogle f3 per-
soner at styre de mange forskelligartede produktioner optimalt.
Ledelsesstrukturen gik mod opdelig af beslutninger og ansvar i
omrader -ofte med modstridende interesser. Den daglige beslut-
ningssfere var opsplittet og kun vasentlige administrative be-
slutninger blev koordineret centralt.

Indenfor militzret -opstod de samme ledelsesproblemer. Fgpr i tid-
en var den militare ledelsesstruktur baseret pd, at en general-
stab skulle koordinere forskellige divisioners indsats. Men spe-
cielt anden verdenskrig viste behovet for optimal koordinering
af en total mobilisering, med inddragelse af den civile produk-
tion som grundlag for en militer indsats. Problemet var centralt
at styre de forskellige armeers indsats under hensyntagen til

de til!%édighed stiende ressourcer, effekten af en indsats 1 for-
hold til dens omkostninger osv.

Det var sdledes tale om at systematisere den centrale organisa-
tion af beslutningsprocessen, at videreformidle relevant in-
formation og at koordinere de interesser, der ligger i de enkelte
underafdelinger mod en optimal produktion eller militer indsats.

Man taler om at videnskabeligggre beslutningsprocessen.

Dette koordineringsproblem blev fgrst behandlet af det amerikan-
ske luftviben. Ved at skabe videnskabelige miljger forsggte de




at rationalisere den militare praksis. At det netop var luftva-
benet skyldes sikkert, at det i mindre grad end de andre styr-

ker var bundet-af traditioner omkring krigsfgrelse.

I 1947 nedsatte det amerikanske luftviben en gruppe, der fik
til opgave at undersgge, hvorvidt matematik .kunne anvendes til
lgsning af sddanne milit®re planlagningsproblemer. Som leder af
denne gruppe blev udnavnt George B. Dantzig og Marshall Wood.
Et af hovedmotiverne for at igangsatte denne forskning var
transportproblemer i forbindelse med forsyningsfordeling under
og efter anden verdenskrig. Den intensive forskning i denne
gruppe, der senere i oktober 1948 fik tilnavnet SCOOP (Scien-
tific Computation of Optimum Programs) begyndte i juni 1947.
'Allerede i lgbet af sommeren blev den-generelle LP-model for-
muleret, men tilbage var at udvikle en lgsningsmetode; der kun-"
ne behandle problemerne. ’

Vi vil her give et eksempel pd en forsimplet udgave af en type
problemer, der var relevante under udviklingen.af LP.

Eksempel 1.1. .
Fra to lufthavne skal der fordeles 15000 ngdforsyningsenheder til

tre katastrofeomréder.Deh ene lufthavn sxal afsende 8000
enheder, mens den anden skal-afsende . " 7000 enheder. Kata-

’ strofeomréderne skal have hhv. 4000, 5000 og 6000 enheder. Idet
Pl og L2 betegner lufthavne og 01’02 og O3 betegner kaﬁast;ofe-
omraderne- fremgdr transportudgifterne af nedenstieride skema.

01 0, 05 Udgifter i $/enhed.

L, 19 30 25

L7L2 25 40 30

Bestem den fordelingsnggle, .der minimerer transport-udgifterne.
Lad %) betegne antal enheder fra Ll til Ol o9 X, betegne antal
enheder fra L1 til 02. Herefter kan betingelserne opstilles i
fplgende skema:
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Ol 02 O3 I alt
Ll Xy X, 8000—(x1+x2) 8090
L2 - 4000—xl SQOO—X2 (xl+x2)—2000 7000
I alt 4000 5000 6000 15000

' Ud fra skemaet ses det at Xy 09 X, skal opfylde kravene:

For det fgrste skal béade Xy 0g %, vare positive, Avs at

¥, 2 0 og X, 2 0.

x, + x, £ 8000, Det er Ll's kapacitet.

X+ x 2 2000. 03's forsyning fra L, skal vare positiv.

Xy $ 4000. Ol's forsyning fra L, skal vare positiv,
X £

2 £5000. Oz's forsyning fra L, skal vare positiv.

Disse uligheder deler (xl,xz) planen i halvplaner, og det fzl-
les omrdde indeholder de vardier for X, 09 X,, der er

mulige.
Omradet kaldes derfor mulighedsomriddet for X; OF X,

£
2 [T

1000L

Xy

Figur 1.2.

De samlede transport udgifter kan opstilles som en linear-funk-

tion K(xl,xz) af Xy 09 X, som vi kalder for kriteriefunktionen.

K(xl,xz) = l9xl + 30x2 + 25(8000—(xl+x2)) + 25(4000 - xl) +

40 (5000 ~ XZ) + 30(x1+x2 - 2000).
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bette udtryk for transportomkostningerne kan reduceres til:

K(xl'XZ) = -%Xy - sz + 440000.

Definitionsm@&ngden for funktionen er netop det omrdde, der er
afgrenset afAulighederne. ]

Idet vi udnytter at minimum af K(xl,xz) svarer til maksimum af
-K(xl,xz),skal vi bestemme det punkt (xl,xz) der maksimerer
—K(xl,xz) indenfor mulighedsomradet.

—K(xl,xz) = % +5x2 - 440000. ) ‘

Det konstante led (-440000) har ingen betydning for fagblaggel—
-sen af punktet, der maksimerer —K(xl,xz). berfor serlvi pa
-KYXl,xz) = x; + 5x,.

Den ma&ngde af punkter (xl,gz) der giver samme verdi i kriterie-
funktionen-danner et niveau for funktionen og grafen'for dem er
funktionens niveaulinie. P& figur 1.2 er niveaulinien for

-K'(xl,xz) = 12500 indtegnet. Punkter der ligger over denne linie
giver en ste¢rre vardi for funktionen mens punkter, som ligger
under -linien giver funktionsvardier, der er mindre. For at finde
maksimumspunktet Skal vi derfor blot forskyde niveaulinien i
normalvektoren § = (1,5)'s retnihg til den\slipper muligheds-
omrddet. Det ses, at den optimale lgsning opnds i- punktet P =
(9000,5000), der giver fglgende lgverancer fra-Ll og L2 til O

1
02 og 03.

- v O1 02, 63 , I alt )

L, 3000 - 5000 o - 8000

L, . 1000 » 0 6000 7000

I alt | 4000 5000 6000 15000

Dette giver samlede transportomkostninger pé:

K(3900,5060) = -3000 -5.5000 + 440000 = 412000 $.
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Som det var tilfaldet i eksempel 1.1 findes lgsningen til et
LP-problem altid p2 randen af mulighedsomridet; enten i et
hjgrnepunkt eller pd hele liniestykket mellem to hjgrnepunkter.
Dette forhold galder, som vi skal se i kapitel 2 ogsd i det
generelle tilfalde med n;variable. Vi skal desuden se at et
system af lineare uligheder danner et konvekst muligheds-
omrdde, og at en linear funktion hgjst har et optimalt

niveau, der dog kan antages i et eller uendeligt mange punkter.

En konveks mengde er en-ma&ngde, hvor det for alle punkter i meng-
den galder, at linien imellem dem ogsd tilhgrer mengden. Bemark,
at med denne definition kan en konveks mangde godt kan vare
ubegranset.

f]

([ 1kke
‘konveks
§

 konveks

i
T L R

Voo sirmist ooy it
' Figur 1.3.

Det var netop dénne viden om lgsningsmengden til et LP-problem,

der gav anledning til, at- Dantzig, Thomas C. Koopmans og Leonid

Hurwiez 1 august 1947 udviklede en algoritme til lg¢sning af

Lp-systemer,kaldet simplexmetoden (se kapitel 3). Princippet

i denne metode er, at man bevager sig fra hjgrne +il hjdrne,
sdledes at kriteriefunktionen forgges ved hvert skridt. SimpleX-
algoritmen, dexr gennemspger hjgrnerne efter dette princip,
kraver imidlertid et stort antal regneoperationer for at lgse
selv forholdsvis sméd problemer. F.eks. kraver lgsningen af et
4x4 (fire kryds firé;dvs. 4 variable og fire begransninger)

ca. 300 simple regneoperationer. Derfor er den datalogiske be-
handling utrolig vigtig for anvendelsen af LP-modeller og Sim-
plex algoritmen.




SCOOP projektet var da ogsd fra starten meget orienteret mod
_computer udvikling. Allerede i 1950'erne blev de fgrste for-
s¢g pd at implemenﬁere (oversatte. til en kode der kan program-—
meres i en datamat) Simplei—algoritmen gjort. Det fgrste succes-
fulde fors¢g pd-at lgse et LP-problem pd en high-speed elektro-
nisk computer fandt sted i januar 1952. Det blev ‘the Natioral
Bureau of Standards' SEAC computer, der f¢rst l¢ste et LP-pro-
blem ved denne metode. Dette program blev senere omkodet af det _
amerikanske luftvdben, sd det kunne anvendes p& deres UNIVAC
computer.

" Allerede 4 3r efter den fprste vellykkede datalogiske behand-
ling af et LP-problem, var man istand til at l@¢se meget store
problemer med 300 uligheder og 1000 variable i lgbet af et par
timer. Den store kapacitet og l¢sningshastighed ¢gede naturlig-
vis anvendelsesgraden af LP betydeligt. En af de fgrste store
industrielle anvendelser fandt sted omkring 1955, da oliesel-
skabet Exxon (Esso) benyttede LP til optimering af blandings-
processen for gasolier. Den gkonomiske gevinst ved anvendelsen
af LP var meget stor, idet Exxon sparede 2 til 3 procent af om-
kostningerne. S;den da er anvendelsen af LP steget kolossalt.

I 1979 kunne man la®se pd forsiden af bl.a. New York Times, at
en russer ved navn Khachian havde udviklet en ny algoritme til
1¢sning af LP-problemer, som ville revolutionere den gkonomiske
betydning 5f LP. Desverre viste det sig siden, at den nye
‘algoritmé, der hedder "ellipsoide-metoden" i modsatning til

Simplex-algoritmen, var meget hurtig i teorien, men i praksis
ikke kunne bruges, da dens krav om pracision ville stille alt
for store krav til datamaskinens kapacitet.

Pvelse 1.4:. Hvordan kan det vare, at teorien for LP fe¢rst
blev udviklet fra -omkring 1947 ?
Hvilken sammenhzng kan der vare mellem udvik-
lingen af LP-modeller og den teknologiske udvik-
ling i 1940'exne ?
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@velse 1.5. Studentereksamensopgave 1979 p& MF linien.
"Til finansiering af et byggeri skal der léanes
et belgb pd 200000kr. Belgbet kan tilvejebringes
ved at optage 1&n af en eller flere af fglgende
typer: E
A: Den &rlige ydelse 16% af lénet; i det fgrste
ar er 12% rente og 4% afdrag,

B: Den 3rlige ydelse 15% af lanet; i det fgrste
ar er lo% rente og 5% afdrag,

C: Den &rlige ydelse 17% af l&net; i det fgrste
ar er 15% rente og 2% afdrag.

Der kan hgjst ldnes 125000kr. af type B. Det fgx-
ste 8r kan lantageren i samlede ydelser maksimalt
betale 3loookr.

Hvorledes skal l&net sammensattes, ndr den del af
det f¢rste ars ydelser, der er afdrag, skal vare
sd lille som mulig."

@velse 1.6. Find de punkter, der henholdsvis maksimerer og mini-

merer K(xl,xz) = 4x1 + 3x2, idet mulighedsomradet
er givet ved fglgende uligheder.
3xl - %, 2 -9
Xy +2x, £ 18
5x, +2x, & 34
Xy -3x2 s 17
Xy + X, 2 -3.

gvelse 1.7. Maksimer 5xl + 4x
Nar x, + 3x, £ 49

1 2
£
3xl + 2x2 < 63
X; & 15 og x, £ 14
- <
Xy X, & 10
Og Xy 2, 0 og Xy 2 0.

- Qvelse 1.8. Lav en model af mulighedsomridet i gv. 1.7. i pap.
Afsat funktionsverdierne over hjgrnerne med f.eks.
blomsterpinde; forbind toppen af pindene med garn.
Forklar endelig hvordan Simplex metoden virker.
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2. DET GENERELLE LINEERE PROGRAMMERINGSPROBLEM.

Virkelighedens problemer vil ofte vare stgrre og mere komplekée,
end de probiemef vi s& p& i kapitel 1. Det betyder, at vi m3 til
at se p&, hvad der sker, ndr LP-problémerne fir flere variable
og flere Uligheder..

Eksempel 2.1: -

En klinisk diztassistent pd Slagelse Centrélsygehus skal sgrge
for, at en gruppe giavide kvinder far det ngdvendige, daglige
yitamin— og mineraltilskud. Kvindernes almindelige kost skal
'suppleres med vitamin/mineral-piller. Diztassistenten har bereg-
net, at det daglige tilékud pr. kvinde af magnesium og fosfor
skal vare henholdsvis 100—140 mg og.300—400 mg.

Diztassistenten kan vaelge mellem to typer vitaminpiller: "Sund

Og Rask", hvor en pille har 20 mg magnesium og 100 mg fosforvoé
koster 30 gre. Og "Energipillen”, hvor en pille har 60 mg mag-

nesium og 100 mg fosfor og koster 40'¢re. Diztassistentens pro-
blem er nu fglgende:

Der er tale om seks gravide kvinder, og der skal kwbeé ind for
en uge. Diztassistenten skal tage hens&h til kvinderne og syge-
husets gkonomi. I hvilket forhold er det nu bedst for diztassi-
stenten at indkgbe vitaminpillerne ? Hvad er de ugentlige om-
kostninger ved et sadant indkegb ?

Spgrgsmdlene kan besvares ved at lgse fglgende LP-problem:

Minimer K(xl,xz) = 12,6xl + 16,8x2 (ugentlige omkostnihger)

N&r: 100
300

20xl + 60x2 < 140

<
lOOxl + 100x2 % 400

A BN

Og

W
)
%

Pvelse 2.2 :

Lgs ovenstédende LP-problem og besvar dermed diztassistentens
spprgsmil. '
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‘I eksemplet her er der jo tale om to variable Xy 09 X,. Vi er i
’s;and til at lgse problemet grafisk, som vi s8 i kapitel 1. Men
hvad sker der, hvis vi udvider problemet p& forskellig méade ?
Lad os fgrst antage at vitamintilskuddet ycderligere skal -omfat-
te 10-15 mg C-vitamin pr kvinde pr dag. Og at "Sund Og Rask"
indeholder 9 mg C-vitamin og "Energipillen” indeholder 3 mg
C-vitamin. : '

Dette betyder kun, at vort LP-problem skal tilfgjes en ulighed
mere. Selve princippet i behandlingen af problemet @ndres ikke.

@Pvelse 2.3 .
‘Udvid problemet fra eksempel 2.1 med ovenstéende oplysning og
l¢s s& problemet.

Anderledes ville det gd, hvis der var tre typer vitaminpiller at
valge mellem. Her bliver der tale om at minimere en funktion af

typen K(xl,xz,x3) = %) + Cyx, + C3Xgs hvor CsCyCy er konstan-
ter forskellige fra nul, mens ulighederne bliver af typen

- alx1 + asx, + a3x3 4% b, hvor al,az,a3,b er konstanter. (xl,xz,x3)
beskriver et vilkirligt punkt i rummet, mens vi fgr sd pd vil-
kdrlige punkter i planen.

A

Eksempel 2.4:
Et firma producerer tre forskellige slags transistorradioer. Fir-
maet kan hver dag hgjst £i leveret 60 kg kobbertrdd. De tre

slags radioer - type 1,2 og 3 - kraver henholdsvis 0,2 kg, 0,2

kg og 0,1 kg kobbertrdd. Der kan hgjst produceres 150 radiocer .
af type.l pr dag, 100 radioer af type 2 pr dag og 200 af type

3 pr dag. Overskuddet ved salg af de tre typer radioer er hen-
holdsvis 30 kr, 50 kr og 30 kr pr stk.

Hvor mange radioer af hver type skal der produceres, ndr over-
skuddet’ gnskes sé'storf som muligt ? '

Vi opstiller problemet som et LP-problem:

Maksimer K(xl,xz,x3) = 30xl + 50x2 + 30x3
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150
100
200
0,2xl + 0,2x2 + O,lx3 < 60
0g %2 0, x, %.0,.x3 Z0.

=z
Qe
2t

]

[

[ 8]
TN

Ulighederne 0 Xy <150, 0 < X, = 100, o £ X3 = 200 danner et
retvinklet paralleleplpedum (se figur 2.5}, mens ulighederne

0 £ Xy 0

= Xyr 0O < Xq, 0,2x; + 0,2x

2 + 0,1x3 < 60 danner et
tetraeder (se figur 2.6).

¥ | : ' %

o0

1oo,

Ky

Figur 2.6

/7 Figur 2.5

Da LP-problemet kraver, at alle ulighederne er opfyldt pd &n
gang, skal (xl,xz,x3) ligge indenfor det omride, der er falles

for det retvinklede parallelepipedum og tetraederet. Vi fir da
fglgende polyeder:



- 18 -

100
b

Xo,

Figqur 2.7

Pvelse 2.8 :
Forspg at give en definition af hvad henholdsvis retvinklet
parallelepipedum, tetraeder og polyeder er.

Det,der er sket, er, at vi har "skiret et hjgrne af" det ret-
vinklede parallelepipédum ved hj=zlp af planen 0,2xl + 0,2x2 +
Ollx3 = 60.

Nu har vi altsd fdet afgrznset det omrade i rummet, som lg¢snin-
gen til vort LP-problem skal ligge indenfor. Vi har sd& tilbage

at maksimere funktionen 30xl + 50x2 + 30x3 = k indenfor dette
omride. Vi indtegner funktionen med k = 15000 sammen med l¢s-

ningsomradet:
X4

1\
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Ved at studere flgur 2.9 grundigt og eventuelt sammenllgne med
figur 2.6 kan man se, at ndr vi lader k vokse fra nul, avs. sa
at sige lader planen "vandre" ud mod l®seren, vil planen til
sidst kun bergre polyederet i punktet (p,100,200), hvilket alt-
s& bliver det punkt, hvor kriteriefunktionen har maksimum. Der
er tale om det punkt,der ligger foroven til venstre i polyede-
rets trekant. Da det er vanskeligt umiddelbart at aflase x4y~
verdien i dette punkt, satter vi denne vardi til p, som vi sa
finder: 0,2p + 0,2-100 + 0,1-200 = 60 & p = 100.

Vi har alts8, at produceres der transistorradiocer i forholdet -
(xl,xz,x3) = (100,100,200),~bliver fortjenesten maksimal, nem-
lig 30-100 + 50-100 + 30-200 = 14000. Altsad var k = 15000 valgt
for stor, med det gav os et udmarket fingerpeg om, hvilket punkt
det var, vi ledte efter.

Nu har vi for tilfzldet med tre variable udnyttet den grafiske
reprasentation af vore ligningér. Nu kan man jo nemt forestille:
sig, at det ikke umiddelbart var muligt at se,'hvilket, af po-
lyedé;gts punkter, der gav maksimum i kriteriefunktionen.

Alternatlvt kan man give sig til at studere polyederet for at
bestemme alle hjgrnepunkterne. Dernast kan man si satte “hj¢r-
nerne"” 'ind i kriterlefunktlonen og s& direkte se efter, hv1lket

"hjgrne", der giver stgrst fortjeneste. Denne metode kan man

‘kalde grafisk hijgrneinspektion.
Ppvelse 2.10 :

Brug denne metode til at lgse problemet i eksempel 2.4.

Man kunne ogsd komme i den situation, at det var umuligt, at
lave en fornuftig tegning af l¢sningsomrddet. I denne situation
kan man benytte sig af ikke-grafisk hjprneinspektion. Denne me-
tode bestar af en systematisk behandllng af ligningerne i vort
LP-problem. - T

Lad os illustrere princippet i denne metode med ligningerne
fra eksempel 2.4.
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I eksempel 2.4 er der 7 uligheder, men vi kan ngjes med at se
péd de almindelige ligninger %, = 150, X, = 100, Xy = 200, 0,2x
0,2x, + 0,1x; = 60, x; =0, ’xz =0, x5 = 0, hvilket jo er lig-

ninger for 7 forskellige planer. Det er intuitivt klart, at tre

1'+

plaher, der ikke er parvis paralléle,skarer hinanden i et punkt =
her bliver der tale om "hjgrnepunkter"-eller i en linie. ’

For at finde disse hjgrnepunkter skal vi altsid udtage 3 lig-
ninger pa alle mulige mider af de ialt 7 ligninger, dvs pa
K7 3= 35 forskellige méder.

’

Nogle af de ligningssystemer vi f&r pd denne mdde vil umiddel-
bart kunne smides vak, f.eks. kan Xy = 150, 0,2x1 + 0,2x2 +
O,lx3 = 60, Xy = 0 jo ikke lg¢ses. Nogle punkter bestemmes f.eks.
ved X = 150, X, = 100, 0,2xl + 0,2x2 + O,lx3 = 60, hvilket ved
indsaztning giver Xy = 100. Andre punkter aflases direkte, f.eks.
xy = 150, X, = 100, Xy = 200.

Nar si de brugbare punkter er fundet pd denne mdde, skal man
undersgge, hvilke punkter der opfylder ulighederne i vort LP-
problem. Afprgver vi f.eks. (xl,xz,x3) = (150,100,200) ,finder
vi, at det ikke opfylder uligheden 0,2xl + 0,2x2 + 0,lx3§;60.
Dette svarer til, at vi md smide en masse punkter vak, som lig-
ger udenfor vort polyeder fra fgr. Punktet (150,100,200) er
netop det "hjgrne", der bliver"sklret af" det retvinklede pa-
rallelepipedum i figur 2.5.

De punkter,vi s& har tilbage, svarer til punkterne fra gvelse
2.10, og maksimum kan nu bestemmes ved indsatning i kriterie-
funktionen.

©
Som det kan ses, er vi med tre variable i den situation, at den
grafiske l@gsningsmetode erxr usiKKEF, og den systematiske hjgr-
neinspektionsmetode er meget besvarlig, uoverskuelig og tids-
kravende.

Tager vi nu fire variable i stedet for tre, bliver situationen
endnu mere vanskelig. Den grafiske lgsningsmetode bliver nu u-
mulig, fordi vi ikke kan tegne og aflase i det firedimensionel-
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le rum. Og vi kunne ved systematisk hj¢rneinsp§ktion nemt kom-
me ud for at skulle undersgge K9 4= 126 muligheder.

!
Hjgrneinspektionsmetoden forfines betydeligt‘med simplexmetoden,
som vi skal se pé& i kapitel 3. Fgrst m& vi indfgre en mere pra—
cist og generelt matematisk sprogbrug end hidtil.

2:1. Det lineare programmeringsproblem med n variable.

1) Maksimgr fol,xz,LJ:.g.,xn) = cyXg + CoX, Foinnnnn +cnxn
Nir: aypxyta) Xpte..aotay xo é‘bl
. .
ag)X Fa Xt llota, x o € b,

D A A N R R I I R e e R

L R N I I I I I P N N R L I

mlx1+am2x2+......+ mn*n £b

Og : xj %.Olfor-j = 1,2,40000.yN.

I1l) er x5 for 3 =1,2,......,n variable, cj, aij’bi er konstan-
ter, hvor j =1,2,.....,nog i =1,2,...,.,m,

N&r et lineart programmeringsproblem er af typen 1), siges det
at vere p& standardform. Et vilkirligt programmeringsproblem
kan altid bringes pad standardform ved en eller flere af fglgen-
de mangvrer:

a) Har man givet et minimumsproblem, ganger man bare igennem
med -1 i kriteriefunktionen, hvormed man har omdannet sit mi-
nimumsproblem til et maksimumsproblem.

b)VOptreder 2 i stedet for € 1 en eller flere af betingelser-
ne “i problemet, ganger man bare disse med -1:
> o>
a;1%j +all <ot .........+ainxn Z bi “

-a <

ilxl-aizxz-..........—ainxn —bi

lc) Optrader = i en eller flere af Betingelserne, behandles dis-
se efter fplgende eksempel:




2% 1tag %, Feoeeeaatay x o= bi erstattes med de to Ulig-
heder: ,
’ >
11X1+a12x2+"""'+ainxn > bi og
ilxl+a12 2 ......+ainxn < bi

idet (a2 bA afb)e& a=b jo galder.
Her skal man sd huske at omskrive den f¢rste-ulighed jvE b)

d) Hvis vi har en variabel xj, der kan antage negative vardi-
er, kan den i alle ligninger erstattes med x, = x! -~ x!‘',hvor

2 0 og X%'é 0. I de fleste praktiske problemstillinger fo-
rekommer denne situation ikke.

@velse 2.11 :
Bring fglgende LP-problem pd standardform:
Maksimer K(xl,xz,x3) = 3xl+4x2+5x3

N4r: 6x,+2x +3x3,C 7

1 °72 =
>
4‘xl+2x2+6x3 z2
le+3x2+2x3 =3

> > .
Og X 20, x5 2 0, x4 € R;

@velse 2,12 :
Bring LP-problemet i ¢gvelse 1.6 pa standardform.
P& denne mdde kan standardformen_altid frembringes. Vi vil her-

efter forsgge at fortolke de 1 standardformen indgdende udtryk.

Indtil nu har vi altsd enten beskaftiget os med to eller tre
variable, dvs arbejdet med punkter af typen (xl,xz) eller (xl,
x2,x3). Dette svarer til punkter i henholdsvis planen (det to-
dimensionale rum) eller rummet (det tredimensionale rum).

P4 tilsvarende made kan vi tale om punkter af typen (xl,xz,....,
xn), der ligger i det n-dimensionale hyperrum.

Ofte formulerer man det samme v.hj.a vektorer. I det retvink-

lede koordinatsystem svarer et punkts koordinater til stedvek-

torens koordinater. Derfor kan ethvert punkt direkte beskrives
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. ved hjaelp af stedvektoren: % = (xl,xz,.......,xn).ANér vi bru-
ger det korte: X, md vi tilfgje % € R"for at kunne skelne denne
vektor fra f.eks. den todimensionale X = (xl,xz), hvor der skri-

ves ? € R?

Funktionen, som vi gnsker at optimere, kalder vi for kriterie-
funktionen og skriver nu K(X) . Funktionen er et udtryk for den
totale profit, de samlede omkostninger, den samlede transportvej
eller tilsvarende. Funktionen afbilder: n-dimensionelle vektorer,

¥ &€ R", over i den é&n-dimensionale vektor,K®e RY = R. Der er

altsd tale om en reel funktion af én vektorvariabel.

‘

Kriteriefunktionen kan dermed opskrives ) . som:
. n .
K(X) = CiX #euuwntC X = T cLX, = 3-;, hvor 3,2 e Rr".
171 n"n j1
. D . n “—i
Mengden af X'er i R , hvor K(x) = k, hvor k er en konstant, sva-

rer til alle de vardier af ¥, der giver det samme “"udbytte". Ver-
dien k kaldes funktionens niveau, og mzngden N = {X & Rn] K(X)=k}
. kaldes en niveaukurve.for K(X). .
Antag nu at'cj # 0 for alle 3 =1,2,3,......,n. Hvad galder der
o . had I3 _
sa om elementerne i X, nar clxl+ ...... +cnxn =k ?

Vi kan se, at hvis vi valger de n-1 fgrste x_. frit, sd er det

= (k- e - _ -1
-sidste element x bestemt som x = (k C X =Co¥y=ennn cn_lxn_l)cn
Niveaukurven selv siges derfor at have dimensionen n-1, fordi
der er n-1 varable,vi frit kan valge. Vi m& dog have for ¢ije,

at N stadig er en mangde i det n-dimensionale rum.

Niveaukurven kaldes en hyperplan. For n = 3 har vi sdledes
clxl+c2x2+c3x3 = k, som er en plan i det tredimensionale rum,
der har dimensionen 2._

Niveaukurven til kriteriefunktionen er alts& generelt en hyper-

plan af dimensionen n-1, der ligger i det n-dimensionale rum,
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Eksempel 2.13 :

LP-problemet fra eksempel 2,1 har kriteriefunktionen K(Xl’xi)
12,6x17+ 16,8x2, her er n=2., Niveaukurven 12,6xl + 16,8x2 =k

har dimensionen 2-1 = 1 (en linie) og ligger 1 det todimensionale
rum (planen). '

Eksempel 2.14 :

I LP-problemet i eksempel 2.4 har kriteriefunktionen niveaukurven
30xl +'50x2 + 30x3 = k. Niveaukurven har dimensionen 3-1 = 2 {(en
plan) og ligger i det tredimensionale rum (rummet).

Kriteriefunktionen er altsa givet som K(R) = €-¥X, hvor & er-en

konstant vektor, der kaldes koefficientvektoren til stedvektoren X.

For n-dimensionelle vektorer galder det, at nar 3-? = 0 siges
3 at vare ortogonal med §. Dette skrives a 1 ?.

Dette kan vi nu anvende i behandlingen af kriteriefunktionens

- -
niveaukurve. Vi har, at Xe N, hvilket vil sige c%X = k. Da ¥
kan skrives som ¥

- -

- - —3 - -»
X_ o+ Xy, hvor Xa" ¢ o9 %
- -

c-x =k ébc-(xa +

-
Lc, har vi at
a b b

-3 -5 - -n_-o =
X ):k@c-xa + c-xb =k &c¢C Xa k.

b

Lad os illustrere dette: A
e -
-; (X

2N

Fidg, 2.1S.
Det er klart, at alle-de ;'er,_der pé& tegningen er stedvektorer
for punkter pd den rette linie vinkelret pa 2, ikke =ndrer p&
kriteriefunktionens‘niveau.Heraf felger, at kriteriefunktionens
niveaukurve er vinkelret pa vektoren 3, og at € derfor kan

opfattes som niveaukurvens normalvektor.

Herefter vender vi blikket mod det system af uligheder, der op-
trader i 1):




&
2) llxl+a12x2+..........+alnxn

21 1 22 2 ..........+a2nxn

i
o

a +a_ X Fi.ee.e....Fa_ X £ b
m1¥17%m2%2 mn‘n T "m

xlé 0, x2A>= 0,........,xn?—. 0.

De punkter, der opfylder alle disse uligheder pad én gang, si-
ger vi tilhgrer mangden M, som vi vil kalde mulighedsomrédet.
Det er indenfor dette omrdde , vi skal finde pphktet, der opti-
merer kriteriefunktionen.

Hvis vi i 2) udelader tegnet < har vi f.eks. ligningen ailx1+
a12x2+.'.......+ainxn = bi' Dette er en ligning af prazcis samme
type som ligningen for kriteriefunktionens niveaukurve, dvs
der er tale om en hyperplan.af dimensionen n - 1, der 11gger

i det n- dirnen51ona1e rum.

Man siger, at hyperplanet deler dette rum op i to. halvdele:
Det p051t1ve hyperhalvrum, der indeholder normalvektoren (a

il’
12""""’a1n)' og 'som er givet ved H, {(xl,xz,......,x )\

>
ailxlfa12x2+. ........ +a, x_ 2 bi} . Og tilsvarende kaldes H_

N

{(xlfxz,......,.,xn) A49Xpta X Feeeieaiaatay X é.bi} det

in"n T,
negative hyperhalvrum for hyperplanen a

Xn+a12x2+"':"+ainxn: bi'

il

Den fgrste ulighed i 2) giver, at X enten ligger,i det negative
hypeihalvrum til hyperplanet eller pd selve hyperplanet. Om .
skal det desuden galde, at xJ 0 (for j=1,2,..... ,n) eller kort
X2 0, hvilket begranser det n-dimensionale rum til den sdkaldte
pos}tive ortant (R+). N&r n = 2 har vi den almindelige positive
kvadrant.

Den fgrste ulighed afgranser altsi en mzngde i den positive or-
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tant - vi kalder den Ml.»Tilsvarende gaelder der for de gvrige

'uligﬁeder i 2}, hvilket éiver nengderne MZ’ M3,..;...., Mn.

Mulighedsomridet M = Ml(| Mzﬂ'........ﬂ M . Det kan vises, at
mengden M er konveks, men det vender vi feérst tilbage til i
slutningen af kapitlet, hvor vi har féet tilstrakkélig "kraftig"

matematik indfgrt til at klare beviset.

Vi er nu ude pa, at finde den maksimale vardi af K(X) = 3~§,
nir ¢ ¢ r® og X € M. Det er klart, at K(¥®) er maksimal, hvis
og kun hvis k er maksimal, ndr K(X) = k. Vi kan altsd i

stedet s¢ge efter at finde k's maksimale vardi, nar 3% =k

.- - n - - —) - -
og ¥« M, ¢ &€ R, pa &% = c-x, =k, svarer dette til at X,
eller ; skal vere s& lang som mulig. Men f; er jo parallel med
3, s& dette er igen det samme som at parallelforskyde niveau-
kurven i ¢'s retning sd& langt som muligt.

.

Alt i alt drejer maksimeringen af funktionen K({(X) sig altsd om,

at parallelforskyde niveaukurven K(X) =k i 3—vektdrens retning
indtil X bliver sa lang-som mulig indenfor M. Lengden af ;,!?\ , .
er her defineret som |X| = Jﬁi + xg LT xi. I slutningen

af kapitlet viser vi, at der findes enten ingen, netop &t eller
uendeliqg mange punkter, der maksimerer K(X) .

2.2. Teori og eksempler omkring ikke-grafisk lgsning af LP-problemer.

Mindre LP-problemer kan man lgse vad hjzlp af Fourier-Motzkins
eliminationsmetode. Den blev foresliet af Fourier i 1826 og

blev senere genindfgrt af Motzkin i 1936 (Dantzig, 1963). Med me=
toden kan man lgse et system af lineare uligheder ved systematisk
at eliminere de variable,

Eksempel 2.16 :
Vi vil bruge denne metode pd problemet i eksempel 2.4. Vi har
omskrevet ligningen 0,2xl+0,2x2+0,lx3 < 60 til 2x,+2x,+X

<
1 otXg = 600.
Stgrrelsen 30xl+50x2+30x3 = k skal vare si stor som mulig, dvs

i uligheden 30x1+50x2+30x3 2 k antager k sin stgrste vardi, nar
lighedstegnet galder. Indfgres denne ulighed nu sammen med de




- 27 -

evrige uligheder, skal vi finde: de punkter, der Opfylder alle
ulighederne i ligningssystemet:

<
= 30x +50x2+30x3

1

¢

1= 150
x24 100
X33 <200

2x +2x2+x3: 600

1
0 € x

X

0 £x

0 &£ x

Vi isolerer nu X, og bytter lidt om p& ligningerne:

~.

- ey £
(k/30) (50x2/30) x3 € x

x; £ 150 ]
X, & 300~-x,-(x4/2)

0% »xl
x, € 100

0% X, v
Xq < 200

0< Xy

vi hgr nu omskrevet de 8 uligheder m.h.t. X1, som vi g¢nsker
at eliminere. Vi inddeler de 8 uligheder i tre klasser :

1. De ligninger hvor X, er stgrre end eller lig et udtryk.
2. De ligninger hvor X, er mindre end eller lig et udtryk
3. De ligninger hvor X ikke optrzder.

Det er klart, at et udtryk fra 1. klasse er mindre end et udtryk
fra 2. klasse. Herved kan Xy elimineres:




~ o8 -
150
300-X2-(X3/2)
150
300-x2-(x3/2)
0

(k/30)-(50x2/30)-x
(k/30)-(50x2/30);x

O H O oW W
(SO T
o o

2
0

o
P T T A ST 7N

o
x

3

Vi isolerer nu X4 09 bytter om pd nogle af ligningerne:

(k/30)—(50x2/30)-150
(k/15)-(20x2/15)-600

[

Hd

TS

»
w
1)

600-2x2

[=]
iy~
X X X
NN W W

e

100

o
Hp
x

Vi inddeler nu igen i klasser- men denne gang m.h.t. X3- og far:

(k/30)-(50x2/30)—150 £ 600-2x2
(k/30)—(50x2/30)-150 s 200
(k/15) - (20x,/15)-600 % 600~2x,
(k/lS)-(20x2/15)-600 %< 200
0 = 600-2x2
0 % 200
Xy €100
0 € Xy
Vi isolerer sa Xyd
X, < -(k/10)+2250
(k/20)-180 % x2
- xy, £ ~(k/10)+1800
(k/20)-600 §x2 .
X, € 300
Xy < 100
¢ é.xz
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Vi'inddeler'i klasser m.h.t. X, 09 eliminerer x

2t
(k/50)-180 £ -(k/10)+2250
(k/20)-600 £-(k/10)+2250
(k/50)-180% - (k/10)+1800
(k/20)-600% - (k/10)+1800
(k/50)-180 £ 300
; (k/20)-600 £ 300
(k/50)-180 %100
'~ (k/20)-600 £ 100 . :
% -(k/10)+2250 ’ <
0% -(k/10)+1800
0% 300"
0 £100

Isolerer vi nu k, har vi:

20250
19000
16500
24000
14000
16000
18000
14000
22500
18000

FTSTY S L S ST B 11\ SO ST N Y L)

AR RN R FRAR N

Det er klart, at det sidste ligningssystem kun er opfyldt ,
for k £ 14000, dvs k = 14000 er den stegrste verdi for hvilken
systemet har en lgsning. Og dette md& da ogsd vare den vardi,
der maksimerer kriteriefunktionen.

Sztter vi nu denne vaerdi ind i det sidste ligningssystem pa
foregdende side, har vi: '



o
RN

850
100 ¢
' s 400
100 %

i

300
100

A1

I I R R
NONN NN DN

0%

Den eneste lgsning hertil er x2=100. Pa tilsvarende mide kan
X, og X findes til hhv. 100 og 200.

Yvelse 2.17 :

Lps problemet fra eksempel 2.1 v.hj.a Fourier-Motzkins elimi-
nationsmetode - lag merke til, at der er tale om et minimums-
problem. (Tips: G¢r kriteriefunktionen simplere ved division

inden udregningerne og regn sa"tilbage" til sidst)

Som det fremgdr af eksempel 2.16 og g¢velse 2.17, er vi altsd nu
i stand til at lgse et LP-problem pd endnu en made. Fourier-
Motzkins eliminationsmetode er jo en ikke—gfafisk l¢sningsme-
tode, s8 vi kan lgse problemer med mere end tre variable.Og
lgsningen af problemet i eksempel 2.4 giver godt nok en del be-
regningsarbejde, men bliver dog mere overkommelig end med ikke-
grafisk hjgrneinspektion, hvor man for at lgse samme problem
skal undersgge 35 forskellige ligningssystemer m.m,

Det er dog ogséd klart, at Fourier-Motzkins eliminationsmetode
giver et stort regnearbejde, der for store LP-problemer, nar-
mest vil blive uoverskueligt. Samtidig er en datalogiske be-
handling af metoden ogsd meget vanskelig. S8 alt i alt betyder
det, at vi mi til at s¢gge efter andre og mere overkommelige
metoder, som gerne mi kunne behandles datalogisk, s& man slip-
per for lange beregninger”i hénden".

Sddanne metoder bestdr ofte i at omskrive nogle af uligheder-
ne 1 1) til almindelige ligninger. En ulighed omdannes til en
almindeliqg ligning ved at addere en variabel til uligheden.
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Eksempel 2.18 :

For ligningen x+7 € 10 er lgsningen x £ 3. Adderer vi en vari-

abel y til venstre side af denne ligning og kraver om y, at

den for det fgrste skal vere stgrre end eller lig nul, og det
ogsé skal galde at x+7+y = 10, ja da har vi: x+7+y = 10&x = 3-y.
Vi ser, at x £ 3 stadig galder.

1) kan altsd omskrives til:

3) Maksimer K(xl,xz,......(xn) = clxl+c2x2+.......+cnxn )

Nar: allxl+a12x2+..........+alnxn+yl = bl_
a21x1+a22x2+..........+a2nxn+y2 = b2
amlxl+am2x2+..........+amnxn+ym = b,

Og : xj'% 0, vy 20 for j=1,2,e000.0,mn09 1 =1,2,.0....,m.
yj'erne kaldes restvariable og angiver forskellen mellem
ailxl+§12x2+ ..... ...ta, X . og bi'
De metoder, vi bruger tiiilwsning af LP-~problemer, stammer alle’
fra en matematisk disciplin, der kaldes linear algebra. For at
kunne behandle 3) udfgrligt er det ngdvendigt at udvide vort
hidtidige kendskab til den linezre algebra. Lad os dog fgrst se
pé hvad linear algebra egentlig betyder.

Algebra - i den forstand vi vil anvende det her - er laren om
lgsning af ligninger, som kan dannes ved hjalp af de fire ele-
mentere regneoperationer addition, multiplikation, subtraktion
og division. Linear betyder, at det er algebra-for lineare funk-
tioner, dvs funktioner der opfylder de sdkaldte linearitetsbe-
tingelser: f(x + y) = f(x) + f(y) og f(cy) = cf(y), hvor X og

y er variable og c er en konstant.

Linearitetsbetingelserne kan sammenskrives til en betingelse:
f(hx + ky) = hf(x) + kf(y), hvor k bg h er konstanter. Funktio-
nen f(2) = dz er f.eks. linear, fordi f(hx + ky) = d(hx + ky) =
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dhx + dky = hdx + kdy = hf(x) + kf(y)._ViApracisererrsenere,

frhvad line®r betyder, ndr det drejer -sig om lineare lignings-
systemer. '

Vi ser fgrst pd et almindeligt ligningssystem:

4) allxi+a12x2+;;.......+alnxn = bl
a21xl+322x2+ ........ .+a2nxn = b2
am1x1+am2x2+ ........ .+amnxn = bm

4) kan skrives som:

75) @y @ppeereneeedyy xq

aZl a22........a2n

. . Z '
a

a a
ml "m2 mn

PRI
[
]
1
O et O U
= I o

n

a), alz........al;
Ay Bggerecesasdyy

. . .
- . .
. -

Skemaet [°ml ®m2-°-* *“+8mnnl kaldes en m X n matrix. m X n be-
tyder, at matricen har m rakker (ail,aiz,......,ain) for 1 =1,
2,0 M og n s¢jler alj

a2j

amj for § = 1,2, ..0.440.
Man taler undertiden om rakkevektorer og s¢gjlevektorer. Indices
til a'erne er mangden af ordnede talpar af tallene 1,2,....,m

og 1,2,......,n. Det fgrste tal i et talpar angiver rzkkens

nummer, det andet tal s¢jlens nummer., Vi kalder kort matricen A.

N
Vi bemarker, at matricen A ganges med vektoren X ved at gange X
med hver af razkkevektorerne i A.
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5 . .
x kan ogs& opfattes som en n X 1 matrix, sdledes at der bliver.

tale om et sdkaldt matrixprodukt, ndr A ganges med X. Sammen-
ligner vi 4) med 5), ser vi, at et matrixprodukt mellem en m X n
matrix og en n X 1 matrix giver en m X 1 matrix.

To matricer adderes ved at addere elementerne i de to matricer.

Her skal begge matricerne vare af typen m X n:

a17 @yg-eeee-y b11 b12"""b1n
8y) @ppecreerdy, b21-b22"""b2n
. . . + . . . =
l?ml By eeeeed by bupeeeeBpn
all+b11 a12+b12"""""'éln+bln
a21+b21 a22+b22..... ...... a2n'+b2n
_aml+bml am2fbm2'"""""amn+bmn ’

Pvelse 2.19 :

Udfgr additionen 1 2 1 1 2 o0
2 1 0 + 11
3 3 4 . 0 3

En matrix multipliceres med en konstant ved at multiplicere
konstanten med hver af matricens elementer.

819 @ygrsereeedyy kall kalz"""“'kaln

A5y Agpeecrees asn ka21 kazz. ....... .ka2n
k| . . . = : . :
- Ka_ i Ka oeveen....ka

3y Bpgreeeeeedpn "oml “m2 an

Pvelse 2.20 :
Udfgr multiplikationen

w
= N~
o

—
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Vi exr n%éé sa langt, at vi kan skrive.S) som:

. .
6) AX=Db . hvor A er en m X n matrix, ¥ er en n X 1 matrix

og B er enm X 1 matrix.

Eksempel 2.21 :
Det generelle LP-problem, 1), kan skrives som:

Maksimer K(X) = % . {(Z¢:1X%Xn,¥:nXx1l)
Nar: AR 2 E : (A:mXn, X:nXl, brmX1)
Og . ®20. ’

Indf¢ré;:vi en funktion F defineret ved F(X) = A}f,'kan vi vise,
at denne funktion er linesr, dvs at F(hZ + k§) = hF(Z) + kF(P).
Vi har"remlig: F{hZ + k¥)} = AhZ + AkY = hAZ + kAF-= hF(Z) + KF(J).
Vi siéég) at F(Q) =B er et lineart 1igningssys£em} netop fordi
funktiégen F(X) = AX-er linear.

Lad os 84 se narmere pé hvad der galder for det lineazre lignings-
system-4} og 5).

Hvis vifi 4) multiplicerer alle ligningerne med én~konstant r,
for i é,l,z,......,mvog adderer ligningerne har vi:
n (rla11+r2a21+...+rmaml)xlf.....+(r1al-+r a, +....4r_a )xn =

n-27°2n m mn
r1b1+r2b2+. ..... .+rmbm.

Ligningen 7) kaldes en linearkombination af 4). En lgsning til 4)
er en lg¢gsning til 7). Hvis vi nemlig antager, at u = (ul,uz,...,un)
er en lgsning til 4) haves:

u, +a

211%17342%2 w =by for i =1,2,.....,m.

Bruger vi nu dette sammen med 7),fdr vi:

(rlail+r2a21+....+rmaml)ul+....+(rlaln+r2a2n+....+r a _ju_ =

m mn n
(rlbl+r2b2+..,.+rmbm)

3




en linearkombination af 4).

rl(allu +a12u2+.....+alnun)+ ....... +rm(amlul+aﬁ2u2+ ..... +amnun)
rlbl+r2b2+ ..... +r by

rlbl+r2b2+.....+rmbm =_‘rlbl+r2b2+.......+rmbm

Hvis vi i 7) f.eks. satter r; =P, r, = 1, ry =1, =..... =r, =0
har vi: ’

8) (pajjtayy)xy*(pagHas,)xyte ... *(paj +a, )%, = pby+b,

Denne ligning siges at va@re fremkommet ved en razkkeoperation
p4d den fgrste ligning i 4). En rakkeoperation svarer generelt..

_til at gange en rakke i 4) med en konstant og dernast addere -

den pa&geldende rzkke til en anden razkke. Og det er klart ifgl-
ge ovenstdende, at en rzkkeoperation er et specialtilfalde af

" Det er klart, at erstatter man en ligning i 4) med 7),vil det

nye ligningssystem have samme l¢sning som 4), da en lgsning
til 4) ogsd er en lgsning til 7). Heraf f¢lget, at erstatter vi

en ligning i 4) med 8),har det ﬂye ligningssystem samme l¢sning
som 4). ) '

4) kan altsd umiddelbart skrives som f.eks:

9) allx1+a12x2+..........+a1nxn = bl

(lpall+a21)x1+(p_a12+a22)x2+.........+(pa1n+a2n)xn = pbl+b2

amlxl+am2x2+.... ..... .4a_ X =D

9) kan pa matrixform skrives som:

10) all Ayoecencann .....aln {xl} fb{
| .
Pajy*a;p; Papptagyece.e-.oPatay, i %2 I - !bZ%
3 " - * H |
: : : J { : L B
any I R LT R R S , ixﬂ Lb“d
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Overgangen fra 5) til 10) kan ogsd skrives som:

[@17 319 creve- 215 ; bli
859 8pp reesen a, . by
. t >
‘ : M
é : : Syt
Laml A e ann : bm_l
- [ -7
ajy Byg seereeccen a1n . bl;
!
Pa)j+ay; Paj *agy .. Pay tas, | pbytby
. . . 1 .
i : : . C
] .
i 2m1 am2 %mn | bm

. . -

-Disse matricer kaldes totalmatricerne for henholdsvis 5) og 10).

‘Eksempel 2.22 :

] Lad os nu se p& hvordan et ligningssystem lgses ved hjzlp af
rzkkeoperationer og disse skrivemdder. Vi har et tilfazlde med
m=n-= 2:

[l

l:{ x1 + x2 =2

Lz: 2xl +3x = 4

Ly: x) =2 (Ly = L)

L (- 2)1+2)x 1F((=2)1+3)x,=(~2) 2+4 (L, = (=2)L, + L,)
4* 4 1 2

LS.{ X+ x, =2 : (Lg = Lq)

Lg: Xy = 0 (Lg = L, reduceret)

L.: { %+ ((=1) 141) x,= (-1) 042 (Ly = (-1)Lg + Lg)

. _ (L, = L)

L8' Ry = 0 8 6

Lg: { X, = _ (L9'= L, reducerg?)

Lio® x, =0 (L1o= Lg)

Ovenstdende svarer ngjagtigt til fglgende forlgb:

R




1 . 1 11
(=2)1+2  (-2)143] |x, i

' ' . Vo
| 1;2 ‘1:2],_4,10,2] ‘
2 3 4 1 i o] 0 1 | ol somsvarer til
. xl X0, 2]
Xy og dermed orl 0}

. 10 .
Matricen [; ;] kaldes en 2 X 2 enhedsmatrice.

Eksempel 2.23 :
Vi kan dog ogsd komme ud for specialtilfalde, f.eks. hvis vi

skal l¢gse fplgende ligningssystem:-

- Xy + Xy = 2

4 . 2X1 +2X2=4;
Som hurtigt reduceres med totalmatricer:

11 ! 2] 1 112}

[2 2 ) 4] 0o 0 ,0 hvilket svarer til, at de
talpar, der opfylder ligningen Xy t X, = 2 er lgsninger til
ligningssystemet. Der er naturligvis uendelig mange talpar, .
som opfylder denne ligning. Som lgsning angives ofte parame-
‘terfremstillingen: x, = t, Xy= 2-t, hvor t er en parameter,

1
. der kan valges frit . blandt de reelle tal og Xy 09 X, er fast-

lagt herved. Parameterfremstillingen kan skrives som:




Eksempel 2.24 :
Et "andet specialtilfaide er:

-x1 + Xy = 2
2xli+2x2 = 6
1'1 1 2] ‘_1 -y .
] '
2 2 | 6 |0 + 2] hvilket svarer til lignings-
systemet:

xl + x2 =
0 =

Et sddant ligningssystem kaldes inkonsistent, og det har ingen
l¢sninger.

Det forholder sig sdledes, at de her skitserede lgsningsmulig-
heder gdr igen for st¢grre ligningssystemer. Lad os skitsere
mulighederne: '

SYSTEM AF LINEERE

LIGNINGER
T

INKONSISTENT - KONSISTENT |.

F T [
" |INGEN L@SNING |EN L@SNING| [UENDELIG MANGE L@SNINGER]

st

@velse 2.25:

Lgs fplgende ligningssystemer ved operationer pd totalmatricer:

2x1 + Xy =
Xy +4x2 =

{
o
]
"

4x1 +3x2
8xl +6x2

6x1 +8x2

3xl +4x2

|
[+)}
]
N

L1}

Lad os nu formulere mere pracist, hvad vi mener med begreber-
ne konsistent og inkonsistent.
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Vi ved fra for, at en linearkombination af et ligningssystem
har samme 1¢sning'som'ligningssystemet selv, og at vi kan er-
statte en af ligningerne i systemet med en linearkombination

af systemet uden at det andrer systemets lgsningsmangde.

Hvis en af 1igningerne-i et system er en linearkombination af
de andre ligninger, siges systemet at vare lineazrt afhangigt.
Og den afhangige ligning kaldes redundant (overflgdig).

Antag alts& at vi har et lineart afhangigt system, hvor en af
- ligningerne kan frembringes som en- linearkombination af de an-
‘dre. En linearkombination m& vi indsatte i ligningssystemet,
hvilket vi har godtgjort tidligere. Hermed fies et'ligningssy-
stem med to ens ligninger. Med en simpel razkkeoperation kan vi
.nu f£f& frembragt ligningen 0x1+0x2+.....+0xn = 0.
Eksempel 2.2‘- :

L,s 2xl +ox, + g3 = 2

L2: Xy +2x2 +3x3

. L3: 6x1 +6x2 +8x3

Udfgrer vi operationen 2L, + 2L, og indsztter den fremkomne
i stedet for Ly, har vi:

’

-
]
tad

-
+
i

[ 8]
+
x

I

L
L): 6xl+6x2 +8x3

2
L3: 6x1+6x2 +8x3

Hvis vi nu udfgrer rakkeoperationen (—l)Lé + Ly f&r vi _netop
en ligning af formen.0x1+0x2+0x3 =0

Hvis man obererer pd systemets totalmatrice, vil man typisk ud-
fore en serie rakkeoperationer (bemazrk at en linearkombination
reelt er en serie razkkeoperationer).

For ovenstdende ligningssystem har vi:



2 1 1 2]
|
0 3/25/2, 0
0 0 0 ' 0 Vi ser altsd, at en ligning s& at sige

"forsvinder" ud af toialmatricen:

Lad os reducere systemet til ende og vise hvorledes man angiver
en lgsning:

2 1 12 23 T2 o0-2/3

i Y Ml o-1/3 « 1}
0 3/25/2, o[ 03/25/2" 0 0 1 5/3 | o0
0 0 0 ' o lo o o 'o oo o ' o

Hvilket svarer til ligningssystemet:

+ ("1/3)x3 =1

X, + (5/3) %, =0

2 3

Har satter vi X3 = t, hvorved-vi f&r parameterfremstillingen:

Xy 1+ (/3¢ 1 1/3
%,l = (-5/3}t = |0} + [-5/3{.-t
Xy t 0 1 '

Det er klart, at et system kan have flere redundante ligninger.

Dette betyder blot, at vi fir flere ligninger i systemet af ty-

pen 0x1+0x2+ ..... +0x50eller - sagt pd en anden mi3de - flere razk-
ker med lutter nuller i totalmatricen.

Eksempel 2,27 :
Lad os antage at vi har reduceret et system af ligninger med tre

1+2x2+

4x3 = 6. Her satter vi X,=8 09 x,=t og kan sd& angive l¢sningen
som parameterfremstillingen:

ubekendte til kun en ligning med tre ubekendte, f.eks. 2x



{"1. {3-s-2t} 3] -1 _'{-2
x| = | s ‘\= of + 1i-s+ olt
lxl t 0 0 l 1 .

Et ligningssystem, der ikke har nogen redundante ligninger, si-
ges at vare lineart uafhangiagt.

Eksempel 2{287 H
Totalmatricen kommer f.eks til at se sé&dan ud:

1 0 0, 2
0 1 o0 , 4
)

0 0 1 1

Dette svarer til xl=2, x2=4 og x3=1.

Vi s& i afsnit 2.1, at dimensionen af en nivéaukprve til krite-
riefunktionen'var det-antal vafiable, der kﬁnne véfiefes frit.
Dimensionen af lg¢sningsmandden til et ligningssystem deﬁineres
pé samme m3de som antallet af .frie variable, hvilket_jo netop
svarer til antallet af parametre, der benyttes' til at .angive
l¢sningsmangden. ’

Eksempel 2.29 :

"I eksempel 2.23 er-der en parameter i lgsningsmzngden, dvs

dimensionen af lgsningsmangden er 1, hvilket passer med at
parameterfremstillingen beskriver en linie(i planen).

I eksempel 2.26 er der ogsd en parameter i lgsningsmaengden,
dvs dimensionen er 1, men her er det dog en linie i rummet.

I eksempel 2.27 er der to parametre i lgsningsmezngden, altsd
er dens dimension 2, dette passer med, at der er tale om en’'pa-
rameterfremstilling for en plan i rummet.

I eksempel 2.28 er der ingen frie variable - dimensionen er 0 -
her er tale om et punkt i rummet.
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Et ligningssystem er ulgseligt eller inkonsistent, hvis det er
muligt atibpné en linearkomb;nation af systemet af formen ll)dxl+
Oxg+.....+0x = k med k # 0. Antag nemlig at der findes en lgs-—
ning til ligningssystemet. Da er det klart, at denne lgsning ikke
er en 1gsning til 11}.Dette er imidlertid i klar modstrid med -
som vi tidligere viste - at en linearkombination til et lighings-—
system (f.eks.11}) altid har samme lgsning som ligningssyste-—
met. S& derfor konkluderer vi, at hvis 11)ingen lg¢sning har, s&

- har det oprindelige system heller ingen lgsning.1l) kaldes en
inkonsistent ligning.

Bvelse 2;30 :

Lgs ligningssystemerne ved hjalp af totalmatricer:

x1-2x2+3x3 =1 2xl+ x2+5x3 = 4 ?xl+2x2+6x3 = 2
2xl—3x2+5x3 =4 3xl-2x2+2x3 = .4xl+5x2+3x3—= 1
3xl-2x2+5x3 =11 le—8x2—4x3 =1 _2x1+3x2+2x3 = 4

Vi har nu tilstrakkelig pracis notation til at kunne skrive
LP-problemer af typen 3) p& formen:

12) Maksimer K(xl,xz,....,x )

C1X1+sz2f. eesstC X

n nn _
Nir: ay7 @yp see-e-eayy 1 ‘0 Oienseead 0Of - xi‘ bl
dyy 85y seseeseByl 01 0........0 O . Xy - b2
SRR SO A I
ml ®m2 v v qmm ceesenn n -
yl_
[ ¥n]

Og : x.2 0, Y3 Z 0 for j

1,2,...,mog i=1,2,....,m.

Simplexmetoden, som vi gennemgdr i kapitel 3, lg¢ser LP-proble-

mer med udgangspunkt i rekkeoperationer pd systemer af typen
12).
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Historisk set er det interessant, at teorien for linezre ulighe-
der forblev p& et temmeligt lavt udviklingstrin indtil 1947.
Hvorimod teorlen for lineare llqnlnger var langt mere udviklet
pd dette tldspunkt Efter 1947 da lineare uligheder fandt prak-
tisk anvendelse i LP-problemer, skete der narmest en ekspiosiv.
udvikling i teorien for lineazre uligheder. Dette visef, at teo-
riudviklingen i matematik kan vare ret sa afhaengig af udviklin-
gen- indenfor andre fagomrdder.

Vi har tidligere - sdvel i dette kapitel som kapitel 1 - lovet
" at vise generelle’ karakteristika for l¢sningen til det generelle
LP-problem samt for punktmangden M. *

"Lad os se p& 125 igen. '12) kan med den korte notation, vi har
indfgrt, skrives som:

Maksimer ©:X

Nar: (AE)w = b

Og W % 0.

e T . — —
c-x kan skrives som c-w, hvis cn+1=0, c

Derfor skriver vi: .

n+2=0"“"’cn+m-0'

13) Maksimer C-w
Nir (AE)w = b
Og'a z 6

Da 13) blot er en omskrivning af 3), vil {Qé R W20 &
(AE)w%Jnetop beskrive M.

Definition 1:
Lader vi wl, w2,...., ak vere vektorer i Rn+m Og Pys Pyresver Py

vere reelle tal. Da kalder man w = éhpjwj for en konveks komblna—
tion af wl’ w2,......, wk’ hvis p] 0 (3 =1,2,...,k) og 2: p =1.

.Hvis det ogsd gzlder, at p > 0 for alle j, sé& er W en streng kon—
veks kombination af wl, W
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Definition 2: )
En punktmengde P-er konveks, hvis alle konvekse kombinationer af
vilkdrlige punkter al og ;2 i P ogsd er i P. Dette svarer til, at
liniestykket mellem Wl og Wz er i P, nér Wl og 32 er i P.

Sztning l: Mzngden M er konveks.

Bevis:

Da (AE)wl = b, w * 0, p; 2 0 (i=1,2) og py *+ p, = 1, har vi at
P - 2 -

(AB)(pl 1 + pzwz) = (AE)pl l,+ (AE)p2 2 = pl(AE)w + py(AE)w, =

1 D o+ p,b = (py+p, )b = b og p1 1t p2 5 2 0.

Enhver konveks kombination af w ligger altsd i M - dermed er M
konveks jvf definition 2.

Definition 3: :

Et punkt W i M er et er et hjgrne af M, hvis w ikke kan re-
prasenteres som en streng konveks kombination af to forskellige
punkter i M.

Definition 4:

- a— . - o

Et pugkt wmaxe M er et maksimalt punkt, hvis K(w) & K(wmax) for
alle wé M.

Saztning 2:
Enhver konveks kombination af maksimale punkter er et maksimalt
punkt.

Bevis:

Antag at vi har to punkter:; oq'a der maksimerer krite-

maxl max2’

: s . — -

riefunktionen p8 niveauet k = max. Dvs vi har max = C W, ay1 ©F

] -

max = c-w . Da skal vi vise, at max = c-w w =
max2 ! max3’ hvor w ax3

plwmaxl+p2wmax2 ©9 pl+pz = 1.

Heraf fies umiddelbart 2 w
max3

) =

(pl maxl _ + p2wmax2)

(pl maxl * max2 - p1 max2
= pl~c w

< (Pl max1 ¥ (L = pp) w
C-

olu

max2
-%.p

)

+ R . -
p1 maxl ¢ Ymax2 P1¥max2 maxl +c max2 Py gw

plmax + max - plmax = max.

max2

Satning 3:
Mezngden af maksimale punkter til et LP-problem er konveks.
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Bevis:

Fplger umiddelbart af satning 2 og definition 2.

Sztning 4:

Hvis M er en' ikke-tom og begrznset mangde, si er mengden af
hjgrner til M ikkertom.

Bevis:

Udelades.

Satning 5: .
Hvis M er en ikke-tom og begrenset margde, sé kan ethvert punkt

i M skrives som en konveks kombinatlon af endeligt mange hjgrner
Bevis:. - ’
Udelades.

~ Setning 6: o

Hvis M er en ikke-tom m@ngde, s& har kriteriefunktionen K(Gh
maksimum i mindst et hijgrne af M. '
Bevis: -

Det er klart, atfnér M er ikkeftom og begran§et vil der altid
kunne findes et maksimalt punkt indenfor M, Qmax. Vi skal da
bare vise, at et af de q hjgrner af M er et maksimalt punkt. Vi
kalder hjgrnerne wh]l’ hjz”""’ thq'

Af s@tning 5 har vi, at der skal eksistere g reelle tal, pJ 0

(j=1,2,....,9), sdledes at’ ip = logw = Z‘p._v}. .
’ ! 301 max (5 Y3 hij
- - 3 - > —_
Da K(w) er linear, har vi K(wmax) = K(?i pjwhjj) §i1ij(thj)

af linearitetsbetingelserne.
— bl ~ : .
Eftersom Whax ©F maksimal galder det at K(wm )2 K(w_..).

Da der altid vil findes et k for hvilket pk‘> 0, er det klart,

at hvis det for dette k gazlder, at K(whjk) < K(wmax), s& bliver
K(wmax Jﬂﬁlmwhjj . Og dette strider mod udtrykket ovenfor, som
vi udledte af linearitetsbetingelserne. S& der er altsd kun en
mulighed tilbage, nemlig K(wmax) = K(whjk), dvs hjgrnet er et
‘maksimalt punkt. :
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Setning 7:
Hvis M er ubegranset og har maksimum indenfqr M, s& er mindst et
hj¢rne et mak51malt punkt. B
Bevis:
Udelades.

Vi kan nu helt generelt tale om fglgende to: situationer for
LP—problémer:
1) M er den tomme mengde. Dette svarer til, at ligningssystemet

(RE) W = b kun har lgsninger, der indeholder negative elementer.,

2) M er ikke-tom og konveks. Her skal der skelnes mellem to til~
felde:
a) M er begrznset. Da kaldes M et konvekst polyeder.

Kriteriefunktionen har maksimum indenfor M. Maksimum
findes i et hjgrnepunkt (satning 6). Har vi maksimum i
to forskellige hjgrnepunkter, fglger det desuden af

satningVZ, at der er uendelig mange maksimale punkter.

b) M er ubegranset. LP-problemet har ikke ngdvendigvis nogen
lgsning, men har det lgsning,er det i hvert fald i et
hjgrne.

JEG TENKER ALTID PR | | HUN TENKER IKKE BX
DEN LILLE RODHAREDE MIG, FORDI UEG ER ET
PIGE, MEN JEG VED HUN NUL 0G MAN KA' IKKE
IKKE TENKER FA HIG TANKE P& ET NUL!

)
STTA3
DU ER DA IKKE GAR EN PIGE MASKE

BT RENT NUL, RUNDT 0G TENKER.
PR EN 0,0001 7!

\-*-Z(__ ol
4y 3

SeHeic 2

1978 Unded Featire Syndicatetre .~ o "o - i




- Disse oplysnlnger giver felgende standard’ LP—problem, hvor x

- 47 -

- 3.SIMPLEXMETODEN.

1 dette kapitel vil vi ferst vise princippet i simplexmetoden
ved at gennemgd lesningen af et simpelt eksempel. Bagefter vil vi
behandle metoden i det generelle tilfazlde. . ’

Eksempel 3.1. )

P4 et hangarskib ensker man at finde ud af, med hvilken kombina- -
tion af bomber og raketter man skal laste jagerflyene for at fa
den-stersie kampeffekt. Den type jagerfly, hangarskibet rader over,
kan bzre 2.8 ton bomber og raketter ( en bombe vejer 30 kg og en
raket vejer 10 kg). Af pladshensyn kan hver fly kun have 210 bom-
ber og ingeﬁ raketter eller 105 raketter og ingen bomber - dvs.
en raket fylder for to bomber. For at kunne bpretholde en til-
strakkelig stor jagerstyrke i luften mé lastningen af et fly hej-
st tage 450 sekunder. Det tager 1 sekund at laste en bombe og 5
sekunder at laste en raket. .Kampeffekteh af en raket er vurderet
til at vere 3 gange storre end effekten af en bombe.

‘et
“l
antallet af bomber -og X, er antallet af raketter: -

Maximer kampeffekten K(x),x,) = x4 +'3x2

Nar 30x;+ 10x, £2800. vagtbegransningen
X+ 2x2 éZlQ pladsbegransningen
X+ 5x2 £450 ‘tidsbegr®nsningen

. Og‘ xl o, xzz,o positivitetsbetingelsen

Positiviteten er indlysenqe, da antal bomber og raketter ikke kan
vere negative.

Vi omformer ulighedssystemet til et ligningssystem ved, som i ka-
pitel 2, at indferer restvariablene ¥1:¥,:09 Y5 Problemet kan
herefter opskrives p& folgende form:
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1) Maximer K(xl,xz) = Xy + 3x2

Nar 30x;+ 10x,+ vy, = 2800
x1+ 2x2+ ¥y = 210
X+ 5x2+ ¥y = 450
. Og xllxonlIYZIY32 0

Yy kan fortolkes som den del af vagtkapaciteten, der ikke udnyt-
tes, nar der lastes xy bomber og X,y raketter; tilsvarende for Yy
o9 Yj- Giv selv fortolkningen af Y5 09 ¥a. Med denne fortolkning
af restvariablene er det klart, at positivitetbetingelsen ogsa
galder Yy1+¥y ©9 Y3-

Princippet i simplexmetoden er at lede efter den optimale lesning
blandt hjernepunkterne i mulighedsomr&det. Ved at starte i koordi-
natsystemets nulpunkt er alle «x-variable sat lig nul. Vi andrer
nu en af de variable langs aksen i koordinatsystemet, til vi meder
et hjernepunkt. Vi kommer til et hi¢#rnepunkt nadr en af begrans-
ningerne er naet, dvs. at den tilherende restvariabel bliver nul.
Neste skridt er at finde et nyt koordinatsystem, der beskriver

det samme konvekse mulighedsomride men med det nye hjernepunkt

som nulpunkt. Denne procedure gentages til kriteriefunktionen ik-
ke lzngere kan foreges.

I vores eksempel startervi altsa i punktet (xl,xz) = (0,0), hvil-
ket giver ¥q= 2800, Yy= 210 og ¥3= 450. Dette punkt svarer ti1,
at jagerflyene hverken fir lastet bomber eller raketter, hvilket
naturligvis giver kampeffekten K(0,0) = 0.

Da vores opgave var at maximere kampeffekten, vil vi nu finde et
andet hjernepunkt, der foreger kampeffekten. Vi prever ferst at
satte Xy = 0 og ege Xygr da Xy har en sterre koeficient i krite-
riefunktionen end Ry- FPor at finde ud af, hvor meget vi kan oge

Xye SEr vi pa ligningssystemet 1).




- 49 -

Af den forste ligning ses, at Xy maksimalt kan eges til 280 uden

at ¥y bliver negativ, néar Xy forsat er lig nul, Af ligning 2 ses,
at X, hejst kan blive 105, nér Yoy skal vare storre end eller lig
nul. Endelig ses af ligning 3, at X, hejst kan blive 90. Dvs.
ligning 3 giver den stazrkeste begransning for, hvor meget vi kan
oge Xy. Vi saztter derfor Xy é QQ - det betyder, at vores naste
hjernepunkt bliver (xl,x2)= (0,90),hgrved bliver‘yl = 1900, ¥o= 30
og Yy = 0. Disse verdier f&s ved indsetning i henholdsvis ligning
1,2 og 3 i ligningssystem 1). Check dette !

Nu skifter vi basis, dvs. at vi udtrykker de tre variable xz',y1
og ¥, ved hj=lp af de variable, vi har sat 1lig nul. Geometrisk

svarer det til at skifte koordinatsystem s3 vi kan beskrive mu-
lighedsomradet i et koordinatsystem, der har begyndelsespunkt i
hjzznepunktet‘(xl,xz) = (0,99). Dette giver felgende lignings-

system:

)

Xy, =90 - 1/5x; - 1/5 vy, f&s af ligning 3 i system:.1)

Y, = 1900 - 28x, + 2y, f4s ved at indsztte x, i ligning 1
Y, = 30 - 3/5xl + 2/5y3 " fas ved at indsatte x, i ligning 2

- K(xy,y5) = 270 + ?/le— 3/5y4 ved at in§satte iz i K(xg,%,)

Vi kan se af kriteriefunktionen at vi nu har eget kampeffekten
til 270. Endvidere kan vi se af kriteriefunktionen, at vi nu skal
oge x, for at forege kampeffekten yderligere.‘vi gentager proce-
duren - denne gang vil vi undersege hvor meget vi kan ege Xy ved
at se pd det nye ligningssystem, da en forggelse af Yy blot vil
formindske vardien af kriteriefunktionen.

Af ligning 1 i 2) ses, at_xl ikke m4 blive sterre end 450, nar

Yq er lig nul. Ligning 2 begranser Xy til 1900/28; men det er
igen ligning 3, der lzgger den starkeste begransning pa Xy - Hvis
vi eger ¥, over 50, bliver Yo negativ. Vi kan alts3 maksimalt oge
Xy til 50. Ved at indsatte Xy = 50 og y3 = 0 i ligningssystem 2)
fés:x2 = 80, Yy = 500 og Y, = 0 . Vi er 'altsad nu kommet til et nyt
hjernepunkt (xl,xz) = (50,80). Vi skifter nu basis igen og denne
gang vil vi udtrykke Xy1X, OF Y, ved hjzlp af Y, 09 ¥y ¢
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Dette giver felgende ligningssystem:

3) - . i

X, = 50 - §/3y2 + 2/3y3 fas af ligning 3 i 2)

X, = 80 + 1/3y2 - 1/3y3 f3s ved at indsatte Xy i ligning 1
¥y = 500 + 140/3y2 -50/3y3 fas ved at indsatte xl:ifligning 2

K(y2,y3) = 290 - 2/3y2 - l/3y3 ved at inds=ztte X i K(xl,ya)

Da kriteriefunktionens koefficienter nu alle er negative, kan det ]
ikke lade sig gore at oge kriteriefunktionen yderligere. Dvs. hjer-
nepuﬁktet (xl,xz) = (50, 80) i mulighedsomr&det er den optimale
lesning pa problemet. Man skal altsd laste 50 bomber og 80 raket-
ter i hvert jagerfly for at opna den storste kampeffekt. Med den-
ne kombination af bomber og raketter bliver kampeffekten 290, her-
ved udnyttes bade pladskapaciteten og lastningstiden fuldt ud, hvor-
imod 1astenrer 500 kg under vagtbegransningen.(yl = 500, Yo = 0

o9 Y4 = Q).

For at lese dette problem har vi gennemfert 2 simplex-iterationer,
dvs. vi har skiftet basis to gange. Da eksemplet kan beskrives i
to variable, kan vi let anskueliggere lesningen af problemet geo-
metrisk. ’

Figur 3.1
A

Vores oprindelige ulighedssystem giver mulighedsomradet OABCD,
hvor hvert hjernepunkt svarer til en mulig lesning. vi startede
simplexalgoritmen i punktet (0,0). Med (0,0) som basis kan mulig-
hedsomradet beskrives ved ligningssystem 1). Derefter "gik" vi
den stejleste retning, dvs. vi egede den variabel, der havde den
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storste koefficient i kriteriefunktionen. Ved at oge x, til 90
kom vi til punktet A = (0,90). Med A som basis kan mulighedsom-
radet udtrykkés ved ligningssystem 2). Endelig "gik" vi i X} ret-
ningen til punktet B. I ligningssystem 3) er problemet beskrevet
med B = (50,80) sbm basis. Fra B er det ikke muligt at ege krite~
‘riefunktionen yderligere, da alle koefficienterne er negative og
da de variable der indgar i funktionen (y2 og y3) er nul. Bemark

at kriteriefunktionen vokser helé vejen fra A til B selvom X, af-
tager.

Det er let at kontrollere resultatet ved den sa&dvanlige grafiske
losningsmetode; det ses at kriteriéfunktionens sterste niveaukur-
ve netop gar gennem punktet B.

Qvelse 3.1:

Los vha. simplexmetoden problemet fra eksempel 2.4. Prev at lave

en tegning, der forklarersxmplex lesningen geometrisk, brug f.eks.
figur 2.9.

Qvelse 3.2:

Maksimer vha. simplexmetoden;

K(xi’XZ’x3) = x) + 2x, 4+ dxq
Nar: X o+ Xy + 2x3 <4
' 3x2‘+ 4x3‘ £6
%, £2
Og x.2 0

Quelse 3.3:

Lav en tegning der forklare hvordan simplexmetoden leser proble-

met i ovelse 3.2. Bemzrk at mullghedsomrédet ligger i det 3 d1-
mensionale rum.
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Pvelse 3.4:
Maksimer K(xl,xz,x3) = Xy + Xy = 3x3

Nar: + X, + x, £ 2

*1 3
xl + x2

O ;=20
Y9 XJ =

2

e
=

X3

Qvelse 3.5: '
K(xl,xz)

2x1 - 2x2

Nar: 3x, + 2x

1

2

Wy
1
=

X X2

1
1
- - >
%y 2%, 2-1

Og x, 20

Omskriv problemet pd standardform. Find det punkt i mulighedsom-
radet, der minimerérkriteriefunktionen,og angiv funktionvardien
i dette punkt. Lav en tegning der viser simplex lesning.

3.2 Simplexalgoritmen.

Som det fremgdr af eksempel 3.1 kan lesning af LP-problemer ved
hjazlp af simplexmetoden forekomme nzsten lige s& vanskelig og ar-
bejdskrazvende som nogle af de tidligere beskrevne metoder. Imid-
lertid kan beregningerne i simplexmetoden, som vi skal se, skema-
tiseres fuldstendigt, hvilket ger en datalogisk behandling mulig.
En anden vigtig fordel ved simplexalgoritmen er, at proceduren
for losning af LP-problemer ikke andrer sig selvom antallet af va-
riable vokser. '

Vi starter med at se pd det generelle LP standard problem fra ka-
pitel 2.
Maksimer K(x) = clx1+...+ cjxj+...

+ C
.. <
Nar: a),%) +...+ aljxj+...+ a.%, £ b

a X, +e.ot Kate..t X £b
ml™1l am] 3j 2mn*n m

Og Xy 20
hvor j = 1,2,...,mn ogi= 1,2,...,m
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Dette ulighedssystem kan omformes til et system af ligninger ved
at indfere restvariable, siddan at det generelle LP-problem kan
skrives pa felgende form:.

. » i .
Maksimer K(x,y)= CyXyte oot cjxj+...+ c X+ 0y1+..7+ Oy

Nar: allxl+...+ aljxj+...+ alnxn+ Yy = b

m

1
a;y l+...+ aljxj+...+ alnxn+ Y= bi
an¥t <.t a 3 J+...+ amnxn+ Ym = bm

Problemet kan nu opskrives i en simplextabel.

en mxn matrix en mxm enhedsmatrix
all""'alj"f"aln l...O...O bl

- . . . . - .

11”"'a'j'7"'ain 0...1...0 bi

- . . . . D3 Y
. - .

aml""'amj""'amn 0...0...1 bm

cl......c]..f...cnl 0...0...0| v

v er den aktuelle vardi af krlterlefunktlonen.

Bemxrk at simplextabellen ikke indenholder variable, men kun deres
koefficienter.

Vi vil nu vise og forklare, hvordan LP-problmer kan .leses ved reg—
ning med 51mplextabellen.

Da vi starter i (xl,..,xn) = (0,..,0), md vi forudsaette, at biE;O
for alle i, ellers tilherer (0,..,0) ikke mulighedsomradet. Dette
indses lettest ved at se pA ulighedssystemet 4) - nul kan’ ikke
vere mindre end eller lig med et'negativt bi‘ I praksis betyder
denne forudsatning, at LP-problemer med negative b-vardier skal

omskrives til problemer uden negative b-vardier inden simplex-

algoritmen kan anvendes. I afsnit 3.3 behandles en metode til at

afskaffe negative b-vardier i LP-probler. Metoden kaldes straffe-
metoden. '
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Som antydet i eksempel 3.1 har vi lesningen til problemet umid-.
delbart, dersom c. %0 for alle j. Nulsazttet vil da give den mak-

simale vardi i kriteriefunktionen. Men hvis der blot er et cj>70—
kan vi ege kriteriefunktionen. Er der flere c.> 0 valger viat age

den variabel x., der har den staréte koefficient c.. Det skal be-
merkes, at det ikke er nedvendigt for, at simplexmetoden virker,

at valge den variabel med den storste koefficient; men denne ud-
po@ PET NEST

velgelse glvefvlosnlng ef&gr ferrest mulige iterationer. I eksem-

NG
plet svarer det til at vivYhave valgt at ege 3 forst. Prov selv
at folge lesningsvejen pd figur 3.1 i dette tilfzlde, hvormange
iterationer (basisskift) vil det krzve at nd maksimum pd denne
made?

‘Vi siger, at vi valger den g'te sejle som pivoteringssejle, svar-

ende til at cq;i cj for alle j. Som vi s3 i eksempel 3.1, skal-.

vi-herefter finde den ligning, der giver den sterkeste begrans-

ning for, hvor meget vi kan ege x_. Dette svarer i simplextabel-
len til at valge den rzkke, der har den mindste positive kvoti-
enfeb /a ‘V Den p te raekke kalder vi for pivoteringsrekken,
svarende tll at 0 £ b /ap < bi/aiq for alle i. Grunden til, at
ligningen med det mindste positive forhold b, /a giver begrans-

ningen for, hvor meget vi kan ege x_, er, at de andre X5ariable er

q
nul. I eksemplet sa& vi, at vi kun @ndrede en x-variabel ad gangen
for at komme til det naste hjernepunkt. I det nzste koordinatsy-
stem,med begyndelsespunkt i det nye hjornepunkt, @ndrede vi igen

kun en variabel.

SUBTRAKTION 7

SUBTRAKTION ER EN
HESLIG FOLELSE AF,
AT MAN VED MINDRE | DAG
END MAN VIDSTE | GAR

JA, FREKEN. .

3 ¥IDUAS N iRd g DN BRIl 2

3w
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e

Vi opstiller en simplextabel for det generelle LP-problem, hvor
vi har udvalgt en pivoteringsseojle og en pivoteringsrakke :
Tabel 1.

all'""alj""'alq""'aln 1...0...0...0 b1 bl/alq

ail""'aij""'aiq""'éin 0"'1"'0f"0 by bi/aiq

e .0...1...0] b_ b /a
3p1 apj* +3pp O ok p Pp/%q

. - .

. . . . .

. - . .
. - . . . . ‘.

ml""'a@l*"" Eg.....amh;o...o...o;..l bm bm/amq

creneeChitenaeC nesessl 000.0...0...0] v
°1 ?J” q Soong R

Den q' te sojle er p1voter1ngssajlen og. den p'te rzkke er plvote—

rlngsrakken, dvs. at bp/apq er den mlndste p051t1ve kvotient. apq

" 'kalder vi. for plvoterlngselementet'anymet ¢ 3d.

At udvalée»en-pivdterinéssdjle og en pivoteringsrakke, svarer til
at valge en x-variabeMder . skal foreges og at fastlzgge, hvilken’
restvariabel,de; bliver nul, nar xq’foreéés maksimalt. Som vi sa

i eksemplet, skal vi herefter manipulere med ligningssystemet, s&

xq ikke -lzngere indgdr i de andre ligningerf Dette klarer vi i
simplextabellen ved at skaffe nuller i hele pivoteringssejlen und-
tagen i pivoterinéselementet.

Proceduren i simplexalgoritmen er ferst at dividere pivoterings-
rzkken i gennem med pivoteringselementet, derefter at trazkke den
@ndrede pivoteringsrzkke fra hver af de andre rekker a;, gange.
Dvs. at den andrede pivoteringsrazkke trzkkes fra den forste rak-
ke aiq gange og fra den anden rakke aZq gange ovs.. P4 denne made
f&r vi nuller i hele pivoteringssgjlen undtagen pa pivoterings-
pladsen, hvor der kommer til at std 1.
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Simplextabellen, hvor pivoteringsrazkke p er divideret igennem

i 1 :
med pivoelementet apq
Byqevees alj ..... alq.....a1n l1...0...0...0 b1
Byyereee aij""‘aiq""'ain 0...1...0...0 bi

. . - . . . .

apl/a .a ./apq..l..apn/apq 0...0.l/apq.0 b_/a

Pq "PJ P’ pPq
aml""'amj""'amq ..... arn 0...0...0...1] bm
Cyeoennns cj......cq......cn 0...0...0...0 v ?

Nu mzngler vi blot at trzkke den p'te rzkke fra de andre razkker
til der er lutter nuller i pivoteringssejlen. Nir vi har gennem-
fort denne subtraktion se simplextabellen sadan ud:

[=]
o

] A M -
all"""'alj"f""o ..... <ea3y l.....0. alq/apq

. . . . - .

[} 1
ail.......a ........ '0"""'ain O.cuw . /

o. .
o

» . - . . . . . .

) ceva i/a_ veileesia /& 0.ev..0...1/a_...0| b
3p1/3pq* - -3pi/apgt+ + Lo s+ 8py/apg0 /3pq /%pq

. . - . . . .

mLtccee ..aéj.......o ....... aén 0.....0.- amq/apq"l b&
ci.... ..... cé ..... ..0........05 0..... 0..- cq/apq..o v'
hvor ai = a5y - aiq-apj/apq for i #+ pog j %+ g

cé S q pJ/a for j # gq
bi = bi - alq bp/apq for i % p
v' =v q bp/apq

for i = p og for j = q stadr verdierne allerede i simplextabellen.

Vi har nu gennemfert en simplex iteration i det generelle tilfal-
de. Prov at sammenligﬂs sluttabellen med tabel 1, bemzrk at den
ene enhedsvektor i E-matricen er flwitet ud i A-matricen.
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Vi kan nu begynde forfra ved at fastlagge et nyt pivoteringsele-
ment og gennemferer endnu en simplex iteration. Og sadan kan vi
blive ved indtil alle koeffiéienterne i kriteriefunktionen er
mindre end eller lig med nul. Dvs. c, < 0 for alle j. Nar det er
tilfeldet kan vi aflase det koordinatszt, der optimere kriterie- -
funktionen, i b-se@jlen ved at se Bort.fra de sejler, der har ne-
gative koefficiente; i kriteriefunktionen. Vardien af kriterie-
funktionen i dette punkt kan aflases i1 tabellens nederste hejre
hjerne, man skal bare vare opmzrksom pa at det er den negative
funktionsverdi algoritmen beregner.

Vi afprever straks vores algoritme pd opgaven  fra eksempel 3.1:

Vi kan opstille felgende simplextabel over problemet.

Tabel a.
X) X ¥y ¥y ¥3| b by/a,
30 10 1 ) 0 [2800 280

1 2 0 1 0 | 210 105

1 [5]1 o 0 1 | 450 90

1 3 0 0 0 | v=0

Prov at sammenligne tabel a med ligningssystemet 1) i 3.1 og for-
klar de enkelte tal i simplextabellen.

Vi starter algoritmen med at valge den anden sojle som pivoterings-
sgjle, da 3 er den storste koefficient i kriteriéfunktionen. Der-
nast'valgervi den tredje rzkke som pivoteringsrzkke, da 90 er den
mindste kvotient b, /a1q Nu kan vi udfere den ferste iteration,

vi dividererden tredje rakke igennem med plvoterlngselementet som
er 5. Derefter trazkkervi den tredje reakke fra den forste rakke 10
gange, fra den anden razkke 2 gange og endelig fra kriteriefunk-
tionen 3 gange. Den naste simplextabel bliver derefter:

Tabel b.:

X) X3 ¥; ¥, Y3 b bj/agg
28 0 1 o -2{1%00 1900/28
B35 o o 1 -% 30 s0
/5 10 0 1/5 90 450
2/5 0 0 0 -3/5 -270
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Prov at sammenligne tabel b med ligningssystemet 2) i 3.1. Be-
merk at x, ikke langere indgar i kriteriefunktionen, men deri-
mod indgéir Y5 nu i kriteriefunktionen.

Den naste simplex iteration starter vi igen med at vzlge pivo-
teringssejle og pivoteringsrazkke. Det ses af tabel b, at vi far
den forste sejle og den anden razkke, dvs. pivotefingselementet
bliver 3/5. Vi'dividerer derfor den anden rzkke igennem med 3/5,
hvorefter vi trekker den fra den ferste rzkke 28 gange, fra den
tredje rzkke 1/5 gange og endelig fra kriteriefunktionen 2/5
gange. Dette giver folgende simplextabel:

Tabel C.

X} X3 ¥; Yy ¥y b

] 0 1 -19o0h & 4| 500
1 o 0 5/3-%| 50
01 o -% Al ap
0 0 0 -2/3 __!/3[ -290

Nu er alle koefficienterne i kriteriefunktionen mindre end eller
lig nul; sa er opgaven lest og resultatet kan aflzses i b-sojlen
ved at se bort fra de sejler, der har negative koefficienter i
kriteriefunktionen. Verdien af de variable, der har negative c-
koefficienter sattes lig nul, vi fi4r da felgende laesning.

Xy = 50 , x, = 80 , Y, = 500 , Y, =0, Yy = 0 og K(50,80) = 290
Den maksimale kampeffekt pad 290 opnds altsd ved at laste 50 bom-
ber og 80 rakstter-,

Sammenlign slutsimplextabellen med ligningssystem 3) i 3.1. Hvil-

ken forskel er der pd den information de to skrivemader giver?’

Bemark, at der i slutsimplextabellen st&r enhedsvektorer under de
tre variable x, , x, og Yyr svarende til at de tre variable er
entydigt bestemt nlr ¥, ©9 ¥y3 er sat lig nul.



- 59 -~

Opsummering af simplex-algoritmen.

Nar man har opskrevet et LP-problem p& standardform og har sikret
sig, at der ikke er negative b-vardi (hgjre~verdier) i problemet

kan man anvende fglgende forskrift for udfgrelsen af simplex-al-
goritmen.

"1, Indfgr restvariable og opskriv koefficienterne til problemet
i en simplextabel. '

.

2. Underspg om der er positiv koefficienter i kriteriefunktion-
en. Hvis ja s3 forts®t med punkt 3. og udfgr endnu en itera-
tion. Hvis nej, er den maksimale l¢sningen fundet. Lgsningen
kan afl®ses i b-sgjlen i den sidste simplextabel, ved at
sette q§ variable, der har pegative koefficienter i kriterie-
funktionen lig nul.

3. Valg den sgjle, der har den stgrste koefficient i kriterie-

funktionen som pivoteringssgijle.

4. Divider koefficienterne i pivoteringssgjlen op i b-s¢jlens
koefficienter. Velg den rezkke, 'der har den mindste ikke ne-
gative forhold mellem b-sg¢jlens — og pivoteringssgjlens ko-
efficient, .som pivoteringsrékke.

5. Lav en ny simplextabel. Divider pivoteringsrazkken igennem
med pivoteringselementet ( den koefficient der stdr 1 bade
pivoteringsrazkken og i pivoteringssgjlen ). Skriv den rak-
ke, der fremkommer herved i den nye simplextabel.

6. Trzk denne rzkke fra de andre rakker si mange gange, at dis-
se rakkers koefficienter i pivoteringssg¢jlen bliver nul.
Husk ogsa at'udf¢r denne operation pd kriteriefunktionen og
pd kriteriefunktionens vardi under b-sg¢jlen. Skriv de her-
ved fremkommende rzkker i den nye tabel. Nir denne opera-
tion er udfert pd alle rakkerne har man gennemfgrt en sim-
plex iteration og man kan nu g3 tilbage til punkt 2 for,
unders¢ge'om problemet er lgst.
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Qvelse 3.6: Maksimer K(xl,xz) = 4x1 + x

2
Nar -x + X, + 320
- <

2xl + X - 5€ 0
og xlé 0, XZ?_O

Tegn mulighedsomrddet. Opskriv problemet pd stand-

ardform og indfer restvariable. Indsat koefficient-
erne til problemet i et simélex-skema. Los endelig

problemet ved at felge 6 punkts forskriften.

Qvelse 3.7: Maksimer K(xl,xz) = %y + xg
N&r X2 Xy
Xy £ 9

X + x,% 15,5
5%, + 2x, & 49
og XXy 3 0
- Tegn mulighedsomr&det, og les problemet med simplex-
metoden. Hvad er dimensionen af lesningsm@ngden?
Hvordan kan man ud fra den sidste simplex-tabel

aflase dimensionen af lesningsmengden?

Pvelse 3.8: Opskriv problemet i ovelse 1.7 i et simplex-skema
med restvariable. Los problemet med simplex-metoden
og brug modellen fra ovelse 1.8 til at folge les-
ningsvejen efter hver iteration. Hvor mange itera-
tioner tager detat ni maksimum, hvis man valger at
ege X, i stedet for Xy i feorste iteration? (Det
vil sige, at valge 2. sejle i stedet for 1. sejle
som pivoteringssejle).

Ovelse 3.9: Los ved hjzlp af simplex-metoden foelgende problem.
Maksimer K(xl,xz,x3) = —2x1 + 3x2 - 6x3

- - <
Nar 3x1 4x2 6x3 < 2
2x
1+ x,+ 2x4 <11
_ <
X + 3x2 2x3 €5
og x; 20 for j =1,2,3

3
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3.3 Straffemetoden.

Som tidligere navnt i afsnit 3.2 kan simplex-algoritmen kun an=-
vendes direkte p& LP-problemer, som ikke indeholder negative
hg¢jresider i standardformen. Denne forudsatning giver umiddel-
bart en kraftig begransning i simplex-algoritmens anvendelighed.
Vi har jo hidtil set flere eksempler pd LP-problemer med nega-
tive vardier i b sgpjlen; f.eks. problemerne i eksempel 1.1 og
2.1.

Der er imidlertid udviklet flere forskellige metoder til

at konvertere problemer med negative hgjresider til problemef,
der kan lgses med simplex-algoritmen uden at @ndre pad problemets
lgsning. Vi vil her gennemgd en enkelt af disse metoder, der '
kaldes "Straffemetoden" eller "Store M". ’

Denne metode g3r ud pd at indfgre en ny kunstig variabel for
hver af de begraznsninger, der har en negativ b vardi. De kun-
stige variablebfar vardien -1, i den begraznsning de er indfgrt.
Kriteriefunktionen "staffes!" ved, at alle de kunstige variable

- f&r koefficienten -M; hvor M er et stor positivt tal. Dermed
bliver det sardeles ufordelagtigt at ¢ge de kunstige variable,
og algoritmen vil derfor s@gge at satte dem lig nul. Som vi
skal se har stgrrelsen af M ingen indflydelse pd problemets
l¢sning; M skal bare vaere stpgrre end alle de andre tal, der ind-
gér i simplex-beregningerne. M satteé typisk til 10 gangé det
stgrste forhold (‘J/aij)' T

Nir man anvender straffemetoden, tilfpjer man altsd en ny s¢ile
i start simplex-tabellen for hver begransning, der har en nega-
tiv hgjreside. Koefficienten i disse s@jler er ~1 i den rakke

de er indfért og -M i kriteriefunktionen. I alle andre rakker
er kodfici&terne til de kunstige variable nul. N&r dette er
gjort, skal man gange alle rakker, der har fiet indfert en

. kunstig variabel igennem med -1 (dvs. de rakker der havde en
negativ hpjreside; der skal altsd ikke ganges igennem i krite-
riefunktionen). Herefter skal de kunstige variable elimineres
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af kriteriefunktionen. Dette gwréé ved at eliminere de kunsfige
variable i hver af de begrznsninger de er indfgrt og indsatte
disse udtryk i kriteriefunktionen. Den derved fremkomne kriterie-
funktion indsattes i start simplex-tabellen, der nu ikke laﬁgére
indeholder negative verdier i b s¢jlén, og derfor kan lgses

med simplex-algoritmen. -

Vi vil gennemgd straffemetoden pa et eksempel.

Maksimer =-x

1 7¥*2
Nar: -3xl - 2x2 { -6
- Xy - 2x2 § -4
Og (x1,25) 2 (0,0)

Y9,
Vi indfdrer som sadvanligt restvariable*og opskriver koefficien-

terne i en simplex-tabel.

X} ¥ Yy Y b

-3 -2 1 0 ~6
-1 -2 0 1 -4
-1 -1 0 0 0

Det ses, at vi ikke uden videre kan anvende simplex-algoritmen,
som den er gennemgdet i afsnit 3.2. Algoritmen vil nemlig stop-
pe inden vi overhovedet er kommet igang med den fgrste iteration,
da alle koefficienterne i kriteriefunktionen er negative. Algo-
ritmen vil altsd angive X = X, = 0 som lg¢sning pd problemet,

men dette er forkert, da (0,0) ikke tilhgrer mulighedsomridet.

Vi opskriver derfor den udvidede simplex-tabel med de kunstige

variable S, 09 s, svarende til, at begge pegransningerne i pro-

blemet har negative b vardier.

X, ¥ ¥3 ¥, s, s, b
-3 -2 0 -1 -6
-1 -2 0 1 1} -1 -4
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Vi vaelger et tilfeldigt stort tal for M, og ganger bade rakke .
1 og 2 igennem med -1l. .

X X Yl y2 Sl S b
3 2 -1 0

2 0o -1 4

-1 -1 0 0 -10 -10 | O

Udtrykkene for'sl o9 s, findes ved eliminagion til
"8 ¥ -3xi:- 2x2 +ty 6 og
Sy = T Xy - 2x2 +y, + 4. v

Disse udtryk indsattes i kriteriefunktionen, der kan beregnes til
Xy T Xo

10 (=3x) =2x, +y) + 6) - 19(-x1_72x2 +y, +z4}n=
39%; + 39x, -10y, -10y, -100

Denne kriteriefunktion indszttes nu i start.simplex tabellen.

Xy X3 ¥y ¥y 8 s, b~

-1 0 1 ,

0 -1, 0 1 4. o
39 39 -10 - -10 o o 1w0f -
L

Bemzrk at vardien af kriteriefunktionen i startpunktet er andret,
da vi jo aflaser vardien i punktet som den negative vaerdi af
tallet i simplex tabellen. Vi kan nu lgse problemet ved at an-
vende 6-~punkts forskriften fra afsnit 3.2.

Geometrisk svarer straffemetoden i dette tilfalde til at indfgre
to nye dimensioner. Hvilket betyder, at vi far et nyt koordinat-
system med akserne s, 09 s, oven i det gamle. Vi starter sa
simplexalgoritmen i det nye koordidatsystems nulpunkt. Pa denne
made undgdr vi problemet med at starte i det oprindelige koordi-
natsystems nulpunkt. Herfter kan vi vha. en almindelig simplex-
iteration “"g& tilbage" til det oprindelige mulighedsomrdde

igen. Vi gennemfgrer nu en almindelig iteration ved at pivotere
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om den fgrste rakkes fgrste element i den nye simplex tabel.
1 ¥ Yy ¥y 8 s, b

2/3  -1/3 0 1/3
4/3 /3 -1 -1/3 1

Da koefficienten til x, er stgrst pivotereryi om 2. s¢jle og
den mindste kvotient. finder vi i 2. razkke. Pivoteringselemen-
tet er s4 a(2,2).

X3 X3 Y1 Yy sy s b
o -1/2 172 172 -1/2| 1

0 1 174 =374 =174 =374 3/2
0 0 -1/4 -1/4 -39/4 -39/4| 5/2

Vi kan nu se, at kriteriefunktionen ikke kan ¢ges yderligere,

da alle koeficienterne er ikke positive. Det punkt,der giver

den maksimale lgsning er altsd (xl’x2'y1'y2'sl’sz)=(1'3/2'0'0'0'0)'
Vardien i dette punkt er =-5/2.

Da problemet kan lgses grafisk med de to variable Xy o9 x2,kan
vi skitsere lgsningsvejen s8ledes:
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Ved den fgrste iteration pa den @ndrede kriteriefunktion bevager
vi os fra (51'52) = (0,0) til punktet (xl,xz) = (2,0). Dette
punkt tilhgrer ikke mulighedsomrddet, men pga. den =ndrede
firedimensionale reprasentation (nye kriteriefunktion) kan det

. ¢ Le
betale sig at udfgre endnu eﬁcra T Dette ggr vi ved at gge Xy

Opsumering af straffemetoden.

Hvis der i et LP—problem optrader negative koé%icienter péd hojre-
siden, n&r problemet er skrevet pd standardform, kan man til-
fgje et antal nye variable svarende til antallet af negative
hg¢jresider. Dette ggres efter fglgende forskrift. .

1) Der tilfgjes en ny sgjle i starttabellen for hver begransning
med negativ hgjreside.

2) I hver af de nye sgjler indsattes vardier -1 i den tilhgrende
- rekke med negativ hgjreside. Alle andre koefficienter i sgjlen
se@ttes lig 0. Razkkerne Qanges igennem med -1.

3) Hver af de nye variable tildeles vardien -M i kriteriefunk-
tionen. M er et stort positivt tal f.eks. 10-maks(</ay;)-

4) De kunstige variable elimineres af de udtryk, som de fore-
kommer i , og udtrykkene for disse inds®ttes i den nye kriterie-
funktion. ' '

5) Konstantleddet i kriteriefunktionen indsattes pa pla&sen
under b sgjlen, og der =ndres fortegn pd verdien.

Herefter er problemet klart til at blive lpst ved almindelige
simplex-iterationer.

Vi har nu angivet en metode til at omskrive vores oprindelige
LP-problem, og finde en lgsning til dette. Men vi mangler at
argumentere for, at en lgsning til det udvidede problem ogsa
er lgsning til det oprindelige problem. Dette betyder, at i en
lgsning til det udvidede problem vil allé de kunstige variable
vere nul. Hvis de kunstige variable ikke er nul i l¢sningen,
betyder det,at det kan "betale sig" for kriteriefunktionen at
lade sig straffe; det er sdledes en forudsatning, at de kunstige
variable ikke m& vare negative.
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I s&danne situationer, hvor der i den udvidede simplex-tabel .

angives en lgsning, hvor et af sj‘erne er stgrre end nul, vil det

ikke kunne lade sig ggre at optimere den oprindelig kriterie-

junktidn, og vi konkluderer, at muligheésomrédet er tomt.

Vi kan nu formulere fglgende satning:
Antag, at det udvidede LP~problem med kdnstige variable har

lgsningen (xi,...,xﬂ,yi,...,y&,si,...sé), med maksimumsvardien

k' = ¢ + ...

1* l

hvor p er antallet af begransninger med negative b verdier dvs.

+ ¢ _x!

nn

- Ms!

1

- Ms!

.

antallet af kunstige variable i det udvidede problem. Da mé
‘(si,...,sé) = (0,...,0).

Bevis.

Lad (xi,...,xg,yi,...,yg) vere en optimal lgsning til det op-

rindelige problem da vil (xg,...,xg,yg,...,y;, 0,...,0)

vare

en mulig l¢sning til det udvidede problem. Dette kan vi over-

bevise os om ved at s®tte denne lgsning ind i de nye ligninger.

Dette punkt'giver vardien

o
k® = ¢.x° + ¢

1% 2"2

som vi f£far ved at s®tte vardierne ind i den oprindellge kriterie-
funktion. Antag nu,at der eksisterer et s.) 0. Vi kan da valge

et M s& k'< k%, men dette er jo i modstrid med at k' er et maksi-
mum for det udvidede problem. Derfor kan vi slutte at der ikke
findes en kunstig variabel s., der er st¢rre end nul i den
optimale l¢sning til det udvidede problem; derfor mi (s?,...,s;)
Og sa& vil lgsningen til det udvidede problem ogsi
vare en lgsning til det oprindelige problem.

0,...,0).

Nar

©°g

+

Py

2x
X
X

(o]

+ ¢ X

1
1

3

+

+
z

nn

plexalgorltmen til

Minimer K(xl,xz)

= 5xl + 6x2
>

X, 5 10

4x2 > 12

0 i=1,2

at lose problemet.

@velse 3.10: Los felgende LP—problem ved forst at omskrive pro-
blemet vha. straffemetoden og anvend derefter sim-
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4. DET DUALE PROBLEM OG F@PLSOMHEDSANALYSE.

I dette kapitel skal vi gennemgd to vasentlige analyser,som vi
kan foretage p& den afsluttende Simplex-tabel, dvs. ndr man

har ﬁundet den optimale lgsning. For det fgrste kan man op-
stille det duale problem, hvis l@sning f.eks. angiver var-
dien af de ressourcer, der indgir i produktionen. Man kan der-
med direkte se, hvor meget man kan betale for at ¢ge ressource-
tilgangen, eller hvilken pris man skal forlange for ressourcer,
der ellers indgdr i produktionen. Med denne tolkning af LP bli-
ver den gkonomiske betydning af teorien tydelig. V

Den anden analyse af den afsluttende Simplex—tabel siger noget
om hvor fplsom modellen er overfor andringer i ressource- til-
gangen eller i kriterlefunktlonen. Ved sma andringer kan ‘den
optimale vardi direkte afl®ses uden at man beh¢ver at gentage
iterationerne for de nye verdler. ’

4.1. DET DUALE PROBLEM.

Eksempel 4.1. .
Et firma fremstiller skruer og bolte. Der anvendes en drejebank’,

der kan programmeres, sd den kgrer hele dggnet.

Fortjenesten er 1500 kr pr 1000 stk skruer og 1000 kr pr 1000 stk
bolte. Méterialeforbruget er 200 kg stdl pr 1000 skruer og 400 kg
pr 1000 bolte. Produktionen er begranset af materialetilgangen,

der er pé 2000 kg stdl om dagen, samt af den tid det tager at frem-
stille skruer og bolte- hhv 6 timer pr 1000 stk og 2 timer pr 1000
stk.

Fra et andet firma kommer der et tilbud om at lease leverancen pa
de 2000 kg stal og drejebanken for g kroner om dagen.

Hvor meget skal firmaet forlange for sit produktionsudstyr, for
at det bedre kan betale sig at lease det .end selv at varetage
produktionen ?
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Problemet kan lgses pd to mdder. Ved at opstille en model,

der maksimerer fortjenesten ved produktionen af bolte og skrﬁer,
kan man finde den pris, der er den mindste firmaet kan acceptere
for sit samlede produktidnsudstyr;

Lad 3 betegne antallet af skruer og x, antallet af bolte.

2
Fortjenesten er s& givet ved

_ 1500 1000
K(x) = 1660 kr-x1 + 1660 kr:x2

. _ 200 . 400
Materiale-begransningen er( 1000 kg , 1600 kg)'x ¢ 2000 kg

. : 6 : 2 2 ¢ o
Maskin-begransningen er (iﬁﬁﬁ_#lmer.'lOOO timex)x ¢ 24 timer

Fortjenesten ved at lease udstyret frem for selv at varetage

produktionen er si q - K(ﬁb) ;shvor io er den optimale produk-
tion.

Problemet kan ogsd anskues mere direkte ved at opstille en model
for vardien aflstal og verdien af maskintid i produktionen. Hvor
meget er et kg stdl vard, og hvor meget er en time drejebankskapa-
citet vard ? Lad os betegne disse to st¢rrels¢r med t2Y (kr pr

kg sti3l) og z, (kr pr time drejebankskapacitet). Disse vardier
kaldes ogsd undertiden for skyggepriser. Firmaets produktionsud-
styr har siledes en vardi af L(Z) = 2000 z, + 24 z,. Jo mindre
verdi, der er bundet i produktionsudstyr og materialer, jo ste¢rre
er fortjenesten ved produktionen. L(2) skal alts& minimeres. For-
tjenesten ved at lease rettighederne ud, i stedet for selv at vare-
tage produktionen med minimal vardi bundet i produktionsudstyr
givet ved ;0, er s q - L(Zb). Herefter kan vi se pd produktionen
af skruer. Den vardi, som der bliver lagt bd&nd pd ved produktionen
af én skrue, er:

_200 6 : .
1560 kg- zlkr/kg + 1600 tlmer-z2 kr/time.

Tilsvarende for vaerdien til produktion af en bolt.

400 ;
1606 X9°2 kr/kg + 1666 timer-z, kr/time.
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”Fortjenestén ved salg af en skrue hhv en bolt er 1,50 kr og
1,00 kr. vardien af produktionsudstyr og materialer til frem-
stilling af en skrue er mindst den fortjeneste, der opnds ved
salg af en skrue si derfor ma

0,2-z1 + 0,006-z, = 1,50 og

2=
0,4<z1 + 0,002'22 Z 1,00.

Vi kan herefter 1lgse problemet som et LP-problem, idet det jo

er givet, at vardien af stal og drejebankskapacitet skal vare

"positive, s& 2 2 T.

Den minimale vardi, der er b&ndlagt i den optimale produkéion
udtryk for fortjenesten ved at lease udsty-
at q -'K(io) =q - L(?O), og derfor ma
L(Zo). Vi skal senere se at dette altid er tilfaldet.

er 20. Vi har s& to

ret sd der mid galde
2 =

K(xo)

De to problemlgsninger kan nu opstilles i Simplex-tabeller:
Maksimeringsproblem.

Minimerigg§probiem.

0,2x, + 0,4x, £ 2000 : 0,2z, + 0,006z

, 21,5
1 0,006x, +0,002x, ¢ 24 ' 0,4z, + 0,90222 : 1
Kxy,%,) = 1,5%; + x, L(zl,zz) = 2000z, + 24z,
Vis selv at de har fglgende lgsninger:
%o = (2900,34600) Z, = (15 ;200)
med vardien K (X ) = 7800 . med vardien L(Z) = 7800

Svaret pd problemet kan herefter formuleres pd to mldder af-
hangig af den metode, der er anvendt ved besvarelsen.
Firmaet kan ved at kgre produktionen optimalt med 3600 bolte
og 2800 skruer i produktion pr‘dag opnd en fortjeneste pa .
7800kr, og hvis rettighederne skal leases til et andet firma,
mé& dette tilbyde en pris, der overstiger denne.
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Besvarelsen af opgaven'ved minimerings-1lgsningen kan lyde:
For firmaet udger praduktionsudstyret en vardi pa 1,5 kr pr
kg stal og 200 kr pr drejebankstime, hvilket svarer til en
samlet verdi pd 7800 kr pr daglig produktionskapacitet. Til-
buddet om leasing md derfor overstige denne verdi.

I eksempel 4.1 er der for det samme problem opstillet to
forskellige lgsningsmodeller, der kan betegnes med hhv det
primzre og det duale problem's lgsning. Vi skal nu gennemgd
det i det generelle tilfelde. Lad der vere givet et LP pi
formen: k

1) Maksimer : &-X
Nar : A X B og %2 0.

Modellen beskriver et system, hvor milet er at finde den‘¢k6-
nomisk mest effektive udnyttelse af de m forskellige ressourcer
i produktionen af de n forskellige produkter. A bliver siledes
en m x n matrix, og X og & hver har n koordinater, mens B har-
m kooréinater.

Som vi sd kan de samme parametre ogsd bruges ved opstillingen
af et tilsvarende "dualt” minimeringsproblem.

Vi indfgrer nu et sat nye variable Z, hvor zy betegner vardi-
en af den i'te ressource i produktionen. Det er altsd ikke
kobsprisen, men den aktuelle vardi for producenten af den i'te
ressource. Disse vaerdier antages at vare positive, si& Z 2 9.

Vi ¢nsker at minimere den vardi, der ligger i ressource-lageret.
Den er givet ved:

m
§ bi'zi hvor bi er den me&ngde af ressource i, som der
i=1

er til rd3dighed, og z, er vardien af en enhed i.

i
Dette kan ogsd skrives som
Minimer L(3) = b-z.

Enheden for denne "nye" kriteriefunktion er kroner.NAr vi skal
minimere den vardi, der medgdr til produktionen m& det ske ved

at minimere de udtryk, der beskriver "vardi-forbruget"” ved frem-
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stillingen af hver af de j = 1,2,...,n produkter. Enheden for
aij er mangde pr.enhed; dvs den mangde af ressource i, der gdr
til produktion af en enhed j. Den vardi, der medgdr af den i'te
ressource til det jfte produkt er sa aij'zj’ og den samlede
vardi, der bliver lagt i en enhed af produkt nr j er s&

1§= aij- Zi.

Vi s&, at det var et spgrgsmidl om at minimere de n enkelte
stprrelser af denne type. Men hvad er den mindste verdi, som
udtrykket kan antage ? Ved at sazlge produkt j indbringer det
en fortjeneste pé cj krongr pr enhed, s& for fabrikanten ma
ressourcerne, der er bundet i vare nr j altsd mindst have den
verdi, som de kan indbriﬁge ved salg, wmen det dog ogsd muligt,
at de samme ressourcer anvendt i et andet forhold (dvs til et
andet produkt) vil indbringe en stgrre fortjeneste. Dermed har
vi samlet, at det for alle led j = 1,2,...,n gzlder at

T—a...z,» ¢
IS R SRS
=1

Eller skrevet ud som uligheder

+ oo . ..+

2312

alj21-+ a2j22 + . . ..+ aijm 2 Cj
alnzl + aznzz L amnzm 2 Cn

Dette system kan skrives pd matrix form. Vi bemamrker, at det

er de samme Koef ficienter, som indgdr i det primzre problem 1),
men det ses ogsd, at der her er n uligheder, med m variable.
Spjlerne i A er her skrevet som razkker. En matrix, der fremkom-
mer ved at stille s¢jlerne i A som rakker kaldes A transponeret

0og skrives At.

Eksempel 4.2.

Hvis A =1 2 3 s er A- =/1 540
56 7 2612
410 3701

~

021
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Qvelse 4.3,

Hvad er (A%)® af matficen A i eksempel 4.2 ?
Hvad er % © nar ® opfattes som en sgjlevektor.

Det duale problem til ii kan s8 formuleres som
Minimer BY%

Nar : a%2 @t og % 2 0.

Som det fremgik af eksempel 4.1 er det duale problem blot en
spejling af det primzre problem. Dette galder specielt hvis vi
ser pd de to lgsninger som de er skrevet i simplex tabellerne.
De to slut-tabeller indeholder de samme tal blot med nogle
minus'ser pd. I maksimeringsproblemet aflases (xl,xz) = (2800,
3600) og af minimeringsproblemet afl@gses skyggepriserne til
(zl,zz) = (157.200). Disse tal er at finde i det modsatte pro-
blems kriteriefunktion i sluttabellen - bare med et minus p&.
Dette betyder, at man ikke behgver at opstille det duale pro-
blem for at finde skyggepriserne, man kan ngjes med at aflase
vaerdierne for ZyrZgreeeensZy i slut-simplex tabellen for det pri-
mere problem, og gange med minus en.

Eksempel 4.4.
Et LP-problem l¢gses med f@lgende slut-simplex tabel. Aflas den
optimale lgsning samt skyggepriser for der to produktioner.

4
[N

Den optimale produktion foregdr ved
200 x = 200 og X, = 250 enheder.
250; Skyggepriserne for produktionerne er

zé% z, = 4 og z, = 7.

o
IR NI
NN

1
<P

Eksempel 4.5.

En ladersmed laver bidde rygsakke og skoletasker. Til fabrika-
tion af en sxk gar der 0,75 m2 lader og 50 nitter, og til en
taske gdr der en m2 lz2der, men kun 40 nitter. Taskerne s&lges
med en fortjeneste pa 600kr mens szkkene giver en avance pé
400 kr. Pga mangel pa kernelader er den samlede mengde lader pd

150 m2. Antallet af nitter p& lager er 8000 stk. Vi betegner
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.antallet af tasker men X, og antallet af rygsekke med Xy, 09
sa kan.vi formulere et LP-problem for den optimale produktlon
saledes
Maksimer (600,400r(xl)

N&r :(40 50)-xl < (8000} og % 20
1 0,75/{x, 150) '

"Dette lgser vi ved den grafiske metode vha nedenstdende figur.

100 200 X
Figur 4.6.
Det duale problem hedder si pr definition

Minimer (8000,150%(2)

N&r : ( y (600 og Z
. 50 0,75 ( ) 400

vi lgser ogsa dette problem grafisk ved figur 4.7.

v
(1)
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Af figur 4.7 ses det at de minimale skyggepriser findes for

Z = (0,600). Dette kan fortolkes sidledes : En mz lader har en
vardi af 600 kr i produktionen, idet der netop bruges en m2
til“en taske. Hvis 1adersmededifét et tilbud om at kgbe yder-
ligere en m2 hud for 500 kr,kan han alts& regne med en avance
pd 100 kr. Derimod kan det ikke . betale sig at investere i nit-
ter til produktionen, da skyggebrisen'for disse er nul, og de

er derfor ikke en aktiv begr®nsning for produktionen (der er
nitter tilovers).

Eksempel 4.8.
Det primazre problem er givet ved
maximer (l4,9%(xq

)

Nir : A-% ¢ B og %2
Hvor A = ( ) [ ) xl)
X2

Hvad er ‘skyggepriserne Z = (zl,zz) ?

%l

Det duale problem opskrives som

bt
1 2}(21 5 14)
1 1 z, 9

Minimer b-z
: t
Vi lgser dette ved simplex ﬁetoden, og vha. straffemetoden.

Nar : A~z

X x2 Yy Yy sy S, b

2 -1 0 1 0 14
’ ] -1 0 1 9
-2 -3 ] 0 -M -M 0

Vi sztter M = 10 og finder lgsningen til:

X1 ) Yy Y 51 52 b

0 1 -1 1 1 -1
1 0 1 -2 -1 2
0 0 -1 -1 -9 9 23

Skyggepriserne kan si aflases til (zl,zz) = (4,5).
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Pvelse 4.9. )
Lg¢s fglgende LP-problemer, og find skyggepriser.
Maksimer 2xl + 3x2-+ 5x3 .
Nar:(l 2 3)-3&;(15) og X 20
3 4 1 16

Minimer -2x, + 4x, + 3x

1 2 3
N&r: /-l 0 -1 s =10 >, 3
.L4 0o olX=| 20 o9 x =
11 2 15

Den definition,som vi her har prasenteret af det duale problem,
skyldes f¢rst og fremmest John von Neumann. I.efterdret 1947
opstod begrebet i dualitet i samtaler mellem Neumann og George
B. Dantzig, aer var medlem af SCOOP projektet, og det resul-
terede i en artikel (von Neuﬁann, 1947), hvori han giver den '
abstrakte definition af begrebet dualitet. (Dantzig, 1963 og
Krarup et. al., 1974). .

Med denne definition af-det duale problem bliver det duale til
det duale problem lig med det primaré problem. Det bliver der-
for en konvention hvilket af problemerne, der kéldes det primere
og hvilket, der si bliver det duale.

Resumerende har vi at:

Det primare problem: Det duale problem:

nv:
¢]
-

12 e aln 1 all 321 teees aml-

ail : in i alj a2j ese o e amJ b4 CJ
any 8pa veeee An b 4 b aj, @y eeees ap 2 Cp
€ Cy ..-s Cp b1 b2 creaa bm
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Vi vil nu refere en af de centrale teoretiske egenskaber ved
line=re ulighedssystemer, der normalt betegnes med
Dualitetssatningen.

(Vi anvender anvender den terminologi, der er anvendt i det
foregdende) .

- =

1) Hvis systemerne A-R & b ogx 20

at.z , gt og 3 2 0

begge har et ikke tomt mulighedsomride (dvs at det er muligt
at finde mindst et X ¢ R: og et Z € RT , som opfylder samtlige
uligheder), s8 eksisterer der lgsninger X

o -
optimerings-problemer med kriteriefunktionerne &-X og 2,

-

- - _ﬂ‘
og C-X, = b z,-
ELLER

2) Hvis enten systemet A.-X § B eller det duale problem At-2 2 ¢

(med positivitetsbetingelser) afgranser et tomt muligheds-
omrdde, s& har hverken det primare eller det duale problem en
optimal lgsning.

Denne satning gazlder sifremt, ingen af ulighederne i system-
erne er redundante. Vi vil ikke bevise denne s@tning her, men
blot knytte nogle kommentarer til den.

Af regnereglerne for multiplikation af en matrix med en vektor
kan vi se at

t
AR = ayXpteee-eta x| = ( xtat)t

Xyteosseta X
N am*1 mn n .
hvor X altsd er en sgjlevektor og X er en rakkevektor.

Dermed kan det duale problem opskrives som

228 o @t at2r e tard & haR

og det primzre problem som
t

- —
A-x - b

n~

Be 2taxd<b @ %<2

- - St
Af disse to sidste uligheder kan vi se, at e.% < ;t-b = bz,

Vardien af alle mulige punkter i det primazre problem er altid

mindre end eller lig vardien af samtlige mulige punkter i det
duale problem.

og 30 til de lineare

nv

ad

%4
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Eksempel 4.1lo.

Se pd eksempel 4.8. Her fandt vi skyggepriserne 20 = (4,5) i
den duale kriteriefunktion: minimer, 22l + 322. Lad os se pé&
pdstanden oyenfor. Vi skal fgrst finde det io’ der maksimerer

14xl + 9x2. Slut-Simplex-tabellen for det duale problem var

X1 %) Yy Y,
1 -1l s
-1 2 | 4
o 0 -1 -1j-23

Vi har tidligere set at lgsningen til det duale problem generelt
kan afleses i slut-tabellen for det primare problem. Vi kan
altsd aflase §o til (%y,%,) = ( -(-1), -(-1)) = (1,1). P&-
standen var at .

(14,9)-3('o = (2,3).'2'o <=> 14:1 + 9°1 = 2-4 + 3:5 ¢=> 23 = 23.

Den maksimale lgsning til det prim@re problem er lig den mini-
male 1l@sning til det duale.

Teorien for dualitet udvider en konkret models anvendelsesom=-
r3de. I det fplgende afsnit vil vi se,hvilke muligheder dette
giver os for at analysere, Hvad det betyder for den optimale
lgsning, at enkelte af parametrene @ndres. I forbindelse med
praktiske anvendelser (med hundreder af variable) er dette et
vigtigt instrument til at behandle modellen uden at skulle
starte forfra med Simplex-iterationer P& en ny nasten til-
svarende tabel.

4.2. Sensitivitetsanalyse af linezre modeller.

Som vi har sethiigger de optimale lgsninger for LP-problemeine
i hjsrnerne af de konvekse hyperrum. Det betyder ogsa, at et op-

timalt punkt vil vare "fglsomt" overfor &ndringer i de parame-
tre, der bestemmer hjgrnerne.
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Eksempel 4.11.

Givet begransningerne
A% = {1/3 1\-% 4\=b og x,2 0 for j = 1,2.
( 1 l) (6)
0g kriteriefunktionen
¢.%x= (1,8 ;j2,l)-(xl)
X

2
Vi kan s& skitsere mulighedsomridet s&ledes

S S SR

Figur 4.12.

P& figuren ses at P er den optimale lgsning, men det ses og-
s§, at hvis € andres, sd den vippes blot en lille smule ;nedad"
sd vil Q vare den optimale lgsning til LP—problemet. Det samme
vil vare tilfaldet, hvis den anden begransning andres, si
hzldningskeetficienten vokser. Disse @ndringer vil fglge pilene
pd figuren.

Modellen fra eksempel 4.11 er sdledes ikke sarlig stabil over-
for andringer i koefficienterne, idet der kun skal sm& andringer
til for at f3 et nyt optimum . I praktiske problemer vil
det ofte vare vanskeligt at bestemme de vardier, som indgar

i modellen prazcist, og ofte mid man tilnarme vardier eller
ligefrem gaztte nogle vardier for enkelte parametre i model-
len. Hvis en analyse viser, at modellen giver store @ndringer

i den optimale verdi af kriteriefunktionen ved smd andringer

af bestemte parametre, er det vigtigt, at specielt disse er
bestemt omhyggeligt.



En anden grund til at foretage fg¢lsomhedsanalyse er, at visse
begransninger er resultater af bevidste beslutninger. Det

vil derfor ogsd vare af interesse at kunne vurdere effekten
af #ndringer i disse begransninger. '

Pvelse -4.13.

Se p& vektoren ¢ i eksempel 4.11 og sammenlign med figur 4.12.
Hvis @ = (1,8 ; q), g2 0. For hvilke vardier af g er P hhv Q
lgsning til optimeringsproblemet ?

Pvelse 4.14.

Jevnfgr eksempel 4.1l.Hvor meget skal heldningskoeficienten
i den anden begransning vokse for, at Q bliver lgsning til
det skitserede LP-problem ? '

~ Endringer i "ressourcebegraznsningen".

Antag,at vi har formuleret en model pd standardform
Maksimer ¢.-X
Nir : A-X ¢ b og % 2 0.

Hvor A er en m x n matrix, .0g é,% e Ri , mens b,2 € RT

Af dualitetssatningen ved vi, at nar io og Eo er lgsninger
til hhv det primere og det duale problem, sa galder at

- - -t -
Cc -x?= b-zo.
Hvis ﬁo =(xi,xé, cee e ,xg) og Eo =(zi,zé, ceena ,zé) s
kan vi skrive det som

1 ] [ R ] 1 '
2) c1%y tooyxy + ol 4 C ¥n blzl + b222 E R bmzm

Hvis ressourcebeholdningen (begransningerne) @ndres med ab =

(sbysaby, v ,ab) zndres ogsd den optimale lgsning til

- 1 1] ] T 3 v
B + ARO = (xl + axXy %y + AXgs + o . SX] +a xn). Hvis ab

ikke er for stor vil de optimale skyggepriser ikke @ndre sigq,
og formel 2) gzlder siledes stadigvak.

3) (xi + °xl)F1 + (xé + sz)c2 + ...+ (xé + Axn)cn-:

(bl + 6bl)zi + (bb +abylzy + ...+ (bm +Abm)Z'm
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Ved subtraktion af 2) fra 3) fis - at

. . = " '0 ‘.
4) Cl'“*l + CytaX, + ... + CyaX, zy 4b1l+ z, °b2 + ... + 2y ab

m
Venstre'led i ligning 4) er sdledes den @ndring, der forekommer

i kriteriefunktionen, og denne kan af 4) beregnes alene ud fra
@ndringerne i ressourcevektoren B og af skyggepriserne for -

disse, Dette kan vi kort skrive som:

2 = ] v [
5) °K(xi:>) —zlobl+zzdb2+ ...+zmAbm.
Eksempel 4.15.

Antag at ressourcebeholdningen i eksempel 4.8 @ndres med
AB = (1,0), hvad betyder det for den optimale vardi, som vi
beregnede i eksempel 4.10 til K(xo) =237?

Vi md antage, at AE ikke er for stor, for at vi kan anvende
ovenstiende teori. Det betyder at sb ikke md vare s& stor,
at skyggepriserne @ndrer sig. Dette antager vi i fgrste om-
gang.

Skyggepriserne blev beregnet til Eo =(4,5), sd @ndringen i
den optimale vardi kan beregnes af formel 5) til

el - -3
AK(XO) = Ab-z° =14 + 0°5 = 4,
Dermed bliver
- - - - -5 _ _
K(XO + Axo)‘— K(xo) + °K(xo) =23 + 4 = 27.

For at kontrollere dette resultat beregnes ligeledes en Simplex-
tabel med den nye b vektor _lsny =D + At_;.

*1 *2 Yy Ya | P
1

2

14
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1 * Y Yp |b
0,5 1 -0,5|1,5
0,5 0 . 0,511,5
0 2 0 -7 |-21
2 -1 3
-1 1 0 A
-4 -5 |-27 ;

Da koeffigienterhe i kriteriefunktionen alle er negative, er vi
ferdige, og det ses, at den optimale l¢sning ogsd her fas til
K(§O¢A§o) = 27. Det ses ogsd (som det var forudsaztningen for
anvendelse af formel 5), at skyggepriserne ikke har andret sig
i forhold til vardierne, som vi fandt i eksempel 4.8.

I det foregdende eksempel var vi heldige, idet vores antagelse
om at ¢ B ikke var for stor viste sig at vere rigtig, men det '
ville jo vare rart at vide p& forhdnd - ellers har vi jo ingen
glade af formel 55, Lad os deffor se hvad der sker med eksempel

4.8, nldr vi andrer b pi en enkelt-parameters plads.

X1 X2 Yy ¥
1 1 1 0 [2 +ab;
2 1 0 1 |3
14 9

5 1 -0,5 (0,5 + ab)

0,5 0 0,5 |3s2

0 2 0 -7 |-21
2 -1 1l + 2ab1

1 -1 1 - 4by

lo 0 -4 -5 [-23 - 4ab
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Vi kan nu aflase lgsningen pd vores LP-problem som
X; = (1 -a bl) °g X, =(1 + 2a b,). Da der skal gzlde at
(xl,xz) 2 (0,0) kan vi opstille fglgende system af uligheder.

Endringerne af den f¢rste begraznsning skal altsd ligge i inter-
vallet {-%,1] for at skyggepriserne for begransningerne ikke
@ndrer sig. Det viser sig, at man af den sidste Simplex-tabel
kan aflese kecefficienterne til AB, som de kommer til at std i

B spjlen. I den ovennavnte'gennemgang ses det, at sgjlen for
restvariabel Yq netop angiver koefficienterne til Abl,som de
stdr i b sgjlen. Dermed kan man generelt opskrive et system af
uligheder ud fra den sidste Simplex-tabel og ud fra dette be-
régne et interval, indenfor hvilket effekten af en @ndring

af B kan beregnes vha fofmel 5). A

Eksempel 4.16.

*1 P X3 ¥y Y,

-2 1 3 1 o |2

2 3 4 0 1|1+ ab,

-7/2 -5/4 0 1 -3/4{5/4 - 3/4 4b,
172 3/4 1 0 1/4{1/4 + 1/4 ab,
-1/2 -17/4 0 0 -3/4|-3/4 - 3/4sb,

Ovenst8ende LP-problem er lgst ved en iteration, og ved at med-
tage en stgrrelse “BZ ib sg¢jlen. Vi kan s8 beregne det inter-
val, for hvilket formel 5) kan anvendes til heregning af den
andrede optimale vardi af kriteriefunktionen. For at positivi-
tetsbetingelsen er opfyldt , skal der gzlde at

X4 2 0= 1/4 + aby/4 20 og

1\Y4

Y 2 0= 5/4 +3/4ab,20

Dermed skal sz opfylde Abz ) -4, Som vi kan se af dette og af
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det foregdende eksempel er det ikke h¢dvendigt, at medtage
udtrykket “bi i iterationsberegningerne. Vi kan direkte af-
laese koefficienterne til.Abi i den i'te restvariabel sgijle.
Intervallet for bl kan derfor beregnes vha:

5/4 + °bl 20 og 1/4 + 0 bl 2 0. .

4b1 skal altsd vare stgrre end -5/4. Da der stdr nul i kri-
teriefunktionen for den fgrste restvariabel, betyder det der-

imod ikke noget for den optimale vardi, at begrznsningen @gges.

Endringer i kriteriefunktionen.

Det kan ogsd blive aktuelt at @ndre en af koefficienterne i
kriteriefunktionen, -hvis . fortjenesten ved
éalget aﬁ vare j @ndres med stgrrelsen ac.. Som ved andringer
i ressourcebegraznsningen behgver dette imidlertid ikke at give
anledning til at analysere problemet forfra ved nye iterati—.
oner. Endringer i det primere problems kriteriefunktion

svarer jo til andringer i’ ressourcebegransningen for det duale
problem, som vi netop har behandlet.

Pvelse 4.17.
Maksimer 4xl + x

2
Nar : -x%, + 2x2 <4 og X 2 ?
2xl +\3x2 £ 12
- £
4xl 4x2 ¢ 12

L¢s ovenstdende LP-problem, og'find skyggepriser for de 3
begransninger. Undefs¢g,i hvilke intervaller de 3lbegrans-
ninger kan @ndres uden, at det betyder en #ndring i skygge-
priserne. Hvad bliver den optimale vardi af kriteriefunk-
tionen,hvis den tredie begransning andres med 4b3 = lo, og

med Ab3 =13 ?
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S. VIRKELIGHEDENS LP-MODELLER.

Mange af de LP-problemer,vi har betragtet, har veret uden egent-
lig praktisk interesse. Dette skyldes, at problemerne har varet
for smd. Store problemer vil dog generelt vare af samme type som
de smd, der er bare flere ligninger og flere ubekendte. Med sim-
pleksmetoden vil man f.eks. behandle store og sm3 problemer efter
de samme principper. En égentlig forskel ligger narmere i, at ar-
bejdet med store modeller er ret tidskravende. Specielt er det
selve modelopstillingen, der tager tid, hvorimod computeren har
reduceret beregningstiden med simplexmetoden vasentligt. -

Lad os se pd nogle konkrete anvendelser af LP.

Eksempel 5.1 @

I Norge bruges LP i en rakke private firmaer og offentlige insti-
tutioner (Sydsater m.fl., 1981):

Olieselskaberne bruger LP til transport og blandingsproblemer. I
konkrete modeller her kan der vere tale om flere hundrede ulig-
heder og flere tusinde variable.

Slagteribranchen bruger LP til planlagning af produktionen af
p¢lser, hvor der skal tages hensyn til lagerkapacitet, ravare-

priser, fedtindhold m.m.

Grovvarebrancen bruger LP i forbindelse med sammensatningen af
foderblandinger.

Elektricitetsforsyningen bruger LP til at opn& optimal udtap-

ning af elektricitet fra elektricitetsvarkerne samt til at for-
mindske omkostningerne ved Kgb og salg af elektricitet.

-Eksempel S§.2:

LP i USA (Bland, 1981):

Olieselskabet ESSO bruger LP indenfor planlagning af boreaktivi-
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teter, tildeling af raolie til raffinaderizr, planlagning af for-
retningsstrategier o.m.a. I ESSO bruges 5-10 % af den totale com-
puterkraft pd LP og hermed beslagteds. discipliner.

I USA har man firmaer, der er specialiserede i LP, som kan udfgre
LP-opgaver for andre firmaer. For sddanne firmaer er det ikke u-
s&dvanligt at lgse problemer med 2000-3000 uligheder og 10000-
15000 variable. S3danne problemer tager det fra £& minutter til

f& timer at kgre pd en stor computer.

Eksempel 5.3
Brug af LP i Danmark:

P& Landbrugets EDB-Center (LEC) i Arhus arbejder man med forskel-
lige optimeringsopgaver for Qansk landbrug, f.eks. indenfor flg.
omrdder (Vanggaard, 1981):

-foderblandingsoptimering for den enkelte landmand.
-blandingsoptimering for grovvarebranchen. i
-transportplanlagning for Dansk Landbrugs Grovvareselskab.
—udarbejdning~af opskeringsplaner for opskering af évin og svine-
dele pa slagteriérne.

-Kgdblandingsoptimering, f.eks. for p¢lser.

Desuden har LEC udviklet et standardsystem til optimering af kgbs-,
produktions- og salgsplaner, specielt beregnet for slagterier og
kgdforarbejdende virksomheder (Jespersen m.fl., 1982).

LP er ogsd@ blevet brugt indenfor skoleplanlagning (se eksempel
5.5).

§.1 Presentation og diskussion af en stor model.

En model kan generelt opfattes som en -abstrakt og idealiseret be-

skrivelse af et system i virkeligheden. Hvis man valger at bruge

matematik til at beskrive svystemet, er der tale om en matematisk
model.
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Hvis vi specielt ser pd LP-modeller, vil det stort set altid gzl-
de, at de er matematiske beskrivelser af mer-eskeskabte systemer i
samfundet. Systemerne, der er tale om, vil altid vare &bne, dvs
vekselvirke med det ¢gvrige samfund.

Ved hjalp af LP-modeller opndes ofte tilstrakkelig information

om systemet til at kunne pdvirke det i en eller anden retning.

Dette Betyder noget for systemets udseenda, og dermed noget for
det ¢vrige samfund, som systemet vekselvirker med.

/KJ;;;fund (virkelighed) \; LEE:TéEEE]

information

Kw eﬁiiystem

R N

Figur S.4.

Denne,meget enkle illustration af hvordan LP-modeller indgar -i
samfundet,vil i konkrete situationer ofte give anledning til
spgrgsmal som :

Er idealiseringerne i LP-modellen rimelige ?
2. Giver LP-modellen relevant og trovardig information ?
3. Kan informationen bruges til at @ndre pa systemet ?

. Hvilke konsekvenser har @ndringer i systemet ?
De to fgrste spprgsmal hanger naturligvis sammen. Hvis modellen
anses for at beskrive virkeligheden pracist, ja s& er der jo stor

sandsynlighed for, at de data modellen leverer om systemet er pa-
lidelige.

. Om en models idealiseringer er rimelige, kan f.eks. afhange af,
om de betragtede sammenhange i systemet er eller tilna®rmelsesvis
er lineare, om modellens konstanter kan bestemmes tilstrakkeligt
pracise, og om modellen fir de relevante dele af systemet med.
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Ofte vil den information,modellen leverer,antyde, at visse indgreb
i systemet f.eks. vil "mindske transportvejen", "mindske omkost-
ningerne" eller "forgge profitten".

Sé&danne indgreb kan vere mere eller mindre problematiske. Hvis
systemet f.eks. er produktionsprocessen pd en fabrik,og der an- |
vendes LP i produktionsplanl@gningen, vil indgreb, der nedsatter
ressourcespild mdske vare uproblematiske, hvorimod indgreb, der
betyder tab af arbejdspladser, som regel afstedkommer interesse-

modsatninger mellem arbejdsgiver og fagforening.

Eksempel 5.5: )
En autentisk model -~ brugt indenfor skoleplanlagning i Odense i
1979 (Jennergren m.fl., 1980):

I januar 1979 er der i Odense 42 offentlige folkeskoler med til-
sammen ca. 22000 elever. Som et led i den kommunale langtids-

planlagning er man interesseret i, hvordan skolesituationen vil
vare i 1992.

Man regner med, at der i 1992 stadig vil vare 22000 elever i byen,
men at fordelingen af disse i byen vil have forandret sig vasent-
ligt. Der vil sandsynligvis ske en udflytning fra centrum mod
forstederne, specielt mod den sydgst lige del af byen, hvor kom—
munen generelt satser pd udvidelse.

Alt dette betyder, at det miske bliver ngdvendigt at bygge nye
skoler. Problemet er imidlertid, hvordan antallet og placeringen
af disse skoler eventuelt skal vare. Man forsgger at belyse pro-
blemet ved hjelp af en LP-model.

Opstillingen af modellen:

Odense inddeles i 178 folket®llingsdistrikter. Eleverne i disse
distrikter skal tildeles skoler, sdledes at ingen skoles kapaci-
tet 6verskrides og hver elev f&r tildelt en skole. Under disse
forudsatninger ¢gnsker man at minimere den samlede vejlangde mel-
lem hjem og skole for alle elever.
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Det antages, at der i 1992 vil vare J skoler, hvoraf de 42 er de

samme som nu, og J-42 er nye skoler.

xij (i=1,2,....,178;, j=1,2,..., J) benavner antallet af elever

i distrikt i, der skal g& i skole j i 1992.

. er afstanden mellem distrikt i og skole j i 1992.

azj er antallet af elever i distrikt i i 1992.

bj er antallet af normale klasserum til r&dighed i skole j i
1992.

kl er den procentdel af eleverne i 1992, der gar i den offentlige
skole.

k2 er det maksimale antal elever i en klasse.

Dex opstilles nu fplgende LP-problem:

mI o,
Minimer "E = dij' X, 5
1=1 3=
3 )
Nar %axij— al-kl (i=1,2,....,178)
P €bik, (3=1,2,....,3)
im 13773 2

Og xij 2 0 for i=1,2,....,178; j=1,2,....,J.

I kriteriefunktionen indgar dij i anden potens for at modvirke
situationer, hvor smd grupper elever tildeles skoler langt borte.
En skolevej p&d 2 km bliver altsd 4 gange "s& slem" som en skole-
vej p& 1 km.

Modellen kraver visse forudsetninger opfyldt:

1) Skolernes kapacitet bestemmes udelukkende ud fra normale klas-
serum og ikke af specielle klasserum, som f.eks. fysik- og musik-
lokaler.

2) "Vandrende"klasser er ikke tilladt - dvs hver klasse skal have
sit eget klasserum. Der er et politisk pres i ¢jeblikket fra for-
&ldregrupper for at £3 fjernet vandrende klasser.
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3) Man skal kunne se bort fra, at visse skoler har under 10 klas-
sevarelser, dvs. ikke kan have elever p& alle folkeskolens 10 &r-
' gange.

Bestemmelse af modellens konstanter:

a; bestemmes ved at telle antallet af boligenheder idag og sé&
skgnne over fordelingen i 1992 ud fra kommunens planer for by-
udviklingen, og s& bruge dette til at beregne, hvordan elev-
fordelingen vil forandre sig. - '

bj bestemmes ud fra et skgn over, hvilke skolefaciliteter der
vil eksistere i 1992.

dij mdles pa et kort over byen, hvor man tager "fugleflugtslini-
" mellem.det sted i hver distrikt, hvor befolkningstatheden er
stgrst, o§ s& hver skole. Ved forhindringer p& linien (sterkt
trafikerede veje o.1l) kan dij settes hejt. ’

en

kl sattes til 0,88. Dette svarer til den nuvarende del af ele-
ver, der gir i offentlige skoler.

k2 sattes til 22. Man ¢nsker fra QOIitisk side ikke, at klasse-
stgrrelserne bliver alt for store i 1992.

Resultater af computerkgrsler:

Der valges en bestemt vardi for J og en kgrsel foretages (ca
8 min)., Resultatet er. vardier for:xij (i=1,2,...,178; j=l,2,...,J)
i 1992, dvs hvor mange elever fra distrikt i, der skal g& i sko-

le j.

CAng

Beregner man si E: xij og sammenholder dette med bj,kan man an-
give en udnyttelsesgrad af skole j i % som

R

= X -

u.= 222 2J 100 g
J ky by
. 3

Lad os se pd resultaterne af to "ekstreme" kg¢rsler. Den fgrste
er det tilfelde, hvor J=42, dvs der ikke bliver bygget nye skoler
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‘indtil 1992 og bj for skole j antages at vare den samme i 1992
som i januar 1979 (se tabel 1 sgjle (a) og (b) og figur 1).

Den anden’ kgrsel er foretaget med J=45 og skgn over b. for skole

j 1 1992. Denne situation svarer til, at kommunens mest optimis-
tiske ekspansionsplan fgres ud i livet (se tabel 1 sgjle (c) og

(d) og figur 2).
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5.6 Pvelse: l
Diskuter, hvad derer systemet i eksempel 5.5 og pd hvilke méder sy-

stemet er &bent. °

5.7 Pvelse: :
Beskriv, hvorledes modellens konstanter bestemmes. Diskuter her-

efter om disse bestemmelser er rimelige.

5.8 Pvelse :

Hvad kan man sige om skolesituationen i 1992 ud fra computer-
kgprslerne ?

5.9 O@velse :

Kan man forestille sig, at der er forhold i og omkring modellen,
der politisk set er kontroversielle.

Det er klart, at jo stgrre systemer mennesket bliver i stand til
at beskrive - f.eks. med LP-modeller - jo stgrre kontrol fir vi

over systemerne, og dermed den virkelighed systemefne indgdr i.

Linear programmering er et eksempel p&, hvordan mennesket v.hj.a
matematikkens pracision og datamaskinens hurtighed kan opnéd til-
strekkelig overblik over et kompliceret system til at kunne fo-
retage indgreb i systemet, der kan>f§ det til at udvise en be-
stemt udviklingstendens..

Opstilling o§ brug af en LP-model er dog ikke altid uproblema-
tisk.

I selve opstillingsfasen stdr modelkonstruktgren med det dilemma,
at hvis modellen ikke beskriver systemet godt nok, kan den in-
formation om systemet, der trakkes ud af modellen, vare utro-
vardig. .

Dernast kan der vare interessemodsztninger mellem brugeren af LP-

modeller og menneskene i og omkring det system, som brugeren vil
@ndre p&.
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$.10 Qvelse: B ,
Forsgg at finde eksempler pd hhv kontroversielle og ukontroversielle
sielle anvendelser af LP. ’ <}

5.11 @velses

Diskuter om menneskets g¢gede kontrol over systemerne f&r konse-

kvenser for menneskenes frihed i al almindelighed.

S5.12 pvelse:
Diskuter om matematikken er af en sddan natur, at den giver
mennesket specielle muligheder forat kontrollere savel samfun-

det som naturens systemer.

SANDT ELLER FALSK ? DET ER OSSE SANDT !
JEG SI'R SANOT ! JEPS | DET HELE ER SANDT !
ABSOLUT SANDT ! INGENTING ER FALSK !

201 "DITIPUAS BinIED 4 DALIUA 661

|

HELE VERDEN ER SAND! | |DE VIL DA IKKE KNUSE EN
Ul ER ALLE SANDE ! OPTIMIST MED ET 0.3,
SANDE ! SANDE! SANDE | | | VIL- DE VEL, FRDKEN 7




Opgaver
1. Maksimer: 4x, + sz + 9x3 + 11x“
Nar ) X+ ox, + o x, +  x 215
7%, + 5x, + 3x, + 2x, £ 120
3xl + Sxi + 10x, + 15x, 2 100
Og x. 20 forj= 1,2,3,4

J

a) Opskriv start-simplextabellen med restvariable
b) Angiv pivoteringselementet ved fgrste iteration
c) Lg¢s problemet pa datamaskine.

Maksimer: 15k, + GXZ + 9%, + 2x,

Nar _2xlA+ x, + 5x, + 0,6x, £ 20
3Ix, + x, + 3x, +0,25x, £ 42
7x1 + _4xb £ 70

. Og . *j 20

a) Hvis flere forskellige eiementer kah bruges som
pivoteringselement, valger programmet elementet
med mindste sgjlénummer og Hgjeste rekkenummer.
Hvad bliver da pivoteringselementet ved fprste
iteration?

b) Lgs problemet p3d datamaskine

Minimer: -X_ - 3xz - 2x3
Nar 2x. + x, £ 50
Og x. 20

L¢s ovenstdende problem pd datamaskine og ahgiv
minimumsverdien i det optimale punkt.



Mak

a)

Nar

Og

Min

Nar

Og

a)
b)

simer og minimer:
X, b) x, - c) x, + x,
X, = X, £1
-x, + x, §1
X 20, x 20

1

Lgps ovenstéende LP~problem grafisk.

imer: —2xy = 3xs + Xg + 12%5

_2X|, - 9X5 + Xg + 9x7
1
3%

+

2

Xg = %xe - 2xq 2
2%, + 3%x5 - xg - 12x4
xj ; 0 for j = 4,5,6,

Omskriv problemet til standardform.

Lgs problemet pa datamaskine og gg¢r prgve med

den fundne l¢gsning. Hvad bliver l¢gsningen til

opgaven.

a) Los fglgende line®re programmeringsproblem:

b)

X, + 3x, - 2x; - X,

2x, + x, - 3x,

A 1A 1A

3%, - X, - x

X, 20
J

s T o4x,

Q(x) = - %, + 3x, - x, - 3x,

Opstil det tilsvarende duale problem og l¢gs dette.

= maksimum
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To smuglere tager til Tyskland for at hente billig sprut.
De har pd forh&nd aftalt med en mellemhandler, at de kan
k¢be.whisky og rom for henholdsvis 40 og 30 kroner pr.

flaske. Mellemhandleren har ialt 70‘f1asker whisky og 80

‘flasker rom. De to smuglere har imidlertid kun kunnet skaf-

fe 3400 kr til indk¢b¢t,og de har aftalt, at de h¢jst vil
forsgge at smugle 100 flasker spruf over gransen., Smugler-
ne ved fra tidligere,at de kan tjene 60 kx pd en flaske
whisky og 50 kr p& en flaske rom.

a) Opstil en LP-model som smuglerne kan bruge til at mak-
simere deres fortjeneste.

b) Lgs problemet grafisk og angiv hvilken kombination af
Whisky og rom smuglerne skal indkgbe for, at opna den
stgrste fortjeneste.

c) Lgs ogsd problemet p2 datamaskine og fglg lgsningsvej-

en iteration for iteration p& tegningen.

Et gartneri dyrker salat i vandkultur. Der benyttes to
typer flydende ggdningsblandinger. G1 og Gz. Blandinger-
ne indeholder 5 forskellige n@ringsstoffer A,B,C,D og E
i fglgende mzngder (gram/liter):

A B E \
G1 1 2 6 0 1
G2 5 4 2 1 0

Planterne optager pr dggn f¢lgende'mangder af narings-
stofferne (i gram) :

A: 12g, B: 159, C: 12g, D: 2g, E: 1g

Der skal tilfwjeslmihdst 25% mere af A og C end planterne
optager. Spildevandet skal inden det udledes renses for
overskydende mazngder af neringsstofferne A og B. Dette
koster 1 kr pr 3g af de pégaldende stoffer.
Prisen for ggdningsblandingérne er Gy: 1 kr/l, G,: 2 kr/l.
(opgaven fortsatter)

1
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8. (fortsat)r
a) Pstil en LP-model for ovenstdende problem, hvis l¢s;%
ning angiver hvor mange liter af blandingerne G1 og
Gy, der skal bruges pr. dg¢gn, hvis produktionen skal
holdes igang billigst muligt.
b) Lg¢s problemet grafisk.
c) Opstil det duale problem og lgs dette.

9. Peter er inde i en videoforretning for at leje videofilm

til den kommende week-end. Der er fplgende muligheder at
vaelge imellem.

Type Lengde Leje antal
Agent 90 min 40 kr 8
film

Science 120 min 60 kr 5
iction

Skrak 90 min 50 kr 2
film

Peter synes generelt, at science fiction og agentfiln

er lige sp®ndende, men at skrazkfilm er 50% mere spand-
ende.

Peter vil hgjst se videofilm i 12 timer denne week-end,
fordi der kommer s& meget godt i fjernsynet. Han vil
hgjst brug 300 kr pd at leje film denne week-end.
Hvilkeh filmsammensaztning maksimerer da spandingseffek-
ten for Peter?
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10. Pa et mejeri produceres og salges der dagligt efter fglg-
ende skema:

.Ravarer Produkter Salgspris Produktionsloft
5.1iter 1 1 ost 30 kx/1 1200 1 ost
ramalk 4 1 valle 1 kr/1 ingen

20 liter 1 1 smgr 25 kr/1 1000 1 smgr
rémalk 19 1 kerne 3 kr/1 ingen

1 liter 1 1 se¢d 3,5 kr/1 300091 s¢d’
ramaelk

Mejeriet kan maksimalt f& leveret 50000 liter ramelk pr.
dag. ’

a) Opstil en LP-model der maksimerer salgsprisen.
b) Hvormange penge fir mejeriet ved salg af "biprodukterne"?
Hvormange procent udgg¢r dette af den samlede salgsprfs?

11. Smeglstrub er en mindre by med to skoler og tre skoledi-
strikter. Hvordan skal eleverne fra de tre distrikter for-
"deles pa de to skoler, sdledes at den samlede véjlangde
mellem skole og hjem minimeres og siledes, at.alle elever

far tildelt en skoleplads uden, at skolerne overbelastes

Den gennemsnitlige afstand for alle elever mellem et skole-
distrikt i og en skole j benavnes dij'
d11 = 0,4 km, d12 = 0,8 km, d

d31 = 1,2 knm, d32 = 0,8 km..

Eleverne i den skolepligtige alder i distrikt i benavnes

a;: a1-=290, a, ='300, az = 400

£ 1,6 km, d,., = 0,8 km

21 22

Der er imidlertid 12% af eleverne i Smeglstrup, der af en
alle anden grund ikke gdr i den offentlige skole.




Antalletréf klassevarelser i de to skoler benavnes bj :
15 og b, = 25.

b

1
I Smeglstrup er det et krav at alle eleverne skal havde

deres eget klassevarelse og at ingen klasser md havde mere

- 100 -

2

end 22 eléver.

a) Opstil- en LP-model, som skolekommissionen i Smeglstrup

b)

c)

kan bruge til

en skitse over Smeglstrup.

hjem bliver mindst mulig.

at finde den fordeling af skoleelever,
der giver den mindste samlede transportvej for eleverne.

Lgs problemet p&d datamaskine og angiv lgsningen evt. pid

Skaf evt. de aktuelle tal fra din egen kommune
s¢pg ved hjazlp en LP-model om eleverne faktisk er fordelt
pd en sadan mide,at den samlede afstand mellem skolenogg
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Opgave. Varetransport.

En virksomhed har 3 fabrikker P,Q og R, der af en bestemt vare
har lagre p4 hhv 30, 50 og 60 tons; hvoraf 65 tons skal leve-
res til kunde A og 75.tons til kunde B.

Udgifterne pr ton i en bestemt pengeenhed ved transport af

varen fra de tre fabrikker til kunderne fremgidr af fglgende
skema:

[Til a B
Fra P | 3 4 ‘
Q 2 7
R|6 5

Opstil en LP-model, der- bestemmer-den transport af varer, der
giver de mindste omkostninger.
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Opgave Bilfabrik.

En bilfabrik fremstiller bade biler og traktorer. Fabrikken er

opdelt i fire afdelinger, der hver varetager dele af produk-
tionen.

1) Metalstansning.

2) Samling af motorer.
3) Samling af biler.

4) Samling af traktorer.

Fremstillingen af en bil lagger beslag pd :
1/25000 af afdeling l.s kapacitet

1/34000 2.

1/22500 3.

For traktorer er de tilsvarende tal:
1/35000 af afdeling l.s kapacitet
1/17000 2.

1/15000 4.

Fortjenesten ved salg af en bil og en traktor er hhv. 3000 kr.
og 2500: kr. Hvordan skal produktionen planl®gges, nar den skal
give stegrst muliét overskud ?

Hvis fabrikken kunne slge en motor uden montering ved at bhe-
slaglagge 1/30000 af afdeling 1l.s kapacitet og 1/25000 af
afdeling 2 - hvordan skal produktionen s3 tilrettelagges,
nir fortjenesten pd en motor alene formodes at vare 2100 kr ?
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Opgave. Indke¢b af varebiler.

Et vognmandsfirma ¢hsker at udvide vognparken med 10 last-
biler. De kan valge mellem fglgende 4 forskellige typer:

Lasteevne Gennemsnitlig Person Pris
hastighed kapacitet
A lo t. 70 km/t. 1 420000 kr.
B 15 t. 65 km/t. 2 550000 kr.
c 12 t. .60 km/t. ) 1 390000 kr.
D 17 t. 60 km/t. - 2 425000 kr.

Lastvognene skal anvendes til langturstransport, s& for firmaet
gzlder det om at maksimere transportkapaciteten pr. de¢gn (mi3lt
i tons-kilometer/degn).

Vogntyperne er hhv. beregnet til 1 og 2 personer. Af hensyn til
"elleve-timers-reglen” m& hver vogn hgjst kere 13 timer i
dg¢gnet pr. person. Dog kan vogntype D af hensyn til motoren

kun kgre 20 tinmer i degnet.

Firmaet disponerer over i alt 14 chaufgrer til at varetage trans-
porten med de nye vogne. .
Opstil en LP-model, der maksimerer transportkapaciteten nar
firmaet regner med en maksimal udgift pA S mill. kr. til ind-
kpb af vogne. ’



STORE OPGAVER

De fplgende opgaver er fremstillet med det formdl at prasen-—
tere nogle problemer, der er velegnede til behandling med
line®r programmering. Opgaverne afspejler den kompleksitet,
der er karakteristisk for de tilsvarende modeller, som i
stor udstrakning bliver anvendt til lg¢sning af blandeproble-
mer, transportopgaver og produktionsplanlagning.

Det er tanken med opgaverne, at de kan besvares 1 grupper,
og at grupperne skriver en rapport over modelopstillingen,
og de resultater som modellen giver. Endvidere bgr opgaverne
rumme en grundig kritik af de oplysninger, som ligger til
grund for modelbygningen og en diskussion af modellens be-
rettigelse.

Opgave 1. Transport fra fgdevareterminaler.

En st¢rre dansk supermarkeds-kade har 3 fgdevareterminaler
placeret rundt omkring i landet. En i Esbjerg, en i Svenborg
og en i Roskilde. De skal tilsammen forsyne 5 varehuse, der
er placeret i Kgbenhavn, Alborg, Arhus, Odense og Holbzk med
fpdevarer.

Produktionen er tilrettelagt si den mengde fgdevarer, der skal
afsendes dagligt fra henholdsvis Esbjerg, Svendborg og Roskilde
er pd 750, 250 og 500 enheder. Fgdevarerne bestdr primert af
let fordervelige madvarer som malk, hakket k¢d og lignende.
Varehusene ligger derfor ikke med lager, og skal have tilfert
den samme mengde varer pr. dag. De store supermarkeder i de

3 stprste byer skal hver have 400 enheder, mens de 2 mindre
kan klare sig med 150 enheder om dagen.
Transportomkostningerne kan beregnes pr. enhed, der skal af-
sendes.

Desuden er der omkostninger
forbundet med at transportere varerne. Det kan antages, at
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disse er direkte proportionale med afstanden, og at det kos-

ter 0,05 kr pr. km at trahsportere en vare.

Opstil en LP-model, der kan minimere de daglige transport-
omkostninger ved distribution af fgdevarerne. '

Hint :

Opstil fgrst et skema over hvor ménge enheder, der kan leve-
res fra terminalerne, og hvor mange enheder de enkelte vare-
huse har behov for. Lad de variable betegne antal fgdevarer
fra en terminal til et varehus.

Hvilke betingelser skal sd vare opfyldt ?

Tegn et kort over Danmark og indtegn varehuse og terminaler.
Find afstanden i en tabel mellem alle afsendere og modtagere.
For at spare tid valges den direkte rute mellem terminal og
varehus. For transport med ferge md der beregnes en pris pé

0,20 kr pr. km pr.‘enhed.

Opstil en funktion, der er udtryk for de samlede transport-

omkostninger.

Hvad er de minimale omkostninger, og hvor mance varer skal
leveres fra terminalerne til varehusene ?

Supermarkedskaden overvejer at udvide med en ny terminal af

en kapacitet p& 150 enheder og 2 varehuse, der skal afsatte
samme mengde. Angiv med udgangspunkt i modellen ‘en placering
for hver af de 3 nye enheder, der stadig minimerer omkostning-
erne, og stadig sikrer en stor spredning ud over landet.
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Opgave 2. Kostplanlagning.

Nedenfor er opgivet forskellige kosttyper, deres naringsind-
hold samt priser. Desuden er de mindste daglige tilfe¢rsler

af kalorier, mineraler og nogle vitaminer opgivet for en per-
son af hankg¢n p& ca. 60 kg og hgjde ca. 170 cm i 15-18 ars
alderen. :

100 g mgrkt rugbred 28 gre
- plantemargarine 139 ¢re
- 30% ost 398 gre
- torskerogn/dése 183 gre
- 29 115 ¢re
- kylling 152 ¢re
- kartofler/gamle 30 gre
- tomater 179 ¢re
- porrer 200 gre
- leverposte] 119 ¢re

Opstil en LP-model, der minimerer de daglige omkostninger
til fg¢devarer, samtidig med at de daglige tilfgrsler over-
holdes. Sammenlign dette med,hvad et riﬁeligt dagsmiltid

sammensat af varerne vil koste.

Overve]j, hvordan modellen kan udvides til at omfatte flere

produkter eller flere betingelser for kostsammensatningen.
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Opgave 3. Bilfabrik.

En virksomhed fremstiller flere forskellige produkter med
det samme produktionsudstyr. Produkterne ligger i fglgende
varegrupper : biler, bilmotorer, bddmotorer, traktorer og
busser.

Produktionen af biler, traktorer og busser er hver opdelt
i 4 faser : Udstansniﬁg af plader til karrosseri ; Samling
af motorer ; Samling af k#retgjet og endelig lakering og
undervognsbehandling. Produktionen af motorer foregdr kun
i 2. produktionsfase.

Det samlede varekatalog bestdr af :

3 biltyper

2 bilmotorer
3 b&dmotorer
2 traktorer

og en bus.

De 3 biler, de 2 traktorer og bussen lagger hver beslag p&
en del af produktionsudstyret.

Til fremstilling af &t produkt medgdr fglgende dele af pro-
duktionsudstyret i hver af de 4 afdelinger.

Udstansning Motorer Samling Lak og undervogn

Biltype 1 1/10000 1/10000 1/10000 1/15000
2 1/8000 1/7000 1/9000 1/11000
3 1/5000 1/6000 1/6000 1/8000
Traktor 1 1/17000 1/10000 1/10000 1/25000
2 1/12000 1/8000 1/10000 1/25000

Bus 1/2000 1/5000 1/6000 1/8000
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Til fremstillingen af én motor lagges der beslag pad felgende
andele af motorafdelingens kapacitet.

Bilmotor type 1. 1/1000
2. 1/1100
Badmotor type 1. 1/1100
2. 1/1200
3. 1/1300

For at produktionen kan forlebe rationelt skal der fremstil-
les mindst 100 enheder indenfor hver af de 5 varegrupper. '
Fortjenesten ved salg af de 11 forskellige produkter er pro-
portional med salgstallene for produkterne. Fortijenesten pr.
enhed for de forskellige produkter fremgir af felgende skema:

Typer _ Bil Bilmotor Bidmotor Traktor Bus

1 10000 5000 3000 7000 31000
2 15000 7000 4000 11000

3 21000 ' 5000

a) Opstil en model, der kan angive den produktions:sammensat-
) niné; der giver den maksimale fortjeneste i fabrikken.
b) Kan det eventuelt betale sig at undvare en eller flere af
de 5 varegrupper for herved, at frigere dele af produktions-
apparatet? ' .
c) ?rave'at variere fortjenesten pr enhed for de forskellige
produkter og se, hvad det betyder for den optimale produk-
tions sammensatning.




-110-

Opgave 4. Opskering af bagfijerding.

PérbAK i Roskilde indk¢besrbagfjerdinger fra svin til opskear-
ing og videre forarbejdning til forskellige d&se produkter.
Fjerdingen deles i 4 forskellige kgdkvaliteter:

Kvalitet 1 2 3 4

skart mellemskaert | bov afskaring,ben og sp=k
Opskerlng af en fjerding pa 30 pund giver fglgende fordeling

p& de 4 kvaliteter: % skart,

% bov, % afskering og resten
mellemskert.

Virksomheden har en aftale om fast leverance pid 1200 fjerding-
er om dagen.

I produktionen er der 5 forskellige kgdsammensatninger, der

alle forhandles i déser pd 300 g og 500 g. For hver 2 smd

ddser der fremstilles, skal der mindst fremstilles en stor

dase med samme kgdsammensatning. Dette af hensyn til udnyt- |
telsen af produktionsapparatet.

De 5 forskellige produkter er sammensat pd fglgeride mi3de ud-
fra de 4 k¢dkvaliteter:

Blanding 1. kvalitet 2. kvalitet 3. kvalitet 4. kval.
nr.

1 100 % 0 0 0

2 33 3 67 % 0 0

3 33 8 33 & 33 & 0

4 0 50 % 50 & 0

5 0 0 17 % 33 8

Blanding nr. 5 er hundemad og 50 % af denne blanding bestir
af rester fra de andre produktionslinier.

DAK regner med i gennemsnit at kunne holde fglgende avancer

pa sine produkter: (se skemaet naste side)
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Fortjenesten i kroner:

Blanding 1 2 3 4 5
nr.

300g dise 9 6 4,5 1,5 4
5009 dase 13,5 | 9 6,75] 2,25 | 6

a) Opstil en LP-model, hvis lg¢sning giver den sammensatning
af produktionen pd DAK, der giver den stgrst mulige for-
tjeneste. ,

b) Hvormeget betyder kravet om,at der skal produceres 1 stor -

" d&se for hver 2 smi daser for fortjenesten?

c) Prgv sélv at finde pd et forslag til en kgdblanding, der
sikre en god udnyttelse af alt kpdet fra bagfijerdingerne.

d) Hvordan kan skyggepriserne fortolkes for de begraznsninger,
der angiver mengden af kgd af de 4 forskellige kvaliteter.
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evaluering

del I



1. Prasentation af undervisningsforlgbene i praktikperioden.

Som tidligere navnt gennemfg¢rte vi i praktikperioden to
undervigningsforlgb. Bt 20 timers forlgb i en 3.9 mF klasse
og et 12 timers forlgb i en HF tilvalg.

Det overordnede forméllmed 30 timers praktikken var at under-
sgge, om det faktisk var muligt, ud fra undervisningsmateri-
alet, at planlzgge og gennemfgre et forlpb, der integrerer

de navnte meta-aspekter i behandlingen af den matematiske
teori.

I det efterfglgende vil vi prasehtére referater af de to
undervisningsforlgb, samt en beskrivelse af ideerne bag plan-
lagningen af forlgbene. Bagefter opsamler vi erfaringerne i
forhold til vores formgl med undervisningen og i forhold til
elevraktionerne under og efter forlgbene.

2. Beskrivelse af undervisningsforlgbet ;Agymnasieklassen.

Undervisningsmaterialet er fra starten tiltenkt gymnasiets
mF gren, og vi var derfor interesserede i at afprgve sd stor
en del af materialet som muligt i mF klassen.

Da vores undervisning foregik/under den eksisterende bekendt-
gprelse og en stor del af materialet ligger udenfor det op-
givne pensum var det naturligt, at lade "forsgget" vare en

del af det 40 timers valgfrie emne. P& denne baggrund valgte vi,
at undervisningen i gymnasieklassen i si hg¢j grad som muligt
skulle fglge det nye bekendtggrelsesforslag (1984).

Med dette som udgangspunkt kan vi navne 2 punkter, der er
vigtige at vare opmerksomme pd ved évalueringen af forse¢get.
For det fgrste har den slags undervisningsforse¢g ofte en
tendens til at lykkes, alene fordi det er nyt og anderledes.
0g for det andet har klassen i to og et halvt &r arbejdet
efter den gamle bekendtg¢relse, og har dermed b&de faglige
og arbejdsmetodiske forudsatninger, der er dikteret af denne.




I projektets afsnit 2.1 del I.diskuterede vi 3 problemer ved
at opfatte almendannelse som almen uddannelse. Intensionen
med forsgget var, at disse retningslinier skulle afspejles

i undervisningen. Vi vil derfor skitsere,hvordan vi har for-
spgt, at konkretisere vores undervisning i forhold til disse
retningslinier.

Eleverne skal forstd principperne i et fags/emnes struktur.
Det er oplagt, at en forstielse af et fags principper ikke
nds i lgbet af en undervisning pad 20 timer - det er en er-
kendelse, der skal opbygges gennem den samlede uddannelse,
ved at fagets principper og metoder understreges undervejs.
Den m&de vi har anvendt denne pointe (retningslinie) har
snarere veret af didaktisk art.

I gennemgangen af forskellige elementer af teorien har vi
netop lagt mere vagt p& at forklare essensen af en satning
end p& at bevise den. I nogle tilfzlde har vi alene baseret
generalisation pd en intuitiv forstdelse for udvidelsen frem
for en streng formel udvidelse. P4 denne mdde vil udvidelsen
ogsd nemmere fremstd som en reprasentativ anvendelse af
matematisk generalisation.

Principperne afspejles ogsi direkte i gennemgangen af for-
skellige modeller og pseudo-modeller. Abstraktion og ideali-
sering fremstdr som fundamentale problemer ved konstruktion
af matematiske modeller.

Integration af erfaring er vigtig.

Her kunne et egentligt tvarfagligt samarbejde vare yderst re-
levant. Dette har vi naturligvis ikke haft mulighed for. Men
materialet &bner mulighed for at etablere et s&dant omkring
skolemodellen i kapitel 6 - f.eks. med samfundsfag og/eller
geografi. Der ud over har vi - is@ar i forbindelse med de sto-
re opgaver - forsggt at lave opgaverne sdledes, at elevernes
egen intuition/erfaring kunne inddrages under besvarelsen.Béde




for at eleverne skal kunne fqrsta, at modellen afspejler pro-
blemet/systemet, men ogsd for at de skal kunne vurdere og kri-
tisere modellen. Det er sdledes vigtigt at modellernes emne-
omrdde appelerer til eleverne i form af aktualitet, inter-
esse, kendskab osv. Samtidig er det dog vigtigt, at udvalget

af modeller afspejler teoriens samlede anvendelsesomrade.

Integrationen kommér ogsd til udtryk i arbejdet med computére
1 undervisningen. Betydningen og ngdvendigheden af disse frem-—
'gdr blot ved selve arbejdet med modellerne, og integrationen
giver anledning til interessante diskussioner.

Som indledning til forlgbet startede vi méd et oplag om LPs
udvikling i tet samspil med milit@re og andre interesser.
Pointen ligger i en forstdelse af forskningens/videnskabens
betydning og funktion i relation til den ¢vrige samfunds-,
teknolégi- eller kulturudvikling.

Med hensyn til gennemgangen .af modeller vaf det vigtigt at
der afspejledes en vis realisme i modellerne, der sandsynlig-
gjorde, at tilsvarende modeller anvendtes som en del af et
beslutningsgrundlag. Og dermed igen viste h&ordan videnskaben
fungerer p3 mange niveauer. '

Undervisningen skal have vardi for eleverne.
Tilrettelagningen af undervisningen kraver en opfattelse af
verdibegfebet som en dynamisk stgrrelse. Vardien er ikke
statisk eller umiddelbar, men skal ses i forhold til den
konkrete klasse og det konkrete emne. Derved bgr vardien

af undervisningen komme frem i tilrettelagningen af for-
.lgbet i samspil med eleverne og justefes lgbende. Det bli- .
ver dermed ogsd begraznset hvor meget vagt vi p& forhind
har kunne lagge pd vardibegrebet i forberedelsen af under-
visningen. Vi har kunnet vurdere almendannelsen som vardi-
fuld, og dette afspejles i den vagt, vi har lagt pd aspek-




terne i undervisningen, men langere har der i dette korte
forlgb ikke varet mulighed for at lade vardien blive sty-
rende for forlgbet.

Som det vil fremgd af timereferatet, ndede vi "kun"” til og
med kapitel 3 i undervisningsmaterialet. Efter praktikperi-
oden overtog klassens larer igen undervisningen og afslut-
tede bl.a. gruppearbejdet omkring rapportopgaverne.

IKKE DET 7 16AR KRITISERE-
DE EN AF LERERNE OVEN |
KOBET MIN FROKOST !

HAN SAE JEG HAVDE FOR DET €R PR TIDE AT HOLDE
MANGE PEANUTS OG IKKKE OP, NAR DE O%4E KRITISE -
NOK GULERDVDER ... RER ENS FROKOST |
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Time
nr.

2.1. Timereferat for undervisningsforlgbet i gymnasieklassen.

Referat af timen

Presentation af os selv og dis-
positionen for forlgbet.

Gennemgang af kap. 1. Diskus-
sion af pointerne ved LP's ud-

viklings historie. (kap. l.).

Gennemgang af eksempel 1.1 6g
opgaveregning; @v. 1.6;1.7.
(kap. 1.)

Oplag om overgangen fra to til
tre variable. Diskussion af u-
tilstrakkeligheden af sivel

den grafiske metode som hjgrne-
inspektionsmetoden i det 3 di-
mensionale tilfelde. (kap. 2
$.15-21) '

Gruppearbejde omkring ov. 2.2;
2.3;2.8 og 2.10. ’

Tavlegennemgang af ¢v. 2.2;
2.3; 2.8 og 2.10 ved elever.

Prasentation af.det generelle
LP-problem p& standardform.
Gennemgang af omskrivning til
standardform. Behandling af
kriteriefunktionens - og nive-

aukurvens dimension. (kap.3 s.

21-26)

formdl med. timen

“At vise, at matematikkens udvik-

ling ikke altid er lgsrevet fra

samfundsudviklingen.

At se eksempler péd opstilling af
en LP-model og at forst& den
gfafiske lgsningsmetode.

- At give eleverne en geometrisk

forstdelse af et LP-problem med
tre variable. Samt at motivere

behbvet for en generel lgsnings=-

-algoritme. |

At trane den geometriske fornem-

melse.

At foretage en algebraisk generel-
‘lisation og fortolke denne geome-
trisk.



Time
1r.

10

11

12

13

—6_

Referat af time

Behandling af mulighedsomradet
i det generelle LP-problem, her-

undér begrasningernes dimension.,

Eksempel pd& en ikke-grafisk lgs-

nings metode. (Fourier-Motzkins

metode kap.2 s. 25-30).
Gruppearbejde omkring ¢v. 2.11;
2.12 og 2.17.

Tavlegennemgang af ¢v. 2.12 og

2.17. Opleg om omformning af u-
ligheder til ligningssystemer.
Indfgrelse af matrixnotation og
simple regneregler for matricer.
(kap.2. s. 31-33)

Gennemgang af lgsning af simple
lineare ligningssystemer vha.
rezkkeoperationer p3 totalmatris

cer. Muligheder for dimensionen

af lgsningsmangden. (kap.2 s.
34-40)
Elevgennemgang af ¢v. 2.25;2.30

Det generelle LP-problem pid ma-
trixform. Intuitive argumenter
for saztninger om det generelle

LP-problem. (kap.2 s. 40-46)

Gennemgang af simplexmetoden
ved rakkeoperationer i simplexe
tabellen. Geometrisk fortolk-
ning af en iteration i simplex-
tabellen. Vejledning i brug af
3 s. 47-52)

programmet. (kap.

Formal med time

At ferdigggre behandlingen af di-
mensions begrebet. Samt at disku-
tere muligheden for en éénerel
lgsningsmetode, herundef'problemer
ved praktisk anvendélseraf metoden.

Forberede lgsning af linezrelig-

ningssystemer,

At se en generel metode til lgs-

ning af lineare ligningssystemer.
Samt at forberede behandlingen af
det generelle mulighedsomride som
et lineart 1ighingssystem.

At anvende den udvidede dimensions-
opfattelse til intuitivt at forstéd
vigtige satninger om det konvekse
mulighedsomréade.

At forklare princippet i simplex-
metoden. gamt at diskutere ngdven-
digheden af, at en generel lgsnings
algoritme er anvendelig i en compu-

ter.



Time
nr.

14-
15

18

19

20

Referat af timen

Gruppearbejde omkring gv. 3.1
og opstilling af LP;modéller
for opgaverne "varetransport"
og "indke¢b af varebiler". Samt
computerkgrsel af disse model-
ler.

Opstart af gruppearbejdet om-
kring rapportopgaverne.

Gennemgang af "straffemetoden"
til afskaffelse af negative
h¢jresider i standardformen.
(kap.3 s. 61-65)

Gennemgang af det duale pro-

. blem vha. et eksempel. Speci-

elt den gkonomiske fortolk-.
ning af ‘dualitet.

Evaluering af forlgbet.

Formdl med timen

At eleverne far lejlighed til selv
at matematificere og lgse konkrete
problemer.

At eleverne gennem et langere for-
lgb pad 5-6 timer fir lejlighed til
selv at opstille en LP-model, der

kan afpregves, diskuteres og forbed-

res i flere omgange.

At give et afrundet billede af sim-
plexmetoden som en generel lgsnings-

‘algoritme.

At give eleverne mulighed for at
lave en simpel fglsomhedsanalyse
af deres egne modeller i rapport-
terne. Samt at l®gge op til videre

arbejde med materialet.



2.2. Evaluering af gymnasieforlgbet.

I evalueringen vil vi specielt behandle vores erfaringer
omkring inddragelsen af de tre aspekter og den anvendte
arbejdsform. Bagefter vil vi s8 kort redeggre for, hvordan
vi har brugt erfaringerne fra undervisningsforlgbet i redi-
geringen af materialet.

1) Det historiske aspekt.

Tilsyneladende interesserede eleverne sig ikke specielt for
den historiske udvikling af matematisk teori. Generelt
havde eleverne den opfattelse, at det ikke er matematisk
kvalificerende at beskzftige sig med den historiske udvik-
ling af matematik. Derfor er det vores erfaring, at hvis
eleverne skal motiveres til at beskaftige sig med historisk
matematik’}, m& undervisningen integrere de historiske aspek-
ter med indl®ringen af konkrete matematiske ferdigheder.

I vores undervisningsforlgb havde vi ikke i tilstrakkelig
hgj grad integreret de historiske aspekter. Specielt time
2 og 3 var historisk orienterede, hvilket ikke virkede
synderligt motiverende pd eleverne. Senere opstod der dog
interesse omkring sammenhzngen mellem udviklingen af LP og
udviklingen af computeren. P& denne baggrund havde det nok
varet formdlstjenligt at lagge tyngdepunktet for de histo-
riske aspekter senere i forlgbet.

2)‘Mode1—aspektet.

Eleverne gav samstemmende udtryk for, at "det er rart at se,
at matematikken ogsd kan bruges til noget". Eleverne opfat-
tede det som udbytterigt og kvalificerende selv at opstille
og behandle en matematisk model. Denne holdning var meget
generel selv om mange af eleverne havde svart ved at mate-
matificere.




Hvad kritik og vurdering af en matematisk model angdr, havde
eleverne meget svart ved at éatte sig ud over matematikkens
sadvanlige lgsningsentydighed. Umiddelbart kunne eleverne
ikke indpasse modelkritik i deres matematik-opfattelse og
nogle mente, "at det mitte hgre hjemme i samfundsfag".

Sammenfattende kan man sigé om model-aspektet i vores under-
visningsforlegb, at det var meget motiverende for eleverne at
opstille matematiske modeller, hvis resultater realistisk
kunne anvendes til lgsning af et "virkeligt" problem. Dette
kom spécielt til udtryk i'arbejdet med rapportopgavefne, der
fungerede temmeligt godt.

3) Det datalogiske aspekt. .

De fleste af mF-klassens elever havde pa forhdnd integreret
sig i det datalbgiske, i kraft af hjemmecomputére og time-
lénge ophold ved skolens data-anlag.‘Klassen var derfor som
helhed meget interesseret i at anvende data-anlagget i be-
handlingen af LP. Det padagoéiske problem i forbindelse med
anvendelse af datamaskinen var derfor at. inddrage de elever,
der ikke pé& forhand var datalogisocialiserede. P& dette

- punkt viste det sig imidlertid, at eleverne‘indbyrdes var
vaesentlig bedre til at lare datalogiske fardigheder fra sig
"end de rent matematiske. ‘

.4} Arbejdsformen.

Som det fremgir af referatet har vi brugt en del tid pa

gruppearbgjde, specielt omkring opstillingen af stg¢rre LP-
modeller.

Klassens indstilling til gruppearbejde var pd forhdnd meget
negativ : "gruppearbejde er spild af tid". Nesten alle
grupperne udtalte efter forlgbet, at de havde haft proble-
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mer med at f& gruppeérbejdet til at fungeré. Generelt funge-
rede gruppearbejdet omkring de afsluttendé rapportopgaver
nogenlunde tilfredsstillende.

Vi har tidligere argumenteret for at anvende gruppearbejds-
. formen i forbindelse med inddragelse af model-aspektet.
Erfaringerne fra mF-klassen viser imidlertid, at det er en
forudsatning, at eleverne er motiverede for gruppearbejde.
Denne motivation kan man opnd dels ved at vanne eleverne
til gruppearbejde i matematik tidligt i gymnasieforlgbet,
dels ved at papege den realisme, der afspejles i gruppe-
arbejdet. Endeligt er det vigtigt at gruppearbejdet ikke
overdrives eller misbruges, da det uvargeligt ville give
eleverne negative oplevelser med arbejdet.
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3. BESKRIVELSE AF UNDERVISNINGSFORLZBET I Hf—KLASSEN.

Formdlet med at afprgve dele af undervisningsmaterialet i
en HF klasse var at undersgge, om det er muligt at na frem
til nogle af de modelkritiske aspekter ved LP gennem selv
et kortere -undervisningsforlgb pa 12 timer.

For at kunne opfylde dette “formil mitte vi foretage et pas-

sende udvalg af vores undervisningsmateriale.

Vi valgte ligesom i gymnasieklassen at indlede forlgbet med
en gennemgang af den historiske udvikling af LP. Dette fordi
"det var en pointe ved forlgbet; at vise og diskutere anvendel-

sen/udviklingen af matematik. Diskussibnen skulle desuden

vaere opvarmning til de senere modelkritiske diskussioner.

Vi lagde vagt pa princippet i l1gsningsmetoden for store
LP-problemer, men vi forklarede blot algoritmen udfra de fy-
siske modeller fra opgave 1.8.

Allerede pd dette tidspunkt gjorde vi en del ud af opstil-
lingen af LP-problemer, det var nemlig vores ¢nske, at elev-
erne selv skulle prgve at matematifiéere smd LP-problemer
med 5-6 variable for bedre at kunne forstd modelkritikkens
'préblemstillinger.

I den sidste del af forlgbet lagde vi vagt p& gruppearbejdet
omkring opstilling og ~lgsning af de "smi-store opgaver", der
skulle lzgge op til den afsluttende modelkritik-diskussion.

I gennemgang af skolemodellen (kapitel 6) har vi sggt at
integrere belysningen af de eksterne relationer i den mate-
matiske behandling af modellen. F.eks. diskuterede vi under
gennemgangen af modellen vanskeligheden i den made, hvorpé
modellens konstanter er fastlagt.

Det var vores hensigt, at eleverne i sd h¢j grad som muligt
skulle inddrage viden fra andre vidensomrdder i diskuésionen
af skolemodellen.
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3.1 Timereferat af undervisningsforlgbet i- HF klassen.

Refetrat af timen

Prasentation af os selv og af
dispositionen for forlgbet.

Gennemgang af LP's udviklings
historie. Oplag om videnskab-
ligggrelsen af beslutningspro-
cessen med eksempler fra er -
hvervslivets og militerets ud-
vikling. (kap. 1)

Opstilling af en simpel LP-model

i to variable. Gennemgang af den
grafiske lgsningsmetode anvendt
pd problemet. Diskussion af hjgr
neinspektionsmetoden, herunder
et lommeregner-program til at
beregne kriteriefunktionen i
forskellige punkter.

Opgaveregning i grupper ¢v. 1.6;
1.7

@gvelse 1.8, hver gruppe byg-
gede en fysisk model af gv. 1.7.
Diskussion af modellen herunder
princippet i simplex-metoden.
Eksempler pd LP-modeller med
flere variable. Diskussion af
mulighederne for at anvende graf-
iske metode i disse tilfalde.
Diskussion af mulighederne for
at anvende simplexmetoden i en
datamaskine. Vejledning i brug
af simplexprogrammet.

Formdl med timen

At give eksempler pé& sammenhengen

mellem samfundets og matematikkens
udvikling. Samt at lagge op til

en senere forstdelse af sammenhang
en mellem videnskabligggrelsen og

anvendelsen af matematiske modelle

At se eksempel p& opstilling af en
LP-model udfra problem-beskrivelse
Samt at forstd pricippet ved graf-
isk l¢sning.

Traning i grafisk lg¢sning.

At motivere behovet for en generel
lgsnings algoritme, ved at vise
den. grafiske metodes uanvendelig-
hed. Samt at give en intuitiv for-
st8else af princippet i simplex-

algoritmen.



Time
nr.

9 -
10

11

12

- 13

Referat af timen

Gruppearbejde omkring opstilling
af LP-modeller over de smé-store

opgaver. Lgsning af de opstillede

modeller p& datamaskinen. Opsam-
ling af resultaterne i plenum.

Gennemgang af Skole-modellen.

Herunder en diskussion af pro-

‘blemer ved matematificering af

virkelige systemer med henvis-
ning til de "smi-store" opgaver.
Gruppearbejder omkring @V. 6.6-
6.9 (modelkritik diskussion).
Opsamling af modelkritik diskus-

sionen.

Evaluering. af forl¢5et.

Formdl med timen

At £& eleverne til selv at matemati-
ficere problemer med en vis prak-

tisk relevans. At tolke modellernes
resultater i forhold til systemerne.

At se et eksempel pd anvendelse af
en autentisk model, der i princippet
ikke afviger fra de modeller elev-

erne selv opstillede.

At diskutere en konkret anvendelse

af en matematisk model.

-
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3.2. Evaluering af HF-forlgbet.

Da formilet med HF-forlgbet var at n3 frem til nogle af de
model-kritiske aspekter ved LP, vil vi f¢rst‘og fremmest
evaluere denne del af forlgbet. Fgrst skal vi dog behandle
den markante forskel i mdde, hvofpé det historiske aspekt
blev modtaget i de to klasser.

1) Det historiske aspekt.

I modsetning til gymnasieklassen var eleverne i HF-klassen
villige til at diskutere pointerne ved den historiske ud-
vikling af LP. HF-klassen havde ikke i samme grad et krav
om, at matematikundervisningen skulle vare konkret kvali-
ficerende. Mange elever udtrykte efter forlgbet tilfreds-
hed med, at de fra starten havde flet en form for historisk
overblik over LP. ’

2) Model-aspektet.

Ligesom i gymnasieklaésen var der stor interesse for anven-
delse af LP-modeller. Mange af eleverne var overraskede over,
at den matematik, der bliver anvendt 1 virkeligheden (skole-
modellen), ligger s& tat op af, hvad de selv kunne prastere.

Gruppearbejdet med opstilling af smd LP-modeller kravede
meget vejledning. Der var simpelthen for lidt tid til, at
grupperne kunne lare at matematificere.

I den afsluttende modelkritik diskussion var der stor inter-
esse for at diskutere problemerne ved anvendelsen af skole-
modellen. Men desvarre var det ogsd her karakteristisk, at
der havde varet for 1idt tid til at satte sig ind i model-
len.

Det er derfor vores erfaring, at det er meget vanskeligt at
tilgodese f.eks. model-aspektet pd en fornuftig mide, i den
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i forvejen h&rdt pressede undervisning p& HF-tilvalg. Men at
eleverne i hgj grad var motiverede og engagerede i arbejdet,

sd et langere forlgb kunne bare ffugt.

4. ENDRINGER AF MATERIALET PA BAGGRUND AF 30-TIMERSPRAKTIKKEN.

Vi besluttede at @ndre kapitel 2 i retning af en mere geome-
trisk orienteret fremstilling. Som eksempel herpé& kan navnes,
at vi har valgt at erstatte afsnittet om Fourier-Motzkins
eliminationsmetode med en grundig geometrisk fremstilling af
nogle satninger om konvekse mangder.

Denne ndring har vi foretaget,fordi der i undervisningsfor-
lpbet viste sig stor interesse for at fi stoffet anskuelig-
gjort geometrisk, specielt i det tre-dimensionale tilf=lde.

Det fremgdr af evalueringerne af de 2 forlgb, at kapitlet
ogAderaf fglgende diskussioner om LP's udvikling blev mod-
taget vasentligt forskelligt i de 2 klasser. Vi har valgt
ikke at lade dette f& nogle konsekvenser for selve opbyg-
ningen af materiaiet, men det bgr i den konkrete undervis-
ningssituation overvejes, hvordan disse diskussioner skal
indgd. Dette vil fg¢rst og fremmest afhaznge af hvad formilet
-(indledende, motiverende, dazkning af historisk aspekt, tver-
faglighed osv.) er med képiélet. Desuden betyder den énkelte
klasse noget for hvor udbytterig og inspirerende en diskus-
sion af-disse forhold bliver.

For at gg¢gre det aktuelt senere i forlgbet at vende tilbage
til netop denne diskussion,har vi for det fgrste valgt at
referere historiske pointer og for det andet har vi i det
nye kapitel 5 konstrueret et historisk eksempel, der -
sammen med andre af "militer-problemerne" - kan give anled-
ning til at fortsztte diskussionen fra kapitel 1.
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Pa baggrund af den store interesse for anvendelserne af LP,
har vi lavet et nyt kapitel, hvor vi behandler opstillingen
-af to stgrre LP-modeller i detaljer. Udover at vise flere-
anvendelser er det intensionen med kapitlet at give elev-

erne bedre forudsatninger for selv at opstille LP-modeller.

I de ¢vrige kapitler har vi foretaget f& strukturelle
" @ndringer.

~Derudover har vi tilfgjet materialet en del nye opgaver,
heriblandt nye rapportopgaver. ’
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EFTERSKRIFT.

Det har veret en forudsaetning for dette projekt, at en under-
visning i matematik er en ngdvendig del af almendannelsen. Vi
har ikke beskaftiget os med, hvorfor det er vigtigt at lare
matematik for almendannelsen. Derimod har vi med dette som
udgangspunkt forsegt, at konkretisere hvordan man kan give
et virkeligt>og alment billede af matematikken. Det er en
pointe at vise sa mange af matematikkens ansigter som muligt,
og heri bestdr den "matematiske almendannelse". Til dette
formdl har vi fundet en pragmatisk definition af begrebet
almendannelse tilstrekkeligqg.

Hvis aspekterne i de nye bekendtggrelsesforslag far tilstrak-
keligt fodfaste i matematikundervisningen, mener vi, som vi
har gjort rede for, at det vil have en almendannende effekt
pd eleverne. Det er klart at aspekterne giver anledning til
en rakke problemer af padagogisk art. Dels mht. l@rernes ud-
dannelse og dels mht. undérvisningsmateriale. I lgbet af

" dette projekt, der jo fortrinsvis har‘veret koncentreret om
fabrikation af undervisningsmateriale, har“vi bl.a. gjort-
felgende erfaringer:

1) Det er ikke ngdvendigt med &t forlgb til at belyse
det historiske aspekt, €t til modelaspektet osv. Et
forlgb kan mdske bruges til at illustrere flere v
aspekter, ndr bare man gir dybt nok i belysningen.

2) Der er behov for en grundig diskussion om, hvad det
er, man vil opnd med de enkelte aspekter, og hvordan
dette skal smitte af p& materialevalget. Mht model-
aspektet har vi fundet det nyttigt at indfg¢re en
rakke "hjelpebegreber", der kan fungere som rette-
snor i materialeforarbejdningen. Hexr tanker vi spe-
cielt p& begreberne realisme, matematificering og
reprasentativitet.




Til sidst vil vi fremhave en rzkke mulige forlgb - ud over

de i bekendtgprelsesforslagene navnte. Her vil det vare mu-
ligt at integrere flere af aspekterne. Kendetegnende for for-
lgbene er, at de indeholder muligheder for at illustrere
autentiske anvendelser.

Differentialligningsmodeller. Her findes der en rakke
smd og store modeller, der f.eks. kan illustrere for-
skelle mellem erkendelses- og beslutningsmodeller
(eksempelvis modeller for radioaktivt henfald kontra
nordsgmodellen) .

Deterministiske og stokastiske modeller. Der findes
masser af velegnede deterministiske modeller, mens de
stokastiske modeller ofte kan vare ret komplicerede,
s3d vagten kan lagges pd at understrege principperne

i disse.

Uddybning af modelbegrebet i sandsynlighedsregning.
Statistiske modeller. Eksempelvis i styring og kontrol
af produktionsprocesser, i lagevidenskab, fysik, opi-

nionsundersggelser o.1l.

Optimeringsmetoder. Anvendelser af maksimum-minimums-
bestemmelser, matematisk programmering o.l.

Geometri som modeller af fysiske rum.
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"LINEERE DIFFERENTIALLIGNINGER OG DIFFERENTIALLIG-
NINGSSYSTEMER" .

Mogens Brun Heefelt

"CAVENDISH'S FORSOG I GYMNASIET™.
Projektrapport af Gert Kreince.
Vejleder: Albert Chr. Paulsen



14/79

15/79

16/79

18/79

19/79

20/79

21/79

I

23/79

"BOQKS ABOUT MATHEMATICS: History, Philosophy, Edu-
cation, Models, System Theory, and Works of
Reference etc. A Bibliography",

Else Hoyrup.

"STRUKTUREL STABILITET OG KATASTROFER i systemer i
0g udenfor termodynamisk ligevagt”.

Specialeopgave af Leif S. Striegler.
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen.

“STATISTIK 1 KRAFTFORSKNINGEN".
Projektrapport af Michael Olsen og Jorn Jensen. .
Veileder: Jorgen Larsen.

YAY SPURGE 06 AT SVARE 1 fysitundervisningan',

Albert Christian Paulsen.

“MATHEMATICS AND THE REAL WORLD®, Procesdings of an
{nternational Workshop, Poskilds University Centre,
Denmark, 1978. Preprint.

Bernhelm Booss & Mogens Niss {eds.}.

MGEOMETRI, SKOLE 06 VIRKELIGHED®.

Projektrapport af Tom J. Andersen, To}'imy R. Andersen
og Per H.H. Larsen,

Vejleder: Mogens Niss.

“STATISTISKE MODELLER TIL BESTEMMELSE AF SIKRE DOSER
FOR CARCINOGENE STOFFER™.

ProJéktrapf)ort af Michael O'Isep og Jarn Jensen.
Vejleder: Jorgen Larsen.

“KONTROL 1 GYMNASIET - FORMAL 0G KONSEKVENSER"

ProJektrapport af. Crilles Bacher, Per S. Jensen, Pre-
ben Jensen og Torbeh Nysteen.

-ssnmnx 06 SYSTEHEGENSKABER (!)"
1-port lingd#rt response og stoj 1 fysmkken

Peder Voetimann Christiansen.

“ON THE HISTORY OF EARLY HAVE HECHAN[CS - with special
emphasis on the role of reallt(vity"

Nr. 14 er p.t. udglet.

-24/80
a+h

25/89

26/80

27/80

28/80

'MATEMATIKOPFATTELSER HOS 2.6’ ERE“
. En analyse. 2. In'cerviewmatermle

Projektrjapport af Jan Christensen og Knud Lind~
hardt Rasmussen.

vejleder: Mogens Niss.

“EXSAMENSOPGAVER", Dybdemodulet/fysik 1974-79.

“OM MATEMATISKE MODELLER".
En projektransgort 03 o artikler.

Jens Hojgaard Jensen n.fJ.

"METHOOOLOGY AND PHILOSO?HY OF SCIENCE [N PAUL
DIRAC's PHYSICS".

Helge Kragh.

"OLELEKTRISK RELAXATION - et forslag til en ny model
bygget pd vaeskernes viscoelastiske egenskaber”.

Projektrapport, speciale i fysik,.af Gert Kretnoe..
Vejleder: Niels Boye Olsen.

Nr. 24 asb er p.t. udgdet.

Nr. 26 er p.t.. udgdet,



29/80 "ODIN - undervisningsmateriale ti} et kursus i
differentialligningsmodeller”.

Projektrapport af Tommy R. Andersen, Per H.H. Larsen
og Peter H. Lassen.

Vejleder: Mogens Brun Heefelt

30/80 "FUSIONSENERGIEN - -~ - ATOMSAMFUNDETS ENDESTATION”. Nr. 30 er udglet.
Oluf Danielsen. Udkommer medio 1982 p8 Fysik-, Matematik- og Kemilarer-
nes forlag,
31/80 “VIDENSKABSTEORETISKE PROBLEMER VED UNDERVISNINGSSY-~ Nr. 31 er p.t. udgdet

STEMER BASERET PA MENGDELARE"
Projektrapport af Troels Lange og Jorgen Karrebak.
Vejieuze: Stig Andur Pedessen.

EFFEKTMAL [NGER"

Projektrapport, spaciale i fysik, af Crilles Bacher og
Prehan Jensen.

Vejledere: Niels Boye Olsen 0g Peder Voetmann Chri-
stiansen.

33/80 “KONSTITUERING AF FAG INDEN FOR TEKNISK-NATURVIDENSKA-
BELIGE UDDANNELSER. I-II".

Arne Jakobsen.

34/80 “ENVIRONMENTAL IMPACT OF WIND ENERGY UTILIZATION®. Nr. 38 er udgfiet.

ENERGY SERIES NO.1. Publ. i "Renewable Sources of Energy and the Environment”
Bent Sorensen. ] Tycooli International Press, Dublin, 198).

35/80 “HISTORISKE STUDIER I DEN NYERE ATOMFYSIKS UDVIKLING".
Helge Kragh.

36/80 T"HVAD ER MENINGEN MED MATEMATIKUNDERVISNINGEN ?*,
Fire artikler.
Mogens Niss.

37/80 “RENEWABLE ENERGY AND ENERGY STORAGE™. v E
ENERGY SERIES NO.2. -
Bent Sorensen.

38/81 “TIL EN HISTORXETEORI OM NATURERKENDELSE, TEKNOLOGI
06 SAMF

ijektrapporc af Erik Gade, Hans Hedal, Henrik Lau N
og Finn Physant.

Vejledere: Stig Andur Pedersen, Helge Kragh og
Ib Thiersen.

337381 “TIL KRITIKKEN AF VEXSTOKCNOMIEN".
Jens Hejgaard Jensen.

40/81 “TELEKOMMUNIKATION [ DANMARK - oplzg til en teknolo-
givurdering”.

Projektrapport af Arne Jorgansen, Bruno Petersen og
Jan Vedda.

Vejleder: Per Norgaard.

41781 “PLANNING AND POLICY CONSIDERATIONS RELATED TO THE
: - INTRODUCTION OF RENEWABLE ENERGY SOURCES INTO ENERGY
SUPPLY SYSTEMS”.

ENERGY SERIES NO.3.
Bent Sorensen.



\ 42/81 "VIDINSKAB TEORI SAMFUND - En introduktion til ’ L
materialistiske videnskabsopfattelser".

Helge Kragh og Stig Andur Pedersen.

43/81 1. "COMPARATIVE RISK ASSESSMENT OF TOTAL ENERGY
SYSTEMS™,

2. "ADVANTAGES AND DISADVANTAGES OF DECENTRALIZATION".
ENERGY SERIES NO.4.
8ent Sorensen.

44781 “HISTORISK UNDERSOGELSE AF DE EKSPERIMENTELLE FORUDSAT-
NINGER FOR RUTHERFORDS ATOMMODEL".

siaktrasport af Ni2ls Thor Nielsen.

veilager: Bent C. Jorgensen.

46/82 “EXSEMPLARISK UNDERVISNING-0G FYSISK ERKENDELSE -
I+I1 ILLUSTRERET VED TO EXSEMPLER".

Projektrapport af Torben 0. Olsen, Lasse Rasmussen 09
Niels Dreyer Serensen.

- Yejleder: Bént C. Jorgensen.

47/82 : "BARSEBACK 0G DET VARST OFFICIELT-TANKELIGE UHELD":
ENERGY SERIES NO.5.
Bent Sorensen.

48/82 "EN UNDERSOGELSE' AF: MATEMATIKU!NDERYISNINGEN PA" AD-
GANGSKURSUS TIL KOBENHAVNS TEKNIKUM*.

Projektrapport af 'Lis-Eilertzen, Jorgen Karrebak,
Troals Lange, Preben Norregaardy Lissi-Pedersen, Laust
Rishoj, Lill Ren, -Isac Showiki.

Vejleder: Mogens Niss.
49/82 "ANALYSE AF MULTISPEKTRALE -SATELLITBILLEDER™.
N . Projektrapport af Preben: Nerregaard.
Vej!edere: Jorgen Larsen &'Rasmus Ole:Rasmussen.

- 50782 "HERSLEV -~ MULIGHEDER FOR VEDVARENDE ENERG[ L EN
LANDSBY". ENERGY SERIES ND.6.

Rapport af Bent Christensen; Bent Hove-Jensen, Dennis
B. Maller, Bjarne‘Laursen, Bjarne-L{llethorup og Ja-
cob. Morch Pedersen.

Vejleder: Besnt Serénsen.

§1/82 "HVAD KAN OER GORES FOR'AT AFHJELPE PIGERS BLOKERING
OYVIPFOR MATZMATIN?®

Projektrapport af Lis Eilertzen, Lissi Pedersen, Lill

Ron og Susanne Stender. .

52/82 “DESUSPENSTON OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS"
- Bernhelm Booss & Krzysztof Wojciechowski.

53/82 “THE CONSTITUTION OF SUBJECTS IN ENGINEERING
EQUCATION" .

Arne Jakobsen & Stig Andur Pedersen.

54/82 “FUTURES RESEARCH" - A Philosophical Analysis of Its
Subject-Matter and Methods.

Stig Andur Pedersen & Johannes Witt-Hansen,



+

$5/82 “MATEMATISKE MODELLER" - Litteratur p3 Roskilde Vedr. tekst nr. 55/82:
Universitetsbibliotek. Se ogsa tekst 62/83.
En bibliografi.
Else Hoyrup. e

56/82 “EN - 10" - MANGE" - ’
€n undersogeise af matematisk okologi.
Projektrapport af Troels Lange.
Vejleder: Anders Madsen.

§7/83 T“ASPECT EKSPERIMENTET" - Nr. 57 er udgdet.
Skjulte variable i kvantemekanikken?

srt af Tom Juul Amdersen.

Sader Voetmann Christigaszn,

"58/83 "MATEMATISKE VANORINGER® - Modelbetragtninger
over spradning af dyr mellem smdbiotoper i
anarlandet.

Projektrapport af Per Hammershoj Jensen &
Lene Vagn Rasmussen.

Vejleder: Jorgen Larsen.

§9/83 "THE METHODOLOGY OF ENERGY PLANNING®.
ENERGY SERIES NO. 7
Bent Sorensen.

60/83 "MATEMATISK MODEKSPERTISEY - et eksempel.

Projektrapport af Erik 0. Gade, Jorgen Karrebzk og
Preben Norregaard.

Yejleder: Anders Madsen.

61/83 “FYSIKS IDEOLOGISKE FUNKTION", som et eksempel pd
en naturvidenskab - historisk set. i

Projektrapport af Annette Post Nielsen.

Vejlaedere: Jens Hoyrup, Jens Ho,)gaard Jensen o9
Jorgen Vogehus.

*
62/83 “MATEMATISKE MODELLER" - Litteratur ps Roskilde
Universitetsbidiiotek.

En bibliografi. 2. rev. udgave
Else Hoyrup

63/83 “CREATING ENERGY FUTURES: A SHORT GUIDE TO
ENERGY PLANNING®.

ENERGY SERIES No. 8
David Crossley & Bent Sorensen

64/83 “VON MATHEMATIK UND KRIEG™.

Baronelm 80735 ©f J2ns Eayrup

65/83 “ANVEKRDT MATEMATIK - TEOR[ E£LLER PRAKSIS".
Prajz

af Per Hazazirg Andersen, Kirsten
Haooros tan Ha‘s:-uensen. Annzlis2 von Moos,
Else Marie Pedersen, Erling Moller Pedersen.

Yajledere: Bernhaln Booss & Klaus Grindaum

66/83 "PATEMATISKE MONELLER FGR PERIODISK SELEKTION I
ESCHERICHIA COLI™.

Projektrapport af Hanne Lisbet fndersen, Ole
Richard Jensen og Klavs Frisdahl.

Vejledere: Jorgen Larsen og Anders Hade Madsen




67/83

68/83

69/83

71/33

72/83

73/83

Véj16déF: Bent Sorensén

"ELIPSIIDE METODEN - EN NY METODE TIL LINEAR
CROFRAIVERING?"

Projektrapport af Lone Biilmann og Lars Boye
Vejleder: Mogens Brun Heefelt

"STOKASTISKE MODELLER 1 POPULATIONSGENETIK"
- til kritikken af teoriladede modeller

Projektrapport af Lise Odgird Gade, Susarine Han-
sen, Michael Hviid, Frank Molgdrd Olsen.

Vejleder: Jorgen Larsen.

“ELEVFORUDSATNINGER 1 FYSIK"
Soen a3t i3 med Ao ur

~idert <he. Paulsen

THIDLERTIGS- OG FORMIDLINCSPROELEMER 1 MATEMA-
TIK PA VOKSENUNDERVISNINGSNIVEAU®

?:oyer»-anpor* af Hande Lisbet Andersed, Tor-
ten J. Andreasen, Sveni Faumann, Halle
qurup Jénsen, Kéld Fi. 1sén, Lene Vagn
Rasmussén.

Vejleder: Klaus Griinbaun & Andérs H. Madsen

“PIGER 0G FYSIK"
- et problem og én udfordring for skolen?

Karin Beyer, Sussanne Blegaa, Birthé Olsen,
Jetté Réich & Mette Vedel sby

"VERDEN IFOLGE PEIRCE" - to metafySISke
essays, om og af C.S. Peirce.

Pede¥ Voatmann Christiansén

“EN ENERGTANALYSE AF LANDBRUG
- dkologisk contrd traditioneit
ENERGY SERIES Ro. 9

Specialeopgave i fysik af
Bént Hove Jensen

74784

"MINIA RISER[NG AF MIKROELE fQONIK" - of vis
dénska ]1ggjort teknologi 0§ nytten af at

tak Jéfsén.

Vejledera: Jens Hojgaard Jensén og 8ent C.
Jorgensen




