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Resumé: RMC-modellen er en gittermodel for en viskgs vaeske, hvor hver partikel til-
deles et unikt energilandskab. Ligeveegtsdynamikken for modellen blev undersggt med
MonteCarlo-simuleringer, hvor hop kun tillades til en naboposition og overlap af par-
tikler forbydes. Simuleringer blev udfgrt for tre forskellige densiteter for en raekke for-
skellige temperaturer. Ved lave temperaturer og hgje densiteter relaxerer energikorrela-
tionsfunktionerne ikke-eksponentielt og der ses non-Arrhenius opfgrsel pa fragilitetsplot
af den temperaturatheengige diffussionskonstant og af relaxationstiderne. Den tidslige
udvikling af distributionen af partikelforskydningerne viser, at systemet opfgrer sig
»gaussisk« ved hgje temperaturer, mens distributionen bliver gradvist bredere med
faldende temperatur, hvor nogle partikler er fastlast i lang tid, mens andre er meget
mobile. Pa baggrund af disse resultater konkluderes det, at modellen indfanger nogle af
vaesentlige traek for en viskds vaeske.

Abstract in english: The RMC-model is a lattice model of a viscous liquid, where each
particle is assigned a unique energy landscape. The equilibrium-dynamic of the model is
investigated through MonteCarlo-simulations, where only nearest-neighbour jumps and
no overlapping of particles is allowed. Simulations were made for three different densities
for a number of temperatures. At high densities and low temperatures the model exhibits
non-exponential relaxation in the energy correlationfunction and fragility-plots of the
temperature dependent diffusion constant and of relaxation times show non-Arrhenius
behaviour. A monitoring of time-development of distribution of particle-displacement
shows, that a Gaussian approximation is reasonable at high temperatures in all densi-
ties, while gradual shift towards a “broader” distribution, where some particles remain
trapped for long times, while others are very mobile, is seen with decreasing tempera-
ture. These results lead to the conclusion, that the model captures some of the important
charactaristics of a viscous liquid.
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1 Indledning

En stor del af forstaelsen inden for fysik omhandler ligeveegts feenomener. Vi lever
imidlertid i en verden, der er konstant ude af ligeveegt og der findes utallige systemer,
som ikke kan beskrives med ligeveegts feenomener. Nogle eksempler er proteiner,
polymerer og glasser. Disse systemer er »fanget« ude af ligeveegt simpelthen, fordi
relaxationstiden til en teoretisk ligevaegt er for stor. I dette projekt ses neermere pa
seje veesker (navnet kommer af at de er tyktflydende), der ved nedkgling danner
en glas. Almindeligt vinduesglas er et kendt eksempel pa en glas, men de fleste
veesker kan danne en glas (ved tilpas hurtig nedkgling). I dette projekt gnsker vi
at undersgge feenomenet med en meget idealiseret model, der kun kan forventes at
beskrive feenomenologien. Modellen er meget simpel, og kan forklares i en saetning:
RMC-modellen er en gittermodel hvor partikler ikke mé overlappe og hvor hver
partikel tildeles en tilfeeldig energi i hvert gitter punkt.

Modellens kryptiske navn er en forkortelse for » Rome-Miinchen-Copenhagen«, der
henviser til den flyrute, hvor modellen blev undfanget. I flyet sad Thomas Schrgder
og Jeppe Dyre pa vej tilbage fra en konference om glasser og diskuterede, hvad man
kunne stille af krav til en model for en sej vaeske. I forbindelse med dette opstod
ideen til RMC-modellen.

Projektets overordnede formal har vaeret, at undersgge denne model for glasegen-
skaber. I denne proces har vi regnet p& termodynamikken i modellen. Denne er
forholdsvis triviel, mens dynamikken er mere kompleks. Undervejs i projektet er der
udviklet et Fortran90 program til Monte Carlo simuleringer af modellen. Tempera-
turen og teetheden af partikler ma forventes at have en stor betydning dynamikken,
og der er derfor lavet simuleringer, hvor disse er varieret. Outputtet fra program-
met er den tidslige udvikling af partikelkoordinater og energier. Disse er undersggt
pa forskellige méder for at forstd dynamikken. En del af projektet har ogsa veeret
at klarleegge hvorfor modellen kan forventes at have de rigtige egenskaber - samt at
finde termodynamikken i modellen. Arbejdet med modellen er ikke dog fuldsteendigt,
og det vurderes at modellen har potentiale til at blive undersggt videre.

Den personlige motivation for projektet udspringer dels i en interesse for computer-
fysik og dels i en interesse i glas-fysik. En del af arbejdet i lgbet af projektforlgbet
har bestdet i at udvikle programmet til at simulere dynamikken. Undervejs er der
lavet utallige programmer, som gradvist er blevet forbedret og tjekket for fejl. Ingen
i gruppen havde tidligere programmeret i Fortran90, men dette blev leert i lgbet af
projektet. En anden vigtig del har bestaet i at databehandle og analysere koordinat-
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2 Indledning

filerne fra programmet, for at forstd dynamikken i systemet, og denne analyse kan
sagtens fortsaettes. Desuden har arbejdet bestaet i del matematisk gymnastik, for at
udregne forskellige analytiske udtryk og approximationer. Sidst er der lavet et mindre
litteratur studie for at kunne vurdere modellen i lyset af andre modeller. Undervejs i
projekt forlgbet har gruppen deltaget i IMFUFA’s studiekreds omhandlende glasser.
Glasgruppen har veeret til stor hjelp gennem hele projektforlgbet.

1.1 Rapportens opbygning

Kapitel 2 og 3 er af mere teoretisk karakter og vil kunne udelades af nogle. Det
forste omhandler feenomenologien omkring seje vaesker og glasovergange, mens det
andet omhandler computersimuleringer generelt. Herefter fglger et kapitel om selve
RMC-modellen. Ideen med - og baggrunden for RMC-modellen gennemgas, og den
sammenholdes med lignende modeller. I dette kapitel udregnes ogsd termodynami-
ske storrelser og der udledes en middelhoprate for systemet. Kapitel 5 omhandler
programmet til at Monte Carlo simuleringen. I kapitel 6 gennemgas og diskuteres
de fundne dynamiske egenskaber for modellen. I kapitel 7 samles op pa tradene
og resultaterne diskuteres indbyrdes. Herefter folger en konklusion. Der er tre ap-
pendix: matematiske mellemregninger, »finite-size« effekter og Fortran90-program
koden. Bagerst findes en litteraturliste.



2 Seje vaesker og glasovergange

En sej vaeske er — som navnet antyder — en vaeske, der flyder langsomt. Man kan fx.
teenke pa shampo eller honning i forhold til vand. En sej veeske er séledes karakteri-
seret ved en hgj viskositet, n, idet viskositeten netop er et mal for flydemodstanden
i en vaeske, og dermed hvor let molekylerne i en veeske kan bevaege sig i forhold til
hinanden.

Der findes grundleggende to forskellige méder at frembringe en sej veeske: (un-
der)afkgling eller trykpéavirkning. De fleste veesker kan underafkgles, dvs. at veesken
kan kgles forbi dens smeltepunkt uden at vaesken krystalliserer. Den underafkglede
tilstand er en metastabil ligevaegtstilstand, og veesken vil altsa forblive i denne til-
stand, hvis den ikke pavirkes udefra. Ved fortsat nedkgling vil veeskens volumen (og
entalpi) formindskes samtidig med, at densiteten og viskositeten stiger.
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Figur 2.1 Pa figuren ses en nedkglingskurve for polyvinylacetate. Afhaengig af ned-
kglingsraten falder systemet ud af ligeveegt ved forskellige temperaturer. P4 figuren ses
ogsa udvidelseskoefficienten a = %g—;, som i glasovergangen sendres kontinuert fra en

vaeskeveerdi til en faststofveaerdi. Fra Zallen [1983] (efter Kovacs, 1958)



4 Seje vaesker og glasovergange

Nér man kgler pa en vaeske sker der i virkeligheden det, at man bringer vaesken
infinitesimalt ud af ligevaegt, hvorefter der indstiller sig en ny ligeveegt i veesken. To
processer bidrager til et nyt ligeveegts-volumen (se figur 2.2):

Vibrationelt: I bindingerne i molekylerne og mellem molekylerne er der termi-
ske vibrationer. Da vibrationerne foregdr i anharmoniske potentialer vil ikke
kun amplituden af udsvingene blive mindre, men ogsd middel bindingsleng-
den vil reduceres. En mindre bindingsleengde er ensbetydende med et mindre
ligeveegtsvolumen.

Strukturel omlejring: Bedre pakning af molekyler vil generelt medfgrer en lavere
potentiel energi. Nar temperaturen sankes vil molekylerne derfor foretage en
strukturel omlejring for at pakke teettere.

Néar vaeskens viskositet stiger, vil den strukturelle omlejring tage leengere og leengere
tid og pa et tidspunkt vil denne tid overstige nedkglingshastigheden, og vaesken falder
ud af ligeveegt. Veeskens volumenkurve vil da bgje af fra veeskekurven og fa en lavere
heldning, som er nogenlunde den samme haldning som krystallens. Dette skyldes, at
veeskens konfiguration »stivner« saledes, at molekylaer omstrukturering ikke leengere
er mulig, og dermed er det eneste bidrag til volumensendring det vibrationelle —
ligesom i et fast stof.

Denne overgang er kontinuert og kaldes en glasovergang. Glasovergangen indtrae-
der altsa, nar den sejtflydende veeskes relaxationstid overstiger nedkglinghastighe-
den. Dermed er glasovergangstemperaturen, Ty, bestemt af den eksperimentelle tids-
ramme. P& figur 2.1 ses en (T, V)-kurve for polyvinylacetate nedkglet med to for-
skellige hastigheder. Det ses, at kurven for den langsomme nedkgling bgjer af senere
end den hurtige nedkgling, hvilket giver to forskellige glastemperaturer, Té og Ty.

Som det fremgar er glasovergangen altsa ikke en klassisk termodynamisk faseover-
gang, men snarere et kinetisk eller dynamisk faeenomen [Ritort & Sollich, 2003].

2.1 Non-Arrhenius

Den opfgrsel beskrevet ovenfor er sddan set ikke overraskende: volumen af en vaeske
forventes at falde med faldende temperatur og med et mindre volumen bliver densite-
ten stgrre, og man vil forvente, at viskositeten stiger. Det som kan virke overraskende
er den store rate, hvormed viskositeten stiger med underafkglingen. Ved at antage en
aktiveret opfgrsel kunne en simpel model for viskositetens store temperaturaftheen-
gighed veere Arrhenius-lignignen

n = noe* (2.1)

hvor E4 er en aktiveringsenergi.
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Figur 2.2 Principskitse af trajektorie af massecentrum for et molekyle i hhv. en vaske og
et fast stof (fra [Zallen, 1983]).

I de fleste glasformende vaesker observeres imidlertid store afvigelser fra Arrhenius-
opforsel med faldende temperatur. P& figur 2.3 ses et Arrhenius plot (log;qn som
funktion af Ts/7) for forskellige veesker. Glastemperaturen, Ty, er her en skalerings-
parameter valgt siledes at viskositeten ved T}, har en veerdi pad 10'?Pas. Som det
ses varierer kurverne for de forskellige materialer fra en naesten Arrhenius-opfarsel
(en ret linie i dette plot) til en opfersel, der afviger betydeligt fra denne (kurverne
med et »buet« forlgb). Det er almindeligt at klassificere af veesker ved det sakaldte
fragilitetsindex, m, defineret ved hzeldningen af kurven i T}

m = 2198101 (2.2)

o(Ts/r) T=T,

Vaesker med et hgjt fragilitetsindex (typisk 50 — 150) kaldes »fragile« , mens veesker,
som er Arrhenius (m = 16), kaldes steerke vaesker.

2.2 Relaxation

En sej vaeske har en viskositet i stgrrelsesordenen 108 — 10'® Pa-s. Til sammenligning
er vands viskositet ved stuetemperatur af stgrrelsen 10=3 Pa-s [Harrison, 1976]. Ved
denne viskositet er vaesken viskoelastisk, dvs. den udviser béde faststofegenskaber
(elastiske egenskaber) samt veeskeegenskaber (flydeegenskaber), hvilket er &rsagen
til, at en sejtflydende veeskes egenskaber bliver tidsathangige.

Denne opfgrsel kan modelleres med et Maxwell-element (se figur 2.4), hvor fjederen
reprasenterer de elastiske, instantane respons og steddemperen repraesenterer det
langsomme flow i veesken [Harrison, 1976]. Hvis veesken antages Newtonsk under
flow (hastighedsraten, éy, er proportional med stresset, o) og de elastiske egenskaber
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Figur 2.3 Arrhenius plot af data for forskellige materialer. Glastemperaturen er defineret
til n = 102 Pas. De sakaldt staerke veesker er dem som udviser Arrhenius opfgrsel, dvs. fglger
en ret linie pa et log-plot, mens de fragile veesker har en tilsyneladende aktiveringsenergi,

der er temperaturathaengig. De buede kurver laengst til hgjre pa figuren er de fragile vaesker.
Fra [Angell, 1988].
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Figur 2.4 Et Maxwell-element er en fjeder og og en stgddsemper i parallel. Fra [Harrison,
1976]

antages at folge Hookes lov (forskydningen, eg, er proportional med stresset, o) kan
fglgende ligninger opstilles for systemet:

Newtons Lov : o =nén
Hookes Lov : o0 = Gue€n

hvor ¢ er det patrykte stress, éx er forkydningsraten af stgddeemperen, eg er fje-
derens forkydning, n er viskositeten og G, er det sdkaldte instantane shear-modul
defineret som graensen af det frekvensathengige shearmodul for frekvensen gaende
mod uendelig, Goo = lim,,_,00 G(w).

Da den samlede forskydningsrate for de to parallelforbundne elementer er summen
af forskydningsraterne fas

é:éN+éH:%+Gi;»né:a+Gio— (2.3)

o0 oo

Stgrrelsen 7/q., har dimensionen tid og kaldes Maxwell-relaxationstiden

TV = —; 2.4

For en vaeske er shear-modulet typisk Go =~ 10°Pa og den typiske viskositet for en
sej vaeske er i stgrrelsesordenen 1 ~ 10'?Pas, hvormed relaxationstiden bliver i stgr-
relsesordnen 7 ~ 103s [Harrison, 1976], hvilket ogsa er den almindeligt tilgeengelige
tidsramme for et eksperiment. Temperaturathengigheden af G, er meget mindre
end 7’s temperaturatheengighed og relaxationstiden, 7, for en viskgs vaeske kan der-
for opfattes som et mal for den tid, som en molekylaer omstrukturering tager ved en
given temperatur. Det ses, at de to stgrrelser  og 7 bruges i fleeng (idet de stort set
er proportionale) i forbindelse med fragilitetskurver (se eksempelvis figur 2.3).

Hvis et Maxwell-element udseettes for et stepinput i strain vil stresset relaxere eks-
ponentielt (»Debye«)

o(t) = opexp(—t/r,) eller o(t) = o9 (1 —exp(—t/ry)) (2.5)

hvor 09 = G (€ er storrelsen pé stepinputtet).



8 Seje vaesker og glasovergange

De fleste viskgse veesker relaxerer imidlertid ikke exponentielt. En ofte anvendt funk-
tion, der har vist sig at fitte data godt er en sakaldt »stretched exponential« (ofte
ogsé kaldet en KWW-funktion):

f(t) = foexp(—(t/-)?), hvor 0 < B < 1 (2.6)

Her er repraesenterer f en malelig stgrrelse, som f.eks. volumen eller enthalpi.

Denne funktion er imidlertid rent empirisk og arsagen til non-Debye relaxation er et
af de store spgrgsmal inden for glasforskningen.

Hovedspgrgsmalet er hvorvidt ikke-exponentiel relaxation er en indre egenskab ved
veesken (det homogene billede) eller om det der observeres for viskgse veesker i vir-
keligheden er en distribution af eksponentielle relaxationsprocesser, der tilsammen
giver det langstrakte forlgb (det heterogene billede).

Der er ogsa gjort forsgg pa at finde en sammenhaseng mellem fragilitet og ikke-
exponentiel relaxation [Angell, 1991].

2.3 Modeller for viskositeten af en sej vaeske

Der findes forskellige bud pa hvad der en den styrende faktor for viskgse vaeskers non-
Arrhenius opfgrsel. Her vil vi praesentere nogle af disse, dog uden at gé ind i udledning
(eller fortolkning) af disse. Falles for dem er en forestilling om, at dynamikken i en
viskgs veeske er karakteriseret ved en form for kollektiv opfarsel, dvs. at molekylerne
i vaesken ligger sa teet, at de blokerer for hinanden og derfor skal »samarbejde« for
at give plads til en omstrukturering.

I fri-volumen modellen antages at glasovergangen indtraeder ved et bestemt volumen.
Den styrende faktor for den molekylaere omstrukturering skulle siledes veaere det
specifikke volumen til radighed for hvert enkelt molekyle, vy

r=mex (2 27)

vf

Denne model er er let at visualisere, men stemmer ikke serlig godt overens med
eksperimenter [Dyre, 1998].

I Adam-Gibbs-modellen forslds den konfigurationelle entropi, S., (defineret som for-
skellen mellem entropien af vaesken og entropien af den tilsvarende krystallinske fase)
som den styrende parameter

T = Tpexp (SCT> (2.8)
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Denne model er i bedre overensstemmelse med data, men den antager at der bag
glasovergangen er en underliggende anden ordens faseovergang, hvilket der ikke er
eksperimentel evidens for [Dyre, 1998].

Endelig er der shovingmodellen[Dyre et al., 1996]

(2.9)

cs

T:T()exp(

hvori det antages at »aktiveringsenergien« haenger sammen med de elastiske egen-
skaber af den omkringliggende vaeske og den energi det koster det enkelte molekyle
at »skubbe« den omkringliggende vaeske til side.

Shoving-modellen mangler stadig at blive grundigt testet.

2.4 Energilandskaber

Ideen med at beskrive en viskgs vaeskes dynamik i termer af et punkts bevaegelse pa
den 3N-dimensionelle potentielle energi hyperflade gér tilbage til Goldstein [1969].

Et energilandskab er en hyperflade i det (3N + 1)-dimensionelle rum, der udggres af
den potentielle energi, U, som funktion af samtlige molekylers positioner (3N koor-
dinater). Ved denne repraesentation af et systems tilstand udggr systemet et punkt,
der bevaeger sig rundt pa denne flade med en hastighed, der aftheenger af temperatu-
ren. Selve energilandskabet er uaftheengig af temperaturen, mens sandsynlighed for at
systemet befinder sig i en tilstand /et punkt er givet ved en Boltzmann faktor, e

Ved tilstraekkelig lave temperaturer vil hgjden pa energibarriererne i energilandska-
bet veere sammenlignelige med eller stgrre end den termiske energi, og man kan
forestille sig at systemet er fanget i et minimum pa denne overflade i leengere tid
indtil en termisk fluktuation bringer systemet over en barriere. Figur 2.2 illustrerer
forskellen pad dynamikken i et fast og i en viskgs vaeske. I det faste stof oscillerer
systemet omkring en ligevaegtposition (et minimum). I den viskgse vaeske vil denne
dynamik ogséd veere fremherskende, dog afbrudt af at kortvarige “flow-events”, hvor
en reel omstrukturering af et antal molekyler finder sted'. Denne forestilling om
dynamikken i en vaeske bekreeftes af computersimuleringer [Schrgder et al., 2000].

'Figuren er oprindelig teenkt til at vise bevaegelsen af et enkelt molekyle i hhv. fast stof og
vaeske, men figuren kan ligesd godt opfattes abstrakt som systemet reprasenteret ved et punkt pa
den potentielle energi-hyperflade
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AU

Figur 2.5 Skitse af et energilandskab i to dimensioner, dvs. den potentielle energi
som funktion af alle systemets partiklers positioner. Systemet er saledes repraesenteret
ved en partikel, og pa tegningen befinder systemet sig i et lokalt minimum. For at en
omstrukturering i systemet kan finde sted skal partiklen altsi over en af barriererne. Hvis
middelenergien af systemet er hgjere en maximum pa den hgjeste barriere vil systemet
ikke “mzerke” de forskellige barrierer (eller minima), mens hvis middelenergien er vaesentligt
lavere vil systemet have svaert ved at krydse barriererne, og dermed vaere fanget i dette
minimum.



3 Monte Carlo simuleringer

Computersimuleringer giver mulighed for at udforske modeller og teorier, som det
ellers ikke er muligt at undersgge enten pa grund af eksperimentelle vanskeligheder
eller fordi det er vanskeligt at regne analytisk pa tingene.

Der findes forskellige typer af computersimuleringer af klassiske modeller. I »Mole-
cular Dynamics« (MD-simuleringer) lgse de klassiske bevaegelsesligninger (dvs. New-
tons love) nummerisk, mens MC-simuleringer baseres pé brug af tilfzeldige tal og
statistisk mekanik. I dette kapitel ses naermere pd MC-simuleringer.

3.1 Teoretisk fundering af MC-metoden

Princippet i MC-simuleringer bygger pa Monte Carlo integration. Med denne me-
tode kan man approximere veaerdien af et besveerligt integrale ved brug af tilfeeldige
tal (heraf henvisningen til kasino-byen »Monte Carlo«). Lad os antage at vi gnsker
at finde integralet I = f;f f(z)dz. Efter en ligefordeling veelges tilfeeldige z-veerdier
indenfor intervallet Az = x5 — z1. For hvert z findes f(z) og der udregnes en mid-
delveerdi (f(z)). Integralet kan nu approximeres med I ~ Axz(f(x)).

Et statistisk mekanisk system bestdende af N partikler kan beskrives i et 6/N-
dimensionelle faserum — udspeendt af partiklernes impuls- og stedvektorer. Et punkt
i faserummet repraesenterer séledes en tilstand for systemet. En makroskopisk stgr-
relse, (A), for et system kan findes som et vaegtet gennemsnit over alle tilstande.
Sandsynligheden for, at systemet befinder sig i et volumenelement, dV, i faserum-
met, er givet ved

hvor Z = [ e~ #TdV er tilstandssummen (normeringsfaktoren).

(A) kan da findes som

_ [AeTirav

) / e~ dV

11
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hvor bade A og energien, F, er en funktion af samtlige partiklers positioner og has-
tigheder.

Dette integrale bliver hurtigt uoverskueligt, idet der skal integreres over 6 N variable
(hvor N oc 10%3). Istedet kan man lave en »sampling«, hvor nogle enkelte punkter i
faserummet udvaelges

M _E;
~ Zi:l Aie kT

E;
Zz’]\i1 R

(A) (3.3)

For M — oo er det klart at dette udtryk approximerer ligning 3.2 (for en diskret
model, f.eks. Isingmodellen, skal ligning 3.2 allerede forstés som en diskret sum).

Men selv om dette er en forenkling i forhold til at skulle udfgre 6N integraler, er
det stadig ineffektiv metode, idet en tilfeeldig udveelgelse af punkter i faserummet
vil resultere i en stor meengde punkter der ikke veegter ret meget i summen, fordi
punktet (der svarer til en tilstand) ikke er szerlig sandsynlig.

Importance sampling

Istedet kan man lave en »importance sampling«. Ideen bag dette er ligning 3.2 kan
omskrives til [Allen & Tildesley, 1991]:

fAe*fBEdV
(4) = e PEqy (3.4)
_ fAe_ﬂED_lDdV 55
[e PED1DAV (3:5)

hvor D er en vilkarlig fordelingsfunktion.

De to udtryk i ligning 3.5 er jo i virkeligheden et veegtet gennemsnit for fordelingen
D, hvorfor vi kan veelge at skrive (A) pa folgende made

(ay = A "D o

PPy, (3.6)

Disse vaegtede gennemsnit kan si igen approximeres med en sum, hvor S er antallet
af tilstande, der summes over for at finde en middelvaerdi, og tilstandene er valgt,
sdledes at de opfylder fordelingen D:

1 S —BE; p—1
&2 A PPD;

A) ~ .
(4) 13 php] (3.7)
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Her ville det vaere oplagt at veelge Boltzmann-fordelingen, D; = %e_ﬂEi, hvorved
den ovenstdende sum reducerer til

(4) =

W0l ~

S
DA (3.8)
i=1
En metode til at generere et sddant kanonisk ensemble er Metropolis algoritmen.

Metropolisalgoritmen

Metropolis algoritmen er en metode til at udveelge tilstande, s& de har den gnskede
Boltzmann-fordeling. Algoritmen er som fglger [Metropolis et al., 1953] [Allen &
Tildesley, 1991]:

For et system i ligeveegt tillades en overgang fra tilstand ¢ til tilstand j
med overgangssandsynligheden:

1 forE; < E;
P, = J ’ 3.9
e { e~ % for Ej > E; (3.9)

En ny »prgve-tilstand« findes ved at flytte en tilfeeldig partikel i en tilfzel-
dig retning. Energizendringen ved dette traek, AE = E; — E;, athsenger
af det specifikke potentiale, der er pélagt partiklerne (se afsnit 3.3). Den
samme tilstand vil med stor sandsynlighed optreede flere gange, hvis et
treek ikke tillades. I séfald vil denne tilstand blot indgé flere gange i
summen i ligning 3.8.

Metropolis et al. [1953] har vist at denne metode, dels er ergodisk (enhver tilstand
kan nas fra enhver anden tilstand i et endeligt antal skridt), dels frembringer et
kanonisk ensemble.

3.2 MC-simulering og dynamik

Eftersom en MC-simulering i al sin enkelthed gar ud pa at generere en serie af
tilstande, der skal indgé i et veegtet gennemsnit med henblik pa udregning af en
eller anden statisk stgrrelse (f.eks. en middelenergi), er det ikke indlysende, at en
MC-simulering kan bruges til at beskrive af den tidslige udvikling af dynamikken i
et system.

Med nogle fornuftige begraensninger p& et MC-ryk, kan man imidlertid godt argu-
mentere for, at det er meningsfuldt at betragte dynamikken i en MC-simulering.
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Ved at partikler kun kan rykke til et nabosite i et gitteret, er kravet om lokal parti-
kelbevarelse! eksempelvis opfyldt. Der er mange eksempler i litteraturen pa at MC
simuleringer bruges til at beskrive dynamik, se f.eks. [Kob & Andersen, 1993b], [Fusco
et al., 2002] og [Bulnes et al., 1998]).

3.3 Potentialer

I den maske simpleste model af en vaeske beskrives vaeskens molekyler som sfeeriske
kugler (evt. med forskellig diameter), som interagerer via et givent potentiale.

Det simpleste potentiale er et sdkaldt »hard-sphere«-potentiale, hvor der ses bort fra
interne molekylaere frihedsgrader, samt intra-molekyleer tiltreekning. Dette vil giver
en partikel-partikel-interaktion, hvor frastgdningen er uendelig stor, hvis kuglerne
overlapper og ellers er 0. Dette kan skrives som

oo hvis rgp < Dy

Vab(rap) = { S (3.10)

hvor 7,4 er afstanden mellem centrum af kugle a og b og Dy, = /2Dy +1/2D er givet
ved diameteren af de to kugler.

Med dette potentiale opfattes veeskens molekyler som billiard kugler, der kun »maer-
ker« hinanden, nar de stgder sammen, men ellers bevager sig fuldsteendig uathaengigt
af hinanden.

Lennard-Jones potentialet er et lidt mere realistisk, men stadig simpelt potentiale,
der imiterer van der Waalske kraefter. Dette potentiale kan beskrives saledes

Vab(Tab) = €ab [(%)12 -2 (%’:)6] ; (3.11)

hvor €45 seetter en energiskala og o4 kan ses som en typisk afstand mellem to na-
bopartikler (funktionen har minimum ved 74, ~ o4, 0g ved tilpas lav temperatur
vil 744(t) vibrere omkring dette minimum). Forste led i dette udtryk beskriver den
store frastgdning mellem molekyler ved korte afstande, mens andet led beskriver den
hurtigt aftagende intermolekylaere tiltraekning.

Potentialet bruges til at udregne energizendringen i hvert MC-traek. Potentialet mel-
lem molekylerne udregnes oftest parvis udfra den antagelse, at kraften mellem to
partikler er tilnsermelsesvis uatheengig af andre molekyler i omegnen.

'der skal ogsa gzelde at en partikel kun flytter sig lokalt og ikke pludseligt »trylles« til en ny
position
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Periodiske rande
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Figur 3.1 Illustration af periodiske randbetingelser i 2 dimensioner. I midten ses systemet
(fuldt optegnet), der er omgivet af billeder af sig selv. En partikel, der bevaeger sig ud over

randen kommer ind i systemet igen fra den modsatte side.

3.4 Periodiske rande

I en simulering af et system ma der ngdvendigvis veere et endeligt antal partikler.
I praksis er det ofte et meget lille antal sammenlignet med den termodynamiske
greense (o< 10%3). En made, der ofte anvendes til at imitere et system i bulk, er ved
at indfgre periodiske rande, hvor systemet er omgivet af billeder af sig selv, se figur
3.1. En partikel, der vandrer ud over randen, kommer ind i systemet fra den modsatte

side.

Men selv med periodiske randbetingelser, kan der opstd systematiske fejl som fglge
af, at systemet er endeligt. Disse fejl kaldes finite-size effekter og ved simuleringer
bgr man altid sikre sig at disse fejl er minimale.

3.5 Gittermodeller

En diskretisering af bade rum og interaktioner vil medfgre en effektivisering af en
MC-simulering. Dette kan opnas ved at lade partiklerne leve pa et gitter, som for
eksempel et almindeligt kvadratisk gitter, og derved begraense de mulige retninger
partiklen kan g i.
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4 RMC modellen

I forste del af dette kapitel praesenteres og diskuteres RMC-modellen. Anden del af
kapitlet er af en mere praktisk karakter, hvor bl.a. forskellige analytiske udtryk og
approximationer for termodynamiske og dynamiske stgrrelser i modellen udregnes.

Kort beskrivelse af RMC-modellen

RMC-modellen er en latticemodel i 3 dimensioner, hvor N ud af N, gitterpladser er
besat med partikler, dvs. systemet har en densitet p = Nl Hver partikel tildeles sit
eget energilandskab, hvilket vil sige, at hver partikel tildeles en tilfeeldig energi i hvert
site pa gitteret. I modellen er der (endnu) ikke indfgrt anden form for interaktioner
mellem partikler end et »hard core«-potentiale, der blot betyder, at partikler ikke
ma overlappe.

Krav til modellen

De krav man kunne stille til en model for en sej vaeske:

1. Modellen skal have den rigtige termodynamisk greense, dvs. intensive variable
(som tryk, densitet, temperatur) skal forblive intensive, og ekstensive variable
(entropi, volumen) skal forblive ekstensive

2. Dynamikken i modellen skal ligeledes have den rigtige graense, dvs. at forskellige
relaxationsfunktioner ikke mé afhaenge af systemstgrrelsen.

3. Modellen skal efterligne karakteristika for en sej vaeske

4.1 Motivation for modellen

I det folgende ses pa de tanker, der er har ledt frem til RMC-modellen, og hvordan
man sikre sig at kravene bliver opfyldt, bl.a. ved at diskutere alternative modeller.

17
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4.1.1 MD-simuleringer

Schrgder [2000] har ved MD-simuleringer af en model-veeske (en »binaer-
LennardJones vaeske«) blandt andet undersggt veeskens bane i energilandskabet og
fundet, at systemet ved tilstraekkelig lave temperaturer er lokaliseret (pa neer nogle
termiske vibrationer) i et minimum i lang tid, for dernzest at hoppe til en ny placering
[Schrgder, 2000].

Schrgder fandt ogsa, at man kunne tilnserme denne opfgrsel med »inherent dyna-
mics«. Inherent dynamics bestar i, at man til hvert tidsskridt »quencher« systemet
— dvs. knytter placeringen i energilandskabet til det neermeste minimum. Hvert mi-
nimum tilskrives et omrade (»basin of attraction«), og hvis systemet befinder sig
indenfor dette omréde, hgrer det til dette minimum. Denne quenchede udgave af
veeskens dynamik udviser kvalitativt (og til en vis greense kvantitativt) de samme
dynamiske egenskaber som den »rigtige« dynamik. I de temperaturomrader, hvor
hopping dominerer dynamikken, er det meningsfuldt at knytte systemet til det neer-
meste minimum. Her kan inherent dynamics opfattes som en slags grovkornet udgave
af den rigtige dynamik, idet vibrationerne s at sige tages ud af dynamikken. Ved de
hgjere temperaturer hvor systemet har si stor energi, at det ikke »meerker« energi-
barriererne i energilandskabet, har det naturligvis ikke rigtig mening, idet man ved
quenching patvinger systemet en kunstig hopping-opfarsel.

4.1.2 Energilandskabet

P& baggrund af observationerne i [Schrgder, 2000], kunne man forsgge at modellere
en vaeske med en endnu simplere model, der blot lader systemet hoppe mellem ener-
giminima i et uordnet energilandskab. Det naeste simplificerende skridt ville veere
at lade systemet veere reprasenteret ved et punkt i et D-dimensionelt energiland-
skabsgitter (hvor D = 3N og N er antallet af partikler), og dermed se bort fra den
rumlige uorden og kun koncentrere sig om den energetiske uorden. En yderligere
simplificering er, at erstatte komplekse energetiske interaktioner med tilfseldighed
[Wolynes, 1992]. Herefter er det muligt at foretage en veeldig effektiv MC-simulering
af partiklens dynamik, idet disse simplificeringer gor det muligt at komme vaesentlig
leengere ned i temperatur og op i sample-stgrrelse.

Sadanne modeller findes i [Dyre, 1995] og |Béssler, 1987|. Disse modeller har imidler-
tid det problem, at dynamikken afheenger af systemets totale antal partikler, N, der
er en ekstensiv stgrrelse. Forklaringen er at den stgrste energibarriere, som partiklen
i energilandskabet skal forcere for at vandre frit samplet, er afheengig af dimensionen
af gitteret (der er afhaengig af antallet af partikler, D = 3N). Dette kan formuleres i
termer af percolationsteori, som omhandler den effekt man opnéar ved at variere »gra-
den af forbundethed« i et (stokastisk) system med tilfeeldigt valgte variable [Zallen,
1983]. Pa et kubisk gitter kan man fx. variere antallet af markerede sites og defi-
nere, at to sites er forbundne, hvis de er neermeste naboer og de begge er markerede.
Brgkdelen af markerede sites kaldes p. Der findes en bestemt veerdi, p., hvor systemet
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Figur 4.1 Et kubisk gitter, hvor hhv. 0.25 og 0.6 af gitterpladserne er udfyldt. Nar
udfyldningsgraden 0.6 er der opstaet en sti gennem gitteret.

percolerer, dvs. at der opstar en sti igennem hele gitteret'. P4 figur 4.1 illustreres
dette med et 2-dimensionelt kubisk gitter, hvor p = 0.25 og p = 0.6. For den lave
veerdi af p ses, at der kun findes sma isolerede »ger« af markerede sites, mens der
for den hgjere vaerdi af p tydeligvis opstér en sti gennem gitteret. Thresholdveerdien
pe for sitepercolation i et 2-dimensionelt gitter er fundet til 0.593, mens den for et
kubisk gitter i tre dimensioner er 0.311 [Zallen, 1983] (og naturligvis er p. = 1 i det
en-dimensionelle tilfzlde).

En percolationsenergi kan nu oplagt defineres ved ligningen [Schrgder & Dyre, 2002]

Ec
D(E)dE = p, (4.1)
0

hvor D(E) er en fordelingsfunktionen for energierne og p, er percolations-threshold.
For en boks-fordeling (ligning 4.2)betyder det, at E. = p,.

Gitter-energilandskabs-modellen har altsd den ugnskede sideeffekt at threshold-
energien atheenger af partikel antallet (idet dimensionen af energilandskabet er
D = 3N), dvs. at det skulle blive lettere og lettere for systemet at beveege sig
rundt i energilandskabet, jo flere partikler man inkluderer i systemet. Det strider
imod intuitionen, der siger at densiteten — og ikke antallet af partikler — burde veere
den afggrende faktor for, hvor hurtig eller langsom dynamikken i systemet er.

Dette problem kunne i princippet lgses ved at konstruere en energifordeling, der
opfyldte kravet om rigtig dynamisk skalering. Dette vil imidlertid medfgre, at ener-
gierne gennemsnitlig skal blive stgrre, jo hgjere dimensionen af gitteret, hvilket vil
have den uheldige konsekvens at middelenergien pr. partikel stiger med dimensionen.
Dette ville vaere i strid med den termodynamiske graense. Dette problem har veeret
forsggt afhjulpet ved indfgrelsen af en antagelse om at »flow-events« er lokaliserede i

'Percolationsteorien omhandler i princippet uendelig store gitre, men samme mekanisme gzelder
med nogen tilnzermelse i endelige gitre
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mindre regioner i veesken, siledes at antallet af partikler eller molekyler, der deltager
i en flow-event er fastlagt. Dette indebaerer to (potentielle) problemer:

It ignores region-region interactions that may be important because re-
gions are expected to be relatively small. Also, the picture is static and
not easy to relate to an actual flow that will deform regions. [Dyre, 1995]

I RMC-modellen undgas skaleringsproblemerne ved at et system eksplicit med alle
partikler i et 3-dimensionelt gitter og tildele hver partikel sit eget energilandskab
(efter en given fordeling, se afsnit 4.2). Man kan nu argumentere for at dynamikken vil
afhzenge af intensive stgrrelser som densitet og temperatur, mens den ikke aftheenger af
ekstensive stgrrelser som antallet af partikler eller antal gitterpladser (»volumenet«),
hvilket betyder, at modellens dynamiske egenskaber skalerer rigtigt - 2. krav pa side
17. Desuden vil de termodynamiske stgrrelser sdsom middelenergi og de deraf afledte
storrelser ogsa skalere rigtigt - 1. krav pa side 17 (se afsnit 4.4).

4.1.3 »Kinetic contraints«

I RMC-modellen m3 partiklerne ikke overlappe, hvilket betyder, at de er begraensede
i deres bevaegelse (»kinetic contraints«). Hgjdensitetsgraensen for modellen er inter-
essant, fordi en viskgs veeske typisk vil have en hgj densitet, og man forestiller sig, at
betydningen af at molekyler »fastldser hinanden« spiller en rolle for den langsomme
relaxation, der observeres i disse veesker. Ved lavere temperaturer bliver der, for den
enkelte partikel, leengere og leengere mellem gitterpunkter, der (termisk set) har en
lav nok energi. Ved hgje densiteter skal den enkelte partikel derfor »samarbejde«
med flere partikler for at finde et nyt ligeveegtspunkt.

I litteraturen findes talrige eksempler pad modeller af taette systemer, hvor beveegelser
i systemet er begrzenset given dynamisk regel [Kob & Andersen, 1993al, [Jackle, 2002]
og [Selitto, 2000]. I modellerne indgér imidlertid ikke nogen en energi der kan derfor
ikke defineres en temperatur sddan som man kan i RMC-modellen. Tkke desto mindre
er disse modeller interessante at sammenligne med RMC-modellen, da dynamikken i
hgj-temperatur greensen 8 = 0 udelukkende vil vaere bestemt af »kinetic contraints«.

4.2 Tildeling af energier

Som neevnt skal en partikel i et ethvert gitterpunkt have en tilfeeldig energi valgt ud
fra en given fordeling, Dy(e). En fordeling kan have forskellige kvaliteter:

1. give en middelenergi, varmekapacitet mm., der stemmer overens med empirien

2. veere tilpas simpel, s& den er til at regne pa
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3. kunne implementeres let i et computerprogram

Som den fgrste fordeling til at undersgge RMC-modellen har vi valgt at se pa en
boks-fordeling,
1 for0<ex<1

0 ellers (4.2)

D) = {
der udmaerker sig ved at opfylde 2. og 3. punkt, idet den er nem at implementere
i et computerprogram, da der findes mange algoritmer til denne fordeling (se afsnit
5.1). Som det ses i afsnit 4.4, er det desuden muligt at finde analytiske udtryk for
forskellige termodynamiske stgrrelser. Boks-fordelingen er ikke valgt for at opfylde
1. punkt.

4.3 Valg af enheder

Til at beskrive systemet benyttes dimensionslgs energi, reciprok temperatur, afstand
og tid.

Energier skrives i enheder af bredden af boks-fordelingen, de = 1, og folgelig defineres
den dimensionslgse reciprokke temperatur, 8 i enheder af /s, idet vi seetter kg = 1.

Afstande angives i enheder af afstanden mellem gitterpunkterne. Volumenet af sy-
stemet er antallet af gitter punkter, V' = N, og densiteten er p = ng, hvor N er
antallet af partikler. For nemheds skyld udtrykkes densiteten ofte som densiteten af
huller, p, = % =1 —p, hvor N}, er antallet af huller (Ng = N, + Np,).

Tidsskalaen sattes sdledes at t = 1 er den tid hvor alle partikler (i middel) har
forsggt et MC-skridt i alle retninger. Sammenhaengen mellem antallet af iterationer
med Metropolis algoritmen og tiden er da

[antal iterationer med Metropolisalgoritme]
t= 6N . (4.3)
P

4.4 Termodynamikken i modellen

Ved hjxlp af gengs statistisk mekanik, er det muligt at beregne termodynamiske
stgrrelser udfra tilstandssummen for systemet. I det naeste udledes tilstandssummen
for en enkelt partikel, Z;. Efter aflevering af projektrapporten er tilstandssummen
for hele systemet, Z, fundet. Udledningen af denne findes i Appendix D.

Ud fra den valgte energifordeling findes Z; (p — 0 greensen af Z) som:

M 00 1
Zy =) e P / D(e)e Pede = M / e Pede=—-M 1E(eﬂ —1) (4.4)
i=1 o 0
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hvor M er antallet af tilstande (antallet af gitterpunkter).

Middelenergien findes som

dln(zy) 1 1

<8>_ 8,8 _IB 6'3—1’

der i lav-temperaturgraensen (8 — 0o) og hgjtemperaturgraensen (8 — 0) findes? til

<d+{

Energien af enkelt partikel afheenger ikke af de gvrige partikler i systemet, men af
dens position i gitteret. Dette betyder at middelenergien for det samlende system bare
findes ved at gange middelenergien for en enkelt partikel med antallet af partikler

for B = o0

4.5
— 5 for p—0 (45)

N[ —

(E) = N(e) (4.6)

P3a figur 4.2 ses, at den teoretiske middelvaerdi er i overensstemmelse med de fundne
i en MC-simulering. Det er veerd at bemaerke, at hgjtemperaturgraensen for middele-
nergien er den man ville finde for en Gauss-fordeling (der er i overenstemmelse med
at at energiniveauerne for hele systemet i hgjtemperaturgraensen er Gauss-fordelt). I
lavtempereraturgraensen gar middelenergien mod en konstant veerdi, som er et udtryk
for at der er »bund« i energilandskabet.

Varmekapaciteten ved fast volumen findes fra middelenergien som

¢
@ 17

Co_ 1 ABB __p19m

Nk Nk og or " N 9B (4.7)

Den teoretiske varmekapacitet som funktion af temperaturen (%) ses 1 figur 4.3.

Den teoretiske spredning pa energien vil spille en rolle i forbindelse med norme-
ring af energikorrelationsfunktionen (afsnit 6.2). Denne findes ud fra sammenheen-
gen (Ae%)(= +(AE?)) = (%) — (e)*(det forste lighedstegn galder da varianser kan
adderes). Idet

1 & M [ 24 e B(B2+28+2
(e%) = Ezle e P 7/_00 e2Dy(e)e PPdE = +;2(e(_ﬂﬂ —_i_lf—i_ ) (4.8)

findes variansen til

%ved reekkeudvikling til 2. orden
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05 ¢
! *  2x2x2 gitter
5 ! x 55X gitter
' O 10x10x10 gitter
! + 15x15x15 gitter
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Figur 4.2 Middelenergi pr. partikel <—£) Punkter angiver veerdier fundet med MC-

simulering (Power-MC), og kurver angiver teoretiske veerdier.

Figur 4.3 2’;9 som funktion af temperaturen. Formen pé varmekapacitetens temperatur-
atheengighed i denne model af haenger af valget af energifordeling.
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b
(Ae?) = % Ta—op (4.9)

I [Beierlein, 1999, side 113] udledes den generelle relation

ey C

Ae®) = kT? - = — = B%(Ae? 4.1
(ae?) = k12 SEL = = B, (410)
Det ses ved sammenligning af ligning 4.7 og 4.9, at denne relation er opfyldt, hvilket
kan tjene som en kontrol af vores udregninger.

4.5 Dynamikken

Dynamikken i modellen »styres« af Metropolisalgoritmen (diskuteret i kapitel 3).
Denne algoritme er i sin natur diskret i tid, idet man i hvert tidsskridt forsgger et
hop med en partikel.

I den kontinuerte greense kan man definere en hoprate, I', som sandsynligheden pr.
tid for en @ndring i tilstanden. Dermed vil ['dt veere sandsynligheden for at zndre
tilstand i tidsintervallet dt.

Detailed balance

»Detailed balance« er kravet om, at der i ligevaegt ikke m& vaere en netto sandsyn-
lighedsstrgm mellem to tilstande. For alle tilstandspar ¢ og j skal der derfor galde
at

Flisy = Bl (4.11)
(8
P Lo
L ¢} (4.12)
P; Limsy)

hvor P; og P; er sandsynlighederne for at veere i hhv. tilstand i og tilstand j (givet
ved Boltzmann-faktorer), og I'(;, ;) og () er hoprater mellem tilstandene.

I overensstemmelse med Metropolis algoritmen, og definitionen af tidsskalaen (se
afsnit 4.3) er hopraterne givet ved

—B(E;—E;) . .
Ty = { e i) for E; > Ej (4.13)

1 for E; < Ej
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hvor E; og E; er energien af systemet i tilstanden 7 og j.

Hopraterne er altsd proportionale med sandsynligheden for at et MC-hop accepte-
res og bade hojre og venstresiden i ligning 4.12 kan derfor skrives som e A(Ei—F;)
Dermed er kravet opfyldt i RMC-modellen.

Masterligning

Dynamikken i systemet kan nu skrives op ved hjzlp af en masterligning, som er
en differentialligning i tiden, der beskriver esendringen i tid i sandsynlighed for at
systemet befinder sig i en given tilstand. For den i’te tilstand opstilles ligningen

oP;
5% > (TP —Tisy Py, (4.14)

J

hvor T" hopraten mellem tilstande og P;(t) er sandsynligheden for systemet er i til-
stand 7 til tiden ¢. Andringen i sandsynlighed for at finde systemet i tilstand ¢ er
sdledes givet ved sandsynligheden for at systemet befinder sig i en anden tilstand
P; gange hopraten fra tilstand j til 4 fratrukket sandsynligheden for at systemet
befinder sig i tilstand ¢ gange hopraten veek fra denne tilstand.

Denne kontinuitetsligning (ligning 4.14) beskriver en »sandsynlighedsbevarelse« i sy-
stemet. I ligevaegt skal sandsynlighedstrgmmen til en tilstand vaere lig med strgmmen
veek fra en tilstand.

Ligning 4.14 er i virkeligheden et ligningsystem med en ligning for hver tilstand. For
RMC-modellen er der

N,

M=m, -~

(4.15)

tilstande, hvilket giver et meget stort differentialligningssystem med en M x M-
matrix. Via vores MC-simuleringer lgser vi dette ligningssystem approximativt. I
det naeste vil vi dog se pa en udledning af en analytisk middelhoprate for systemet.

4.5.1 Middelhopraten

Middelhopraten, (I'),beskriver dynamikken i systemet til korte tider, idet sansynlig-
heden for at systemet har sndret tilstand inden for et kort tidsinterval, d¢, i middel
er givet ved (I')dt. P4 figur 6.3 side 45 ses korttidsdynamikken i en simulering, sam-
menlignet med det teoretiske fundet i dette afsnit.Mellemregningerne kan findes i
appendix A.1l side 83.



26 RMC modellen

Figur 4.4 Skitse af partikler omkring et hul (hvid kugle). Partiklerne pé figuren har ikke
samme farve for at illustrer at de er forskellige. Deres forskellighed kommer af at de har
hver deres energilandskab. Hopraten for et hul er da givet ved ligning 4.16.

For en given ligevaegtstilstand er der J tilgaengelige nabotilstande®. Overgangen til
en nabotilstand bestér i at en partikel hopper ind i et hul. P4 figur 4.4 ses partikler
der omgiver et hul. Den samlede hoprate for systemet er givet ved

J
r=>)Ty, (4.16)
Jj=1
hvor T'; er hopraten af den j’te partikel ind i et hul det er nabo til;

—B(eja—ej0)  f : .
e or €;1 > €
;= { It 7,0 (4.17)

1 for ;1 < €50

hvor €; er energien af partiklen der hvor den starter, og €;1 er energien af partiklen
i hullet*(i princippet skulle man bruge energien af hele systemet, E, men da der kun
ses pa energiforskelle ggr det ingen forskel). Da systemet er i ligevaegt vil € veere
bolzmannfordelt;

Be~Pei0 .
]‘,O — 1—8_3 fOI‘ O < 5],0 < 1 (418)
0 ellers.
Da g0 er ukorelleret med ;1 vil denne veere givet ved en ligefordeling;
_ 1 for0<egji<1
Djr = { 0 ellers. (4.19)

For at finde middelhopraten for systemet skal der integreres over alle de 2J parti-
kelenergier (fra —oo til 0o). Dette skrives som,;

J

2J)
(T) = / T[] DjoDjadejode;y, (4.20)
j=1

Dette 2J-dobbelte integral kan umiddelbart virke lidt uoverskueligt, men det er hel-
digvis muligt at omskrive det, se appendix A.1. (T') kan skrives som;

3De overgange der ikke er tilgeengelige, er dem hvor to partikler ender med at veere i samme
gitterpunkt.
“se f.eks. afsnit 5.4.3 side 35 om ventetidsalgoritmen
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B

Figur 4.5 (I';) som funktion af 3, se ligning 4.22. Den stiplede linier angiver lavtemperatur
graensen, se ligning 4.23.

(r)y= Z(Fi> = J(Iy), (4.21)

w AP —1-p) ., 2
;) = I;D;oD;1de;odeiy = ————F—— - =287 — 4.22
< z) /_Oo 1474,0474,10E5 0041 ,B(eﬂ—l) B B _1 ( )
I lavtemperaturgraensen, § — oo, gelder at
T;) = B~ (4.23)

(T;) kan tolkes som middelhoprate for en partikel ind i et hul. Denne er vist pé figur
4.5. Som forventet gar (I';) — 1 for 8 — 0. Lavtemperaturgraensen, ligning 4.23, er
tilfredsstillende ved B < 8. Her er fejlen mindre end 1073.

Systemets samlede hoprate er givet ved ligning 4.21. Det er ngdvendigt at kende
antallet af tilgeengelige nabo tilstande, J. For et gitter punkt ved siden et hul er
sandsynligheden for at der er en partikel givet ved N]:f 7+ For hvert hul er antallet af
tilgeengelig nabotilstand derfor 6%, og for hele systemet geelder der (i middel) at

NP
N,—1

(J) = N6 (4.24)

Da (T') = (J)(I';), er middelhopraten givet ved
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) = 12NyN(ef —1-p) . 12ppp(ef —1-p)
(Ng—1D)(ef—1) ~ 7 p(ef—1)

(4.25)

hvor det sidste lighedstegn geelder for store systemer (1— % < 1). Idet pp, =1—p,
geelder der for en given system stgrrelse at (T') & ppp = p— p* = pp — p%. Udtrykket
har en symmetri, siledes at et system med et hul har den samme (') som et system
med en partikel. I de systemer vi specielt vil undersgge er p, < 1, og her geelder
der at (T') o pp. Af ligning 4.25 (og 4.23) ses endvidere at for lave temperaturer er
(T') < T'. I hgjdensitets- /lavtemperaturgreensen geelder der altsd at

() x ppT. (4.26)
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En stor del af projektet har bestdet i at udvikle et MC-simulerings program. I dette
kapitel beskrives de anvendte algoritmer, samt hvordan selve implementeringen er
foretaget med Fortran90. P3 nogle punkter er programmet ikke det mest optimale,
og der hvor der er mulighed for fremtidige forbedringer vil disse blive kommenteret.
Dele af Fortran90 koderne kan ses i appendix C.

Et diagram over strukturen i programmet kan ses pa figur 5.1. I det fglgende gen-
nemgés de udvalgte dele af programmet.

Allokering af hukommelse

Programmet starter med at allokere hukommelse til at gemme data. Den stgrste
maengde hukommelse bruges til at gemme partikel- og hulpositioner. Positionen af
partiklerne gemmes i tre arrays, der i princippet har den samme information. Et
L, x Ly x L,-array med partikel numre, et Ny X 3-array med partiklernes z, y og
z koordinat, samt et array med deres position i energilandskabet (se afsnit 5.2).
Derudover er der et Ny x 3 array, der holder gje med sendringen af positionen.

Ved at bruge flere arrays spares programmet tid idet man kan udlade nogle gennem-
sggninger af et array med positioner. I afsnit 5.5 er en diskussion af hukommelses-
forbruget betydning for hastigheden af programmet.

Start af kgrsel
Programmet modtager forskellige input fra brugeren - 3, seed til energilandskabet
(se afsnit 5.1) samt hvordan og hvor meget data der skal gemmes.

Efter indleesningen placeres partiklerne tilfeeldigt i gitteret. Denne tilfaeldige placering
er uden betydning, og kan udelades, idet partiklerne umiddelbart der efter blandes
igen med »Power-MC« algoritmen. Power-MC er en algoritme til at bringe systemet
i ligevaegt, se afsnit 5.3.

Simuleringslgkke

Programmet er nu klar til at kgre selve simuleringerne, men fgrst udskriver det start
placeringen og energi af partiklerne. P& diagrammet over strukturen vises lgkken

29
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bruger input med
gitterstgrelse
/ og antal partikler

Indlees bruger input o
Ealloker var{gable 8 ]

Bruger input med

B, seed til energilandskab X
samt hvordan og hvor meget | Indlees bruge{{ mplllq
data der skal gemmes —= | °8 starter en kgrse N

\
[Partikler placeres tilfzeldigt i gitter ]

[ Power-MC ]—[ Fejlkontrol j

- (Finder ventetid ud fra konfiguration }

og opdaterer tiden

Skal der udskives data?
Nej Ja

Overgang til ny
konfiguration (

med betingede
sansynligheder

Udskriver data til ascii-filer
Er de sidste data udsrevet?

Nej Ja

Fejlkontrol
Skal der kgres en ny kgrsel?
Nej Ja
Afslut program

Figur 5.1 Diagram over strukturen af programmet til MC-simulering af RMC-modellen.
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som den anvendes i programmet med »ventetidsalgoritmen«, se afsnit 5.4.3. Efter
simuleringlgkken er kgrt vender programmet tilbage og spgrg om der skal kgres en
ny kgrsel.

Datafiler

Programmet gemmer sendringer af partiklernes positioner til bestemte tider. Data
gemmes i blokke, hvor der i hvor der i hver blok gemmes efter en log, tidsskala (f.eks
til tiderne 1,2,4,8,16 ... ). Det er derfor muligt at gemme bade korttidsdynamik og
langtidsdynamik uden at gemme en stor maengde data. Ved at der kun udskrives
&ndringerne spares plads. Den nye energi af partikler der har rykket udskrives lige-
ledes. I en anden fil udskrives systemets samlede energi med linezere tidsintervaller.
Til standard outputtet (der som udgangspunkt er skeermen) udskives lgbende hvor
langt programmet er néet (samt dato og tid). Alle filer udskrives som ASCII tekst.
Selve databehandlingen er foretaget med MatLab.

Fejlkontrol

Som det fremgar af figur 5.1 foretager programmet en fejlkontrol pa passende tids-
punkter. Her tjekkes for forskellige teenkelige og uteenkelige fejl, f.eks om det er
overenstemmelse mellem de forskellige arrays med partikel koordinater.

Kompilering

Programmet er kompileret med Intels Fortran 90 Compiler til Linux version 8.0
[Intel Fortran Compiler for Linuz, 2004]. Optimeringsflaget »-o« er anvendt. Flaget
»-static«, der medtager alle biblioteker, er anvendt da programmet skulle kgre pé
maskiner, der ikke havde kompileren installeret.

Computerresurser

Computerprogrammet er kgrt pa regneklusteren pa Institut IT p4 RUC. Specifikatio-
nerne pa disse computere er som fglgende:

Fabrikat Fujitsu Simens Computers
Processor Intel Pentium 4 HT 2.8 / 512 kb cache
Hukommelse 512 Mb DDR 400
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5.1 Generering af tilfaeldige tal

Til simuleringerne af RMC-modellen skal der bruges en stor maengde tilfeeldige tal:
dels skal hver partikel tildeles en tilfeeldig energi i hvert gitterpunkt, dels skal der
traekkes tilfaeldige tal for hvert hop(forsgg). I begge tilfzelde er der nogle overvejelser
at ggre i forbindelse med valg af randomgenerator.

For et system med sidelzengden n er der n® gitterpladser, og antallet af energier er
dermed N - n3, hvor N er antallet af partikler. Ved en given densitet er N o n? og
dermed skalerer antallet af tilfzeldige energier med n®.

De fleste randomgeneratorer er lineezre, hvilket betyder, at et nyt tilfeeldige tal i
en serie skabes ud fra det forrige. Med en sadvanlig randomgenerator er det derfor
ngdvendigt at gemme alle partikelenergier, idet man ikke har umiddelbar adgang
til et bestemt tal i serien af tilfzeldige tal. Det ville veere en stor fordel at have en
randomgenerator, hvor der er adgang til et givet tal i raeekken.

En siddan algoritme findes hos [Press et al., 2003] under navnet »rand«. Ideen bag
denne algoritme er, at det tilfeeldige tal generes ved »blande« to integers via forskel-
lige bit-operationer med nogle praedefinerede, sarligt velegnede tal.

ran4 har vi implementeret som beskrevet i [Press et al., 2003], med den undtagelse
at vi har endret argumenterne i producedurekaldet, fra 1 til 2. Oprindeligt kunne
man saxtte et seed med et negativt tal, og derefter bede om et nummer i rakken
med et positivt tal. Dette er sendret s& det i et kald er muligt badde at seette seed,
og nummer i reekken. De to input der gives til rand et gitterindex (der repraesenterer
placeringen af en partikel), og et tal givet ved;

[partikel nummer] + [antal partikler] x [seed til energilandskabl],

der repraesenterer et partikel nummer. Som det ses ovenstidende indgéar der et seed
til energilandskabet. Dette gor det muligt at lave simuleringer af flere (ukorellerede)
energilandskaber.

Til hop-dynamikken benyttes »ran2« fra [Press et al., 2003]. Denne randomgenerator
er rimelig hurtig, palidelig og har en periode pa 2.3 x 10'8.

5.2 Dobbelt periodiske rande

Som i mange andre simuleringer benyttes periodiske rande til at afgreense systemet
(se endvidere kapitel 3.4 om periodiske rande). Vi har i midlertidigt valgt at benytte
to set periodiske rande, som vist pa figur 5.2. Et for positionen af partiklerne, og et
for partiklerne energilandskab. Nar en partikel beveeger sig ud over den periodiske
»positions«-rand kommer den ikke ind i den anden side som en tro kopi af sig selv,
idet den ikke har et identisk energilandskab.
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Lg

- |

partikel-partikel interaktions box energilandskabs-box

Figur 5.2 Princippet i opbygning af simuleringsbokse. Til venstre ses partikel-partikel
interaktionsboksen, som pa figuren har sideleengden L, = 3 og til hgjre ses energil-
andskabsboksen med sideleengden L = 9. Begge disse bokse har periodiske rande. Hver
partikel har sin egen energilandskabsboks og alene dens placering i sit eget energilandskab
afggr hvilken energi partikel har. (Sammenhzngen mellem placering i energilandskabsboks
og interaktionsboks er givet ved placeringen i energilandskab modulo sideleengden Lyq,).

Da ran4 bruges til genererer partikel energier, kan partikel energilandskabet have
en sideleengde pd L, ~ 103. For et givent seed kan ran4 danne et tilfzeldigt tal
for hver »integer«, og da der med fortran er ca. N ~ 10° integers svarer dette til
L. = ¥/N ~ 103. Den maksimale sidelzengde pa de periodiske rande p& positionen er
L = 30, da programmet her begynder at kgre langsommere pga. den store maengde
data til at gemme positioner. Denne diskussion fortsaettes i afsnit 5.5 om regnetiden
for programmet.

De periodiske rande er effektueret pa folgende made. @Onsker man at flytte en partikel
iz = xo med Az ggres dette med en modulus funktion. Den nye koordinat findes
som;

r1= mod ,y(zo — 1+ Az)+1, (5.1)

hvor L, er leengden af boksen. Grunden til at der fgrst trackkes 1 fra og derefter
leegges 1 er at ved f.eks. L, = 3 gnskes koordinaterne 1, 2 og 3 (ikke 0, 1 og 2).

5.3 Power-MC

Algoritmen til at fa systemet i ligeveegt har vi valgt at kalde Power-MC. En ny
tilstand findes ved at vealge en tilfeldig partikel, og flytte den over i et tilfeeldigt
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hul. Herefter rykkes partiklen til en tilfaeldig simuleringsbox. Overgangen accepteres
i henhold til Metropolis-algoritmen (se afsnit 3.1 side 13).

Algoritmen er hurtig til at finde ligevaegt, og alle tilstande er tilgaengelige. Den kan
dog ikke benyttes til at beskrive dynamikken i systemet.

Validering

Som standard foretages 1000 iterationer pr. partikel til at fa systemet i ligevaegt. For
et system pa ~8000 partikler svare dette til ca. 8 x 108 iterationer. P4 de anvendte
computerer tager dette omkring 16 sekunder, eller 2 millisekunder pr. partikel.

For at undersgge om systemet er i ligevaegt, ses pa den dimensionslgse energi.

hvor (E) er ligevaegtsenergien ved den pageldende temperatur, og Fy er ligeveegtse-
nergien ved S = 0 (den energi som systemet har nar partiklerne sidder tilfeeldigt).
Middelveerdien, (...), gar over forskellige systemer, der er startet ude af ligeveegt.

E vil Igbe fra 1 til 0 efterhanden som systemet kommer i ligevaegt. En karakteristisk
tid for relaxation mod ligevaegt, 7, kan defineres som tidsintegralet af F:

T= /OO E(B,t)dt (5.3)
0

Det er rimeligt, at antage at systemet er i ligeveegt ved 1007. Som det fremgar af
figur 5.3 er dette opfyldt til fulde i det undersggte temperatur interval.

5.4 Dynamik

Dynamikken i modellen er beskrevet ved den i afsnit 4.5, side 4.5, opstillede diffe-
rentialligning. I en klassisk Monte-Carlo simulering lgses denne ligning nummerisk i
diskrete tidsskridt. I det fglgende beskrives nogle forskellige algoritmer, der i graensen
for t — oo alle giver samme resultat, men som egner sig til forskellige formal,

5.4.1 Partikelhop

I denne algoritme kommes fra en tilstand til en anden ved at en tilfzldig partikel
forsgger at hoppe i en tilfeeldig retning. Hoppet tillades i henhold til Metropolis-
algoritmen (se afsnit 3.1 side 13). Denne metode er almindeligt accepteret til at
beskrive dynamikken i et systemet.
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0.8

0.6

dimensionslosenergi

0.21-

iterationer pr. partikel

Figur 5.3 Dimensionslgse energi (ligning 5.2) som funktion af iterationer pr. partikel med
Power-MC algoritmen i et system med 8000 partikler. Der er vist grafer for § = {4, 8,12, 18},
midlet over 8 simuleringer. De stiplede linier angiver 7 = {2.2+0.6,3.0+0.2,3.6 +0.1,4.2 £
0.1} (7 er fundet ved numerisk integration).

I dette projekt har vi undersggt p = 0 grensen for RMC-modellen med en
partikelhop-algoritmen. Det er imidlertidigt mere interessant at undersgge RMC-
modellen i greensen med hgj densitet og beta. Her er partikelhopalgoritme meget
langsom, da de fleste hopforsgg vil blive afvist, enten pga. at hoppet ikke er til et
hul, eller det er til et hgjere energiniveau.

5.4.2 Hulhop

I de systemer, der gnskes undersggt er densiteten af huller lav. Partikelhopalgoritmen
vil veere ineffektiv, da kun f& partikler har mulighed for at rykke, og man derfor vil
bruge en del regnekraft pa hopforsgg, der afvises. Det fgrste skridt mod effektivisering
af programmet var derfor at lade hullet hoppe istedet.

Selv med hulhop-effektiviseringen vil mange hopforsgg blive afvist, nar temperaturen
seenkes, idet Bolzmannfaktorerne/hopraterne bliver sma. I det endelige program er
der derfor anvendt en endnu smartere algoritme.

5.4.3 Ventetidsalgoritme

I lgbet af projektet har vi i stedet udviklet en »ventetidsalgoritme«. Metoden er
beskrevet hos Bulnes et al. [1998], og er generelt nyttig, ndr man har et system med
et begraenset antal nabotilstande eller sma hoprater.
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Ideen i denne algoritme er, at vi ved, at et hul (eller en partikel) hopper pa et eller
andet tidspunkt. Sa i stedet for lave adskillige hopforsgg for et hop endelig accepteres,
ville det vaere betydelig mere effektivt at vende billedet om og beregne, hvor lang tid
vil g4, fgr der hoppes.

Fra en given tilstand vil der veere en raekke tilgengelige nabotilstande, J. I modellen
er J = 6 x [Antal huller] — 2 x [Antal Hul-Hul naboer]. Det sidste led tager hgjde for
ikke @endres tilstand, hvis to huller bytter plads. I det implementeringen saettes hop-
raten for, at to huller bytter plads til I'(4y;_pu) = 0, hvormed J = 6 x [Antal huller]
altid er den samme. Den samlede rate for systemet sendre tilstand er givet ved:

I=>Ty (5.4)

hvor I'; er hopraten til den j’te tilstand, givet ved ligning 3.9 side 13. Der »treekkes«
en ventetid sdledes at fordelingen af ventetider, Af, er exponetielt aftagende. Der
skal gaelde at

e TA! = [rand]
4
At = —@, (5.5)

hvor [rand| er givet ved en lige fordeling mellem 0 og 1. Der veelges en overgang med
en vegtede sandsynligheder: den j'te overgang er sandsynligheden givet ved T/r.

En forskel mellem partikelhopalgoritmen og ventetidsalgoritmen er at den den ene har
diskret tid, mens den anden har kontinuer tid. Til lange tider giver de to algoritmer
det samme. P4 figur 5.4 ses tilbagevendingssansynligheden for et system, dels fundet
med ventetids- og dels med partikelhopalgoritmen. Her ses at ved (tilpas) lange tider
fas det samme resultat med de to algoritmer.

5.5 Regnetid

Kogrselstiderne for de enkelte simuleringer har varet fra 1 min. til 6 dage.

P3 figur 5.5 ses den tid det tager at simulere ¢ = 10* som funktion af 3, antal huller
og systemstgrrelse med ventetidsalgoritmen. Regnetidens afthangighed af systempa-
rametrene er som fglgende:

Regnetiden falder ved hgjere 5. Forklaringen er at de ventetider der trackkes bliver
leengere da ' generelt er mindre, se ligning 4.26 side 28. Den aftagende regnetid med
B vil ikke ses med partikelhop-algoritmen.
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Figur 5.4 Tilbagevendingssansynligheden (dvs. hvad er sandsynligheden for at finde
partiklen der hvor den startede) fundet ved brug af ventetid- og partikelhopalgoritme i
et system hvor 8 = 4, sideleengden er L = 2 og der er 1 partikel. Det lille system er for
at bade ventetids- og partikelhop algoritmer kan kgrer. Den fuldtoptrukne linie viser for
ventetidsalgoritmen, mens de stiplede linier er hvor metropolis algoritmen er anvendt. I det
ene tilfzelde med At = § som tidsskridt og det andet med At = % som tidsskridt. For den
med At = &L er kurven sammenfaldende med den for ventetidsalgoritmen. For At = § er
det derimod fgrst ved t = 1. Der er for alle tre midlet over 64 systemer med hver 8 blokke
data.
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Figur 5.5 Regnetid i sekunder for at simulere ¢ = 10* med ventetidsalgoritmen.
Strukturen af programmet ses pa figur 5.1. De angivet tider er kun for tidsforbruget af selve
ventetidsalgoritmen.

@verst som funktion af § i en simulering med N, =1 og L = 20.

I midten som funktion af antal huller i en simulering med 8 = 10 og L = 20.

Nederst som funktion af systemstgrrelse i en simulering med 8 = 10 og Np, = 1.

Se afsnit 5.5 for yderligere kommentarer.
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Regnetiden vokser med Nj2. De ventetider der traekkes er generelt proportional med
N, ! og dermed ville man méaske forvente en regnetid der var proportional med Nj.!
Den ekstra Ny, afheengighed er der to grunde til:

1. Ved hvert tidsskridt sgges alle huller igennem for at finde hopraten.

Den ekstra regnetid kan undgas ved regne hopraten ud som
Lyap =T+ AT,
hvor AT er den @ndring hullet der rykker giver anledning til.

2. Nar den nye konfiguration skal findes ud fra betingede sandsynligheder, sgges
hullerne igennem fra en ende.

Den ekstra regnetid kan reduceres ved at benytte en sakaldt »traestruktur« til
at finde den nye konfiguration. Her er sggetiden proportional med log(Ny).

Man vil ikke umiddelbart forvente at regnetiden ville afhaenge af systemstgrrelsen,
men for tilstraeekkeligt store gitre ses alligevel en afthaengighed. I disse systemer blive
der brugt en del hukommelse til at gemme partikelpositioner. Til at gemme po-
sitionerne bruges 32bit = 4byte »integers« (heltal). Som tidligere naevnt gemmes
positionerne to gange. I det ene array gemmes N, = L3 tal og i de tre andre arrays
gemmes 3Ng = 3L3 tal. Altsa 10L3 i alt. Dette svare til et hukommelses forbrug pa;

L=10 ~ 40kb
L=20 ~ 320kb
L=30 ~ 1080 kb

P4 de anvendte computere er der en »cache-hukommelse« pa 512 kb ,som svare mere
eller mindre til meengden af data. En forklaring pd den ggede beregningstid kan
vaere at computeren mé benytte den gvrige hukommelse, der er langsommere end
cache-hukommelse.

Det smarte ved at benytte rand (afsnit 5.1) er at der der spares hukommelse. Med
ran4 fas et energilandskab pr. partikel pa 10° punkter. Hvis alle energier skulle gem-
mes ville det ende op med en meget stor meengde data. I fortran 90 bruges 4 byte til
at gemme et tal, og i en simulering med 8000 partikler, ville dette svare til at gemme
3.2 x 107 Gb data!

'Fra ligning 5.5 og ligning 4.26 side 28 kan det findes at At oc Nj ™"
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6 Resultater

I dette kapitel praesenteres vores resultater af simuleringer af RMC-modellen. Simu-
leringerne blev udfert for densiteterne

o pp=1x10"3for # = 0,1,2,...,13 med sideleengden L = 20
o pp =8x1073 for # = 0,2,4,...,16 med sideleengden L = 10

e p=0for £=0,3,6,9,12,18,24 pa et gitter med sideleengden L = 20

De angive her samplestgrrelser galder partikel-partikel interaktionen, mens energil-
andskabsstgrrelsen i alle tilfzelde er Ly = 1000, se afsnit 5.2, side 32. For de to
forste er ventetidsalgoritmen anvendt, mens for p = 0 er et program hvor metropolis
algoritmen bliver brugt pa en partikel alene i et energilandskab.

I appendix B, side 87 kontrolleres for finite-size effekter. Der argumenteres for, at pa
de anvendte samples er finite-size fejlen hgjst pé et par procent (hvilket er af samme
stgrrelsesorden som usikkerheden fra stgj).

Hvor andet ikke er angivet er resultaterne en midling for 8 forskellige samples med 8
blokke, og usikkerheder er estimeret ud fra disse 8 samples med 95% konfidenslimit.
Under antagelse af at data er normalfordelt kan usikkerheden findes som [Walpole
et al., 1998|

[Usikkerhed]gso, = 2\;’% (6.1)
m

hvor o, er spredningen pé data, og N, er antallet af ukorrellerede data. o, estimeres
o 2
med 02, = Y, W (igen antages at data er normalfordelt).

6.1 Diffusionsegenskaber

I det naeste findes diffussionskoefficienten pé baggrund af middekvadratforskydningen
af partiklerne. Diffusionskonstanten bruges til at lave Arrhenius-plot for de forskellige
densiteter.
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6.1.1 Middelkvadratforskydningen

Middelkvadratforskydning angiver, hvor langt systemets partikler har bevaeget sig i
middel til et givet tidspunkt:

N

(1) = + <Z ri(t) - ri<o>|2> (62)

=1

hvor |r;(t) — r;(0)|? er kvadratet pa laengden af forskydningsvektoren og (---) er en
midling over samtlige samples.

P3a figur 6.1 og 6.2 ses middelkvadratforskydningen som funktion af tiden for de tre
densiteter. Det fremgar, at til korte tider er (r?) oc ¢ for alle temperaturer. Til lange
tider ses ligeledes at (r?) o t, hvilket kan tolkes som at systemet er diffusivt, hvormed
middelkvadratforskydningen givet ved Einstein-relationen [Schrgder, 2000]

<'r2 (t))diffusion = 6Dt (6.3)

hvor D er diffusionskonstanten.

I mellem de to omrader udvikler der sig et plateau, der er tydeligere jo lavere tem-
peraturen er.

For pp, = 1072 har vi lavet to enkelte simuleringer for 8 = 20 og 8 = 25, som er
indtegnet pa figur 6.1. Disse kurver viser tydeligt udviklingen af plateauet. Som det
ogsa fremgar af figuren, nar disse systemer ikke at blive diffusive inden for simulerin-
genslaengde, men pé grund af den yderst effektive Power-MC-algoritme (beskrevet
i afsnit 5.3) kan vi sikre os at systemet er bragt i ligeveegt, selv ved meget lave
temperaturer.

Udviklingen af et plateau er karakteristisk for modeller af viskgse vaesker og fortolkes
ofte sddan, at systemet er fanget i et lokalt minimum. Det vil sige, at plateauet
er et udtryk for vibrationer omkring et lokaliseret minimum i energilandskabet. Vi
har imidlertid argumenteret for at vibrationerne sa at sige er fjernet fra modellen,
hvilket betyder, at disse “vibrationer” er af en lidt anden karakter (og foregdr pa en
vaesentlig leengere tidsskala). Plateauet mé séledes hidrgre fra, at partikler hopper
rundt mellem fa pladser omkring startpositionen, og dermed ikke i middel beveeger
sig veek fra startpositionen.

At (r?) oc t til korte tider skyldes at systemet kun nar at foretage en enkelt overgang
(et enkelt hop). Ud fra middelhoprate (se afsnit 4.5), kan middelkvadratforskyningen
til korte tider udregnes, idet antallet af hop er givet ved

/t [(t)dt = (I') t for t < 1. (6.4)
0
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@verst: middelkvadratforskydningen for pp, = 1072 for 8 = 0,..., 13. Indtegnet med x er
middelkvadratforskydningen for § = 20 og § = 25 (disse simuleringer er kun kegrt for et

enkelt sample med 1024 blokke og errorbars er derfor ikke angivet).

Nederst: middelkvadratforskydningen for p, = 8 x 1073. I figur 6.2 ses middelkvadratfor-
skydningen for p = 0.
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Figur 6.2 Middelkvadratforskydningen for p = 0. Det ses at selv for en enkelt partikel p&
gitteret vil der udvikle sig et plateau pa middelkvadratforrskydningen.

Et enkelt hop har leengden 1 og middelkvadratforskydningen er derfor 1. Antagelsen
er at en enkelt partikel omkring hvert hul, nar at hoppe. Med lav densitet (og dermed
lille sandsynlighed for at to huller er naboer) bliver den samlede middelkvadratfor-
skydning derfor (se afsnit 4.5.1, side 25)

(r’(t)) ~ pn (T) t17. (6.5)

P34 figur 6.3 er denne approximation vist sammen med middelkvadratforskydningen
for et system med sideleengden 5 og densiteten 8 x 1073. Disse data er lavet separat
for at fa mindre stgj pa korttidsdelen af middelkvadratforskydningen. Det ses pa
figuren, at denne approximation er meget ngjagtig for ¢ < 107!.

6.1.2 Diffusionskoefficient

Den tidsathaengige diffusionskoefficient kan defineres pa forskellige mader. Den sim-
pleste er at isolere diffusionskonstanten i Einstein-relationen|[Allen & Tildesley, 1991]:

(r2(t)) = 6Dt = D(t) = = (r2(t)) (6.6)

1
6t
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Figur 6.3 Middelkvadratforskydningen til korte tider for densiteten p, = 8 x 1073
og B = 0,4,8,12. De stiplede linier er en korttidsapproxomation med den i afsnit 4.5
udregnede middelhoprate, (T') (se ligning 4.25). Det ses er der for ¢t < 10~! er meget god
overensstemmelse mellem data og approximation.
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Denne stgrrelse som funktion af tiden (for samme data som pa figur 6.1) kan ses péa
figur 6.4. 1 8 = 0, p = 0 greensen udfgrer systemet en random walk og er diffusivt med
det samme. Med stgrre densitet og lavere temperatur ma det forventes, at systemet
er leengere tid om at blive diffusivt, og denne formodning bekraeftes ogsa af figur 6.1.

P3a figur 6.4 ses, at diffusionskoefficienten nar ned pé et konstant niveau for naesten
alle B-veerdier (hvilket ogsa bekraefter, at systemet har néet at blive diffusivt inden for
simuleringens leengde). Den temperaturathengige diffusionskonstant kan bestemmes
som den veerdi kurven gar asymptotisk imod. P& figur 6.5 ses disse kurver med et fit
til den nederste del af kurven angivet.

De temperaturatheengige diffusionskonstanter, Dg, er fundet ved at fitte de tidsaf-
haengige diffusionskoefficienter, D(t), til folgende udtryk [Kob & Andersen, 1993b]

D(t) = (%=)" + Dg (6.7)

hvor 7, v og Dg er fitteparametre.

Med denne fitteprocedure kan vi estimere det niveau kurverne gar imod, selv om de
ikke nar helt ned pa dette niveau, som for eksempel kurven for 8 = 24, p = 0 pa
figur 6.4. Pa figur 6.5 ses de tidsafhaengige diffusionskoefficienter for de tre densiteter
med et fit kurvernes endepunkter angivet.

P3 figur 6.6 er middelkvadratforskydningen for p, = 8 x 1073 plottet som funktion
af Dt. Det ses at alle kurverne ender pa samme linie, og verificerer, at diffusionskon-
stanten er korrekt bestemt.

Diffusionskonstanterne som funktion af temperaturen for de forskellige densiteter er
vist pa figur 6.7. Denne figur viser bade det uskalerede plot (»ré« datapunkter) samt
et plot af disse data skaleret med diffusionskonstanten for g = 0, Dy, pa y-aksen og
med S, pa x-aksen. »Glastemperaturen«, 3y, har vi defineret til 13 for densiteten
pn =1 x 1073, og de gvrige Bg'er er fittet siledes at de tre kurver har samme veerdi
i punktet 8/, = 1.

Figuren viser, at densiteten p = 0 mere eller mindre fglger en Arrhenius-lov

D = DyelPa (6.8)

hvor E,4 er aktiveringsenergien.

Ved de hgjere densiteter ses tydeligvis non-Arrhenius opfgrsel og densiteten pp =
1 x 1073 er klart mere fragil end densiteten pp, = 8 x 1073, hvilket ogsa forventes
jvf. kapitel 4. Non-Arrhenius opfgrsel kan forklares ved at der ikke er nogen konstant
aktiveringsenergi F4, men en energi, som vi vil kalde AFE, der er temperatur athengig
(og densitetets atheengig), AE(p, B). Den tilsyneladende aktiveringsenergi, AE, kan
findes pa to méder, der svarer til to fortolkninger [Dyre, 1995]. Den ene made er ved
at isolere AF i ligning 6.8
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Figur 6.4 Diffusionskoefficienten (defineret i ligning 6.6) for de tre densiteter. Det ses at
den diffusionskonstant (defineret som det konstante niveau kurverne gar imod), Dg, falder
med temperaturen. Desuden ses det, at diffusionskoefficienten for p = 0, 8 = 0 kgrslen er 1,
hvilket er i overensstemmelse med at en almindelig random walk er diffusiv med det samme.
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Figur 6.5 Samme grafer som pa figur 6.4, nu blot med et fit (stiplet linie) til den nederste
den af kurven angivet. Den fittede diffusionskonstant, Dg, er anvendt pa figur 6.7 til
fragilitetsplot. For 8 < 4 er Dg for de tre densiteter blot beregnet ved en middelvaerdi af de
sidste punkter pa kurven, idet vi har vurderet, at systemet er blevet klart diffusivt indenfor
simuleringens leengde. De gvrige kurver er fittet til udtrykket i ligning 6.7 ved brug af de
sidste 4-6 punkter.

AE = - tlog (D£> (6.9)
0

og den anden er ved en differentiation’

,_ 0(=InD)  O(—InDge PAE)
AE' = B 35 (6.10)

Aktiveringsenergierne er vist pa figur 6.8. I midten ses aktiveringsenergien fundet
ved differentiation. Figuren bekraefter, at AE for densiteten p = 0 er uatheengig
af temperaturen, og har som forventet en veerdi teet pa den teoretiske percolations-
energi, E. = 0,311 (se kapitel 4). Med den fgrste metode ses at for 8 — oo vil AE —
E. (ved et nermere eftersyn af den for fundene AE’, kan en asymptotisk opfgrsel
ogsd anes). Den asymptotiske opfgrsel kan forklares ved at aktiveringsenergien kan
skrives som AE = E* — ET, hvor E* er den absolutte veerdi af den stgrste energi der
skal passeres og E' er den typiske energi. For lave temperaturer vil systemet have en
energi der er teet pa nul, Et — 0, og i p = 0 mé den stgrste energi der skal passeres
veere givet ved E* — FE.. Her ved findes det for p =0 at AF — F,.

'Der bruges et mzrke hvis der eksplicit skelnes mellem de to tilsyneladende aktiveringsenergier,
AE # AE'. Hvis der er en konstant aktiveringsenergi geelder der at AE = AE'(= Ea).
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Figur 6.6 Middelkvadratforskydningen for densiteten p, = 1 x 10~2 som funktion af D¢.
Det at de rammer inde pa samme linie bekraefter, at den korrekte diffusionskonstant, D, er
bestemt.



50 Resultater

o p,=1le-3 oV
6L v P =8e-3 o _,V
o p=0

w
o
T

=

a1
T

O

0.5

oam I I I I )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
BB

g

Figur 6.7 Fragilitetsplot af diffusionskonstanten som funktion af g

Overst: Uskaleret. For p = 0 er data fittet til en ret linie. For de to gvrige densiteter er
linien bare forbundne datapunkter.

Nederst: skaleret med Dy = D(8 = 0) og f3,. 3, er defineret til 13 for densiteten p, = 1x103
og fittet efter endepunktet af denne kurve for hhv. p, = 8 x 1073 og p = 0 til B, = 13.95
og By = 30.9. Det ses, at modellen udviser en ren Arrheniusopfgrsel for 0-densitetsgraensen,
mens de to hgje densiteter er klart mere fragile.

Errorbars er mindre end symbolerne og er derfor ikke angivet.
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Det kunne nu teenkes at den typiske energi for systemet var middelenergien, Ef =
(E), hvorved E* = E, = AE+(FE). Denne E* ses pa figur 6.9. Grafen for p = 0 ligger
ikke pa E, hvilket tyder pa at Et ikke bare er middelenergien. Der ses imidlertid at
for pp, = 1073 fitter de sidste punkter godt til en ret linie, hvormed der her gzelder
at

AE' =0.03818 + 0.0603 — (E). (6.11)

Denne spidsfindighed er ikke undersggt nermere.

6.1.3 Den mystiske bule

Pi middelkvadratforskydningerne for densiteten pp, = 1 x 107 anes et ekstra sving
pa kurverne omkring 3 ~ 8 (og i mindre grad ved p, = 8 x 103, men ikke ved
p = 0). Dette ses endnu tydeligere pé figur 6.4, hvor der naermest fremkommer ekstra
plateau. For at undersgge dette nzermere har vi set pa de afledte af middelkvadrat-
forskydningen. I fgrste omgang var disse var imidlertid meget stgjfyldte, sa til denne
undersggelse lavere vi ekstra kgrsler af de korte tider. Resultatet blev »merget« med
de gamle data og ses pa pa figur 6.10.

P4 figuren ses, at den (logaritmisk) afledte, 10810(r(t)*)/5 logyo ¢, udvikler en meget ty-
delig bule, hvilket bekreefter at middelkvadratforskydningen »slar et sving«. Dette
sving synes at forsvinde igen ved de lavere temperaturer. Nederst pa figuren er tids-
aksen skaleret med diffusionskonstanten, og det kunne se ud til at maksimum for
»bulen« skalerer med diffusionskonstanten.

Vi har pt. ingen god forklaring pa hvorfor denne bule opstér, og hvorfor den ser ud
til at forsvinde igen ved lavere temperaturer. Vi har undersggt om det kunne veere
en finite-size effekt (se appendix B side 87), men det ser det ikke ud til.

6.2 Energikorrelationer

En ofte benyttet metode til undersggelse af ligeveegtopfarsel af (vaeske)modeller er
at studere tidskorrelationsfunktioner. Disse kan nemlig relateres direkte til lineger
response funktioner (relaxationsfunktioner) via FD-teoremet [Ritort & Sollich, 2003].

Til undersggelse af relaxationen i modellen ser vi fgrst pa tidskorrelationsfunktio-
nen for energien. Her kan bade defineres en enkeltpartikel korrelation, K. samt en
systemenergi korrelation, Kg

(AE(0)AE(1))

K="= agn % Kel)=""1m

(6.12)
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Figur 6.10 Figuren gverst viser den afledte af middelkvadratforskydningen for densiteten
pr, = 1 x 1073 som funktion af tiden. Nedest ses samme afledte, men skaleret i forhold
diffusionskonstanten, og det kunne se ud som om maximum pa »bulen« skalerer med
diffusionskonstanten. Kurverne bekrafter, at der opstér et ekstra »sving« pa grafen for
middelkvadratforskydningen i mellem-temperaturomradet, og som ser ud til at forsvinde
igen ved de lavere temperaturer.
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hvor Ae = ¢(t) — (g) og AE(t) = E(t) — (E).

Udfra disse kan defineres forskellige relaxationstider som kan bruges til undersggelse
af fragiliteten. Vi har valgt at se pa tre forskellige

Den fittede tid findes ved fit til en stretched exponential

s(t) = aexp (- (%/r)7) (6.13)
(se afsnit 2.2, side 5) findes en typisk tid, 7s
Den integrerede tid defineret som 7y = [ Kpdt

Den afledte tid defineret som den maksimale heeldning pa kurven i et semilog-plot:

2K
a(10g10E;5)2 (T) =0

Sammenhzengen mellem de to energier er givet ved AE = ). A¢;. Ved indsaettelse
i ligning 6.12 kan det findes at

Kp(t) =K.(t)+ ) _ %. (6.14)
i]

Hyvis krydsleddene er nul, dvs. nar partikel ¢ og j’s energi er ukorreleret, vil der galde
at KE(i) = Ks(t).

Pa figur 6.11 og 6.12 ses energikorrelationsfunktionerne for p, = x10°3 og pp =
8 x 1073 med fit til en stretched exponetial. For (g) og ((Ag)?) hhv. (E) og ((AE)?)
benyttes de teoretiske veerdier udledt i afsnit 4.4, side 21. Dermed er det faktum,
at energikorrelationsfunktionerne faktisk starter i 1, et udtryk for at energierne i
systemet er i overensstemmelse med den teoretiske middelvaerdi og spredning. P&
figuren kan det bemzerkes, at der for Kg er mere stgj end for K., hvilket skyldes, at
der er mindre data til E end €.

Kp(t) er sammenfaldende med K,(t) ved hgje temperaturer, mens systemenergik-
orrelationen generelt relaxerer langsommere end partikelenergikorrelationen ved lave
temperaturer. Dette kan afleeses via fitteparametrene pa figur 6.13, og pé figur 6.26
i neeste afsnit. Dette viser altsd, at partiklernes energier ved lave temperaturer ind-
byrdes ikke leengere er ukorrelerede (»krydsleddene bliver ikke nul«), hvilket kunne
forklares ved at partiklerne er fastlast i leengere tid og mé »samarbejde« om at flytte.

6.2.1 Stretched exponentials

Figur 6.11 og 6.12 viser fit med stetched exponentials, s, til energikorrelationerne,
og pa figur 6.13 ses fitteparametrene. s giver et udmaerket fit til korrellationsfunktio-
nerne, men er dog problematisk i bunden af kurverne, hvor de »skyder« lidt under
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datapunkterne. Dette viser, at s er en lidt for grovkornet model for relaxationen,
men det zendrer dog ikke ved, at fittene kan bruges til at finde en karakteristisk tid
for relaxationen. Problemet i bunden ses ogsé i [Fusco et al., 2002] der omhandler en
»constrained kinetics« model.

Som det fremgar af figur 6.13 bliver stiger relaxationstiderne kraftigt med faldende
temperatur. P& figur 6.14 og 6.14 ses Arrhenius plot, lavet pd baggrund af tiderne
for K.. Der ses stor lighed med det tidligere viste Arrhenius plot. Det bemaerkes end-
videre, at relaxationen af systemenergien, F, er leengere end enkeltpartikel energien
ved lave temperaturer.

Pa figur 6.13 vises den fittede stretch-parameter, «y. Denne er et mal for hvor udstrakt
funktionen er, idet at hvis v = 1 er s blot et exponentielt henfald, mens for v < 1
faes en mere udstrakt funktion. Ved hgje temperaturer ses en v ~ 0.9, mens den ved
lavere temperaturer bliver mere udstrakte. For K, ender v omkring 0.5, mens den
for Kg ender pé en lidt hgjere vaerdi. Det bemeerkes, at ved den hgje densitet er
pr = 1073 er vy en smule hgjere (bade for K, og Kg).

Idet s(t = 0) = a, vil man forvente at a = 1. P3 figur 6.13 ses, at dette mere eller
mindre er tilfzeldet. Ved nogle [ veerdier ses at fittet med s »skyder over«. Dette
skyldes et problem med at fitte stretch exponentials, mere end det er et udtryk for
en forkert (g) og (£2).

6.2.2 Den afledte energikorrelation

P4 figur 6.15 ses den afledte af energikorrelationen som den er vist pa figur 6.11 og
6.12. Til de tre laveste punkter, ved en given 3, er der fittet med et andengrads
polynomium, for at finde det sted hvor heeldningen pd K (logio(t)) er storst. tyin 0g
dK (t=tmin

d1(0g10(t) :
I appendix A.2 vises at 75 er identisk med t,,;,, under antagelse at s giver et godt fit.
Ved naermere eftersyn ses at t,,;, er en smule mindre end 74, ~5%, hvilket forklares
ved at fittet ikke er perfekt, se figur 6.11 og 6.12.

er vist pa figur 6.16.

I appendix A.2 vises det ogsa at

dK (t = tmin)

= —0.85ay ~ —0.85y (6.15)
d10g10(t)

under antagelse af at stretch exponentials giver et godt fit. Igen ses en afvigelse pa
~5% med det forventede, hvilket forklares ved at fittet ikke er perfekt.

6.2.3 Den integrerede energikorrelation

Integralet
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log 10(tid)

Figur 6.11 Stretched exponentials (ligning 6.13) fittet til partikel-energikorrelationer.
Fittene vises med stiplede linier. Fitteparameterne ses i figur 6.11.

o: K, for p, =103

x: K, for p, =8 x 1073
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Figur 6.12 Stretched exponentials, ligning 6.13, fittet til system-energikorrelationer.
Fittene vises med stiplede linier. Fitte-parametrene ses i figur 6.11. P4 fit til systemener-

gikorrelationer (Kg) er a fastholdt pa 1.
O: Kg for p, = 1073 (for 8 = 12 og 8 = 13 er kun anvendt 2 kgrsler)

+: K for p, =8 x 10732,
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Figur 6.13 Parametre fundet ved fit af en stretched exponential (ligning 6.13) til
energikorrelationsfunktionerne, se figur 6.11. @verst ses, at praefaktoren, a, i alle tilfselde
ligge lige omkring 1. I midten ses de typiske tider, 7, og det fremgar at denne parameter for
begge densiteter er nogenlunde ens for partikel- og systemenergikorrelationen ved de hgje
temperaturer, mens 7 ved lavere temperaturer ligger hgjere for systemenergikorrelationen
end for partikel-delen. Nedest ses »streching«-parameteren. Denne starter omkring 1
(svarende til almindelig exponentiel relaxation) for dernzest at aftage til ca. 0,5.(c: K, for
prn=1x1073, x: K, for p, =8 x 1073, &: K for p, =1 x 1073, +: Kg for p, =8 x 1073,
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Figur 6.14 Arreniusplot, hvor den karakteristiske tid er fundet udfra partikelenergi-

korrelationen med stretched exponentials. Linien med o’er viser data for pp, = 10~2 med
B, = 13, mens linien med X’er viser data for p, = 8 x 103 med 8, = 13.9. Arreniusplot
hvor den karakteristiske tid er fundet udfra systemenergi-korrelationens fit til stretched

exponentials systemenergi-korrelationen. Linien med {’er viser data for p, = 10~3 med

B, = 13, mens linien med +’er viser data for p, = 8 x 1072 med 3, = 13.3.
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Figur 6.15 Den differentierede energikorrelation, #ﬁ(t)’ vist med stiplede linier. De
fuldtoptrukne linier viser fit med 2. grads polynomium til bunden af funktionen (der er
fittet til de tre laveste punkter), se figur 6.16.
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Figur 6.16 7,,;, (¢verst venstre) og K|, (gverst hgjre) fundet med fit pa figur 6.15.
Nederst sammenlignes med stretch exponentials fitte parametrene 79 og v ved at se pa
tmin/r, (venstre) og %h:min f&’w (hgjre) forholdene

o: K, for p, =1 x 1073

x: K, for p, =8 x 1073

$: Kg for pp, =1 x107°

+: Kg for pp, =8 x 1073,
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Figur 6.17 Den karakteristiske tid 7;,; fundet ved integration af energikorrelationerne og
Tint’Y/I“’(’Y)Tint!s forholdet.
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o
Tint = / Kdt. (616)
0

definerer en karakteristisk relaxations tid 7;,; for K. Denne er fundet for de forskellige
korrelationer ved numerisk integration?. Forsgger man at integrer hele dataseettet vil
men finde en negativt 7;,; lige sd ofte som en positiv. Den sidste del er af dataszttet
er derfor ikke medtaget. Pa figur 6.17 ses 7, for de simulerede systemer.

Integreres en stretched exponentials, s, findes det at?

o PI
Tint,s = / sdt = TSGTW (6.17)
0

hvor I'(n) = [;°u" ‘e “du her er den sakaldte gammafunktion®, eksempelvis er
I'(0) = 1 og I"(Y)2) = /m =~ 1.77. Specielt bemaerkes det at ved eksponentielt
henfald, v =1, er Tjp; = 75. Er 0 <y < 1 vil Ty s > 7.

Pa figur 6.17 ses 7int /1’ (4)r;,, , forholdet. Dette ville forventes at vaere 1, hvis stretched
exponentials giver et godt fit. Grafen med »o« er for K, i et system med p = 8x1073.
For denne er forholdet over en. Forklaringen pa dette er det darlige fit stretched
exponentials laver til den sidste del af kurven, hvor der netop er et stort bidrag
til integralet (alle graferne er vist med logaritmisk tid). For de andre systemer ses
at forholdet er taet pa en (méske lidt under), dette forklares ved at det numeriske
integral ikke er lavet til uendelig.

6.3 Van Hoves korrelationsfunktion

Til at undersgge dynamikken i modellen kan van Hove’s korrelationsfunktion anven-
des. Denne funktion er defineret som [Kob & Andersen, 1993b]:

1 N N
Glr,t) = 30 3 (60 = 14(0) +x;(1) (6.18)
i=1j=1

og beskriver forskydningen af partikler i forhold til hinandens startpunkter som funk-
tion af tiden. Ofte studeres »egendelen« af denne funktion, G4(r,t), som er diago-
nalelementerne (i = j).

For et isotropt system vil denne stgrrelse kun afheenge af leengden pé vektoren r = |r|,
og man kan derfor udtrykke distributionen af partikelforskydninger, i rummet ved
4mr2Gy(r, t).

’Det numeriske integral er fundet ved brug af MatLab’s praedefinerede trapez-sum
3Ligning 6.17 er lgst ved brug af Maple.
“Bemzrk merket pa I' der indikerer at denne ikke er en hoprate (hoprater betegnes med T).
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Figur 6.18 Fordelingen af partikelforskydninger for densiteten p =0, 8 = 0 og 8 = 3. Da
modellen er diskret vil fordelingen f4 et kantet udseende og en Gauss-kurve vil ikke ligge
pracis pa. Dette problem er stgrst ved de korte afstande, mens Gausskurven passer med
data ved de lengere afstande, hvor diskretiseringen betyder mindre.

—~B=0 ({r?) = 23,762)

— ~B=23((r?) = 23,767)

--~Fg

I O-densitetsgreensen vil man forvente at disse er Gaussfordelt. Den rumlige Gauss-
fordeling, Fg, ved given middelkvadratforskydning er givet ved [Schrgder, 2000]

Falet) = (ijf” e (6.19)

hvorved distributionen af forskydninger er 47r?Fg.

P4 figur 6.18 er Gs(r,t1)],04=0 08 Gs(r:t2)|,—04=3 indtegnet, hvor ¢, og to er
valgt, siledes at (r?(t1))s—0 = (r*(t2))s=3. Da modellen er diskret vil forskydningen
blive lidt kantet, hvilket specielt ses ved de korte afstande. Den tykke, stiplede kurve
er Gaussfordelingen svarende til middelkvadratforskydningen. Som det ses passer
denne rimelig godt ved lange afstande, hvor diskretiseringen betyder mindre, mens
den ved korte afstande ikke stemmer helt overens med G,. Til gengeeld er der stort
set overensstemmelse mellem de to diskrete kurver, hvilket mé betyde, at » Gauss-
fordelingen« ser siledes ud i det diskrete rum, og Gs(r,t)| ,— o kan dermed tjene
som referencekurve for de gvrige densiteter.

Pa figur 6.19 ses Gs(r,1)| g g til et senere tidspunkt, og det fremgar at jo stgrre
middelkvadratforskydningen bliver, jo mere ligner fordelingen en Gaussfordeling, dvs.
at diskretiseringen betyder mindre.
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Figur 6.19 Fordelingen af partikelforskydninger for densiteten p = 0, 3 = 0 ({(r?) = 47,16)
til et senere tidspunkt (og dermed stgrre middelkvadratforskydning) end pé figur 6.18.
Ved sammenligning af de to figurer ses Gauss-kurven stemmer bedre overens med data.
Det betyder altsa, at jo stgrre middelkvadratforskydningen er, jo mindre betydning far
diskretiseringen.

Vi gnsker nu, at sammenligne partikelforskydninger ved de forskellige densiteter og
temperaturer, men med samme middelkvadratforskydning. Sddan som vores data er
opsamlet (se kapitel 5) vi har dog kun umiddelbart adgang til forholdsvis f& da-
tapunkter, og disse er logaritmiske i tid. Det er derfor sveert at finde to tider, der
rammer pracis samme middelkvadratforskydning. De folgende data er séledes meget
lidt systematiske. Med interpolation kunne man ramme de samme middelkvardret-
forskydninger, men dette er (i denne omgang) altsa ikke gjort.

P4 figur 6.20 ses G(r,t) for p=0,8=00g p =1x 1073, 8 = 3 samt Gaussfordelin-
gen med samme middelkvadratforskydning. Kurverne er stort set sammenfaldende,
hvilket indikerer, at dynamikken opfgrer sig »gaussisk« ved hgje temperaturer, selv
ved hgje densiteter.

P3 figur 6.21 ses G4(r,t) for p, = 8 x 1073, B = 14 til to forskellige tider samt
fordelingen for p = 0 (med samme middelkvadratforskydning) og Gaussfordelingen
indtegnet som reference. Det ser ud, at fordelingen »flader ud« ved lav temperaturer
og hgj densitet og bliver mindre »gaussisk«. Dette skyldes, at der er en betydelig
andel af partiklerne ved 8 = 14, der ikke er flyttet, mens andre har flyttet sig
leengere end ved p = 0,8 = 0. Dette er tegn pa at en dynamisk heterogenitet bliver
dominerende ved lave temperaturer og hgje densiteter.

Denne tendens ses ligeledes pa figur 6.22, hvor Gg(r,t) er plottet for 5 = 0,6,12
i de to hgje densiteter. Gauss-kurverne for de givne middelkvadratforskydninger er
antydet med en prikket linie for at angive, hvor stor forskel, der er pa de kurver. P4
denne figur er ikke tilfgjet en pp-reference.
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Figur 6.20 Gy(r,t) for p = 0,8 = 0 ((r®)g—0 = 23,76) (tynd) og p =1x 1073,8 =3
((r*)s—s = 24,25) (tyk) samt Gaussfordelingen (stiplet) med samme middelkvadratforskyd-
ning. De to kurver er stort set sammenfaldende, hvilket indikerer, at dynamikken opfgrer
sig »gaussisk« ved hgje temperaturer, selv ved hgje densiteter.

P& denne figur kan udviklingen i temperatur for den samme densitet studeres mere
systematisk, og det ses at forskydningerne gar fra at veere gaussiske (i den forstand,
at de ligner po-graensen) til at f& et mere fladt forlgb. Dette skyldes, at flere partik-
ler ikke har flyttet, mens andre har flyttet sig meget, hvilket er yderligere evidens
for at udviklingen i dynamikken temperatur gar mod en opsplitning i mobile og
fastlaste partikler ved lave temperaturer. Denne tendens blev ogsa fundet ved MD-
simuleringer i [Schrgder, 2000].

6.3.1 Tilbagevendingssandsynlighed

Tilbagevendingssandsynligheden (sandsynligheden for at finde en partikel p& samme
sted som den startede) er givet ved G4(0,t). Disse er vist pa figur 6.23 for de 3
undersggte densiteter. En stretched exponential er fittet til de to hgje densiteter.

Det kan (lidet overraskende) konstateres, at partiklerne er langt mere mobile i po-
densiteten end for de hgje densiteter. For de lave temperaturer i p = 0 ses, at der
udvikler sig en skulder pé tilbagevendingssandsynligheden. Dette er imidlertid blot
et artefakt, idet p = 0 kgrslerne er lavet med diskret tid, og som det ses opstér
skulderen netop ved tidsskridtet 1. Desuden kan det bemeerkes, at det ser ud til
KWW-funktionen fitter bedre til disse funktioner end til energikorrelationsfunktio-
nerne.
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Figur 6.21 Gy(r,t) for p, = 8 x 1073, B = 14 til to forskellige tider samt fordelingen
for p = 0 (med samme middelkvadratforskydning) og Gaussfordelingen indtegnet som
reference.

Overst: (r?)s_o = 23,76 og (r?)s=14 = 24,35

Nederst: (r?)g—o = 47,16 og (r?)s=14 = 47,22.
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Figur 6.22 Qverst ses G4(r,t) for 8 = 0 (fuldt optrukket),3 = 6 (halv optrukket) og
B = 12 (stiplet) i densiteten pp, = 1 x 103, Nederst ses densiteten pp, = 8 x 1073 efter
samme princip.

De tre kurver pa begge figurer har naesten samme middelkvadratforskydning, og det ses, at
udviklingen i dynamikken temperatur gar mod en opsplitning i mobile og fastlaste partikler
ved lave temperaturer.

Overst: (r?)g—g = 15,57, (r?)g— = 18,17 og (r?)s=12 = 17,37.

Nederst: (r?)g=¢ = 15,77, {(r?)3—¢ = 19,60 og (r?)g=12 = 16,06
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Figur 6.23 Tilbagevendingssandsynligheden for de tre undersggte densiteter med

pr =1 x 1072 gverst og p = 0 nederst.
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Figur 6.24 Parametre anvendt til at fit med stretch exponentials til tilbagevendingssand-

synligheder, se figur 6.23. o ~ p, = 1072 0og V ~ pp, = 8 x 1073.
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Fitteparametrene som funktion af S ses pé figur 6.24. Disse viser samme tendenser
som ses pa figur 6.13. «y starter ved 8 = 01 ca. 0,9 og falder til en veerdi pé ca. 0,5,
dog ligger densiteten pj, = 8 x 1073 1lidt lavere end p, = 8 x 10~3. Relaxationstiderne
T, stiger efter samme ikke-Arrhenius mgnster som set pa bade figur 6.13 og 6.14.
Praefaktoren, a, ligger meget teet pd 1, men dette er ikke overraskende eftersom vi
fitter til hele kurveforlgbet og dermed naermest tvinger denne parameter til at blive
1.

Analogt til tilbagevendingssandsynligheden kan G4(1,t), som er sandsynligheden for
finde partiklen i afstanden 1 fra dens startpunkt (dvs. at partiklen har foretaget netop
et hop) som funktion af tiden, ses pa figur 6.25. Denne funktion starter naturligvis i
nul for dernaest at vokser op. Til lange tider vil den blive nul igen, idet alle partikler
pa et givent tidspunkt vil have flyttet sig leengere veek. Ved sammenligning af de tre
kurver ses det tydeligt, at der er en langt st@rre treeghed i systemet med den hgjeste
densitet.

Sammenligning af korrelationsfunktioner

Pa figur 6.26 ses energikorrelationsfunktionen for partikel- og systemenergien samt
tilbagevendingssandsynligheden i densiteten p, = 1 x 1072 for 8 =0, 3,6,9,12. Som
allerede bemseerket i forrige afsnit er partikel- og systemenergikorrelationerne sam-
menfaldende ved lave temperaturer, mens korrelationen for systemenergien relaxerer
langsommere end partikelenergien.

Energikorrelationsfunktionerne og tilbagevendingssandsynligheden ma dele visse fael-
lestraek, idet energien af en partikel atheenger af dens position pa gitteret, og energien
pr. partikel og for hele systemet vil blive mindre korrelerede, nar partikler flytter sig
vaek fra deres startposition. Det er derfor maske lidt overraskende at det fremgér pa
figur 6.26, at tilbagevendingssandsynligheden relaxerer endnu langsommere en sy-
stemenergikorrelationsfunktion. Men dette skyldes, at der i virkeligheden er tale om
to forskellige typer af interaktioner: den fgrste er et udtryk for hver enkelt partikels
interaktion med sit eget energilandskab, mens den anden udtrykker interaktionen
med de omgivende partikler.

6.4 Korttidsdynamik i lavtemperaturgraensen

Ved meget lave temperaturer (8 g, 20) fandt vi, at der udviklede sig en skulder pa
tilbagevendingssandsynligheden (G(0, %)), som gradvist bliver til et egentligt plateau,
se figur 6.27. Dette indikerer en opsplitning af dynamikken, som det er interessant
at undersgge.

En forklaringsmodel for dette kunne veere, at dynamikken ved de lave temperaturer er
domineret af, at enkelte partikler, som er nabo til et hul, hopper mellem to favorable
pladser og er fanget i dette »minimum« et vist stykke tid. Ved at antage at en sddan
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Figur 6.25 G,(1,t) for de tre forskellige densiteter.
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Figur 6.26 Energikorrelationsfunktionen for partikel- og systemenergien (K. og Kg) samt
tilbagevendingssandsynligheden (G(0,t)) i densiteten p, = 1 x 10~2 for 8 = 0,3,6,9,12.
Det ses at de tre korrelationsfunktioner er sammenfaldende ved hgje temperaturer, mens
de skilles ved lavere temperaturer.
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opfgrsel er geeldende omkring hvert enkelt hul i vores sample og desuden at disse er
uafhengige af de andre huller, kan vi lave en »two-site-approximation«:

En partikel starter i a og hopper derefter mellem to tilstande, a og b. Sandsynligheden
for at finde partiklen i tilstand a til tiden t, P,(t), vil da veere givet ved folgende
differentialligning

OP,(t)
ot

= —TanPa(t) + Tpoa)P(?) (6.20)
= —TpPa(t) + Tpoa) (1 — Palt)] (6.21)

idet sendringen i tid er givet ved sandsynligheden for, at partiklen befinder sig i
tilstand b gange hopraten fra b til a, I'(j_,4), minus sandsynligheden for at partiklen
er i tilstand a gange hopraten fra a til b, I'(,_,p). Dette kan ses som en meget forenklet
udgave af en masterligningen for hele systemet, se afsnit 4.5.

Idet systemet starter i a, P,(t = 0) = 1, kan lgsningen af den partielle differential-
ligning finde til®

Cose) Ta
Po(a,ept) = (”;u (;”) exp(—T), (6.22)

hvor I' = F(a—)b) + F(b—)a)-

Nu har vi altsa et udtryk for tilbagevendingssandsynligheden som funktion af tiden
samt energien i de to tilstande, €4 0g €p. Neeste skridt bliver at integrere energierne
ud, sd vi far et udtryk der kun athsenger af tiden

P,(t) = //DanP(ea,eb,t) deg dey, (6.23)

hvor D, og Dy er fordelingsfunktionerne for hhv. g, og €. Systemet starter ligeveegt,
og fordelingsfunktionen energien af starttilstanden, &,, ma derfor veere en Boltzman-
fordeling

_’Beﬂfa

Dalea) = 7 =c7)

(6.24)

Det er mere kompliceret at finde en fordelingsfunktion for nabo-energien, €;. Antagel-
sen i approximationen er, at kun een partikel ved et hul hopper. I virkeligheden findes
der 6 mulige overgange for hvert hul, og hvis kun en enkelt udnyttes mé det veere
overgangen med den mindste energizendring. Desuden, da energierne i denne mo-
del fordeles tilfeeldigt for hver enkelt partikel, vil to nabo-site-energier pr. definition

Den partielle differentialligning er lgst ved brug af Maple V
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Figur 6.27 Tilbagevendingssandsynligheden ved lave temperaturer til korte tider for
pr = 1072 (2. aksen spaender over pj, siledes at nar alle huller i middel har flytte 1, vil
tilbagevendingssandsynligheden veere i bunden af figuren). Two-site-approximationer vises
med stiplede linier. Det ses at two-site-approximationen ikke er tilstraekkelig til at beskrive
systemets dynamik. Der er midlet over 1024 samples.

veere korrelerede. Derfor kan det antages, at fordelingsfunktionen for naboenergien
ma veere fordelingsfunktionen for det mindste af 6 ligefordelte tal

Dy(ep) = 6(1 — &5)° (6.25)

Dobbelt integralet i ligning 6.23 er fundet nummerisk til forskellige tider®, se figur
6.27. Som det fremgér af figuren er approximation ikke tilstraekkelig til at forklare
plateauet. Ser man i de ra data-filer pa hullernes opfarsel ved en typisk tid hvor der
er et plateau, kan man fa et kvalitativt indblik i dynamikken. Her ses at hullerne
inddeles i tre grupper: 1. dem der slet ikke har rykket. 2. dem der rykker flere gange
mellem to gitterpladser. 3. dem der rykker mellem flere gitterpladser. Den sidste
gruppe vil falde uden for two-site-approximationen, hvilket kan forklare dens mang-
lende tilstraekkelighed. For en betydelig del af huller tillader energierne altsé at flere
partikler kan rykke.

SIntegralet er lgst numerisk med Maple V



7 Opsamling og konklusion

I dette kapitel opsamles og diskuteres de fundne resultater af vores simuleringer af
RMC-modellen, og disse relateres til eksperimentelle resultater for viskgse vaesker.

7.1 Resultater og approximationer

Vores data fra simuleringerne af RMC-modellen er forholdsvis omfattende, og vi har
valgt at medtage »alt hvad vi ndede«. Dette inkluderer dels en databehandling i
form af gaengse metoder, fx. analyse af korrelationsfunktioner og middelkvadratfor-
skydning, dels en undersggelse af de uventede features i modellen, som dukkede op
undervejs. Denne sidste del har vi ikke i alle tilfaelde veeret i stand til at fglge helt til
dgrs. Alt i alt bevirker dette, at vores resultat-afsnit stritter lidt i forskellige retnin-
ger. Vi vil her forsgge at samle tradene og tegne et billede af hvad vi kan konkludere
om RMC-modellen.

Vi fandt, at der for lave temperaturer i middelkvadratforskydningen udviklede sig
et plateau mellem korttidsopfdrslen og den diffusive opfarsel til lange tider for de
undersggte densiteter — ogsa po-greensen.

I korttidsdynamikken (¢ < 1) sas, at (r2(t) o t, hvilket normalt opfattes som tegn
pa diffusiv opfgrsel. Dette blev forklaret med, at systemet til korte tider kun nér
at foretage en enkelt overgang, og formodningen blev bekraftet pd baggrund den
beregnede middelhoprate for systemet.

Til lange tider bliver systemet diffussivt for (naesten) alle vores simuleringer, hvilket
dels ses ved at diffusionskoefficienten bliver konstant, og dels ved at tilbagevendings-
sandsynligheden for de fleste temperaturer, nar at aftage til 0, og dermed viser, at
alle partikler har rykket.

Med undtagelse af p = 0,6 = 0 (der reelt blot er randomwalks) »fanges« syste-
met tilsyneladende omkring starttilstanden til tider ¢ > 1, hvilket giver anledning
til plateauet i middelkvadratforskydningen. Dette er der to forklaringer pa: For det
forste vil der i hgjdensiteterne vaere en »cage effekt« [Kob & Andersen, 1993b], dvs.
at partiklerne blokerer for hinanden, og systemet kan derfor blive fanget, selv for
B = 0. Udviklingen af et plateau i middelkvadratforskydningen ses ogsa i forskellige
andre »kinetically constrained« gittermodeller, hvor der ikke er nogen energi invol-
veret|Ritort & Sollich, 2003]. For det andet er energien i starttilstanden ved g > 0

7
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en ligeveegts energi, mens den typiske energi af en nabotilstand vil veere hgjere og
dermed mindre favorabel. Dette kan forklare, hvorfor der ogsé udvikler sig et plateau
for po.

Ved at studere energikorrelationsfunktionen og van Hove’s autokorrelationsfunktion
fandt vi, at RMC-modellen udviser en temperaturatheengig, ikke-eksponetiel relaxa-
tion ved lave temperaturer. Dette blev studeret ved fit med en stretched exponential
af energikorrlationsfunktionen samt tilbagevendingssandsynligheden, der tydeligt vi-
ste, at streching-parameteren -y aftog fra ca. 0.9 ved hgje temperaturer (svarende til
naesten eksponentiel relaxation) til en veerdi pa4 omkring 0.5. Fittet var imidlertid
ikke optimalt, undtagen ved de lave temperaturer i tilbagevendingssandsynligheden.

Desuden har vi med en rakke forskellige definitioner af den karakteristiske relaxa-
tionstid som funktion af temperaturen vist, at systemet ved hgje densiteter udviser
non-Arrhenius opfgrsel.

Den tilsyneladende aktiveringsenergi, defineret pa to forskellige mader ud fra
Arrhenius-plot, stiger ved faldende temperatur i de hgje densiteter og bliver i det ene
tilfeelde stgrre end 1. Idet en enkelt partikels energi hgjst kan veere 1, kunne dette
indikere, at partiklerne mé flytte kollektivt for at systemet kan blive diffusivt. For
p = 0 gar den tilsyneladende aktiveringsenergi mod percolationsenergien for p = 0.

Ved B > 20 ses en opsplitning af dynamikken (figur 6.27). Vores »two-site«-
approximation viste sig dog at veere for simpel til at beskrive faenomenet. Det ekstra
plateau i tilbagevendingssandsynligheden er dog uden nogen tvivl et lokalt faenomen,
som meget fa partikler deltager i.

Vi fandt ogsa et ekstra plateau i middelkvadratforskydningen ved densiteten pp, = 1x
10~3. Vi undersggte om dette kunne vzere en finite-size effekt, hvilket det imidlertid
ikke ser ud til.

7.2 RMC-modellen og eksperimentelle stgrrelser

RMC-modellen er en meget idealiseret model af en vaeske: molekylerne repraesente-
res ved partikler, der kun interagerer via et »hard-core«-potentiale, som forhindrer
at to partikler overlapper. Partiklernes bevaegelsesfrihed er begraenset til et diskret
gitter og i vores implementering far energilandskabet desuden et meget lidt realistisk
udseende (kapitel 4). Det er derfor indlysende, at modellen ikke kan levere nogle
kvantitative oplysninger, som kan sammenholdes med eksperimentelle resultater. Til
gengeeld kan man hibe, at modellen kvalitativt udviser nogle af de egenskaber, der
karakteriserer en viskgs vaeske.

De to mest generelle og karakteristiske traek ved viskgse vaesker er non-Debye rela-
xation og non-Arrhenius opfarsel (se kapitel 2). Som fgrste skridt pa vejen mod en
test af modellens “glas-egenskaber” ville det derfor veere naturligt at se pa disse to
egenskaber.
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Non-Arrhenius temperaturafhaengighed

I resultatafsnittet er vist Arrhenius-plot for de undersggte densiteter lavet pa bag-
grund af diffusionskonstanten (figur 6.7) samt relaxationstider pa energikorrelations-
funktionen (figur 6.14 og 6.13). Disse viste alle, at systemet bliver fragilt ved hgje
densiteter og desuden, at systemet er robust over forskellige definitioner af relaxa-
tionstider.

De fleste eksperimentelle fragilitets-kurver (fx. den som er vist péa figur 2.3, side
6) er data fra isobare forsgg. I vores simuleringer fastholdes densiteten, hvilket i
den eksperimentelle situation vil svare til isokore forhold. Man forestiller sig at en
medvirkende arsag til den dramatiske stigning i relaxationtider, er at molekylerne i
vaesken er pakket sd teet, at de ma »samarbejde« om en omstrukturering. Intuitivt
kunne man derfor taenke godt sig, at denne effekt bliver stgrre med en hgjere densitet
(o¢ mindre volumen).

I [Huang et al., 2002] undersgges sammenhangen mellem isobare og isokore fragi-
litetskurver for forskellige polymerer. Forfatterne interpolerer sig frem til en 3 di-
mensionel (T,P,V) overflade ved at »krydsplotte« data for forskellige temperatur- og
tryk-forsgg. Udfra dette findes temperaturafheengigt forlgb for et fastholdt specifik
volumen. P& figur 7.1 ses isokore fragilitets kurver for forskellige polymerer. Den
parameter der vist pa de forskellige kurver, log,, a(T, P), er en slags dimensionlgs
relaxationstid (som forfatterne kalder »shift-factor«) defineret pa folgende made

(7.1)

Mﬂm:<ﬁnm>

T(T07 P)O

hvor T} er en vilkarlig reference temperatur.

Det ses, at det specifikke volumen (ox densiteten) for enkelte af materialerne ingen
indflydelse har pa fragiliteten, mens fragiliteten for de gvrige stiger med en gget
densitet. Forfatterne finder, at fragilitetsindexet generelt er mindre under isokore
fremfor isobare forhold med samme referencetilstand, (Ty, Py, Vy)

RMC-modellen’s fragilitet ved hgje densiteter ma derfor siges (i det mindste) ikke
at veere i modstrid med empirien pa dette punkt.

Non-debye relaxation

Vi ser en ikke-eksponentiel relaxation i energikorrelationsfunktionerne og i tilbage-
vendingssandsynligheden ved hgje densiteter og lave temperaturer. Disse stgrrelser
er ikke lette at finde eksperimentelt, og vi har derfor ikke kurver til sammenligning.
Stretching-parameteren fundet ved fit af en stretched exponential til energikorrela-
tionsfunktionen og tilbagevendingsandsynligheden for de hgje densiteter.

I princippet kunne den frekvensafhzengige varmekapacitet beregnes ved at Laplace-
tranformere systemenergikorrelationsfunktionen [Nielsen & Dyre, 1996]. Disse ville s&
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Figur 7.1 Pa figuren ses isokore fragilitetskurver for 6 forskellige polymerer:

a. Polyvinylacetate b. Polyethylacrylate c. Polyethylacrylate d. Polymethylacrylate e.
Polyvinylchloride f. Polystyrene (opnéet ved to forskellige malemetoder)

Som det ses afhanger materialernes fragilitet af densiteten (og dermed det specifikke
volumen) saledes at et mindre specifikt volumen giver anledning til hgjere fragilitet. (P&
x-aksen pa inlet’en pé hver af graferne skal der naturligvis std densitet, og ikke tryk!) Fra

[Huang et al., 2002]
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kunne sammenlignes med maélinger af den frekvensatheengige varmekapacitet. Dette
har imidlertid ikke naet, og det er maske ogsé tvivlsomt om man ville f4 noget
brugbart ud af det, ndr man tager modellens energifordeling i betragtning og der
desuden er temmelig meget st@j pa systemenergi data.

7.3 Konklusion

P3 baggrund disse resultater konkluderer vi, at RMC-modellen indfanger nogle de
mest generelle karakteristiska for en sej vaeske, nemlig ikke-eksponentiel relaxation
og non-Arrhenius temperaturatheengighed af de karakteristiske tider for systemet.

Modellen udviser en kompleks dynamik, der kvalitativt stemmer overens med fore-
stillingen om en »dynamisk heterogenitet« i viskgse veesker. Dette aspekt bgr dog
undersgges nermere end det er gjort her.
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A Mellemregninger

A.1 Middelhopraten

I det naeste ses pa melleregningerne fra ligning 4.20 til ligning 4.21 i afsnit 4.5.1 side
25, og (I';) 1 samme afsnit findes. Overordnet er gangen i udledningen som fglgende:
Ved at lgse et 2J-dobbelt integral er det muligt at finde middelhopraten, (I'). Med
en omskrivning viser det sig imidlertigt at middelhopraten kan findes som en sum af
middelhoprater for enkelte partikler, (I';), omkring huller. Hermed bliver det meget
lettere. Sidst finde (I';) ved at lgse et dobbelt integral.

Integralet til at finde (I'), er et 2J-dobbelt integral over partikel energier fra —oo til
oo, se afsnit 4.5.1 side 25;

@n 4
<F> = / r H D '70Dj,1d€j70d€j,1. (A]_)
j=1
hvor
J
r=>Y"T, (A.2)
=1

€r en sum over

—Bleji—250)  for e, .
e Or €51 > €40
1—‘ . . . — s Js A
i(€5,0,€5,1) { 1 for e, < €50 (A.3)
og D’erne er normerede fordelinger givet ved;
Be P50 .
Djoleso) =4 1o for0<ejo<l (A.4)
0 ellers.
0g
_ N 1 for0< €1 < 1
Dia(ein) _{ 0 ellers. (A-5)

I er en sum over ¢ og integralerne kan rykkes ind i summen. (I') kan herved skrive

som
J e d S
() = Z/ T H DjoDjdejodej = Z I;. (A.6)
i=1 j=1 i=1
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I det ¢’te integral, I;, kan I'; rykkes udenfor integralerne, dog ikke for de to integra-
tioner hvor ¢ = j;

(27-2) J
Ii :/ HDj,OD',ldgj,Odaj,l X //FiDi,0D¢71d6i,0d€i,1. (A7)
J#i

Da fordelingerne D,y og D; 1 er normerede giver de fgrste integraler 1, og der gaelder
at

I, = //FiDi,ODi,ldEi,odEi,L (A'S)

Da ses nu at I; netop er det integral der man ville skulle lgse for at finde middel
hopraten for en enkelt partikel til et hul, I; = (T';). Fra ligning A.6 kan det derfor
ses at der m4 galde at (svarer til ligning 4.21 side 27)

Nu skal (I';) blot findes. Da I'; har en vaerdi nér ;9 > €;1 og en anden nar g, < €;1
mé det inderste integral deles op i to. (I';) kan da skrives som

1 go—Beio €i,0 1
<Pi> = % [/ d€z’,1 +/ eﬁ(si’lsi’o)deiJ] dei,o (Ag)
- 0

0 £€i,0

ved indseettelse af fordelinger D; o og D; 1 samt (I';). Idet

/eaw =a et (A.10)
geelder at
1
/ e PCiein) ey = 1 (1 — 7150 (A.11)
£i,0
og dermed at
p ! 1 1
) =1 | e e+ 7 (1 eP0750)) | dey (A.12)
Ved brug af hjelpeintegralet
/meawdx =a'e®(z —a") (A.13)
kan det nu findes at 5
(hy) =287" - (A.14)
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A.2 Differentieret stretchexponentials
I dette appendix vises at der hvor en stretchexponential;

s — aexp (— (%)j (A.15)

har stgrst negativ haeldning i plot med log;, 1. akse er ved %,,:, = %o.

Forst skiftes variabel,
t* = loglo t, (A16)

o= aom (- (). )

Den forste afledte kan findes til

saledes at

ds

107\
a5 = Al
e fyln(l())s( i ) (A.18)

og den anden afledte til

d?s 108\ / /10t \”
dt*2:72]n(10)2s (T) (<?> —1). (A.19)

* *\7
Det ses at der ved tg = 10" = ¢ = ty geelder at (%) — 1 = 0 og dermed at
d%s _
e
Sterrelsen af haeldningen ved ¢ = ¢y findes ved indsaettelse i ligning A.18

0. Hermed er det vist at t,,;, = to-

ﬁ
dt*

In(10
= —av% ~ —0.85a7y (A.20)

t=to
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B Finite-size effekter

Det er vigtigt at undersgger om systemstgrrelserne i simuleringerne er storer nok
og at der ikke er sdkaldte »Finite-size« effekter. Med dette menes at de maélelige
stgrrelser der er fundet er som for et »uendeligt« stort system.

For densiteten p, = 1 x 1073 er vores simuleringer ke¢rt med en systemstgrrelse pa
20 x 20 x 20 (sideleengden L = 20). Til undersggelse af finite-size effekter har vi lavet
simleringer med systemstgrrelsen med L = 10 og L = 30 for 8 = 13. Denne S er valgt
da Finite-size effekter primeert mé forventes at dukke op for de hgjeste B-veerdier.
For densiteten pp, = 8 x 1072 er den anvendte systemstgrrelse 10 x 10 x 10 og der
er lavet kgrsler af systemstgrrelser med sidelengden L = 5 og L = 20 for g = 12.
(Denne S-veerdi er ikke den hgjeste anvendt, men vi har grundet tidspres veeret ngdt
til at bruge denne. Kgrslen med denne densitet er meget tidskreevende for det store
system, idet kgrselstiden skalerer med kvadratet p& antallet af huller, se kapitel 5.)

P3a figur B.1 ses middelkvadratforskydningen for de tre systemstgrrelser for densite-
ten pp = 1 x 1073, Til korte tider er de tre kurver ens, mens der ses en tydelig forskel
til lange tider: den mindste systemstgrrelse er leengere tid om n& samme middelkva-
dratforskydning som de stgrre. Det ser dog ud til at kurverne konvergerer, idet der er
vaesentlig leengere mellem (r?(t))r—10 og (r?(t))r—20 end der er mellem (r2(t))z—20
og (r?(t))L—30. Nederst ses forholdet mellem de to mindste systemer og det stgrste,
og det fremgar ogsé, at de to stgrste systemer ligger taettere pa hinanden.

Pa figur B.2 er middelkvadratforskydningen samt forholdet mellem de to mindste
systemer og det stgrste ligeledes vist for densiteten pp = 8 x 103 for 8 = 12, og de
samme tendenser kan konstateres for denne densitet.

For at give et overslag pa, hvor teet vi er pé den optimale systemstgrrelse har vi fittet
diffusionkonstanterne til fglgende udtryk [Stauffer & Aharony, 1994]

D(L)~! = (L%) e (B.1)

hvor Ly, v og C er fitteparametre og D(L) er diffusionskonstanten for den givne
systemstorrelse og S-vaerdi. Diffusionskonstanterne for de forskellige systemstorrelser
er fundet pad samme méde som beskrevet under afsnit 6.1.2, side 44.

Pa figur B.3 ses diffusionskonstanten som funktion af sideleengden samt fittet til
ligning B.1 (p, = 1 x 1073 til venstre og pp = 8 x 1073 til hgjre). Errorbars fundet
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Figur B.1 P3 figuren er middelkvadratforskydningen for densiteten p, =1 x 1073 8 =13
afbilledet for de tre forskellige systemstgrrelser: L = 10,20, 30. Det ses, at de tre kurver
er stort set sammenfaldende til de korte tider, mens der forskel til lange tider, hvor det
fremgér, at det mindste system er leengere tid om at blive diffusivt (er mindre "mobilt”).
Nederst ses forholdet mellem de to mindste systemer og det stgrste, hvor det ogsa fremgar
at de tre kurver indenfor usikkerheden er uskelnelige til korte tider, mens de skilles til de
lange tider.
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Figur B.2 Middelkvadratforskydningen for p, = 8 - 1072, 8 = 12 med systemstgrrelserne

med L = 5,10,20. Nederst ses forholdet mellem de to mindste systemer og det stgrste.
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ved midling over forskellige samples. Vi har kun tre forskellige systemstgrrelser og
dermed tre datapunkter til fittet, og vi far derfor pr. definition et godt fit. Det ville
veere interessant, at se hvor en systemstgrrelse med L = 40 ville placere sig pé disse
grafer.

Konklusionen ma veaere, at »finite size« fejlen pa middelkvardratforskydningen og
diffussionskonstanten er pé hgjst nogle fa procent dvs. samme stgrrelse som fejlmar-
ginerne fra stgj.

B.1 Den mystiske bule — revisited

I afsnit 6.1.3, side 53, kommenterede vi det sving, der opstod pa bade
middelkvadratforskydningen- og diffusionskoefficientkurverne. Her vil vi undersgge,
hvorvidt disse blot er finite-size effekter eller om forklaringen skal sgges et andet sted.
Der er i virkeligheden to forskellige karakteristika ved dette sving, der bgr undersgges:

e dels er vi interesserede i at vide om svinget "flytter sig” med en sendret system-
stgrrelse

e dels gnsker vi at undersgge om, det faktum, at svinget ser ud til at forsvinde
ved lavere temperaturer i sig selv kunne veare en finite-size effekt.

Vi har derfor udover 8 = 13 og lavet simuleringer med forskellig systemstgrrelse for
B = 8, hvor svinget er meget tydeligt. Den afledte af middelkvadratforskydningen
for alle tre systemstgrrelser er vist pa figur B.4 med 8 = 8 gverst og 8 = 13 nederst.
Den tykke streg angiver systemstgrrelsen L = 20 og de to gvrige er indtegnet med
errorbars. Hvis opstden og forsvinden af et sving var en finite-size effekt ville man
forvente at de tre kurver opfgrte sig forskelligt — enten i form af en forskydning af
disse ekstrema i forhold til hinanden eller en sndring pa formen eller dybden af
minima pé kurven. Figur B.4 viser, at kurverne for de tre systemstgrrelser har stort
set samme form og ligger samme sted. Dog ser det ud til, at kurven for den mindste
systemstorrelse L = 10 skyder lidt over maximum og lidt under minimum for g = 8§,
mens den for 8 = 13 har et plateau, som ligger lidt lavere end de to stgrre systemers
kurver.

Pa figur B.5 ses den afledte af middelkvadratforskydningen for densiteten p, = 8 x
1073, B = 12. For de to store systemstgrrelser ser det ud til at der ikke er et ekstra
minimum, mens der for systemstgrrelsen L = 5 opstar tre ekstrema.

Dette tyder pa at disse ekstra sving p& middelkvadratforskydningen rent faktisk er
finite-size effekter, som enten kan vaere en fglge af diskretiseringen eller et udtryk for
en typisk korrelationslaengde.
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Figur B.3 Diffusionskonstanten som funktion af systemstgrrelsen (L = antallet af
gitterpunkter i hver retning) gverst for densiteten p, = 1 x 10~2 og nederst py, = 8 x 1073.
De stiplede linier angiver et fit til ligning B.1. Kurverne gar asymtotisk mod veardien for
det uendelig store gitter.
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Figur B.4 Den afledte af middelkvadratforskydningen for 5 = 8 (gverst) og 8 = 13
(nederst), begge for p, = 1 x 1072. x er data for systemstgrrelsen L = 10, o systemstgrrelsen
L = 30, mens den tykke streg angiver L = 20.
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C Fortran 90 koder

I dette appendix gengives de vigtigeste elementer af fortran 90 programmet der er
skrevet i lpbet af projektet. Som introduktion til fortran kan anbefales [Britz, 1999].
Det anbefales at laese kapitel 5 forst. Her findes bla. pseudokoder for programmet.
Den overordnet lgkke i programmet ser ud som fglgende;

do
!Ber’ om verdi fra bruger
write(*,*) "Projekt (exit for afslut):"
read (*,*) pnavn
write(*,*) pnavn
if (trim(pnavn)==’exit’)then
write(*,*) "END "//prg//’> ’//ur()
exit
else
write(*,*) "START korsel "//trim(pmavn)//’ ’//ur()
call hent_parametre
call korsimulering
call tjek
write(*,*) "END korsel "//trim(pnavn)//’> °//ur()
end if
end do

pnavn er en streng brugeren indtaster, der bestemmer navnet pa det projekt der
skal kgres. ur er en funktion der skriver klokkeslet og dato. tjek er en routine til at
tjeekke om der er sket nogle fejl under undervejs. Hvis brugeren skriver exit afslutter
programmet ellers hentes parametre fra brugeren med hent_parametre og routinen
korsimulering kgres. Denne ser ud pa fglgende made:

C.1 Simuleringslgkke

En simuleringen foregér med fglgende routine;

subroutine korsimulering
! Rbner filer til skrivning

95
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open (UNIT=10,FILE=trim(prg)//’_’//trim(pnavn) //>_>//trim(sysFil))
open(UNIT=11,FILE=trim(prg)//’_’//trim(pnavn) //’_’//trim(parFil))
open(UNIT=12,FILE=trim(prg)//’_’//trim(pnavn)//’_?//trim(1ligFil))

! Udskriver hoveder i filen
call udskriv_hoved_pos
call udskriv_hoved_sys
call udskriv_hoved_lig

!Opstxtnign af system
call setSystem
call udskriv_startplacering

!Tjek om alt er iorden
call tjek

'Kgrsel af selve dynamikken
index=1
blok=1
tidsteller=0
write (*,*) "START dynamik"//’ °//ur()
write(*,*) "blok",blok,"af",blokMax,ur()
do
if (tid> (2** (index+tidsfaktor)))then
!Udskriver og nulstiller @ndringer
call udskriv_E_pos
if (index==indexMax)then
if (blok==blokMax)then
lAfslutter kgrsel
exit
else
Kgrer endnu en blok
tid=tid- (2**(index+tidsfaktor))
index=1
blok=blok+1
write(*,*) "blok",blok,"af",blokMax,ur()
endif
else
!Neste index
index=index+1
endif
elseif (tid>tidsskridt*tidsteller- (2**(indexMax+tidsfaktor))&
&*(blok-1))then
'Udskriver til sysFil
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tidsteller=tidsteller+1
write(10,*) systemenergi()
else
!Nyt ventetidsskridt
call MC_tid
endif
enddo
call udskriv_startplacering
write(*,*) "END dynamik"//’ ’//ur()
end subroutine korsimulering

Forst klarggres data-filerne. Herefter er et kald til routinen setSystem,som ses neden-
stdende. Denne routine sgger bla. for at systemer er i ligeveegt. Derefter begynder
selve simuleringen i en lgkke, som ogsd sgrges for at data bliver udskrevet til de
rigtige tidspunkter.

C.1.1 Opsatning af system
Inden selve simuleringen klarggres systemet.

subroutine setSystem
!Sztter startplacering af partikler
call setStartPlacering

'Finder ligevagt
write(*,*) "START find.lig."//’ ’//ur()
int_teller=0
do int_teller=0,iterationerLigevegt
if (modulo(int_teller,iterationerligevegt_tidsskridt)==0)then
'Udskriver til ligFil
write(12,*) systemenergi()

end if
call powerMC
enddo

write(*,*) "END find.lig."//? ’//ur()
!Finder den fgrste ventetid
gamma=f indGamma ()

tid=findTid (gamma)
end subroutine setSystem

C.1.2 PowerMC

PowerMC er implimenteret pa folgende méade;
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subroutine powerMC
integer gitl,git2
integer x1(3),x2(3)
integer simbox
integer i
real Ee,Ef,DE1l

'Valg af partikler og et hul
gitl=int (floor(randomTal()*antalPartikler))+1
git2=antalGitterpunkter-int (floor (randomTal () *antalHuller))

! Nye koordinater

do i=1,3
simbox=int (floor(randomTal () *antalSim(i)))
x1(i)=pos(i,git2)+antalXY¥Z(i)*simbox
x2(i)=pos(i,git1)

end do

! Energi forskel

DE1=0

if(.not. gitl>antalPartikler) then
Ef=energi (posenr(1,gitl) ,posenr(2,gitl) ,posenr(3,gitl),gitl)
Ee=energi (x1(1),x1(2),x1(3),git1)
DE1=Ee-Ef

endif

if (randomTal () <exp(-beta*(DE1)))then
call flyt(gitl,git2)
do i=1,3
posenr(i,gitl)=x1(i)
posenr(i,git2)=x2(i)
end do
end if
end subroutine powerMC

C.1.3 Ventetidsalgoritme

I setSystem traekkes den forste ventetid. I' findes med funktionen findGamma. Denne
funktion opdaterer ogsa hoprate og parArray, (se C.2.1)

function findGamma()
double precision findGamma
integer h,hul,k,koordinat,r,retning,partikel,antalTilstande
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double precision Ef,Ee,g

! Setter alle hoprater
antalTilstande=0
g=0.0D0
do h=1,antalHuller
hul=antalGitterPunkter+1i-h
do koordinat=1,3
do r=1,2
retning=2*r-3
partikel=findPartikel (koordinat,retning,hul)
parArray(koordinat,r,h)=partikel
if (partikel<=antalPartikler) then
Ef=energi_par(partikel) 1E_fgr
Ee=energi_nabo(koordinat,partikel,-retning) !E_efter
if (Ee-Ef>0D0)then
hoprate (koordinat,r,h)=exp(-beta*(Ee-Ef))
else
hoprate (koordinat,r,h)=1D0
end if
g=g+hoprate (koordinat,r,h)
antalTilstande=antalTilstande+1
else
hoprate(koordinat,r,h)=0D0
endif
enddo
enddo
enddo
findGamma=g
return
end function findGamma

Den anden halvdel af ventetidsalgoritmen er en routine til at finde den naeste konfi-
guration udfra betingede sansynligheder. Denne kaldes gentagende i korsimulering,
og se ud pa pa folgende made;

subroutine MC_tid
integer h,hul,k,koordinat,r,retning,partikel
double precision sum
logical :: harikkehoppet=.true.
double precision tester

tester=0D0
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!Vzlger et hop pd& baggrund af tidligere udregnet hoprater i findGamma()
tester=randomTal()
harikkehoppet=.true.
h=1
sum=0DO0
do h=1,antalHuller
hul=antalGitterPunkter+1i-h
do k=1,3
koordinat=k
do r=1,2
retning=2*r-3
sum=sum+hoprate (koordinat,r,h)/gamma
if (tester<sum .and. harikkehoppet) then
!foretager selve hoppet
harikkehoppet=.false.
partikel=parArray(koordinat,r,h)
!opdatere arrays
call flyt(partikel,hul)
call flyt_posenr(koordinat,hul,retning)
call flyt_posenr(koordinat,partikel,-1*retning)
deltaPos(koordinat,partikel)=deltaPos(koordinat,partikel)-retning
deltaPos(koordinat,hul)=deltaPos(koordinat,hul)+retning
endif
enddo
enddo
enddo
if (harikkehoppet) then
write(*,*) "FEJL Fandt.ikke.hop",tid,tester,sum
endif

'Finder tiden til nzste hop og
! setter arrays m. partikler og hoprater omkring huller
gamma=f indGamma ()
ptid=findTid(gamma)
tid=tid+ptid
end subroutine MC_tid
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C.2 vrige program elementer

C.2.1
antalXYZ
antalXYZenr

hoprate
parArray

gamma
pos

posenr
gitter

deltaPos

tidsfaktor

indexMax

blokMax

tidsskridt
iterationerlLigevegt
energilandskab
beta

prg

pnavn

C.2.2 Funktioner

Program variable

3 x 1 integer array, med stgrrelsen af de

periodiske rande pé posisionen

3 x 1 integer array, med stgrrelsen af de

periodiske rande pa energilandskabet

3 x 2 x [Antal huller] array med alle hoprater

3 X 2 x [Antal huller] array med partikelnumre pé partikler
der ligger ved siden af huller

Systemets samlede hoprate

3 x [Antal gitterpunkter| array med de tre koordinater
for alle partikler og huller. Hullerne har de sidste index.
Som pos, men for posisionen i energilandskabet

[Antal gitterpunkter i X]x[Antal gitterpunkter i Y]
x|Antal gitterpunkter i Z| array med partikelnumre
Som pos, men kun med sendringer siden der blev udskrevet sidst
gtidstaktor or den fgrste tid i en blok

gtidsfaktortindexMax or den sidste tid i en blok

Antal blokke

Tildsinterval mellem udskrivninger af systemenergi
Antal iterationer med PowerMC

Seed til energilandskabet

Den recibrokke temperatur 8

Streng med program version

Streng med navn pé det projekt der kgres

function findTid(g)
double precision g, findTid
findTid=-1log(1DO-randomTal())/g

return

end function findTid

function ur()

character (LEN=19) ur
call DATE_AND_TIME(dato,klokken)
ur=dato//"-"//klokken

return
end function ur
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! numerering af gitterpunkter

function gitterindex(Xkor,Ykor,Zkor)
integer Xkor,Ykor,Zkor,gitterindex
gitterindex=(Xkor-1)+antalXYZ(1)*(Ykor-1)+antalXYZ(1)*antalXYZ(2)*(Zkor-1)
return

end function gitterindex

C.2.3 Routiner

Routine til at ombytte partikler og huller i pos og gitter;

subroutine flyt(parl,par2)

integer parl,par2

integer X,Y,Z

'ombytning i pos array

X=pos(1,parl)

Y=pos(2,parl)

Z=pos (3,parl)

pos(1,parl)=pos(1,par2)

pos(2,parl)=pos(2,par2)

pos(3,parl)=pos(3,par2)

pos(1,par2)=X

pos(2,par2)=Y

pos(3,par2)=Z

'opdatere gitter array

gitter(pos(1l,parl) ,pos(2,parl),pos(3,parl))=parl

gitter(pos(1,par2),pos(2,par2),pos(3,par2))=par2
end subroutine flyt

Routine til at flytte partikel i posenr;

subroutine flyt_posenr(kor,par,ret)

integer kor,par,ret

posenr (kor,par)=modulo (posenr (kor,par)+ret-1,antalXYZenr (kor))+1
end subroutine flyt_posenr



D Tilstandssum for hele systemet

Efter aflevering af projektrapporten er der fundet en méade at udregne tilstands-
summen for hele systemet!. For et system er der N partikler og M tilstande, kan
tilstandssummen findes som

M
i = 3 e Pleitebtotel) (D.1)
=1

hvor 8; er energien af j'te partikel i den 7’te tilstand (givet ved en lige fordeling).
Multipliciteten er givet ved

N!
(Ng — N)!N!

(der mé ikke veere overlappende partikler), hvor N, er antallet af gitterpladser og
N er antallet af partikler. I modseetning til M defineret i ligning 4.15, er der her
divideret med N!. Dette er for at det kemiske potential skal skallerer rigtigt med
partikelantallet (se afsnit D.4). Normalt argumenteres for dette ved ved at partikler
er uskeeldnelige.

M= (D.2)

Da energierne er givet ved en fordeling kan en »middel«-tilstandssum findes som et
N-dobbelt integral over partikel energier:

(V)
Z = / ZgitDlesz ...DENd€1d€2...€N (D3)

hvor D, er fordelingen af energier af den j’te partikel. Integralerne kan »rykkes ind«
og Z kan skrives som

M
Z=Y / e 1D, de / e PD, dey ... / e PND, den (D.4)
i=1

og dermed at

N,! 1 N
7= o (5 ) o

In(Z) = In (ﬁm) +Nn (%(eﬁ - 1)) (D.6)

!Tidligere i rapporten er fundet en »enkeltpartikel«-tilstandssum, Z;, og fra denne en middele-
nergi. Med Z; er det ikke muligt at finde eksempelvis tryk og den frienergi for systemet

0g
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Med Stirling’s approximation (In(N!) = NIn N — N), der gelder for store systemer
(Ng >>1o0g (Ng — N) >> 1), kan tilstandssummen skrives som

In(Z) = N, In (NQJ\E’N) —Nln (Ngji N) + Nln (%(eﬂ - 1)) (D.7)

D.1 Energi

Med denne tilstandssum, genfindes middelenergien fundet i afsnit 4.4

A (S

og dermed ogsé den varmekapacitet, C,fundet i afsnit 4.4 (da C er fundet for fastholdt
volumen er det C, der er fundet).

D.2 Tryk
Tilstandsligningen for systemet kan findes idet trykket er givet ved

8nZ N,
_ p-1 _ n—1 9
P=pt=— =5 1n< - > (D.9)

(V = Ny). For lave densiteter (p = N% << 1) opfylder systemet idealgas ligningen
1N
(P=6115)

D.3 Cp

Varmekapaciteten ved konstant tryk, Cp, kan findes som?

2
Cp=c,+ 22V (D.10)
KT
hvor
1oV _ B(Ns—N) Ny
ap = % (8T>P— N In Ng—N (D.ll)
0g
_ 1oV BN -N,)
KT = 3 <6P)TN_ N . (D.12)

%I det fglgende regnes med k = 1 og dermed T = %
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Fra ligning 4.7 vides at

eb
C,=N (1 - 52m> (D.13)
og det kan findes at
S0 — 1~ (pB)esch(1) + (pBP) esch(}/oBP)’ (D.14)

Det ses at er der et »magisk«-tryk ved P = 1 — p, = e~?, hvor % = 1 ikke er
temperatur afhaengig.

D.4 Kemisk potential

Helmholtz fri energi er givet ved F = —B71In(Z), og det kemiske potential kan
findes som:

o= (g—ﬁ)m =3 lIn (W) -pt ]n(%[eﬁ —1)). (D.15)

Havde der ikke veeret divideret med N!iligning D.2 ville u ikke have skalleret rigtigt.
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