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Abstract

Projektet tager udgangspunkt i en ikke-linezer dynamisk model af
blodstremning i arterier, hvilket konkret vil sige at der tages hejde
for de ikke-linezere led i Navier-Stokes ligningerne og den ikke-
linezre bevaegelse af drevaeggen.

Med udgangspunkt i begreberne verificering og validering foretages
en grundig vurdering af modellen. Dette indbefatter en diskussion
af de antagelser der ligger til grund for opstillingen af modellen, et
alternativt simuleringssetup i det kommercielle program FEMLAB
med henblik pa at sammenligne to forskellige numeriske Igsninger,
og en sammenligning af modellens resultater med eksperimentelle
data,

Det konkluderes at det i al veesentlighed er lykkedes at verificere
modellen hvad angar de matematiske antagelser der danner grund-
laget for opstillingen af modellen, omend der via en alternativ ud-
ledning af en af modellens ligninger papeges et manglende led. Sig-
nifikansen af dette led diskuteres og der konkluderes at dette led
ikke bor negligeres under de i modellen opstillede antagelser.

Det konkluderes videre at det ikke er lykkedes at fremstille sam-
menlignelige alternative simuleringer, hvilket primeert skyldes im-
plementeringsmaessige vanskeligheder i det kommercielle simule-
ringsprogram FEMLAB.

Endelig konkluderes at det ikke er lykkedes at validere modellen
direkte udfra de eksperimentelle data, da data og simulering knyt-
ter sig til to forskellige arterier, med vidt forskellige forhold geel-
dende. Der er dog indikationer af kvalitative ligheder mellem data
og model. .
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Kapitel 1

Indledning

1.1 Om projektet

Dette er et projekt af modelvarianten pa Roskilde Universitetscenters matema-
tikoverbygning, og skal dermed ligge indenfor fplgende ramme.

Projektet skal behandle matematiske modeller opstillet til at repree-
sentere og bearbejde genstandsomrider uden for matematikken selv.
Der kan béde veere tale om en underspgelse og vurdering of eksiste-

rende modeller /modeltyper og om selvstendig opstilling og analyse
af modeller eller modeldele.!

Vi har valgt at tage udgangspunkt i en eksisterende model, nrmere bestemt
en dynamisk model af blodstrgmning i arterier, opstillet af Cavalcanti og Gn-
udi? [5]. Blodstrsmningsmodellering har utroligt mange anvendelser i den fy-
siologiske og medicinske forskning, fordi der herigennem opnas en langt hgjere
forstaelse for heemodynamikken, dvs. hvorledes blod bevaeger sig gennem det
cardiovaskulare system, og hvordan den lokale blodbevaegelse afhaenger af fysi-
ske og geometriske parametre. Denne forstaelse kan bla. bidrage til forskning i
arterielle sygdomme og til design af diverse transplantater [5].

Den hernzvnte blodstrgmningsmodel kan i lighed med en del andre matematiske
modeller baseret pa partielle differentialligninger ikke lgses analytisk, men mé
istedet lgses numerisk. Ved at benytte en numerisk metode til at lgse modellens
ligninger, skyder man et ekstra filter ind mellem matematikken og virkeligheden.
Herved vanskeligger man evalueringen af bade model og metode, eftersom man
ved en sammenligning af den numeriske lgsning med data, ikke kan vaere sikker
pa hvilken af de to man evaluerer. I denne sammenhzng synes det indlysende at
fremhzave det aspekt af arbejdet med matematiske modeller som ikke fremgér
eksplicit af ovennvnte rammebeskrivelse, nemlig hvad den naevnte vurdering
af modellen daekker over, og ydermere hvordan en sidan ivaerksaettes i praksis.

1gtudievejledningen for matematik 2002 side 11.
2Fremover betegnes modellen pi uretfzerdigste vis kun Cavalcantimodellen.




Indledning

1.1.1 Verificering og validering

Néar man gnsker at modellere fluiddynamiske faenomener er det altafggrende at
anvende numeriske beregninger. Bade for brugere og udviklere af sidanne bereg-
ningsprogrammer er det derfor vigtigt at fa klarhed over hvordan man foretager
en kritisk vurdering af bade modellerings- og simuleringsaspekterne af det sam-
lede problem [16). Indenfor fluiddynamikbranchen opererer man med to helt
centrale begreber i forbindelse med en samlet vurdering af et simuleringssetup;
verificering og validering.® Definitionerne er

Verificering

Bestemmelsen af hvorvidt en computerimplementeret model reprasenterer ud-
viklernes konceptuelle beskrivelse af modellen, indenfor rammerne af en
naermere specificeret ngjagtighed.

Validering

Bestemmelsen af i hvor hgj grad en model er en ngjagtig repreesentation af
virkeligheden, set fra modellens tiltenkte brugeres synspunkt.

Der optraeder i begge definitioner en angivelse af en »ngjagtighed«, hvilket in-
dikerer at der eksisterer et eller andet mal for denne stgrrelse. Ved verificering
méales denne ngjagtighed generelt ved sammenligning med enten analytiske 1gs-
ninger eller meget praecise numeriske ipsninger. Ved validering maéles ngjagtig-
heden istedet ved sammenligning med empiriske data. Dvs. at ved verificeringen
er forholdet mellem simulering og virkelighed ikke et emne, mens det ved vali-
deringen netop er emnet [16].

Opdelingen af vurderingsprocessen i disse to dele antyder at vi kan betragte mo-
dellen pa to forskellige niveauer, og vi betegner-nu disse-for hhv. en koneeptuel
og en computeriseret model. Den konceptuelle model opbygges ved at observere
og analysere det fysiske system der gnskes beskrevet, og bestar af al information,
modelleringsdata og ligninger forbundet hermed. Som vi skal se er Cavalcanti-
modellen domineret af partielle differentialligninger der beskriver diverse beva-
relseslove. Den computeriserede model derimod er et computerprogram hvori
den konceptuelle model er implementeret, og som efterfglgende anvendes til at

simulere virkeligheden. Samspillet mellem disse elementer er illustreret i figur
1.14,

1 praksis foregar verificeringen som navnt ved at sammenligne simulerede re-
sultater med kendte lgsninger, men som vi skal se eksisterer der som regel ikke
analytiske lgsninger til avancerede fluiddynamiske problemer, og derudover er
der ovenikgbet mangel p4 numeriske hgjpreecisionslgsninger til sammenligning
med simuleringer [16]. Der opstar derfor et fundamentalt verificeringsproblem
som omhandler forholdet mellem den kontinuumsmatematik der anvendes til
beskrivelse i den konceptuelle model, og den diskrete matematik som der i den

3Vi adopterer her fuldstandig definitionerne pa de to begreber som de er givet af American
Institute of Aeronautics and Astronautics. Der er andre mulige definitioner, men de bredest
anerkendte er alle zkvivalente med disse [16].

4Kvalificeringen af en model som er nzevnt i figuren, betyder groft sagt at man beslutter
hvorvidt det er besveeret vierd overhovedet at pibegynde en specifik modelleringsproces.
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Figur 1.1 Verificeringen og valideringens rolle i de forskellige modelleringsfaser [16].

computeriserede model anvendes til at simulerere modellen. Det er klart at i en-
hver computerbaseret beregningssituation er det ngdvendigt at diskretisere ens
problem pé en form der muligggr lgsning via en eller flere endelige algoritmer,
selv om den konkrete opstning naturligvis sagtens kan variere fra problem til
problem. Det sidste skyldes bl.a. at to forskellige numeriske beregningsmeto-
der ikke ngdvendigvis kraever den.samme implementering. Under opsatningen
af den computeriserede model er det derfor ngdvendigt at foretage en grun-
dig vurdering af den konceptuelle model, da den specifikke numeriske metode
indeholder specielle restriktioner og begrzensninger i forhold til modellen.

Nar vi taler om validering af modellen, er det som sagt sammenligninger med
virkeligheden der er essentielle, hvilket vil sige eksperimentelle eller andre kon-
trollerede empiriske data. Det er ikke en del af valideringen at fastlegge hvilke
zndringer der kan foretages i den computeriserede model, men udelukkende at
konstatere om der er overensstemmelse mellem modellen og det helt specifikke
virkelighedsudsnit som de eksperimentelle data repraesenterer. Derudover er det
klart at valideringens formal er at detektere og kvantificere fejl og usikkerhe-
der i bade den konceptuelle og computeriserede model, samt numeriske fejl i
beregningerne [16]. Dette indikerer at de eksperimentelle data betragtes som
»sandheden« om virkeligheden. Dette er i og for sig ikke tilfzeldet; nzermere
reprasenterer de empiriske data det mest troveaerdige aftryk af virkeligheden i
valideringsgjemed. Den typiske méde at validere en konkret model pd i praksis,
er ved sammenligninger af grafiske repraesentationer af eksperimentelle data og
den computeriserede models resultater. Hvis de beregnede resultater generelt

stemmer overens med de eksperimentelle data betragtes modellen som valideret
(16].



4 Indledning

1.1.2 Problemformulering

I dette projekt gnsker vi at vurdere Cavalcantimodellen, hvilket altsa vil sige
bade at verificere og validere den. For at verificere modellen gnsker vi

- kort at diskutere de fysiske og geometriske antagelser, samt den teoretiske
baggrund der danner grundlaget for opstillingen af den konceptuelle model
i8],

- grundigt at diskutere de matematiske antagelser der danner grundlaget
for opstillingen af den konceptuelle model i [5],

- som alternativ til at sammenligne den numeriske lgsning med en kendt
lgsning at sammenligne simuleringer ved to forskellige numeriske metoder,

og for at validere modellen

- at sammenligne de numeriske lgsninger med eksperimentelle data.

Diskussionen af bade de fysiske og matematiske antagelser og sammenligninger
med data etc. vil fremgd som teksten skrider frem, men sammenligningen af
de numeriske metoder kraever nok en ekstra bemeerkning. Som naevnt er der
forskel pa forskellige numeriske metoder. Det betyder ikke at den samme fejl
ikke kan opstd i begge situationer, men generelt vil det nappe vere tilfeldet
pga. de tidligere navnte implementeringsmaessige forskelle. Pointen i dette led
af verificeringen af modellen er at reproducere simuleringerne med en anden

numerisk metode, og pa denne made af- eller bekrzfte de tendenser simuleringen
i [5] viser.

I den her refererede artikel er simuleringen foretaget ved hjlp af Finite Dif-
ference metoden (FDM), men vi vil i stedet benytte Finite Element metoden
(FEM) som lgsningsmetode, hvilket vi i praksis ger vha. den kommercielle soft-
warepakke FEMLAB®.




Kapitel 2

Blodstrgmningsmodellering

2.1 Blodstrgmningsmodellers formal

Ved konstruktion af en matematisk model til beskrivelse af blodstrgmning, er
malet at f& sammenhznge mellem kraefter, bevaegelser og de fysiske propor-
tioner af systemet. Med systemets proportioner menes arens dimensioner, dvs.
indre radius, veegtykkelse og laengde, blodets fysiske karakteristika, eksempel-

vis viskositet samt vaeggens viskoelastiske egenskaber. Modellen skal endvidere
kunne beskrive samtlige fplgende fzenomener

bevagelse af vaesken

bevarelse af masse i systemet

bevegelse af drevaeg

- randbetingelser.

Resultatet er et szt ligninger; en matematisk model, der forbinder systemets
egenskaber med blodtryk og -flow, og dermed kan forudsige de haeemodynamiske
fzenomener som kan forventes i en are af de givne dimensioner, elasticitet osv.
Vi vil i det felgende uddybe ovenstiende begreber og feenomener.

2.2 Blods strgmningsrelaterede egenskaber
2.2.1 Viskositet

Vaeskers flow gennem rgr styres bla. af en fundamental egenskab for veesker, vi-
skositeten, som er en indre friktion mellem tilstpdende vaeskelag. Denne friktion
gor at hvis et lag af en viskgs vaeske bliver sat i bevaegelse ved tilfprelse af kraft,
bliver bevaegelsen kommunikeret til de tilstedende lag (se figur 2.1).

Lagene er i kontakt over et areal A, og hvert lag har tykkelsen dz. Stresset
S, eller kraften pr. areal, der er ngdvendigt for at bevaege lagene i kraft af
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Figur 2.1 TDlustrering af viskositet. Veesken antages bestiende af infinitisimalt tynde
lag, med tykkelsen dz. Hvert lag bevzeger sig med en hastighed, vi og v2. Friktionen,
nar et lag glider over et andet, udtrykkes som kraften ngdvendig for at producere
beveegelsen delt med kontaktarealet. I en newtonsk vaeske er stresset proportional
med hastighedsgradienten, og proportionalitetskonstanten er vaeskens viskositet [14).

friktion mellem lagene vil vaere proportional med hastighedsgradienten, dv/dz,
ogsé kaldet shearraten. Proportionalitetskonstanten i er defineret som vaeskens
viskositet! og er afhaengig af bla. vaeskens temperatur og hastighed,

. F dv
Vand og mange andre vzesker hvis opfersel beskrives ved en sddan linezer propor-
tionalitet mellem hastighedsgradient og patrykt stress kaldes newtonske vesker.
Blod er dog ikke en perfekt newtonsk vaeske, da viskositeten ikke er konstant ved
lave shearrater, og da den varierer med diameteren i meget smé rgr (dog er den
forholdsvis konstant ved hgje shearrater i ror storre end 1 mm i diameter [14]).
Vands viskositet ved 37°C er 6.95 - 10~3 poise, mens vaerdierne for humant og
hundeblods? viskositet normalt ved 37°C ligger mellem 3-1072 og 4-10~2 poise
[14]. Kinematisk viskositet v, der ofte benyttes i blodmodellering, defineres som
v= %, hvor p er veaeskens densitet.

2.2.2 Laminar og turbulent strgmning

Blodstrgmning i en &re antages ofte vaerende laminar. Betragtes vasken som
opdelt i tynde lag, vil laminart flow, til forskel fra turbulent flow, sige at lagene
bevaeger sig parallelt uden at de blandes (se figur 2.2).

—r— ==
T =X

Figur 2.2 Figuren viser forskellen p4 laminar strgmning (til venstre) og turbulent
stromuning (til hejre) [12].

!Standardenheden for viskositet er poise, og 1 poise er lig 1 dyn s/cm?, hvor 1 dyn = 1073
Newton.

21 {5] sammenlignes den opstillede model med malinger foretaget pa hunde.




2.2 Blods stregmningsrelaterede egenskaber 7

I en 3re vil disse vaeskelag ofte bevaege sig i en serie af cylinderformede koncen-
triske skaller (se figur 2.3) og strgmningen ved randen vil g& mod nul. Faktisk er
det en fundamental eksperimentel iagttagelse at en vaskes hastighed gar mod
nul, som man nermer sig begraensningsfladen [12]. I resten af aren vil hastig-
hedsprofilerne vaere meget forskellige, bla. afheengigt af om flowet er jeevnt eller

pulserende. Ved jeevnt, laminart flow ses eksempelvis ofte en parabolsk hastig-
hedsprofil.

Figur 2.3 Eksempel pa laminart flow i en &re. I dette eksempel er hastigheden altsa
hpjest i centrum af &ren.

Reynolds beskrev i 1833 nogle af de faktorer, der har indflydelse pa vaeske-
bevaegelsesovergange fra laminart til turbulent flow. De vigtigste faktorer for
udviklingen af turbulent flow er rgrets dimensioner, gennemsnitshastigheden af
flowet samt den kinematiske viskositet [14]. Disse blev derfor kombineret i det

sakaldte Reynolds tal, der udtrykker et flows tendens til turbulens. Reynolds tal
for flow i en cylinder er

Np ===, (2.2)

hvor r er radius, T er flowets gennemsnitshastighed og v den kinematiske viskosi-
tet. Jo hpjere Reynolds tal, des stgrre tendens til turbulens. Teelleren udtrykker
den inertielle modstand, altsd at massive objekter udviser modstand nar de
forspges bevaeget, og nzvneren den viskgse modstand. Altsd udtrykker Rey-
noldstallet at opretholdelsen af det laminare flow afhsenger af balancen mellem
disse [14]. Hvis flowet er pulserende, mangler Reynoldstallet (2.2) en faktor,

nemlig den tid der er ngdvendig for udviklingen og udbredelsen af hvirvler og
turbulens.

2.2.3 Pulserende strgmning i &rer

I mennesker flyder blodet rundt i kroppen gennem kredslgbsystemet, dels for at
fore iltet blod til organerne og dels for at fore det afiltede blod vaek igen. Fra
hjertets venstre ventrikel pumpes det iltede blod ud i aorta og det resterende
arterienet. I kapillzernettene afgives ilten og blodet fores nu tilbage gennem
venerne via hjertets hgjre ventrikel til lungerne og hjertet, hvor det pa ny iltes
og pumpes gennem systemet (se figur 2.4).
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Figur 2.4 Diagram over blodkredslgbet.

Eftersom hjertets pumpen ikke er jevn er blodstrgmningen i arteriesystemet
pulserende, hvilket forirsager bide accelerationer og decelerationer samt positivt
og negativt flow. Hjertet pumper dog periodisk, hvorfor blodstrgmningen ogsé
er periodisk. I en sddan periode taler man om hjertets kontraktionsfase, systolen,
hvor hjertet udpumper blod og hvor blodtrykket opnar sin hgjeste vardi, det
systoliske blodtryk, samt dets afslapningsfase, diastolen, hvor hjertet fyldes med
blod og hvor det arterielle blodtryk antager sin laveste veerdi, det diastoliske
blodtryk, (se figur 2.5) [20]. Ydermere ses pa blodtrykkurven den sikaldte dikrote
hevning, som bl.a. forklares ved en kortvarig tilbagestrgmning mod de netop
lukkede aortaklapper {20].

Systolisk tryk

1254

_ I~ Dikrote havning

[

e

£

£

= Middeltryk

i JE VU,
&=

-3

5 Diastolisk tryk

Tid

Figur 2.5 Typisk arterielt blodtryk under kredslgbscyklus [2].

Fra hjertet udpumpes altsd en maengde blod, der forgrener sig ned gennem kreds-
l@bssystemet. Denne kraftige udpumpning forarsager at de store arterier, for at
kunne absorbere denne blodmangde, udvider sig. Samtidig forgrener arerne sig
ned gennem systemet hvilket resulterer i at flowet ned gennem kredslgbssyste-
met bliver mere og mere jevnt, se figur 2.6.

Havde blodstrgmningen ikke veeret periodisk men jeevn, ville tvaersnitshastig-
hedsprofilen vare parabolsk, mens der for et pulserende flow f.eks. kan frem-
komme en profil som figur 2.7(b). At flowet er pulserende gor at tvaersnitshas-
tighedsprofilen svinger meget over perioden, og i dette eksempel endda flyder i




2.3 Blodets bevegelse
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F;ngur 2.6 Flowet for en kredsigbscyklus, afbildet mod tiden, for opstigende aorta
(ascending aorta), brystkasse aorta (thoraix aorta) og bughule aorta (abdominal

aorta) samt den store hoftearterie (common iliac) og dens forgrening (external iliac)
og til sidst lararterien (femoral arterie){17].

begge retninger. Det sidste skyldes at arevaeggen er elastisk, og derfor kan zen-
dre form pga. forskellige pavirkninger®. Med elasticiteten af et materiale menes
materialets evne til at returnere til sin originale form og dimensioner efter en de-
formation, og hvis et materiales elastiske egenskaber er uafhzengige af i hvilken
retning kraften er pafert, kaldes materialet ‘¢sotropisk.

Hastighed -+ (@) Hastighed .. &

Figur 2.7 Eksempel p tveersnitshastighedsprofiler i en &re med radius 2. P& figur
(a) ses et tidspunkt i flowcyklus, hvor der udelukkende er positivt flow, mens der pa
figur (b) er bade positivt og negativt flow.

1 praksis er de fleste materialer viskoelastiske, dvs. at de udviser bade elasti-
ske og viskese egenskaber. Dette forhold er ogsd geldende for areveeggen som
indeholder mange forskellige slags veev, hver med sine karakteristiske egenska-
ber. Det betyder bl.a. at nar dreveeggen udvider sig for at kunne absorbere de

pulserende blodmangder, s3 tager det lengere tid for aren at returnere til sin
hviletilstand; vi siger at materialet relakserer.

2.3 Blodets bevagelse

Blodets bevagelse beskrives ved de sakaldte Navier-Stokes ligninger. Sammen
med disse anvendes ofte kontinuitetsligningen for usammentrykkelige vaesker,
hvorfor vi i det fslgende vil opstille disse.

3Man kan utvivisomt producere tilsvarende profiler ogsd i faste rer, blot med de rette
randbetingelser i rorets ender. Det er imidlertid ikke det der er tale om her.




10 Blodstrgmningsmodellering

2.3.1 Navier-Stokes ligningerne

I 1822 publicerede Navier en analyse af laminart flydende viskese vaeskers be-
vaegelse, som i 1845 blev udvidet og korrigeret af Stokes (heraf Navier-Stokes
ligningerne). Ved dette set differentialligninger kan en veeskes bevagelse i et-
hvert punkt beskrives. Hvis systemet eksempelvis bestar af et enkelt cylindrisk
rgr, og vaskestrgmningen er laminar, kan enhver partikels position bekvemt
defineres i cylinderkoordinater (se figur 2.8). En enkelt partikels longitudinale

Figur 2.8 Cylinderkoordinater. Ethvert punkts placering kan defineres ved de tre

koordinater r, ¢, z. I dette eksempel er punktet P defineret ved r = 0,3, ¢ = 65° og
z=6.

hastighed v, bliver derfor %, den radiale hastighed v, tilsvarende %§ og den

azimuthale hastighed v, bliver %‘3. De krefter, der er involveret i vaeskens be-
vaegelse kan under ovennzvnte omstaendigheder beskrives i tre ligninger som
beskriver krafterne relateret til trykgradienterne -gf, %E og gﬁ [14]. Hvis der
ikke er nogen azimuthalhastighed og de gvrige komponenter ikke afthanger af ¢,
beskriver de to ferstnzvnte ligninger bevaegelsen, og er givet ved

dp _ %_*_ S dv.| v, 10v, 0%,
at ar 52| P

= = ] = 4 = 2.
8z F Ur gy T or? +7'6r+8z2]’ 23)

ap [av, B, Bvr} {a%r 18v, 0%, v,
= i =

“or =P Ty T 2 e T e “] 24)

Ligning 2.3 beskriver den longitudinale trykgradient, og ligning 2.4 den radi-
ale trykgradient. De forste tre led pa hgjre side af 2.3, der multipliceres med
densiteten p, repreesenterer inertikraefter. De sidste tre led som multipliceres
med vp reprasenterer viskgse kraefter, dvs. kraefter forbundet med de forskellige
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vaeskelags indbyrdes gnidning. Ligningerne udtrykker altsi en antagelse om at
trykfaldet pr. leengdeenhed er givet ved inertikreefterne minus de viskgse tab
[14]. De inertielle led kommer fra Newtons 2. lov?, med densiteten p som udtryk

for masse pr. volumenenhed, og hvor leddene %’f, vr%‘irl og v, %"; reprasenterer

accelerationer [14]. Disse led fremkommer eftersom accelerationen er a = ‘%’f og

dv. _ v Qv Or  Ov; 02
dt ~ 6t dr 8t Oz Ot
BUZ avz a'uz
= mta vt (2:5)

Hvert af disse led er associeret med et specifikt faenomen {14]:

%’itl repraesenterer ren longitudinal (lokal) acceleration.

Uy %%% udtrykker den sndring i den longitudinale acceleration som en vaeskepar-
tikel ngdvendigvis oplever hvis den passerer fra det ene til det andet af to
tilgraensende vzeskelag med forskellige longitudinale hastigheder®.

U, %”; reprasenterer den acceleration lagene i vaesken pavirkes af hvis aren ud-
vides eller forsnavres. Denne forsnzevring eller udvidelse kan evt. veere
reprasenteret i systemet i form af randbetingelser. F.eks. svarer et rgr
lukket i den ene ende til en total forsnzevring af aren. For en inkompres-
sibel vaeske i et fast uendelig langt ror er dette led derfor nul.

2.3.2 Kontinuitetsligningen

Kontinuitetsligningen udtrykker massebevarelse, dvs. at nettoraten af masseflux
til systemet er lig raten af oplagring af masse i systemet. Lad os betragte en
veeskepartikel i et to- eller tredimensionelt domane D (se figur 2.9).

Vaskepartikels bane

] u(z,t)

Figur 2.9 Vaskepartikels bevaegelse i et domaene D |7}

Lad z(t) betegne partiklens position til tiden ¢, og tilsvarende u(z,t) partiklens
hastighed. Under antagelse af at veesken har en veldefineret og kontinuert den-

4Kraft lig masse gange acceleration; F = ma.
5Hvilket tilgreensende lag altid har, medmindre hastighedsprofilen er perfekt flad.




12 Blodétr¢mningsmodellering

sitet® p til enhver tid, er vaeskemassen m i enhver delmzngde W af D givet
ved

m(W, ) = /Wp(z, Hav, 26)

hvor dV' er volumenelementet i planen eller rummet. Betragter vi nu et vilkarligt
fast W sker @ndringen af massen med raten '

Ed;m(W,t) = % /W p(z,8)dV = /W %?(z,t)dV. 2.7)

Lad OW angive randen af W. Udfra massebevarelsen far vi at raten af forggelse
af masse i W er lig raten hvormed masse passerer W i den indadrettede retning

im(W, t)= —/ pu-ndA, (2.8)
dt aw

hvor n er den udadrettede normal defineret i punkter pd W og dA er areal-
elementet pd OW. Fra divergensteoremet’ har vi at

/V -udV = f‘u -ndA, (2.9)
hvorfor 2.7 og 2.8 giver
Op
— + V- (pu)| dV = 0. (2.10)
w | Ot .

Da dette skal holde for alle W, og eftersom integranden er kontinuert, er 2.10
zkvivalent med den sakaldte kontinuitetsligning [7]

dp

5, TV (ow) =0, (2.11)

I mange tilfeelde kan man regne vaesken for homogen og usammentrykkelig, dvs.
at densiteten p er konstant, hvorved kontinuitetsligningen for usammentrykke-
lige vaesker kan opskrives [14]

V-u=0. (2.12)

For et todimensionelt hastighedsfelt i cylinderkoordinater vil ligning 2.12 se ud
som fplger

SDenne kontinuumsantagelse regnes for at vere ekstremt nejagtig ved beskrivelse af ma-
kroskopiske fzenomener [7].

7Divergensteoremet udtrykker at vi fir det samme om vi summerer alle kildernes bidrag
til fluxen indenfor volumet, eller st4r pA randen og summerer hvor meget der passerer.
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16 ov.
Vo = gt gy
‘ 1 ravr + + %
r\ o T 0z
Ov, v Ovr _
B + ’y =+ 32 = 0. (2.13)

Der findes ingen generel lgsning af Navier-Stokes ligningerne, blot analytiske lgs-
ninger til specialtilfzelde. Eftersom fluiddynamiske problemer opstilles p& bag-
grund af Navier-Stokes ligningerne, er det af denne &rsag at numeriske bereg-
ninger er ngdvendige i losningen af disse. Siledes ogs& for Cavalcantimodellen
som i det folgende kapitel opstilles og diskuteres.







Kapitel 3

Cavalcantimodellen

3.1 Opstilling af den konceptuelle model

I [5] modelleres blodets bevaegelse vha. kontinuitets- og Navier-Stokes lignin-

gerne, hvor man tager hgjde for arterieveeggens bevagelse samt den ikke-linezre
bevaegelse af blodet.

3.1.1 Indledende antagelser og begrnsninger

Arterien modelleres som en retlinet, deformerbar cylinder af isotropisk, inkom-

“pressibelt, viskoelastisk materiale med et cirkulart tvaersnit og uden longitudi-
nale bevaegelser. For at kunne simulere forskellige tvaersnit og veegstivhed langs
aren er indre radius, veegtykkelse og veegelasticitet afhzengige af den aksiale posi-
tion. Da. der yderligere antages azimuthalvinkelsymmetri i &ren, begraenser man
sig til kun at udtale sig om en kort del af en arterie, samt et &reudsnit ikke i
nerheden af en bifurkation (&reforgrening). Med antagelsen om azimuthalvin-
kelsymmetri kan systemet reduceres fra tredimensionelt til todimensionelt, da
et tveersnit pa langs af aren spejlet rundt om den longitudinale akse lgbende
gennem centrum vil give det tredimensionelle billede af aren (se figur 3.1).

Af a,zimuthalvinkelsymmetriantagelsen kan dette tvaersnit yderligere halveres,
sa det der reelt modelleres over er et tvarsnit pd langs af aren, som Igber langs
den longitudinale akse gennem centrum og ud til randen (se figur 3.1).

Pa baggrund af antagelsen om azimuthalvinkelsymmetri kan systemet mate-
matisk forsimples veesentligt, da der i artiklen argumenteres for rimeligheden
i at antage at der ingen azimuthal beveegelse er, og at flowet dermed er to-
dimensionalt, dvs. med udelukkende en aksial og en radial hastighedskompo-
sant. Herudover argumenteres for at eftersom den indre radius R er vaesentligt
mindre end bglgeleengden af trykbglgen, reducerer ligning 2.4 til %‘Ti = 0, og
tilbage er Navier-Stokes ligning 2.3. Saledes antages trykket uafhangigt af den
radiale koordinat . Denne antagelse undersgger vi naermere i afsnit 3.2.1.

Blodet modelleres som en newtonsk vaske p& baggrund af henvisninger til tid-
ligere arbejde som har vist at der ingen signifikante forskelle er pa flowmgnstre
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Et blodareudsnit
Blodindstrgmning ( Blodudstrgmning
—_— | et e e e e - :— —
(Rand 1) (Rand 4)

Pga. antagelse om azimuthalvinkelsymmetri,
kan systemet reduceres til et tvaersnit af &ren [~ "7 TT "7 TTTTTTTTTTOO '

Rand 3

Grundet samme antagelse Rend 1 Rand 4
kan tvarsnittet halveres " an

Figur 3.1 Modelleringssystem

for en ikke-newtonsk vaeske og en newtonsk veeske i netop den her behandlede
type blodstrgmning [5].

3.1.2 Modellering af blodets bevagelse

Udfra de indledende antagelser og begraensninger kan kontinuitets- og Navier-
Stokes ligningerne opskrives i cylinderkoordinater som fglger

Ovr v  Ov. _
ar T 7 B =0 (3.1)

v, Ou, v, 13p , (8%, 1 0v, 621)2) (32)

Bt e V8, T paz T\ Trer T a2

Disse ligninger modellerer alts& blodets opfersel. I [5] udelades leddet Q{% i
ligning 3.2, da de henviser til tidligere undersggelser, som har pavist leddet

negligeabelt 1 forhold til de radiale afledede. Vi vender tilbage til denne antagelse
i afsnit 3.2.1.

For at udtrykke de fysiske begraensninger for veeskestrgmningen som udggres af
aren, defineres randbetingelserne som fplger

v (r, 2, )|, g =0 (3.3)
OR
UT(T7Z7t)lr=R = E (34)
ov
= = 3.5
or 0 (3.5)

r=0
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vr(7,2,1)],20 = 0, (3.6)

hvor R = R(z,t) repraesenterer arens indre radius. Vi ved fra afsnit 2.2 at vee-
skens aksiale hastighed ved randen er nul (ligning 3.3). Ligning 3.4 udtrykker
at vaeskens radiale hastighed antages lig randens radiale hastighed, dvs. at der
ikke kan opstd tomrum mellem vasken og randen, og at veesken er usammen-
trykkelig og ikke kan veere uden for randen. Ligningerne 3.5 og 3.6 udtrykker
antagelser om at vzesken i aren opferer sig symmetrisk omkring centrum af
aren, dvs. azimuthalbevaegelse antages ikke eksisterende i systemet. Eftersom
den indre radius R(z,t) endrer sig over tid, er randen bevaegelig, hvilket gor
ligningssystemet kompliceret at lgse. Systemet aendres derfor til et system i et
fast rgr ved at introducere den dimensionslgse koordinat o

(3.7)

som forholdet mellem den radiale koordinat r og den indre radius R(z,t). Det
omrade vi modellerer nu er altsd et plan ned gennem aren langs centrumsaksen,
med faste rande, da z-koordinaten lgber i arens lengde og 7 i intervallet [0, 1].

De nye randbetingelser! bliver for r = R, dvs. forn =1

w(n, z,t)|,-, =0, (3.8)
OR
u(naz’t”n:l = E (39)
Ogforr =0,dvs. forn =0
U(n,z,t)l,,=o =0 (3.10)
. _ 10w
or ~ Ron =0 -
dvs.
dwl (3.11)
an =0

da R # O (vi antager at aren ikke kan klappe sammen). Den nye koordinat
indfgres i ligning 3.1

1Ved indfersel af den dimensionslgse storrelse nn ndres den radiale hastighed v, til u og
den aksiale hastighed v, til w.
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Oudn u  Owdn Ow _
nor TaR T ono: T o (3.12)
18u uw OBw OwdndR
R8n+n_R+$+5;6—R5—z_ = 0. (3.13)
Efter koordinatskiftet ser ligning 3.1 ud som fgiger
FR+ LG RIw (3.14)
Vi skifter nu ogsd koordinater i ligning 3.2
Owdn Ow Bw On Oowodn Ow
ot o “amar TV e T o)
10p 0 (1dw 1 8w dn
p Oz tv (E (ﬁ%) * Ra Rn on 81‘) (3.15)

som er lig

“Ron ot o T Ron Rondz oz
10p 18 (0w Oy 1 dw
p52+V(RB_n(8n> BT+W6n)’ (3.16)

og som kan omskrives til

néwdR OBw udw (nawaR 8w)

Sw _ 1 8R OR 8 a 18P 3 18
a—T—ﬁ(n(w+w37)-u)a—lﬁ—w“a%—zm+#(ﬁ+ﬁﬁ) (3.17)

Ligningerne 3.14 og 3.17 beskriver nu blodets beveegelse i ren under de nzvnte
begraensninger og antagelser, og de er dermed sammen med randbetingelserne

en model for blodets bevaegelse. I [5] forsimples disse yderligere for at kunne lgse
ligningerne numerisk.

Ved at gange 3.14 med 7R og integrere mht. den radiale koordinat fra 0 til 7 fas

ou T Bw " ,0R 0w
—dn — —_— = 1
/ 8 dn+/ ud’q+/o nRaz dn /0 7’ 37 o1 dn = 0. (3.18)

Ferste og andet led i 3.18 bidrager ved beregning med leddet un, hvorved 3.18
nu ser ud som fglger

T Ow 7 ,0Rdw
+ R—dn — ——dn =0. 3.19
un /0 ki dn /0 K 0z On n=0 ( )
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Da tredje led pa venstre side ved partiel integration kan omskrives til

OR ., " OR
—5; N +2/0 w@;ndn,

kan ligning 3.19 omskrives som fglger

mo_Ow OR , " OR
un+/0 nR—a;dn——a—z-wn +2/; w-a—z—ndn

n_Ow R , _OR [T _
u17+/0 R—a—zndn—gz-wn +2E-/O wndn = 0. (3.20)

Heraf far vi fglgende udtryk for u

OR 20R (7

R [ bw
u—nwgg—ggz | nwdn—;/o n—a;dn. (3.21)

Ved at indsztte 7 = 1 og randbetingelserne 3.8 og 3.9 bliver 3.21

OR R [! 1 dw »
i —2_8;/0 mudn-—R/O U dn. (3.22)

Ved division med R, og da fglgende gaelder forn =1

18R 218R 208R [}
Zon_s2dnr_L0% 2
R& R20t R t/Ondn, - (329)
kan 3.22 omskrives til
28R [*! 28R [! b Bw
- = - — .24
Rot J, ndn RBz/O nw dn /07732 dn, (3-24)
som giver
Vodw ! /28R 20R .
_ oW i = £t L5 . 3.25
/O"azd" /(,n<R8t+R8zw>dn (3:25)

Det antages i [5] at integranderne er lig hinanden

ow (2 OR . 20R >, (3.26)

% ~"\Rot TRaz"
hvorved et udtryk for %—f fas

ow 28R  20R
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Denne antagelse kommer vi ogsa naermere ind pa i afsnit 3.2. Ved at indsatte
-3.27 i 3.21 findes fplgende udtryk for den radiale hastighed u

___OR 2 (" OR 2 (" OR 2 [ OR
u = o . nawdn+;’- A —&-dn—;/() n—gwdn. (3.28)

Andet og sidste led p& hgjre side gar nu ud og tilbage er?

= Ty nJo Ot
on 20k (1 )"

dn

w3z+56t 2"
O0R 20R1 ,
T M e
= nwéﬁ+?§n

8z Bt
= n(w%§-+%—1§). (3.29)

Indseettes nu 3.29 1 3.17 far vi at

0

<) v 2
3w (5 i%) (330

2 2 OR,, _18p , v (2%w 4 18w
Ro: W + 5t W sz+R2 (8172 +n6 (331)

bVl

Ligningerne 3.14 og 3.30/3.31 er saledes ogsd en model for blodets bevaegelse.
Man kan diskutere hvorvidt ligning 3.31 er en forsimpling i forhold til ligning
3.30, men i [5] er der to pointer ved at foretage den sidste omskrivning. For
det fgrste viser ligning 3.31 tydeligt at der optraeder to ikke-linezere led direkte
afhaengige af radius, dens afledte og den aksiale hastighed [5], og for det andet
muligger det den diskretisering af ligningerne der er ngdvendig for at kunne lgse
vha. Finite Difference metoden. Udtrykkes nemlig den aksiale hastighedskom-
ponent w som en raekkeudvikling

N
w(nszvt) = zak(z: t) (772k - 1) s (332)

k=1

som opfylder randbetingelserne og er azimuthalvinkelsymmetrisk, bliver den
radiale hastighedskomponent (ligning 3.29) heraf

2Ligningerne 3.27 og 3.29 er igvrigt en partikuler lgsning til 3.14.
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N
u(n,z,t) =1 (aR %— > el 1)) : (3.33)

k=1

hvorved der opnas et ligningssystem (se (5] for narmere detaljer) uden eksplicit
optraeden af hverken den aksiale eller radiale hastighed. Denne diskretisering
udnyttes videre til at udtrykke flowet Q vha. 3.32 som

Qlz,t) = ~mR* }
k

3.34
_lk+1ak ;( )

Som vi skal se i det folgende anvendes dette udtryk i [5] til at beskrive &revaeggens
bevaegelse.

3.1.3 Modellering af arevaegsbevagelse

Vzeggens bevaegelse beskrives pé fplgende made

R 1 0Q
5 = "B oz (3.35)

Der argumenteres ikke nermere for opstillingen af ligningen, men kigger vi lidt
nermere pa den ser vi at det sddan set er en kontinuitetsligning. Dvs. den
udtrykker at vaesken er inkompressibel, og at der er massebevarelse i systemet.

Figur 3.2 Infinitisimal skive af blodéare.

Har vi nemlig et flow som afhanger af z og t, dvs. at der stremmer et givent vo-
lumen igennem et tveersnit af &ren pr. txdsenhed s har vi at volumenzndringen
i et lille tidsskridt At i en infinitisimal skive af aren (se figur 3.2) er

(Q(z + Az, t) — Q(z,t))At. (3.36)

Fordi vaesken er inkompressibel og der er massebevarelse, ma der ske en tilsva-
rende (men modsat) volumenzendring givet ved

~7((R + AR)? - R})Az. (3.37)
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Szetter vi de to udtryk lig hinanden og arrangerer lidt om far vi at

(Q(z+ Az,t) - Q(z,t)) w(AR)® 2wRAR
Az At T A

(3.38)
Lader vi nu de sm& sendringer g& mod nul reduceres dette til ligning 3.35 da

(AR AR
A = 7 AR—0for AR— 0 (3.39)

Flowet som udtrykt ved ligning 3.34 repraesenterer imidlertid ikke et umiddel-
bart anvendeligt udtryk mht. simuleringer foretaget i FEMLAB, fordi diskreti-
seringen styres af faste algoritmer i programmet. Vi gnsker altsd at lgse lignin-
gerne uden brug af denne razkkeudvikling, og behgver derfor et andet udtryk for
flowet. Da flow udirykker hvor meget blod, der strgmmer igennem et tvarsnit
af aren til ethvert tidspunkt veelger vi istedet at integrere hastigheden over et
aretveersnit. Fra azimuthalvinkelsymmetriantagelsen far vi at hastigheden i en
vilkarlig radius r er konstant rundt i den dr tynde strimmel (se figur 3.3).

dr

A

Figur 3.3 Aretveersnit.

Herfra fplger at

R
Q:[ v 2T dr. (3.40)
0

Ved at differentiere @ mht. z far vi fpigende udtryk
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?_Q 6Q OR L 9@ BQ 6'02
0z SR 9z Ov, Bz

OR ] R v,
= 27erz5~— + — 8o, </0 v, 2nr dr) e

OR R 3 ov
= 2mRv, 5~ + (/0 v, (v 27r) dr) 5

R
= 27*'sz§§-+/ 27r dr ——
0

Oz

_ OR 20V,
= 27TR’02—5-Z— + 7R P (3.41)

Vi laver nu det samme koordinatskift som for, n = R(Z 3

_82'
0z

OR o f nmowdR Ow
drRw o=+ R (‘mﬁ 57 " az)

OR OwolR ow
= 7R ( B 7’)5—7’-—6—; + R-é—z‘> . (.3.42)

Dette udtryk kan nu indszettes i ligning 3.35,

OR _ 1 9Q
8t = 27xR 0z

o (wn (28008 o)

- TR Yoz nc’)n Oz oz
1 OR dw OR ow

_—(Qw—a—z__n%—B;_FRE;)

2

hvorved vi far et udtryk for 2 W’

8R — _,)8R | 18
ot — 8+2

7S

i

qu (3.43)

ki

183

som er udtrykt ved de aﬂlaenglge variable w og R. Sammenligner vi dette udtryk
med det udtryk for & E‘ der simpelt fremkommer fra ligning 3.27, ses at ligning

3.43 indeholder et ekstra led. Denne uoverensstemmelse kommer vi nzermere ind
pa i afsnit 3.2.

3.1.4 Tryk-radiusrelation

I [5) opstilles fplgende konstitutive ligning til beskrivelse af sammenhaengen mel-
lem tryk og radius
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8R B(6~1) _
I +o0g (€ 1
plz,t) = —Z—— 5§ — ), (3.44)
h 2

hvor p,, er reveeggens viskositet, h = h(z) er vaegtykkelsen i hviletilstand (dvs.
ved p = %’f = 0) 0g 7' = rm(2) radius mals til midt i veggen, ligeledes i hvile-
tilstand. Udtrykket og (63(6_1) - 1) reprasenterer det statiske strain-stress for-
hold (o, og B er konstanter uafhaengige af den aksiale koordinat og tiden) mens

0 udtrykker forholdet mellem radius af aren i pavirket og upévirket tilstand,
defineret som

Rpn _ R+VRZ+2ryh

Tm 2rm

é

i

(3.45)

hvor fodindexet m igen angiver at der males til midt i drens veeg.

Samlet er det altsd ligningerne 3.14, 3.31 og 3.35, med hastighederne udtrykt
ved ligningerne 3.32 og 3.33, samt den konstitutive relation 3.44 og randbetingel-
serne 3.8 til 3.10 som simuleres i [5]. Herudover er det ngdvendigt at specificere
betingelserne i hver ende af det simulerede arterieudsnit, dvs. hvordan er in-
og outflow samt begyndelsesbetingelserne for systemet. I [5] opstilles en elek-
trisk netvaerksanalog for at opstille ligninger for in- og outflow, udtrykt ved et
pulserende startflow der simulerer hjertets pumperytme og nogle velvalgte im-
pedanser. Disse impedanser udtrykker blot at der i det samlede kredslgb er en
modstand i &rerne bade for og efter den modellerede sekvens. ’

3.2 Cavalcantimodellens antagelser

For vi praesenterer Cavalcantimodellens resultater vil vi i dette afsnit diskutere

de forskellige antagelser der ggres i [5], for at undersgge om de er velbegrundede
eller om man med fordel kunne ggre andre antagelser.

3.2.1 Dimensionsanalyse

Vi vil undersgge fglgende antagelser gjort i [3]

- %—Z’# anses for negligeabel i 3.17

- Navier-Stokes ligningen for den radiale trykgradient 2.4 reduceres til %’5 =0

under antagelse af at den indre radius R(z,t) er vasentligt mindre end
belgeleengden af trykbelgen.

For at kunne evaluere de enkelte leds betydning i en ligning, kan det veere
hensigtsmzssigt at normere de forskellige stgrrelser for at evaluere deres stgrrelse
i forhold til hinanden. Dette gores ved at indfgre dimensionslgse variable og vha.
disse omskrive ligningerne til dimensionslgs form. Dimensionsanalysen vil give
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os en indsigt i ligningernes enkelte leds vaegtning i forhold til hinanden, og vi
kan p& denne made vurdere om nogle af leddene er negligeable.

I en blodare er den indre radius vaesentligt mindre end arens leengde, hvorfor det
mé vaere rimeligt at antage at den radiale hastighed er betydeligt mindre end

den longitudinale hastighed. Vi antager yderligere at fglgende forhold geelder
(18]

uw R
= == 3.46
hvor up og wg er karakteristiske hastigheder i hhv. radial og axial retning, Lo er
en karakteristisk l&engde og Ry er en karakteristisk indre radius af blodaren. I [5)
er radius i hviletilstand r,,, = 1.65 mm, hvilket vi anvender som den karakteristi-
ske radius, og arens lengde er 30 cm, sd Lo = 30 cm. Altsd er stgrrelsesforholdet

_ Yo Ro -3
= —=—=255-107°, 3.47
€ wo = Lo 5-10 (3.47)
et lille tal. Til senere brug gnsker vi ogsa at bestemme en karakteristisk hastig-
hed. For en 20 kg tung hund er den normale midlede hastighed i lararterien 10
cm/s [14]. Vi anvender nu dette tal som den karakteristiske aksiale hastighed,
hvorfor vi ogsa kan beregne u, fra ligning 3.46

ug = %Bwo = 0.055 cm/s. {3.48)
0

For at underspge de enkelte leds vagtning i forhold til hinanden indfgrer vi
folgende dimensionslgse stgrrelser,

Z=2, r=" g= y-2 w=2 P=;%— (3.49)

Vi omskriver nu ligning 2.3 p4 dimensionslgs form

1,09z - T, a7 "“YR,oR, T I, 37

wo O?W 1 we W  wg O2W
vo |l more T R R, T 12 o7z )0 %0
0 d 0

_wgpOP {w%BW wo OW  wd BW]

som omskrives til

2 2
_wgpdP _ wg [OW ow 8W]
Lo 82 pLo[6T+U6Rd+W8Z
wo [B°W 1 8W 282W}
~Vp— | — —  + ——— . 3.51
VpR§[6R§+RdaRd+€ RV (3:51)
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Ganger vi nu igennem med ﬁg far vi
0

_OP _[OW . oW aw] Lo [a2w 1 OW | ,0*W

5z = |ar *Vor, "oz | " VwrE |38 T RiOR, T° o2
(3.52)

Her kan vi se at —'§' ganges med e2. I [5] antages dette led lille i fht. de radiale
afledte, men fra ovenstaende ligning kan vi se at det er lille i forhold til alle

andre led, og man kan derfor se bort fra dette led. Dermed reduceres ligningen
til

2
_OP _[oW  OW aw] Lo [BW 1aw] (353)

= |l 4= W= - el
2z~ o7 " or, T " 97| " VwR |9R2 T Ry 0R,
Simplificeringen i [5], hvor der netop ses bort fra dette led, ma alts3 siges at

vzere rimelig under ovennzevnte antagelser. Vi vil nu undersgge 2.4 p3 samme
made, s& vi omskriver denne pa dimensionslgs form

"R BR: - "I, lat tVsR, "Wz

'U.o 82 1 aU 262 2]
PR {6R3+Rd6Rd+ 9z ~m) 85

pwi OP  woug [BU ou au ]

Ganger vi nu igennem med p—R;}Qg bliver ligningerne til
0

oP aoUu ou au
“am — € [:ﬁ”aR Waz]

L, [PU 10U LU U]
RoUo BRZ Rd BRd 0Z2 R2

(3.55)

De led der multipliceres med €2 antager vi negligeable, hvorved ligningen redu-
ceres til

opP

3.56
ar; = O (3.56)

Altsd har vi nu eftervist [5]'s reducering af 2.4, samt at trykket ikke er afhan-

gigt af radius. Vi veelger ogsi at undersgge kontinuitetsligningen 3.1, som pa
dimensionslgs form bliver

Ug BU UOU Wo 8W
— g 3.57
B dRy T RoRy I, 07 ~ O (3.57)

By

Ganger vi igennem med 22 fas
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ou U oW :
ﬁ;'i‘R—d-i-'a—Z——O (3.58)

Altsd kan man konkludere at alle ligningens led er af samme stgrrelsesorden og

vi kan derfor ikke berettiget simplificere denne ligning. Dette stemmer overens
med [5].

3.2.2 Diverse antagelser

I det fplgende afsnit vil vi komme ind pa de resterende antagelser som ggres
- under opstillingen af modellen i [5].

Antagelse om lighed af integrander

I afsnit 3.1.2 viser vi hvordan Cavalcanti kommer frem til ligning 3.27 ved at
antage at integranderne i ligning 3.25 er lig hinanden, hvilket vil sige at de

udvider en integral egenskab til at gzelde lokalt. Som naevnt kan dette omskrives
til et udtryk for 4

OR OR Row
5{ = —w;,j-; - 5_5; (359)

Ved denne antagelse smides imidlertid ogs4 en hel klasse af mulige lgsninger vaek.
Som begrundelse for antagelsen henvises til en artikel af samme forfatter [6], hvor
der argumenteres ved at to numeriske lpsninger hvor denne antagelse er brugt,
ikke har vaeret maerkbart forskellige. P4 trods af at det er blevet illustreret ved
hjaelp af numeriske lgsninger at antagelsen ikke har nogen sterre betydning for
resultatet, kan det ikke siges at vaere en velunderbygget antagelse i matematisk
forstand. I afsnit 3.1.3 udledte vi ligning 3.43

R __ OR ndwdR Row
a Yoz "206n0z 20z

som lidt omskrevet bliver

R _ OR now Row .

hvorfra vi ser at der er et ekstra led indeholdende stprrelsen

(3.61)

ol
9|

i forhold til ligning 3.59. Dvs. at [5] implicit antager 3.61 som negligeabel i
forhold til w. Spergsmalet er nu hvorvidt dette er rimeligt. Vi ved at 7 er nul
i centrum af aren, men vokser ud mod randen. Hvis vi betragter en parabolsk
hastighedsprofil gar w mod nul ved randen, men vokser mod centrum af &ren,
mens %17‘71 opferer sig omvendt. Det betyder altsd at centralt i &ren dominerer
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leddet med w, mens 3.61 gir mod nul i kraft’ af at bade n og ‘?,—’,‘7’ gor. Teet pd
randen derimod er det omvendt. Her er w lille mens de gvrige stgrrelser vokser,

hvilket betyder at 3.61 bliver det dominerende led. Betydningen af dette kan
evt. afggres ved de nye simuleringer vi opsaetter.

Antagelser og forsimplinger vedregrende arevaeggen

I [5] antages drevaeggen usammentrykkelig og isotropisk. Disse antagelser disku-
teres i [14], hvor det pApeges at veeggen ikke er isotropisk, dvs. at de elastiske
egenskaber ikke er uathangige af retningen af deformationen. Det pdpeges dog
at det ved forsgg er pavist at antagelsen om isotropi ikke giver anledning til
stgrre fejl i modelleringen af flow-, tryk- og hastighedsforhold. -At arterien anta-

ges usammentrykkelig, kommenteres i [14] som en rimelig antagelse for normale
arterier.

Under det pulserende flow er den longitudinale forskydning i arterieveeggen me-

get lille [19], hvorfor simplificeringen i [5] til udelukkende at have radialbevaegelse
i ren ma veere rimelig.

Det antages yderligere at &ren har et cirkuleert tveersnit, hvilket i [19] siges
at veere normalt for arterier, dog med visse undtagelser, hvor tveersnittet er
elliptisk. Ydermere antages det ogsa i [5], at &rens akser er retlinjede, hvorefter de
begraenser sig selv til kun at se pa et kort udsnit af en are, samt ikke i nzerheden
af en bifurkation. Bade antagelsen om cirkuleert tveersnit og retlinjede akser
m3 siges at vaere forsimplinger af virkeligheden; en &re har hverken et perfekt

cirkulaert tveersnit eller retlinjede akser, men for en passende kort aresekvens
mé antagelsen synes rimelig.

Antagelser og forsimplinger vedrgrende blodet og dets bevagelse

I [5] geres ingen umiddelbare overvejelser om hvorvidt blodets strgmning i den
modellerede kontekst er i nzerheden af det turbulente omrade. Vi kan imidlertid
afgpre spergsmalet ved at beregne Reynolds tallet for systemet. Her anvendes
middelflowet, dvs. 10 cm/s, hvorfor vi fra ligning 2.2 far at

7. 2-0.165 cm-10 &2
Nep=22- s~ 100, (3.62)
v 0.033 2=

hvor data for r og v er hentet i [5]. Ved regelmaessigt flow indikerer denne veerdi
en yderst lille tendens for overgang fra laminart til turbulent flow, da denne
overgangsveerdi normalt ligger omkring 2300. At flowet her er pulserende, gor at
Reynolds tallet til visse tider kan blive langt hgjere, men da der skal en vis tid til
at udvikle hvirvler og turbulens, og da det pulserende flow kan veere mere stabilt
end regelmaessigt flow {14], ma det kunne konkluderes at flowet i systemet er
laminart. Til sammenligning er der i [14] opgivet et Reynolds tal for en lararterie
i en hund p& 130, med maksimal verdi 580 (grundet det pulserende flow).

Der antages i [5] at blodets stromning er azimuthalvinkelsymmetrisk, hvilket
sikkert er en god approksimation langt fra bifurkationer og kurvede aresekven-
ser, men ellers ikke. Derudover er der i opstillingen af Navier-Stokes ligningerne
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set fuldsteendig bort fra alle ydre kraftpavirkninger, hvilket i praksis selviglgelig
ogsd er en approksimation. Bdde mennesker, hunde og andre kredslgbsdrevne
organismer har ihvertfald en ting til faelles i eksistensen pa denne planet, nemlig
det faktum at de alle beveaeger sig i det samme tyngdefelt. Tyngdekraftpavirk-
ningen er givetvis negligeabel sammenlignet med de trykpavirkninger der er tale
om rundt i kredslgbet, men afhangigt af den enkelte specifikke dresekvens pla-
cering i rummet er det ihvertfald en approksimation at hastighedsfeltet er totalt
rotationsfrit. ' :

I artiklen antages blodets densitet veerende konstant, dvs. at blodet antages
usammentrykkeligt og homogent. Da blod bestar af mange forskellige kompo-
nenter af meget forskellig stgrrelsesorden er det ikke homogent, hvilket kunne
give anledning til fejl. P4 grund af denne ares storrelsesorden burde denne an-
tagelse imidlertid ikke give anledning til de store fejl, da arens dimensioner er
vaesentligt stgrre end partiklerne i blodet. Modellering i kapilleernettene® med
den samme antagelse ville derimod give anledning til signifikante fejl. At blo-
det antages usammentrykkeligt er givetvis ogsd en approksimation, ligesom det
at blodet antages vaerende en newtonsk vaeske, dvs. med konstant viskositet,
givetvis giver nogle fejl i simuleringerne i forhold til feenomener in vivo. Disse
antagelser er imidlertid ngdvendige for overhovedet at kunne regne pa proble-
merne i praksis. ‘

3.3 Cavalcantimodellens resultater

I det folgende vil vi praesentere udvalgte simuleringsresultater? fra [5]. Aren som
simuleringerne i [5] er udfprt for er en lararterie i en hund.

3.3.1 Parametertest

Parametrene o9 og B, der indgér i trykligningen 3.44, og hvileradius 7, be-
stemmer arteriens geometri og stivhed i deformeret tilstand. For at undersgge
hvordan disse egenskaber pavirker h®modynamikken, tester [5] tre sset parame-
tre ved at gennemfgre simuleringer for hvert parametersaet, jeevnfer figur 3.4.

Her konkluderes det, at arterie 1 og arterie 3 udviser samme elastiske egenskaber
ved forskellige radier, mens arterie 1 og arterie 2 har den samme tidsmidlede
radius [5], men forskellige elastiske egenskaber. Heraf konkluderes det at arterie
2 er mere elastisk end arterie 1, og at arterie 3 har samme stivhed som arterie 1,
men et vaesentligt mindre tvaersnitsareal. Arterie 2’s stgrre elasticitet kan ogsé
ses ved at den undergar den stgrste deformation af de tre (jf. figur 3.4).

3Den typiske indre radius i kapill®rnettet er ca. 5 pm.
4Visse grafer og figurer fra [5] er pga. den darlige kvalitet ikke scannet ind i rapporten,
men istedet gentegnet fra det originale materiale i [3].
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Figur 3.4 Tryk-radiusrelation for de tre simulerede arterier. Det er indikeret hvilke
dele af kurverne der indgar i kredslgbscyklus.

Ved sammenligning mellem simuleringerne af de tre arterier kan effekterne af
vaeggens elasticitet adskilles fra effekterne af arteriens tveersnitsareal. For alle
tre arterier konkluderes det at der ikke er signifikante forskelle i gennemsnits-
vaerdierne for hverken flow eller tryk (se figur 3.5). Af figuren ses ogsd at selv
om vaeggens elasticitet ikke har stor effekt pd gennemsnitsvaerdierne, medfgrer
den store sndringer i tryk- og flowbglgeform, eksempelvis har arterie 2 et hgjere
systolisk flow og et mindre systolisk tryk end de to andre, som trods forskellige
radier ikke adskiller sig vasentligt fra hverandre. Den indre radius har altsd
ingen stor effekt pa tryk- og flowkurverne, hvorimod veeggens elastiske egen-
skaber er afggrende. I [5] udvaelger man nu arterie 2 for at kigge nzrmere pa
hastighedsfeltet gennem kredslgbscyklus.

12 - — Arterie 1 —— Arterie 1
:’ \ --- Arterie 2 ~-- Arterie 2
— 10 P == Arterie 3 < 200 Py -~ Arterie 3
&l . il b/
~ R u /
-~ € i
£ £ J/
E - 4
K] 5 .
& >
3]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 oA.z 0.3 0.4
Tid [s) Tid s}
(2) (b)

Figur 3.5 (a) Flowbalger og (b) trykbslger indenfor en kredslpbscyklus for de tre
arterier.
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Figur 3.6 Aksiale hastighedsprofiler ved de karakteristiske tidspunkter (a), (b), (¢)
og (d) (jf. figur 3.6) i Aowcyklus

3.3.2 Hastighedsprofiler

P4 flowkurven i figur 3.6 er plottet detaljerede aksiale hastighedsprofiler ved de
pa flowkurven indikerede tidspunkter a-d. I [5] diskuteres figur 3.6. Det pape-
ges at det er tydeligt at hastighedsprofilerne over hele kredslgbscyklus ikke er
parabolske. Det ses at i den systoliske fase (a) hvor blodet bevaeger sig frem
er profilen fladere end en parabolsk profil. Det betyder at hastighedsgradienten
teet ved vaeggen er hgjere end den tilsvarende beregnet for et jeevnt laminart
flow. Pa selve vaeggen udtrykker denne hastighedsgradient shearraten (jf. afsnit

2.2) pa veeggen. I [14] vises at denne® for jeevnt laminart flow kan udtrykkes ved
flow og radius som '

dv, Q
— =4—. 3.63
dr|._.p TR? (3.63)
Fra ligning 2.1 far vi at stresset pa veeggen dermed bliver
dw Q
=np—| . =d4p—= 3.64
S=n— T (3.64)

hvor 7 nu igen reprasenterer blodets viskositet. I [5] sammenlignes stresset fra
simuleringen med ligning 3.64, hvilket ses pa figur 3.7 (a).

Det ses at der er signifikant forskel pa de to kurver pé figur 3.7 (a), og der
udtrykkes i [5] da ogsé overraskelse over hvor stor en fejl det medfprer at anvende
ligning 3.64.

5Vi husker lige at denne hastighedsgradient indgik i det ekstra led vi udledte i ligning 3.43
for 82 via §2. Vi vender tilbage til dette i diskussionen.




32

_ Cavalcantimodellen
& 60, —— Shear stress fra simulering NE 60 — Arterie 1
E ---- Beregnet shear stress o ~e-- Arterie 2
~
T c
3
40, » 40
s g
@
2 @
§ 20 E 20
E E
E 0 K 0
o 7]
-2 -2
4 . . . _d .
0 0.1 0.2 0.8 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 Q.5
Tid (s} Tid {s])
(a) (b)

Figur 3.7 Vagstresset som funktion af tid for (a) arterie 2 for hhv. simulering og
ligning 3.64 (b) arterie 1 og 2.

Udover stresset reprasenteret ved ligning 3.64 er der ogsa et stress rundt i arens
omkreds. Eftersom alle arterierne i upavirket tilstand har samme vaegtykkelse,
men forskellige radier, og eftersom arterie 1 og 2 som navnt har samme tids-
midlede radius mi arterie 2’s vaeg blive tyndere end arterie 1’s. Det medfgrer et
stgrre stress pa arterie 2 som skyldes den hgjere elasticitet; aren bliver simpelt-
hen »strukket« mere. Denne forskel kan ses pa figur 3.7 (b). Den store forskel

i det negative peak skyldes det baglens flow langs veeggen som optrader i den
diastoliske fase, jf. figur 3.6 (c).

100-!
80+

Axial Velocity fenvs]

03 g4 2
Time {5} T

Figur 3.8 Tre-dimensionalt billede af den aksiale hastighedsprofil gennem kredslpb-
scyklus.

Dette baglzens flow er ogs tydeligt pa den tre-dimensionale fremstilling af kreds-
lgbscyklus som ses i figur 3.8.

Tendenserne fra figur 3.6, altsd hastighedsprofilerne pé forskellige tidspunkter
i flowcyklus, er de som vi primzert gnsker at reproducere med FEM simulerin-
gerne. I det fglgende gnsker vi derfor indledningsvis at beskrive principperne
bag FEM, samt redeggre for opstillingen af simuleringerne i FEMLAB.




Kapitel 4

FEM simuleringer

4.1 FEM for ODE’er

Finite element metoder er beregnet til at finde approksimative lgsninger til pro-
blemer som typisk er beskrevet ved partielle differentialligninger i et eller andet
afgraenset domeene. Springet fra én til flere afheaengige variable komplicerer be-
handlingen vaesentligt, og det kan godt betale sig at introducere de grundleg-

gende begreber i en én-dimensional og ordinzr differentialligningskontekst. Det
starter vi derfor med.

4.1.1 Galerkins metode

Lad os betragte den én-dimensionale ordinzre 2. ordens differentialligning

%u
i =~ 4.
5z +u z, (4.1)
med randbetingelserne
u(0) = u(1) = 0. ' (4.2)

En klassisk finite difference tilgang, som benyttes til simuleringerne i [5], bestar
i at approksimere de afledte med differenskvotienter og herefter lgse den resul-
terende differensligning, enten skridt for skridt eller som et szt af algebraiske
ligninger. Et alternativ er at sgge en lgsning pa formen

N
uy = Y aifi(z) = arfa(z) + azfa(z) + -+ + anBn(e), (4.3)
i=1

hvor funktionerne B;(z) betegnes basisfunktioner. Opgaven er altsd pd en eller
anden made at bestemme koefficienterne a;, hvorefter man har en approksimeret
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lgsning. Pointen er nu at bestemme disse koefficienter saledes at et narmere
specificeret fejlmdl minimeres. Et mal for fejlen er f.eks.

62UN

E = 522 +un + T, (4.4)

hvor fejlen selvfglgelig er nul hvis uy er den eksakte lgsning. Man kan nu valge
forskellige kriterier til bestemmelse af koefficienterne, eksempelvis mindste kva-
draters metoden, dvs. at mimimere integralet af kvadratet pa E [11]. Et alter-
nativ er at benytte vegtede residualier, dvs. at tvinge den vagtede fejl til at
vaere nul [11], hvor denne er givet ved

1
/ Evdz, (4.5)
0

hvor v betegnes veegt- eller testfunktionen. I Galerkins metode vaelger man netop
de fornavnte basisfunktioner som testfunktioner, dvs. at koefficienterne a; be-
sternmes sdledes at

1
/‘E&@Mz=m i=1,... N (4.6)
0

Det er pd nuvaerende tidspunkt bekvemt at valge sine basisfunktioner saledes
at de opfylder randbetingelserne 4.2, samt at de er indbyrdes ortogonale. Fra
ligning 4.6 ser vi at vi ogsé tvinger F til at veere vinkelret pd S;(z)erne (ligning
4.6 kan fortolkes som et indre produkt). Vi kan variere denne metode véd at ge-

neralisere testfunktionen til at veere en linearkombination af basisfunktionerne,
altsd

N
v=Y_ vfiz). %
i=1

Hvis vi igen betragter ODE’en fra ligning 4.1 er malet altsd nu at finde o;’erne
saledes at

1 1
/ Evdz = / (upy +uny +z)vdz =0 Vv € span{Bi,...,Bn}.  (4.8)
0 0

Dette er den wvariationelle formulering af ligning 4.1 {11]. Vi kan nu med fordel
udnytte similariteten mellem uy og v, jvf. ligning 4.3 og 4.7, hvis vi integrerer
partielt og anvender randbetingelserne for v. Vi har at

1 1
/ uyvdz = [uyv)y — / upv'dz
0 0

1
= —/ uyv' dz Vv € span{f,....0n} (4.9)
0
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Dvs. at vi kan omskrive ligning 4.8 til

1 1
/ Evdz = / (—uyv' +unv+zv)de =0 Vv € span{B,...,Bn}, (4.10)
0 0

hvilket vil sige at vi i stedet for at lgse den oprindelige differentialligning med
randbetingelser, nu skal lgse ligning 4.10. Fordi der nu optraeder samme ordens
afledte af hhv. den approksimerede lgsning og testfunktionen, betegnes ligning
4.10 som den symmetriske variationelle formulering [11], eller nok mere popu-
lzert; den svage form af randveerdiproblemet 4.1 og 4.2 1. Hvis vi nu indsztter

udtrykkene for uy og v, samt udnytter at hhv. un, v og B;’erne opfylder rand-
betingelserne, dvs.

un(0) = un(1) = v(0) = v(1) = F(0) = H(1) =0, i=1,...,N, (4.11)

sd far vi fra 4.10 at

Z b (Z {/ol(’ﬁiﬂ; + Biﬁj)dx} a; + ]01 zfidz | = 0. (4.12)

Definerer vi nu

1
Kij = / (~BiB; + Bif;)dz (4.13)
0 .
%)
1
Fy=- / 2B;dx, (4.14)
0
s3 far vi at
N N
Z’)’i ZKijaj - Fi = 0. (4.15)
i=1 ji=1

Eftersom 7;’erne er vilkarlige koefficienter far vi folgende NV ligninger til bestem-
melse af o;’erne

N
ZKijaj'—“Fi i=1,...,N, (4.16)

=1

IDette er i ovrigt den generelle tilgang nir et randveerdiproblem skal omskrives til svag
form; gang med en testfunktion og integrer op over det relevante domzne.
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eller
Ka=F, (4.17)
hvor
Ky K2 -+ Kin
Ky K - Koy
K=| ") : - (4.18)
Ky Knz -+ Kyy
og
(3]
(o0 .
a = . (4.19)
aN
samt
31
Fy
r=| | (4.20)
Fy

K betegnes i gvrigt stivhedsmatricen og F lastvektoren.

Fordi man i Galerkin-metoden opbygger testfunktionen af basisfunktionerne,
bliver valget af disse altafgprende for kvaliteten af approksimationen, og en
svaghed ved metoden er da netop ogsé at der ikke er nogen systematisk-metode

til at konstruere basisfunktionerne [11]. Det er dette problem der handteres af
FEM.

4.1.2 Mesh og basisfunktioner

Grundidéen i FEM er at basisfunktionerne (og dermed un og v) kan defineres
stykkevis over delregioner (heraf betegnelsen elementer) af det domane hvor
randverdiproblemet skal lgses. Indenfor hvert element Q;, sgger vi s& en ap-

proksimeret lpsning der minimerer fgrnzvnte fejl, og som er kontinuert indenfor
det enkelte element.

Selve opdelingen af domanet i elementer (betegnet mesh’et) kan ske p3 vilkarligt
mange forskellige mader, og et specifikt valg pavirker selvfglgelig den endelige
approksimation. I to dimensioner er det standard at opdele domznet i enten
tre- eller firekantede elementer. Elementernes hjgrner udggr herved et netveerk
af knudepunkter henover domanet, og det er normalt udfra veerdien i disse
punkter at den lokale approksimation i det enkelte element konstrueres. Det
er ikke ngdvendigt for elementerne at have samme sterrelse, endsige at veere
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kongruente, hvorfor det er muligt at opdele domaner med arbitraere former

narmest vilkirligt praecist. Basisfunktionerne konstrueres pd baggrund af tre
kriterier [11):

1. Basisfunktionerne konstrueres udfra simple stykkevist definerede funk-

tioner der betegnes formfunktioner (typisk et polynomium af lav grad).
Formfunktionerne defineres element for element.

2. Basisfunktionerne er tilstraekkeligt pzne til at samtlige integraler i den
svage form eksisterer.

3. Hver basisfunktion har egenskaben at den har veerdien 1 i et knudepunkt
og er 0 i alle andre knudepunkter.

Det folger nu direkte fra punkt 3 og ligning 4.3 at o; = un(z;), dvs. at koeffi-
cienten ¢; preecist har veerdien un(x;) i knudepunktet z;.

hit

i1 T;
0 Qit1

Tit1
Figur 4.1 Et eksempel pa basisfunktioner i én dimension

Et eksempel p3 basisfunktioner der opfylder disse kriterier (i en dimension) er

S el TR A
Bilz) =4 B milz<mipg i=1,2,3,..., (4.21)
0 ellers

hvor z; er knudepunktskoordinater, h; = z; — z;—1 08 hiy1 = ZTit1 — i (s€
figur 4.1). Der vil generelt vaere adskillige formfunktioner defineret over hvert
element (2;, men kun f& vil have vaerdi forskellig fra 0. I dette tilfzelde konstrueres

basisfunktionerne udfra formfunktionerne ‘

T — Ti1

i ot Y 4.2
U= (422)
p4 element Q; og
Ui = Tiv1 — 7T (4.23)
hit1

pa element Q;.1. Eftersom vi gnsker kontinuerte basisfunktioner, og at disse
konstrueres udfra formfunktionerne, er det altafggrende at sidstneevnte er ens i
flles punkter. Hermed opnér vi ogsd at bade den approksimerede lgsning 4.3 og
testfunktionen 4.7 begge bliver kontinuerte og stykkevist linezere funktioner, ef-
tersom disse begge er konstrueret som linearkombinationer af basisfunktionerne.
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4.2 FEM for PDE’er

Na&r vi bevaeger os til behandlingen af partielle differentialligninger er der behov
for visse udvidelser, selv om nogle begreber er helt analoge. Vi betragter igen
et eksempel, denne gang Poisson’s ligning

o? 82
5+ 5or = f@) (4.2

Vi gnsker at Igse ligning 4.24 over et to-dimensionalt domaene D med randen oD,
underlagt visse randbetingelser p& 8D. Der er to hovedtyper af randbetingelser:

L ¢(z,y) = g9(z,y)
2. gg = h(z,y)

hvor g(z,y) og h(z,y) er givne funktioner pa D, og n angiver en udadret-
tet normal til D. Randbetingelse 1 betegnes en Dirichlet-betingelse, 0og 2 en
Neumann-betingelse.

4.2.1 Variationel formulering af PDE

Analogt til det én-dimensionale tilfzelde gnsker vi at formulere ligningen varia-
tionelt, dvs. pa svag form, hvilket i dette tilfzelde er lidt mere kompliceret. I [1 1]
vises at af alle de kontinuerte funktioner ¢(z,y) som opfylder ¢ = g(z,y) pa
0D, er den som er lpsning til Poisson’s ligning med ovennzevnte randbetingelser,
den som minimerer funktionalen

J(¢) = %/D { (%)2 + (%)2} dzdy + /Df(z,y)qﬁdmdy - /E}Dg(z,y)qbdl,
(4.25)

hvor dl er linieelementet langs 8D. Funktionerne der opfylder at ¢ = g(z,y) pa
8D betegnes tilladte funktioner. Dvs. at den variationelle formulering af ligning
4.24 er at finde en funktion ¢ som minimerer ligning 4.25. Dette er den svage
Igsning. Logsningen til ligning 4.24 betegnes den staerke lgsning. Proceduren ved
PDE’er er altsa farst at konvertere differentialligningen til variationel form, og
derefter at gennemgh fire faser [11], ret analogt til det én-dimensionale tilfzlde:

1. Forst deles domanet op i elementer og elementtyper, og der vaelges basis-
funktioner.

2. Hvert elements bidrag til den samlede lgsning beregnes via stivhedsmatri-
cer og lastvektorer.

3. De enkelte bidrag kombineres, hvorved der opnas et stort ligningssystem
for lgsningen.
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4. Ligningssystemet lgses.

Hvis vi nu betragter et typisk trekantet element i 2 dimensioner (se figur 4.2),
s& er konventionen at nummerere hjprnerne mod uret {elementer nummereres
ogsa globalt; vi betragter blot det ¢’te).

((132,3}2)

(mlyyl)

(1‘3, y3)

Figur 4.2 Nummerering af knudepunkter i det i’te element

Som tidligere naevnt gnsker vi at definere ¢ pa dette element udfra vaerdien af ¢

i de tre knudepunkter. En lineser form vil have det korrekte antal frihedsgrader '
(11], hvorfor

o(z,y) = a1 + a2z + a3y, (4.26)

hvor de tre ukendte fastszttes udfra vaerdien af ¢1,42 og ¢3 1 knudepunkterne
(dvs. vi lgser tre ligninger med tre ubekendte). Lgsningen til de resulterende
ligninger kan skrives i lukket form vha. basisfunktioner (11} som

¢(‘T7 y) = ¢1ﬁ1 (may) + ¢‘2:B2(may) + ¢3IB3($’ y)s (427)
hvor
ay + b+ ay
= 7 4.28
med
ay = I2Y3 — I3Y2
by = ya-—us (4.29)
¢l = T3z — Ty
og
1 1 1 1
A= 3 Ty To I3 (4.30)
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Y )
3 = A

Figur 4.3 Tilstgdende elementer i to dimensioner.

som er trekantens areal. Basisfunktionerne 8, og B3 findes ved cyklisk permu-
tation. Der galder nu bade at variationen af ¢ langs en rand er lineezr, og at
¢ kun afhenger af knudepunktsvaerdierne i randens to endepunkter. Hvis vi nu
betragter to naboelementer (se figur 4.3) folger det at ¢{¥ og ¢1) er ens langs
den felles side, hvor de haevede indices angiver hhv. det 7 og j’te element. Dyvs.
at ¢(z,y) automatisk er kontinuert henover alle indre elementgraenser i domae-
net, omend de afledte ikke ngdvendigvis er det. For at minimere J(¢) fra ligning
4.25, udtrykker vi dem nu ved funktionalerne for de enkelte elementer

J=>"J9, (4.31)

hvor

, 1 T ONCE Y0NS
G = =
J 2/13(1'){( ‘9-”3) +(6y) dudy

+ [ $@9)eD dudy - / oo yeddl,  (432)
D) ap)

hvor D er domznet hvorover det i’te element er defineret, 3D er randen og
'Y er den approksimerede funktion pa det i'te element. Vi har altsd erstattet
formuleringen i ligning 4.25 med en tilsvarende, hvor ¢ nu er opbygget af de
stykkevist definerede funktioner fra ligning 4.27. Dvs. at vi kan opsummere en
procedure til opsatning af FEM ligningerne som:

1. J®erne evalueres udfra ligning 4.32.
J®’erne summeres til J, udtrykt ved knudepunktveerdierne for ¢.

Knudepunktsveerdier pa randen evalueres udfra Dirichletrandbetingelsen.

o

J minimeres med hensyn til de ukendte indre knudepunktsvardier, og de
kendte randpunkter.
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Som sagt var den korrekte approksimation ¢ netop den som minimerede J, s
vi er principielt feerdige.

4.3 FEMLAB

4.3.1 PDE lgsning i FEMLAB

FEMLAB er et kommercielt overbygningsprogram til MATLAB til modellering
og lgsning af problemer beskrevet ved partielle differentialligninger. Programmet
er opbygget omkring en grafisk brugerflade, hvorfra man kan kontrollere alle
facetter af simuleringen skridt for skridt. Det forste skridt i formuleringen af
simuleringen er opbygningen af en geometri. Man kan veelge at modellere én, to
eller tredimensionalt, alt efter hvorledes problemet kan formuleres. Det kan klart

betale sig at finde symmetrier der muligger simplificeringer, og gerne afskaffelsen
af hele dimensioner. :

Programmet er udstyret med en rakke pradefinerede ligninger eksempelvis
diffusionsligningen eller Schrédingerligningen, og det er muligt at lgse disse i
flere dimensioner, endda koblet p4 kryds og tvaers. FEMLAB indeholder faktisk
Navier-Stokes ligningerne som en standardapplikation, men disse er opsat i kar-
tesiske koordinater, hvorfor ligningernes form er anderledes end dem vi skal lgse
i cylinderkoordinater. Af samme 3rsag ville en lgsning af vores problem skulle
lgses 1 3D, men 3D simuleringer er for os desveerre uhandterlige hvad angér
hukommelseskrav, og desuden har man ikke mulighed for at justere pa de for-
skellige led i ligningerne. Vi valger derfor at benytte programmets PDE-solver

p& Generel form, hvorfor vores ligninger skal tilpasses i fglgende pradefinerede
form,

dev' +V-T = F, (4.33)

hvor v er en vektor med de afheangige variable, v’ de tidsafledte afhangige
variable og d, er en n X m» matrix hvor n angiver dimensionen, mens I' og F
er vektorer hvis indhold afheaenger af den konkrete situation. Ligningerne (3.14),
(3.30) og 3.43 skal altsd i FEMLAB udelukkende udtrykkes gennem (4.33).

Randbetingelserne defineres tilsvarende i FEMLAB gennem

0=H (4.34)
eller
— OH .7
-n-T'=G+ (—8—’0—)

for henholdsvis Dirichlet- eller Neumannbetingelser. H og G modsvarer hhv.
g(z,y) og h(z,y) fra afsnit 4.2, og p er en sikaldt Lagrange multiplikator®.

1. (4.35)

2Lagrange multiplikatoren er kun defineret pa randen. Den muligger eksistensen af bade
Dirichlet og Neumann betingelser p4 samnme rand simultant; en sikaldt generaliseret Neuman-
nbetingelse [8].
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Eftersom I' indgar bade i formuleringen af ligninger og randbetingelser er det
vigtigt at holde gje med samspillet mellem Dirichlet og Neumann betingelserne
for at undga rod i ligningerne. Der kan yderligere angives en startvzerdi for de

afheengige variable, dvs. v(to), hvor det er vigtigt at disse stemmer overens med
randbetingelserne.

Né&r opstillingen af ligninger og randbetingelser er feerdiggjort genererer FEM-
LAB automatisk et mesh over den opstillede geometri, hvorefter den egentlige
lgsning pabegyndes. Dette mesh kan forfines efter behov, enten over hele geo-
metrien eller i udvalgte elementer. Et eksempel kan ses i figur 4.4.

T T
1

09k

0.8k

0.7F <

06F

05}

041

0.31

021

01

oF b
b s : ) PR . 1 1 e
-04 0.2 o 0.2 04 0.6 [2:] 1 12 14

Figur 4.4 Eksempel pd en meshet geometri i FEMLAB.

I praksis anvender vi en anelse mere komplicerede elementer end de der blev
beskrevet i afsnit 4.2.1, nemlig sakaldte kvadratiske Lagrangeelementer som er
standardelementet i FEMLAB. Fordi der nu er tale om en kvadratisk ligning
opererer vi nu med seks ligninger med seks ubekendte, hvorfor der ikke kun

evalueres i elementernes hjgrner, men ogsa i midtpunktet af hvert af elementets
sider (jf. figur 4.5).

Figur 4.5 Kvadratisk Lagrangeelement [4].

4.3.2 Ops=tning af den computeriserede model

Vi starter nu med at opsatte en geometri i FEMLAB, som opdeles i et centralt
domene og fire omkringliggende rande. Hver af randene tildeles et nummer, hvor
rande 2 og 3 er hhv. arens centrum og &revaeggen, mens rand 1 er inflowsranden
og rand 4 er den rand hvor vaesken strgmmer ud (if. figur 3.1).

Naste skridt er at specificere de ligninger der skal gaelde pa de forskellige del-
omréder af geometrien. Derudover skal der defineres konstanter og forskellige
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Lo

Figur 4.6 Modelleringsgeometrien i FEMLAB, hvor Lo = 30 cm i overensstemmelse
med [5].

udtryk der skal bruges i opsztningen. Alle konstanter er adopteret fra [3], for
at gore resultaterne sammenlignelige.

Vi valgte efter forskellige tilgange at opsatte systemet ved at koble to generelle
applikationer; en PDE med to afhzengige variable til beskrivelse af hastigheds-
feltet, og en PDE med én afheengig variable til beskrivelse af randens bevaegelse.

Hastighedsfeltet beskrives ved Navier-Stokes og kontinuitetsligningerne, dvs. lig-
ning 3.14

lou w  Ow nORdw

ROy nR 08z ROz0Op
som vi ganger igennem med Ry for at undgi at komme til at dividere med nul,
hvilket ville fgre til at systemet ikke kunne lgses numerisk,

Ou 0w ,0ROw
na—n +u+nR——-n"——

8z T ez on (4.36)

“og ligning 3.30

ot = 8z pbz R2\On2 non)’

hvor p = 1.06g/cm’ og v = 0.033cm? /s [5]. Storrelsen %‘E som indgér i ligning
3.30 finder vi ved at differentiere ligning 3.44 i afsnit 3.1.4

oG + 00 (€6 — 1)

Im §2

plz,t) = T
13 2

?

som bliver til

op o () +EDZE (BB +4) - %= (n 3R + B) (s +4)
8z D? ' ’
(4.37)
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hvor

-

8z \\VR® + 2rmh
E = 0'0(6‘8(6_1)—1)
- p2im 1
b =29 h 2
2
5 = R’“V;”Tmh. | (4.38)
m

Her er h = 0.1 mm, g¢ = 10® dyn/cm?, B = 3.6 og 7, = 1.65 mm for arterie 2.
Som randbetingelser bruger vi en Dirichlet-betingelse til at beskrive

OR
w(ny z, t)ln:l = 07 ?.L(T], Z7t)|n=1 = 5{
pa rand 3 og
1 0w
t = =57 =
u(n’z7 )lr]:O 07 R BT’ =0 0’
pa rand 2, hvor den sidstnaevnte indsettes som
owl (4.39)
677 n=0

Pa rand 1 benyttes Neumann-betingelsen til at udtrykke inflowet

w= f(t)(1-n*) (4.40)
u=0 - (4.41)

hvor 1 —n? ggr at inflowet er parabolsk og funktionen f(t) giver det pulserende
inflow. Startvaerdien af den aksiale og radiale hastighed szttes til hhv. f(to)
og 0. Det bemarkes at med denne opsztning stemmer randbetingelsen pé rand
1 overens med hastighedernes startvaerdier. P4 rand 4 gnskes indledningsvis at
vaesken kan flyde frit videre ud i resten af adren. Vi har implementeret denne
randbetingelse pa to mader. Den fprste er ved ikke at specifere nogen randbe-
tingelse (dvs. programmet selv veelger randbetingelsen), og den anden ved at

sikre at hastighedsprofilen lige efter randen er den samme som lige fgr, hvorfor
de aksiale afledte sattes lig nul

dwl oo O oo
0z |39 0z |,_39

Rand 3’s beveaegelse indsattes som en én-variabel PDE, beskrevet ved ligning
3.43
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ot 0z 208z 20n 0z

For ‘denne differentialligning har vi sat startvaerdien til R(tg) = rn, = 0.165 cm,

dvs. til arterie 2’s radius i hviletilstand [5]. Randbetingelserne ved in- og outflow
saettes til

R=rp, (4.42)

indsat som Dirichlet-betingelse. Denne betingelse betyder at randen i arens en-
depunkter szettes fast til rens radius i hviletilstand. Ved inflowranden (rand 1)
stemmer denne randbetingelse overens med startveerdien og ved outflowsranden
(rand 4) har vi valgt denne betingelse for at sikre at R ikke kan blive nul hvorved

vaesken ikke ville kunne strgmme ud. P4 rand 2 og 3 satter vi som betingelse
at R er uathzngig af n

3 =0 (4.43)

som den i gvrigt er i hele systemet. Dette indszttes som en Dirichlet-betingelse.
Af alle randbetingelserne er den eneste der volder implementeringsmassige pro-
blemer u = % pa rand 3. Det skyldes at programmet ikke kan handtere ikke-
linezere randbetingelser for tidsafthaengige problemer. Vi kan for at omg proble-
met imidlertid endnu engang benytte en svag formulering i form af en sikaldt

weak constraint, med hvilken man kan diskretisere Dirichletbetingelser pa ran-
dene [8].

Ved sammenligning med resultater fra [5], er det vigtigt at opsaette et system der
ligner deres opstillede system mest muligt. I artiklen er den eneste kvantitative
information om deres inflow grafen 4.7.

Flow {mi/s]

o ocs 01 0.5 02 025 03 033 04 04 os
Tid ()

Figur 4.7 Flowprofil praesenteret i (5]
Udfra denne graf har vi derfor konstrueret en funktion der beskriver inflowet.

Dette er bl.a. gjort vha. MATLAB’s »spline«-funktion, og som det ses af figur
4.8 stemmer de to kurver ret godt overens. Splinefunktionen kan dog ikke uden
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videre indsattes i FEMLAB, da det ikke er et funktionsudtryk men en m-fil.

Nar vores simulering er sat op i endelig form i FEMLAB, forventer vi at kunne
implementere denne.

o 008 LAl s 02 028 o3 Lk o4 o4 os
Tam

Figur 4.8 Flowprofil konstrueret ved MATLAB’s spline funktion.
Vi forsgger os derfor indledningsvis med et simplere inflow, nemlig funktionen

£(t) = 6(sin2(27r%) +sm3(2w%)), | (4.44)

hvor t er tiden og T er perioden pa 0.5 s og som ses afbildet i figur 4.9. Denne
funktion er konstrueret med henblik pd at bevare tendenserne fra figur 4.7.

Figur 4.9 Simpel flowprofil (x-akse: tid [s] y-akse: flow [ml/s}).

Denne funktion stemmer ikke lige s3 godt som den foregéende overens med det
angivne flow i [5], men den er konstrueret ud fra en relativt simpel funktion
som umiddelbart kan indszttes i FEMLAB. Det ses ogsd at tendensen med
at der strgmmer meget ind i starten, hvorefter stromningen reduceres vasent-
ligt, er bevaret. Denne funktion har dog ikke negativt flow pa noget tidspunkt,
men til gengeeld strgmmer der heller ikke lige sa meget ind, s& middelflowet er
sammenligneligt. Det er derfor denne funktion som vi anvender indledningsvis.

4.4 Simuleringsresultater

Det er forst fa dage for aflevering af denne rapport lykkedes os at lgse lignings-
systemet i FEMLAB. Umiddelbart ser lgsningerne ud til at beskrive systemet
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som forventet, men ved nzrmere eftersyn har vi detekteret adskillige fejl i lgs-
ningerne. For ingen af de gennemfgrte simuleringer er samtlige randbetingelser
opstillet i den computeriserede model overholdt. Da det ydermere er meget tids-
kreevende at kgre en simulering (ca. to dggn), har vi ikke faet mange lgsninger
med i rapporten. Det er dog lykkedes os at k¢re en simulering i lang nok tid
til at lgsningen blev stabiliseret, og dermed at fi nogle f& hastighedsprofiler
at sammenligne med Cavalcantimodellens resultater. Vi har foretaget tre simu-
leringer, simulering A for 2 sekunder, som svarer til 4 kredslgbscykler i vores
opsatning, simulering B for 4 sekunder, dvs. 8 kredslgbcykler, og simulering
C for én kredslgbscyklus. Simulering A hhv. B er ens i opsatning undtaget
for randbetingelserne for den radiale og aksiale hastighed pa rand 1 og 4, dvs.
in- og outflowsrandene. Simulering C er opsat p4 samme made som simulering
A, med den undtagelse at hvileradius er sat til 2,5 mm, istedet for 1.65 mm

som i simulering A og B. Vi har valgt at medtage disse lgsninger, selvom alle
randbetingelser altsd ikke er overholdt.

4.4.1 Simulering A

0.166 0.166
— Tid=1.1
0.1655 0.1655
0.165 0.165
0.1645 0.1645
0 5 10 15 20 25 30 . 0 5 10 15 20 25 30
(a) Radius plottet ned gennem A&ren for (b) Radius plottet ned gennem &ren for
tidspunkt 0.1 og 0.6 s. tidspunkt 1.1 og 1.6 s.

Figur 4.10 Simulering A. Radius plottet ned gennem &ren (x-aksen reprasenterer
areleengden i cm, og y-aksen radius i cm).

Simulering A har fglgende randbetingelser p& rand 1

w = 40(1 — n?) (sin2(27r-—) + sin® (27r—t— ) (4.45)
u=20 (4.46)

og pa rand 4

—=0 =—=0. (4.47)
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Da vi simulerer med et pulserende inflow, tager det et antal cykler for systemet
at stabilisere sig. For at undersgge hvornéar denne stabilisering indtraeffer, dvs.
hvorndr Igsningerne er blevet periodiske, har vi plottet radius til det forste
tidspunkt i hver af de fire kredslgbscykler i figur 4.10.

Som det ses af figur 4.10(a) er systemet under de fgrste to kredslgsbscykler
endnu ikke stabilt, mens figur 4.10(b) indikerer at efter to kredslgbscykler er

lpsningen stabiliseret. Radius ser i fgrste omgang ud til at have store udsving,
men den stgrste sendring er kun pa 10-3 mm.

______ = St g
-0t Lo - ~o00s '/,',
L7 -001 ‘ :
=-0.02 - -
Vi -0.015 ‘S
-003 4 S
. 4 ~0.02 . '/
00| -7 - P - B
=005 ——— -003
o 0z 04 08 08 1 0 02 ga 08 08 1
(a) Aksial hastighed (b) Aksial hastighed
plottet for tvezersnit plottet for tveersnit midt
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Figur 4.11 Simulering A. Aksial hastighed plottet for tveersnit midt i aren (x-aksen
reprasenterer 7, og y-aksen den aksiale hastighed i cm/s).

I figur 4.11 er de aksiale hastigheder afbildet som hastighedsprofiler over et
tvaersnit midt i den simulerede &re, dvs. 15 cm fra hver ende. I figurer 4.11(a)
og 4.11(b) er det forste tidspunkt i hver af de fire kredsigbscykler plottet. P3
disse hastighedsprofiler fremkommer det at efter de fire cykler har systemet
endnu ikke stabiliseret sig. Hvis vi istedet ser P4 det naeste tidspunkt i de fire
kredslgbscykler pa figurer 4.11(c) og 4.11(d), ses at lpsningen nu har stabiliseret
sig.

Det m3 altsi konkluderes at der kraeves en simulering over langere tid, dvs.
med flere kredslgbscykler end fire, for at opn en stabil lgsning. Vi har derfor i
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simulering B® 1gst for 4 sekunder, som svarer til otte kredslgbscykler.
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Figur 4.12 Radiusudvikling over sidste kredslgbscyklus for simulering A. y-akserne

er for samtlige figurer skaleret ens. x-aksen reprasenterer arelengden i cm, og y-aksen
radius i cm.

Vi vil dog kort praesentere radiusudviklingen over den sidste kredslgbscyklus for

simulering A (se figur 4.12), trods at lgsningen endnu ikke helt kan konkluderes
at vaere blevet stabil.

Figuren illustrerer radius reaktion pa den store blodmsengde i starten af cyklus.
Lignende kurver prasenteres for Simulering B, hvor lgsningen har stabiliseret
sig, hvorfor yderligere kommentarer ikke bliver knyttet til figur 4.12.

4.4.2 Simulering B

Simulering B har fglgende randbetingelser pa rand 1 )
w = 6(1 —n%) sin2(2ﬂl~) + sin3(27r—t-—) (4.48)

0.5 0.5
u=0 (4.49)

og pa rand 4 har vi ingen betingelser (dvs. programmet bestemmer randbetin-
gelserne), hvilket skal svare til frit udleb af blodet.

I figur 4.13 er radius afbildet for sidste kredslgbscyklus i simuleringen.

3Det er udelukkende grundet mangel pa tid at simulering A ikke ogsd er simuleret over 4
sekunder (en sidan simulering tager ca. 2 degn).
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Figur 4.13 Radiusplot for simulering B’s sidste kredslgbscyklus, dvs. for t=3.6-4
s. x-aksen reprasenterer arelengden i cm, og y-aksen radius i cm. y-akserne er for
samtlige figurer skaleret ens. Den rette linie reprasenterer hvileradius pa 0.165 cm.

(d) (e)

Figur 4.14 Midlede radiusplot for simulering B, (umidlede plots ses i figur 4.13).
x-aksen reprasenterer arelengden i cm, og y-aksen radius i cm. y-akserne er for
samtlige figurer skaleret ens. Den rette linie reprasenterer hvileradius pa 0.165 cm.
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Som det ses oscillerer radius meget omkring hvileradius, og tendenserne for ra-
diusudvikling er meget svare at se. Det er ikke sandsynligt at radius oscillerer
pa denne méade. Vi forventer nzermere en udvidelse i 4ren umiddelbart efter at
blodet strgmmer ind hvorefter aren relakserer tilbage til hvileradius. Vi har der-
for valgt at midle samtlige plots fra figur 4.13 i figur 4.14. P4 figur 4.14(a) ses
hvordan aren udvider sig, som reaktion pa den store blodmangde der pumpes
ind. P4 de efterfglgende delfigurer i figur 4.14 ses at radiusendringen forplantes
ned gennem &ren. Af figurer 4.14(d) og 4.14(e) ses hvordan radiussendringen er
jeevnet ud over hele &ren, og dermed er der ikke langere tale om en stor lokal
2ndring, som i begyndelsen af kredslgbscyklus. Dette kan skyldes at i kraft af
den store areudvidelse i starten af cyklus trykudlignes der, hvorved radiussn-
dringen falder. Vi skal dog ogs& huske at randbetingelsen for den bevaegelige
rand er sat til R = r,, pa outflowsranden, hvilket kan vaere med til at tvinge
systemet til at deempe radiuszendringen. Her ville det veere interessant at forsgge
at lgse samme system, hvor man i stedet benyttede randbetingelsen %% =0 pd
outflowsranden. En sddan betingelse betyder at radius er den samme lige fgr og
efter randen; man kan sige at dette svarer til at dren fortsztter usendret. I figur

= T Aksiale hastighedsprofiler
T Ter 0.14
-+ Tidads
o — Tid=36
0.12 -~ Tid=3.7
—— Tid=38
(A = Tld=3.9
-- Tid=4

0.06

§s

(a) Flowprofiler for simulering B (b) Simulering B. Aksiale hastig-
hedsprofiler taget midt i den simu-
lerede &re for t=3.6-4 s. x-aksen re-
preaesenterer 7 og y-aksen hastighe-
den i cm/s

Figur 4.15 Flowprofiler og hastighedsprofiler for simulering B.

4.15(a) er flowudviklingen ned gennem &ren over kredslgbscyklus praesenterét.

Tryk (der for&rsager radiuseendring) og flow synes at have samme kvalitative
tendenser, jeevnfar figurer 4.14 og 4.15(a).

P4 figur 4.15(b) er den aksiale hastighed afbildet som tvarsnitshastighedsprofiler
over den sidste kredslgbscyklus i simuleringen. Af figuren ses parabolske og flade
hastighedsprofiler. Holdes figuren sammen med radiusafbildningerne pa figur
4.13 ses at hastigheden er stgrst omkring t=3,8 s. Til dette tidspunkt har radius
midt i &ren stgrst veerdi, se figur 4.13(c).
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Aksiale hastighedsprofiler th t=0.1-0.5 T

— Tid=0.1
— Tid=0.2
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Figur 4.16 Simulering C. Aksiale hastighedsprofiler taget midt i den simulerede &re
(dvs. ved 15 cm)), for t=3.6-4. x-aksen reprasenterer 1 og y-aksen hastigheden i cm/s

4.4.3 Simulering C

Simulering C er foretaget med henblik p4 sammenligning med skanningsdata
fra Skejby Sygehus (preesenteres naermere i folgende kapitel), derfor er den sat
op pd samme mide som simulering A, med undtagelse af hvileradius r,, der
er sat til 2.5 mm, da dette er radius for den skannede are data bygger pa. Da
der kun er lgst for én periode, er lgsningen ikke stabil endnu. I figur 4.16 er de

Radius for ta0.1 Radius for tad.2 Radius for ta0.3
0.252

0.251
0.25

0.249

0.248

(2) (b) (c)
Radius for t=0.4 Radius for t=0.5
0.252 0.252
0.251 0.251
025 M‘WWM’MM 025 WWWWM
0.243 0.2d9
D'mo 10 20 30 0248y w0 20 30
(d) (&)

Figur 4.17 Simulering C. Radiusplot for kredslgbscyklus. x-aksen reprasenterer

arelengden i cm, og y-aksen radius i cm. Y-akserne er for samtlige figurer skaleret
ens.

aksiale hastighedsprofiler for simulering C gengivet. Sammenligner vi disse med
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de tilsvarende for simulering A, dvs. vi sammenligner simuleringer hvor eneste
forskel er hvileradius 7, ses det af figur 4.11, hvor resultaterne fra simulering A
er gengivet, at blodet strgmmer veesentligt hurtigere i simulering C, dvs. for aren
med den stgrre hvileradius. Samtidig bemzerkes det ogs at der for simulering A
forekommer negativt flow, mens det ikke er tilfzeldet for simulering C. I figur 4.17
ses radius udvikling ned gennem &ren over kredslgbscyklus. Figuren viser samme
tendenser som set for simuleringer A og B, dvs. at radius ses at have en relativt
stor udvidelse i begyndelsen af cyklus, hvilket fordrsager en trykudligning, der
giver sig udtryk i en mere stabil radius omkring hvileradius.

4.4.4 Sammenligning af simuleringer med resultater fra

[5]

P3 trods af at den begraensede mangde data ikke giver grundlag for en kvanti-
tativ sammenligning med resultater fra {5], veelger vi at fremhave nogle enkelte
iagttagede tendenser. Vi har set at alle hastighedsprofiler fra vores simuleringer
er parabolske hhv. flade og at de til ethvert tidspunkt har enten positivt eller
negativt flow. Der forekommer alts& ikke profiler som pa figur 3.6 (b) og (c).
Sammenligner vi nu den aksiale hastighed pa tveersnitsprofilerne i figur 3.6 med
den tilsvarende hastighedsprofil i vores simuleringer, ses at vaesken strgmmer

vaesentligt langsommere i vores simuleringer. Dette mener vi skyldes at vi har
sat vores inflowshastighed for lavt.

Biologisk set er det usandsynligt, at radius oscillerer som simuleringerne viser.
Vi har derfor valgt at midle radius. Undersgger vi stgrrelsesordenen af radiu-
szendringen, ser vi pa figur 4.12 4.10 og 4.13 at den afviger hgjst 1072 mm fra
hvileradius. [ forhold til hvileraaius pa 1.65 mm og veegtykkelse pad 0.1 mm mé
dette siges at vare en meget lille @ndring. Dette kan igen skyldes at der ikke
stremmer meget vaeske i systemet, pga. det lavt satte inflow. Man mA derfor
konstatere at en kvantitativ sammenligning mellem [5] og de FEMLAB simule-
ringer vi her har, ikke giver stgrre mening, da systemet kan forventes at opfere
sig vaesentligt anderledes ved hgjere hastigheder.

Vi har efter rapportaflevering faet foretaget nogle enkelte supplerende simulerin-
ger, dog stadig uden at samtlige randbetingelser er opfyldt. For den ene af disse
simuleringer har vi vaeret i stand til at f3 vores inflow til at virke. Dvs. at hastig-
hederne i vaesken ned gennem hele aren er pa et niveau der er sammenligneligt
med [5]’s resultater. Ydermere har vi lavet to sammenlignelige simuleringer med
og uden leddet 3.61 og har ikke veeret i stand til at detektere nogle forskelle mel-
lem de to lgsninger. Det skal dog igen papeges at da samtlige randbetingelserne

ikke er opfyldt, vil vi ikke konkludere noget om leddets betydning pa baggrund
af disse simuleringer.

4.4.5 Diskussion af simuleringer

Det har vist sig serdeles vanskeligt og tidskraevende at f3 simuleringerne i FEM-
LAB til at fungere korrekt. Vi har forsggt at simplificere vores system mest mu-
ligt, med henblik pa gradvist at bygge videre pa det. Programmet har udover de
i sidste afsnit praesenterede lgsninger kun vaeret i stand til at lgse systemet for en
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fastholdt rand. Ved simuleringer med den bevagelige rand har fejlmeddelelsen
typisk vaeret "stepsize too small", hvilket i fplge [8] betyder at den ikke-linezere

iteration ikke kunne konvergere. Der gives tre forslag til hvad grunden til dette
kan vzre:

- ikke passende evaluering af startveerdi
- forkert skalering mellem de variable stgrrelser

- systemet har ingen lgsning.

Vi har i vores opsatning valgt vores afhaengige variable siledes at de stemmer
overens med randbetingelserne pé inflowsranden (rand 1). Vores udgangspunkt
for startveerdien er en antagelse fra [5] om at systemet fgr simuleringen gar
igang befinder sig i en hviletilstand. Det vil 1 dette tilfelde sige at arevaeggene
er i hviletilstand og startvaerdien for R dermed er R(tg) = 7, = 0.165 cm.
Vaesken antages yderligere ikke vaerende i bevaegelse. At begyndelsesvaerdierne
vaelges pad denne made, gor at systemet starter fra en sikaldt nultilstand og
derfor skal indstille sig over de fgrste par cykler. Fysiologisk set er ovenstiende
antagelser tvivilsomme. Man kunne derfor veelge at evaluere en karakteristisk
hastighed for en vaskepartikel i systemet, som gjort i afsnit 3.2.1 og give w og u
en starthastighed pa hhv wy(1 — 92) og ue(1 — 7?). Vi har forsegt os med begge

dele uden det har gjort en stor forskel og har derfor beholdt den fgrstneevnte
startvaerdi.

Hvad angar skalering mellem de variable, har vi undersggt om vores system in-
deholder vidt forskellige sterrelser. Dette gores ved hj=lp af dimensionsanalyse,
efter samme metode som 1 afsnit 3.2.1. Konklusionen pa denne dimensionsa-
nalyse er at systemet er skaleret passende, og at dette tilsyneladende ikke er

problemet?®. Den sidste af de ovenfor oplistede muligheder mener vi ikke er gal-
dene for vores system.

Typisk for FEMLAB-manualen [8] er ovenstaende forslag langt fra reprasenta-
tivt for hvad problemet reelt konstituerer. Via forskellige web-baserede know-
how baser uafhangige af FEMLAB, savel som pA FEMLAB’s eget knowledge-
base har vi fundet andre forslag til kontrol af systemet, savel som Arsager til
fejlmeddelelsen. Generelt kan siges at systemet ikke skal veere ill-posed, hvilket
udover de allerede nzvnte problemer vil sige at systemet ikke skal veere underbe-
stemt, dvs. vi skal i praksis have samme antal ligninger som afhzengige variable.
Samtidig er det afggrende at der ikke er modsigelser i systemet, eksempelvis
at en begyndelsesvaerdi modsiger en randbetingelse, eller at en randbetingelse
modsiger en ligning. Vi har Igbende rettet fejl og uoverensstemmelser, og mener
at have kontrolleret opsaetningen grundigt.

I [5] angives at de i deres FDM simuleringer har anvendt Gear’s metode til
at integrere differentialligningerne, fordi de var karakteriseret ved steerkt vari-
erende tidskonstanter. Et sddant differentialligningssystem betegnes som stift
og er lgst sagt et system hvor hastighedsfeltets storrelse eller sendring varierer
meget hurtigt. Det betyder at man ved anvendelse af en eller anden eksplicit tids-
skridtsalgoritme nasten uvagerligt vil foretage tidsskridt der overser afggrende

4Dimensionsanalysen kan ses i appendiks A.
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information, hvadenten skridtene er smi eller store. Gear’s metode anvender
en metode der blander systemets nuvzerende og fremtidige tilstand pa en made

“som ger den mindre fglsom overfor disse hurtige sendringer. Det betyder at der

optrader tidskraevende ikke-linezre led i evalueringen af det enkelte skridt, men
eftersom det samlede antal skridt reduceres voldsomt er metoden i den sidste
ende tidsbesparende [9]. Det har i praksis veeret umuligt at fi svar pa hvorledes
man tackler et stift ikke-linezert tidsafhangigt system i FEMLAB.

Som en konsekvens heraf har stgrstedelen af arbejdet i FEMLAB vaeret decideret
»trial and error« arbejde. Det er klart at vi har forsggt at systematisere denne
arbejdsform mest muligt, eksempelvis ved som nzvnt at bygge ligningssystemet
op led for led. En strategi som vi ikke har udnyttet fuldt ud er kombinationen
af en stationzer lgsning som begyndelsesveerdi for det tidsafhaengige problem.
Vi har forsggt at anvende de stationzere ikke-linezre lgsningsalgoritmer, men er
ogsa her rendt ind i problemer. Vi har ikke undersggt denne metode fuldt ud,
primzrt fordi manualen understregede at visse af de tidsafhzngige lgsningsal-
goritmer skulle veere i stand til at handtere ikke-linezre problemer.







Kapitel 5

Datasammenligning

5.1 Datapraesentation

I fglgende kapitel vil vi praesentere data fra Skejby Sygehus! for efterfolgende at
sammenligne med resultater fra [5] samt kort med simulering C. Data. fra Skejby
Sygehus stammer fra en patientskanning af Carotis Interna, dvs. halspulsiren
lige efter forgreningen i halsen. Diameteren af &ren er knap 5 mm. Vi har mod-
taget 18 20x28 matricer med en hastighedsvaerdi'i hver pixel. Hver pixel er 0.25
mm | begge retninger og pixelveerdien er angivet i m/s.

Carotists

Hastighed (m/s)

y-Radius (mm} Radius {mm)

Figur 5.1 Surface fremstilling af matrix 15.

Hastighedsveerdierne er midlet over snittykkelsen pa 3 mm, altsi er veerdien
for hver pixel en midling over volumet 0.25 x 0.25 x 3 mm?®. Pixels uden for
blodéren er sat til nul. Skanningen tog ialt 8 minutter og 30 sekunder, dvs. at
der inden for denne tid er tidsmidlet. Et enkelt billede er altsi opsamlet over
mange hjerteslag. Ved en surface-fremstilling i MATLAB af en af de 18 matricer

!T kapitlet prasenteres udvalgte data; for samtlige data se appendiks B.
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fremkommer en figur som figur 5.1, og en to-dimensional fremstilling af samme
matrix ses i figur 5.2.

carotists

Figur 5.2 To-dimensional fremstilling af matrix 15. x- og y-akserne viser radius i
mm, mens farverne indikerer hastigheden i m/s

Det fgrste billede er 8 ms efter EKG’ets R-tak?, hvorefter der er 36 ms mellem
de efterfalgende billeder. Patienten havde en gennemsnitlig puls p3 84 under
skanningen, hvilket gennemsnitligt giver en kredslgbscyklus pa 714 ms. De 18

billeder daekker en periode p& 620 ms og spanner derfor ikke en hel kredslgbs-
cyklus.

For sammenligning med flowprofilen over en kredslgbscyklus praesenteret i [5],
har vi for hver af de 18 matricer beregnet det samlede flow og plottet dette
mod de 18 tidspunkter. For hver matrix adderes samtlige pixelveerdier, dvs.
hastigheder, og multipliceres med arealet af en pixel ((0.25 mm)?); herved fas
det samlede flow til det enkelte tidspunkt.

For sammenligning af data med hastighedsprofiler fra [5] har vi for hvert billede
taget gennemsnittet af hastighederne over hver enkelt radial position. Dette er i

praksis gjort ved transformation af x- og y-koordinaterne til polere koordinater,
hvorefter vi approximerer Wy, ved

1 [P 1 ¢ .
Taoe =5 [ waar 0 & LY wialnit G)

i=1

P& denne méde er det muligt for os at fremstille to-dimensionale tvzersnitshas-
tighedsprofiler til sammenligning med de i [5] praesenterede profiler. Vi opnar
ved denne metode én hastighed til hver radial position, hvorfor vi har har valgt
at spejle graferne. Da data er diskrete punkter fordelt over &ren er vi ikke i be-
siddelse af hastighedsvaerdier til enhver radius, hvorfor hastighedsgennemsnittet
er taget indenfor et lille radiusinterval. Denne midlede hastighed plottes mod
gennemsnittet af radierne indenfor det valgte interval, hvilket gor at intet data

er plottet i punktet nul. Et eksempel pa en sadan fremstillet hastighedsprofil
ses i figur 5.3.

2dvs. 8 ms efter aktiveringen af hjertets venstre kammer, hvorfra blodet pumpes ud i aorta,
(der igvrigt fra sin gverste buede del forgrenes til bla. halsarterien Carotis) [20].
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Carotis15
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Figur 5.3 Todimensionalt plot af matrix 15.

5.2 Sammenligning med resultater fra [5]

5.2.1 Flowprofiler

Figur 5.4(b) viser flowprofilen for data fra Skejby Sygehus. De markerede punk-
ter a, ¢ og d er pd figur 5.4(b) placeret for at kunne lave kvalitative sammen-
ligninger med de tilsvarende tendenser pd figur 5.4(a). Punktet b har samme
funktion, men da der ikke er overensstemmelse mellem de to grafer omkring
dette punkt, er det placeret umiddelbart inden en afvigende tendens i forhold
til figur 5.4(a).

Flow [mUs}
Flow {mVs)

‘o aps o1 o5 02 025 03 035 04 045 05
Tid [s) Tid 5]

(a) Flowprofil {5}. (b) Flowprofil pa baggrund af data fra
Skejby Sygehus.

Figur 5.4 Flowprofiler fra [5] hhv. Skejby Sygehus data.

Figur 5.4(b) er som sagt tegnet pa baggrund af en beregnet flowvaerdi til hvert
af de 18 tidspunkter, og dermed ligger der kun 18 st koordinater til grund
for grafen. Med dette in mente ses det af figur 5.4 at simuleringerne fra [5]
bibeholder det store udslag omkring tidspunkt a som ses pa skanningsdata,
at der mellem tidspunkterne b og ¢ ikke er overensstemmelse mellem data og
Cavalcantimodellens resultater, og at forlgbet fra tidspunkt d og frem viser god
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Figur 5.5 Tryk (overst) og gennemsnitshastighed (nederst) i aorta og dens
arterieforgreninger i en hund [14].

overensstemmelse mellem data og modelresultater.

Ved en direkte sammenligning af flowprofilerne (figur 5.4) skal vi huske at den
ene skal beskrive flowet i en hunds lararterie og den anden flowet i et menneskes
halsarterie. Halsarterien befinder sig meget neer hjertet, og er en af de fgrste for-
greninger af hovedpulsiren aorta, mens lararterien befinder sig lengere vaek fra
hjertet, hvilket, som naevnt i afsnit 2.2.3, gor at flowprofilerne vil veere forskel-
lige. P4 flowprofilen for data ses umiddelbart efter tidspunkt b en tendens, der
kunne ligne flowprofilens udgave af den dikrote haevning. P4 flowprofilen fra [5]
ses den dikrote heevning ikke. Dette er dog heller ikke overraskende da lararte-
rien befinder sig lzengere nede i kredslgbssystemet, hvilket er illustreret pa figur
5.5, hvor det ses hvordan trykket i en hunds arterier fordeler sig ud fra aorta og
flere forgreningstrin ned. Som det ses pa figuren har gennemsnitshastigheden i
lararterien (femoral arterie) samme tendenser som flowprofilen 5.4(a).

Gennemsnitsflowet for Cavalcantimodellens flowprofil er beregnet til 2.4 ml/s,
mens det for data flowprofilen er 4 ml/s, hvilket ikke er overraskende taget i
betragtning af at Cavalcantimodellen simulerer blodstrgmningen i en hunds 13-
rarterie med diameter pa 3.3 mm, og data fra Skejby Sygehus er for en human
halsarterie med diameter pa 5 mm. Af figur 5.4 ses det at flowet for data aldrig
bliver nul eller negativt som det er tilfzldet pa figur 5.4(a), men vi er dog ikke
klar over om nulpunktet pa grafen 5.4(a) fra [5] er blevet flyttet, s flowet til
tiden nul er sat lig nul. Veelger vi at flytte nul til fgrste punkt pa datafiowkur-
ven, fds ogsa negativt flow, men ved dette fis samtidigt et middelflow pa 1.8
ml/s, dvs. et middelflow der er lavere end det beregnet for Cavalcantimodellens
flowprofil hvilket absolut ikke kan siges at veere forventet. En mulig forklaring
pé dette kunne vaere, at der er sat et for hgjt inflow under simuleringerne i [5].

I {5] nevnes det at data fra tre forskellige kilder har vaeret brugt til validering
af simuleringerne, men denne validering er ikke gengivet. Dog navnes det at
bla. flow- og trykkurver fra [15] er neer de simulerede resultater. I figur 5.6 er
de grafisk praesenterede eksperimentelle data fra [15] gengivet, og som det ses
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er det umiddelbart meget svaert at lave kvantitative sammenligninger, da grafen

fra [15] er i s darlig kvalitet. Dog kan tendenserne for flowet fra [5] genkendes
pa figur 5.6.
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FiGURE 1 Records of experimental data. From top
downward: proximal flow, distal flow (switched at arrow
to diameter), proximal pressure, distal pressure. Ord;.
nate scales at left: blood flows in mi/sec, proximal

pressure in mm Hg. Ordinates at right: diameter in mm,
distal pressure in mm Hg. Abscissa, time in seconds.
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Figur 5.6 Eksperimentelle data fra [15].

5.2.2 Hastighedsprofiler

I [5] er fplgende fire tveersnitshastighedsprofiler prasenteret (jf. figur 5.7) sva-
rende til tidspunkterne (a)-(d) angivet pa figur 5.4(a).
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Figur 5.7 Aksiale hastighedsprofiler i flowcyklus [5] svarende til tidspunkterne
angivet p figur 5.4(a).

Vi har valgt her at gengive de tilsvarende hastighedsprofiler for data, dvs. has-
tighedsprofiler svarende til de markerede punkter pé figur 5.4(b), se figur 5.8.

Dé fire profiler gengivet i 5.8 er dog ikke repraesentative for samtlige tendenser
for de 18 billeder, hvorfor yderligere fire hastighedsprofiler for data er afbildet i

figur 5.93. Disse kombineret med profilerne i figur 5.8 viser hovedtendenser for
alle 18 billeder.

De midlede hastighedsprofiler for data har vi valgt ogsi at gengive tre-
dimensionalt, med tiden som tredje variabel, da dette giver et rumligt billede

3For samtlige hastighedsprofiler se appendix B.3.
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Figur 5.8 Aksiale hastighedsprofiler for Skejby data svarende til de markerede
punkter a-d angivet pa figur 5.4(b). x-aksen viser gennemsnitshastigheden i m/s og

y-aksen radius i mm.
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Figur 5.9 Hastighedsprofiler af Skejby data til tiderne 44, 152, 224 og 548 ms.x-aksen
viser gennemsnitshastigheden i m/s og y-aksen radius i mm.

af blodstrgmningen. Denne afbildning er praesenteret i figur 5.10 sammen med

[5]’s tilsvarende afbildning.
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(a) Tre-dimensional gengivelse af den aksiale
hastighed, [5].
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(b) Tre-dimensional gengivelse af
den aksiale hastighed for Skejby
data.

Figur 5.10 Tre-dimensionale gengivelser af den aksiale hastighed som funktion af

tid og radius.

Som det ses pd figur 5.7 har [5] ved simuleringen fiet fire meget forskellige
tvaersnitshastighedsprofiler, bla. en positivt parabolsk tvaersnitsprofil samt to
profiler med bade negativt og positivt flow, mens tvarsnitshastighedsprofilerne
for data er en blanding af positivt kegleformede og parabolske profiler. P4 samt-
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lige midlede tveersnitshastighedsprofiler for data ses udelukkende positivt flow.

Derimod ses negativt flow p4 samtlige ikke-midlede billeder, eksempler pa dette
er afbildet i figur 5.11.

(a) Hastighedsprofil 44 ms efter (b) Hastighedsprofil 152 ms efter
EKG’ets R-tak. EKG’ets R-tak.
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Radius [rmm)

(c) Hastighedsprofil 224 ms efter (d) Hastighedsprofil 548 ms efter
EKG’ets R-tak. EKG’ets R-tak.

Figur 5.11 Surface-afbildning af den aksiale hastighed til tiderne 44, 152, 224
og 548 ms, svarende til de midlede hastighedsprofiler i figur 5.9.x- hhv. y-akserne
repreasenterer radius i mm, mens z-aksen repraesenterer hastighed i m/s.

Ved midlingen gér en hel del information altsd tabt. P& [5]’s hastighedsprofiler
(figur 5.7) ses at det negative flow udelukkende befinder sig ved kanten af &ren.
P4 de to-dimensionale plots af matricerne (se figur 5.12), ses at dette stemmer
overens med data.

Asymmetrierne i iszer de negative hastigheder pa data ses tydeligt pa figur 5.12,
hvorfor vi har valgt at lave et ikke-midlet plot af hastigheder til en fast §-vaerdi*
fra centrum til randen af &ren.

Dette snit kan laegges utallige steder bé'thr af de 18 matricer, men vi har
bevidst valgt at lave nogle enkelte plots og her udvalgt de der illustrerer de

4Det vil reelt sige for et lille § interval, igen grundet de diskrete vardier. Disse diskrete
vaerdier er ogsd her grunden til at ingen data plottes omkring centrum af aren.
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Figur 5.12 To-dimensionale plots af matricer, svarende til de i figurerne 5.9 og 5.11
afbildede profiler.

tendenser, der ikke allerede fremgér af de midlede hastighedsprofiler for data,
se figur 5.13.

Som det ses viser de umidlede hastighedsprofilerne i figur 5.13 de samme ten-
denser som ses pa [5]’s profil gengivet i figur 5.7(b). De to umidlede dataprofiler
er fra hhv. 8 ms og 584 ms, hvilket ikke svarer til samme tidspunkt som figur
5.7(b) er plottet for; de er blot et eksempel pa at disse tendenser forekommer i
data. Profiler med samme tendenser som gengivet i figur 5.13 kan findes i samt-
lige 18 matricer. At disse tendenser ikke fremkommer pi de midlede profiler,
bekreefter at strgmningen er asymmetrisk, hvilket til dels kan forklares ved at
skanningen er foretaget nar en bifurkation.

5.3 Sammenligning med FEM-lgsning

Vi har ndet at udfgre en simulering med radius svarende til stgrrelsen af den
skannede &re, dvs. 2.5 mm. Denne simulering er udfgrt med henblik pa en sam-
menligning med data, dog er intet andet i simuleringsopstillingen zendret end
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Figur 5.13 Radialt umidlede hastighedsprofiler for hhv. matrix 1 og 17. Til grund
for kurverne ligger de markerede punkter. Vi har valgt at spejle graferne for at ggre
dem lettere sammenlignelige med andre gengivede hastighedsprofiler i kapitlet. Dvs.
at grafen ikke skal opfattes som en tveersnitshastighedsprofil over diameteren af den
skannede &re, da der som sagt udelukkende er tale om en spejlet radiusprofil.

hvileradius. Dvs. parametrene o og  er usendrede i forhold til simuleringerne
for hundelararterien. Som vist i afsnit 3.3.1 er fastsattelsen af disse bestem-
mende for den simulerede ares elasticitet, og det er ikke sandsynligt at elastici-
teten for en lararterie og en halsarterie er ens. Trods dette har vi valgt at udfgre
simuleringen, da vi gnskede at se om nogle nye tendenser fremkom. Desvzerre
har vi ydermere kun ndet en simulering p3 en kredslgbscyklus, dvs. for 0-0.5
sekunder, hvilket ggr at Igsningen endnu ikke har stabiliseret sig helt. Med alt
dette in mente vil vi i det fglgende kort sammenholde simuleringen og data.

Aksiale hastighedsprofiler tll t=0.1-0.5

— Tid=0.1
—— Tid=0.2
e — Tid=0.3

Figur 5.14 Aksiale hastighedsprofiler taget midt i den simulerede &re (dvs. ved 15
cm), for t=3.6-4. X-aksen representerer 7 og y-aksen hastigheden i cm/s.

I figur 5.14 er den aksiale hastighed fra simuleringen afbildet som tveersnitshas-
tighedsprofiler over kredslgbscyklus. Figuren viser parabolske og flade hastig-
hedsprofiler, svarende til hhv. hgjt og lavt flow. Af figuren ses ogsd at der til
ingen tider i kredlgbscyklus opstir negativt flow, dvs. at ingen hastighedsprofi-
ler fra simuleringen viser tendenserne przsenteret i figurer 5.7(b) og 5.7(c) fra
5], hvilket ogsé er tilfeeldet for samtlige midlede tveersnitshastighedsprofiler for
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data. Pga. simuleringens mangler vil vi ikke udfgre videre sammenligninger.

Samlet ma vi p& baggrund af data konkludere at kvalitativt ses mange af tenden-
serne fra data ogsa i resultaterne prasenteret i [5]- At give endelige konklusioner
og direkte validere [5]’s resultater og dermed indirekte modellen mener vi ikke
at have beleg for p& baggrund af ovenstaende analyse, da data og simuleringsre-
sultater afspejler blodstrgmningen i to meget forskellige arterier. Ydermere giver
det ogsa problemer at data er fremkommet ved skanning s& neer en bifurkation.



Kapitel 6

Diskussion

6.1 Verificeringsmaessige overvejelser

6.1.1 Cavalcantimodellen

1 afsnit 3.2.1 viser vi at opstillingen af Cavalcantimodellens grundligninger 3.1
og 3.17 er rimelig udfra de fysiske antagelser der er foretaget. Dette blev gjort
under antagelse af at R < L og under antagelse af at et meget lille led i en
ligning ‘ikke har en merkbar betydning for det samlede resultat. Den fgrste
antagelse er faktum i &rer af den stgrrelsesorden som vi her undersgger og mé
derfor siges at veere rimelig. Den anden antagelse er en ad hoc antagelse, hvor
man i beregningsmassige sammenhzange ikke har oplevet forskel i resultater
hvor sma led er udeladt. I teorien er det dog ikke udelukket at disse smd led
kan have betydning i fglsomme omrader, f. eks. hvor hastighederne vender i en
hastighedsprofil som eksempelvis pé figur 5.7.

Vi fortszetter med at betragte en antagelse om lighed af integranderne i ligning
3.25, og i afsnit 3.1.3 udleder vi en ligning for R/t hvori der i forhold til
(5] indgar et ekstra led, jf. ligning 3.61. I afsnit 3.2 viser vi at dette led er
det dominerende led nzer &rens vag hvor aksial hastigheden bliver lille, men den
radiale afledte stor, og vi bemeerker i afsnit 3.3.2 at denne hastighedsgradient p&
randen er lig shearraten p& vaggen. Det synes intuitivt korrekt at beskrivelsen
af vaeggens bevaegelse ogsa skal indeholde et bidrag fra shearraten, specielt des
mere elastisk vaeggen er. Som naevnt i afsnit 3.3.2 viser [5)’s simuleringer at
shearstresset i bade den systoliske og den diastoliske fase har stgrst udsving
for arterie 2, som er den mest elastiske af de tre simulerede arterier. Uden
nye simuleringer er det ikke muligt umiddelbart at afgpre storrelsesordenen af
shearstresset i de to faser, men vi kan udfra figur 3.7 (a) kvalitativt fastsla
fortegnet af stresset, og dermed af shearraten (som har samme fortegn, jf. ligning
3.64). Vi ser at S er positiv i den systoliske fase, men negativ i den diastoliske.
Hvis vi antager at Cavalcantimodellens forudsigelse om negative hastigheder
langs &revaeggen i den diastoliske fase er korrekt, saledes at hastigheden ved

vaeggen er positiv i den systoliske fase, og negativ i den diastoliske, finder vi fra
ligning 3.60
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at w og shearraten altid har modsat fortegn. Dvs. at det i [5] udeladte led deem-
per den effekt som hastigheden udgver. Samtidig ser vi ogsd at vores ekstra led
og OR/0z har samme fortegn. Dette giver anledning til forskellige effekter i hhv.
den systoliske og diastoliske fase. Hvis vi i den systoliske fase befinder os pi et
sted hvor &ren naturligt udvider sig, dvs. % er positiv, og da vi samtidig ved
at shearraten er positiv, fir vi altsd samlet et positivt bidrag, hvilket vil sige
at dette led s at sige arbejder med areudvidelsen. Eftersom w ogsa er positiv
i den systoliske fase, men w-leddet i ligning 3.60 er negativt, bliver effekten af
dette led alts& modsat, hvilket vil sige modarbejdende udvidelsen. En tilsva-
rende argumentation kan gennemferes for indsnsevringer i &ren, og ligeledes i
den diastoliske fase. Resultatet er 1 alle tilfzelde at de to led modarbejder, hvilket
antyder at Cavalcantimodellen undervurderer randens bevaegelse i begge retnin-

ger. Som sagt skal der nye simuleringer til for vi kan afggre dette spgrgsmal.

Udover den ovenfor nazvnte antagelse diskuterer vi yderligere i afsnit 3.2 mo-
dellens diverse fysiske og geometriske antagelser. I forleengelse af disse er det
relevant at sperge om det fysiske modelsystem der modelleres er et realistisk sy-
stem. I den forbindelse synes en 30 cm lang, fuldstendig lige aresekvens i laret
pé en hund umiddelbart at virke urealistisk, men ved opstillingen af en model
mé man ogsé gere sig visse overvejelser om hvor mange detaljer af det man vil
beskrive der er ngdvendige i modellen, for at den kan beskrive de fzenomener
man gnsker. Dvs. hvis man, trods eksempelvis simplificeringen af &rens tveers-
nit, stadig kan reproducere virkelighedens feenomener, behgves modellen ikke at
kompliceres yderligere ved at lade den indeholde en perfekt beskrivelse af arens
tvaersnit til alle tider. Om de omtalte forsimplinger i dette tilfeelde giver anled-

ning til stgrre fejl i forhold til virkelighedens f&enomener mener vi umiddelbart
ikke er tilfzeldet.

6.1.2 Simuleringsresultaterne

Som antydet ovenfor ma man ved opstillingen af en matematisk model for et gi-
vet genstandsomrade i reglen foretage en del afgrzensninger og simplificeringer.
En skarp sondring mellem relevant og ikke-relevant materiale kan veere ngdven-
dig, ofte med store konsekvenser for den endelige model. Efter formuleringen af
mange matematiske modeller galder det endvidere at det er ngdvendigt med
yderligere matematiske simplificeringer for at veere i stand til at 1gse og anvende
modellen. Som omtalt i afsnit 1.1.1 opstéar der pa grund af fluiddynamiske pro-
blemers komplekse karakter et fundamentalt problem omhandlende forholdet
mellem kontinuumsmatematik, og den diskretisering der foregir i implemente-
ringen af en computeriseret model. Dybest set handler dette problem om hvor-
ledes computeren reprasenterer og opererer pé tal. Det er klart at et endeligt
antal diskrete vaerdier ikke fuldstaendigt kan repraesentere et kontinuum. Udfor-
dringen i denne approksimative talrepraesentation bestar derfor i s& vidt muligt
at kontrollere og minimere den mangde af fejl der uvaegerligt vil komme. En
made at opni dette pé ville veere at simulere et komplekst fluiddynamisk pro-
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blem hvor der eksisterer en analytisk lgsning (der findes f& eksempler, se f.eks.

1)

Som tidligere naevnt har simuleringerne voldt os store problemer, og som allerede
diskuteret i afsnit 4.4 er det umuligt at konkludere noget kvantitativt udfra de
hidtidige simuleringer. Det skyldes at vores system endnu ikke er opsat pd en
made si de to systemer kan siges at vaere sammenlignelige. Vi har eksempelvis
endnu ikke implementeret randbetingelserne for aresekvensens to ender, dvs.
simuleret at aren fortssetter kontinuert i begge retninger og at disse endepunkter
ogsd kan bevaege sig. I forlengelse af dette har vi ikke simuleret de i afsnit 3.1.4
navnte impedanser, endsige implementeret det korrekte inflow. Mht. flowet s&
antyder vi i afsnit 5.2.1 at der i [5] simuleres med et for hejt inflow. Hermed

mener vi for hgjt i forhold til det fysiske system de modellerer. Vi kan foretage

en hurtig argumentation hvis vi betragter et vilkirligt tvaersnit af dren hvor der
passerer et volumen & pr. sekund. Dvs. at pr. sekund flytter vaesken sig afstanden
L, n3r den passerer arealet A, hvorfor vaeskens middelhastighed bliver

¢

Fra [14] fandt vi at middelhastigheden i en hunds lararterie var 10 cm/s, og vi
finder derfor at middelfiowet @ bliver

® =7 -(0.165 cm)? - 10 cm /s = 0.86 ml/s, (6.2)

hvilket er ca. en faktor 4 mindre end hvis man beregner middelflowet fra figur
3.5(a). Selv med en beveegelig rand synes dette i overkanten. Som ses af hastig-
hedsprofilerne i afsnit 4.4 har vi i vores simuleringer endnu ikke lgst for sa hgje
hastigheder som de indikeret i |[5] (programmet fejlmelder simpelthen). Endnu

engang ma vi konstatere at vi ikke pa baggrund af FEMLAB simuleringerne
kan udtale os om verificeringen af modellen.

Fordi vi har brugt sd mange kreefter pa programmet gnsker vi at knytte et par
ekstra bemzrkninger hertil.

6.1.3 FEMLAB

FEMLAB ser i fgrste omgang ud som et meget brugervenligt program med den
simple grafiske brugerflade og de forskellige praedefinerede ligninger man kan
veelge til sin modellering, og der er ingen tvivl om at FEMLAB er et staerkt
og lettilgeengeligt veerktgj hvis man kan formulere sit problem i form af disse
standardligninger. Lidt anderledes forholder det sig hvis man skal modellere
ikke-linezere og tidsafhaengige ikke-standardproblemer. Hvis man bevager sig
uden for programmets standardfunktioner, er der ikke meget hjalp at hente
omkring programmets forskellige funktioner og applikationer. FEMLABs for-
skellige manualer for programmet er ikke informative om meget andet end hvor

man kan finde de forskellige funktioner - hvad de ggr er der enten begransede
eller ingen oplysninger om.

Vi har haft store problemer med at implementere vores model i FEMLAB, i
starten med hvordan det rent praktisk skulle sttes op, men senere med hvorfor
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programmet (i de forste mange omgange) ikke kunne lgse systemet. Dette har
vaeret en yderst tidskraevende proces. Der er ikke meget oplysning i de forskellige
fejlmeldinger fra programmet omkring hvad det egentlig er i ens system der ikke
virker. I denne forbindelse har vi spgt hjelp hos FEMLAB support, men det
har selv for dem ikke veeret indlysende hvad problemet er, hvilket tyder pa
at programmet i virkeligheden ikke er feerdigudviklet hvad angdr opsatning af
ikke-standardproblemer og problematikken heri.

Her er vi faktisk ved kernen af problemerne ved FEMLAB. Det er klart at en
darlig manual besveerligger arbejdet selv med en nok si paedagogisk brugerflade,

men fundamentalt er det stgrste problem at man netop i kraft af den grafiske

" brugerflade fuldsteendig mister kontrollen med den diskretisering der selvfgl-
gelig foregdr i programmet. At overtage denne kontrol kraver for det forste
at man har en rimelig erfaring med programmering i MATLAB, samt at man
yderligere szetter sig grundigt ind i FEMLAB’s programmeringssprog. Begge
disse opgaver er selviglgelig overkommelige, men herudover er man faktisk nedt
til ogsd at besidde en ikke uvaesentlig mangde viden om numeriske metoder,
herunder forskellige lineére, iterative og tidsskridtsalgoritmer for bare med no-
genlunde omtanke at kunne vaelge mellem de mange kombinationsmuligheder
som FEMLAB tilbyder. Det er vores opfattelse af programmets virkelige styrke
og abenlyse kvaliteter ville komme bedre til udtryk hvis man kunne bygge bro
mellem de brugere der har denne specialviden, og de der ikke har. Tilhgrer man
en brugergruppe mellem disse giver programmet som det er i sin nuvezerende
udformning pi den ene side mulighed for lynhurtigt at opsatte de forskellige
koblede standardproblemer, men gnsker man at arbejde med mere avancerede

problemstillinger, bliver det hurtigt utilfredstillende at arbejde med en »black
box«.

6.2 Valideringsmeaessige overvejelser

I forbindelse med definitionen af valideringsbegrebet i afsnit 1.1.1 understreges
det at valideringen foregir med udgangspunkt i de tilteenkte brugeres synspunk-
ter. Det vil i denne forbindelse primaert sige individer der p4 den ene eller den
anden méade beskaftiger sig med hamodynamiske fanomener. De formodede
brugere antages at vare beskaeftiget enten med en eller anden form for forskning
i blodstrgmningsrelaterede f&nomener eller med diagnostisering af arterielle syg-
domme. Sidstnzvnte kunne eksempelvis veere i forbindelse med skanninger til
detektion af &reforkalkning. I {5] vises at selv sm4 indsnaevringer i dren drastisk
pavirker hastighedsprofilerne. Dvs. at man med przcise numeriske beregninger
for arer af en specifik stgrrelse kan sammenligne data og simulering og herudfra
vurdere hvorvidt &ren er normal.

Mht. til valideringen af Cavalcantimodellen er det som navnt i kapitel 5 svart
at konkludere noget handfast udfra de data vi har haft til radighed; de fysiske
omstzndigheder er simpelthen for forskellige. En mulighed for en bedre valide-

ring bestar selviplgelig i opseetningen af en simulering rettet mod netop denne
arterie.

Diskussion
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6.3 Konklusion

Det er lykkedes i al vaesentlighed at verificere Cavalcantimodellen hvad angar
de matematiske antagelser der danner grundlaget for opstillingen af modellen,
omend det pikalder sig en vis opmerksomhed at der tilsyneladende er glemt
eller negligeret et led i udledningen af en af modellens ligninger; vel at marke
et led der ikke bgr negligeres under de i modellen opstillede antagelser. Der
stilles spgrgsmalstegn ved flere af modellens fysiske og geometriske antagelser,
som anses for urealistiske, men hvis tilstedevaerelse accepteres som et udtryk for
hvad der i praksis er realistisk at regne numerisk pi.

Det er reelt ikke lykkedes at fremstille simuleringer til sammenligning med de
i [5] refererede resultater, hvilket primeert skyldes de implementeringsmaessige
vanskeligheder i FEMLAB. De fa simuleringer med stabile periodiske lgsninger
som det er lykkedes at producere, adskiller sig opstillingsmzssigt pa afggrende

punkter fra de i [5] foretagede simuleringer, hvorfor en direkte sammenligning i
realiteten er meningslgs.

Det er ikke lykkedes direkte at validere modellen udfra de eksperimentelle data,
omend der er indikationer af kvalitative ligheder mellem data og model. Den
manglende validering skal ses i lyset af at data og simuleringerne fra [5] er fra
vidt forskellige arterier, med vidt forskellige forhold galdende.
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Kapitel 7
Perspektivering

Ved afslutningen af et projektarbejde star man typisk med et hav af ufeserdige
initiativer og uprgvede idéer, og saledes ogsa her. I vores tilfaelde er det primeert
pga. vanskelighederne med FEMLAB at vi ikke har faet gjort alt hvad vi gerne

ville, og vi gnsker lige at ridse op hvad det narmere er som vi gerne ville have
inkluderet i rapporten.

Vi ville gerne have lavet en rakke simuleringer for at

- vurdere modellens resultater i forhold til mere direkte sammenlignelige

empiriske data, dvs. fra lararterier i hunde, eller andre arterier af samme
proportioner.

- simulere en arterie svarende til den skannede, og pa denne made fa vali-
deret modellen.

- simulere &rer med forsnzevringer og naturlig indsnsevring. Denne type si-
muleringer viser i {5] mange interessante resultater.

- vurdere tidsforbruget i forhold til kvaliteten af resultaterne af den nume-
riske metode.

- kontrollere FEMLAB’s ngjagtighed ved sammenligning med en komplice-
ret fluiddynamisk problemstilling med eksakt lpsning,.

- undersgge hvorledes valget af mesh pavirker simuleringerne.

- simulere halspulséren p4 en velvoksen hungiraf.



Appendiks A

Dimensionsanalyse

Omskriver vi vores ligninger til dimensionslgs form, bliver vores ligning 4.36

7]
nan—U +uU + R{)RdwO ow 2 Rowg —3&—6—“—/

o0z " I, oz o - WD
som ved omskrivning bliver til
8U ow ORq OW
R 2 A.
Mon TV Rz~ 57 oy = (4.2)

altsd er alle leddene her ligevaegtige. Vi omskriver nu pa samme made ligning
3.31

2 2 2
wi OW wo oW  pw; OP v W we OW
07" W——— —_— A
To 6T 8Z  pLedz ' ERE\"" B " on (4.3)
som kan omskrives til
oW _OW OP wly 1 (PW 10W
BT-WGZ—a_Z+R§wOI_{Z<8n2 561})' (A-4)

Indseetter vi nu veerdierne for de karakteristiske stgrrelser som fundet i1 afsnit
3.2.1 og v = 0.033 cm?/s far vi ligningen

(A.5)

W _ QVK_?.E+331_1_(.51VK+13_W
or ~ " 8z 8z T a2 n On

Altsa kan vi her se at der ikke er meget forskel i leddenes stgrrelsesorden, ca. en
faktor 3.3, hvilket ma antages at vaere rimelige sterrelsesforhold i en ligning. Vi
forsaetter nu pa samme mide med ligningen for randens bevagelse, ligning 3.43

OR OR Row n 0w OR
Bt Y8z 20z t3 208n 0z . (4.6)
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som bliver til

woRe ORy _ _WwoRo R4  RowoR4OW  woRo OW ORy

Iy orf Io 02 2L, 9z "L, g 0z° A7
som er lig med
OR, Ry R4OW n8W Ry
o - ez 29z T35 97 (A-8)

Her er der her kun en faktor 0.5 i forskel mellem ligningens led, hvilket igen er
rimelige stgrrelsesforhold.
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Skejby Sygehus data

B.1 Radata

Carotis01

carotisQl = [0000000000000000000000000000000;...000000000 00000000
00000000000;...0000000000000000000000000000000;...0000 00000000
0000000000000000. .0000000000000000000000000000000 Q0000000
0000000000000 0000000, .000000000000000.00791016 0.25444 672 0.0285645
0.0848145 0.00351562 0.124805 -0. 131836000000000: ..00000000000O00.108545 8867 0.125244
©0.0777832 0.0276855 0.0663574 0.0716309 0.113379 0.04. 526370037353500786621 00000 . 0000000
0000 0.119531 0.169189 0.0219727 004790040134912 0.111621 0.108984 0.125244 00984 41504 0.0865723
0.0944824 0.123926 0.107227000000;...00000000 0.111182

0 0 0.10459 0.0101074 0.121289 0.1 .111621

0.157324 0.212695 0.168311 0.183691 0.133594 0.0914062 0.0905273 0.0984375 0.051416 0 0 0 ..00000000
0 0.0716309 0.0500977 0.0487793 0.0751465 0.12832 0.174463 0.210498 0.201709 0.247852 0210938 0.18457 0.174463
0.100635 0.138428 0.0580078 0.0962402 0.268066 00000;...00000 00 0 0 0.0922852 0.116016 0.114697 0.14502
0.146338 0.257959 0.262354 0.210059 0.275098 0.213135 0.210498 0.172705 0.169629 0.170508 0.148535 0.0764648
0.048779300000;...00000 0 0 0-0.0435059 0.0483398 0.0931641 0.139746 0.184131 0.157324 0.222363 0.224121
0.198633 0.213574 0.20127 0.211818 0.200391 0.198633 0.149414 0.108105 0.103711 0.155127 0.2395020000:...00
000000-0.0355957 0.0729492 0.115137 0.188525 0.169629 0.226318 0.206543 0.213574 0.19248 0.290478 0.258838
0.254443 0.194678 0.234668 0.168311 0.108984 0.0936035 0.198633 0.196875 0000 ;...00 00 0 0 0 0 -0.0268066
0.0479004 0.116455 0.214453 0.213574 0.20083 0.221924 0.197314 0.246094 0.215332 0.218408 0.223242 0.150293
0.208301 0.231592 0.0931641 0.0487793 0.0786621 0.0548316 0000 :...00000 000 -0.00395508 0.0395508 0.127441
0.154687 0.203027 0.161719 0.191162 0.244775 0.224561 0.254004 0.236865 0.224121 0.215332 0.200391 0.135352

0.147217 0.05625 0.0808594 0.304162 0000 ;... 000000 0 0 0.0764648 0.0500977 0.094043 0.147217 0.199512
0.211818 0.222363 0.256641 0.215771 0.248291 0.220605 0.239062 0.257959 0.147217 0.200391 0.0777832 0.0474609
-0.00807617 -0.133594 0000 ; ...00000 0 00 0.100635 0.0492187 0.149414 0.115137 0.229834 0.14502 0.182373

0.198193 0.295752 0.170068 0.188525 0.225439 0.180176 0.150732 0.130078 0.147656 0.0487793 0.0993164 00000 ; ...
000000000.0518555 0.140625 0.109424 0.127441 0.174023 0.203906 0.124805 0.244336 0.174023 0.203027 0.173145
0.159961 0.10459 0.132715 0.0430664 0.0777832 0.0755859 -0.0351562 00000 : .. 000000 0 0 0 -0.00571289
0.0812988 0.102832 0.168311 0.148096 0.152051 0.162158 0.147217 0.218848 0.0993164 0.189404 0.0804199 0.0817383
0.0553711 -0.0101074 0.0197754 0 00000; ...0000000 00 0.127881 0.00131836 0.0654785 0.0606445 0.183691
0.218848 0.13623 0.196875 0.150521 0.111621 0.0522949 0.074707 0.0114258 -0.00834961 -0.00483398 0.0430664 0 0
0000;..000000000 0 0.00351562 0.0487793 0.100635 0.100195 0.149854 0.100185 0.0637207 0.0733887
0.145459 -0.0065918 0.0272461 0.0294434 0.109424 -0.0703125 0000000 ;...000000 00 0 0 0 0 0.0355957
0.0834961 0.0760254 0.0681152 0.0817383 0.0259277 0.0276855 -0.00791016 -0.0681152 0.090527 0 0
.0000 0 0.0791016 -0.0210938 0.0751465 0.00834961 -0.114697 0.0215332
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0 000:..0000000000000000000000000000; ...00
0000000000000 ;..000000000 0 0 0.0470215 0.0202148 0.1771 0.1
.03 - 350 0.06531738 0 0 0 00 00000:..000000 00 0 0.0680078 0.0435050 0.0821777
00635 0. 0333984 0.0224121 0.0188965 0.0224121 0.0672363 0.0931641 -0.00966797 0 0 000000 ;... 000
000 0.0615234 0.0900879 0.0878906 0.0360352 0.117334 0.149854 0.131396 0.115576 0.102832 0.101074 0.110742
508371 0.11250000000;...0000 0 0 0 0.12085 0.186328 0.07426876 0.0619629 0.0927246 0.147217 0.158643
177589 0.183916 0.163037 0, 1125 0.0834961 0.154687 0.147217 0.100195 000000 ; ... 00 0 0 0 0 -0.00131836
0.00307617 0.0632812 0.127002 0.134473 0.221924 0.225 0.182373 0.188768 0.222363 0.184131 0.171826 0.159521
0.169189 0.0645996 0.0708125 0.176781 000 00 ;... 0 0 0 0 0 0.228516 -0.00263672 0.0553711 0.0944824 0.157764
0.18457 0.227637 0.20083 (.194678 0.167871 0.210498 0.2043846 0.187314 0.115578 0.1880865 0.0760043 0.0438453 -
0.0166992 0 0 000 : ... 0 0 0 0 0 0.0518555 (0.0347168 0.0914062 0.141504 0.165234 0.150203 0.254443 0.187646
0.176221 0.282129 0.174023 0.199072 0.223682 0.14458 0.133154 0.147656 0.098877 0.169082 0.176221 000 0 : ...
00000 -0.105029 0.0856934 0.115137 0.116455 0.169629 0.171826 0.1810535 0.145898 0.234668 0.236426 0.151162
0.179736 0.180615 0.186768 0.16084 0.098877 0.107227 0.0878906 0.363428 0 0 0 0 ; ... 0 0 0 O O O 0.0558105
0.163477 0.141504 0.185889 0.191162 0.217526 0.210059 0.188086 0.232471 0.198193 0.217969 0.234229 0.250488
0.122168 0.134033 0.169189 0.195557 0.129199 0000 ;... 0 0 0 0 -0.0760254 0.0509766 0.0496582 0.163037 0.134912
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0.235547 0.169189 0.194238 0.187207 0.292676 0.246533 0.179736 0.270264 0.254004 0.207422 0.116455 0.123047
0.0479004 0.121729 0.3089036 000 0 ; ... 0 0 0 0 0.0905273 0.116016 0.05625 0.0830566 0.219727 0.178418 0.189844
0.172266 0.290039 0.187207 0.252686 0.24126 0.156006 0.188086 0.175342 0.122607 0.0632812 0.0922852 -0.0338378
0.0487793 0 000 ; ... 0 0 0 00 0.013623 0.101953 0.103711 0.141504 0.21665 0.147217 0.202588 0.20127 0.202588
0.269385 0.159521 0.184131 0.0931641 0.12832 0.0918457 0.103711 0.0338379 0.0856934 0.7220210000;...0000
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0.166553 0.153809 0.101953 0.168311 0.129199 0.0588867 0.105469 0.0373535 -0.118652 -0.135352 00000 0 ; ...
000000 0.130518 -0.0830566 -0.0435059 0.0637207 0.0413086 0.116016 0.0870117 0.101074 0.140186 0.0474609
0.0751465 0.0131836 0.0395508 0.0290039 0.114258 0000000 ;...0 0000 0 0 -0.180176 -0.0408691 -0.0316406
0632812 0.070752 0.0650391 0.0900879 0.0369141 0.065918 -0.0685547 -0.0909668 -0.0430864 -0.0685547 0 0 0 ©
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Carotis03

carotis03 = ...[0000000000000000000000000000;...000000000000000000000 000
.00 000000000000000000000000;...000000000000000000000C0 00000 .00
o] 0 0.0316406 0.206982 -0.0153809 0.0544922 0.102393 -0.00131836 0.139746 0000000000 ; 0 00
0 74707 0.157764 0.139307 0.125684 0.0777832 0.107227 0.105908 0.108105 0.108984 0.16084 0.0439453 000
0 ;.-000000000.0373535 0.154687 0.0580078 0.0571289 0.0918457 0.110742 0.169189 0.161719 0.120199
56885 0. 197314 0.140625 0.171387 0000000 : ...000000 00.181934 0.0760254 0.0457031 0.130518 0.168311
07861 0.213574 0.236865 0.213574 0.123926 0. 162598 0.169189 0.116895 0.169620 0.0720703000000:...0000
0.013623 0.0527344 0.0922852 0.199072 0.181934 0.235107 0.20127 0.229834 0.261914 0.235547 0. 246094 0.226318
212256 0.202588 0.0571289 0.0162598 0.100195 0 0000 ; ... 0 0 0 0 O 0.180176 0.0206543 0.0153809 0.089209
207861 0.227637 0.205664 0.196875 0.243896 0.267627 0.283447 0.210938 0.198163 0.137988 0.199072 0.100635
148975 0.179297 00 0 0 0 ; ... 0 O 0 0 0 -0.0755859 .0.0298828 0.0975586 0.143701 0.205664 0.220834 0.235547
0.229395 0.276855 0.26543 0.264111 0.256201 0.222803 0.27334 0.214453 0.213135 0.172266 0.155127 0.242578 0 O
600;..00000 -0.116455 0.0153809 0.131396 0.170508 0.206543 0.284326 0.259277 0.25708 0.280371 0.26543
0.252686 0.283008 0.272021 0.253125 ¢.203027 0.172705 0.134912 0.100195 0.378368 0000 ; ... 0 0 0 0 0 0.041748
0.0224121 0.10415 0.182812 0.302344 0.256641 0.282129 0.256201 0.247412 0.293994 0.271143 0.331348 0.285205
0.20088 0.198193 0.188965 0.162158 0.0931641 0.20918 0 00 0 ; ... 0 0 0 0 -0.304541 0.084375 0.0782227 0.127002
0.174463 0.24873 0.282129 0.307617 0.237305 0.264111 0.204873 0.278174 0.209619 0.220605 0.248291 0.134473
0.193799 0.157764 0.0883301 -0.20083 0000 ;... 0 0 0 0 0.133154 -0.0333984 0.142822 0.101074 0.168311 0.221484
0.221045 0.234668 0.240381 0.224121 0.254004 0.261035 0.25752 0.20874 0.191162 0.185889 0.198193 0.0645996
0.0716309 0.128320000:...000 0 0-0.013623 0.0373535 0.115137 0.169629 0.237744 0.188525 0.219287 0.248291
0.302783 0.243896 0.177539 0.23335 0.190283 0.163037 0.172705 0.0966797 0.143701 0.0180176 0.0720452 0 0 0 0 ;
...0 000 00.037793 0.126123 0.127881 0.159521 0.202588 0.205664 0.19292 0.272021 0.336621 0.274219 0.238623
0.163037 0.246094 0.0878906 0.108984 0.0944824 0.0720703 -0.261035 0 0 00 0 ; ... 0 0 0 O O -0.19292 0.108545
0.0782227 0.109863 0.0606445 0.139746 0.271582 0.272021 0.193359 0.307617 0.12876 0.148975 0.169189 0.0703125
0.0575684 0.0373535 -0.0602051 -0.0127441 0 0000 ;...00 0000 -0.201709 0.070752 0.119971 0.124805 0.192041
0.278613 0.196875 0.215771 0.163477 0.129639 0.146777 0.102393 0.115576 0.0852539 0.0373535 -0.121280 00000
0;...0000 00 -0.214453 0.0544922 0.0487793 0.0997559 0.148975 0.157764 0.084375 0.13667 0.188086 0.108105
-0. 0101074 -0.018457 0.0430664 0.15249 -0.0347168 0000000 ; ... 0000 00 0 -0.123486 0.0760254 0.079541
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..00000000000-0.0031641 -0.00219727 0.0303223 0.0900879 -0.0355957 0000006000
0000000000000000000000 0000000000000000000000000C0
000000000000000000000; 000000000000000000000000000
00000000000000000000;...0000000000000000000000000000
Carotis04
cnroti504=...{0000000000000000000000000000;...0000000000000000000000000000
;...0000000000000000000000000000:;...0000000000000000000000000000;...0000
00 000000470854 0.348047 0.35376 0.468457 0.502734 0.515018 0.564258 0.504932Q¢Q00000Q00;...0 0 ago0
000 0.403857 0.379687 0.445605 0.580518 0.664893 0.842871 0.840674 0.847705 0.769482 0.662256 0.578488 0000
000;..00000000 0.330469 0.495264 0.598535 0.717187 0.848584 0.937353 0.828369 0.951416 0.862646 0.826172
0762451 0.585791 0.581396 0.531738 000000 ;... 000 0 0 0 0 0.342334 0.464062 0.64292 0.702246 0.880440
0.97251 0.815186 0.831445 088418095317409307820846387075190405888670504492000000 ...0000
o]

0 0.05625 0.451758 0.592822 0.692578 0.854736 0.985693 0.836719 0.888574 0.902197 0.854297 0.831006 0.80376
0.834961 0.828809 0.644238 0.49043 0.457471 00000 :..00000 0 0.32124 0.453516 0.714111 0.816504 0.944824
0.857373 0.80332 0.832324 0.904834 0.918457 0.839355 0.793213 0.89209 0.828809 0.711035 0.447803 0.362988 0 0
000 :..0000 0 0.05625 0.303662 0.601172 0.738281 0.820687 0.854736 0.810791 0.903955 0.820687 0.885937
0.873193 0.872754 0.839795 0.821338 0.877588 0.686973 0.647314 0.3165627 006000 ...00 0 0 0 0.17666 0.390674
0.627979 0.806396 0.930322 0.861768 0.840234 0.837158 0.872314 0.871436 0.852978 0.892035 0.866602 0.894727
0.829248 0.73916 0.638525 0.496582 -0.0725098 0 86 0 0; ... 0 0 0 0 0 0.250488 0.488672 0.676318 0.937793 0.047461
0.844620 0.906592 0.856494 0.881104 0.8706346 0.907031 0.915381 0.8898953 0.805957 0.876709 0.636768 0.680713
0.352441 -0.114258 000 0 ; ... 0 0 0 0 0 0.286523 0.439893 0.592383 0.91582 0.859131 0.876709 0.784424 0.977783
0.928125 0.80332 0.862207 0.014062 0.888574 0.815625 0.797168 0.671484 0.531738 0.118213 00000 :...000
0 0 0.13623 0.306299 0.617871 0.816064 0.968994 0.844629 0.897803 0.883301 0.963721 0.970312 0.917135 0.893848
0.789697 0.833203 0.793652 0.553711 0.431982 0.0865723 0 0 0 00 ; ... 0 0 0 C 0 0 0.344092 0.565137 0.841583
0.903076 0.754541 0.838037 0.870896 0.018018 0.885937 0.898242 0.816943 0.721143 0.843311 0.649651 0.517236
0.166992 -0.121289 0 0 000 ; ... 0 0 0 0 0 O 0.347168 0.603809 0.687305 0.793652 0.904395 0.736084 0.897803
0.941300 0.935586 0.716748 0.740479 0.836719 0.679834 0.512402 0.429346 0.307178 00 0 000 ;... 000000
0 0.493506 0.61875 0.716748 0.718066 0.868162 0.709277 0.838037 0.797607 0.742676 0.708398 0.758936 0.601611
0.355078 0.198633 0.131836 0000 00 :...0 00 0 0 0 0 0.37749 0.449121 0.688623 0.828808 0.725537 0.735205
0.723779 0.70708 0.734326 0.68291 0.6002903 0.415283 0.32124 0.07163000000000; ...000 000000 0.417041

0.553711 0.470654 0.61084 0.641602 0.685986 0.563379 0.448682 0.285645 0.122168 0100635 00000000;...0
000000000 0.107227 0.253125 0.255762 0.254443 0.347168 0.159521 -0.0553711 -0.213574 006000000 0 D‘
.0000000C0C0 00000000000 000000;

0000000000 000000000G0000000;...0
0000000000 000000000000000:...00
0000000000 000000000000000: ...}
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carotie05 = ... [0000Q000000000000000000000000;...000000000000000000
0000000000.u.0000000000000000000000000000..4 0000000000000
000000000000000;...0000000000 0 0.428027 0.383643 0.508887 0.541846 0.541406 0.557227
0.457031 0.368701 0000060000 ;:...000000000 0.511084 0.476367 0.591943 0.703125 0.785742 0.80332
0.755859 0.704004 0.614795 0.5165918 0.390674 00000000 :;...0000000 0 0.44165 0.613037 0.626221 0.7615672
0.898682 0.856934 0.845508 0.845068 0.782227 0.741357 0. 65874 0 526904 0.435059 0.258398 000000;...00000
0 0 0.267627 0.53877 0.693896 0.765967 0.900879 0.902637 0.856055 0.821777 0.821338 0.817383 0. 863935 0.728613
0.591943 0.460986 0.8325635 0 4 O

5 o}
000;..0000000.132715 0.450879 0.688623 (.766846 0.818262 0.872314
0.88374 0.886377 0.881104 0.774756 0. 762451 0.758936 0.786182 0.65874 0.540088 0.444287 0.317285 00000 ; ...

00000 0.331348 0.529688 0.732568 0.765088 0.904834 0.858252 0.879346 0.838037 0.863965 0.801562 0.713232
0.719824 0.735205 0.661816 0.588867 0.444287 0.273779 0 0 0 0 0 ; ... 0 0 0 O O 0.0602051 0.407812 0.621387
0.751025 0.899561 0.823535 0.837598 0.857373 0.837158 0.823096 0.838037 0.785742 (.740039 0.752334 0.689062
0.588428 0.476367 0.319822 00 0 0 0 ; ... 0 0 0 0 0 0.0615234 0.453516 0.608203 0.815625 0.860880 0.864844
0.862646 0.900879 0.912305 0.859131 0.821777 0.816064 0.704004 0.737402 0.688623 0.603809 0.412646 0.379687
0.30498 0 0 00 ;... 0 00 0 0 0.138867 0.372656 0.549316 0.896484 0.943506 0.856055 0.870996 0.908789 0.926367
0.853418 0.816943 0.856055 0.856494 0.758496 0.710596 0.527783 0.492627 0.263872 0.206543 0000 ;... 0000
0 0.094043 0.376611 0.541846 0.861328 0.834082 0.832324 0.878467 0.929443 0.927246 0.872314 0.92417 0.820459
0.844629 0.694336 0.726416 0.524268 0.407373 0.238184 00000 ; ... 000 0 0 0.261914 0.255762 0.479004 0.75498
0.874072 0.781348 0.947021 0.896484 0.864844 0.889014 0.799365 0.895605 0.798486 0.686426 0.645117 0.504932
0.294873 0.0887685 0 0 0 0 0 ; ... 0 0 0 0 O 0 0.32124 0.43418 0.743555 0.816943 0.721582 0.782227 0.799805
0.936035 0.753223 0.842432 0.833203 0.798486 0.73125 0.477246 0.428467 0.114258 0.0830566 0 0000;...0000
0 0 0.221045 0.434619 0.511084 0.780029 0.777832 0.711035 0.783545 0.82793 0.885498 0.70708 0.748389 0.773438
0.624023 0.380566 0.290039 0.0483398 000000 ; ...000 0 0 0 0 0,296191 0.384521 0.609082 0.72334 0.748828
0.656982 0.797607 0.761572 0.652148 0.580957 0.637646 0.598535 0.399463 0.0628418 0.0894336 000000 ; ... 0
000000 0.0188965 0.130078 0.32959 0.551074 0.395947 0.522949 0.555029 0.576123 0.57041 0.571289 0.566016

0.413525 0.166553 0.0632812 0000000 : ...000 00 0000 -0.0632812 0.0782227 0.229834 0.206104 0.24873
0.352881 0.290478 0.295752 0.166553 -0.0166992 -0.0544922 0

0 -0.401221
-0.0870117 0.131396 0.0729492 0. 21_0938 0.100195 0.10459 -0.22 0000000
000000000000000;...00000000000000000 0000000
00000000000000; . 000000000000000000 0000000
0000000000000 000000000000000000 Q000000
000000000000 ; 000000000000 00000
Carotis06
carotis06 = ..IOO00000000000000000000000000, 0000000000000 0
00000000000000;...0000000000000000000000000000;A..OOOOO
00000 0 0.215332 0.102041 0.0997559 0.148975 0.163477 0.15245 0.130078 0.215771 0 0 0 00 0 0 0 0 ; ...
000000000 0.163916 0.237305 0.224121 0.247852 0.283008 0.317725 0.352881 0.299707 0.327832 0.266300
0.276855 0.2346680000000; ...0000000 0 0.203027 0.25752 0.201357 0.339258 0.417041 0.488232 0.516357
0.455713 0.402979 0.3717 770330469028872103300290255322000000 ..00000000.0263672 0.275098
0.337939 0.374854 0.477686

0.526465 0.507129 0.447363 0:486035 0.453955 O 481543 0.374414 0.285645 0.328271
0.221924 0.190723 00 000 ; ... 00 0 0 0 0 0.0997559 0.135791 0.282568 0.400342 0.517236 0.567334 0.555908
0.478125 0.493066 0.461426 0.487354 0.518994 0.437256 0.312451 0.2896 0.212695 0.286084 00000, ...000000
0.0760254 0.183691 0.34585 0.432861 0.488672 0.583154 0.476367 0.477246 0.396826 0.452637 0.401221 0.384521
0.445166 0.334863 0.276855 0.194678 0.196875 0.0742676 0 0 D 0 ; ... D O O O 0 -0.0975586 0.169629 0.282129
0.402979 0.478564 0.523828 0.525146 0.551514 0.459229 0.442969 0.375732 0.402539 0.395508 0.436377 0.376172
0.344531 0.271143 0.190283 0.239502 0000 ;... 00 0 0 0 0.0791016 0.153809 0.32059 0.437695 0.489551 0.496582
0.5068689 0.488672 0.469775 0.439453 0.413086 0.3770651 0.414404 0.463076 0.291357 0.303662 0.281914 0.137988
0.0522949 0.656543 000 ; ... 00 00 0 -0.00966797 0.150293 0.303223 0.45791 0.516797 0.550195 0.5657666 0.533057
0.440771 0.402979 0.384961 0.412646 0.309814 0.382764 0.360791 0.310693 0.23335 0.141943 0.130957 -0.816504 0O
00;..00000 0.0958008 0.153809 0.30498 0.486914 0.483398 0.424951 0.508008 0.431543 0.479004 0.356396
0.399463 0.366943 0,444727 0.366943 0.36123 0.238623 0.202148 0.127441 0.153809 0.876172 000 ; ... 000 0 0
0.0865723 0.193799 0.248291 0.512402 0.51416 0.499219 0.429346 0.492188 0.500977 0.369141 0.373096 0.381885
0.3854 0.294434 0.346729 0.174902 0.161719 0.0773437 0.061084 0000 ;... 0 0 0 0 O 0.0733887 0.121729 0.210059
0.352881 0.450879 0.404736 0.45791 0.475928 0.500077 0.391113 0.427588 0.349365 0.275537 0.21665 0.282129
0.211377 0.15293 0.127881 0.117334 0000 ; ... 0 G 0 0 0 0.013623 0.106348 0.140186 0.325195 0.405615 0.439893
0.315527 0.41748 0.360791 0.400342 0.322119 0.285645 0.250488 0.23335 0.222363 0.105469 0.0861328 -0.0439453
-0.173584 0000 ;...00 0000 0.0606445 0.190723 0.20083 0.261475 0.409131 0.388037 0.366943 0.457031 0.4021
0.220166 0.316846 0.246094 0.169189 0.122168 0.00219727 0.061084 -0.0676758 0 0 0 0 0 ; ... D0 0 0 0 0 0.278855
-0.0114258 0.16875 0.163477 0.256641 0.351123 0.341456 0.389355 0.300146 0.284326 0.180176 0.232031 0.0418086
0.023291 0.000439453 -0.079541 -0.188525 000 00; ...0000 0 0 0 0.0606445 0.0369141 0.105029 0.25708 0.326074
0.280371 0.184131 0.264551 0.17666 0.169629 0.108545 0.084375 0.0900879 -0.061084 -0.370898 000000 ; ... O
0000000 -0.0769043 0.0373535 ~0.0509766 0.129639 0.0865723 0.167871 0.194678 0.139746 0.166992 -0.0259277
-0.0268066 0.042627 -0.3348630000000;...000000000-0.132275 0.0608445 0.0711914 0.0509766 -0.00439453

0.137549 0.0131838 -0.0575684 -0.0597656 -0.348926 0 00000000,;...000000000000-0.0276855 0.110303
-0.194238 -0.0443848 -0.378809 0 0O 0. 0000000000000000000000000000; .0
0000000000000000000 H AOOQOOOOOOOOOOO,OOOOOOO0000000' 00
0000000000000000000O 000000000000000000000000000 000
0000000000000000000000000; 0000000000000000000000000000 B
Carotis07
carotied7 = ... [0000000000000000000000000000;...0000000000000000000
000000000;...0000000000000000000000000000. ..00000000000 0.112061
0.200391 0.0883301 0.0826172 0.18084 0.123486 0.149414 0.142383 000000000 ;...0000000 00 0.10459
0.199512 0.193359 0.230273 0.245654 0.283887 0.272021 0.280371 0.254443 0.261475 0.231592 0.181934 00 0 0 0 0
.000000O00 0100195 0.215771 0.2896 0.27553 .350244 445605 0.464062 0.453955 0.362988 0.35376

3 8 5537 0 0.
266309 0.300586 0.228076 0.148975 0 00000 ; 0000000 0.0496582 0.164355 0.309814 0.271143 0. 406055
.490869 0.45835 0.429785 0.445605 0.444727 0. 391113 0. 1 0.25752 0.244775 0.239502 0.235986 0 000 0 ;
000 0 0.0373535 0.115137 0.283447 0.297949 0.39287 55273 0.451758 0.402539 0.450439 0.463184 0. 454834
44209 0.412646 0.311133 0.296631 0.177979 0.0408691 0O 0 000 :..0000 00 0.139307 0.198193 0.314648
0A397705 0.434619 0.508008 0.459688 0.40957 0.412207 0.357715 0.428027 0.403418 0.420117 0.370459 0.267188
0.203027 0.15249 0.284326 0 000 ; ... 0 0 0 0 0 0.0694336 0.0878906 0.210059 0.339697 0.423633 0.406934 0.442526
0.374414 0.43374 0.359912 0.332666 0.36167 0.372217 0.36958 0.366064 0.35376 0.268506 0.0755859 -0.0641602 0
000:..0000 0 0.097998 0.186328 0.203994 0.344092 0.414404 0.392871 0.37002 0.404297 0.322998 0.348486
0.323437 0.330469 0.340576 0.337639 0.360352 0.300586 0.295752 0.0975588 0.0685547 0.103711 000;...0000
0 0.148535 0.166553 0.246084 0.378369 0.401221 0.395947 0.373096 0.340576 0.325635 0.266309 0.209707 0.327832
* 0.34585 0.378369 0.299707 0.322119 0.226758 0.152051 0.20874 0.307617 000 ; ... 0 0 0 0 0 0.151611 0.154248
0.220605 0.383643 0.374414 0.410889 0.399902 0.326514 0.398145 0.306738 0.247852 0.332227 0.323437 0.336621
0.30498 0.210059 0.196436 0.181065 0.0496582 0.277285 00 0 ; ... 0 0 0 0 0 0.0619629 0.121729 0.252686 0.339258

ooooo
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80 Skejby Sygehus data

0.854639 0.305859 0.344531 0.311133 0.346729 0.268066 0.274219 0.2729 0.28916 0.28916 0.284326 0.185889 0.251807
0.0834961 0.0316406 0000 ; ...000 0 0 -0.0206543 0.175781 0.260596 0.39375 0.424951 0.273779 0.310254 0.375732
0.288721 0.316406 0.282568 0.267627 0.332666 0.183252 0.286963 0.203906 0.158643 0.182373 -0.0874512 0 0 0 O ;
..~ 00000 0.0246094 0.106787 0.207422 0.271143 0.276416 0.355518 0.337061 0.29707 0.8327832 0.267627 0.283008
0.193359 0.257959 0.222363 0.205225 0.105908 0.127881 0.0588867 -0.01938359 0 00 0 : ... 0 0 0 0 0 0 0.046582
0.119092 0.198359 0.230273 0.346729 0.395508 0.330469 0.209268 0.280811 0.216211 0.224121 0.185889 0.166113
0.153809 0.156006 0.0588867 -0.156006 0 0 0 0 0 ; ... 0 0 0 0 0 0 0.243457 0.0584473 0.140625 0.270703 0.208301
0.330008 0.20083 0.29707 0.255322 0.170068 0.19292 0.206982 0.114697 0.0777832 0.0479004 -0.188088 0.428467 0
0000;..000000 0 -0.00791016 0.0742676 0.153809 0.223682 0.253125 0.213574 0.257939 0.154248 0.148535
0.0791016 0.0733887 0.089209 0.00878906 -0.0285645 -0.44384800000C0; ... 00000 0 0 0-0.0681152 0.0870117
.105029 0.191602 0.20127 0.110742 0.18501 0.0751465 0.0786621 -0.028125 -0.013623 -0.192041 -0.391992 00 0 0
00;..0000000000. 0228516 0.171826 0.046582 0.110303 0.174023 0.0632812 0.1125 -0.0830566 -0.109863
0742676 000 0000; 000000000000 0.00922852 -0.211816 0.013623 -0.326074 -0.06987
0 00:. 00000 ;. 00000
o 0. 0 0
0 HEP 0 0 0
00; 0 o0

coo
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0000000 0
009000Q0Q0Q Q
0000000 0
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0000
0000
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0 0 600
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Carotis08

carotis08 = ... [0000000000000000000000000000; ... 00600
00000000000;..0000000000000000000000000000; ... 0000
0 0.0544922 0.00483398 0.0900879 0.15293 0.148975 0.12042 0000000000 ;... 000000000 0.126
0.140625 0.137988 0.207861 0.255762 0.261035 0.249609 0.269385 0.262793 0. 247852 0.223242 0000000 0 ;
.00000000 0.0769043 0.169629 0.173584 0.310693 0.360791 0.417041 0.452637 0.442529 0.446045 0.315088
0.330469 0.224121 0.212695 0000000 ;...00 00 0 O 0 0.125244 0.188525 0.268066 0.305859 0.473291 0.509326
0.484717 0.461426 0.463184 0.496582 0.484277 0.349365 0.259717 0.319922 0.202588 0 0 0000 ; ...000000
0.0703125 0.0496582 0.214893 0.3098314 0.40957 0.495703 0.499658 0.454395 0.495264 0.461865 0.492188 0.449121
0.344971 0.862549 0.326514 0.183252 0.0971191 0 0 0 0 0 ; ... 0 0 0 O O 0 0.0949219 0.183252 0.26499 0.371777
0.449561 0.442969 0.457031 0.516357 0.460547 0.425381 0.452637 0.428906 0.412207 0.314209 0.283887 0.177979
0.125244 0.158642 0000 ;...0000 0 -0.0360352 0.0619629 0.284766 0.343652 0.400342 0.440771 0.459668 0.407812
0.467139 0.415723. 0.450879 0.41001 0.431982 0.510644 0.384521 0.343213 0.205225 0.230713 0.341455 000 0 ; ...
00000 -0.0540527 0.147656 0.252686 0.360352 0.333105 0.421436 0.446924 0.442969 0.450439 0.409131 0.360352
0.314209 0.399463 0.420996 0.398145 0.292676 0.216211 0.170068 0.12876 0 000 ; ... 0 0 0 0 0 0.0733887 0.169629
0.30498 0.392432 0.392432 0.394189 0.373098 0.364307 0.41792 0.349805 0.373096 0.387598 0.379248 0.45791 0.41792
0.303223 0.219727 0.0654785 0.194678 0 00 0 ;... 0 0 0 0 0 0.130078 0.207422 0.275537 0.384961 0.394629 0.377051
0.403857 0.440332 0.413965 0.404736 0.327832 0.411768 0.362988 0.378809 0.349805 0.291357 0.233789 0.295752 -
0.0672363 0 000 ; ... 0 0 C 00 0.107666 0.150732 0.29707 0.442969 0.413965 0.37793 0.344971 0.40957 0.363867
0.29751 0.439014 0.393311 0.459668 0.388037 (.376611 0.269824 0.220166 0.155127 0.0624023 0000;...00000
-0.0619629 0.135352 0.276855 0.368262 0.384082 0.32168 0.371338 0.372217 0.340576 0.379687 0.38584 0.372217
0.365625 0.331348 0.282568 0.213135 0.280371 0.178857 0.220605 0 0 0 0 ; ... 0 0 0 0 0 -0.0105469 0.0936035
0.296631 0.293555 0.362549 0.374414 0.366943 0.370459 0.363867 0.337061 0.332666 0.323877 0.339258 0.383203
0.23291 0.180615 0.256201 0.0250488 0 0000 ;...000 0 00 0.116895 0.268506 0.267627 0.337939 0.320801 0.31377
0.341455 0.34585 0.326074 0.262354 0.357275 0.285205 0.240381 0.219727 0.13623 0.06196829 -0.121280 0000 0 ; ...
00G00DO0-0.0065918 0.115137 0.210938 0.193359 0.243018 0.388477 0.300146 0.371777 0.255762 0.244775 0.302344
0.185234 0.20127 0.166992 0.041748 -0.032959 000000 ; ... 000 0 O 0 0 0.122607 0.161719 0.119092 0.339258
0.214893 0.352441 0.240381 0.189844 0.260156 0.183691 0.158643 0.106787 0.0443848 0.0391113 000060005 ... 00
0000000.0597656 0.283887 0.108545 0.207422 (.211377 0.213135 0.196436 0.185889 0.084375 0.0320801 0.0259277

(=]
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(=]
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o
o

o [ 1]
0 00
123

-0.20039100000000;...00000000000.184131 0.0852539 0.206982 0.0215332 0.102383 (.138428 0.0602051
-011469700413086000000000 .0000000000000-0.105029 -0.0224121 0000000000000 ;
.0000000000000000000000000000; .L0000000000000000000000000000O0;
“OO00000000000000000000000000;..0000000000000000000000000000;
.0000000000000000000000000000;...0000000000000000000000000000;
..0000000000000000000000000000;...5;

Carotis09
cnro“sﬂgr_,‘.{0000600000000000000000000000000'.HAOOOOOOOOOO000
0000000000000 00000; 0000000000000000000000000000000 5 ...
0000000000 0O0OCO0 0 0.114697 0.163916 0.0725098 0.179736 0.0114258 0.0729492 00 00 0 0 0 O 0
1 ...00000000000 0 0.20083 0.205225 0.154248 0.180615 0.220166 0.229834 0.199951 ©.203027 0.224561
020478 0245654 00000000 ; ..0000000D0 OO0 O 0.0338370 0.179736 0.235986 0.268945 0.297949
(.346289 0.406494 0.364746 03810060306738026840266502755370000000: 0000000000
0.0355957 0.171826 0.250049 0.233789 0.406055 0.470215 0.439014 0.417041 0.434619 0. 444727 0.368262 0.263232
0.238184 0.201700 0.114258 0000 00 ; ... 0 0 0 0 0 0 O O 0 0.0628418 0.0852539 0.196875 0.287842 0.366943

0.446484 0.46582 0.40253¢0 0.396826 0.472852 0.46582 0.462305 0.3375 0.303223 0.166553 0.0769043 0.139307 0 O
000;..0000000 OO0 0.0566895 0.181494 0.255322 0.317285 0.424512 0,452197 0.481201 0.479004 0.41792
0.399463 0.424951 0.411768 0.409131 0.323877 0.280371 0.220605 0.12876 0.167871 0 000 ; ... 00000000
0.0399902 0.170068 0.203027 0.285205 0.366064 0.424072 0.402979 0.36958 0.402539 0.431982 0.394629 0.379248
0.418799 0.381553 0.338379 0.260156 0.223242 0.0777832 -0.0878006 000G : ...0 000 0 6 0 0 -0.0290039 0.0549316
0.277295 0.333105 0.375732 0.409131 0.372217 0.43374 0.43374 0.402079 0.36123 0.407812 0.398145 0.400342 0.37749
0.323437 0.224121 0.0650391 -0.0742676 0000 ;... 00000 0 00 0.115137 0.130518 0.246094 0.332666 0.392871
0.445166 0.391113 0.437695 0.452637 0.390674 0.362109 0.438574 0.404736 0.442529 0.328271 0.243806 0.246094
0.169189 0.0457031 0 00 0 ;...000 000 G 0 0.0711914 0.16875 0.246973 0.35376 0.345641 0.380127 0.411328
0.356396 0.334863 0.365186 0.337061 0.332666 0.448682 0.420117 0.333742 0.246533 0.206982 0.0821777 0.147217
0000:..00000 000 -0.00395508 0.122607 0.196875 0.39375 0.375732 0.317725 0.374854 0.371338 0.418799
0.381006 0.411768 0.360352 0.338818 0.415283 0.341016 0.23335 0.198193 0.0865723 -0.00527344 0000:...00000
00 0 0.124365 0.108984 0.229395 0.339258 0.458789 0.232471 0.380127 0.394189 0.376611 0.380127 0.32059 0.372217
0.390234 0.4021 0.309814 0,236865 0.214014 0.0631641 0.0733887 0 000 ; ... 0 0 0 0 0 O O 0 -0.023291 0.118652
0.219287 0.362988 0.297949 0.311572 0.406494 0.334863 0.375732 0.343652 0.343213 0.326074 0.859473 0.275537
0.275977 0.137109 0.0914062 0.102393 6000 0 000000000 0.079541 0.210938 0.179736 0.286084 0.330029
0.318604 0.366064 0.350244 0.368701 0.357715 0.304102 0.387598 0.213574 0.214453 0.190723 0.18457 -0.0395508 0
0000;..0000000O000.0905273 0.178418 0.243896 0.258838 0.272461 0.39375 0.288721 0.395047 0.26499
0.258838 0.260824 0.237305 0.099755% 0.0703125 0.0566855 -0.0320801 000000 :...00000000 00 0.235547
0.148096 0.114697 0.337939 0.24082 0.284766 0.274219 0.272021 0.30498 0.199951 0.125244 0.174023 -0.0791016 -
0.1001950000000;..000000000 0 C -0.0382324 0.110742 0.10459 0.263232 0.116885 0.24082 0.239941
0.173145 0.121289 0.116455 0.0298828 -0.170508 0 0 000000 ; ...

0000000000000 0.0949219 0.228516
0.0751465 0.13623 0.0878906 0.0487793 0.065918 -0.0791016 0.04746080000060000;...000000000000
00000.0399902 0.117773 0000000000000 ... 000000OOO0000000000000000000000:
.0000000000000000000000000000000;...0000000060000000800000000000
00000. ..0060000000000000000000000000000:...0000000000000000000060
0000000000;...0000000000000000000000000000000:...000000000000000C0
000000000000000. .00000000000000000000000000006000,;..,00000000000
O0000000000000000000:.“]:




B.1 Raéadata
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Carotis10
carotisl0 = ... [0000000000000000000000000000;...0000000000000000000000000
000 0000000000000000000000000000;...0 0000000000 .210938 0.108984 -0.0171387
0 111621 0.046582 0.03823240000000000:;...000000 000 0.079541 0.167871 0.223682 0.0821777 0.12085
0.126123 0.132715 0.132275 0.0856934 0.112939 0.17929700000000:;...0000000 0 0.12041 0.123047 0.183252
0.224121 0.244336 0.266748 0.274658 0.277295 0.280811 0.21665 0. 231592 0 105029 0.109424 0000000 ; ... 0000
00 0 0.0483398 0.12832 0.162158 0.195557 0.235547 0.32168 0.332227 0.367383 0.383643 0.392432 0. 350244 0 256641

0 0.0272461 0.0637207 0.19292 0.223682 0.244775 0.418799
1 0.341016 0.267188 0.189844 0.165234 0.12963900000 ;
1895 0.386279 0.336182 0.404736 0.420557 0.374854 0. 384961
0.319043 0.254443 0.242578 0.236426 0.13667 0.135791 0.112939 0000 ;... 0 0 0 0 0 -0.0558105 0.123047 0.109863
0.252686 0.202238 0.309814 0.377051 0.360352 0.403857 0.344092 0.369141 0.326514 0.319922 0.335742 0.267188
0.243896 0.241699 0.148975 0.175342000 0 ;... 00 0 0 0 0.0259277 0.0861328 0.158643 0.229834 0.312891 0.352441
0.322559 0.355957 0.436377 0.346729 0.333984 0.341455 0.326953 0.378369 0.287842 0.268066 0.149414 0.0892090 -
0.00398508 0000 ;... 0000 00.156006 0.155127 0.218848 0.320801 0.325195 0.319922 0.350244 0.364746 0.343652
0.368262 0.317725 0.808057 0.349365 0.330029 0.308936 0.214893 0.147217 0.0777832 -0.0676758 0000 ; ... 00 0
0 0 0.0395508 0.138867 0.155127 0.315088 0.26543 0.330029 0.319043 0.341016 0.376172 0.370459 0.249609 0.307617
0.355957 0.335303 0.294434 0.25752 0.166113 0.0905273 0.157324 0000 ; ...0 0 0 0 0 0.00571289 0.118652 0.178857
0.312451 0.351562 0.3837939 0.292676 0.852002 0.314648 0.299268 0.328711 0.328271 0.339697 0.375732 0.239062
0.228076 0.118652 0.0531738 0.1138180000 ;... 0 0 0 0 0 0.0883301 0.0755859 0.182373 0.219727 0.301904 0.365625
0.295752 0.337061 0.355078 0.304102 0.326074 0.330908 0.314648 0.284326 0.239502 0.179736 0.110742 0.00966797
0.0474609 0000 ; ... 0 00 0 0 0.013623 0.147656 0.150293 0.211377 0.297949 0.301904 0.326074 0.284326 0.341895
0.277734 0.261914 0.339258 0.288721 0.244336 0.218408 0.116016 0.0435059 0.0808594 0 0 000 ;: ... 0 0 G 0O
0 0.0527344 0.106348 0.175342 0.221924 0.224121 0.264111 0.32188 0.284766 0.277734 0.330469 0.304102 0.253125
0.215332 0.150293 0.127881 0.0580078 0.209619 00000 ;... 000 0 0 0 -0.08305668 0.167871 0.0870117 0.191602
0.211377 0.309375 0.229834 0.217529 0.295752 0.224121 0.245654 0.218848 0.0931641 0.174902 0.0799805 -0.159521
000000;...0000000-0.028125 0.0711914 0.0531738 0.28125 0.134912 0.255762 0.222363 0.113818 0.256201
50283 0. 100635 0.0839355 -0.00483398 -0.00439453 0000000;...000000 00 0.0927246 0.00922852 0.014502
82812 0.235107 0.125684 0.220605 0.070752 0.0522949 0.138428 0 0984375 -0.143262 00000000 ; ...0000
0 0 0.0817383 0.201709 0.187646 0.0338379 0.0716309 0.0527344 0.00922852 -0.0694336 -0. 30849
0 0 o) 316406 -0.0628418

0.208301 0.168311 0.202148 000000 ; ...00 0
2

0000
0000
0000
0000

Q0000000
OOOO

600000

000000

000000

0 000000
00 000000

Carotisl1

;...000000000000000000000000
0000000000000000131836 -0.0166992
0.0716309 -0.0865723 0.0839355 0.00527344
0

0000;..00000000 0 -0.0276855
0.0540527 0.0575684 0.085 5059 0. 134033 0. 0540 35 0.0861328 0.0558105 0.084375 0.110742 0

000000:..00000 0 0.00263672 0.0290039 0.0659018 0.115137 0.139307 0.150732 0.163477 0.107227
0.106787 O. 125244 0.148975 0. 1125 0.126123 0.0667969 000000 ; ...00000 0 0 -0.028125 0.0672363 0.13667
0.0958008 0.158203 0.188525 0.157764 0.189404 0.178418 0.19248 0.151172 0.134033 0.100195 0.143262 0.0509766
0.193359 00000 ; ...000000 -0.6171387 0.0175781 0.0681152 0.097998 0.167871 0.177979 0.192041 0.156445
0.171387 0.147217 0.154687 0.169189 0.0764648 0.0962402 0.101074 0.0131836 0.1604 00000 ; ...0 00000
0.0487793 0.0364746 0.108984 0.10415 0.141504 0.135791 0.184131 0.170088 0.154248 0.18501 0.194238 0.122607
0.135352 0.103711 0.118455 0.046582 0.028125 -0.0531738 0 0 00 ; ... 0 0 0 O 0 -0.0962402 0.0689941 0.0632812
0.0931641 0.139307 0.174023 0.111182 0.182373 0.140186 0.218408 0.15293 0.162598 0.174023 0.127441 0.103271
0.0993164 0.0439453 0.127002 -0.0338379 0000 ; ... 0 0 0 0 0 -0.0312012 0.101953 0.0681152 0.074707 0.108984
0.140625 0.14502 0.168311 0.142383 0.21709 0.150293 0.164355 0.190283 0.10415 0.105469 0.0782227 0.0290039
0.00878906 -0.0856934 0 000 ;...00 00 0 0.0237305 -0.0197754 0.0250039 0.0971191 0.116895 0.13667 0.113379
0.123486 0.163477 0.20127 0.192041 0.211816 0.193359 0.178418 0.0936035 0.0918457 0.0663574 0.0786621 0.125244
0000;...000000.0219727 -0.0856934 0.0298828 0.103711 0.12876 0.127002 0.116016 0.163477 0.141064 0.188086
0.170508 0.166113 0.134033 0.184131 0.186328 0.109863 0.0685547 0.0496582 0.183691 0000 ;... 0000 0 -0.112061
0.094043 0.0606445 0.105908 0.0984375 0.118652 0.0887695 0.113379 0.123488 0.126562 0.089209 0.187207 0.157764
0.124805 0.108348 0.0861328 0.0804199 0.190283 -0.00307617 0000 : ... 0 0 0 0 0 0.0834961 0.0487793 0.0474809
0.0751465 0.152051 0.0958008 0.115576 0.117773 0.0619629 0.152051 0.10459 0.143262 0.179736 0.117334 0.103271
0.0483398 0.0949219 0.0931641 00000 ;...000 000 0.0681152 0.000878906 0.0575684 0.0905273 0.19248 0.12085
0.084375 0.0896484 0.100195 0.101953 0.0536133 0.0883301 0.0470215 0.0399902 0.0342773 -0.0118652 -0.0131836
00000;..00000 0 0.0553711 -0.0619629 0.000439453 0.0681152 0.0500977 0.0175781 0.105469 0.0887695
0.0575684 0.0834961 0.0118652 0.0395508 -0.0259277 -0.00878906 0.0171387 -0.0588867 000000:...0000000
-0.0131836 0.00703125 -0.0109863 0.102393 0.0711914 0.0457031 0.109863 0.0399902 0.0584473 0.0681152 0.0681152
0.000439453 -0.0215332 -0.0834961 0 000000 : ..0000000 0 0.0193359 0.0492187 0.0272461 0.00439453
0.0105469 0.117334 0.061084 -0.0584473 0.0338379 0 0830566 0.0549316 -0.0430664 00000000 ;

carotisll = ... [0 000
0000;...000000
-0.0149414 -0.0421875
0.0645996 0.0505371 0.06899

03

0000
oooo
[ ]

00 0-0.0219727 -0.0861328 0.0276855 0.0773437 -0.100635 -0.0461426 -0.0641602 0.0483398 0 0 0
000000000000000Q0C0000 0000000000000 00000
00000000C0C0O000000C00CO0OC 000000000000000000
0000CO0D0CO0000000000000 000000000000000000
0000000000000000000000000 00000000000060Q00000

Carotisl2

carotisl2 = ... {00 0000000000000 0000000000000;...00000000000000000C0Q
0000000000:;..0000000000000000000000000000;...0000000000000
0.0927246 0.198633 0.155566 0.111182 0 0000000000 ;..00000000 00 0.0782227 0.219002 0.217529
0.0962402 0.133154 0.137549 0.193359 0.147217 0.151811 013579! 00000000;...000000000 0.0171387
0.156445 0.142383 0.159082 0.220605 0.239502 0.276855 0.238623 0.264111 0210938 0230713 0.215332 000000
0;..0000000 0 0.108984 0.177979 0.109863 0.188525 0.241699 0.32959 0.343213 0.348486 0.368064 0.322559

0.265869 0.274658 0.230713 0.320801 000000 ;...0000 00 0 -0.00351562 0.124805 0.149854 0.211816 0.307178
0.370898 0.362549 0.325635 0.377051 0.364307 0.340576 0.28916 0.263672 0.250049 0.158643 0.1089084 0 0 0 0 O
;...00000 0 -0.00527344 0.0667969 0.198193 0.235086 0.284326 0.324756 0.284326 0.328711 0.306299 0.39375
0.275977 0.367383 0.32059 0.268506 0.248291 0.180176 0.0804199 0 0000 ; ... 0 0 0 0 0 0 0.0509766 0.0962402
0.290918 0.28125 0.322098 0.305859 0.381008 0.32959 0.37002 0.362549 0.36123 0.344002 0.365625 0.309375 0.288721
0.177539 0.174023 0.0470215 0 0 0 0 : ... 0 0 O O O 0.0641602 0.0804199 0.195557 0.20707 0.308496 0.337639
0.322998 0.277734 0.344092 0.28016 0.317285 0.315088 0.311133 0.352881 0.324756 0.258388 0.255762 0.094043
0.156885 0000 ;...00 000 -0.0485050 0.121729 0.24917 0.26543 0.328711 0.290478 0.317725 0.334424 0.398584
0.348047 0.359912 0.288721 0.375293 0.398584 0.257956 0.309814 0.161719 0.132276 -0.051416 0 00 0 ; ... 00 0
0 0 0.0848145 0.13623 0.188086 0.310254 0.279932 0.335303 0.283447 0.354199 0.30542 0.34585 0.253564 0.326514
0.362988 0.331787 0.285645 0.254443 0.101953 0.0637207 0.147217 0000 :...0 0 0 0 0 0.194238 0.135352 0.223682



82 Skejby Sygehus data

0.279932 0.357275 0.307617 0.8324756 0.334424 0.324756 0.341016 0.293555 0.279492 0.364746 0.307178 0.282129
0.198072 (0.158643 0.158203 0.0852539 0 G G G ; 000300 -0.00878906 (.118652 (.182812 (0.33618Z2 (0.283887
0.296631 0.230273 0.319922 0.285645 0.279053 0.286523 0.355057 0.356396 0.286963 0.206104 0.143701 0.117773
0.0114258 0.0237305 0 0 0 0 ; ... 0 0 0 0 O 0.0074707 0.0927246 0.244336 0.247852 0.277295 0.268506 0.330029
0.315088 0.416602 0.318604 0.281797 0.277295 0.275977 0.282129 0.219287 0.140625 0:0369141 -0.0553711 00000 ;
...0000000.0430664 0.137109 0.268506 0.237305 0.31377 0.239502 0.341455 0.251807 0.312451 0.291797 0.24082
0.287402 0.233789 0.205225 0.21665 0.179297 -0.259717 00000 ;... 00 0 0 0 0 0.069873 0.17666 0.15293 0.225879
0.181494 0.227637 0.2896 0.280811 0.275977 0.286523 0.232471 0.240381 0.216211 0.188965 0.0355957 0.0197754 0 0
0000:;...00000000.0852539 0.170947 0.219727 0.240381 0.243018 0.225 0.211377 0.249609 0.23335 0.205225
0.185234 0.161719 -0.0228516 0.0619629 0 000000 ; ... 0 000 00 0 0 0.0703125 0.203467 0.17666 0.222363
0.254443 0.127441 0.141943 0.186768 0.110742 0.141064 -0.041748 0.00483398 000 0

0 0.0580078 0.163477 0.0997559 0. 213135 0.158203 0.037793 0.12876 -0.127441 00000

000000000060000 .000000000000000000000000
0000000000000 000000000000000000000000
00000000000000 000000000000000000000000
00000000000000 00C0C00D00000000000000000000C

Carotis13

carotisl3 = (00000000000600000600000O0¢0 0000;..000000000606006G0CG0G0O0
00000000000 .000000000060000 00 0000000000,; ...00000000000
0 ¢ 0.0312012 0. 0452537 0 172705 0.0918457 0 00 00 Q0 0O 00 0 0;..0000000 0 0 ¢ 0.0558105 0.105908
0.174902 0.07556859 0.0975586 0.0558105 0.102832 0.119092 0.141504 0.110303 00000000 ;...00000000
0 0.199072 0.168311 0.19248 0.158203 0.182373 0.250928 0.221045 0.207422 0.207861 0. 200391 0 207861 0.216211 0
000000;..000000000.0487793 0.130518 0.208301 0.28125 0.282129 0.324316 0.344531 0.38584 0.314209
0.258838 0.271582 0.163477 0.180176 0.153368 000000 ; ...0 0000 0 0 0.0922852 0.140625 0.219287 0.255762
0.330469 0.403418 0.378369 0.396387 0.402979 0.395947 0.344092 0.297949 0.220605 0.173584 0.168311 0.24082 0 0
000,

.0000000.0971191 0.149854 0.190283 0.260598 0.364307 0.363428 0.397266 0.41001 0.363428 0.389355
0.412207 0.380566 0.311572 0.247852 0.193359 0.145459 0.0325195 0 0 0 0 0 ; 0000 0 0.123486 0.16084
0.203027 0.341895 0.402979 0.378809 0.370898 0.409131 0.386719 D.392871 0.409131 0.316406 0.339697 0.303662
0.243457 0.255322 0.100635 0.238623 0000 ;... 00 0 0 0 -0.188965 0.0123047 0.250928 0.286523 0.346289 0.366504
0.364307 0.37002 0.453955 0.378809 0.373535 0.380566 0.32124 0.386719 0.284766 0.301465 0.154687 0.00922852
0.185791 000 0 00000 -0.0303228 0.1125 0.20127 0.245654 0.35376 0.8375293 0.392432 0.356396 0.489453
0.365625 0.36123 0.355957 0.37002 0.37749 0.304541 0.236865 0.228516 0.150732 0.0755859 0 0 00 ;... 0000
0 0.0461426 0.0865723 0.24082 0.340576 0.388037 0.319922 0.423193 0.362109 0.381006 0.395068 0.351562 0.36123
0.369141 0.378809 0.293555 0.262793 0.133594 0.262793 0.0435059 0000 ;... 00 0 0 0 0.134473 0.16084 0.242578
0.37002 0.347168 0.379687 0.397266 0.408252 0.366943 0.328271 0.341435 0.355078 0.449561 0.31377 0.279053
0.271143 0.197754 0.117773 0.190723 0000 ;... 0 0 0 0 0 -0.018457 0.115137 0.285205 0.265869 0.3375 0.207949
0.352002 0.365186 0.375732 0.390234 0.381445 0.335742 0.404297 0.300146 0.283887 0.223242 0.0716309 -0.106787
0.104150000; ... 00 0 0 0 0.0663574 0.124365 0.142822 0.298389 0.348486 0.335742 0.41792 0.346289 0.441211
0.354639 0.352002 0.380127 0.355078 0.32124 0.181494 0.163916 0.0175781 -0.0241699 00000 ; ... 000000
0.101953 0.190283 0.254883 0.277734 0.323437 0.232031 0.351562 0.368262 0.343213 0.378369 0.282568 0.315527
0.25708 0.141504 0.10415 0.222363 0.134033 00000 ; ... 00 0 0 0 0 0.111621 0.0602051 0.15249 0.227637 0.20874
0.301904 0.244775 0.367383 0.360352 0.327393 0.223242 0.260156 0.234668 0.146338 0.196875 -0.0435059 0 000 0

3..-.000000C 0 0.051416 0.0588867 0.108984 0.242139 0.282129 0.280811 0.26499 0.274658 0.109863 0.187646
0.187646 0.16875 0.0347168 -0.0711814 0 000000 ; ... 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.0786621 0.0443848 0.16084 0.172705
0.261035 0.165674 0.164355 0.153809 0.140186 0.0808594 0.0588867 -0.047021500000000;...000

H 000000
0 0.0487793 0.0694336 0.192041 0.18457 0.0836355 0.139746 0.190723 -0.1995120000000000 .000000
00000000000000000000060C; 0000000000000000006000000000¢0C 000000
000000000000000000C00 00000000000000000000600000000; 000000
00000000000000000000; 0000000000000000000000000000; 000000
00000000000000006000,;...0000000000000000000G6000600600060;
Carotisl4
carotisl4 = ... ([0 0000000000000 00000000000000 ; ... 00000000C000000
CODO0OD00O00DD0000:;..000D0000000000000000000000000; ..0000¢0
600000000 0.08041990 0.0834961 -0.0404207 0.06904336 0 0 0 000000 C0:...0000000000¢0
0.236865 0.101514 0.114258 0.046582 0.0224121 0.0993164 0.0883301 0.0894336 0.0742676 0.0580078 0 000 0 O
00;..000000C0 00 0.204346 0.202588 0.139307 0.140625 0.174023 0.159082 0.183691 0.195996 0.181494
019819301331540160840000000 ;...0000000 0 0.188965 0.155127 0.148535 0.184131 0.211377 0.29707
0.204434 0.30542 0.246094 0.212256 0.180615 0.132715 0.0971191 0.159082 000000 ;...00 0 0 0 0 0 0.0540527
0.129199 0.164355 0.159521 0.254443 0.354639 0.322569 0.326074 0.308496 0.355957 0.296631 0.194238 0.137549
0.169189 0.163916 -0.00395508 0 0 0 0 0 ; ...0 0 0 0 0 0 0.032959 -0.000439453 0.134033 0.24917 0.244775 0.32915

0.326953 0.31377 0.344531 0.349805 0.330469 0.298828 0.233789 0.172266 0.116016 0.12876 0.0984375 0 0 00 0 :
...0000 00 0.0804199 0.142822 0.225 0.270264 0.318604 0.365625 0.276416 0.315527 0.315967 0.269824 0.320801
0.306738 0.23335 0.252246 0.222803 0.184131 0.166553 0.16875 0000 ; ... 0 0 0 0 0 -0.0237305 0.112061 0.156445
0.285205 0.258277 0.30542 0.341895 0.359912 0.267188 0.300146 0.278174 0.300146 0.30498 0.280811 0.26499 0.18501
0.100195 0.0914062 0.0606445 0 0 0 0 ; ... 0 0 0 0 O 0.0870117 0.110742 0.166113 0.294434 0.346729 0.327832
0.334424 0.373535 0.316846 0.275977 0.34585 0.282129 0.298828 0.367822 0.276416 0.171387 0.173145 0.094043 -
0.0272461 0000 ;...0 000 00.00527344 0.142822 0.213574 0.270703 0.317285 0.282568 0.36123 0.322998 0.344971
0.201797 0.306738 0.323877 0.401221 0.351123 0.274219 0.179736 0.174902 0.139307 0.199512 0 000 ; ... 00 O
0 0 0.0470215 0.108545 0.200391 0.311572 0.280811 0.298389 0.337939 0.370898 0.35376 0.20707 0.31333 0.294434
0.276416 0.332666 0.228955 0.231152 0.0804199 0.16084 -0.0492187 0000 ;... 0 0 0 0 0 0.0769043 0.134473 0.157324
0.251807 0.315967 0.331787 0.272021 0.335303 0.335303 0.395947 0.279053 0.351562 0.347168 0.264111 0.220605
0.16875 0.117334 0.051416 0.207422 000 0 ; ... 0 0 0 0 0 0.0241699 0.0509766 0.140186 0.228516 0.251807 0.28125
0.246533 0.294873 0.396826 0.343213 0.260156 0.244336 0.297949 0.254004 0.169629 0.129199 0.186768 -0.0509766
00000;..000000 0.0848145 0.123047 0.225 0.224121 0.214014 0.196875 0.373675 0.34585 0.301904 0.332666
0.245654 0.268945 0.188525 0.139307 0.117334 -0.0711914 0.115137 0 0000 ; ... 0 0 0 0 0 0 0.074707 0.147217
0.139307 0.190723 0.205664 0.37749 0.217529 0.266748 0.263232 0.223242 0.223242 0.271143 0.149414 0.0931641
0.211377 -0.114697 600000 ... 00 0 0 0 0 0 0.0413088 0.0312012 0.0883301 0.232031 0.238184 0.208301 0.223242
0.182812 0.248201 0.1771 0.123926 0.112039 -0.0474609 -0.0817383 0 000000 ; ... 0000 0 0 0 0 -0.100635
0.0817388 0.151172 0,119092 0.143701 0.125244 0.173584 0.0817383 0.0518555 0.0544922 0,0246094 -0.0210938 00 0

00000 ... 00000000000003955080171387012524400355957 0.051416 0.0755859 0.00791016 -0.0558105
0000000000 .0000000000000000000000 ..0000000000000000000
600000000« 0000000000000000000000 0000000000000000000
00000000 000000000000000000006060 00000000000006000000
0000000 00Q000C0000C0000000000GC 0000000000000000000
000000 .



B.1 RaAdata

83
Carotisl5
cuotisl5= [O000000000000000000000000000....00000000 000000000000000000
00; 0000 0000000000000000000000;...00000000000000.0536133 -0.146898 0.0290039
023115200000000000....0000000000008 7695 -0.127002 0.094043 -0.0496582 0.0298828 0.0162598
0.0215332 0.00966797 0.126123 0.00176781 0 0 0 0 0 0 0 O 3...000000000 0.131836 0.0413086 0.0619629
0.142383 0.137109 0.133154 0.110303 0.0949219 0.171387 0. 0509766 0.1125 0.204785 0000000 ;...0000000
0 -0.0219727 0.126562 0.162598 0.105469 0.180615 0.185449 0. 239941 (.188086 0.172705 0.186768 0. 129199 0.189844
0.125684 0.121729 000000 ;...000000

0 0.0861328 0.0872363 0.142822 0.169629 0.245654 0.272021 0.287842
0.266748 0.307617 0.293994 0. 256201 0.190283 0.181055 0.122168 0.0997559 0.0065918 0 0 000 ; ... 000000
0.0791016 0.0799805 0.132275 0.139746 0.237744 0.208828 0.287842 0.340576 0.284326 0.254004 0. 299707 0.225879
0.193799 0.183691 0.130078 0.161719 0.141943 0 0000 ; ... 0 0 0 0 0 0 -0.0254883 0.0615284 0.150732 0.224121
0.300146 0.30498 0.337939 0.301465 0.311572 0.275977 0.241699 0.250928 0.238184 0.211377 0.165674 0.0966797
0.112061 0.363867 0000 ;... 00 0 0 0 0.100635 0.125684 0.140186 0.152051 0.255322 0.238502 0.268066 0.344531
0.304102 0.223242 0. 256309 0 300146 0.322559 0.275537 0.229395 0.16084 0.124805 0.0575684 0.193369 0000;...00
000 0.0689941 0.0615234 0.159521 0.244775 0.2729 0.270708 0.269824 0.296191 0.308936 0.257959 0.283447 0. 288281
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