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ABSTRACT

Denne tekst er en historisk gennemgang af Cayleys problem, dvs. problemerne
omkring bestemmelsen af konvergensomraderne for Newtons metode anvendt
p& et komplekst polynomium f(z). Der ses pa perioden fra 1870 til 1920, og
der redeggres for hvorledes Arthur Cayley og Ernst Schréder i periodens start
kun var i stand til at lgse problemet for grad(f(z)) = 2. Der gores rede for den
matematiske udvikling, der gjorde Gaston Julia og Pierre Fatou i stand til at
behandle tilfzeldet grad(f(2)) > 2, og det konkluderes, at det var udviklingen af
mangdelzre og topologi, der dannede grundlaget for Julia og Fatous forstéelse
af tilfzeldet grad(f(z)) > 2.

I appendiks findes oversaettelse af Cayleys artikel fra 1879, samt dele af artikler
skrevet af Koenigs (1884), Fatou (1906 og 1920), og Julia (1918).
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Kapitel 1

Indledning

1.1 Motivation

Vi er, efter at have taget udgangspunkt i kaos, endt op med at arbejde med
problemet, der gar under navnet “Cayleys problem”. Problemet opstod omkring
1880, da engleenderen Arthur Cayley (1821-1895) arbejdede med Newtons me-
tode.

Newtons metode er en algoritme til at finde nulpunkter for en given funktion
f(z). Princippet er, at man kommer med et kvalificeret gzet (zo) pa et nulpunkt
¢ for f(z). Dernzst anvender man Newtons metode pa zo, s& man far z;, der
ligger taettere pa nulpunktet ¢ end zo gjorde, hvis 7o vel at meerke ligger tzet
nok pé roden. Hvis man har talmodighed nok (eller en computer til radighed),
kan man p3 denne made komme vilkérligt taet pa nulpunktet (.

Det viser sig imidlertid, at Newtons metode ikke altid giver det gnskede resultat,
dvs. fglgen z,,73, ..., Zn konvergerer ikke mod ¢. Nogle gange vil man opleve,
at fglgen z1, 72, ..., Tn ghr mod uendeligt, andre gange vil fglgen hoppe frem og
tilbage mellem et endeligt antal forskellige vaerdier, og endelig kan den gi mod
en evt. anden rod. Man kan sigar opleve, at fglgen hopper rundt mellem veerdier
(uendeligt mange), der virker fuldstzendig tilfzeldige.

Resultatet af Newtons metode er siledes athangig af det valgte zo. Dette fik i
slutningen af 1800-tallet en rakke matematikere til at interessere sig for, hvor-
ledes folgen z;, 23, ...,Z, athznger af et givet zo. Specielt kastede man blikket
p& Newtons metode for funktioner af formen 2 —1 =0, z € C, n € N. Det
viser sig, at der her opstar nogle problemer, der er ganske interessante.

Cayley formulerede problemet generelt i to artikler (Cayley, 1879b, 1880). Det
er normalt, den fgrste artikel (Cayley, 1879b) man refererer til, da formuleringen
her er kort og pracis:
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Tag f(u), en given rationel og integral funktion® af u, med reelle eller
komplekse koefficienter; tag £, en given reel eller kompleks vaerdi og
udregn herfra §; ved formlen £ = € — -},S%, og heraf &, &2, &, .. .,
hver fra den foregiende ved samme formel.

En givet kompleks stgrrelse z + iy kan reprasenteres ved et punkt
med koordinaterne (z,y): radderne til ligningen er p& denne made
repraesenteret ved givne punkter A, B, C, ..., og vardierne £, &,
&2, ... ved punkterne P, P, P,, ..., hvor den fgrste vaerdi antages
efter behag, og hvert af de andre fas fra det foreghende ved en given
geometrisk konstruktion. Problemet er at bestemme omriderne af
planen saledes, at valges P hvor som helst i et omrade, ender vi til
sidst ved punktet A, hvor som helst i et andet omride ved punktet B,
og séledes for flere punkter, der repraesenterer rgdderne til ligningen.
(Cayley, 1879b)

Se ogsa overszettelsen af hele artiklen i appendiks B.

Man kan altsd sige, at man har lgst Cayleys problem i det gjeblik, man er i
stand til at opdele planen i de ovennzevnte omrader. Hvis det viser sig, at man
ikke kan opdele planen, kan man alternativt sige, at man har lgst problemet,
nir man er i stand til at sige, hvilken rod et givet begyndelsespunkt konvergerer
mod, uden at foretage selve iterationen.

Den funktionsfamilie, der - i forbindelse med Newtons metode - specielt havde
interesse for matematikerne i perioden omkring ar 1900, var polynomier. Tyske-
ren Ernst Schréder (1841-1902) og Cayley opdagede uafhaengigt af hinanden en
metode til at beskrive folgen z;, 22, ..., 2, for et givet z9, nir Newtons metode
bliver brugt pa ligningen 22 — 1 = 0, z € C, i det fglgende betegnet “den kva-
dratiske ligning”. De stgdte imidlertid ind i nogle uoverskuelige problemer, da
de forspgte at gere kunsten efter for “den kubiske ligning”: 22 -1 = 0,2z € C.
Eller som Cayley siger:

Losningen er let og elegant i tilfseldet med den kvadratiske ligning,
men det efterfglgende tilfzelde, den kubiske ligning, synes at forvolde
anseelige vanskeligheder. (Cayley, 1880)

Der skulle ga ca. tredive &r, for nogle kom veesentligt videre med problemet. Den
matematiske udvikling gjorde, at de to franske matematikere Pierre Fatou (1878-
1929) og Gaston Julia (1893-1978) i begyndelsen af dette drhundrede kunne
vise, at randen af den mangde af begyndelsesvardier 2y, der konvergerer mod
et nulpunkt, ikke kan beskrives analytisk.

Dette fgrer os frem til fglgende problemformulering:

1En intergral funktion er analytisk i hele det komplekse plan. For definition af en rationel
funktion se sidst i afsnittet om generel teori




1.2 Problemformulering 3

1.2 Problemformulering

Hvordan lgste Cayley og Schréder Cayleys problem for den kvadra-
tiske ligning?
Hvorfor er det s& meget svaerere at behandle det kubiske tilfzelde,

end det kvadratiske tilfzelde? - og hvilken historisk udvikling ledte
frem til svaret pa dette?

1.3 Metode

Dette projekt er et matematikhistorisk projekt, der forsgger at belyse, hvorledes
en matematisk teori udvikledes over et tidsspaend pa ca. 50 &r. Vi gnsker at forsta
den matematiske udvikling, der i et konkret tilfzelde leder frem til udvikling af
ny viden.

Vi har valgt at betragte problemerne omkring forstaelsen af Newtons metode for
den kubiske ligning - i problemets egen kontekst. Vi vil altsa ikke kun begraense
os til at gennemgl de pracise problemer matematikerne arbejdede med, men
ogsé forsgge at give laeseren et indtryk af det matematiske miljg. Derfor vil en del
af denne rapport vare en gennemgang af personer og matematik, der ved fgrste
gjekast kan synes vores problem uvedkommende, men som i sig selv danner en
ramme om problemstillingen.

Da dette er et historisk matematikprojekt har vi naturligvis bestrabt os p&
at bruge originaltekster. Desveerre var tyskerne og specielt franskmandene for-
gangsmand pd omradet, og det har besvarliggjort vores arbejde med original-
teksterne. Men de steder, hvor teksterne er centrale for vores problem, har vi
kastet os over ordbggerne. Oversattelserne kan findes i appendiks. De steder
i teksten, hvor vi citerer eller refererer litteratur, har vi tilpasset citaterne og
referaterne, til de af os valgte symboler, tegn og betegnelser. I appendiks er de
originale symboler, tegn og betegnelser anvendt. De mere generelle teoriafsnit
er skrevet pa baggrund af moderne lzrebgger.

1.4 Malgruppe

Vi har gennem dette projekt stiftet bekendtskab med mange, for os, nye mate-
matiske begreber. Vi har valgt, at denne rapport skal kunne lzeses af matema-
tikstuderende pa et niveau svarende til at have gennemfgrt RUC-kurserne E1,
E2 & E3, (linezre strukturer fra algebra og analyse; ikke-linezre strukturer fra
algebra og analyse I og II), hvilket vil sige, at man har et fundamentalt kend-
skab til matematisk analyse. Vi vil, de steder hvor nyt materiale praesenteres,
referere relevante sztninger, men ikke ngdvendigvis beviser og hele baggrunden
for teorien. Dette betyder, at man ikke vil vaere i stand til at lese rapporten som
en lerebog. Beviser vil blive medtaget i det omfang de er knyttet til saetninger,
der er centrale for vores problem.
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1.5 Laesevejledning

For at give et overblik over indholdet i rapporten er her en kort beskrivelse .af
de forskellige afsnit.

Generel teori beskriver de generelle egenskaber ved Newtons metode, her-
under en generalisering af denne. Vi beskriver desuden, hvorfor Newtons
metode ogs virker i det komplekse tilfeelde, samt de dele af den komplekse
funktionsteori vi benytter.

Schroder gennemgir Schréders arbejde med Cayleys problem, herunder en
grundig gennemgang af hans arbejde med f(z) = 22— 1. Schrdders arbejde
med dette problem er spredt rundt i 2 artikler. Vi har i dette afsnit samlet
det og forsggt at kommentere Schréders arbejde, s& det bliver vaesentligt
mere forstaeligt.

Cayley gennemgér Cayleys arbejde med problemet, herunder et forsgg pé at
gore hans meget sveert tilgeengelige bevis for det kvadratiske tilfzelde for-
staeligt. Herudover behandles hans overvejelser omkring den kubiske lig-
ning f(z) = 23 — 1.

Mellemliggende periode er en gennemgang af den teori, der blev udviklet
i perioden frem til Julia & Fatous arbejde med Cayleys problem. Vi har
begraenset os til kun at beskrive den teoriudvikling, der giver Julia & Fatou
et skub i den rigtige retning.

Julia & Fatou er en gennemgang af de teorier Julia & Fatou udviklede om-
kring iterative processer deriblandt Newtons metode. De to herrer er
franskmeend, derfor har vi forst og fremmest brugt sekunder litteratur
til dette afsnit, hvilket gor, at deres arbejder er sveere at adskille. Til stut
har vi skitseret, hvad henholdsvis Fatou og Julia har sagt om det kvadra-
tiske og det kubiske tilfzzlde, denne del bygger pa originaltekster.

Appendiks A er en forklaring af begreber, der muligvis er fremmede for vores
malgruppe. Appendiks B - F er oversattelser af de artikler vi bruger i
projektet.

1.6 Takkeliste

Vejleder pa dette projekt har vaeret Jesper Larsen. Derudover har vi fiet om-
fattende hjzelp til at forst3 originalteksternes matematik af Anders Madsen og
Carsten Lunde Petersen. Tine Wedege har hjulpet med de franske spidsfin-
digheder i originalteksterne. Til slut vil vi takke Martin Niss for fremragende
opponering.




Kapitel 2

Generel teori

Fra gymnasiet er Newtons metode blevet introduceret som en metode til at
finde rgdderne i en funktion. I dette kapitel vil vi forsgge at ga lidt dybere i
diskussionen af Newtons metode og udvide denne til ogsa at omfatte komplekse
funktioner. For at kunne ggre dette er der er en rakke begreber, der skal redegg-
res for bl.a. singulariteter, og hvad der menes med differentiation af en kompleks
funktion. Men fgrst vil vi lige forsage at genopfriske gymnasiematematikken, og
erindre om, hvad vi allerede har laert om Newtons metode.

2.1 Newtons metode p& en reel funktion

De fleste matematikstuderende har stiftet bekendtskab med Newtons metode.
De lerte den at kende som en metode til at finde reelle nulpunkter for en given
reel funktion f. Det er nemmest at se grafisk, hvad det egentlig er, der sker, nar
vi benytter Newtons metode (se figur 2.1).

Vi valger forst et begyndelsespunkt zo, der tilhgrer definitionsmangden for
f. Dernzst finder vi tangenten til f gennem punktet (zo, f(2o)). Der hvor
tangenten nu skeerer x-aksen, har vi vores nye z,, og hvis vi er heldige (eller blot
har vaigt vores zo fornuftigt), vil vi se, at falgen zo,z1,2s,. .., T, konvergerer
mod et nulpunkt for f.

Vi kan udtrykke sammenhzangen mellem z,, og z,,.+;. Tangenten gennem punktet
(Zn, f(zn)) har ligningen y = f'(z,)(2—zpn)+ f(Zn). Denne linie skeerer x-aksen
i punktet z,4; hvor y = 0, dvs:

0 = f,(zn)(zn+1 - 2’ﬂ) + f(-Tn) ==
o1 = T~ ;_'((Z_:)j (2.1.1)

5
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f(zo)

f(z1)

T2 nn Zo

Figur 2.1 Figuren viser en geometrisk fortolkning af Newtons metode i det reelle
tilfzelde.

Denne ligning (2.1.1) kaldes szdvanligvis for rekursionsformlen for Newtons .
metode. Navnet stammer naturligvis fra Isac Newton, der blandt meget an-
det har fiet denne formel opkaldt efter sig. Der synes imidlertid at herske en
del forvirring i faglitteraturen, om hvem man skal tilskrive aeren for ligning
(2.1.1). Derfor kan man undertiden mgde ligningen under betegnelsen Newton-
Ramphson-Simpson-metoden eller Newton-Fourier-metoden. Vi vil dog ngjes
med at benzvne metoden: Newtons metode eller Newtoniteration.

Vi vil i det fglgende udvide Newtons metode til komplekse funktioner. Dertil
vil det kraeve en smule forklaring af nogle essentielle begreber. Det er ikke vores
mening at lave en rigoristisk gennemgang af stoffet, men vi har set os ngdsaget
til at forklare nogle af de helt grundliggende begreber, idet de er meget vigtige
for en generel forstielse af udvidelsen.

2.2 Kompleks differentiation

I udtrykket for Newtons metode (2.1.1) indgar differentialkvotienten for f. Vi
gnsker at lade f : C = C og derfor vil vi i dette afsnit se lidt naermere p3, hvad
vi forstar ved differentiation af en sddan funktion, og dermed ogsa meget kort
forspge at beskrive, hvad det vil sige, at en funktion er differentiabel i kompleks
forstand. Dette afsnit bygger pa (Palka, 1991).
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Analogt til det reelle tilfzelde er man interesseret i at evaluere graensevardien:

zZ2=20 2—20
hvis en sddan eksisterer og er entydigt bestemt. Fgrst en omskrivning: Lad
f:C = C virke p& z = z + iy, da vil f kunne omskrives til:

f(z) = u(=,y) + iv(z,y)

Lad f: C — C afbilde f.eks. z = 22 da vil u(z,y) = 2% — y? og v(z,y) = 2zy.
Gransevaerdien (hvis den eksisterer) i ligning 2.2.1 kan nu evalueres analogt til
det reelle tilfzelde. Vi vil ikke gennemg3 det i detaljer, men blot bringe resultatet,
da det er en central del af forstaelsen af kompleks differentiation.

Det gelder, at f er differentiabel i punktet (zq,yo) hvis:

1. u og v begge er differentiable (som funktioner af to reelle variable = og y),
i (1:0, yO)'

2. Funktionerne opfylder Cauchy-Riemann-ligningerne:

ou Ov Ou ov
=% 55 (2.2.2)

i (z(),yO)'

Disse to betingelser er ngdvendige og tilstrekkelige for, at en funktion er dif-
ferentiabel i kompleks forstand. Differentialkvotienten vil vi benzvne: f'(2),
hvor zg = x¢ + iyo-

Som det ses, si ligger der storre krav pi en funktion, for at den er differentiabel
i kompleks forstand end en funktion, der f.eks. afbilder et reelt talrum ind i et
reelt talrum: Den skal veere differentiabel i ren reel forstand, og samtidig skal
den opfylde Cauchy-Riemann-ligningerne.

Man kan ligeledes udtrykke den afledte: f'(20) = a+ib, hvor a og b er givet ved:

CCN") _p = Suzy)
6:1: Z=Zo,y=%0 6y T=Z0,Y=¥Yo
Eller via v:
p= @Y o= &:9)
Oz z=z0,5=10 O lo=zo,y=v0
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Dvs. der findes flere (zekvivalente) méader at evaluere differentialkvotienten pa.

Naturligvis findes der ogsa generelle regler for differentiation af komplekse funk-
tioner, og der er en overraskende lighed med det reelle tilfzelde. F.eks. kan man
vise, at det for fglgende funktioner f : C — C gelder, at de er differentiable pa
deres definitionsmaengde med fglgende differentialkvotient:

1. Hvis f(z) = zsher f'l(z) =1
2. Hvis f(z) =k sder f/(z)=0
3. Hvis f(z) = 2" sd er f'(z) = nz""!

Ogsd de szdvanlige regneregler for differentiation af en sum, et produkt og af
sammensatte funktioner gelder.

Det geelder derfor, at alle polynomier P : C — C af formen P(z) = anz™ +
Gn-12""1 + ... + ag hvor ag,...,a, € C og n € N er differentiable, med den
szdvanlige differentialkvotient, i hele P’s definitionsmaengde, typisk C.

Det viser sig at man ved at forlange lidt mere end punktvis differentiabilitet af
en funktion, nemlig at funktionerne er analytiske, kan opné nogle bemarkelses-
vardige resultater.

2.3 Analytiske funktioner og singulariteter

Der findes flere forskellige, men dog sekvivalente, definitioner pé, hvad det vil
sige, at en funktion er analytisk. Vi har valgt den fglgende definition:

Definition 2.3.1

Antag at U er en ikke tom 3ben delmaengde af det komplekse plan, at f er en
kompleks funktion, hvis definitionsmaengde indeholder U, og at f er differen-
tiabel for alle punkter i U. Hvis disse betingelser er opfyldt, betegnes f som
analytisk i U.

Denne definition bygger pa (Palka, 1991, side 67).

Folgende s®tning er en umiddelbar fglge af ovenstiende definition og regnereg-
lerne for differentiation:

Szetning 2.3.2

Lad f og g begge vaere analytiske pA U € C, da vil det gzlde at f + 9, f — g,
og fg ogsé er analytiske. Endvidere vil det gaelde generelt, at hvis g{z) # 0 for
29 € U s& er f/g ogsd analytisk. (Palka, 1991, side 68)

Det kan vises, at hvis f er analytisk pa U, sa vil f' ogs& vaere analytisk pa U, og
dermed vil ogs3 f” veere analytisk p&4 U. P4 denne mide kan man vise, at hvis
en funktion er analytisk pa U, vil den vere uendelig mange gange differentiabel
palU.
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Man kan komme i situationer hvor g er nul, men f/g alligevel er analytisk. Man
siger, at f/g har en haevelig singularitet i punktet. Vi vil behandle singulariteter
kort i det fglgende.

Forst en topologisk notation: Vi vil benzevne fglgende to mangder:

K(zy,7)
K*(z,1)

{z:|z—2z| <r}
{z:0< |z - 2| <7} = K(20,7) / {20},

1l

som henholdsvis en skive og en udprikket skive. Man kan nu definere en isoleret
singularitet:

Definition 2.3.3
En funktion f : C — C siges at have en isoleret singularitet i z9, hvis f er
analytisk i K*(zg,7), men ikke i K(zp,7).

Denne situation kan forekomme pé to forskellige méder: Enten er z; ikke med
i definitionsmangden, eller ogs& er f diskontinuert i z. Dette kan ogsd blive
tilfeldet med Newtoniterationen, idet leddet f(z)/f'(z) indgar, der ikke er vel-
defineret i f/(2) = 0. Det er altsi disse tilfeelde, der udger diskussionen i dette
afsnit.

Der findes tre forskellige typer isolerede singulariteter: En haevelig singularitet,
singulariteterne kan have poler, eller der kan vaere tale om en essentiel singulari-
tet. Klassifikationen af disse involverer Laurent-raekker, som vi ikke vil behandle
her. Vi vil begrense os til at diskutere de havelige singulariteter, idet de ud-
gor den essentielle del af vores problem, hvilket forhabentligt bliver klart i det
fplgende.

Lidt lgst maske, kan man definere en haevelig singularitet som:

Definition 2.3.4

Lad f : C = C have en isoleret singularitet i zo. Denne kaldes for en havelig
singularitet hvis og kun hvis man kan definere f(zp), sdledes at f ogs4 bliver
analytisk i zo (Palka, 1991, side 100)

Der findes to muligheder for at omdefinere en funktion: Enten via Laurent rak-
kerne (som omtalt ovenfor) eller via “Riemann Extension theorem”. Et korollar
af denne saztning lyder:

Seetning 2.3.5
Lad f : C — C have en isoleret singularitet i zo. Singulariteten er haevelig, hvis
og kun hvis lim,_,,, | f(2)| eksisterer. (Palka, 1991, side 311)

Det vil altsd sige, at hvis man kan finde en greenseveerdi for f i zp, er det
muligt at definere f(2g), og derved “fjerne” singulariteten. For f = h/g, hvor
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h,g : C = C, kan grensevaerdien evt. evalueres via L’H6pitals regel, der ogs3
geelder for komplekse funktioner, dvs.:

im M2 _ oK)
96 T 7 )

, hvor h(29) =0 og g(20) =0

og hvor f,g er analytiske i K(2¢,7). Et af de klassiske eksempler er f(z) =
sin(z)/z, der jo ikke umiddelbart giver mening for z = 0. Her kan man benytte
sig af L’Hopitals regel, idet bade sin(z) og z er analytiske i hele C, og begge er
nul for z = 0. Dvs. vi kan definere f(0) = 1.

Vi vil her til sidst behandle singulariteter, der har med Newtoniteration af poly-
nomier at gere, og vi vil benzvne Newtons metode virkende pa et polynomium
P med Np. Lad nu P(z) = ag + a12 + a22%....ap2™, da vil:

ap+a3z+a22+ ...+ apz®

Np(z) = .
p(2) a1 +2a22 + ...+ nayzn!

Der kan nu opst4 det tilfzlde, at P’(z) har mindst en rod fzlles med P(2), kaldet
¢; hvorved man har et singularitetsproblem. Ved at benytte sig af L’Hépitals
regel opnas imidlertid:

ag+01z+ 622 +...+6,2" . a1+2az+...+na,2""!
=G a1+ 2a9z+ ...+ 00zt 25 209+ ...+ n(n— 1)agzn?
PI
z=¢ P'(2)

hvor {; er en rod i P og P'. Er P"((;) # 0, da vil greenseveerdien g& mod nul,
hvorved lim, ¢, —}%% eksisterer, og singulariteten derfor er haevelig.

Man kan komme i situationer, hvor den dobbelte afledte ogsa har felles rod
(eller r¢gdder) med den afledte, og vi derved har en ny “0/0” situation, da det
stadig gelder at P'(¢;) = 0. Man benytter sig igen af L’Hépitals regel. Hvis
alle de afledte har rod i samme punkt som P, vil det stadig geelde, at singula-
riteten er hzevelig. Forst en omskrivning af P, s3 gennemregningen bliver mere
gennemskuelig:

n
P(z)=ap+a1z+a22® +...+ap2" = Zamzm

m=0
Derved kan brugen af L'Hoépitals regel opskrives:
n n
Z amz™ Z Mamz™"1
zli_ircl - = lim m=1 (et 0/0 problem)
: i
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n

z m(m — 1)apz™ 2

= lim ——2=2 (et 0/0 problem)

(i
’ Z m(m — 1)(m — 2)am 2™

m=3

n

Z mim-1)...(m—(n—- 3))amzm'(""'2)

_ lim m=n—2
- 2= n
Z m(m—1)...(m— (n —2))apz™" "V
m=n-1
n
Y mm-1)...(m - (n-2))amz™"""1)
_ lim m=n~1
v nla,

Teelleren i den sidste brgk er 0, mens navneren er forskellig fra 0, hvilket betyder,
at lim,_,¢, P(z)/P'(z) eksisterer. Dette kan fore os frem til folgende saetning:

Seetning 2.3.6

Hvis brgken P({)/P'({) har en isoleret singularitet, er denne altid heevelig og
har veerdien 0.

Denne sztning leder videre frem til et korollar:

Korollar 2.3.7
Hvis Np er Newtons metode anvendt pé et komplekst polynomium P med roden
¢, da geelder det altid at Np({) = (.

Bevis
Fra sztning 2.3.6 si vi, at det altid geelder at lim,,¢ P(z)/P'(z) = 0. Da
Np(z) = z — 4, galder det derfor, at Np(¢) = ¢. O

Nu har vi redskaberne til at vise fglgende sztning;:

Sztning 2.3.8
Lad Np veere Newtons metode anvendt pé et komplekst polynomium. Da galder
det, at Np er analytisk overalt i C og derved ogsa differentiabel.

Bevis

Np bestar af to led: z og P(z)/P'(z). Hvis vi kan vise, at begge disse to led
er analytiske i hele C, s& har vi ifglge szetning 2.3.2, at N er analytisk i hele
C. Det ses umiddelbart, at z er analytisk. Leddet P(z)/P’'(z) er ogs4 analytisk,
undtagen nar P'(z) = 0, men ifslge setning 2.3.6 er dette tilfzlde en fjernbar
singularitet, og szetningen er hermed bevist. a|

Nu skulle vi have redskaber nok til at gi i gang med udvidelsen af Newtons
metode.

(et 0/0 problem)

=0
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2.4 Schroders fikspunktsteori og kompleks itera-
tion

Vi vil nu endelig udvide Newtoniteration til at omfatte det komplekse tilfzelde.
For det fgrste vil vi definere hvad der forstis ved et fikspunkt. For det andet
vil vi se, at Newtoniteration er en metode, der umiddelbart kan benyttes til at
bestemme disse. Endelig vil vi ogsd definere bassinerne for fikspunkterne.

Schrdder og senere Koenigs formulerede fglgende setning angdende fikspunkter.

Sztning 2.4.1 (Schréder - Koenigs’ fikspunktsaetning)

Lad ¢(z) veere en funktion, som er analytisk i en omegn af et punkt £, der
opfylder ¢(§) = €, med |¢'(€)] < 1. Lad ¢™(z) veere den n’te iteration af ¢(z)
med sig selv. S§ gelder for alle z i en omegn D af £

im ¢"(z) = ¢

n—oo

I Koenigs’ formulering (se appendiks C) praciserer han satningen yderligere
ved at sige, at der i en omegn af z geelder at

(z1) — ¢

<H<1
z1—¢§

og man kan udlede at
lzp —§l <HP |21 - §] ,

hvor p er antallet af iterationer, og z, er den p gange itererede.

Man kalder ¢ for et tiltrzekkende fikspunkt til ¢. Det skal maske nzevnes at vi
ikke har vzeret helt tro mod den notation som Schréder og Koenigs selv brugte.

Szetning 2.4.2

Lad Np vare Newtons metode anvendt pd polynomiet P. Lad ( vaere en given
rod i P, Np opfylder da Schréders fikspunktstning. Dvs. det gaelder specielt
at: Der eksisterer en omegn D om (, s4 for z € D gzelder det at

lim NB() =¢

Bevis

Vi skal altsd vise, at Newtons metode opfylder kravene givet i Schrdders fiks-
punktsteori. Fra sztning 2.3.8 fis det, at Np er analytisk i hele C og derfor
ogsd i en omegn af {. Fra korollar 2.3.7 far vi, at Np({) = (, hvilket betyder, at
¢ er et fikspunkt til Np.

Nu mangler vi blot at vise, at |[Np(¢)| < 1. Ferst erkender vi, at idet Np er
analytisk i hele C, er den ogsa differentiabel i hele C (sztning 2.3.8). Dvs.
Np(z) giver mening for alle z € C.
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Lad fgrst differentialkvotienten blive udtrykt:

_(P(2))*~ P)P"(z) _ P(2)P"(2)
F ) P @)

Np(z) =1

Hvis ¢ er en simpel rod, er ovenstiende oplagt nul, da P({) = 0 og P'({) # 0,
og derfor er [Np(¢)| < 1 Hvis { er en multipel rod er der tale om et 0/0-udtryk,
men dette lader sig omskrive og forkorte pé fglgende made:

P(2) = (2= ()*Q(2)

Hvor Q(z) er restpolynomiet, og p er multipliciteten af (. Hermed bliver Np
efter forkortelse med (z — ¢)P~1

Np(z) =z + ((=2)Q(z)
(z—c)Q'(z)+pQ<z))

dermed
Q) ((z—C)’Q”(2)+p(2(z—c)Q'(z)+(p—1)Q(z)))
((z—c>o'(z)+pa<z))2

Np(z) =

Hvilket ved indszettelse af roden ¢ giver
Np(Q) =Bt =1-1=|Np(Q)l <1
Hermed opfylder Np alle betingelser for szetning 2.4.1, og szetningen er bevist.

]

Schréder gav et bevis for sin fikspunktsaetning, men da han muligvis ikke kendte
til Weierstrass’ delta-epsilon metode, brugte han infinitesimalregning, hvilket
ger, at beviset ikke er przcist efter nutidig standard. Sztningen blev endelig
bevist i 1880’erne af Koenigs. Schréder fandt i sine studier ogsé andre funktio-
ner, der opfyldte satningen, si det er altsd ikke blot Newtons metode, der kan
bestemme fikspunkter.

Princippet for Newtoniteration af et komplekst polynomium er det samme som
for et reelt. Lad Np vaere Newtons metode anvendt pa det komplekse polynomie
P. Vzlg et 20 € C. Szt z; = Np(z) og hab pi, at z; ligger tettere pa et
nulpunkt for P end 2y gjorde. P4 denne made far man en fglge af komplekse tal
21,29 ...,2n, der (hvis vi har valgt zp fornuftigt) vil konvergere mod et nulpunkt
for P. Det n’te element i fglgen skrives ogsa som N™(zp) = zp.

I et polynomium med n rgdder findes der altsi n fikspunkter. Hvilket af disse
fikspunkter N™(z) vil konvergere mod, kommer an pd vores valg af begyndel-
sesveerdi zp. Derfor fplgende definition:

Definition 2.4.3
Lad ¢ veere et fikspunkt for funktionen ®. Vi definerer da mangden A; som:

A¢={z: lim &"(z) =¢)
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og vi kalder mangden A for bassinet til fikspunktet &, til tider ogss betegnet:
domenet for konvergens mod &.

Til slut vil vi nzevne, at der findes forskellige typer fikspunkter. Et fikspunkt
som beskrevet i Schroders fikspunktsaetning kaldes normalt for et tiltraekkende
fikspunkt. Et frastgdende fikspunkt er et fikspunkt hvor differentialkvotienten
i fikspunktet er stgrre end 1. Hvis differentialkvotienten er 1, taler man om et
indifferent fikspunkt.

Endelig findes der sdkaldte cykler, ogsa kaldet periodiske sfaerer. Hvis det for en
vilkarlig funktion ® gelder at

&2 =0(6),6 = B(&2),..-, & = B(&p-1), 60 = B(&p)

siger man, at den har en p-cykel bestiende af &;,...&. En cykel er en genera-
lisering af et fikspunkt, man taler om tiltraekkende, frastgdende og indifferente
cykler. Mange generelle resultater vil derfor omhandle cykler, i stedet for fik-
spunkter, hvor man s tillader 1-cykler.

Man kan vise, at det generelt gelder, at ®'(£;) = --- = &'(¢p). Hvis man har
en p-cykel, kan man ogsa betragte de p elementer som fikspunkter til 7.

En p-cykel kaldes en graensecykel for et punkt z, hvis det gzlder at folgen z; =
®(z),z9 = ®(21), ... konvergerer mod cyklen.

I det folgende vil det udover funktionen, som Newtons metode giver, typisk vaere
sékaldte rationelle funktioner som vi undersgger.

Definition 2.4.4
En funktion R : C — C kaldes rationel, hvis og kun hvis den kan skrives p&

folgende form: P
z
R(z) - Q(z) ?

hvor P,Q : C = C og er polynomier. Man har desuden at

grad R = max{grad P, grad Q}.




Kapitel 3

Schroder

Den tyske matematiker Ernst Schroder (1841-1902) var den fgrste til at lave
en systematisk gennemgang af Newtons metode for et komplekst polynomium
(Alexander, 1994, side 4). Schroder lavede siledes sit arbejde med “Cayleys
problem”, fgr Cayley i 1879 formulerede problemet.

I dette kapitel vil vi gennemga den del af hans arbejde, der omhandler Newtons
metode for den kvadratiske ligning f(z) = 22 — 1, og vi vil ggre rede for hvilke
matematiske redskaber, han betjente sig af. For han er - som vi nu skal se -
den forste til at introducere et helt nyt og effektivt redskab i behandlingen af
iterative processer, nemlig funktionalligninger. -

3.1 Schroders arbejde

Ernst Schréder’s arbejde med Newtons metode fik ikke den opmarksomhed af
hans samtid, som det egentlig fortjente. Dette er der flere grunde til. Schriders
matematiske stil er flyvsk og upzedagogisk. Eller som videnskabshistorikeren D.S
Alexander skriver:

...Somme tider syntes han at traekke ting ud af den bla luft, men
efter grundig overvejelse kan det ses, at han trakker pa ting, han
har behandlet tidligere i sit arbejde. (Alexander, 1994, side 19)

Det faktum, at Schroder lavede stgrstedelen af sit arbejde pa Teknisk Institut i
Karlsruhe - en ingenigrskole langt fra det tyske matematiske miljg - har ydermere
bidraget til hans manglende anerkendelse.

Schroders primzeere arbejdsomrade var logik og maengdelzere - omrader hvor han
opndede nogen anerkendelse i sin samtid. De vaerker, hvor han beskeftiger sig
med Newtoniteration af den kvadratiske ligning, begraenser sig til to artikler
trykt i 1870 og 1871 (Schroder, 1870, 1871), og her er det primaert iterationsteori
og funktionalligninger, han interesserer sig for. Newtons metode bliver nevnt
som et eksempel pé en interessant iterativ proces.

15
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3.2 Iteration og funktionalligninger

Schréder definerer iterationsbegrebet, som vi forstar det. For en entydig bestemt
funktion F'(z) betegner han den r gange sammensatte funktion som F7(z). Han
opridser de basale regneregler for itererede funktioner, og miden man skal be-
tragte dem pa:

F*(2) =F (F(2)), F3z)=F(F(F(z))), osv. (3.2.1)

Denne grundighed tyder p4, at iteration og iterativt beskrevne funktioner ikke
er hverdagskost i det matematiske miljg, hvor Schriéder befinder sig. Denne
opfattelse styrkes af, at Schréder begynder teksten med at sige:

Jeg fremlaegger hermed en undersggelse af et omrade, hvor jeg kun
ser f& medarbejdere. (Schrder, 1871, side 296)

Schrdder opstiller fplgende problem for itererede funktioner:

Da selv de letteste udregninger bliver uudfgrlige nér antallet [af itera-
tioner] er stort nok, s& vil man fgrst bemarke, at det for et temmeligt
stort tal 7 ikke er muligt at finde det endelige resultat til

2N = F(2)
pa den angivne méde [Ligning (3.2.1)]. (Schroder, 1871, side 297)

Dette er motivationen, der fir Schrdder til at beskrive en ny opgave; nemlig at
man skal finde en ny metode til at udtrykke resultatet af F"(z). Denne metode
skal have fglgende egenskaber: Rakkefglgen, naturen og antallet (hvis dette ikke
er uendeligt) af de aritmetiske elementaroperationer, af hvilke udregningen er
opbygget, skal vaere uzndret uanset r’s stgrrelse. Schrioder finder, at funktional-
ligninger er den mest anvendelige metode til lgsning af ligning (3.2.1).

Opgaven er altsd for en givet funktion F, at finde den r gange sammensatte
funktion FT. Hvis {; = ®(() er en funktion, hvor den r gange sammensatte
funktion ¢, = ®7(¢) er kendt, s er opgaven lgst, nar det er muligt at finde en
bijektiv funktion, 1, s& at:

z = ¥(() (3.2.2)
svarende til ¢ = 1~1(z), og som for alle z opfylder
z1 = P(G1) (3.2.3)

Dette svarer til, at

u=F@)=¢) =9 (8 (¥'(2), (3.24)
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for alle z. Man har da at fglgende galder:

Fr =¢&"y~! (3.2.5)

idet 919 = Id (identitetsafbildningen), og derfor er

F? = @y~ @y ! = @2y

og sa fremdeles.

En sadan funktion behgver blot at opfylde en funktionalligning, denne kan vaere
pA en af fplgende former: '

F = ¢pdyp~! , Fy=4d ,
¢—1;‘b=¢¢¢—1 s ¢1—/)1F1;/)=q> (326)

Schréder formulerer p4 baggrund af dette fglgende:

Sztning 3.2.7
Niér det for vilkirlige argumenter gzelder at: F = ®y~', m4 det ogsa galde at
Fr — w@rw—l .

Schroder bemaerker, at det i almindelighed er en meget svaer opgave at finde
en funktion 1, nir man har givet funktionerne ® og F. Han foreslar derfor en
omvendt angrebsmetode.

For en given funktion @, hvor den itererede funktion ®" er kendt, velger man
alle mulige funktioner 1, hvor den omvendte funktion 9~ kan findes. Da vil
ligning (3.2.6) give alle mulige funktioner F, hvor den sammensatte funktion
F" kan udledes fra ®. Schroder gennemgar et eksempel, som vi vil medtage
for illustrationens skyld - vi har dog tilfgjet nogle mellemregninger for at lette
laesningen lidt:

Eksempel 3.2.8
Saet

®(2) = az"

Da vil #7(z) kunne udtrykkes som:

®l(z) = ol2"
2(z) = a (alzn)" = "1,
§71(z) = v HeEnbLT

r—2 . -1\" =14 r
<I>"(z) = a(a" +- +n+1zn' ) =a" + +"+1z"
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Hvis man benytter ligningen for en endelig kvotientrzkke T ot =122 g

l-z
r—1

beregner 37— n* = =% = 2=l f3s fylgende udtryk

1-n n-1"?

¥ (2) = ¥

Velger man derefter 1(z) = e?, og dermed ~1(z) = log z, f&r man fglgende
funktion

F(z) =9 (® (¢ (2))) = e>Uos@)”

og dermed fplgende udtryk for den sammensatte funktion
nf=l .
Fr(z) =4 (@f (w—l(z))) = eaﬁ(log(z))"

A

Schréder koncentrerer sig herefter om en type funktionalligninger, som ¢ opfyl-
der, og han undersgger, hvad denne type funktionalligning medfgrer for F":

Szetning 3.2.9

Hvis man for en funktion 1(¢) har en multiplikationsszetning, si funktionen pd
et produkt m( lader sig udtrykke ved funktionen p& den ene af faktorerne (,
saledes at

Y(m¢) = F(¥(()),
kan man i alle tilfzlde udtrykke den itererede funktion F"(z) eksplicit ved r

P(m'¢) = FT(¥({))
og dermed
Fr(z) = ¢(m"y ™" (2))

Bevis
Sat #(¢) = m(, da vil det gzlde at:

() =m¢, () =m¥¢, ..., () =m"¢

Endvidere gelder det, at ¥(®(¢)) = ¥ (m¢) = F(%(()), som kan omskrive via
ligning (3.2.6) til:

F =y,

hvilket ifglge ligning (3.2.7) giver:

F(Q) =9(m (¥~ ()
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Det skal nzevnes, at Schréder ikke fordybede sig i s& sma detaljer ved beviset af
seetningen, som vi her har gjort. En funktion, der opfylder sztning 3.2.9, d.v.s.
opfylder ¢¥/(m¢) = F(¥(()), er tanm(, idet for m = 2 gaelder:

(3.2.10)

Det er netop denne ligning Schroder benytter til sin behandling af det kvadra-
tiske problem. Dette vil vi behandle i naeste afsnit.

Schroder fremsaetter ogsd en saztning, hvor funktionen opfylder en additions-
seetning, dvs. ¥(¢ + h) = F(¥(¢)). Beviset for denne sztning er helt analog til
beviset for multiplikationssetningen.

3.3 Det kvadratiske problem

Den del af Schréders arbejde, der specielt har vores opmeerksomhed, er hans
behandling af Newtons metode p& den kvadratiske ligning. I dette afsnit vil vi
gere rede for, hvorledes han griber dette an.

Schroder gnsker for et givet 2, € C, at finde ud af, hvilket et af nulpunkterne
for f(z) = 2% — 1 Newtons metode for f(zp) vil konvergere imod. Farst benytter
han en omskrivning af tanm(, der desvaerre er en trykfejl i. Vi har ikke veeret
i stand til at finde den korrekte ligning, og derfor er det fglgende ikke helt tro
imod Schriders egen fremstilling. Vi benytter os saledes ikke af en helt generel
ligning for tan m{, men kun ligningen for vinkelfordoblingen (ligning (3.2.10).
Dette er ogsa hvad Schréder til sidst benytter sig af, s3 vi opnéar helt det samme
resultat.

Lad z = ¢({) veere givet ved 9(¢{) = tan (. Idet tan { opfylder betingelserne for
s&tning (3.2.9) fas for m = 2:

$(20) = P29~ (2))

= tan(2arctan(z))
_ 2 tan(arctan(z))
" 1- (tan(arctan(z)))?
2z
To1-227 F(z)
Szt nu z = iw, man far da at:
tan(2 arctan(iw)) = 2w
T 14 w?
hvilket er ensbetydende med at
2w . .
= —itan(2arctaniw)

1+w?
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Alt i alt betyder dette, at hvis man setter F(w) = 32y, fir man i henhold til
seetning 3.2.9

F"(w) = —i tan(2" arctan(iw))

hvilket er lige praecist, hvad Schréder far brug for.

Schréder viste i sin artikel fra 1870, at man kan konstruere mange forskellige
funktioner med samme egenskaber som Newtons metode. Han viste blandt an-
det, at fglgende funktion (den generaliserede Newtons metode) er praktisk, da
den i visse situationer konvergerer hurtigere end Newtons metode.

I (D)
et = I T T (2m)? = F(zm)F(2m)

Ved indsattelse kan det ses, at hvis P =22 — 1, sd er

g (22-1)2z, 22,
T 02 —2(z2 1) 2241
Bassinerne for denne ligning (3.3.1) og den almindelige Newtons metode p4 den

kvadratiske ligning er ens (se afsnit 3.5). Derfor er opgaven omformet til at finde
ud af, hvad

(3.3.1)

F"(2) = —itan(2" arctan(iz)) (3.3.2)
gar imod, nar r — oo.
Schréder benytter nu en omformning af arctan(z), z € C:

arctan(z + iy)
/ - 2 2_ .
= hr + arctan ( (z2+(”+1)2)(12;(y D)te +y 1) + 3 log (-r—E—%r:ZI Zﬂ 2)
(3.3.3)
Vi har ikke kunnet verificere real-delen af ligning (3.3.3). Dette er imidlertid
heller ikke af stor betydning, idet real-delen (som det forhdbentligt vil fremga)

ikke har betydning for det endelige resultat. Ved passende omskrivning far han,
at

arctan(i(z + iy)) = arctan(iz — y) = hw + £ + in, (3.3.4)
hvor
—2 2 _ -
¢ = arctan (1 2 -y - Vi + ;; FIPI@+ =17 545
og

1 y? +(z +1)%
" = () (830
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h er et helt tal, og arctan beregnes som den vzrdi, der ligger i intervallet
] - 3w, +in].

Ved at kombinere ligning (3.3.4) med ligning (3.3.2) fas fglgende udtryk.

F7(2) = 2z, = —itan(2"hw + 27(€ + in)) (3.3.7)
Hvilket pga. tangens periodicitet reduceres til
2r = —itan27(§ +in)

Schroder kaster sig herefter over de hyperbolske funktioner og opskriver fgl-
gende:

tanz +itanhy _ sin2z +isinh2y
1—itanztanhy  cos2z + cosh 2y

tan(z + iy) =

Dette giver sa fglgende udtryk:

_ _ tanh(2') —itan(2'¢) _ sinh(2"*ln) — isin(2r+i)
"7 1—itan(27€)tanh(27) ~ cos(2m+1€) + cosh(2r+ip)

,/% =, (3.3.9)

1 4 (z+1)?
7]_'tllogy2+(2:—1)2

(3.3.8)

Saetter man

og tager 7 defineret som:

fas

1yt
n = 4log(" = 3 logg,
og dermed er
sinh(27*17) = sinh(272n) = sinh(2" log¢) = sinh(log ¢?")
Ved omskrivning af sinh fas

) .o 0BG _ g—log¢¥  p2m _ -2t
sinh(log¢%) = 3 = ¢ 2C

og tilsvarende for cosh.

2" _ p-27 2m | p-2T
sinh(27*19) = C—C—, cosh(2™*1p) = i—gc——-

5 (3.3.10)
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Folgende resultater ses direkte ud fra ligning (3.3.9). Hvis z > 0, s& gelder det
for vilkirlige y, at ¢ > 1, og dermed er

lim (¥ =00, lim ("% =0
=00

r—00

Dette betyder, at
lim sinh 2"+ = 0o = lim cosh 2™y
r—00 r—00

tilsvarende, hvis z < 0, s gelder det for vilkdrlige y, at { < 1, og dermed er

lim ¢ =0, lim ¢ =00

r—rc0 r—oo

Dette betyder, at
lim sinh2™+p = —o00, lim cosh2™ 'y = 0o
r—oo r—00
Det ses af ligning (3.3.10), at sinh 2"+1n og cosh 27+ konvergerer lige hurtigt,

og da sin og cos ikke konvergerer mod noget og er begransede !, ma ligning
(3.3.8), ved hjzlp af ovenstdende betragtninger, give fglgende resultat

lim zz=1 for z>0, og (3.3.11)
r—ro0
lim2.=-1 for <0 (3.3.12)
r—»00

Heraf ses, at ethvert z, i hgjre halvplan vil konvergere mod +1, og et hvert z,
i venstre halvplan vil konvergere mod —1.

3.4 Schroders behandling af Re(z) =0

Schréder behandler ogsh tilfeeldet hvor Re(zp) = 0, dvs. hvor begyndelsespunk-
tet ligger pA den imaginzre akse. Da er: { = 1, tanh(279) = 0, sinh(27+1n) =0
og cosh(2"*1) = 1. Dermed bliver
zy = —itan(27€)
Siden €;=¢ = arctan —y, fis nu
zr = i tan(2” arctany),
hvilket er rent imaginzert. Alts4 vil punkter p4 den imaginare akse forblive der.

Faktisk viser Schroder, at for visse veerdier af z, hvor Re(z) = 0, findes cykler.
Schréder angiver endvidere cyklernes startverdier eksplicit som:

1Dette er grunden til, at real-delen (£) er uden betydning
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. hm
z =1tan (2r_1>’ (3.4.1)

hvor h € Z, og r € N er cyklens periode. F.eks. hvis r = 2, vil der findes en
to-cykel, der vil oscillere mellem veerdierne iv/3 og —iv/3. Schréder diskuterer
ogsd, hvad der sker for punkter pa den imaginzre akse, der ikke opfylder ligning
(3-4.1), dvs. punkter, der ikke lgber i en endelig cykel. Han siger da:

...I alle andre tilfzelde vil 2, gennemlgbe uendeligt mange [forskellige]
veerdier, nar r gir mod uendeligt. (Schréder, 1871, 5.320)

Schroder gar ikke videre med denne meengde af punkter, men stiller sig tilfreds
med sin konklusion. Som vi senere skal se, er disse punkter imidlertid ganske
vigtige, nr man vil forstd Newtons metode pa et polynomium af grad > 2.

3.5 To sider af samme sag

Som lovet tidligere, vil vi nu vise, at man kan overfgre resultaterne fra den ge-
neraliserede Newtons metode, ligning (3.3.1), til den normale Newtons metode.
Dette er ikke citeret eller taget fra Schrdders artikel, men delvist fra (Alexander,
1994, s. 17-18).

Ved hjzlp af den generaliserede Newtons metode kom vi i ligning 3.3.1 frem til
folgende ligning 5
z
M((2) = —4——
(2) 22+1
som vi derefter har analyseret, nar man itererer denne.

Ved at benytte den normale Newtons metode pa f(z) = 22 — 1 fir man fglgende
ligning, som skal itereres
2241

N(z) = 2z

Det ses jo tydeligt at disse to ligninger er nzert beslegtede. Hvis man satter
¥(z) = L og dermed 9~1(2) = 1, far man fglgende sammenhzng:

¥ (MY~ (2))

]
N
~~

e
% 8
N [

+

[y
N——’
L
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si

N=9y My
Dette betyder, at man kan opskrive fglgende
N = ¢—1M(f)¢,

og dermed m3 det ogs gaelde, at

00

lim NO(z) =" ( lim MO ((2)))

Da det gzlder, at for et given 2z = z + iy, er

1  z-—dy

¢(z)=x+iy L

kan man se, at et punkt i den ene halvplan fores over i den samme halvplan ved

.

Men s& mé& det gelde, at de opnaede resultater for M overfgres direkte til N R
og dermed er det vist, at bassinerne for N er, som vi gnskede at vise.

3.6 Afrunding

Som vi har set, var Schroder - ved hjalp af sit elegante funktionalligningsredskab
- i stand til at beskrive bassinerne for Newtons metode pa den kvadratiske ligning
f(z) = 22-1. Ligeledes var han klar over, at gransen mellem bassinerne udggres
af den imaginzre akse, og at iterationsfglgen her - for visse punkter - udggres
af uordnede elementer (Alexander, 1994, 5.19). Det er igvrigt veerd at tilfgje,
at Schroder ogsa viser, at f(z) = 2% — 1 er reprasentativ for alle kvadratiske
ligninger f(z) = az?+bz+c, dvs., at der findes linezre transformationer séledes,
at alle kvadratiske ligninger kan omformes til f(z) = 22— 1. Og da konvergens til
et fixpunkt er en egenskab, der bevares ved konjugation, viser Schréder saledes,
at f(z) = 2% — 1 er det generelle tilfzelde (Alexander, 1994, 5.19).

Man kan undre sig over, at Schrdder - efter hans succes med den kvadratiske
ligning - slet ikke udtaler sig om Newtons metode p& den kubiske ligning 23 — 1.
Dette hanger formentlig sammen med, at hans primzre interesse slet ikke var
Newtons metode, men derimod iteration af komplekse funktioner og funktio-
nalligninger. Der skulle g4 10 &r for Arthur Cayley i 1879 tog traden op, og
diskuterede Newtons metode pa komplekse polynomier.



Kapitel 4

Cayley

Det er den engelske matematiker Arthur Cayley (1821-1895), man oftest frem-
haever som ophavsmand til diskussionen om Newtoniteration af et komplekst
polynomium. I dette kapitel vil vi fgrst underssge, hvorledes han behandler
den kvadratiske ligning, og dernzst hvordan han diskuterer den kubiske ligning
flz) =28 -1

4.1 Cayley’s arbejde

Arthur Cayley var oprindelig uddannet matematiker, men arbejdede som jurist.
Det var dog som “fritids”-matematiker at han skulle ggre sig bemaerket. Han
naede - mens han arbejdede som advokat - at f& produceret nzer ved 300 artikler,
og heraf vil specielt hans arbejde vedrgrende matricer blive husket af eftertiden.
Senere i sin karriere blev han ansat som professor i matematik ved universitetet
i Cambridge, hvor han fortsatte sin imponerende produktion af artikler. Saledes
kunne han afslutte sin karriere med nzsten 1000 artikler bag sig (Katz, 1998).

Cayleys undersggelser af Newtons metode for polynomier, tager sig helt ander-
ledes ud end Schréders. Hvor Schroder behandlede det, som et eksempel pa
det han egentlig interesserede sig for - nemlig funktionalligninger - er Cayleys
arbejde maélrettet alene mod Newtons metode. I modsatning til Schréder, der
benytter sig af et analytisk bevis, gar Cayley - som vi nu skal se - den tunge
vej, og anvender et geometrisk bevis. I en senere udgivelse antager Cayley en
anden angrebsvinkel, men som historikeren Alexander (Alexander, 1994, side
19-20) papeger, er der ikke vaesentlig forskel p& de to beviser. Det er Cayley,
der - méske noget uretmsessigt - er blevet husket af eftertiden, som den der
lgste det kvadratiske problem. Og det er da ogs& ham, der har lagt navn til hele
problemet omkring Newtons metode anvendt p& komplekse polynomier.

Cayley publicerede sine resultater om Newtons metode i 4 artikler udgivet mel-
lem 1870 og 1890. Hans behandling af den kvadratiske ligning udgav han i 1879
(Cayley, 1879a), og det er denne artikel, der danner udgangspunktet for vores
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gennemgang af hans arbejde. Artiklen er mildest talt ikke paadagogisk, og vi har 7
derfor valgt ikke at bevare artiklens raeekkefglge, i et forspg pa at lette forstielsen
af hans behandling af problemet.

4.2 Geometrisk konstruktion

Cayley ser pA Newtons metode anvendt pa ligningen 2% — n2. Han starter med
at opstille en geometrisk konstruktion af et punkt ud fra 3 andre punkter. Det
bevises herefter at denne konstruktion svarer til Newtons metode ud fra et get
og de 2 rgdder.

Cayley benytter sig af, at en cirkel kan opfattes som den geometriske mangde af
punkter kendetegnet ved, at forholdet mellem afstanden til to givne antipunkter
er konstant. Lad nu punkterne N og N’ veere sidanne to antipunkter, der ligger
p3 l.-aksen symmetrisk omkring origo, med N i den hgjre halvplan. Og lad
A; vare et tredje punkt (det forste gaet), der bestemmer k, forholdet mellem
afstanden til de to antipunkter. Cirklen C}, kan da udtrykkes algebraisk som:

Cr = {z €eC:k= ]lzz:g’ll } s (421)

hvor k er konstant. Og da Cayley kun betragter cirkler i den hgjre halvplan,
fglger det af ligning (4.2.1), at & < 1. For et givet k findes der da en dertil
hgrende cirkel Ci, med centrum pa 1.-aksen og to skaringer med denne: V; og
Wi, hvor V; er den mindste vaerdi af disse skeeringer (se figur 4.1, W; er uden for
figuren). Cayley betragter nu en anden cirkel Cy2, stadigveek givet ved ligning
(4.2.1), men nu med forholdet Il-:f"]{vw‘[ = k2. Dette medfgrer, at cirklen Cj2 ligger
inde i cirklen Ci. Han konstruerer da et punkt A, liggende pa cirklen Cyz, der
er givet som skaeringen mellem linien A;V; og cirklen Ci2. Ved at tage en ny
cirkel Cis, kan han pd samme méade finde punktet A3, som skeeringen mellem
linien A,V3 og cirklen Cjs, osv. (se figur 4.1).

4.3 Newtons metode

Cayley beviser nu, at folgen A;,As...A, fra hans geometriske konstruktion
er akvivalent med fglgen 21, 23,...25,, der fremkommer ved brug af Newtons
metode pa den kvadratiske ligning, hvor N og N’ er rgdderne i den komplekse
plan.

Fgrst udtrykker han forskellen mellem A; og N udtrykt i polere koordinater.
Idet N og N’ ligger symmetrisk omkring origo, vil N’ = —N. Heraf fas:

A —-N= pl(C0891 + 2811191) (43.1)




4.3 Newtons metode 27

QI

Figur 4.1 Figuren viser, hvorledes punkterne A2, A3 ... bliver konstrueret ud fra
punktet A, og cirklerne Ci, Cj2
og ligeledes

A; ~N'= A1 + N = p)(cos@, +isin6}) (4.3.2)
Forskellen mellem A, og N eller N’ er analogt givet ved:

Ay — N = po(cosb, +isinby)
A= N = A, +N
= py(cosby + isin @)

Da er det muligt at finde:

A -N o
__Ai N %(005(91 — 61) +isin(6; ~ 67)) . (4.3.3)

Idet k = 2T} er k = p1/p}. Med ¢1 = 6; — 6} kan ligning (4.3.3) skrives
som:

A -N _ -
yry A k(cos ¢y + isin¢y) (4.34)

Ud fra figur 4.2 ses, at ¢, svarer til vinklen N'A; N.
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Figur 4.2 Figuren viser at ¢; = 6; — 6} er vinklen N'A; N

Cayley onsker ogsé at udtrykke ﬁ;—;x—}. Derfor vil folgende lemma veere nyttigt:
Lemma 4.3.5

Hvis den geometriske metode falges, bliver vinklen NAoN' = ¢ det dobbelte
af vinklen af NA;N' = ¢,. Dvs. ¢2 = 2¢; + 2pr, p € Z (Se figur 4.3)

/

Nl‘\

Figur 4.3 Figuren viser en geometrisk fortolkning af ¢; og ¢2

Dette lemma vil vi fgrst bevise i naste afsnit.

Siden {42=N = 5, /pt = k2, giver lemma 4.3.5 nu:
AN 2




4.4 Bevis for lemma 29

A2 - N p2 _p . . _a
LN ;,2-{cos(02 0;) + isin(62 — 65)}
k?(cos ¢ + isin ¢o)
k%(cos2¢1 + isin2¢,) (4.3.6)

Derfor gelder det at:

(AI—N)Z _ As=N

A+ N As+ N
3
A% + N? A? — N?
42 = 24; =4 - 24,

der svarer til Newtons metode for den kvadratiske ligning.

Cayley har saledes vist (under antagelse af at lemma 4.3.5 galder), at den
geometriske konstruktion er ekvivalent med Newtons metode pa den kvadratiske
ligning 22 —n? = 0.

Vi kan nu afslgre Cayleys hovedsatning:

Satning 4.3.7
Fplgen z;,zs,... i Newtons metode p4 den kvadratiske ligning 22 —n? =0 vil
nezrme sig den rod, N eller N', som z, ligger taettest pa.

Bevis

Fglgen af cirklerne C,Cyz,... nermer sig N (se figur 4.1), da k < 1. P4 til-
svarende made vil fglgen A;, A,,... derfor nerme sig N. For punkter pi den
venstre halvplan kan den tilsvarende konstruktion udferes med samme resultat.
Da den geometriske konstruktion og Newtons metode er akvivalente, er dette
et bevis for setningen. 4.3.7 O

Dermed mangler vi kun at bevise lemma 4.3.5.

4.4 Bevis for lemma

Cayley forklarer ikke eksplicit, hvad han beviser, ligesom han heller ikke re-
deggrer klart for, hvordan han griber beviset an. Derfor er det fglgende vores
fortolkning af Cayleys bevis. Den fgrste del af beviset er en gennemgang af
nogle generelle egenskaber for tre punkter pa en ret linie. Derefter kommer selve
kernen i beviset.

Bevis for lemma 4.3.5

Cayley starter sit bevis med, at man uden tab af generalitet kan lade z-aksen
vare sammenfaldende med linien ON, og lade [ON| = 1. Han ser altsi nu mere
specifikt pé ligningen 22 — 1 = 0, der har lgsningen +1.
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Det fglger af ligning (4.3.4), side 27, at (ﬁ;;i kan skrives som:

z+iy-—1_k ”

vl g (4.4.1)

hvor z + iy = A;.

Da cirklen Cy er symmetrisk omkring x-aksen vil punktet A; spejlet i x-aksen
ogsa ligge pa Cj. Derfor:

= ke~ (44.2)

Man kan nu definere to komplekse tal ud fra ligningerne ovenfor ved:

p=ke*® og q=ke (4.4.3)

Ved hjxlp af ovenstiende definitioner af p og ¢ og ligningerne 4.4.1 og 4.4.2
geelder nu:

1 .
pg = k%, z+z'y=1tp og T —iy=——

l1-g¢

Antag at (p1,q1),(P2,92),(Ps,q3) er tre punkter i planen udtrykt i (p,q)-
koordinater. En betingelse for at disse tre punkter ligger pi en ret linie, er,
at fglgende er opfyldt:

1+21 1+g1 1

l1-p1 1-a

det | j*22 L2 1 =0 (4.4.4)
i+ps 1+-g3 1
l1-ps 1-—g¢s

idet, matricen er en omformning af det generelle tilfzelde (Spiegel, 1968, Formel
10.10). Det er nu muligt via sgjleoperationer at omforme denne determinant til:

na-1 p-a pn+a-2
det | peg2~1 po—¢q2 po+g2—2 | =0 (4.4.5)
p3gz—1 p3—qs p3+gs—2
Udtrykkes nu p, og g, ved den polere form fra ligning 4.4.3 fas:
= le, ¢ = le~t@

pl . .
pr = me¥, ¢ = meP
Pz = neY, ¢ = ne™™
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Indsaettes dette i matricen i ligning (4.4.5), hvorefter de enkelte elementer om-
skrives v.b.a. ke'*® = k(cosé + i - sing), og matricen reduceres og omformes, far
man:

I
o

I2-1 lIsina lcosa-—1
det | m?2—1 msinf mecosfB—1
n? -1 nsiny ncosy-—1

dette kan omskrives til:

I2-1 lIsina lcosa ?-1 lIsina 1
det| m2—-1 msinB mcosB | —det| m?*—1 msing 1 | =0

n? -1 mnsiny ncosy n?2—1 nsiny 1

Man kan nu (med en smule tilmodighed) finde denne determinant til:

(® — 1)mnsin(B8 — ) + (m? — D)nlsin(y — a) + (n% — 1)im sin(a — f)
+(m? — n?)lsina + (n? - 2)msin B + (I — m?)nsiny = 0(4.4.6)

Indtil nu har Cayley blot gjort sig nogle generelle overvejelser over egenska-
berne for tre punkter pa en ret linie. Nu gar han i krig med lemma 4.3.5 og
udtrykker de tre punkter (dem fra den geometriske konstruktion) A;, Az, V2 i
(k, ¢)-koordinater, saledes at:

A = (Le)=(k¢1)
A2 = (m,B)= (K, ¢2)
Va. = (n,v) = (k?,7), hvor 7 er tallet

Ved at indszette dette i ligning (4.4.6) fas:

(k® = 1)k*sin(¢2 — ) + (k* = 1)k® sin(r — ¢,)
+(k* — 1)k3sin(¢y — ¢2) + (k* —k>)Kk?sin(¢y) = 0, (4.4.7)

hvilket medfgrer at:

¢2=2¢1+2pm, peEZ

Dermed er lemmaet bevist. O
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4.5 Bassinernes opfgrsel

Cayley beskriver iterationsfglgens egenskaber, og dennes afhaengighed af valget
af begyndelsespunkt. Lad nu N og N’ reprazsentere to punkter p3 1.-aksen,
der ligger symmetrisk om 2.-aksen. Cayley definerer nu punktet M, siledes at
|OM| = 1/3|ON]|. Derved kan han konstruere to cirkler: En med centrum i N
og diameter 2| M N| og en med centrum pa 1.-aksen og diameter | N’ M| (se figur
4.4). Disse to cirkler bensevnes henholdsvis cirklen for uegnethed, og cirklen for
egnethed. Det skraverede omrade (se figur 4.4) kalder Cayley tilsvarende for
segmentet for uegnethed.

NI

Figur 4.4 Figuren viser konstruktionen af cirklerne for egnethed og uegnethed, og
segmentet for uegnethed

Cayley fremsatter fglgende s®tning:

Seetning 4.5.1

Lad A; veere et led i fplgen genereret ved Newtons metode og liggende i hgjre
halvplan. Lad endvidere segmentet for uegnethed blive betegnet som S. Da vil
det geelde at:

e Hvis A; € int S, davx'11A2~—N|>|A1—N]
[ HViSAleaS, davi]lAz—N|=|A1—N]

e Hvis Ay g cloS, daVl'.”Ag—-N|<!A1 - N|,

hvor N er roden i den hgjre halvplan.
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Bevis
Farst bevises den anden betingelse, og derefter kan de andre udledes analogt.

Lad A; have koordinaterne (z;,¥1), og lad N = 1. Da vil afstanden mellem A4,
og roden N blive udtrykt via Pythagoras:

|A1 —le = (21 - 1)2 +yf = (111 + iy —1)(.’B1 — iy — 1)

Udtrykkes dette i (p, ¢)-koordinater:

|A; — NP = <_1ﬂ1__1> (H_‘Jl_l)

l-p 1-q
dpiqa ’
= — 4.5.2
T-p -2 453
Tilsvarende kan afstanden mellem A, og IV udtrykkes:
4p2q2
Ay —NPP= — 22
4N = T —w
Hplge lemma 4.3.5 vil p; = p? og g2 = ¢, dvs.:
4 2 .2
|4y - NP = — R - (4.5.3)

Q-1 -¢f)

Lad nu afstandene mellem A;, N og A2, N vare ens. Da vil ligning (4.5.2) og
ligning (4.5.3) vaere lig hinanden, altsa:

a4

(1 -P1)(1 -q) - (1 —p%)(l — q%) (4.5.4)
<

1+p)1+q) = pa =

Pta+1=0 (4.5.5)

Nu sattes nu € = z; + iy1, 0g 7 = 21 — i%1, hvorved:
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og ligning (4.5.4) kan da udtrykkes som:

£E-1 n-1 _
§+l+n+l+1_0 =
¥n+E+n-1=0

Indszettes udtrykkende for £ og 7 fas:

1

(z1 +1)($1—§)+!/f=0 &
lo. ., o (2\?

@+ 3 +it=(3)

Dette er cirklen med centrum i (—1/3,0) og radius 2/3, som netop er cirklen
for uegnethed. Det vil altsd sige, at hvis |A; — N| = |As — N|, da vil det vaere
ensbetydende med, at A; ligger pa cirklen for uegnethed (idet A; var udtrykt
ved z; og y1).

Man kan nu pé tilsvarende made vise at hvis [4; — N| > |4z — N|, da vil:

2
@+1/32+12> (3) .

og A, ligger da udenfor S. Ligeledes hvis |4; — N| < |42 — N| vil A4; ligge i det
indre af S. O

Cayley analyserer videre p4 folgens opfersel. Til dette definerer han falgende:

Definition 4.5.6

Et led i iterationen kaldes regulert, hvis |A; — N| > |As — N|. Dvs. hvis det
efterfplgende led i falgen ligger taettere p4 roden. Hele fplgen kaldes reguler,
séfremt det gzlder, at alle led i folgen er regulzere.

Hvis man lader Cg betegne cirklen for egnethed, vil det nu gzlde at:

Satning 4.5.7
Hvis Ay € cloCE, vil iterationen vaere reguleer. Dette er en tilstreekkelig, men
ikke ngdvendig betingelse.

Bevis

Ligger A; udenfor S geelder det iflg. s®tning 4.5.1 at |4; — N| > |42 — N|. Ligger
A, endvidere indenfor Cg, ma A, ngdvendigvis ogsa ligge i CE, og taettere pa
N. m]
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Cayley fremsztter flere stninger, hvoraf vi vil medtage en enkelt. Vi vil ikke
her gennemga beviset men blot fremsztte resultatet:

Szetning 4.5.8
Hvis Ay € clo S, davil Ay g cloS

Dette er ikke ensbetydende med, at de efterfglgende led i falgen alle vil ligge
udenfor S - hvis A,, ligger udenfor S kan A,;; godt ligge i S.

4.6 Den kubiske ligning

Som vi netop har set, var Cayley i stand til at beskrive bassinerne for Newton-
iteration p4 den kvadratiske ligning f(z) = 22 — 1. Rustet med denne succes,
kastede han nu blikket pa det kubiske tilfelde f(2) = 23 — 1. Om denne ligning
siger han i sin artikel fra 1879:

Lgsningen er let og elegant i tilfaeldet med den kvadratiske ligning,
men det efterfolgende tilfeelde, den kubiske ligning, synes at forvolde
anseelige vanskeligheder. (Cayley, 1879a)

Hvilke overvejelser Cayley gjorde sig i denne forbindelse, ved vi ikke - det fremgér
ikke noget sted i hans artikler. Men som videnskabhistorikeren Alexander skriver
(Alexander, 1994), er det ikke sveert at forestille sig, hvilke problemer Cayley
lgb ind i, for som vi senere skal se, er graensen mellem bassinerne en ekstremt
kompliceret kurve.

Man kan med rimelighed forestille sig, at Cayley farst har troet at planen bliver
delt ind i tre “paene” omrader som vist i figur 4.5. Da har han formentlig ogsa
gjort sig den ulejlighed at prgve at iterere nogle udvalgte punkter i planen, men
hvis han har valgt punkter pa den negative del af den reelle akse, vil han hurtigt
have kunnet konstatere, at figur 4.5 ikke holder. Punkterne her konvergerer
nemlig mod den fjerneste rod, roden 1.

4.7 Afrunding

Som vi har set var Cayley i stand til at beskrive planens inddeling i bassiner ved
Newtoniteration pa den kvadratiske ligning. Hans bevis var - i modsatning til
Schréders - et geometrisk bevis, der kan synes noget uelegant. Men ikke desto
mindre var han i stand til at udtale sig om fremadsfaren for et givet begyn-
delsespunkt - dvs. hvilken vej iterationsfglgen af et begyndelsespunkt fglger ind
mod fikspunktet. I modseetning til Schroder beskaftigede Cayley sig stort set
ikke med forholdende p4 den imaginaere akse. I sin 1890 artikel nzevner han i
forbifarten at man ikke kan sige noget om hvorledes punkterne opfgrer sig pa den
imaginzre akse, men en dybere analyse af dette ellers interessante spgrgsmal,
der siden hen har optaget mange matematikere - giver han ikke. (Alexander,
1994)
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Figur 4.6 Siledes kunne man forestille sig bassinerne for Newtons metode anvendt
pa 2% =1 =0, dvs. for N(2) = (22 + 1)/(32°)




Kapitel 5

Mellemliggende periode

I dette kapitel vil vi beskrive den matematiske udvikling, der har interesse for
os i perioden 1880 til 1906. Vi vil legge veegt p4 de forsgg, der blev gjort
pa at lgse problemet med at dele planen passende op i konvergensomrader. I
ovennzvnte periode var der ikke s& mange, som direkte arbejdede med Cayleys
problem, men flere der arbejdede med det generelle problem, nemlig iteration af
rationelle funktioner. Der blev lagt et stort arbejde i, at forspge at benytte funk-
tionalligninger til at lgse problemet med at dele planen op i konvergensomrader.
Som vi skal se, kom man rimeligt langt med lgsningsteorier for disse.

Bade Schrider og Cayley lgste problemet for det kvadratiske tilfaelde, men ikke
generelt. Specielt Schréder gjorde sig overvejelser om en mere generel teori, via
hans fikspunktsteorem. Denne teori er dog lokal, dvs. den udtaler sig ikke om
hvilket bassin et vilkarligt punkt tilhgrer. Flere af de involverede personer havde
da ogsé et gnske om at generalisere deres lokale Igsninger til globale lgsninger.

5.1 Funktionalligninger

Storsteparten af det arbejde, der blev udfgrt i perioden mellem ca 1880 og 1906,
omhandler forskellige former for analyse af funktionalligninger. Specielt fik den
sdkaldte Schréderligning stor opmaerksomhed:

F(¢(2)) = hF(z)

Varianten til denne ligning:

F(#(2)) = ¢'(§)F(2), (5.1.1)
hvor £ er et fikspunkt, blev ligeledes grundigt analyseret.

Iszer Koenigs (1858-1931) bidrog med praecise resultater. Han beviste bl.a. den
for omtalte fikspunktsztning (ligning (2.4.1), side 12). Med udgangspunkt i
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denne s®tning viste han bl.a., at der findes en lgsningsform til ligning (5.1.1).
Denne lgsning udtrykker, at der i en omegn af et fikspunkt £ findes en analytisk
lgsning til den specielle Schréder ligning (5.1.1), nar 0 < |¢'(£)] < 1 . Han viste
ogsé, at denne lgsning gelder nar |¢'(£)] > 1.

Man kan uden tab af generalitet antage at fikspunktet er £ = 0 (dette kan opnas
ved skift af koordinatsystem), funktionalligningen (5.1.1) bliver sa:

B(¢(2)) = ¢'(0)B(2) (5.1.2)
Koenigs lgsning er defineret som

_ i 97(2)
B(z) = ﬂll{%o ZIOR (5.1.3)

Det ses, at (5.1.3) er en lgsning til (5.1.2), hvilket fglger af at:

$n(6(2)
A F )
)
= Ao ©

= ¢'(0)B(2)

B(¢(2))

Problemet er hermed reduceret til at vise, at B(z) konvergerer mod en analytisk
funktion i en omegn af 0.

Da Koenigs’ resultater alle bygger p& hans fikspunktsteori, er det klart, at de
m4 blive lokale. Dette er dog ikke helt tilfredsstillende for Koenigs, som det ses
af fglgende citat (se ogsi oversattelsen i appendiks C).

Hvis man betragter mangden af punkter i planen, der fgres over
i det indre af cirklen C, og folgeligt i punktet z, kan man udvide
omradet, der omfattes af de generelle teoremer. Men man ved intet
om det generelle i maden denne region er afgrenset pa, og man kan
ikke vise a priori, at afgreensningsmaden ikke er af en natur, der
begranser denne udbredelse.

Vigtigheden i opdelingen af planen i omrader af punkter, der fgres
over i greensepunktet findes altsd en gang med stor klarhed. Men man
forstar hvilke vanskeligheder, der knytter sig til problemet, nir man
indser, at der generelt er en uendelighed af gransecykler, da indekset
hgrende til disse grupper kan vaere vilkarligt stort. (Koenigs, 1884,
Side 40)

Af dette ses det, at Koenigs var helt klar over de problemer, der kan veere ved
at forsgge at dele planen op i “paene” konvergensomrider. Han giver ogsd en
forklaring pa, hvorfor det lykkedes Cayley at dele planen op i det kvadratiske
tilfzlde. Denne forklaring viser, at det er et ret specielt tilfzelde, som Cayley
har arbejdet med:
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Hr. Cayley har som den fgrste fremsat problemet i tilfeeldet
med Newtons regel; men selv i tilfzldet med et simpelt heltals-
polynomium kan antallet af graensecykler vaere uendeligt, og selvom
problemet kan lgses i tilfzeldet med en ligning med grad 2, hanger
dette sammen med, at cyklerne af hgjere orden ikke er gransecykler,
og at cyklerne alle er p& den rette linie, hvor punkterne har samme
afstand til rodpunkterne, den rette linie, der, det ved man, deler
planen i to omrader, sddan at alle punkter i et omrade fgres over i
det gransepunkt omradet indeholder. (Koenigs, 1884, Side40-41)

Det er maske veerd at legge marke til, at Koenigs ikke kommenterer Schré-
ders arbejde, men fremhaver Cayley som den farste, der arbejder med Newtons
metode virkende p4 et komplekst polynomium.

5.2 Topologi og Fatou’s 1906 artikel

Det var farst med Pierre Fatou’s artikel fra 1906, at man virkelig s4 en metode,
som, for en stgrre klasse af komplekse funktioner, udtaler sig om hvordan alle
punkter opfgrer sig under iteration. Fatous arbejde bygger pa mangdelzren,
hvilket er nyt.

P& trods af at Georg Cantor (1845-1918) grundlagde den moderne mzengdelzre i
1870°erne, og at flere af hans artikler blev oversat til fransk og publiceret i “Acta
Mathematica” i 1883, var det franske og tyske matematiske samfund lang tid om
at adoptere disse nye tanker. En af de fprste, som virkelig tog meengdelzeren til
sig, var Camille Jordan (1832-1922). I hans “Cours d’analyse de I’Ecole Polyte-
chnique” udgivet i tre bind 1893-96 preesenterede han en del mangdelzre. Han
var med til at ggre bl.a. Henri Lebesgue (1875-1941) bekendt med forskellige
notationer inden for maengdelaren. (Katz, 1998, side 732)(Alexander, 1994, 87)

Der var pa den tid i Frankrig en konservativ figj, som ikke brgd sig om denne
brug af topologi og meengdelre i analysen. Men da Fatou studerede p& “Ecole
Normale”, hvor disse nye tanker blev diskuteret, blev han draget mod dem, bl.a.
gennem Lebesgues vejledning. (Alexander, 1994, side 87-88)

Fatou’s artikel fra 1906 er den forste, som, for en stgrre klasse af funktioner,
beskriver det, der senere skal komme til at blive kendt som Julia-mzngden. (se
ogsd overszttelsen i appendiks D) (Alexander, 1994, side 85)

Artiklen beskeeftiger sig med rationelle funktioner, R(z), med grad sterre end
én. Specielt lgsning af :

z—R(z)=0 (5.2.1)

behandles, svarende til at finde fikspunkter til R(z). Artiklen bygger pa
Schroder-Koenigs fikspunktsztning, og Fatou citerer da ogsa Koenigs. At Fatou

er klar over problemerne med at opdele planen efter bassinerne, ses af fglgende
citat:
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Men nar man beskriver z ved hele den komplekse plan (6) [appen-
diks A}, er opdelingen af konvergensomrader for de enkelte rodpunk-
ter til (5.2.1) generelt sveer. Studiet af dette specielle tilfselde viser
effektivt, at graensen generelt er af kompliceret natur. (Fatou, 1906)

Fatou formulerer herefter lgst en sztning bestiende af en rackke antagelser og
nogle egenskaber, der fglger heraf, uden dog at bevise disse, (se appendiks D).
Vi vil her gengive Fatou’s tekst i en omskrevet og kommenteret form, der for-
habentlig er mere forstéelig end originalen.

Lad R(z) veere en rationel brgk af grad ¢ > 2 og z, = R(2p-1), dvs. 2, er den
n-gange itererede. Antag at ¢ er en rod i

2-R(z)=0, |[R'({)] <1 (5.2.2)

hvilket betyder at ¢ er et tiltraekkende fikspunkt for R(z).

Ifglge den skerpede udgave af Schréder-Koenigs fikspunktsaetning (2.4.1) eksi-
sterer der derfor en cirkel C : |z — (| < r, hvorom det gzlder, at for 2 € C
er

lz1 = ¢| < k|2 = (], nlirroxoznzg, k<1

Fatou fortsatter med at antage, at ligning (5.2.2) kun har en rod, (, og at
denne opfylder betingelsen |R'({)] < 1 og ¢ = 0. Sidstnzvnte er formentlig blot
en bevisteknisk indskrankning. Derudover antages, at C er valgt tilstraekkelig
stor til at indeholde alle kritiske punkter til R(z)’s inverse algebraiske funktion.
Antag at R(oo) = 0 - en betingelse der ifglge Fatou selv er overflgdig - og antag
at E, er meengden af punkter z siledes, at for z € E, galder, at |2| > 7, |z1]| >
Tyeeny |2n—1| > 7, |2n] 2 7. Ey er siledes komplementermangden til C og E,
er mengden af de punkter, der efter n iterationer ikke er blevet fort ind i C
og samtidig originalmzngden til E,,_;. I Fatou’s original er E,, de punkter, der
efter netop n + 1 iterationer fores over i C, men dette ses der normalt bort fra,
da det ikke passer med de af Fatou selv opremsede egenskaber:

e E 1 €EE,

o E, er mengden af indre punkter i g™ lukkede usammenhzaengende kurver,
| 4%

¢ Hver kurve I',, indeholder netop ¢ kurver, 'y

o Hvis uligheden
IR'(z)| >A>1
er opfyldt for punkterne i I',, for et givet n, vil man have at leengden af
enhver af kurverne gir mod nul for n giende mod uendeligt.

e Mangden 7, grensemazngden for E, for n giende mod uendelig, er en
perfekt, totalt usammenhangende maengde
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e lim, o 2, =0, undtagen nar z € J

e 7 indeholder urbilleder og billeder for alle z € 7, og J indeholder alle
periodiske punkter bortset fra nul

. Fortolkningen af ovenstdende er, at en ligning af den omtalte type, har den
egenskab, at alle punkter i den komplekse plan' (undtagen en totalt usammen-
hangende perfekt maengde) ved iteration med R(z), vil blive fart over i nul.
En totalt usammenhzengende perfekt mangde er en maengde, svarende til en
Cantormaengde, hvor alle elementer er enkeltpunkter, men der i en vilkarlig lille
omegn af et hvert punkt ligger et andet punkt (se appendiks A). Dette betyder
séledes, at man ikke kan beskrive maengden af punkter, der ikke konvergerer, pé
en simpel méde.

At Fatou ikke giver et bevis for sztningen, kan skyldes, at artiklen er hentet i
“Comptes rendus hebdomadaires des Séances de I’Académie des Sciences”, der
er et oversigtstidsskrift, som handler om alle mulige videnskaber. Vi har ikke
fundet referencer til andre steder, hvor Fatou skulle have udgivet resultatet.

Fatou bruger bl.a. fglgende klasse af funktioner som typisk eksempel pa funk-
tioner, som opfylder kriterierne for sstningen.

Eksemplet og metoden er inspireret af Fatous formulering, men er af Alexander
1994 blivet formuleret i et langt mere nutidigt og forstaeligt sprog.

Betragt funktionen
2

z
#()= oy
Man kan vise, at denne funktion har et unikt tiltraekkende fikspunkt i 0, og at
alle punkter inden for enhedskuglen K (0, 1) konvergerer mod 0 under iteration.

For alle punkter z pa C som konvergerer, ma det galde, at der eksisterer et
positivt tal IV sddan, at for alle n > N geelder det, at ¢"(z) € K(0,1). Tilsva-
rende for de punkter, som ikke konvergerer, eksisterer der ikke et n > 0, si at
¢"(z) € K(0,1).

Der findes altsd en metode til at skelne punkter som konvergerer 6g punkter
som ikke konvergerer. Dette udnyttes til at finde mzngden af punkter,7, der
ikke konvergerer ved at finde alle de punkter, hvor ¢™(z) ¢ K(0,1) Vn > 0.

Lad os benzvne komplementzrmengden til enhedskuglen med Ey, og lad E,
veere originalmangden til E,,_; under ¢,(z)

Péstanden er nu, at

JﬂE

n=0
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Man kan vise, at originalmaengden til enhedscu-klen bliver en hyperbel T, gre-
nene p& denne hyperbel mgdes i co pa C, og den kan derfor betragtes som en
ottetalsformet figur pa C. P4 grund af ¢(z)’s kontinuitet ma det gelde, at ori-
ginalmangden til Ep er afslutningen af mangden af punkter inden i I'. Da ¢(z)
er en “to til en” afbildning, har alle punkter pa I to originalpunkter. Man kan
vise, at originalmangden til I' er to ottetalsfigurer 41 og 72, en i hver gren af
F. M=ngden E; bliver sa foreningsmengden af afslutningen af de indre punk-
ter i 71 og 2. Hver v; har selv to originalmangder, og mazngden E; bliver
altsd afgraenset af fire ottetalsfigurer, og s& fremdeles. Generelt er E,, for n > 1
afgraenset af 27! ottetalsfigurer.

P4 figur 5.1 ses enhedscirklen, I' og v1, ¥2

Figur 5.1 Enhedscirklen, dens originalbillede, og dettes originalbillede

Man kan vise, at diameteren af disse ottetalsformede figurer gr mod nul, nar
n gir mod uendeligt, og man kan vise, at J er en totalt usammenhangende
perfekt maengde.

Fatou’s arbejde er tilsyneladende bygget steerkt pi den antagelse, at der kun
er ét tiltreekkende fikspunkt for ¢(z), sztningen kan ikke generaliseres til mere
generelle funktioner.

Dette ses ogsa fra dette citat fra slutningen af artiklen.

Antag at der eksisterer adskillige graensepunkter, man har altsa kon-
vergensomrader separeret af kurver, generelt er disse kurver ikke
analytiske. (Fatou, 1906)
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5.3 Afslutning

Fatou skulle senere sammen med Julia fi en meget stor indflydelse pa udforsk-
ningen af denne gren af matematikken.

I denne periode blev der gjort mange forsgg pé at lgse problemerne med funk-
tionalligninger, og mange af disse forsgg var ganske vellykkede. Udover Koenigs’
arbejde er der en raekke matematikere, som har arbejdet med bl.a. Schréders
funktionalligning, ligning (5.1). Man har fundet lgsninger omkring mange for-
skellige typer af fikspunkter, men falles for dette arbejde er, at det er lokale
resultater. Man fornemmer specielt i Koenigs’ arbejde, at han ikke er tilfreds
med lokale resultater, og dette har gjensynligt veeret en generel tendens i det
matematiske miljg pa den tid. Dette mundede ud i, at det Franske videnskaber-
nes akademi i 1918 udskrev en konkurrence, hvor formalet var at f4 en global
beskrivelse at iterationen. Denne konkurrence var sandsynligvis med til at frem-
skynde fremkomsten af resultaterne, som vi skal se pa i naeste afsnit. I denne
forbindelse blev Julia, Fatou og Montel alle preemieret, med Julia som den helt
store vinder ifglge det Franske videnskabernes akademi. Selvom konkurrencen
formentlig fremskyndede processen, var den mest betydende faktor sandsynlig-
vis, at topologi og avanceret mzengdelzere var ved at blive en accepteret del af
matematikken.
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Kapitel 6

Julia & Fatou

I afsnit 5.2 viste vi, hvordan Fatou var i stand til at beskrive og skelne de punk-
ter, der konvergerede, og dem, der ikke gjorde. Hans metode var noget forskellig
fra metoderne Cayley og Schrioder brugte, specielt anvendelsen af maengdeleren
var ny. Det vil vise, sig at det var sddan en angrebsmetode, der skulle blive ngg-
len til problemets lgsning. Imidlertid skulle fgrst en anden definition benyttes,
nemlig Montels normale familier.

Julia og Fatous’ arbejde koncentrerede sig ikke om Newtons metode, men mere
om generel iteration, og derved ogsa en global beskrivelse af konvergensomra-
derne.

6.1 Montels normale familier

I tidsrummet 1912 til 1916 feerdiggjorde Paul Montel (1876-1975) sit arbejde
omhandlende de af ham navngivne “normale familier”, og som nzvnt ovenfor
skulle de spille en central rolle for den videre udvikling.

En familie af funktioner er et meget bredt begreb. Man kan faktisk veelge at
samle alle mulige typer af funktioner i familier. I det fglgende vil vi benytte
familien af itererede funktioner, som vi definerer som fglgende:

Definition 6.1.1
Lad f(2) veere en funktion, man kan da definere familien af itererede funktioner
§ som § = {f"(z)|n € N}

I definitionen af normale familier benyttes begreberne: holomorfe og meromorfe
funktioner. Lidt 1gst kan man definere dem som fglgende: En funktion f : D —» c
defineret pd et plant domzne D, er holomorf i D, hvis den forste afledede f’
eksisterer for ethvert punkt i D. En funktion f: D — C, er meromorf i D, hvis
ethvert punkt i D, har en omegn, hvor f eller 31; er holomorf. (Beardon, 1991)
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Det skal bemaerkes, at alle rationelle funktioner er meromorfe. (Palka, 1991, side
356)

Nu kan normale familier defineres som:

Definition 6.1.2 (Normale familier)

Lad U vare en 4ben delmzngde af C og{f {filie I} en familie af meromorfe
funktioner defineret p4 U, med vardier i C. Familien § er en normal familie, hvis
enhver falge, fr, af elementer fra §, indeholder en delfglge f,; som er uniformt
konvergent pa enhver kompakt delmzngde af U (Blanchard, 1984, side 89).

Med udgangspunkt i Montels arbejde kom bade Fatou og Julia altsa frem til en
helt raekke meget generelle resultater angiende iteration af rationelle funktioner.

6.2 Julia- og Fatou-mangder

Julia og Fatou studerede iterationen af rationelle afbildninger R : C - C med
den antagelse at grad(R) > 2. Lgst sagt lagde de deres fokus pé at dele Copi
to adskilte og komplet invariante delmzengder A. Den ene af mangderne kaldes
idag Julia-mengden og betegnes her med J(R) eller 7, hvis funktionen fremgar
af sammenhzngen. Den anden mangde har forskellige navne, men kaldes ofte
Fatou-mangden og betegnes her med F(R) eller . Miden man bestemmer om
et givent punkt ligger i 7 eller F, er givet ved fglgende definition:

Definition 6.2.1 (Julia- og Fatou-mzengder)

Et punkt z € C er et element i Fatou-mamngden F(R), hvis der eksisterer en
omegn U af z i C saledes, at familien af itererede {R™|y } er en normal fami-
lie. Julia-maengden er komplementermengden til Fatou-mengden. (Blanchard,
1984, side 90)

Man kan overbevise sig om, at denne definition har en helt klar sammmenhzeng
med det generelle problem; nemlig at dele C i den del som konvergerer, og den
som ikke ggr.

Det er da ogs& almindeligt at definere Fatou-mangden som den delmangde
af 6, hvor punkterne under iteration med R konvergerer mod en tiltrekkende
cykel, og Julia-maengden som den del, hvor punkterne via iteration med R ikke
konvergerer mod en tiltraekkende cykel. Denne definition er dog ikke lige s&
pracis som definition 6.2.1, men det viser sig, at den er indeholdt i definition
6.2.1.

Rigtigheden af dette kan antydes med fglgende eksempel

Eksempel 6.2.2

St R(z) = 22, z € C. Benyt nu denne funktion til iteration. R(z) har to
tiltraekkende fikspunkter 0 og oo Det gelder da, at ethvert punkt uden for en-
hedscirklen vil konvergere mod o0, og at ethvert punkt inden for enhedscirklen
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konvergerer mod 0, under iteration med R. Punkter p4 enhedscirklen konver-
gerer ikke mod nogen veerdi. Szet nu J til mangden af punkter, som ikke kon-
vergerer (alts3 punkterne p3 enhedscirklen), og F til mangden af punkter, som
konvergerer. Lad § veere familien af itererede af R som defineret ovenfor (6.1.1).

Lad S vaere en delfolge af §, og z veere et punkt i F. Da alle punkter i F kon-
vergerer enten mod 0 eller oo, konvergerer .S uniformt enten mod den konstante
funktion K(2) = 0 eller K(2) = oo i en omegn af alle punkter af r.

Tilsvarende lad z € J. Inden for enhver omegn af z er der punkter, som kon-
vergerer mod 0 eller 0o, og punkter, der ikke konvergerer. Derfor er en delfglge
af § ikke uniformt konvergent i en omegn af z.

A

Med udgangspunkt i denne definition opbyggede henholdsvis Julia og Fatou
uafthangigt af hinanden et stort teoriapparat. Vi vil ikke ga i detaljer med disse
teorier, da det er et helt projekt for sig selv. Vi vil dog arbejde hen imod den
af deres stninger, som giver en del af svaret p4 vores problemformulering. Der
er dog det problem, at det er utroligt sveert at plukke en lille del af deres teori
ud, og s3 kunne bevise de udplukkede sztninger uden den gvrige teori. Derfor
vil vi undlade de fleste beviser, og kun forsgge at godtggre deres rigtighed i det
omfang, det er muligt.

Som udgangspunkt begynder vi med fglgende sztning angiende kritiske punk-
ter:

Szetning 6.2.3
Antallet af kritiske punkter for en rationel funktion er hgjst 2d — 2,

hvor d er graden af den rationelle funktion og et kritisk punkt for en rationel
funktion er et punkt (2), hvor R'(z) = 0.(Blanchard, 1984)

Den fglgende stning omhandler begrebet primsrdomane. Et primeerdomane
er den komponent, der indeholder fikspunktet eller den periodiske sfzere; hvor
en komponent er det stgrst mulige sammenhzngende konvergensomrade for et
fikspunkt eller en periodisk sfaere.

Sztning 6.2.4
Primzerdomaenet for en tiltraekkende periodisk sfzere indeholder mindst et kritisk
punkt for funktionen R(z), (Alexander, 1994, side 137)

Et korollar til denne s®tning viser, at Koenings’ frygt, for at antallet af tiltraek-
kende periodiske sfzerer er uendeligt, var ubegrundet, idet det viste sig at:

Korollar 6.2.5 .
Antallet af tiltraekkende periodiske sfzrer er hgjst 2d — 2, hvor d er graden af
R(z),

Ifglge seetning 6.2.4 er der garanti for at der til hver tiltraekkende periodisk
sfeere er tilknyttet mindst et kritisk punkt, og dermed er antallet af tiltraekkende
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periodiske sfeerer begranset opadtil ved antallet af kritiske punktef, hvoraf der
hojst er 2d — 2.

Det er nu muligt at vise folgende satning:

Satning 6.2.6
En komplet invariant simpelt sammenhangende komponent A i F har d — 1
kritiske punkter, talt med multiplisitet. A (Alexander, 1994, side 140)

Ud fra sztning 6.2.6 og setning 6.2.3 kan man komme frem til falgende korollar:

Korollar 6.2.7
Fatou-maengden kan ikke indeholde mere end 2 forskellige komplet invariante,
simpelt sammenhzngende komponenter. (Blanchard, 1984, side 114)

Det sammenfatter, at hvis antallet af kritiske punkter er hgjst 2d— 2, og et kom-
plet invariant simpelt sammenhzngende komponent har d — 1 kritiske punkter,
kan Fatou-meaengden maximalt indeholde 2 sddanne komponenter. Dette korollar
skal bruges til at forklare afsnittets hovedsatning sammen med sztning 6.2.9,
der fremkommer bl.a. via fglgende definition

Definition 6.2.8

Komponenter i F, der konvergerer mod et fikspunkt £ under iteration, men
ikke indeholder €, kaldes preperiodiske. Det preperiodiske domzne er forenings-
mzngden af de komponenter i F, som konvergerer mod tiltrackkende periodiske
punkter, men ikke indeholder sidanne.

Denne definition bruges i nedenstdende satning, hvis bevis kort gennemgaet,
kan vaere udformet siledes: Lad A, vaere det primzre domzne for et tiltraek-
kende fikspunkt £. R er fremad invariant, dvs. R(A¢) C A¢ For at se at der ikke
kan vaere én preperiodisk komponent til A, kan man antage, at der eksisterer
en sddan komponent, A*. Vzlg z* € A*, sdledes at R(z*) = z € A¢. Da R(2) er
surjektiv, har z* et urbillede 2**, som ma ligge i A*, da R(A¢) C A¢. Da punktet
R(2**) = 2* konvergerer mod £, gor 2** det ogsd. Da bade z* og z** ligger i
A*, kan man forbinde 2* og 2** med en kontinuert kurve . Da A¢ og A* er to
forskellige komponenter, er deres fallesmangde tom. Yderligere er de adskilt af
Julia-mangden. Da R(z) er kontinuert, ma R(y) veere indeholdt enten i A; eller
A*; men dette kan ikke lade sig gore, da R(2*) € A¢ og R(2**) € A*. Hermed
er opstiet en modstrid, der kun kan lgses, hvis der findes en anden preperiodisk
komponent. Alle forudgiende argumenter kan nu bruges pa denne preperiodi-
ske komponent, hvorved der mé4 findes en tredje preperiodisk komponent osv..
Herved fas:

Seetning 6.2.9
Hvis der eksisterer mindst en komponent i F, som er preperiodisk, s& er der
uendeligt mange preperiodiske komponenter. (Alexander, 1994, side 139)
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Med henvisning til korollar 6.2.7 fas at Fatou-mangden hgjst indeholder 2 sim-
pelt sammenhzangende komplet invariante komponenter. Udtages 3 komponen-
ter i F er det ene af dem preperiodisk, da Fatou-mangden er simpelt sammen-
hzngende. Denne preperiodiske komponent er ikke unik ifglge satning 6.2.9,
der ogsé giver, at der er uendeligt mange preperiodiske komponenter. Heraf fis
afsnittets hovedsatning:

Satning 6.2.10
Hvis antallet af komponenter i F er endeligt, er der hgjst 2. (Blanchard, 1984,
side 114)

Denne satning har stor betydning for muligheden for en simpel opdeling af ¢
i konvergensomrader. Hvis C indeholder mere end to tiltraekkende fikspunkter,
vil C blive delt i uendelig mange omréader.

6.3 Julia og Fatous arbejde med Cayleys pro-
blem.

Julia og Fatou har ogsé direkte arbejdet med Cayleys problem, de har dog valgt
en ret forskellig tilgang. Julia har ferst arbejdet med det kvadratiske tilfzelde
og derefter, ud fra hans generelle teorier, analyseret det kubiske problem (se
overszttelse i appendiks E). Fatou har derimod lavet en mere direkte analyse af
det kubiske problem (se oversattelse i appendiks F). Vi har valgt at gennemga
begge arbejder. Julias arbejde viser, hvad man kan fa ud af den generelle teori,
hvor Fatous arbejde er mere forstaeligt uden brug af speciel teori.

6.3.1 Fatous arbejde
Fatou starter med at betfagte funktionen

228 4+1

322 °
som fremkommer, nar ma.n benytter Newtons metode pa 23 — 1 = 0, hvor
rgdderne er givet ved: —1 +i1v/3 og 1.

N(2) =

Han bemarker, at R~1(z) har 4 kritiske punkter, et i hvert af de tre rgdder og
et i uendeligt. Han postulerer dernzst, at domanerne for tiltreekning til de tre
rodpunkter er dannet af en uendelighed af enkeltvis sammenhzengende dele, der
er indbyrdes disjunkte. Ved folgende argumentation viser han, at dette specielt
gelder pa den reelle akse.

Bemzrk at det 4bne interval (0,00) tilhgrer domznet til rodpunktet z = 1;
dette interval har et urblllede, som ikke ligger i intervallet selv, dette ses f.eks.
ved at betragte kurven vy = ﬁj‘— hvor z € (—o00, ), (se figur 6.1). Intervallet
( »0) ((a0,0) pa figuren) er urbillede til (0, c0) og dette interval har selv et
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Figur 6.1 Kurven vy = 2-

urbillede beliggende pa dets venstre side (a;, -;\/%). Saledes fortsztter man med
at konstruere intervaller, som er urbilleder af det foregéende. Laengden af disse
intervaller vil vokse.

Det gzelder nu, at endepunkterne af intervallerne under iteration vil g mod
uendelig. De vil forst gd mod 0, og da R(0) = oo, gar de altsd mod oo.

Ved rotation omkring origo med 2—371 og 13’1 fas den sammen egenskab for de
andre bassiner. Alt i alt kan man alts3 vise, at der mindst er en uendelighed af
randpunkter for de 3 bassiner, som konvergerer mod det frastgdende fikspunkt
z = 0o. Altsi bestir Juliamangden af uendeligt mange punkter.

Han kan alts3 ikke konkludere noget om selve opdelingen af planen, men kun
at man ikke kan beskrive Juliamangden simpelt, hvilket man jo kan for det
kvadratiske tilfzlde.

6.3.2 Julias arbejde

Julia bearbejder ikke blot den kubiske ligning, men ogs& den kvadratiske, som

vi kort vil gennemga farst (se oversattelse i appendiks E, Den kvadratiske og
den kubiske ligning).

Lader man f(z) have graden 2 og rgdderne {; og (», vil det gzlde at:

flo) 1 + 1
flo) 20-G 20-C
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og derved vil det ogsa galde at:

1 _ 1 1
20—z 2-0 z20-(’

hvor z; er det nzeste led i folgen. Man kan uden tab af generalitet antage, at
6 = —¢2 og {1 = 1. For 2 liggende pa den imaginzre akse, viser Julia, at z;
ligeledes vil ligge p& den imaginaere akse. Hvis zp = iy indsaettes i ovenstiende
fas:

1 1 1 iy
- == +- =
iy—z dy-1 dy+1 —y2-1
Det vil sige:
-2 -1
y2iy =iy—2 & y*-1=-2yz

Der vil pa venstre side af ligningen findes et reelt tal, og hvis hgjresiden ogsa
skal veere reel, m det gelde, at 2; er imaginzer, altsd hvis zp er imaginzr vil z;
0gsé vzre imagineer.

Julia viser ligeledes, at hvis 2o befinder sig i hgjre halvplan, dvs. Re(zo) > 0, vil
z; ogsé befinde sig her. Lad igen f(z) = 22 — 1, da vil Newtoniterationen kunne
omskrives til fglgende:

2 2
_z+l 1z+1 1 1
z = S 3 3~ 3 \% +.20 (6.3.1)

For Re(29) > O vil det galde at Re(z;) > 0, og 2; vil derfor ogsa ligge i den
hgjre halvplan. Julia afslutter sin behandling af det kvadratiske tilfzelde med:

P4 den fzlles greense mellem de to omrader, som er den fzlles
lodrette linie mellem {; og (2, er rodpunkterne til ligningerne,
z = N3(z), n = 1,2,...,00 for hvilke |Np(z)] > 1 (s=ttet J),
tatte overalt.

Han beviser ikke dette, men navner det blot som en sidste del af sin behandling.

Efter det kvadratiske tilfalde behandler han det generelle tilfzlde:

Hvis man vender tilbage til et generelt polynomium f(z) af grad k
har man set, at brgken
_ _ I
21 =Np(2) =2 7
giver adgang til graensepunkterne med regular konvergens, der giver
de k forskellige rgdder til f(2) = 0. (Julia, 1918, side 179)
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Han skriver derefter

... Det fglger, at mindst (k — 1) of rodderne til f(2) har et totalkon-
vergensomride dannet of en uendelighed af flader (Julia, 1918, side
179)

Og i det efterfolgende eksempel at:

Altsa vil opdelingen af planen i omrader, der hver indeholder en be-
stemt rod til f(2) = O generelt vare et ufremkommeligt problem,
eftersom mindst (k — 1) redder har et konvergensomrade bestiende
af uendeligt mange flader, dette forer til en opdeling af planen i uen-
deligt mange omrader. Der ser man grunden til Cayleys manglende
succes med at anvende princippet pa ligninger af grad > 3. (Julia,
1918, side 179)

Man kan komme til sammen konklusion som Julia, ved brug af sztning 6.2.10,
nemlig at hvis man anvender Newtons metode pa polynomier af grad > 2 vil
opdelingen af planen vaere ufremkommelig, da planen er opdelt i uendeligt mange
konvergensomrader.

Julias behandling af det generelle tilfclde er sdledes en benyttelse af hele hans
teori. Man ser, at man gennem henholdsvis Julias og Fatous teorier er i stand til

at forst4, hvorfor lgsningen af Cayleys problem er ufremkommeligt i det generelle
tilfzelde.



Kapitel 7

Diskussion

Cayley fokuserede direkte pa, at lgse det af ham formulerede problem, altsa at
opdele planen i konvergensomrader for Newtons metode anvendt pa et vilkarligt
polynomie. Han opndede dog kun at opdele planen for andengradspolynomier af
typen f(z) = 22—1 = 0, som dog lader sig generalisere til andengradspolynomier
i almindelighed.

Cayley benytter en geometrisk udgave af Newtons metode, og gennem geome-
triske betragtninger kommer han frem til en lgsning. Hans bevis bygger ikke
pé en generel teori, men er konstrueret praecis til dette formal. Hvis konvergen-
somraderne for den kubiske ligning havde fordelt sig som pa figur 4.5 (side 36),
kan man forestille, sig at han ville have varet i stand til at generalisere den
geometriske metode, og dermed vise opdelingen for det kubiske tilfzelde. Men
da opdelingen jo ikke er si simpel, var det ikke muligt med Cayleys metode at
lgse det kubiske problem.

Schréders fokus var farst pa metoder til at finde rgdder i polynomier, og senere
pa generel funktionalligningsteori. Resultaterne fra disse to omrader brugte han
til at finde konvergensomraderne for 22 — 1 = 0, som et eksempler p& brugen af
den udviklede teori for funktionalligninger.

Han interesserede sig ogsa for, hvad der skete p4 imaginzraksen og fandt, at der
eksisterede cykler pa aksen, og at resten af punkterne p3 imaginzraksen ville
gennemigbe uendeligt mange veerdier. Schréders interesse for de punkter, der
ikke konvergerer, viste sig at vaere vejen til en mere generel lgsning af problemet.
P& denne méde kan Schrdder siges at have vaeret forud for sin tid. Desvarre blev
denne del af Schréders arbejde overset, og det var saledes ikke hans arbejde, der
inspirerede eftertiden.

Man kan ikke ud fra hans tekster se, om han rent faktisk forsggte at lgse proble-
met generelt, men hans metoder havde naeppe tilladt en mere generel lgsning.

Cayley og Schréder kom begge frem til, at planen bliver delt af den imaginzere
akse, hgjre halvplan er bassinet for {; = 1 og venstre halvplan er bassin for
¢2 = —1. Den imaginare akse tilhgrer ingen af de to bassiner.
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For at kunne forst4 hvorfor det ikke kunne lade sig gere at generalisere Schréder
og Cayleys resultater, matte mangdelaren og topologien anvendes i matematisk
analyse. Denne udvikling tog tid, grundet en konservativ holdning i det meste
af det franske og dele-af det tyske matematiske miljp.

Der var dog, specielt ved “Ecole Normale”, en begyndende accept af disse tanker,
der resulterede i, at Fatou blev inspireret til at benytte sig af avanceret meeng-
deleere i sit arbejde. Det skulle vise sig, at det fgrst var med ferdigggrelsen af
Montels teori om “normale familier” (1912 - 1916), at man fik et veerktgj som
kunne give generelle resultater.

Samtidig var der i det matematiske miljg et gnske om at fi skabt generelle
resultater angdende iterative processer. Dette resulterede i at det Franske Vi-
denskabernes Akademi (I’ Académie des Sciences) i 1915 udskrev en konkurrence,
hvor hovedprisen p4 1000 franc tilfaldt den, der p4 en meningsfyldt made kunne
beskrive en given iteration globalt.

Julia og Fatou udviklede uafhzngigt af hinanden, med Montels teori som en af
de vigtigste faktor, en generel teori omkring iteration af rationelle funktioner.
Et af resultaterne er:

Antallet af disjunkte omrader i hvilke J deler planen kan kun vere
1 eller 2, hvis ikke det er uendeligt. (Fatou, 1920, side 50)

Man kan séledes se, at der galder vaesentligt simplere egenskaber for ligninger af
grad mindre end 3 end af grad 3 eller storre. For det kvadratiske tilfselde gzlder
det, at Fatou-maengden bestér af to disjunkte mengder og at Julia-maengden
er en kontinuert linje. I det kubiske tilfeelde er Fatou-maengden sammensat af
uendeligt mange adskilte omrader, og Julia-mzengden er meget indviklet, som
det fremgar af figur 7.1

Figur 7.1 Bassinerne for Newtons metode pa 23 — 1

Resultaterne for det kubiske tilfzelde kan generaliseres til alle rationelle funktio-
ner af grad stgrre end 3.

Dette viser, at lgsningen af det kvadratiske problem er et specialtilfzelde af det
generelle problem, og ikke, som man kunne forestille sig, det simpleste eksempel
pa det generelle problem.

Derfor er det klart, at Cayley og Schroder ikke var i stand til at generalisere
deres resultater og metoder, men at der skulle et helt nyt teoriapperat til for at
forsta Cayleys problem generelt.
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Appendiks A

Definitioner og begreber

I rapporten er der en razkke begreber, der maske er fremmede for vores mal-
gruppe, men som er vigtige for forstaelsen. Dette appendiks er et forsgg pa kort
at definere disse begreber. Stoffet er primzert hentet fra (Palka, 1991).

Riemannsfzeren

Normalt giver det ikke umiddelbart mening at regne med uendelig, da hverken
C eller R indeholder uendelig. For at kunne regne med uendelig og derved
eksplicit udtrykke regneregler skal Riemannsferen defineres, til tider benzvnt
det udvidede komplekse plan. Riemannsfeeren kan kort udtrykkes som:

C=cCu{x},

dvs. foreningen mellem det komplekse plan og uendelig. For at kunne regne pa
C identificeres C, det horisontale plan, ved:

{(z1,22,73) € R3:z; = 0}

i R3, og ud fra dette konstrueres C som en sfzre: Lad S veere sfzeren i R3 med
radius 1, og centrum i (0,0,0). Lad yderligere p beskrive punktet (0,0,1). Nu
projekteres ethvert punkt z i C linezrt mod (eller vak fra) u indtil det rammer
S i punktet 2*, forskelligt fra p. Afbildningen a : z = z* kaldes en stereografisk
projektion af C pad S. Herved fas, at hvis |z]| er stor, s& vil z* ligge t=t p3 pu,
og ud fra dette defineres projektionen a(co) til at veere y. Med | denne definition
er a en bijektiv afbildning fra C til S, og ud fra dette kaldes C den komplekse
sfeere eller Riemannsferen (se figur A.1).

Nu bruges bijektionen a af c pa S til at sende den Euclidiske metrik fra S, til
en anden metrik o p& C, hvilket betyder at o er defineret ved ligningen:
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Figur A.1 Figuren viser Riemannsferen S og projektionen o

o(z,0) = [a(2) - a(w)| = 2" —w’|,
hvilket generelt giver:

2|z — w|
T+ P+ PP

o{z,w) =

hvor o(z,w) er lengden af linien mellem 2* og w*. o kaldes “chordal’-metrik pa
C.

Det udvidede komplekse plan ggr det altsi muligt at udtrykke regneregler, hvor
uendelig indgéar:

ootz=z+oo=00 for z€C
w-z=z-00=00 for zea/{O}
=0 for z€C

8w

=00 for ze C/{0}

ol

Det skal nazvnes, at det stadigvaek ikke kan tilleegges nogen mening f.eks. at
addere oo med sig selv, ligesom 2 og 0 - co heller ikke vil give mening.

Topologiske notationer

Folgende er en kort opridsning af de topologiske definitioner, vi benytter i rap-
porten:

Definition 1 (Simpelt sammenhangende mangder)

Lad D vzere en meengde i den komplekse plan C. D kaldes simpelt sammenhaen-
gende hvis omkredsen af en hvilken som helst lukket kurve v kan formindskes
kontinuert til et punkt uden pi noget tidspunkt at forlade D.
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Lidt lgst sagt betyder simpelt sammenhangende, at mangden ikke indeholder
“huller”. Vi benytter ligeledes fglgende begreb:

Definition 2 (Perfekt, totalt usammenh=ngende m=ngde)

e To mengder er usammenhangende, hvis A og B er ikke-tomme mangder
og ANB =10

e En total usammenhangende mzngde, er en maengde, hvor det for et hvert
punkt i maengden gealder, at sammenhangskomponenten for punktet kun
bestar at punktet selv. Sammenhzengskomponenten for et punkt er den
stgrste sammenhangende delmaengde af mangden, som indenholder punk-
tet selv.

e En mangde er perfekt, hvis det gzlder at der i enhver omegn af et punkt
zg tilhgrende maengden, eksisterer et andet punkt fra meengden.

dvs. en perfekt, totalt usammenheengende mangde er en meengde, der bestir af
enkeltpunkter, der ligger vilkarligt taet p4 hinanden. Et eksempel p4 en perfekt,
totalt usammenhazngende mangde i R er Cantormaengden.

Invarians

Invarians defineres som fglgende:

Definition 3

Lad f veere en afbildning fra X ind i sig selv. En delmsngde U C X er fremad
invariant ndr f(U) C U, bagleens invariant nar f~*(U) C U og komplet invariant
nar f(U) =U = f~1(U).
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Appendiks B

Cayleys artikel fra 1879

Dette er en overszettelse af Cayleys artikel, som originalt er publiceret under
titlen “The Newton-Fourier Imaginary Problem.” i 1879, i “American Journal of
Mathematics, II, s. 97"

Det Newton-Fourierske komplekse problem

Newtons metode, som ferdiggjort af Fourier, eller sagt som Newton-Fourier
metoden, til lgsning af en numerisk ligning ved successive approksimationer,
relaterer til en ligning f(z) = 0, med reelle koefficienter og til bestemmelsen
af en bestemt rod a deraf, v.h.a. en antaget approksimeret reel veerdi £, der
tilfredsstiller foreskrevne betingelser: Derefter udregner vi ud fra £, en tattere
approksimeret veerdi & ved formlen & = £ — fﬁ,(gj, og derfra pA samme made
&1,62,63, . .. approksimationerne tattere og teettere pa den kravede rod a.

I forbindelse hermed, ved at smide restriktionen til R veek, har vi hvad jeg kalder
det Newton-Fourierske komplekse problem, der fglger.

Tag f(u), en given rationel og integral funktion af u, med reelle eller komplekse
koefficienter; tag &, en given reel eller kompleks vaerdi og udregn herfra & ved
formlen §; = £~ %&%, og heraf &1, &, &s, . . ., hver fra den foregiende ved samme
formel. '

En givet kompleks stgrrelse z + iy kan repraesenteres ved et punkt med koordi-
naterne (z,y): redderne til ligningen er p4 denne made repraesenteret ved givne
punkter A, B, C, ..., og verdierne &, &, &, ... ved punkterne P, P, P, ...,
hvor den fgrste veerdi antages efter behag, og hvert af de andre fra det foregiende
ved en given geometrisk konstruktion. Problemet er at bestemme omraderne af
planen, saledes at vaelges P hvor som helst i et omrade, ender vi til sidst ved
punktet A, hvor som helst i et andet omrade ved punktet B og saledes for flere
punkter, der repraesenterer rgdderne til ligningen.

Lgsningen er let og elegant i tilfzeldet med den kvadratiske ligning, men det
efterfglgende tilfzelde, den kubiske ligning, synes at forvolde anseelige vanskelig-
heder.

Cambridge, 3. marts, 1879. 61
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"Appendiks C

Koenigs’ artikel fra 1884

Dette er en overszttelse af Koenigs side 5-7 samt 40-41. Artiklen er originalt
publiceret med titlen “Recherches sur les intégrales de certaines équations fon-
ctionnelles”, i “Annales Scientifiques de I’Ecole Normale Supérieure, Series 3, 1,
1884, s1-41” Forste del er Koenigs’ formulering af fikspunktsatningen, anden
del er nogle afsluttende og perspektiverende bemarkninger.

Fikspunktsaetningen

Fglgen af sterrelserne a, o1, a3, as,..., ap,... siges at konvergere reguleert
mod en granse z, nar det er muligt for alle positive tal €, s4 stna som man gnsker
det, at f3 kendskab til et N, der er stort nok til, at man har mod(a, - z) < ¢
under den eneste betingelse at p > N,

Nar serien ikke har denne egenskab, men fglgen, som man har udledt deraf ved
at tage hvert k’te element, har denne egenskab, definerer jeg, at den oprindelige
folge konvergerer periodisk, og at k er perioden.

Antag at en funktion ¢(z) er uniform i hele det indre af et omrade, R, i planen
og besidder den egenskab, at hvis z er i det indre af dette omrade, vil 2; = ¢(z)
ogsé ligge i det indre af omradet; hvis vi generelt fastsatter o(2;) = 241 er
punkterne i fglgen

2y21,%22,23y++32py .-

alle i det indre af omradet R.

Da denne fglge konvergerer regulaert mod en graense z, som ikke er et essentielt
punkt for ¢(z), ved man, at z er en nulveerdi for funktionen z — ¢(z), som ber
verificere uligheden mody’(z) < 1.

Omvendt, antag at = er en nulverdi for funktionen z — ¢(z) som verificerer
uligheden mody’(z) < 1: s& har jeg vist, at punktet z er centrum i cirklen C;, i
hvis indre y(z) er holomorf og —“3%_;u er nummerisk mindre end 1, endda strengt
mindreend H=1-§, § > 0.
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Man kalder H en omfattende kvantitet mellem 0 og 1, og man kan seette

A7% g«

m0d?D "% (B eller  mod?is
Z—2 Z2—T

Punkterne 2, 21, 2, ..., Zp, . .. n@rmer sig altsa uophgrligt punktet z, efterhan-
den som indekset gges, og eftersom alle disse punkter er i det indre af cirklen
Cqz, kan vi sztte

mod(p—(z)_—x < H eller mod-(’a—(M <H, ... modg(z-l‘—)————z- < H;
zZ—z 21~ Zp, —Z
man udleder s&
mod(2p — z) < H? - mod(z — z) < HPr,
hvor r er radius i cirklen C;.
Men nu er € en positiv kvantitet og sé lille som man gnsker det. Antag
log 7~

N = heltal af T
log &

k)

det er tilstrekkeligt at have p > N,, for at mod(z, — z) vil vaere mindre end ¢,
dette beviser den regulere konvergens af fglgen 2, 21, 25, .. ..

Afsluttende bemarkninger

I den generelle teori forlader vi ikke cirklen C,; i dette sidste eksempel viser vi
dog, i serlige tilfwelde, at det er muligt at forlade den, og at man i stedet for
den har et stgrre omride. Antag at et punkt z i planen fgres over i punktet
x; z bliver fgrt over i et punkt z; inden for cirklen C, efter et endeligt antal
iterationer. Hvis punktet z; ikke er, som jeg antog det, et essentielt punkt for
funktionen ((z), eksisterer der omkring 2 et kontinuert omrade af punkter,
der fgres fuldstaendigt over i det indre af cirklen C; efter k iterationer. Hvis
man erstatter dette i alle de foregdende teoremer, fis at den stgrste vaerdi h for
punkterne i cirklen C; i forhold til en koncentriske cirkel I', med denne stgrste
veerdi bliver k stgrre, bliver teoremerne anvendelige p4 omréadet der omgiver
punktet z [Overszttelsen af foregiende satning er uklar, da vi ikke forsta den
franske original].

Mere generelt, antag at U er et omrade i planen, det er tilstrakkeligt, at alle
punkterne fgres over i cirklen C; for at ende i punktet « efter et endelig antal
iterationer.

Hvis man kalder den stgrste afstand mellem C, og punkterne i U for k, er det
tilstraekkeligt at udvide h med k, for at alle teoremerne kan anvendes p3 omradet
U.
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Hvis man betragter mangden af punkter i planen, der fgres over i det indre af
cirklen C; og falgeligt i punktet =, kan man udvide omrédet, der omfattes af de
generelle teoremer. Men man ved intet, om det generelle i maden denne region
er afgraenset p3, og man kan ikke vise a priori, at afgraeensningsmaden ikke er af
en natur, der begranser denne udbredelse.

Vigtigheden i opdelingen af planen i omrader af punkter, der fares over i graen-
sepunktet, findes alts4 én gang med stor klarhed. Men man forstar hvilke van-
skeligheder, der knytter sig til problemet, nir man indser, at der generelt er
en uendelighed af graensecykler, da indekset hgrende til disse grupper kan vzere
vilkarligt stort.

- Hr. Cayley har som den fgrste fremsat problemet i tilfaldet med Newtons regel;
men selv i tilfzeldet med et simpelt heltals-polynomium kan antallet af graense-
cykler vaere uendeligt, og selvom problemet kan lgses i tilfzzldet med en ligning
med grad 2, haenger dette sammen med, at cyklerne af hgjere orden ikke er graen-
secykler, og at cyklerne alle er p& den rette linie, hvor punkterne har samme
afstand til rodpunkterne, den rette linie, der, det ved man, deler planen i to om-
rader, sddan at alle punkter i et omrade fores over i det graensepunkt omradet
indeholder.
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Appendiks D

Fatous note fra 1906

Dette er en oversattelse af Fatous artikel med titlen “Sur les solution uniformes
de certaines équations fonctionnelles.” fra 1906. Artiklen er originalt publiceret
i “Comptes rendus hebdomadaires des Séances de I’Académie des Sciences, 142,
1906, 546-48”

Om uniforme lgsninger af szerlige ligninger

Lad os antage at 6(u) er en rationel brgk af grad ¢ > 1; st u; = 6(u), up =
0(u,—1), Og antag at « er rod i

u—=6u)=0 [l6'(e) <1f] (1)

Der eksisterer alts4 en kugle C' : |u — a| = r, sdledes at, for u indeholdt i C, har
man:

jlu1 — o} < klu - a|, imu, = a , (k<)

Hvis derimod |6'()| > 1 kan u,, ikke g3 i retning af a (ref: Cf. Koenigs, sur
les equations fonctionelles, Comptes rendu, dec 1884) [Det er Fatou, der henvi-
ser til Koenigs artikel (Koenigs, 1884)]. Men nir man beskriver u ved hele den
komplekse plan [Vi tolker dette som Riemannsferen], er opdelingen af konver-
gensomrader for de enkelte rodpunkter til (1) generelt sveer. Studiet af dette
specielle tilfzelde viser effektivt, at greensen generelt er af kompliceret natur.

Antag at ligning (1) har én enkelt rod, der opfylder betingelsen |6’(a)| < 1, hvor
a = 0. Antag at C er valgt tilstraekkeligt stor til, i sit indre, at indeholde alle
de kritiske punkter til #(u)’s inverse algebraiske funktion.
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" Antag desuden (godt at det er ungdvendigt) at 6(u) er nul i uendeligt. Lad 0s
antage, at E,, er mzngden af punkter u, sdledes at man har

Iul >T7 lull >T, erey lun'—ll >T) Iunl 27', Iun+ll <T7 “eoy

E,,, er indeholdt i E,, E, er meengden af indre punkter i g" lukkede disjunkte
kurver, I'n: Hver kurve I', indeholder det samme antal, g, af kurverne I'ny;.
Hvis uligheden

@' (w)| >A4A>1

er opfyldt for punkterne i I', fra en bestemt “plads” (n), vil man specielt have,
at lzngden af hver af kurverne gar mod nul. Mzngden E, grense for E,, er
altsi en perfekt, absolut diskontinuert mengde; u, gir mod nul, undtagen nir
initialpunktet tilhgrer E. [Folgende stir som fodnote i originalen: Det er klart,
at E indeholder urbilleder og billeder for alle dens punkter; i gvrigt indeholder
E naturligvis alle de periodiske punkter bortset fra nul.]

Dette gelder for () = ¥, 3, sing,-.. (m > 2). For alle brokerne 6(x)
giver funktionalligningerne
Flb(w)] = F(u)+u,

Fo(w)] = 6'(0)F(u) [hvor 6'(0) # 0]

og nogle andre (tilhgrende den type af ligninger Koenigs studerede) adgang til
de reguleere lgsninger for u = 0, uniforme i hele planen, og meromorfe undtagen
i punkterne i en perfekt disjunkt meengde.
Ligningen

F[6(u)] = cF(u),
c er en vilkarlig konstant, har ogsi de uniforme lgsninger (uden undtagelse),
men med et essentielt punkt i origo.

Betragt, som afbildning, fglgende algoritme, antag a og b er to vilkdrlige tal; szt

+b 24b?

a = 42 h = %5

2 2

= aith = ath
g2 = T b = o (2)

Studiet af konvergens af ay,b, reduceres til det tilfeelde, hvor u, er givet ved

ligningen up41 = 1?:‘-2'3 Man finder alts3, at a, og by, altid gir mod den samme
grense: M(a,b) = M(b,a).

Hvis man sztter M(r, z) = ¢(z), opfylder funktionen ¢ funktionalligningerne

plz) = zp G)
ple) = 1-52' [2((11_::)?]
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Denne funktion er holomorf i origo og pa halvplanen R(z) > 0. Den har som
singulariteter en uendelighed af usammenhzngende poler, og graensepunkter for
disse poler, som former en diskontinuert mangde E. I en omegn af punkterne i
E er ¢(z) fuldsteendig ubestemmelig.

II

Antag at der eksisterer adskillige greensepunkter, man har altsa konvergensom-
rader separeret af kurver, generelt er disse kurver ikke analytiske.

For at sikre sig er det tilstreekkeligt at finde et simpelt eksempel 8(u) = “—z;ﬂ
Man kan demonstrere, at uw, gir mod nul eller mod uendeligt i to omrader
separeret af en kurve I', symmetrisk i forhold til den reelle akse og besiddende
den simple rationelle transformation, der giver U = “zﬁ I" vil antages at have
en ligning af formen

i=pu) (u=z+iy () =z-1iy),
hvor ¢ er analytisk. Overvejelser omkring de to ligninger

pl0(w)] = 6Blp(u)],
ple()] = wu,

som @ burde kunne opfylde, tillader at demonstrere, at den () fgrer til en
modstrid. [Fglgende star som fodnote i originalen: rassonnementet kan desuden
anvendes p4 mere generelle tilfzlde]

De tidligere betragtede funktionalligninger vil, for dette valg af funktionen 8,
have uniforme lgsninger, for hvilke I" er en granse.

De enkelte funktionalligninger, forer til at introducere de uniforme transendenter
[transcendente funktioner], der indeholder de perfekte diskontinuerte mangder
af singulariteter, eller de ikke-analytiske graenser. Man har i gvrigt, at de analoge
kendsgerninger viser sig allerede i teorien om automorfe funktioner.
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Appendiks E

Julias artikel fra 1918

Dette er en overszttelse af dele af Julias artikel, der originalt er publiceret med
titlen “Sur l’iteration des fonctions rationelles” i “Journal de Mathématiques
pures et appliquées, 8, 5.47-245, 1918”. Her er medtaget side 137-138, Julias
vigtige konklusion, samt side 177-181, der drejer sig om det kvadratiske og det
kubiske tilfeelde.

Julias vigtige konklusion.

54. Vigtig konklusion. For en vilkdrlig rationel brgk ((z) er antallet af graense-
punkter med reguleer konvergens og gransecykler endeligt.

Det er klart, at hvert graensepunkt med regulzer konvergens, for at vaere et unikt
gransepunkt for de foregiende led, ma have mindst et punkt, hvor ¢'(2) = 0,
og de p punkter i en graensecykel mé ogsi have mindst et punkt, hvor ¢'(z) =
0 for at vare graznsecykel for de foregdende led. Antallet af graensepunkter
med regulzr konvergens + antallet af greensecykler overskrider aldrig antallet
af punkter, hvor ¢’(z) = 0. Dette antal, hvor ¢(z) har grad k, overstiger aldrig
2(k — 1), men er normalt lig med. '

Jeg minder om fundamentalteoremet, der kraever at et punkt, hvor ¢'(z) = 0,
at urbillederne konvergerer uniformt mod punkterne i en graensegruppe. Dette
er ogsa korrekt, hvis (z) er en transcendent funktion. Men konklusionen, som
folger af det udledte, strakker sig ikke til alle transcendente funktioner ¢(z),
for det geelder generelt, at en transcendent funktion af denne type kan have en
uendelighed af punkter, hvor ¢'(2) = 0.

Alts3 findes en tvivl omkring graensecyklerne. Hr. Koenigs siger da ogsé i pa-
ragraf 34 i sin Mémoire, Sur les intégrales de certaines équations fonctionelles
publiceret p& Annales de I’Ecole normale supérieur i 1884 (side 401 i supple-
mentet)[(Koenigs, 1884, side 40)]
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Vigtigheden i opdelingen af planen i omrader af punkter, der fares
over i grensepunktet, findes altsid én gang med stor klarhed. Men
man forstir hvilke vanskeligheder, der knytter sig til problemet, nar
man indser, at der generelt er en uendelighed af grzensecykler, da
indekset hgrende til disse grupper kan veere vilkérligt stort.

Hr. Cayley har som- den fgrste fremsat problemet i tilfzeldet
med Newtons regel; men selv i tilfeeldet med et simpelt heltals-
polynomium kan antallet af graensecykler veere uendeligt .. .

Denne sidste udtalelse star ikke ved magt leengere, da alle heltals-polynomier
har et endeligt antal graensecykler. Vi vender senere tilbage til anvendelsen af
Newtons regel, hvor vi vil se helt nye og interessante omstzndigheder komme
til syne, nar ligningen, der underkastes reglen, passerer graden 2.

Den kvadratiske og den kubiske ligning

60. a. Betragt forst det simple tilfeelde, hvor f(z) har grad 2. Hvis man be-
stemmer f(z) ved dens rgdder {; og (s, er redderne ogsa de to eneste kritiske
punkter for den inverse til z; = ¢(z). I dette tilfeelde er der 2 grensepunk-
ter med reguleer konvergens (da f”(z) = konstant). Man har altsi det simple
tilfzlde, behandlet i del 3° (side 140 i denne mémoire). Planen deler sig altsa
i to omrader R; og Rs, der skilles af en ubrudt linie. Hvert af disse omrader
indeholder et af graensepunkterne, hvilket ger det til et totalkonvergensomrade
(R, indeholder ¢; og R» indeholder (3).

For at se alle disse resultater, vil det vzere nok at genkalde sig, at man har

fllz) _ 1 1
flz2)  z2-G +Z—Cz ’

og folgeligt skrives iterationsrelationen

1 _ 1 1
zZ—2 Z—Cl Z—Cz’

(1)

2; vil veere 2’s efterbillede. Af dette kan man konkludere at: Huvis z tilhgrer den
ubrudte linie mellem (1 og (o vil 21 ogsé tilhgre den.
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Den simpleste made at se det pa, er ved at lave en hjzlpetransformation [M&-
biustransformation], som giver en enkel omflytning af planen og tager (; og (2
med over pa den reelle akse, symmetrisk om den imaginzre akse. Det er klart,
at man har den samme relation som i (1) mellem de transformerede punkter
z, z1, Q15 C2-

Der er intet hindring for straks at antage, at (; er reel og positiv og (; = —(;-
Det vil ikke mindske generaliteten at antage, at {; = 1 (det er ngdvendigt med
en omformning for at dette fremkommer). Problemet fares altsa tilbage til at

undersgge
1 1 1

= +z+1'

z2—2z1 z-1

Heraf ses, at hvis z er imaginzr vil ;1 og ;37 vare 2 symmetriske punkter
i forhold til Oy. Deres sum vil veere et punkt p& O,. z+ vil vaere imaginzer,

Z1



74 Julias artikel fra 1918

" ligesom 2 og deraf ogs4 z;. Den lodrette linie midt mellem G ogr (s er bibeholdt
i Newtons relation
f(2)

TRy

Det er ogsé let at vise, at hver af halvplanerne, som relationen fastsatter, kan
bestemmes ved at transformere dem over p4 noget tilsvarende. Man er altsa i
tilfeldet med disse grupper pa enhedscirklen, som Hr. Fatou betragter i sin note
af 21. maj 1917 i Comptes rendu. Den simpleste méde at se det pa bestar i at
vende tilbage til udtrykket

f(z)

2 =z- 5,

fl(2)
hvor man antager, at f(z) = 22 — 1, siledes at en hj=zlpetransformation som
forer (; og (> over i punkterne (—1) og (+1) afgjort tillader det. Dette giver

z —l z-!-l
173 z

og i dette udtryk er det klart, at enhver halvplan, bestemt ved den lodrette linie
midt mellem (; og (,, er transformeret over pa sig selv ved iterationen

- "ff,((zz)) = CP(Z),

21 =2

21 =2z

enhver af dem er totalkonvergensomridet for det af punkterne ¢{; og (2, som
den indeholder. P4 den feelles graense mellem de to omrader, som er den felles
lodrette linie mellem ¢; og {3, er rodpunkterne til ligningerne, z = ¢,(2), n =
1,2,...,00 for hvilke |¢'(2)] > 1 (szettet E), taette overalt.

61. b. Hvis man vender tilbage til et generelt polynomium f(z) af grad & har
man set, at brgken
f(z)

f'(=)

giver adgang til grensepunkterne med regulzr konvergens, der giver de k for-
skellige rgdder til f(z) = 0. Funktionen 9(z), den inverse til ¢(z), giver, for
de kritiske punkter, adgang til de k rgdder til f(z) = 0 og de (k — 2) rgdder
for f"(z), som er generelt forskellige fra de foregiende. Det folger, at mindst
(k — 1) aof rodderne til f(z) har et totalkonvergensomrdde dannet af en uen-
delighed af flader i stil med det betragtede i eksempel 1. Det er nok at se pa
bemzrkningerne p side 155 for straks at forsikre sig om dette.

n=¢(z)==2

62. Hvis man f.eks. betragter polynomiet f(z) = z(z2 — 1) hvor rgdderne er
0, —1, +1 har man
22 -1) 228
322-1  322-1
og hvis man omformer dette ved en hjzlpetransformation

21 =2z

1,1
Z’ 1'—'Zl

z =
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giver det

32 -28
Zl=—T-—

det vil sige det forst behandlede eksempel, det er altsi nyttelgst at blive ved.

Altsa vil opdelingen af planen i omrader, der hver indeholder en bestemt rod
til f(z) = O generelt veere et ufremkommeligt problem, eftersom mindst (k — 1)
rgdder har et konvergensomréde bestdende af uendeligt mange flader, dette fgrer
til en opdeling af planen i uendeligt mange omrader. Der ser man grunden til
Cayleys manglende succes med at anvende princippet pa ligninger af grad > 3.

63. For at fuldende tilfzeldet, for f(2) = 2% — a3.

Altsd
o= 223 +a® = o(2)
1= —53 ¥p

f’s 3rgdder a, aw og aw? (w® = 1) er tre greensepunkter med reguleer konvergens
og tre kritiske punkter for (z)’s inverse (z). Det fjerde kritiske punkt for ¢(z)
er punktet i uendeligt, for dette punkt forener to urbilleder. Det er et punkt fra
E'. Der er altsé ikke en greensecykel, der er heller ikke andre graensepunkter med
regulzer konvergens. Det umiddelbare konvergensomrade for hvert af punkterne
a, aw, aw? indeholder ikke andre kritiske punkter end punktet selv, der er et
simpelt kritisk punkt. Altsa ethvert af konvergensomraderne for a, aw eller aw?
bestar af en uendelighed af stykker, som i det forrige eksempel, hvor hvert af
omraderne for —1 og +1 gjorde det. Ethvert af disse totale konvergensomrader
giver de to andre ved to efterfglgende rotationer pad 120° omkring origo, for
selviglgelig svarer z og zw til de efterfglgende z; og z1w. '

Den kontinuerte linie E’, som former samtlige graenser mellem totalkonvergen-
somraderne (hvert totaldomaene har selvfglgelig hele E' som greense, fordi et-
hvert punkt i E’ er graense for de p4 hinanden folgende urbilleder til et vilkarligt
punkt taget i hvert af disse domzener), bevares ved en 120° rotation omkring
origo. Ved en simpel transformation (¢ = aZ), fgres man tilbage til tilfzeldet
hvor a® = 1. Altsa, uden at forringe generaliteten, far man

, 22841
1= g2

De tre grensepunkter er 1, w, w?.

Man ser a priori, at den positive del af den reelle akse tilhgrer det umiddel-
bare konvergensomrade for 1, 0 og oo er graensepunkter. Den reelle akse er
symmetriakse for det betragtede domzne. Man har altsi nogle oplysninger om

domzenerne for 1, w, w?.



Appendiks F

Fatous artikel fra 1920

Dette er en oversattelse af side 89-90 fra Fatous artikel, der originalt er publice-
ret med titlen “Sur les équations fonctionelles” i “Bulletin de la Société Mathé-
matique de France, 48” 1920.

36. VI

228 +1
322

Denne brgk er den man opnar, nar man anvender Newton-approksimation p&
ligningen 2% — 1 = 0. Rodpunkterne til denne ligning er de dobbelte tiltrak-
ningspunkter med multiplikator nul; de er kritiske enkeltpunkter til funktionen
R_1(2). Punktet i uendeligt er et frastadende dobbeltpunkt, ligeledes et kritisk
punkt til R_1 (2)- Disse fire punkter udggr hele E.. Domznerne til de tre punk-
ter z = 13 er dannet af en uendelighed af enkelte sammenhaengende dele. Ser
vi efter sker det serligt pa den reelle akse. Stykket (0, c0) hgrer til domaenet til
punktet z = 1. Dette stykke har et urbillede forskelligt fra sig selv og beliggende
pa den reelle akse; det er det, man let fir ved konstruktionen af kurven y = %}'l
for z liggende mellem —oo og oo; denne kurve har en lodret asymptote i z =0,
en skrd asymptote 7 = £z, og et punkt med vandret tangent y = z = 1. Stykket
-\E/—lf, 0) urbillede til (0, c0) har selv et reelt urbillede, som er beliggende pa dets
venstre side, altsa efter hinanden. Langderne af alle de stykker, startende med
det tredje, vil vokse, som det fremgar af udtrykket R'(z) = £(1 — &). De yder-
ste af segmenterne har altsi uendeligt som unikt graensepunkt. Punktet z = 1’s
domzne omfatter altsd hele den reelle akse undtagen en uendelig opregning af
punkter, der har uendeligt som unikt graensepunkt. Domzenerne til de to andre
attraktionspunkter kommer af den forste, ved rotation med 2" og 3 I omkring
origo. De delvist sammenhangende domzner for de tre punkter har altid feelles
grensepunkter, som indeholder punkterne z = 00, z = 0 og deres urbilleder.

R(2) =
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"Masser af information uden becydning"

En diskussion af informationsteorien
1 Tor Nerretranders' "Mark Verden® og
en skitse til et alternativ basseret
pd andenordens kybernetik og semioiik.

af: Seren Brier

"Vinklens tredeling - et klassisk
problem”

et matematisk projekt af

Karen Birkelund, Bjern Christensen
Vejleder: Johnny Ottesen

2 "Elektrondiffusion i silicium - en
matemaiisk model"

af: Jesper Voetmann, Karen Birkelund,
Mette Olufsen,.Ole Mwller Nielsen

Vejledere: Johnny Ottesen, H.B.Hansen

2 “"Elektrondiffusion i silicium - en
matematisk model" Kildetekster

af: -Jesper Voetmann, Karen Birkelund,
Mette Olufsen, Ole Myller Nielsen

Vejledere: Jdohnny Ottesen, H.B.Hansen

"Undersggelse om den. simultane opdagelse
af energiens bevarelse. og is&rdeies o
~de af Mayer, Colding, Joule og Helmholtz
udforte arbejder" .

af: L.Arleth, G.I.Dybkjar, M.T.@stergard

Vejleder: Dorthe Posselt

“The effect of age-dependent host
mortality on the dynamics of an endemic
disease and .

Instability in an SIR-model with age-
dependent susceptibility

by: .Viggo Andreasen

"THE FUNCTIONAL DETERMINANT OF A FOUR-DIMENSIONAL
BOUNDARY VALUE PROBLEM"

by: Thomas P. Branson and Peter B. Gilkey
OVERFLADESTRUKTUR OG POREUDVIKLING AF KOKS

- Modul 3 fysik projekt -

af: Thomas Jessen




236a/93 INTRODUKTION TIL KVANTE 247,93 UNIVERSAL LOW TEMPERATURE AC CON-

HALL EFFEKTEN DUCTIVITY OF MACROSCOPICALLY
af: Ania Boisen, Peter Beggild DISORDERED NON-METALS
Vejléder: Peder Voetmann Christiansen by: Jeppe C. Dyre

Erland Brun Hansen

.

248/93 DIRAC OPERATORS AND MANIFQLDS WITH

236b/93 STROMSSAMMENBRUD AF KVANTE BOUNDARY
HALL EFFEKTEN
af: Anja Boisen, Peter Boggild by: B. Booss-Bavnbek, K.P.Wojciechowski

Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

Erland Brun Hansen 249/93 Perspectives on Teichmuller and the

Sahresbericht Addendum to Schappacher,

Scholz, et al.
237/93 The Wedderburn principal theorem and

Shukla cohomology by: B. Booss-Bavnbek .
. With comments by W.Abikoff, L.Ahlfors

f: L K Y ’ S/

2 ars Kadison J.Cerf, P.J.Davis, W.Fuchs, F.P.Gardiner,

.cost, J.—P.Kahgne,—R.Lohan, L.Lorch,
.Radkau and T.Sodergvist

Cq G

238/93 SEMIOTIK 0G SYSTEMEGENSKABER (2)

Vektorbdnd og tensorer

£ Ped o 250/93 EULER OG BOLZANO - MATEMATISK ANALYSE SET I ET
af: Peder Voetmann Christiansen VIDENSKABSTEORETTSK PERSPEKTIV

Projektrapport af: Anja Juul, Lone Michelsen,

239/93 Valgsystemer - Modelbygning og analyse Tomas Hejgdrd Jensen -
Matematik 2. modul Vejleder: . Stig Andur Pedersen
af: Charlotte Gjerrild, Jane Hansen,
Maria Hermannsson, Allan Jergensen, 251|93 Genotypic Proportions in Hybrid Zones

Ragna Clauson-Kaas, Poul Lutzen L. .
i ] by: Freddy Bugge Christiansen, Viggo Andreasen
Vejleder: Mogens Niss and Ebbe Thue Poulesen

240/93 Patologiske eksempler. 252193 MODELLERING AF TILFELDIGE FANOMENER
Om sazre matematiske fisks betydning for i i .. ;
den matematiske udvikling Projektrapport af: Birthe Friis, _waeth Helmgaard,
. Kristina Charlotte Jakobsen, Marina Mosbwek

af: Claus Draby, Jern Skov Hansen, Runa Johannessen, Lotte Ludvigsen, Mette Hass Nielsen

Ulsee Johansen, Peter Meibom, Johannes
Kristoffer Nielsen

Vejleder: Mogens Niss 253/93  Kuglepakning
Teori og model
241/93 TFOTOVOLTAISK STATUSNOTAT 1 af: Lise Arleth, Kare Fundal, Nils Kruse
af: Bent Sorensen Vejleder: Mogens Niss
242/93 Brovedligehcldelse - bevar mig vel 254/93 Regressionsanalyse

Analyse af Vejdirektoratets model for
optimering af broreparationer

af: Linda Kyndlev, Kare Fundal, Kamma
Tulinius, Ivar Zeck

Vejleder: Jesper Larsen 255/93 TID & BETINGET UAFHENGIGHED

af: Peter Harremoés

Materiale til et statistikkursus
af: Jergen Larsen

243/93 TANKEEKSPERIMENTER I FYSIKKEN
Et l.modul fysikprojekt 256/93 Determination of the Frequency Dependent
af: Karen Birkelund, Stine Sofia Korremann Bulk Modulus of Liquids Using a Piezo-
. electric Spherical Shell (Preprint)
Vejleder: Dorthe Posselt

by: T. Christensen and N.B.Olsen
244/93 RADONTRANSFORMATIONEN og dens anvendelse

i CT-scanning 257/93 Modellering af dispersion i piezoelektriske
Projektrapport keramikker

af: Trine Andreasen, Tine Guldager Christiansen, . . .

Nina Skov Hansen og Christine Iversen af: Pernille Postgaard, Jannik Rasmussen,

Chriatina Specht, Mikko @stergdrd

Vejledere: Gestur Olafsson og Jesper Larsen Vejleder: Tage Christensen

245a+b .
/93 Time~Of-Flight mdlinger pd krystallinske 258/93 Supplerende kursusmateriale til
halvledere s "
Specialerapport 'Linewre strukturer fra algebra og analyse
af: Linda Szkotak Jensen og Lise Odgaard Gade af: Mogens Brun Heefelt

Vejledere: Petr Viscor og Niels Boye Olsen

259/93 STUDIES OF AC HOPPING CONDUCTION AT LOW
246/93 HVERDAGSVIDEN  OG MATEMATIK TEMPERATURES
- LEREPROCESSER I SKOLEN

af: Lena Lindenskov, Statens Humanistiske

Forskningsréd, RUC, IMFUFA 260/93 PARTITIONED MANIFOLDS AND INVARIANTS IN
DIMENSIONS 2, 3, AND 4

by: Jeppe C. Dyre

by: B. Booasg—Bavnbek, K.P.Wojeiechowski



261/93

262/93

263/93

264793

265/94

266/94

267/94

268/94

269/94

270/94

271/94

OPGAVESAMLING
Bredde-kursus i Fysik
Eksamensopgaver fra 1976-93

Separability and the Jones
Polynomial

by: Lars Kadison

Supplerende kursusmateriale til
"Lineare strukturer fra algebra
og analyse“ II

af: Mogens Brun Heefelt

FOTOVOLTAISK STATUSNOTAT 2
af: Bent Serensen

SPHERICAL FUNCTIONS ON ORDERED
SYMMETRIC SPACES

To Sigurdur Helgason on his
sixtyfifth birthday

by: Jacques Faraut, Joachim Hilgert
and Gestur Olafsson

Kommensurabilitets-oscillationer i
laterale supergitre
Fysikspeciale af: Anja Boisen,

Peter Beggild, Karen Birkelund

Vejledere: Rafael Taboryski, Poul Erik
Lindelof, Peder Voetmann Christiansen

"Kom til kort med matematik pé&

Eksperimentarium - Et'forslag til eﬁ
opstilling

af: Charlotte Gjerrild, Jane Hansen
Vejleder: Bernhelm Booss-Bavnbek

Life is like. a-sewer

Et projekt om modellering af aorta via
en model for stremning i kloakrer

af: Anders Marcussen, Anne C. Nilsson,
Lone Michelsen, Per M. Hansen

Vejleder: Jesper Larsen

Dimensionsanalyse en introduktion
metaprojekt, fysik

af: Tine Guldager Christiansen,
Ken Andersen, Nikolaj Hermann,

Jannik Rasmussen

Vejleder: Jens Hejgaard Jensen

THE IMAGE OF THE ENVELOPING ALGEBRA
AND IRREDUCIBILITY OF INDUCED REPRE-
SENTATIONS OF EXPONENTIAL LIE GROUPS

by: Jacob Jacobsen

Matematikken i Fysikken.
Opdaget eller opfundet
NAT~BAS-proijekt )
vejleder: Jens Hejgaard Jensen

272/94

273/94

274/94

275/94

276/94

277/94

278/94

279/94

280/94

281/94

282/94

Tradition og fornyelse

Det praktiéke elevarbejde i gymnasiets
fysikundervisning, 1907-1988

af: Kristian Hoppe og Jeppe Guldager
Vejledning: Karin Beyer og Nils Hybel

Model for kort- og mellemdistanceleb
Verifikation af model

af: Lise Fabricius Christensen, Helle Pilemann,
Bettina Soerensen

Vejleder: Mette Olufsen

MODEL 10 - en matematisk model af intravengse
anastetikas farmakokingtik
3. modul matematik, fordr 1994

af: Trine Andreasen, Bjern Christensen, Christine
Green, Anja Skjoldborg Hansen. Lisbeth
Helmgaard

Vejledere: Viggo Andreasen & Jesper Larsen

Perspectives on Teichmiller and the Jahresbericht
2nd Edition

by: Bernhelm Booss-Bavnbek

Dispersionsmodellering
Projektrapport 1. modul

af: Gitte Andersen, Rehannah Borup, Lisbeth Friis,
Per Gregersen, Kristina Vejre

Vejleder: Bernhelm Booss-Bavnbek

PROJEKTARBEJDSPEDAGOGIK ~ Om tre tolkninger af
problemorienteret projektarbejde

af: Claus Flensted Behrens, Frederik Voetmann
Christiansen, Jern Skov Hansen, Thomas
Thingstrup

Vejleder: Jens Hejgaard Jensen

The Models Underlying the Anaesthesia
Simulator Sophus

by: Mette Olufsen(Math-Tech), Finn Nielsen
(RIS@ National Laboratory), Per Fege Jensen
(Herlev University Hospital), Stig Andur
Pedersen (Roskilde University)

Description of a method of measuring the shear
modulus of supercooled liquids and a comparison
of their thermal and mechanical response
functions.

af: Tage Christensen

A Course in Projective Geometry

by Lars Kadison and Matthias T. Kromann

Modellering af Det Cardiovaskulare System med

Neural Pulskontrol

Projektrapport udarbejdet af:

Stefan Frello, Runa Ulsee Johansen,
Michael Poul Curt Hansen, Klaus Dahl Jensen

Vejleder: Viggo Andreasen
Parallelle algoritmer

af: Erwin Dan Nielsen, Jan Danielsen,

Niels Bo Johansen



283/94

284/94

285/94

286/94

287/94

288/95

289/95

290/95

291/95

292/95

293/95

294/95

295/95

Granser for tilfaldighed

(en kaotisk talgenerator)

af: Erwin Dan Nielsen og Niels-Bo Johansen

Det er ikke til at se det, hvis man ikke
lige ve' det!

Gymnasiematematikkens begrundelsesproblem

En specialerapport af Peter Hauge Jensen

og Linda Kyndlev

Veileder: Mogens Niss

Slow coevolution of a viral pathogen and
its diploid host

by: Viggo Andreasen and
Freddy B. Christiansen

The energy master equation: A low-temperature
approximation to Bassler's random walk model

by: Jeppe €. Dyre

A Statistical Mechanical Approximation for the
Calculation of Time Auto-Correlation Functions

by: Jeppe C. Dyre

PROGRESS IN WIND ENERGY UTILIZATEON

by: Bent Serensen

Universal Time-Dependence of the Mean-Square

Displacement in Extremely Rugged Energy
Landscapes with Equal Minima

by: Jeppe C. Dyre and Jacob Jacobsen

Modellering af uregelmazssige bslger
Et 3.modul matematik projekt

af: Anders Marcussen, Anne Charlotte Nilsson,

Lone Michelsen, Per Merkegaard Hansen

Vejleder: Jesper Larsen

1st Annual Report from the project

LIFE-CYCLE ANALYSIS OF THE TOTAL DANISH
ENERGY SYSTEM

an example of using methods developed for the
OECD/IEA and the US/EU fuel cycle externality study

by: Bent Serensen

Fotovoltaisk Statusnotat 3

af: Bent Serensen

Geometridiskussionen - hvor blev den af?
af: Lotte Ludvigsen & Jens Frandsen

Vejleder: Anders Madsen

Universets udvidelse -
et metaprojekt

Af: Jesper Duelund og Birthe Friis

Vejleder: Ib Lundgaard Rasmussen

A Review of Mathematical Modeling of the
Controled Cardiovascular System

By: Johnny T. Ottesen

296/95

297/95

298/95

299/95

300/95

301/95

302/95

303/95

RETIKULER den klassiske mekanik

af: Peder Voetmann Christiansen
A fluid-dynamical model of the aorta with
bifurcations

by: Mette Olufsen and Johnny Ottesen

Mordet p& Schrodingers kat - et metaprojekt om

to fortolkninger af kvantemekanikken

af: Maria Hermannsson, Sebastian Horst,

Christina Specht

Vejledere: Jeppe Dyre og Peder Voetmann Christiansen

ADAM under figenbladet - et kig p& en samfunds-

videnskabelig matematisk model

Et matematisk modelprojekt
af: Claus Draby, Michael Hansen, Tomas Hejgdrd Jensen

Vejleder: Jergen Larsen

Scenarios for Greenhouse Warming Mitigation

by: Bent Swerensen

TOK Modellering af traers vakst under pdvirkning
af ozon

af: Glenn Meller~Holst, Marina Johannessen, Birthe

Nielsen og Bettina Serensen

Vejleder: Jesper Larsen

KOMPRESSORER - Analyse af en matematisk model for

aksialkompressorer

Projektrapport sf: Stine Beggild, Jakob Hilmer,

Pernille Postgaard
Vejleder: Viggo Andreasen
Masterlignings-modeller af Glasovergangen

Termisk-Mekanisk Relaksation

Specialerapport udarbejdet af:
Johannes K. Nielsen, Klaus Dahl Jensen

Vejledere: Jeppe C. Dyre, Joergen Larsen

304a/95 STATISTIKNOTER Simple binomialfordelingsmodeller

af: Jergen Larsen

304b/95 STATISTIKNOTER Simple normalfordelingsmodeller

af: Jeorgen Larsen

304c/95 STATISTIKNOTER Simple Poissonfordelingsmodeller

af: Jergen Larsen -

3044/95 STATISTIKNOTER Simple multinomialfordelingsmodeller

af: Joergen Larsen

-

304e/95 STATISTIKNOTER Mindre matematisk-statistisk opslagsvark

indeholdende bl.a. ordforklaringer, resuméer og
tabeller

af: Jergen Larsen
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305/95

306/95

307/95

308/95%

309/95

The Maslov Index:
A Functional Analytical Definition
And The Spectral Flow Formula

By: B. Booss-Bavnbek, K. Furutani

Goals of mathematics teaching

Preprint of a chapter for the forth-
comming International Handbook of
Mathematics Education (Alan J.Bishop, ed)

By: Mogens Niss

Habit Formation and the Thirdness of Signs
Presented at the semiotic symposium

The Emergence of Codes and Intensions as
a Basis of Sign Processes

By: Peder Voetmann Christiansen

Metaforer i Fysikken

af: Marianne Wilcken Bjerregaard,
Frederik Voetmann Christiansen,
Jorn Skov Hansen, Klaus Dahl Jensen
Ole Schmidt

Vejledere: Peder Voetmann Christiansen og
Petr Viscor

Tiden og Tanken

En undersdgelse af begrebsverdenen Matematik - -

udfert ved hjzlp af en analogi med tid
af: Anita Stark og Randi Petersen

Vejleder: Bernhelm Booss-Bavnbek

310/96

311/96

312/96

313796

314/96

315/96
a+b

Kursusmateriale til "Lineare strukturer fra
algebra og analyse" (E1)

af: Mogens Brun Heefelt

2nd Annual Report from the project
LIFE-CYCLE ANALYSIS OF THE TOTAL DANISH
ENERGY SYSTEM

by: Héléne Connor-Lajambe, Bernd Kuemmel,

Stefan Kruger Nielsen, Bent Serensen

Grassmannian and Chiral Anomaly

by: B. Booss—Bavnbek, K.P.Wojciechowski

THE IRREDUCIBILITY OF CHANCE AND
THE OPENNESS OF THE FUTURE
The Logical Function of Idealism in Peirce's

Philosophy of Nature

By: Helmut Pape, University of Hannover
Feedback Regulation of Mammalian
Cardiovascular System

By: Johnny T. Ottesen

"Rejsen til tidens indre" - Udarbejdelse af

et manuskript til en fjernsynsudsendelse

+ manuskript
af: Gunhild Hune og Karina Goyle

Vejledere: Peder Voetmann Christiansen og

Bruno Ingemann

316/96

317/96

318/96

319/96

320/96

321/96

322/96

323/96

324/96

325/96

326/96

327/96

328/96

Plasmaoscillation i natriumklynger

Specialerapport af: Peter Meibom, Mikko @stergérd

Vejledere: Jeppe Dyre & Jern Borggreen

Poincaré og symplektiske algoritmer
af: Ulla Rasmussen

Vejleder: Anders Madsen

Modelling the Respiratory System
by: Tine Guldager Christiansen, Claus Draby

Supervisors: Viggo Andreasen, Michael Danielsen

Externality Estimation of Greenhouse Warming

Impacts

by: Bent Serensen

Grassmannian and Boundary Contribution to the
—-Determinant

by: K.P.Wojciechowski et al.

Modelkompetencer - udvikling og afprevning

af' et begrebsapparat

Specialerapport af: Nina Skov Hansen,

Christine Iversen, Kristin Troels-Smith

Vejleder: Morten Blomhej

OPGAVESAMLING
Bredde-Kursus i Fysik 1976 - 1996

Structure and Dynamics of Symmetric Diblock
Copolymers
PhD Thesis

by: Christine Maria Papadakis

Non-linearity of Baroreceptor Nerves

by: Johnny T. Ottesen

Retorik eller realitet ?
Anvendelser af matematik i det danske
Gymnasiums matematikundervisning i

perioden 1903 - 88

Specialerapport af Helle Pilemann

Vejleder: Mogens Niss

Bevisteori
Eksemplificeret ved Gentzens bevis for
konsistensen af teorien om de naturlige tal

af: Gitte Andersen, Lise Mariane Jeppesen,
Klaus Frovin Jergensen, Ivar Peter Zeck

Vejledere: Bernhelm Booss-Bavnbek og
Stig Andur Pedersen

NON-LINEAR MODELLING OF INTEGRATED ENERGY
SUPPLY AND DEMAND MATCHING SYSTEMS

by: Bent Serensen

Calculating Fuel Transport Emissions

by: Bernd Kuemmel




329/96

330/96

331/96

The dynamics of cocirculating influenza
strains conferring partial cross-immunity

and
A model of influenza A drift evolution

by: Viggo Andreasen, Juan Lin and
Simon Levin

LONG-TERM INTEGRATION OF PHOTOVOLTAICS
INTO THE GLOBAL ENERGY SYSTEM

by: Bent Serensen

Viskese fingre

Specialerapport af:
Vibeke Orlien og Christina Specht

Vejledere: Jacob M. Jacobsen og Jesper Larsen

332/97

333/97

334/97

335/97

336/97

337/97

338/97

ANOMAL SWELLING AF LIPIDE DOBBELTLAG
Specialerapport af:
Stine Sofia Korremann

Vejleder: Dorthe Posselt

Biodiversity Matters

an extension of methods found in the literature
on monetisation of biodiversity

by: Bernd Kuemmel

LIFE-CYCLE ANALYSIS OF THE TOTAL DANISH
ENERGY SYSTEM

by: Bernd Kuemmel and Bent Serensen

Dynamics of Amorphous Solids and Viscous Liquids

by: Jeppe C. Dyre

PROBLEM-ORIENTATED GROUP PROJECT WORK AT
ROSKILDE UNIVERSITY

by: Kathrine Legge

Verdensbankens globale befolkningsprognose

- et projekt om matematisk modellering

af: Jern Chr. Bendtsen, Kurt Jensen,

Per Pauli Petersen

Vejleder: Jergen Larsen

Kvantisering af nanolederes elektriske
ledningsevne

Forste modul fysikprojekt

af: Seren Dam, Esben Danielsen, Martin Niss,

Esben Friis Pedersen, Frederik Resen Steenstrup

Vejleder: Tage Christensen

339/97 Defining Discipline
by: Wolfgang Coy
340/97 Prime ends revisited - a geometric point
of view -
by: Carsten Lunde Petersen
341/97 Two chapters on the teaching, learning and
assessment of geometry
by Mogens Niss +
342/97 LONG~TERM SCENARIOS FOR GLOBAL ENERGY
DEMAND AND SUPPLY
A global clean fossil scenario discussion paper
prepared by Bernd Kuemmel
Project leader:._Bent Serensen
343/97 IMPORT/EKSPORT~-POLITIK SOM REDSKAB TIL OPTIMERET
UDNYTTELSE AF EL PRODUCERET PA VE-ANLEG
af: Peter Meibom, Torben Svendsen, Bent Serensen
344/97 Puzzles and Siegel disks
by Carsten Lunde Petersen
345/98 Modeling the.Arterial System with Reference to
an Anestesia Simulator
Ph.D. Thesis
by: Mette Sofie Olufsen
346/98 Klyngedannelse i en hulkatode-forstevningsproces
af: Sebastian Horst
Vejledere: Jorn Borggren, NBI, Niels Boye Olsen
347/98 Verificering af Matematiske Modeller
-~ en analyse af Den Danske Eulerske Model
af: Jonas Blomgqvist, Tom Pedersen, Karen Timmermann,
Lisbet @hlenschlager
Vejleder: Bernhelm Booss-Bavnbek
348/98 Case study of the environmental permission
procedure and the environmental impact assessment
for power plants in Denmark
by: Stefan Kruger Nielsen
Project leader: Bent Serensen
349/98 Tre rapporter fra FAGMAT - et projekt om tal
og faglig matematik i arbejdsmarkedsuddannelserne
af: Lena Lindenskov og Tine Wedege .
350/98 OPGAVESAMLING - Bredde-Kursus i Fysik 1976 - 1998
Erstatter teksterne 3/78, 261/93 og 322/96
351/98 Aspects of the Nature and State of Research in

Mathematics Education

by: Mogens Niss
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352/98

353/98

354/98

355/98

366/98

The Herman-Swiatec Theorem with

applications

by: Carsten Lunde Petersen

Problemlesning og modellering i

en almendannende matematikundervisning

Specialerapport af: Per Gregersen og

Tomas Hejgaard Jensen

Vejleder: Morten Blomhgoj

A GLOBAL RENEWABLE ENERGY SCENARIO

by: Bent Serensen and Peter Meibom

Convergence of rational rays in

parameter spaces

by: Carsten Lunde Petersen and

Gustav Ryd

Terranmodellering

Analyse af en matematisk model til
konstruktion af terraznmodeller

Modelprojekt af: Thomas Frommelt,
Hans Ravnkjzr Larsen og Arnold Skimminge

Vejleder: Johnny Ottesen



