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En introduktion til kvante Hall effekten for lasere med et vist
forkundskab i kvantemekanik. Et generelt teoretisk billede
(Hvirvelbilledet), der redeger for de fleste af kvante Hall
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kvantisering af Hall modstanden R = h/iez, i=1,2,3..., bliver
presenteret.
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Abstract Kvante Hall effekten indeberer, at strgmmen i en todimen-
sional leder, placeret i et steerkt magnetfelt, kan lgbe dissipationslgst,
samtidig med at Hall modstanden Rpy(B) kvantiseres. Den grundlag-
gende kvantiseringsrelation er Ry = h/ie?, hvor i er et positivt, helt tal.
I nzervaerende tekst gives en teoretisk indfgring i Kvante Hall effekten,
hvilket blandt andet indebzrer en ngjere, kvantemekanisk gennemgang
af en elektron i et magnetfelt. Teksten er teenkt som et teoretisk fun-

— —dament for-det eksperimentelleprojekt beskrevet i IMFUFA tekst nr.
236b-1993.




Indledning

Forord Kvante Hall fysik og metrologi er nzermest ukendt blandt stu-
derende pa RUC’s fysikinstitut, og overraskende nok heller ikke serlig
sggt af fysikstuderende pa KU, pa trods af det forskningsarbejde der
her udfgres indenfor omradet. Vi har derfor brugt en del krafter pa at
skrive en bred introduktion til kvante Hall effekten. Dette kan laeses af
studerende uden forhandskendskab til det specielle emne, men med et
vist kendskab til elementar kvantemekanik. Af hensyn til disse laesere
har vi vist mange af de udledninger, der ellers ville have vaeret sprunget
over, eller bragt i et appendiks.

Vores to "teoretiske” vejledere: Peder Voetmann (RUC) og Erland
Brun Hansen (H.C.Q) har varet en stor hjelp under udarbejdelsen
af rapporten.

Historisk oversigt 11879 opdages Hall-effekten af E.H.Hall. Nar en
strgm sendes igennem en leder, der opholder sig i et magnetfelt vin-
kelret pa lederen, afbgjes ladnmgsbaererne til siden af Lorenz kraften
F = g7 x B. Herved opbygges pa grund af ladningsforskydningerne et
elektrisk felt, der efterhanden udbalancerer det magnetiske felt. Feltets
retning afhaenger af ladningsbarernes fortegn, idet det i nogle materi-
aler ikke er er elektroner, men positive "huller” i elektrontzppet, der
leder strgmmen. ‘

Stremmen lgber herefter gennem preven parallelt med siderne, idet den
resulterende kraft er nul. Den sadvanlige longitudinale modstand er gi-
vet ved R;; = V;;/I, mens en transversale modstand R,, defineres som
spendingsfaldet pa tvers af preven delt med stremmen:R,, = V., /]
(Hall modstanden). Det kan let vises udfra den klassiske Drude teori
for ledningsevne, at den transversale modstand er lineert atheengig af
magnetfeltstyrken R;, = B/en, hvor n er elektrontztheden pr. flade.

I 1930 studerer Landau elektriske egenskabers oscillatoriske opfgrsel i
- stzerke magnetfelter, indenfor den fri elektronteori, og samme ar bliver
sadanne svingninger i magnetomodstanden (Shubnikov deHaas oscilla-
tioner) og i den magnetiske susceptibilitet (deHaas-van Alphen oscilla-
tioner) observeret eksperimentelt.

De fgrste realisationer af en to-dimensional elektrongas (2DEG) sker i
1966 med Si-MOSFETs. Dette er et ret afgerende skridt pa vejen mod
opdagelsen af kvante Hall effekten, idet kvantiseringen af Hall mod-
standen for en elektrongas er betinget af, at elektronernes bevagelse



afgrenses-til et plan. Dette ggres ved at en i forvejen meget flad leder,
som har stor afstand mellem energiniveauerne, anbringes i et steerkt
magnetfelt (3 — 4 T') ved temperaturer mindre end 10K.

I midten af halvfjerdserne opdages klare afvigelser fra den klassiske Hall
effekt i disse to-dimensionale elektrongasser. Efterhanden som prgver-
nes kvalitet forbedres kan Klitzing og Ebert i 1978 rapportere magneto-
resistansens (R,) fald til 0, sammenfaldende med en plateaudannelse i
Hall resistansen (R;,), som for en 2DEG har samme dimension som re-
sistiviteten p,. 1 1980 opdager Klitzing (Klitzing, Dorda, Pepper) ved
pracisionsmalinger af Hall-plateauerne, at kvante Hall resistiviteten er
kvantiseret i overenstemmelse med:

hvor ¢ er et helt, positivt tal. Dette resultat har Landau 50 ar tidligere
forudset for heltallige fyldningsgrader - det vil sige, hvor netop et helt
antal energiniveauer er fyldt med elektroner.

Opdagelsen giver Klitzing Nobelprisen i fysik i 1985. I de forste ar
efter gennembruddet forsgger man at forklare plateaudannelsen ved
de heltallige fyldningsgrader med en simpel, fri-elektron model, hvor
urenhedspotentialer tages i betragtning. Derfor kommer det som noget
af en overraskelse, da Tsui, Stérmer og Gossard i 1982 kan rappor-
tere plateaudannelse ved ikke heltallige fyldningsgrader v = },2,3,3 .
og andre v med ulige nevnere. Denne fraktionelle kvante Hall effekt
(FQHE) bliver til at begynde med opfattet som et andet fzznomen end
den heltallige kvante Hall effekt (IQHE). Man er nu nedt til at over-
veje eksistensen af excitationer(kvasipartikler) med fraktionel ladning

te/m.

~Den amerikanske teoretiker R-B-Laughlin er ikke sen til at foresla en
belgefunktion for v = % tilstanden som, sammen med en argumentering
ikke ulig BCS teorien for superledere, kan bruges som udgangspunkt for
at forklare rationelle fyldningsgrader med ulige nevnere. Men i 1987
kan Willet rapportere et v = £ plateau, og snart falger observationer
af andre fyldningsgrader med lige navnere. Dette giver teoretikerne
store problemer, og status for den teoretisk QHE er mildest talt stadig
uafklaret.

Tendensen idag er en bevagelse henimod en samlende teori for den
heltallige og fraktionelle kvante Hall effekt, samtidig med at Laugh-




lins grundleggende FQHE teori, som indeberer forestillingen om en
inkompressibel elektronvaeske, stadig benyttes som udgangspunkt.

Lesevejledning Vores arbejde er opdelt i to dele: en introduktion til
kvante Hall effektens teoretiske status (tekst 236a) samt en gennemgang
af vores eksperimentelle arbejde fra de indledende designovervejelser til
presentation og fortolkning af maledata (tekst 236b). Denne tekst
indeholder fglgende kapitler:

I kapitel 1 prasenteres de eksperimentelle og metrologiske aspekter af
kvante Hall effektene.

I kapitel 2 gennemgas den grundlaeggende teori for en elektron i mag-
netfelt, samtidigt med at en reekke vigtige begreber og notationer ind-
fores. Senere udvides teorien til at omfatte flere uathaengige elektroner
1 magnetfelt (den fri elektron model).

I kapitel 3 ses pa forskellige, mulige, teoretiske forklaringer af kvante
Hall effekten - bade den heltallige og den fraktionelle. Mulighederne

for en samlet teori betragtes..

I appendiks A findes en kort gennemgang af Drude teoriens forklaring
af den klassiske Hall effekt.
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Kapitel 1

Introduktion af den |
kvantiserede Hall-effekt.

I det folgende vil forskellen pa den klassiske og den kvantiserede Hall
effekt blive forklaret. Forstaelsen af kvante Hall effekten kraver en
dybere indsigt i en elektrongas i et magnetfelt, hvorfor dette emne
behandles ngjere i kapitel 2.

1.1 Den klassiske Hall-effekt

Vi betragter en rektanguleer leder, hvorigennem der sendes en strgm
I. Placeres lederen i et magnetfelt (B) vinkelret pa stremmen, vil der
vinkelret pa bade strem og B-felt opsta en stationar potentialeforskel,
Vzy (se figur 1.1). Speendingen V,, kaldes Hall-speendingen, hvor indeks
betegner, at stremmen males i z-retningen og spzndingen i y-retningen.

Fenomenet benzavnes Hall-effekten og blev opdaget af E.H. Hall i 1879.
En overskuelig forklaring gives bedst ved benyttelse af Drudes teori
for en elektrongas, hvilket er gjort i appendiks A Her skal blot de
vasentligeste resultater fremhaves.

Nar en leder placeres i et magnetisk felt, vil elektronerne grundet den
magnetiske kraft-pavirkning, blive afbgjet ud til en af prgvens sider,
hvorved et elektrisk felt E, pd tvers af preven. opstar. P& grund af
dette elektriske felt, pavirkes elektronerne nu ogsa af en elektrisk kraft.
Da den magnetlske og elektriske kraft er modsat rettede, vil en ligevaegt
indtraede, nar de to krafter udbalancerer hinanden. I en llgevaegt551-
tuation vil der eksisterer et stationzrt felt pa tvers af proven, ogsa

3
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Figur 1.1: Leder i magnetfelt. B-feltet virker vinkelret p3 strgmmen I,
og resulterer i Hall-spendingen, V,,. (Bruus, 1989).

kaldet Hall-feltet, og elektronerne vil nu beskrive en retlinet bevaegelse
gennem prgven.

I den stationzre tilstand kan man ved brug af Drude-teorien opstille
udtryk for den longitudinale modstand (R.;) ogsa kaldet magneto-
modstanden og for den transversale modstand (R.,) ogsa kaldet Hall-
modstanden. Modstandene er defineret som: R, = Yj‘, R., = L;*, og
er givet ved:

1 L

er - o__om (11)
B

ny,- = (1.2)

hvor stgrrelsen oy er den sakaldte Drude-ledningsevne, der er uafheen-
gig af B-feltet, og hvor n betegner fladeladningsberer-desiteten. Prg-
vens lngde, bredde og tykkelse benavnes henholdsvis L, W og d. Af
ovenstaende udtryk ma det derfor, ifglge Drude-teorien forventes, at
der findes en linezr sammenhang mellem Hall-modstanden og B-feltets
styrke, hvorimod magnetomodstanden ma forventes at veare konstant.
Det skal dog bemarkes, at modellen er meget simpel, og at dens for-
udsigelser ikke altid holder. Modstandenes afhangighed af B-feltet er
afbildet pa figur 1.2.
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| Figur 1.2: Hall-modstanden og den longitudinale modstand som funktion
af B-feltet. (Bruus, 1989).

1.2 Den kvantiserede Hall-effekt

Den klassiske Hall-eﬂ'ekrt ma idag betegnes som et velkendt og velud-

forsket faenomen, med adskillige fysiske anvendelsesmuligheder. Men i
1980 kunne Klitzing, Dorda og Pepper vise, at teorien bag den klassiske
Hall-effekt for visse prgver bryder sammen.

Placeres disse specielt fremstillede prgver i et stort magnetfelt (~ 10T)
ved lav temperatur (~ 4K), bliver Hall-modstanden en trappelig-
nende, voksende funktion, mens den longitudinale-modstand udviser
store oscillationer (se figur 1.3)."

Ud over at vare et interessant f&nomen, har Klitzings opdagelse faet
stor betydning for metrologien. De enkelte niveauer pa grafen for Hall-
modstanden kan nemlig, indenfor en usikkerhed af 10~7, bestemmes
ved:

Ry==—=, i=1,23,...

.| -
QM'D..

Plateauerne er altsa kvantiserede, og ligger forskudt med et helt mul-
tiplum af % Sterrelsen e% har dimension af en modstand, og man ind-
forte i januar 1990 et nyt mal for en standard-ohm; Hall-spaendingen
divideret med strgmmen ved fgrste niveau (: = 1), hvilket svarer
til modstanden 25812,807 + 0,005Q. Desuden kan den dimensions-
Igse finstruktur-konstant a = = udtrykkes i termer af modstands-

4nreohce
kvantet e%, idet der geelder folgende relation:
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Figur 1.3: Skitse af V,, og V.. ved den kvantiserede Hall-effekt. (Ebert,
1983).
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1
a e?pupc

hvor po er vacuum-permabiliteten og c er lyshastigheden i vacuum.

Teorien bag den kvantiserede Hall-effekt (QHE) er dog stadig langt fra
feerdigudviklet. Et par ar efter Klitzings store opdagelse, blev plateau-
dannelsen ogsa observeret for visse fraktionelle vardier af ¢, der fglgelig

benzvnes den Fraktionelle Kvante Hall-effekt (FQHE).

Bade indenfor den heltallige kvante Hall-effekt (IQHE) og indenfor
FQHE eksisterer der flere forskellige forklaringer pa den observerede
plateaudannelse. Teorierne er ikke umiddelbart sammenlignelige, og

idag bruges der en del energi pa at skabe en samlende teori for IQHE
og FQHE. En af disse er det sakaldte hvirvel-billede, der skal diskuteres

grundigt i kapitel 3.

1.3 Hall-prgven

For at kunne observere QHE, ma den betragtede prgve indeholde en
to-dimensional elektrongas (2DEG). Samtidigt skal elektronmobiliteten
vare stor. En sakaldt Ga,_;Al,As-GaAs heterostruktur, hvor z = 0.3,
besidder disse egenskaber. Det er muligt at frembringe en 2DEG ved
brug af andre strukturer, eksempelvis Si-MOSFET, men GaAlAs-GaAS



AFSNIT 1.3 . _ v 7

vacuum level

¢l
E} o
”f: AE, band structure parameters for z = 0.3
E!} [4=374eV El=180evV AE =033eV
‘= i= = 0.04 eV
. GaAe ¢ = 4.07 eV E? ‘1.42 eV AE,=004c¢
! 2 E?
GaAlAs R PR
:[AE E;
El

Figur 1.4: Energibindenes placefihg i de to krystaller. (Bruus, 1990).

er den mest anvendte. Sammensztningen af en GaAlAs-krystal og en
GaAs-krystal. skal i det fglgende diskuteres kvalitativt ved brug af en
energibandsmodel. :

1.3.1 Hall-prgvens bandstruktur

De betragtede krystaller er begge halvledere, og bandgabet i GaAlAs
er 1,8eV, mens det i GaAs er 1,42¢V. Bindenes placering i forhold til
vacuum er illustreret pa figur 1.4 ‘

Grundstofferne Ga og Al tilhgrer begge 3. hovedgruppe, mens As til-
herer 5. hovedgruppe. Erstatter man under krystalgroningen nogle af
Ga- eller Al-atomerne med Si-atomer fra 4. hovedgruppe fas en n-dopet
GaAlAs-krystal. I prgverne er GaAlAs-krystallen starkt Si-dopet, hvil-
ket bevirker, at der umiddelbart under ledningsbandet (E!) ligger et
donorband. Dette donorband er samtidig et mal for det kemiske po-
tential y;. GaAs-delen er gjort sa ren som mulig, men er pd grund af
urenheder en anelse p-dopet. Dette bevirker, at der over valensbandet
E? ligger et acceptorband, hvis energi er et mal for y,.

Feres de to krystaller sammen, vil elektroner fra donorbandet i Ga-
AlAs vandre over i GaAs. Nogle elektroner vil udfylde de fa huller i
valensbandet, men de fleste vil ende i ledningsbandet, E?. Dette bevir-
ker igvrigt, at u, brat rykkes fra acceptorbandet og op i ledningsbandet,
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Figur 1.5: Ladningsfordelingen i prgven. symbolet p betegner her lad-
ningsdensiteten.

hvilket resulterer i et nyt kemisk potential ;. Stgrstedelen af elektro-
nerne vil fglgelig opna en energigevinst af stgrrelsen Ay = py — jis.

 Men samtidig vil der pa grund af denne ladningsforskydning dannes

et elektrisk felt (E;) i preven. Dette bevirker, at de ekstra tilfgrte
elektroner i GaAs far en potentiel energi givet ved —eV;, hvor V; er
den indre spandingsforskel.

Nar E; er blevet tilstraekkelig stor, det vil sige, nar tilstraekkelig mange
elektroner er vandret fra GaAlAs til GaAs, vil elektronernes potenti-
elle energi svare til krystallernes forskel i kemisk potential. Herved har
elektronerne den forngdne energi til at hoppe tilbage i GaAlAs, hvorfor
netto-ladningsvandringen ophgrer. Derudover vil ladningsforskydnin-
gen pa grund af den elektriske tiltreekning mellem elektronerne i GaAs
og de positive ioner i GaAlAs vare begranset til et tyndt overgangs-
omrade - jevnfgr figur 1.5.

Den skitserede ladningsfordeling giver som sagt anledning til et indre
felt og potential i prgven. Dette kan indses ved at betragte f¢lgende

E; = -9V
VE, = g (Gauss)
vV, = —g (Poisson)

hvor symbolerne ¢ og p betegner henholdsvis dielektricitetskonstanten
og ladningsdensiteten. Pa integralform fas:
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Figur 1.6: Skitse af £, V; samt den_andrede energi —eV i prgven.

E, = /ﬁdf
£

vV, = —//—p-dr"'
: €

Pa baggrund af disse ligninger, kan den til ladningsfordelingen hgrende
Ej- og Vi-kurve skitseres - se figur 1.6. Af denne figur fremgar igvrigt,
hvorledes energibandene i overgangsomradet ma justeres, som fglge af
en &ndret potentiel energi, givet ved —eV]. Efter sammenfgringen af de
to krystaller, og en ligevaegt er indtradt (det vil sige, nar Ferminiveauet
er konstant i hele prgven), fas et energidiagram som vist pa figur 1.7.

Pa GaAlAs-siden bgjer bandene opad, mens de pa GaAs-siden tvinges
nedad. Dette bevirker, at der i GaAs opstar en smal trekantformet po-
tentialebrgnd, hvori elektronerne fra GaAlAs opfanges. Ladningsbaerer-
densiteten 1 den dannede 2DEG afhanger derfor udelukkende af dope-
ringsgraden, der kan kontrolleres meget ngjagtigt under krystalgronin-
gen.

Ved T=0 K er en halvleder karakteriseret ved, at der ingen fri elektroner
findes. De er alle fastlast i enten valensbandet eller donorbandet. Men
for GaAlAs-GaAs strukturen vil der stadig kunne ledes en strem for
T=0 K. Elektronerne i trekantbrenden kan i zy-planen opfattes som en
fri elektrongas, med de for et metal karakteristiske lednings-egenskaber.
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Figur 1.7: Energidiagram for de sammenfgrte krystaller. (Bruus, 1990).

Ved lave temperaturer er det derfor udelukkende disse elektroner, der
bidrager til den elektriske transport, hvorfor overgangsomradet ogsa
betegnes ledningskanalen.

For at sikre en ekstrem stor mobilitet sager man under krystalgroningen
at placere donoratomerne langt fra overgangsomradet. Denne metode

. . . o o 2
kaldes modulationsdopering, og kan give mobiliteter pa over 10 $-

1.3.2 En 2-dimensional elektrongas

For at indse, at de indfangne elektroner kan opfattes som en 2DEG, ma
energiniveauerne i trekantbrgnden beregnes.

Beregningerne er omtalt i (Bruus, 1990), og giver anledning til fglgende
diskrete energifordeling:

_ [972 1 he’n 1%

E; (z+g’)%, i=1,2,3...

B l32 m'( € )J
hvor m* er elektonernes effektive masse. Denne stgrrelse er ved
cyklotron ressonans malinger, blevet bestemt til 0,071mg, hvor mg er
elektronens hvilemasse (Kristensen, 1991). Stegrrelsen n betegner en
flade-ladningsbaererdensitet, der i ledningskanalen er af stgrrelsesorde-
nen 5-10' ;. I resten af rapporten, hvor udelukkende todimensionale

elektronsystemer behandles, benavnes den todimensionale n blot lad-
ningsbearertathed.

Indsettes denne vaerdi af mp i ovenstaende udtryk fas:
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Eo =43 meV E1 =76 meV

Sammenlignes springet fra forste til andet energiniveau (33meV) med
den termiske energi KgT = 0,086 - T meV, ma det konkluderes, at
alle elektroner ved T = 4K befinder sig i grundtilstanden. Elektroner-
nes translations-frihedsgrad i z-retningen er hermed blevet frosset ud,
hvorfor man kan tillade sig kun at betragte elektronernes bevaegelse i
zy-planen. Samlingen af elektroner i brgnden er felgelig en 2DEG.

1.3.3 Elektrisk ledning i Hall-prgven

Da den elektriske ledning i QHE-regimet foregar i to dimensioner, vil
den i appendiks A opstillede resistivitetstensor (p) og ledningsevne-
tensor (&) reduceres til simple udtryk. For en ideel Hall-prgve vil der
gelde, at p,; = pyy, = 0, nar der males pa midtplateauet (se figur 1.3).
Den malte transversale modstand vil i samme punkt vere givet ved
Pzy = —Pyzr = ‘—:‘7 Pa midtplateauet fas dermed resistivitets-tensoren

=<Pn P:y)=< Oh %)
} Pyz  Pyy ez 0

Komponenterne i ledningsevne-tensoren kan skrives som elementerne
i den inverterede resistivitets-tensor, og er for to dimensioner fglgelig
givet ved:

A ie?
( Orr Oy ) — 1 ( Pyy Pyr ) — ( 5 ~—n )
Oyzr Oyy PZ-I + Piy Pzy Pzz '—eh- 0

Af denne relation fglger det noget kontra-intuitive resultat, at
resistivitets-komponenten bliver nul, hvis den tilsvarende komponent
1 ledningsevne-tensoren er nul. Et resultat, der er karakteristisk for en
2DEG i kvante Hall regimet. Normalt, det vil sige i tre-dimensionale
systemer, males resistans R og resistivitet p i enhederne 2 og ) m.
Bemeerk for eksempel, at der i udtrykket for p,, indgar ladningsberer-
densiteten, mens der i udtrykket for R;, er tale om fladeladningsbeerer-
densiteten. For to-dimensionale systemer gelder der derimod, at resi-
stiviteten p;; og modstanden R, har samme dimension, idet:

L
w Pzrx

i

Rzz =
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Kapitel 2

Grundl=ggende teori

2.1 Den fri eléktronmodel

I det fglgende skal elektronens todimensionale opfersel og egenskaber

i magnetfelt og elektrisk felt behandles kvantemekanisk. Derefter ses
pa tilfeeldet 'med flere elektroner uden vekselvirkninger. Udgangspunk-
tet for en kvantemekanisk beskrivelse af den todimensionale gas, er at
udskifte Hamiltonfunktionen for en elektron

1
H—%‘

(p+eff)2+v

med kvantemekanikkens Hamiltonoperator

R A2
il = Eln-;(finv+eA) +V
Blandt de for QHE vigtige egenskaber finder vi, at energierne for en
fri elektron i1 magnetfelt, kondenserer pa de diskrete, men staerkt ud-
artede Landauniveauer hw.(n + 1/2). Hver af disse (n = 0,1,2,...)
energier svarer til en ring i tilstandsrummet (basis k., k,, k.). Bade
udartningen og den strgm, der kan ledes af elektronerne, er ens for alle
energiniveauerne. Specielt gzlder, at stremmen for hvert Landauni-
veau er I = (e?/h) Vi, hvor Vy er Hall-feltet. Vigtigst af alt er maske,
at den fri elektronmodel i 2 dimensioner pa grund af den manglende
frihedsgrad i z-retningen har en egenskab, der minder om en vaskes
usammentrykkelighed. Dog vil en vaske altid vere lidt sammentryk-
kelig, hvilket ikke geelder om samlingen af elektroner. Disse kan pa
ingen made presses sammen adiabatisk. Sidst i kapitlet bliver denne

13
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egenskab serligt behandlet, da ideen om usammentrykkelighed er es-
sentiel for Laughlins kvantevaeske teori (Prange et al, 1987), der i dag
.er grundstenen i teorier for QHE.

2.1.1 Elektron i magnetfelt (linezr gauge) |

En elektron har i det kvantemekaniske billede en kanonisk -impuls
givet ved operatoren § = —ihV. Nar et magnetfelt palegges, vil
den kinetiske impuls pa grund af et felt-bidrag p. = eA vare givet
ved m¥ = —ihV + eA. A er et vektorfelt som opfylder betingelsen
B = V x A. Det er bemerkelsesvardigt, at en uendelig gruppe vek-
torpotentialer (gauges) opfylder denne betingelse. Vi beskaftiger os i
dette kapitel med den linezre gauge (Landaugaugen) A = B(~y,0,0)
og den symmetriske gauge A= B/2(-y,z,0), der begge giver anled-
ning til et B-felt i z-aksens retning.

Begge gauges er nyttige. Den linezre fordi den er simpel at arbejde
i og intuitivt ligner det klassiske billede af stremledning i en rektan-
guler leder. Den symmetriske, fordi den er rotationsinvariant og ger
det lettere at regne pa vekselvirkninger mellem elektroner, som det se-
nere vil fremga (kapitel 3). En anden fordel ved den cirkulzre gauge
er, at vi slipper for at bruge periodiske randbetingelser, der kan give
besynderlige resultater. I forste omgang opfatter vi elektronerne som
ikke-vekselvirkende, spinlgse partikler og bruger den linezre gauge til
at udvikle et par grundleeggende begreber og formalismer.

2.1.2 Schrodingerligningen i linezer gauge

Impulsoperatoren bliver som navnt p = (—iAV + efi‘), hvilket med
A = B(-y,0,0) giver Hamiltonoperatoren

g - P (SihV +ed)
T o2m 2m
_ B _(5_2+?_2_ LEBY | By 8
T 2m dz?  9y? 2 h Oz
h? 0 9 ¢y _y.0
= T(*Eﬁ‘a—yﬁﬁ”ﬁ’a)

hvor [ er den magnetiske leengde [ = (h/eB)'/2.




AFSNIT 2.1 , 15

Hamiltonoperatoren (i den anvendte gauge) kommuterer med impuls-
operatoren p, = —thd/dz. Det betyder, at vi kan finde felles egentil-
stande for p, og energien. Egentilstandene til p;, er den plane bglge
exp(tk.z), med egenverdier k.. Vi kan altsa indtil videre skrive lgs-
ningen til Schrodingerligningen som F = exp(ik:z)p(y), hvor vi endnu
ikke har bestemt ¢(y). Ved indsettelse fas nu :

& 2

. o(y) . 2 . .
2 tkex _ p\y y_ tkez _ _y tkex = tkez
5 (tp(y)k:e oy T e(y)e 7 P(y)kse ) Ep(y)e

Vi bortdividerer eksponentialfunktionerne, og far Schrodmgerllgmngen
for ¢(y)

hz 2 62 Y 2 yk:
2m (kx 2 273‘) ¢(y) = Eely)=
h? o 1, .2\ ,
5m (-37 + 5 (y = I%k;) )v(y) = Ep(y)=>
h? 8ply) | mw? 2y \2
T om 0%y + 5 S(y=1k) 0y) = Ev(y) (2.1)

2.1.3 En forskudt harmonisk oscillator : energl-
egenvardier og egentllstande

Dette ses at vaere Schrédingerligningen for en harmonisk oscillator, der
er forskudt k;I? fra nulpunktet. Ved at. sammenllgne med det generelle
udtryk for energien af den harmoniske oscillator, ;m {fy + Jw?my? ses

det, at energien bliver

E, = hw.(n+1/2)

hvor w, er cyklotronfrekvensen givet ved w. = ; Egentilstandene for
den harmoniske oscillator er de velkendte Hermite polynomier H, gange
en eksponentialfunktion H, - exp(—y*mw,./2h) = H, exp(—y?/2[?), og
kan skrives som:

—- 12k,;)?
o0) = NoHaly = P exp (- L5550 )

hvor N, er normeringskonstanten
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B : , ,
Ne = V n1/22np L, (2.2)

En elektrontilstand i et magnetfelt er dermed en fri bglge i z-retningen,
men samtidigt fanget i et harmonisk oscillatorpotential i y-retningen,
der forskydes afhaengigt af magnetfeltets stgrrelse, idet I?k, = k.-h/eB.
Dette er siledes strimmelformede bglgefunktioner - udstrakte i z-
retningen, og begransede i y-retningen.

2.1.4 Udartning

Vi vil gerne beregne udartningen - antallet af mulige tilstande i en
preve med lezengden L og bredden W. Bglgefunktionen skal ligge inden
for preven. Dette kan vi sikre os ved at forlange, at y-oscillatorens
tyngdepunkt yo = %k, ligger i intervallet 0 < Ik, < W, som er det
samme som at sige, at k, hgjst ma blive W/I?. Dette er i al fald
en god tilnzrmelse, hvis prgven har vaesentlig stgrre dimensioner end
belgefunktionernes bredde. Hvis vi bruger periodiske graensebetingelser
pa den fri belge i z-retningen ¥(z,y) = ¥(z + L,y), fas at

exp(tk,z) = exp(tk(z + L)) = exp(ik.z) - exp(tk,L) = k. L = 27p

hvor p er et helt tal. Nar k, har sin maksimale vardi W/I?, er antallet
N af linezrt uafhangige egentilstande hgrende til en bestemt energi lig

p

N = _ kL WL WLB
SPE oy T T hje

Udartningen er netop den magnetiske flux ® = BA = BW L divideret
med fluxkvantet ®; = h/e. Det vil sige, at udartningen pr. energi-
niveau kan fortolkes som antallet af fluxkvanter gennem fladen med
dimensionerne L x W, eller som antallet af elementar arealer ay = 2712
pr. areal LW. De to definitioner er tydeligvis aekvivalente.
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Figur 2.1: Tilstandsrummet uden magnetfelt
2.2 Landauniveauer

2.2.1 Ringe i tilstandsrummet

Hvordan skal energitilstandene E, = hw.(n + 1/2), sammen med ud-
artningen N = &/®, pr. energiniveau forstas? Uden magnetfelt
vil egentilstandene for en fri elektron pa en kvadratisk flade med
leengden L, veare frie bglger i bade = og y retningen. 1 tilstands-
rummet (k-rummet) bliver egentilstandene homogent fordelte punkter
(kzyky) = (27/L - p;,2n/L - p;), hvor p; og p, er hele tal (se figur 2.1)

Nar et magnetfelt sattes over prgven, vil elektrontilstandene i k-
rummet begynde at rotere om (0,0). Ved et semiklassisk argument
skal vi preve at vise, at dette passer, og at omdrejningsfrekvensen bli-
ver cyklotronfrekvensen w,. Punkterne i k-rummet pavirkes af Lorenz-
kraften, ligesom elektronerne i det fysiske rum, ifglge

1

F=-Lt ch— = _—eix B

&S
& &

Da kraftvektoren roterer rundt sammen med og vinkelret pa hastigheds
vektoren, vil k = (k;, k,) ogsa rotere rundt i samme frekvens w,. Dette
kan ses ved at finde perioden T = 27 /w,. Denne fas ved at dividere
omkredsen af cirklen i k-rummet med den hastighed, hvormed k zndrer

sig
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Figur 2.2: Tilstandene kondenserer pa et antal Landauringe i k-rummet.
Endvidere er arealet af ringen for Landauniveauet n = 2 tegnet ind.
Omradet der daekkes i tilstandsrummet, svarer til udartningen - det antal
tilstande, der traekkes ind pa ringen ved pasatning af magnetfelt. Sam-
menlign med forrige figur.

T - fdk 2k _ 2mm h_k_gz

dk/dt ~ evB/h =~ eB v we

I tilstandsrummet vil dette vise sig ved, at de fgr homogent fordelte
punkter kondenserer pa et antal diskrete, men udartede ringe - en for
hvert energiniveau. De tilstande, der ligger pa en sadan ring i tilstands-
rummet, har samme energi

_R%2

B, =hw (R +1/2) = 3

og kaldes Landauniveauer n = 0,1, 2, 3... Sterrelsen k,, angiver laangden
af k-vektoren i en given Landauring.

23)

Man kan anskueligggre denne "kondensering” ved fglgende billede. Fgr
magnetfelt er tilstandene jaevnt fordelt som punkter i k-rummet. Efter
magnetfeltet saettes pa, er antallet af tilstande det samme, men de er
"trukket” ind pa et antal koncentriske ringe, der hver indeholder sa
mange tilstande, som, inden magnetfeltet blev sat pa, 1a mellem k,_,/,
og k412 i tilstandsrummet. Arealet af dette omrade er ifglge 2.3
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2mAF _ 2neB
K2 Tk

WA(k:) =7

Afstanden mellem tilstandene i k-rummet er uden magnetfelt 27 /L,

svarende til arealet 4w?/L? , og vi har fglgelig en tilstand pr. 47%/L2.

Antallet af tilstande i et Landauniveau kan derfor findes ved at dividere

"arealet” som en Landauring dakker over med magnetfelt, med arealet

per tilstand i1 k-rummet uden magnetfelt. Ad denne semiklassiske vej
far vi udartningen

,_ 2meB/h _BS &
L= 472/L2 ~ hle &, (24)

hvor S betegner den kvadratiske prgves areal givet ved L2

2.2.2 Fyldningsgrad

I det fglgende indfgres fyldningsgraden v, som er helt centralt for op-

" fattelsen af plateaudannelse i QHE. I det klassiske tilfzlde er der in-

gen restriktioner pa beliggenheden af centrene for elektronernes ro-
tation i zy-planen. I det to-dimensionale tilfzelde, hvor bglgefunk-
tionen ved lav temperatur er last fast i z-retningen, bliver centrene
som vist kvantiseret i y-retningen, mens intet kan fastleegges om de-
res position i z-retningen (strimmelbglgefunktioner pa langs i proven).
Schrodingerligningen for en fri elektron i et z-magnetfelt i Landaugau-
gen (—By,0,0), er en harmonisk oscillator med centrum i p- h/eBL,,
hvor p er et helt tal. Da centrene straekker sig i hele prgvens lengde
L., fylder hvert centrum derfor elementararealet

L, -h/eBL, =2rh/eB = 2xl* (2.5)

Antallet af tilladte centre i proven med arealet S, er sa S/2rl%. Fyld-
ningsgraden kan nu defineres som antallet af elektroner pr. tilladt cen-
ter 1 prgven

N N Nh  nh

= 5/2rl2 ~ S/2n(hjeB) ~ SeB  eB

v (2.6)

Da antallet af cyklotroncentre er det samme som antallet af fluxkvanta
i proven (®/®, = BS/(h/e) = BSe/h), kan fyldningsgraden endvidere
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@)\
\/

Figur 2.3: Her ses tilstandsrummet ved fyldningsgraden 3. Fermiringen,
som er en todimensional udgave af Fermifladen, befinder sig her mellem 3.
og 4. Landauniveau.

defineres som v = N/(®/®,). I tilstandsrummet er fyldningsgraden et
udtryk for antallet af fyldte Landauringe.

2.2.3 Schrodingerligning med elektrisk felt

I Hall-eksperimenterne frembringes et elektrisk felt over preven, og det
er derfor ngdvendigt at undersgge, hvordan et elektrisk felt pavirker
billedet. Hvis der pésettes et elektrisk felt £ i y-retningen, lagges
et bidrag —efy til Hamiltonfunktionen, hvorved Schrodingerligningen
bliver

Hyp = (HW ted)l zey) b = Ev (2.7)
2m

Feltet forskyder blot den harmoniske oscillator, idet bglgefunktionerne
som fgr bliver

@(y) = NoHa(y — yo) exp (—Q%py"—)) (2.8)

med det nye tyngdepunkt
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£
w.B

Yo = k.‘l:l2 +
Energiegenverdierne bliver ogsa @ndrede

Ea = (n+1/2)hw, — Eeyo + %m (£/BY? (2.9)

men energiniveauerne ligger med samme interval Aw. som uden elek-
trisk felt. Pa grund af leddet —Eey, fas dog, at energien bliver lavere
for hgje vardier af bglgetallet k.. Med et elektrisk felt kommer strgm-
men til at lgbe i smalle kanaler helt analog til det klassiske billede af
en ladningsbarers retliniede bevagelse i et kombineret magnetfelt og
elektrisk felt (Hall-felt), hvor de to kreefter pa ladningsbareren netop
udbalancerer hinanden.

2.2.4 Ledning i Landauniveauerne

Driftshastigheden v, af elektronerne findes ved at udvikle hastigheds
operatoren 0, = #(ﬁ, — eByé€;) pa energiegentilstandene W, hvilket
giver

P

. 1 . . i
(Vnpl 02 |Wpp) = — (Vnp| Pz — eByé, |V ,p)
1
= —(pz — eByo)
m
= '-—% (2.10)

idet tilstandene er normerede. Da antallet af strgmbzrende tilstande
er N, bliver strgmtatheden j,
N ¢
e—
L.L,

Jr = —nev, =

sy

Da strgmmen i z-retningen er givet ved relationen j, = I/L,, kan
strgmmen pr. fyldt Landauniveau findes
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Vi har her benyttet sammenhangen N = %7’—:11, der fplger af formel

(2.4). Med : fyldte Landauniveauer, er stremmen givet ved den vel-
kendte Hall modstand h/ie?

I = (ié2/h)Vy (2.11)

Da udartningen er proportional med B-feltet, og strgmmen per tilstand
er omvendt proportional med B-feltet, bliver den resulterende strgm
dermed uafhangig af B-feltet. Dette galder sa laenge Landauniveauet
er fyldt, eller sa leenge fyldningsgraden er heltallig i det omrade af prg-
ven, strgmmen lgber. Muligheden for en lokal heltallig fyldningsgrad,
der opretholdes ved at lave sakaldte pinnede afvigelser i ladningsbeerer-
taetheden, omtales i kapitel 3. '

2.3~ Gauge og randbetingelser

2.3.1 Magnetisk moment i den linezre gauge

Grunden til at vi drager det magnetiske moment frem i denne sam-
menhang, er at gere opmerksom pa nogle problemer, der optrader i
forbindelse med de periodiske randbetingelser. Det magnetiske moment
kan skrives

oH

i=-%g (2.12)

hvor H er hamiltonoperatoren. Feynman-Hellman teoremet siger, at
middelverdien af en operator A’s partielt afledede i A er lig den partielt
. .afledede_af_operatorens_egenveardien ax(A)-med-hensyn-til- A .. . —— ..

6/4 6ak
ANGM =aMGM = (35) =G @
Bolgefunktionen betegnes her (. Ifglge dette teorem kan middelvaerdien
af det magnetiske moment for tilstanden n = 0 bestemmes ved

o JOH\ 0B, he _
() = - <5§> =T3B - om = HB (2.14)
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hvor energien Ej er egenverdi til Hamiltonoperatoren H. Operatoren
ft = —%7 x ¥ for det magnetiske moment er lig 4., idet de to andre
komponenter af /i bliver nul. Middelverdien af det magnetiske moment
skal kunne findes ved at indsztte 7 = X (5+eA) i operatoren, og udvikle
pa egentilstandene for energien pa saedvanlig vis. Da tilstandene er ens,
kvidistante striber i et homogent magnetfelt, og da de beaerer samme
strem, ma de have samme magnetiske moment p,. For nemheds skyld
ngjes vi med at udregne det magnetiske moment for tilstanden Woqo.
Bglgefunktionen bliver herligt simpel:

Woo(y) = \/% exp (_21;) (2.15)

I den linezre gauge fas mv = p+ eA = P+ eBy -.é',, hvilket fgrer til, at
operatoren for det magnetiske moment bliver

b= =5 (Fx )
_ b (L B
T 2m \ Rk R ,
L, y? ‘
= (FeR) (216

idet det benyttes, at impulsmomentet er L = 7 x p og at (Ly) = (L) =
0. Middelverdien af ‘l%? findes af folgende:

1 ) 1 [ 1 ¢
1_2 <‘Iln|y I‘I’ﬂ) = ﬁ'[—oo 7{'1/21 .exp (_I_2> y2 dy

hvor substitutionen u = % er blevet benyttet. Idet det viser sig, at
(Vo|L.|¥o) = 0, for den anvendte bglgefunktion, bliver det magne-
tiske moment # = —ipup. Hvis man udvikler y, pa en af de andre
beglgefunktioner p > 0, tager er de ekstra led, der kommer ud af inte-

grationen af 1}:-, saledes at resultatet bliver det samme.

~—

Dette er ret foruroligende, da sa enten energien eller bglgefunktionerne
ma vare forkerte ; Feynman-Hellman teoremet er der ingen grund til
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. at betvivle. Det viser sig at veere bglgefunktionerne, der er arsag til
uoverenstemmelsen, idet der under udledningen af disse blev anvendt
periodiske randbetingelser.

2.3.2 Problemet med periodiske randbetingelser

Standardmetoden til behandling af en ™fri” elektron indesperret i en
kasse - det vil sige'en potentialbrgnd med uendeligt stejle vaegge - er at
benytte periodiske randbetingelser. Egentilstandene for en fri partikel
er den frie bglge exp(ik.z). Det vil sige, at man forlanger, at bglgetil-
standen har samme vardi pa modsatstaende sider af kassen til hver en
tid, saledes at bglgen "bider sig selv i halen”. Bglgetallet er da et helt
antal gange 27 /L, hvis L er leengden af kassen. Derved kan vi finde
energier, udartning etc.

Problemet er, at periodiske randbetingelser er ufysiske - det er et kunst-
greb, der gor det op for vores manglende evne til at lgse et givent pro-
blem med de korrekte randbetingelser. For eksempel er det er endnu
ikke lykkedes at lgse "en elektron i en potentialbox og i et magnet-
felt” analytisk uden brug af periodiske randbetingelser. Gaugevalget
ma ikke fa betydning for den forudsagte fysiske virkelighed. Lgser man
Schrodingerligningen for en rektanguler prgve i en anden gauge - f.eks.
den cirkulaere - far man strimmelformede bglgetilstande, uanset hvad.
Besveret hermed er bare betydeligt storre.

Et argument for den manglende halve Bohr magneton i udtrykket
for det magnetiske moment, skal her kort skitseres. Man kan ved at
gennemregne sandsynlighedsstremtaetheder for tilstande i den linezre
gauge konstatere, at stremmen bevaeger sig over tilstandens tyngde-
punkt den ene vej, og under tilstandens tyngdepunkt den anden vej (se
figur 2.4). Man kan ogsa bare tage udgangspunkt i, at der er et mag-
netisk moment. Dette betyder, at_en strsm ma cirkulere og resultere i

en verdi af 7 x U forskellig fra nul. Da strgmbilledet er stationart, og
da strgmtilstandene straekker sig fra den ene ende til den anden, er der
ikke andre muligheder, end at stremmen ma cirkulere om tyngdepunk-
tet som vist pa figur 2.4. Periodiske randbetingelser giver lgsninger,
hvor stremmen fortsaetter ud gennem endevaeggene, nemlig plane bgl-
ger exp(ik,x)

Med periodiske randbetingelser fas bglgefunktioner, der svarer til, at
strgmmene fortseetter i pilenes retning. I virkeligheden kan stremmen
naturligvis ikke fortsaette ud af preven, idet vi betragter et isoleret



AFSNIT 2.3 ~ 25

=)
Y
- —
®B o
o —
)
-y

Figur 2.4: Her ses tre tilstande side om side. Strgmmen bevager sig over
tilstandens tyngdepunkt den ene vej og under tyngdepunktet den anden
vej. :

Figur 2.5: Der er let at se, at det areal r-vektoren overstryger, er dobbelt
sa stort, nar "vendingen” ved enderne tages i betragtning - selvom bredden
af tilstanden er nok sa lille.

system. Ladningsbaererne kan ikke hobes op ved kanterne, og ma derfor
vende om ved endeveaeggene og lgbe tilbage igen (se figur 2.5).

Det areal w2 der overstryges af stedvektoren  for elektronen, som
indgar i krydsproduktet i udtrykket for det magnetiske moment, bli-
ver med periodiske randbetingelser kun halvt sa stort, som det der i
virkeligheden overstryges. Dette skyldes, at det lille ende-stykke, sted-
vektoren bevager sig over, nar stremmen vender for at lgbe tilbage
igen, ngjagtigt svarer til halvdelen af tilstandens samlede areal. Det
betyder, at stgrrelsen af det magnetiske moment p, = —% - (7 x ¥) fun-
det ved periodiske randbetingelser ogsa bliver halvt sa stor, som den
rigtige veerdi i = —pug.
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Den fri elektronmodel er i den linezere gauge intuitiv let at forsta, iser i
forhold til den eksperimentelle virkelighed og er samtidigt ukompliceret
at analysere - ved brug af periodiske randbetingelser. Men ovenstaende
eksempel viser, at man ma vare opmarksom pa de periodiske randbe-
tingelsers ufysiske karakter, og pa muligheden for misvisende teoreti-
ske resultater, ved brug af ellers almindeligt anvendte fremgangsmader.
Schrodingerligningen i den cirkulzre gauge lgses (forholdsvis) let uden
periodiske randbetingelser, og har derfor ikke de omtalte skavanker. I
det fglgende vil vi af hensyn til kommende afsnit, udlede bglgefunk-
tionerne i den cirkulere gauge og vise, at den korrekte vaerdi af det
magnetiske moment ji fas ved at udvikle operatoren pa de fundne bgl-
gefunktioner.

2. 4 Elektron i magnetfelt (den symme-
triske gauge)

2.4.1 Schrodingerligningen i den symmetriske
gauge

Der er tilsyneladende forskel pa, hvilke resultater man far i de to gau-
ges: i den linezre gauge fir man strimmelformede bglgefunktioner, og
i den symmetriske gauge far man ringformede. Dette er besynderligt,
eftersom en lgsning i den ene gauge skal kunne skrives som en linear-
kombination af lgsninger fra den anden gauge. Det er da heller ikke
gaugen, men randbetingelserne der er afggrende. Man valger en gauge,
der passer til randbetingelsene (prevegeometrien) for ikke at rode sig
ud 1 for komplicerede beregninger.

Vi viser endnu en gang de kendte resultater, denne gang i den sym-

metriske gauge-(dvs. ved-cirkulzre-randbetingelser), for-blandt-andet-

at kunne diskuter en elektronvaeskes usammentrykkelighed. Den sym-

metriske gauge A = ( y,z,0) giver Hamiltonoperatoren fglgende
udseende :

1 /.. A2 9* 0

g (Pred) = -5 (azz‘*a—yz)

+ ..1_ .6;222(::24. 2)+e_B_h.<i_. 2. )
2m \_ 4 y T Yoz may
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S A N 1 4y eB
= —1L,
2m (622 + Oy? ) tame ( 4 ) 2m
Dette ses at vaere Hamiltonoperatoren for en todnmensxona] harmonisk
oscillator, med energierne

Enp = hwc(n+1/2)

- Det viser sig, at bglgefunktionerne, der er lgsninger til Schrodinger-
ligningen H¥Y = E'V, kan skrives pa formen (Prange og Girvin,1987)

L T a .a\"[é .8\ 2 4y
o= Noer (S55) (7 +135) (5 -3) o0 (57)
hvor N,.p er en normeringsfaktor.” Idet det komplekse tal z = r — iy

angiver stedkoordinaterne, kan bglgefunktionerne i det nederste Land-
auniveau n = 0 skrives

v -1 v 12F
o /271220 p! (7) €XP 412
2.4.2 Middelvardi af r og r?

'Ved at beregne middelvaerdien af r og 72 kan et udtryk for bglgefunk-

tionernes bredde opstilles. Middelverdien af bglgefunktionenes radius
findes ved

(Wopl 7 |Wop) = / Wo,r Yop2mr dr
0
1 s\ r2
= 27r2pp312/0 (7) r-exp( 212) 2nr dr

R RN r2
= wprm f, T P Tgm )9
1
D-

= I\/Z_pforp—»oo

-Ligeledes findes middelveerdien af kvadratet r? pa radius
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(Wop| r? |Wop) /(; W5, v’ Yop2rr dr

1 X\, r2
= m27r2”p!l"’[, (-I-) r’.exp (-ﬁ) 2nrdr

w .
= 2p;12 / 2°R?.21*. R-exp(—R)dr
. 0 - ‘

28 [ Lo
= F/o R exp(—R)dR

= 2(p+1)

hvor substitutionen R = 2%2; benyttes.

Vikan danne et udtryk for bredden af bglgefunktionerne ved at betragte
fluktuationskvadratet (spredningen) pa radius r for p — oo:

(r?) = (r)? = IV2 (2.18)

For en makroskopisk, ringformet prave galder at spredningen Iv/2 < R.
Dette viser, at vi i grensen p — oo far ringformede bglgetilstande, med
tykkelse Iv/2. Udartningen findes som i den linezere gauge ved at stille et
krav om, at middelradius af bglgefunktionen skal ligge inden for preven
: (r) € R = I\/2pmax = R. Det betyder, at n = 0 energiniveauet har

udartningen

hvilket kan fortolkes saledes, at hver tilstand gennemstrgmmes af det

magnetiske fluxkvantum h/e.

2.4.3 Sandsynlighedsstremtathed og strgm i
elektrontilstandene

Nu skal strgmspgrgsmalet i den fri elektronmodel behandles : om der
lgber en strgm, og i s& fald hvor den lgber. Da elektrontilstandene i
den cirkulare gauge er stationeere, kan stremmene kun have en azimutal
komposant og ikke en radial. Fgrst vil vi finde strammen i den inderste
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Figur 2.6: Her vises tilstanden p = 10 ved B=5 T i S| enheder. Radius
er cirka 51nm og spredningen (et m3l for tilstandens bredde) er omkring
16nm.

tilstand (p = 0). Den kan findes af sandsyﬁ]ighedsstramt&:theden §op,
der er givet ved

o V h .’ - e *

" Denne ligning er ikke s3 grim som den ser ud, da bglgetilstandesn i
nederste Landauniveau heldigvis er simpel. Her skitseres udledningen
af et udtryk for S. Forst ses, at den partielt afledede af ¥ med hensyn
til z bliver »

ov o (. [(z-1y\’ 1
5 = 7 () o (mete))

- (2 _ 517) o - (2.21)

Ved saledes at bestemme de partielt afledede a% og a% af v\_Il og ¥~ fas
gradienterne

0/0zx p/z — z /21
VOV = [9/0y | ¥ = | —ip/z—y/21* | ¥ (2.22)
0/0z 0
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0/0z p/z* — z /2l
Ve = (a/ay) Ut = (ip/z‘ - y/2l’) ' (2.23)
0/0:z 0

Indsattes disse resultater i formel(2.20) og anvendes vektorpotentialet
A = &(-y,z,0) reduceres sandsynlighedsstramteetheden S til

B - p/z—z/2 p/z" —z/21%
Sop = — [(—ip/z—y/le) - (ip/z'-—y/?ﬂ) Uy

[V
&

0 0
-y
T Uy =
(7)
B -y/(z* +y?) eB [~V
Sop = [—@ ( z/(z? + y?) ) + 2—B ( z )] VAl (2.24)
m 0 ™\ o

Vi lader € betegne den azimutale enhedsvektor (—y/r,z/r), der peger
mod uret, og hvor r er givet ved r = {/z2 + y2. Dette giver sa

0| o

3o

Sop = eBr _Pplyey.g,
2m  mr

Sandsynlighedsstremtatheden S kan skrives

- 1 \. .. 2\ .
Sop = W5, W0, (Ewcr) € — Vo, Vo, (pwc-;) €s (2.25)
hvor det ses, at $ er nul for radii:

ﬂ=h—p=$r=ro=1\/2p

2m mr

Den azimutale strgm I, fas ved at integrere sandsyndlighedsstremteet-
heden
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Figur 2.7: Her ses sandsynlighedsstrgmmen for tilstand p = 10. Strgm-
men findes ved at integrere S over r, og det kan nasten ses at det giver

0.

Iy = [ (=Sup- G
0

[o <] 1 oo '. 12 ' .
= / (—e)\Ilap\I!op (3%7‘) dr + / (—e)\Ilop\Ilop (pch) dr
0 2 0

Lef _ (_wce) =0 forp#0 o (2.26)

4 4T

For en vilkarlig tilstand p med midtpunktet ro gelder det, at sandsyn-
lighedsstrgmtetheden er negativ for r < ry og positiv for » > ro. Det
vil sige, at stremmen flyder mod uret i omradet r > ro og med uret i
omradet r < ro. Ovenfor er vist, at den strgm I, .o, der lgber i omradet
r < ro, er af samme numeriske storrelse som I,5.o. Dette betyder, at
hver tilstand giver anledning til lige stor sandsynlighedstrgm (og der-
med strgm) den ene som den anden vej rundt. Alt i alt udligner hver
tilstand sin egen sandsynhghedsstram' Nettostremmen bliver abenbart
0 i et radialt tveersnit.

Der er blot et symmetribrud pa denne gensidige udligning af Irs.0 og
I, <,o stremmene. Den inderste tilstand p = 0, har en middelveerdi for
radius ro = 0, og har selvsagt kun et omrade r > ry. Den inderste
tilstand giver derfor anledning til en nettostrgm i retning med uret:

_ _wce ﬂB ;
Too = 4r ~  2xl2 (2.27)

Dette kan kontrolleres ved indsettelse i formel (2.26).
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Figur 2.8: Det ses, at tilstanden 00 kun har en positiv strgmtaethed,
svarende til en nettostrgm med uret.

2.4.4 Magnetisk moment i den cirkuleere gauge
Operatoren for det magnetiske moment bliver ved indsettelsen af gau-

gen A = %(—y,x,O) til

X

®
I
I
oo
ey

N ‘ [\
TS FleF]e ™

( +e/¥)) ,
x A
2

(x
+e

(Frere
(F+F)

L
= =—iB (E + ﬁ) (2.28)

4
9y

{

o

b

o W

>+ by

Da elektrontilstandene ¥,, er egentilstande til impulsmomentoperato-
rens z-komposant (L, = L, = 0)

LV, =h(n—p) ¥, (2.29)

kan forventningsvaerdien af det magnetiske moment findes ved at be-
nytte den tidligere fundne middelvaerdi af r?
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L, o r2
(Yool e o) = =5 (V) 32 1¥0r) + (Yopl 77 [¥er))

Det magnetiske moment er altsa det samme for alle tilstande i et Land-
auniveau, i overensstemmelse med den linezre gauge. Men argumentet
om topologisk ensartethed, der blev brugt for at indse, at de strimmel-
formede bglgefunktioner skulle have samme magnetisk moment, kan
ikke benyttes for de ringformede bglgetilstande, da de ikke har samme
radius. Det er derfor, der overhovedet er et magnetisk moment for hver
tilstand pa trods af, at hver tilstands radiale sandsynlighedsstrgmtaet-
hed totalt er nul (undtagen p = 0). Forklaringen er, at yderarea-
let (r > ro) er stgrre end inderarealet (r < rg), hvorved stremmen
i det ydre omrade yder et stgrre bidrag til det magnetiske moment
—(e/2)7 x ¥ end det indre omrades strem. Denne forskel kan vises at
give det netto magnetiske moment pa —pup per tilstand (Hansen, 1984).

2.5 Eiektronsystem i fnagnetfe’lt

Naste skridt er at betragte et antal frie elektroner, og se hvilke egenska-
ber de har tilsammen. Spgrgsmalene er, hvilken netto elektrontathed
og strgm vi far for flere elektroner i et magnetfelt. For nemheds skyld
regnes i det fglgende med, at fyldningsgraden er v = 1, hvilket vil sige,
at det nederste niveau er helt fyldt op. ' '

2.5.1 Grundtil'standsb(blgefunktion for elektron-
systemet

Elektroner er fermioner (halvtalligt spin), og adlyder dermed Pauli
princippet. En konsekvens af dette princip er, at to elektroner ikke
kan opholde sig i identiske tilstande. Bglgefunktionen for to uskelne-
lige partikler i identiske tilstande er symmetrisk, hvilket vil sige, at
man ved ombytning af to partikler ikke zndrer pa belgefunktionen.
Dette indebarer omvendt, at en to-elektron bglgefunktion ma veere an-
tisymmetrisk : nar man permuterer to elektroner, skal bglgefunktionen
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skifte fortegn. For et to-elektron system (Wo, ¥,) kan en antisymme-
trisk bglgefunktion ¥(7y, 7)) opskrives

U (7o Fy) = %(\po(r},)w,(a)-wo(a)w,(ﬁ,)) (2:31)
= L ‘I’o(ﬁ’))' ‘I’O(Fl)
V2 | i) Wi(F)

hvor 1/+/2 er en normeringskonstant. Det ses at:

\I’ (‘Fo, F]) = —-‘I’ (F],Fo) (232)

Et system af fermioner i tilstandene Vo, ¥,,¥,,..,¥n_;, har en an-
tisymmetrisk N-partikel bglgefunktion, sa ombytning af to vilkarlige
elektroner skrifter fortegn pa bglgefunktionen. En sadan bglgefunk-
tion kan, som det er anskueliggjort for N = 2 ovenfor, skrives som en
determinant. Dette er den sakaldte Slaterdeterminant

Wo(o)  Wo(m1) -+  Wo(fn-1)

‘I’Uzl (FOaFl)--',FN—l) = —F

VN! : :

Unoa(fo) oo e Wnoi(Feer)

Byttes nu to elektroner om, f.eks. ved at 7 byttes ud med 7, , svarer
det til, at to sgjler i determinanten byttes om. Dette skifter fortegn pa
determinanten. Vi kan udtrykke grundtilstandsbglgefunktionen n = 0
for det nederste Landauniveau ved fyldningsgraden v = 1, som en Sla-
terdeterminant. En mere kompakt skriveform fas ved hjalp af antisym-
metrioperatoren A

Vo = z‘f\l’o.o(ro)‘l’o,x(rl)---‘I’O.N-l(TN-l) (2.33)
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2.5.2 Elektrontazthed

Det erindres fra tidligere, at elementararealet - arealet pr. tilstand -
er 27l? i den frie elektronmodel. Da fyldningsgraden er v = 1, har vi
derfor (i bulk) elektrontztheden 1/2/% overalt. I det fglgende skal vi
forsgge at demonstrere, hvordan man kommer fra Slaterdeterminanten
til et udtryk for den radiale elektrontathed og derefter vise, at dette
ogsa giver 1/2x1%. Da fyldningsgraden v = 1 (en elektron per tilstand)
kan den radiale elektrontzthed n(r) skrives op som den samlede radiale -
tilstandsteethed.

Lad os fgrst antage at elektronerne er skelnelige. Vi kan definere
sandsynligheden Py for at traffe elektron nr. 0 i afstanden ro som
sandsynligheden for, at alle andre elektroner (1,2,3) opholder sig hvor

som helst. Deres radii ry,r,,...,rn_1, kan antage alle mulige veardier.

Poo findes ved at integrere bglgefunktionens sandsynlighedstaethed over
dry,dr;,...,dry_; . I en analogi til den sadvanlige diskrete sandsynlig-
hedsregning svarer denne integration til at "summere” det antal udfald

hvor elektron nr. 0 er i afstanden rq , og dividere med det samlede antal .
udfald. Det samlede antal udfald findes ved at integrere bglgefunktio- *
nen over alle dr, hvilket giver 1, da elektronsystemets bglgefunktion er ?
‘normeret.

Men elektronerne er uskelnelige. Vi kan ikke vide, hvilke elektroner
der befinder sig i hvilke radii. Enhver af de N elektroner, kan altsa
”spille rollen” som elektronen nr. 0, og der er derfor N gange sa mange
muligheder for at finde en elektron i afstanden g, som hvis elektronerne
var skelnelige. Derfor ma tilstandstzetheden n(r) blive N gange en
vilkarlig af teethedsfordelingerne, f.eks. n(rp). Denne er som navnt
integralet af absolutkvadratet pa elektronsystemets bglgefunktion over -
dT’],dT‘g, ...,dTN_] :

n(r) = N-n(ro)
= N-/ dry..dry Vi (roy ooy TN=1) ¥ = (T0y -, TN 1)
0

Her indgar den konjugerede Slaterdeterminant gange Slaterdetermi-
nanten, og det ser umiddelbart temmeligt uoverkommeligt ud. Hel-
digvis gar kryds-leddene ud ved integrationen, samtidigt med at andre
belejligt giver 1. Vi ender derfor med det pane og ikke seerlig overra-
skende (mellem)resultat
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N1

n(r)= Y ¥ (2.34)

=0

Det vil sige, at elektrontaetheden er summen af de enkelte besatte til-
standes sandsynlighedstztheder ved fyldningsgraden v = 1. Krydsled-
dene gar ud, fordi tilstandene er ortogonale

/0°° U, (r1): ¥Ye(r1)dr =0, for p#q (2.35)

Dette giver tilbage integralet [ °dry...dry_; af summen af N! led

[Wo(ro@)]” |¥2(rom)|” [¥alroq2)]” - [¥n1(ran-n))|” (2.36)

hvor o er alle permuteringer af radierne: i hvert af de N! led, er radi-
ernes rackkefglge forskellig. Nar disse N! produkter af sandsynligheds-
kvadrater integreres over alt andet end drg, vil i hvert led kun det ¢’te
sandsynlighedskvadrat |W¥;(ro)|* blive forskellig fra 1

/ dry..dry_y [Wo(ra)® ... [Wi(ro) | . [¥ N1 (rar) |2 .. = |Wi(r0))?
0
(2.37)

Da det i hvert led er en af N tilstandstztheder ¥,, der afthznger af ro,
far vi en sum over (N — 1)!¥, fra 0 til N — 1

N-1 N-1
n(r)= N- (\/%)2 SN )P = Y (9, (238)

Det er nu vist, at den radiale elektrontathed n(r), der ved fyldnings-
graden v = 1 bliver til en tilstandstathed, kan skrives som summen af
de enkelte bglgefunktioners absolutkvadrater, dvs. enkelt elektronernes
sandsynlighedsteetheder W5 W, for 0 < p < N — 1, og vi far nu det
forventede resultat for n(r)
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Figur 2.9: Magnetfeltet | denne simulering af en 20 tilstande stor prgve
ved fyldningsgrad 1, er 5 T. Her ses at elektrontatheden falder hurtigt ved
tilstanden p =20, hvilket svarer til radius r =~ [ = 7T0nm.

N-1
D10
p=0
N-1
1 T\ 2P r?
> s (1) o (-35)
1 r2\ = (r/1)%
mree (-78) 2
. p=0
1 =
s exp(-0) ) =
2ni? = p!
1
57;_1—2 for p<.N'—1 (239)

Elektrontztheden er konstant 1/27!? i prgven (i omradet p < N).
Sandsynlighedstathederne er pa figur 2.9 vist, sammen med elektron-
tetheden (regnet som summen af enkelttilstandenes sandsynlighed-
steetheder) for en prgve med radius svarende til N = 21 elektrontil-
stande i nederste Landauniveau.
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2.5.3 Strogmtaethed i den fri elektronmodel

Sandsynlighedsstrgmteethederne er allerede regnet ud for en vilkarlig
tilstand p i grundtilstanden n = 0 i afsnit (2.4.3). For at se hvordan vi
kommer fra enkelt elektron sandsynlighedsstremteethed til den samlede
stremtathed, kan man gennemfgre ovenst3ende program endnu engang.
Der gelder (som fgr), at-den globale stremtathed findes ved-at addere
sandsynlighedsstrgmtzthederne for de enkelte tilstande. Dette er il-
lustreret pa figur 2.10, der viser de 21 inderste sandsynlighedsstrgm-
teetheder, sammen med den totale sandsynligheds-strgmtaethed, der for
fyldningsgraden v = 1 bliver en "rigtig” stremteathed. Et udtryk for
stremtztheden kan udledes ved

N-1 1 12
y — — 2 — — —
](7‘) = € E |\I’0p| <2wcr Wcr>

p=0
N-1

1 1 1
= ; 27r12p!bpexP(-b) (Ewcr - pwcr%)

N-1 -1
- —cen-nin Y (1-5) %
=0

4rl?

pP=

1 r o (r2/22)N-1 ( r)
o BT (N - 1) N

Denne funktion har en top omkring r = V2N — 1 &~ R. Der sker det,
at den (mod uret) strem som den inderste tilstand giver anledning til,
i praksis bliver udlignet af nabotilstandenes r < ro stremme, der gar
den modsatte vej (med uret). Dette kan man anskueligggre ved at be-
regne sandsynlighedsstrgmtathederne for et antal af de inderste ringe

og dernaest laegge dem alle sammen. Den resulterende sandsynligheds-
strgm kommer til at lgbe ved kanten. Her ses ogsa, hvordan den relativt
store overlapning af sandsynlighedstetheder den ene og den anden vej,
ngjagtigt udligner hinanden hele vejen ud gennem prgven, bortset fra
randen (se figur 2.10).

En numerisk integration af p = 0 tilstandens sandsynlighedsstrgmtaet-
hed (svarer til strgmmen I = —e f° §dr) giver med stor ngjagtighed
samme verdi som integration af den resulterende kantstremtaethed,
hvilket understreger, at det er den inderste tilstands strgm, der lgber i
kantregionen.
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<20 —

Radius r

Figur 2.10: Her ses sandsynlighedsstrgmtatheden S afbildet som funktion
af radius for de fgrste 21 tilstande p € [0,20] i Landauniveauet n = 0 ved
et magnetfelt p3 5 Tesla. Den kraftige kurve er summen af de enkelte
tilstandes sandsynlighedsstrgmtaetheder, og svarer derfor til strgmtaetheden
J(r), pa naer en faktor (-e).

2.5.4 Usammentrykkelighed nar v =1

Vi betragter nu en cirkuler preve, med en radius(r), der er lidt stgrre
end R. Sterrelsen R er defineret som

7 R?

2T

og beskriver siledes det areal, der netop kan rumme N enkelt- partikel-
tilstande. For v = 1 befinder alle elektroner sig i nederste Landaubénd,
hvor partikeldensiteten n(r) som netop vist er konstant for r < R og
er givet ved n = 2. Forst ndr r ~ R, begynder n at klinge hurtigt
af. Yderligere ved vi, at stramteetheden er nul i stgrstedelen af preven.
Kun i randomradet, dvs. for r & R, findes en cirkulerende strgm.

Vi forestiller os nu, at pravens areal kan zndres adiabatisk, ved gradvist
at mindske radius af prgven. I en stationar tilstand kan elektroner kun
opholde sig i neerheden af vaeggen, hvis der i systemet dannes en kraft
lige sa stor og modsat rettet kraften fra vaeggen. En stadig sterre strgm
lgber derfor i provens yderste tilstande, hvorved en magnetisk kraft
modsat rettet den ydre kraftpavirkning skabes. Hermed vil antallet, og
energien af tilstande i bulk til at starte med vaere konstant.
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n(r) 4

r
Figur 2.11: Prgven sammentraekkes, hvorved partikeldensiteten andres
pad randen. Den stiplede linie angiver vaggens placering.

Det samme antal elektroner, N, skal befinde sig pa et mindre areal -
men antallet af bulktilstande er uforandret. Da der samtidig pa grund
af Pauli princippet kun kan vare en elektron i hver tilstand, ma taethe-
den i bulk altsa ikke @ndres, nar arealet mindskes. Dette kan kun ggres
ved at opmagasinere elektroner i de yderste tilstande, der ved sammen-
treekningen er blevet omdannet til kanttilstande - jvf figur 2.11. Denne
opstabling af elektroner kan dog ikke vare ved.

Ved den gradvise sammentrakning gges samtidig den kinetiske energi
af elektronerne i kanttilstandene, hvorfor disse efterhanden vil have
en energi svarende til bulk-omradets naste energiniveau - det vil sige
enegien 3hw.. Ved yderligere sammentrakning vil en af tilstandene i
naste Landauband fslgelig blive besat (se figur 2.12).

Lader vi den ene besatte tilstand i n = 1 veere givet ved 1o kan bgl-

gefunktionen for det sammentrukkede areal findes ved at beregne Sla-

terdeterminanten af 1;¢ samt alle tilstandene i nederste Landauniveau.

I bulk-omradet ser det altsa ud som om systemet tilfgjes en ekstra .
___ elektron—en-elektron der tidligere befandt sig i en af kanttilstandene.

Havde vi i stedet betragtet en udvidelse af arealet ville fgrst randtil-
standene og siden en af bulktilstandene, eksempelvis g, blive affolket.
Belgefunktionen for det udvidede areal kunne pa lignende vis skrives
som Slaterdeterminanten af alle tilstande i nederste Landauniveau, med
undtagelse af 1go.

De nye tilstande vil give anledning til en zndring i n(r) og j(r), der
grafisk er illustreret pa figur 2.13. Som man nok intuitivt ville forvente,
skaber de nye tilstande lokalt store afvigelser i n(r) og j(r). Et resultat,
der kan udledes matematisk, hvilket er gjort i (Bruus et al, 1988).
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Figur 2.12: Kanttilstandenes @ndring i energi, ndr pr¢v§-arealet mindskes.

pormalized unile

&5 & 7 B 9 0
distance from centre Ia magaetic lengths

LARAAF SAERE 2000C J0RNF SRR Y
tre ia magnetic leagths

Figur 2.13: Den andrede tathed og strgmtathed(stiplet) i bulk-zonen,
nar prgvens areal henholdvis mindskes og gges. For strgmtaetheden er den

numeriske vaerdi indtegnet, idet der er tale om en strgm henholdsvis med
og mod uret(Bruus, 1990).
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For fyldningsgraden v = 1 har vi hermed givet en forklaring af begrebet
usammentrykkelig vaeeske. Nar arealet mindskes vil systemet i farste
omgang udelukkende reagere ved &ndringer pa randen. Elektrongassen
i bulk, er i ordets strengeste forstand usammentrykkeligt. Siden vil
afvigelser fra bulkomradet (af samme type som pa figur 2.13) opsta. I
modsetning til en ideal-gas, eller en veske vil systemets tethed ikke
&ndres gradvist, nar arealet mindskes adiabatisk. Teatheden kan kun
@®ndres i bratte spring svarende til energigabet i excitationsspektret
(hw.). En kontinuert zndring af arealet giver en diskontinuert andring
af teetheden.

Pointen er, at de beskrevne afvigelser er lokaliserede, saledes at vi, nar
der ses bort fra defekterne, har en uforandret bulktilstand. Denne op-
forsel er i realiteten en naturlig fglge af Pauliprincippet, og er derfor
karakteristisk for alle heltallige fyldningsgrader. I kapitel 3 vil situatio-
nen blive beskrevet for fraktionelle fyldningsgrader.

2.6 Den heltallige kvantehall effekt ?

Hvad siger Landaubilledet om ledningsegenskaberne af en 2DEG? Hvis
et Landauniveau er fyldt helt op (heltallig fyldningsgrad) vil Fermi-
niveauet, ligesom i energibandteorien for halvledere, ligge imellem det
gverste fyldte og det nederst tomme Landauniveau. Der vil ikke veere

nogen mulighed for spredning, for temperaturen nar en stgrrelse hvor
kBT ~ hwc.

Dette betyder, at middelvejleengden gar mod uendelig og at resistivi-
teten gar mod nul, ifslge den simpleste teori for ledningsevne (Drude
modellen, se kapitel 1 eller appendiks A). Hvis den magnetiske flux hee-
ves bare et fluxkvant ®g, vil Landauniveauet synke en smule langere

ned, samtidig med at udartningen gges med 1, ifig N = 1 Nu er der 1

ledlgﬁelektrontllstamd i-det gverste-Landauniveau—(og—i- hvert -af-de un-

derliggende), og dermed mulighed for spredning - dette giver anledning
til en resistivitet forskellig fra 0. I det ideale tilfeelde ser det altsa ud til,
magnetomodstandens fald til 0 netop optrader, nar et Landauniveau er
fyldt helt op og det naeste er helt tomt. Blot fluxen zndres et fluxkvant
h/e, vil magnetomodstanden antage en vardi forskellig fra nul.

Da man eksperimentelt netop observerer store intervaller hvor magne-
tomodstanden er nul med tilsvarende plateauer i Hall-modstanden, som
funktion af voksende magnetfelt, er den ideale model tydeligvis ikke til-
straekkelig. Den ideale model kan ikke forklare plateaudannelsen.



Kapitel 3
Plateaudannelse

Der har varet fremsat adskillige teorier for plateaudannelse i QHE. De
fleste knytter sig til tilstedeveerelsen af urenhedspotentialer, der lokali-
serer elektrontilstandene pa den ene eller anden made. Urenhedspoten-
tialerne pavirker det ideale tilfzlde pa en sadan made, at ndringer af
magnetfeltet fra den ideale verdi, ikke andrer den effektive fyldnings-
grad. Vi vil preesentere to billeder, der hver isar har deres berettigelse,
uden at nogen af dem umiddelbart kan kanoniseres som "galdende”.

Det ene er et simpelt, men pa flere punkter utilstreekkeligt billede,
der kvalitativt forklarer den heltallige kvante Hall effekt. Det andet
tager udgangspunkt i elektronernes vekselvirkninger, og kommer af den
vej frem til et mere kompliceret billede, hvor elektrongassen opfattes
" som en usammentrykkelig veeske, men hvor bade den. heltallige og den
fraktionelle kvante Hall effekt tilsyneladende kan forklares.

3.1 Lokaliseringsteorien

Det der kraves af en generel teori for den heltallige kvante Hall effekt er
dels, at forklare plateaudannelsen, og dels at redeggre for den eksakte
kvantisering af plateauerne. Vi vil nu skitsere, hvordan dette falder ud
indenfor rammerne af den "traditionelle” lokaliseringsteori.

De tre postulater i lokaliseringsteorien

'En udbredt forklaring kan hentes i teorien om lokalisering for ikke vek-
selvirkende elektroner. Denne teori bygger pa tre postulater:
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Mobility

gap Mability Fermi level

edges

Density of states

- mobilitetsgabet:— —_

thaw, fhw, fhow, tho,
Localized states

Figur 3.1: Tilstandstetheden med og uden lokalisering (Kittel, 1986)

1. I virkelige systemer er de diskrete, sterkt udartede Landau-
niveauer, gjort bredere af urenheder og defekter i stoffet.

2. Der er mindst 1 strgmbeaerende tilstand i hvert Landauniveau
(strembarende tilstande kaldes udstrakte tilstande).

3. Landauniveauerne er adskilt fra hinanden af mobilitetsgab,
som udelukkende indeholder tilstande, der ikke leder strgm.
Disse kaldes lokaliserede tilstande. Vi far en tilstandstaethed
som vist pa figur 3.1.

Nar magnetfeltet pges, vokser Landauenergierne ifglge £ = hw,, sam-
tidigt med at udartningen gges. De yderste fyldte Landauniveauer vil
derfor tpmmes i de underliggende niveauer, ngjagtigt som i det ideale
tilfeelde. Men hvis elektronerne istedet kan besette lokaliserede (ikke-
mobile) tilstande i mobilitetsgabet, siledes at elektronerne med hgjst
energi ikke er stremfgrende, bliver Fermmlveauet pinnet (holdt fast)

Nar Ferminivauet er i et mobilitetsgab, kreeves der energier i stgrrelses-
ordenen hw,, for at: 1) sprede de stremfgrende elektroner ud af deres
udstrakte tilstande under Ferminiveauet, eller 2) sprede de lokaliserede
elektroner ved Ferminiveauet op i naeste Landauband, som er de to
mest oplagte dissipative processer, der kan give anledmng til en elek-
trisk modstand.

Denne energi er ikke til radighed ved temperaturer i stgrrelsen 5 K og
nedefter, og for magnetfelter stgrre end 1 T, hvor %ﬁ% < 0.26.
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Figur 3.2: Her ses magnetomodstanden ved T = 1.5K og T=8mK for
den samme prgve. Til venstre ses resistiviteten p,, for to GaAlAs- GaAs
heterostrukturer, som en funktion af magnetfeltet. De to prgver har samme
ladningsbaerertzthed, men forskellig mobilitet. Til hgjre ses hvordan lave
temperaturer, ggr overgangene mellem plateauerne meget bratte, samtidigt
med at magnetomodstanden udviser skarpe spidser (Ebert, 1984).

Kun de udstrakte tilstande omkring de tidligere Landauniveauer kan
lede strgm, og kun nar Ferminiveauet passerer kernen af udstrakte til-
stande (f.eks. ved at magnetfeltet @ndres), kan der ske spredning. -
Dette betyder, at resistiviten ved lave temperaturer falder til 0.

Strgemmen kan lgbe dissipationslgst, ligesom i tilfeeldet med en perfekt
2DEG. Fyldningsgraden v udtrykker antallet af ledningsband, der er
fyldt op.

3.1.1 Stremkompensation

Man kan i lokaliseringsbilledet direkte tolke afstanden mellem plateau-
erne, som udtryk for antallet af udstrakte tilstande, idet "der skiftes
plateau”, nar Ferminiveauet passerer de udstrakte tilstande.

~ Néar temperaturen senkes, bliver afstanden mellem plateauerne mindre
og mindre samtidigt med, at magnetomodstanden kommer til at ligne
deltafunktioner mere og mere. (Se figur 3.2).

Dette indikerer, at Ferminiveauet ved en gradvis forggelse af magnet-
feltet, kun i et meget lille interval passerer de udstrakte tilstande, og
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det meste af tiden opholder sig i mobilitetsgab. Med andre ord betyder
det, at kun en lille del af tilstandene er udstrakte.

En fortolkning af mellemrummet mellem plateauerne som udtryk for
antallet af udstrakte tilstande viser, at maengden af udstrakte tilstande
i forhold til det samlede antal af elektrontilstande i hvert Landauniveau,
falder for T — 0 (Ebert, 1984). Mobilitetsgabet vokser pa bekostning
af de strgmfgrende tilstande. "

Vi mangler stadig at forklare plateaudannelsen - at Hall plateauerne er
eksakt kvantiseret som ‘.CL,, selvorn antallet af strgmfgrende tilstande,
ifglge lokaliseringsteorien, kan blive sa lav som et par procent af antallet
af tilstande, i det ideale tilfaelde.

Dette kan forklares udfra en kompensationseffekt, der bevirker, at de
relativt fa udstrakte tilstande i den kontaminerede prgve, leder den
samme strgm som samtlige tilstande i det ideale tilfzelde ved eksakt
heltallig fyldningsgrad. :

En klassisk forklaring er Laughlins gauge invarians argument, der gar
som fglger: en 2DEG tenkes foldet rundt til en cylinder som vist pa
figur 3.3. Det bemarkes, at enderne pa de udstrakte tilstande herved
forbindes, sa vi her har "agte” periodiske randbetingelser. Tilstandene
har virkelig samme vardi pa modstaende kanter af Hall prgven, idet
disse kanter fysiske rgrer hinanden.

Radialt ud gennem preven gar et stzerkt, homogent magnetfelt B, sam-
tidigt med at stremmen I cirkler rundt i cylinderen. Magnetfeltet
pavirker elektronerne i stremmen med en Lorentz kraft, der afstedkom-
mer et Hall-potential fra kant til kant af cylinderen. En lille magnetisk
flux ¢ gennemstrgmmer cylinderen i leengdeaksens retning.

Forst ser vi pa Faradays induktionslov, som kan skrives pa en made, der
relaterer systemets totale energi U til stremmen 7, for et modstandslgst

system:

oU _

9¢
W_I

E (3.1)

Det kan vises at stremmen da kan skrives I = % (dette er ikke et
8F9G 4 BF9G)

trivielt resultat, idet 5= %7 55 3o

Nu skal det vises, at denne stgrrelse %% er lig ‘_ev I sa kvantiseringsre-

lationen Ry = ;% opfyldes.
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Figur 3.3: Geometri for Laughlins tankeeksperiment.‘

Fluxen gennem cylinderen gges med d¢ = $o = f, hvor &, er fluxkvan-
tet (se kapitel 2). Dette medferer, at hele elektrongassen - det vil sige
alle mobile elektrontilstande - forrykkes 1 gitterkonstant f—g.

Alle elektrontilstandene skifter simpelthen plads, s& de kommer til at
ligge der hvor deres nabo 1a for. Hvis fyldningsgraden er v = 1, betyder
det, at der ved den ene kant af cylinderen skubbes 1 fyldt elektrontil-
stand ud, mens der i den anden ende skubbes 1 ubesat elektrontilstand
ind. For fyldningsgrad v = 17, vil 7 elektrontilstande blive skubbet ud
hhv. ind i cylinderen. ' .

Dette svarer til, at : elektroner er transporteret tvars over potentialet
Vi, hvilket betyder en energieendring dU = ieVy for hele systemet. Da
systemet ikke kan exciteres, kan dette kun lade sig ggre ved at zndre
den cirkulerende strpm, og vi far ved hjzlp af formel (3.1), at strgmmen
bliver

I = %_T/?_TVH¢
h
Ry = E

Denne sammenheng mellem strgm og spending er uafthengig af an-
tallet af udstrakte tilstande i forhold til det samlede antal tilstande.
Samtidig har det ingen betydning, om det er det elektriske felt eller
strommen, der kontrolleres. Det eneste, der er afgerende, er, at Fer-
miniveauet kan blive pinnet i et mobilitetsgab, sa systemet ikke kan
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Figur 3.4: Laughlins tankte geometri er i gransenwr —+ oo xkvivalent
med Hall geometrien.

zndre sin energi pa anden vis end ved at svare pa fluxandringen med
en stregm,

Maske er det vanskeligt at acceptere, at det der gaelder for en sa usad-
vanlig og urealistisk geometri som Laughlin geometrien, uden videre
geelder for rektangulere prever. Men man kan tanke sig en meget
stor cylinder, hvorpa der betragtes et meget lille, rektanguleert stykke.
Denne prgve kan tilneermes vilkarligt til en Hall geometri, hvis blot
stykket bliver lille nok. I denne geometri er antallet af tilstande, der
overfgres fra kant til kant, herved det samme som for hele cylinderen.(Se
figur 3.4).

Der mangler stadig en forklaring pa, at elektrontilstandene netop rykkes

en tilstands bredde -:‘—gf

Stokes teorem anvendt pa den omtalte geometri giver

fd,«i.dj':dqb

idet man skal tenke sig, at z-aksen fglger med cylinderen rundt. Nar
fluxen ¢ zndres med d¢, fas sd et tilsvarende bidrag dA i z. Hvis vi
benytter Landaugaugen A = B(-y,0,0) til at beskrive systemet, svarer
fluxzendringen til en gaugetransformation af A :
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A= (-By+4daA,0,0)

Ved at lgse egenvaardiligningen HVY = EV med dette vektorpotential
fas, ganske som 1 kapitel 2, stnmmelformede beglgefunktioner, men nu
med nulpunktet :

Elektrontilstandende er altsa forskudt ‘g, ved ﬁuxaandringén d¢. Ved

brug af Stokes teorem, fis ved en integration af vektorfeltbidraget dA
"rundt langs” z-aksen, at d¢ = L.dA og dermed

hvor I = \/h/eB og k; = 2

De lokaliserede tilstande pavirkes ikke af fluxandringen, da de i sa-
gens natur ikke omspaender cylinderen, som gennemtreanges af fluxen
¢ . Kun de udstrakte tilstande maerker fluxendringen. Hvis Fermini-
veauet ligger i et mobilitetsgab, vil alle de udstrakte tilstande under
Ferminiveauet, bade vere fyldt for og efter fluxendringen. Kun de ud-
strakte tilstande kan lede stremmen, og da den fundne strgm, jevnfer
ovenneevnte argument, ikke afhanger af antallet af udstrakte tilstande,
men af antallet af fyldte Landauniveauer, ma den strem, de leder, vare
den samme uanset graden af lokalisering i prgven.

3.2 En usammentrykkelig elektronvaeske

I forbindelse med forstaelsen af den fraktionelle kvante Hall effekt fo-
reslog den amerikanske fysiker Robert B. Laughlin i 1983 (se eventuelt
Prange og Girvin, 1987), at elektronernes vekselvirkning ma inddrages
i beskrivelsen af den 2 dimensionale elektrongas. Denne opfattelse er
siden blevet meget anerkendt, og kun fa fysikere tror i dag, at FQHE
kan forklares ved egenskaber af en ideal 2DEG.

Laughlin har blandt andet udviklet en matematisk beskrivelse af denne
samling af vekselvirkende partikler, der ogsa benzvnes en usammen-
trykkelig veeske. Siden har en del fysikere med udgangspunkt i Laugh-
lins teori, sggt at give en uddybende fortolkning/forstaelse af kvante

.
PR S
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Hall effektens fysiske mekanismer. En af disse viderebygninger pa
Laughlins teori er hvirvel-billedet, der beskrives nzrmere i slutningen
af kapitlet.

Da Laughlins teoribygning-og ogsa hvirvelbilledet forudsztter tilste-
devarelsen af en usammentrykkelig elektronveeske, skal dette begreb
diskuteres mere indgaende for fraktionelle fyldningsgrader. Men farst
en kort introduktion af Laughhns 'bergmte’ bglgefunktion.

3.2.1 Laughlins bglgefunktion

I Laughlins teori beskrives grundtilstanden ved:

N
1/;:#:,:[[2;;—2, exp( 412len|2) - (3.2)

n=1

Bglgefunktionen, der i dag er kendt som Laughlins bglgefunktion, er en
god approksimation for fyldningsgrader v = X, hvor m er ulige. Det
komplekse tal z = z — 1y er en angivelse af den enkelte partikels sted-
koordinater, og funktionen udtrykker saledes, hvordan den j’te partikel
vekselvirker med de resterende partikler i systemet. Man kan ogsa for-
mulere det sadan, at vi i bglgefunktionen betragter alle par af elektroner
(ek, ej).

Laughlin har yderligere foreslaet, at grundtilstandsbglgefunktionen,
formel 3.2, kan exciteres til nye tilstande separeret fra grundtilstan-

den af et energigab af stgrrelsesorden 1 K ~ 1074 eV (Bruus, 1990).
Excitationerne er givet ved:

N N
Yh = exp ( i Z | zn 12) TIGz = 20) [ (2 - )" (33)

n=1 =1 k<

N
Yo = exp( 4,zzjlzn 1’) 1'[(2——::0 [z (34

n=1 =1 k<y

Disse bglgefunktioner udtrykker positiv eller negativ afvigelse i lad-
ningsfordelingen omkring z,. Afvigelser der kan fortolkes som om en
mangde positiv eller negativ ladning er blevet exciteret. Ganske pud-
sigt kan det vises (Hansen, 1984), at denne excitationsladning afheenger
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af fyldningsgraden, og er givet ved + £ = tev. Da vi betragter fraktio-
nelle fyldningsgrader, beskriver formel 3.3 og 3.4 falgelig excitationer af
fraktionelt ladede partikler - ogsa kaldet kvasipartikler. En udledning
af bglgefunktionen og excitationerne skal ikke gives her, men kan findes
i eksempelvis (Prange og Girvin, 1987)

3.2.2 Usammentrykkehghed for fraktionelle fyld-

ningsgrader, v = -1";

For fyldningsgraderne v = ;L—, hvor m # 1, vil vi i det fglgende vise,
at systemet ifglge Laughlins teori reagerer pa samme vis som det us-
ammentrykkelige system for heltallig fyldningsgrad diskuteret i forrige
kapitel. Dog kan vi ikke her argumentere udfra Pauli-princippet, men
ma udfgre en mere detaljeret analyse af Laughlins bglgefunktion. Men
forst en kort kvalitativ forklaring af systemets reaktion pa en adiabatisk
sammentrakning.

Traekkes arealet sammen vil en kantstrgm, for at beskytte bulkomradet,
opsta. Dette kan tolkes som en opslemning af elektronvasken i rand-
omradet. Snart er energien af visse rand-elektroner dog sa stor, at det
er energetlsk fordelagtigt at transportere en bestemt maengde ladning,
q = —=, til bulkomradet.

Denne overfersel af ladning kan forstaes som Laughlins excitationer af
kvasipartikler. Men da excitationerne af ladning samtidig medfgrer,
at den oprindelige tilstand tilfores afvigelser i densitet og strgmtaet-
hed, kan ligningerne 3.3 og 3.4 ogsa opfattes som en beskrivelse af de
grundtilstande, for hvilke v # L. Det vil sige for grundtilstandene
indeholdende lokaliserede defekter. :

Denne sidste fortolkning er, som Bruus papeger det, essentiel for
forstaelsen af det sdkaldte hvirvel-billede, og vil blive benyttet senere.

Egenskaber ved Laughlins bglgefunktion

I undersggelsen af Laughlins bglgefunktion, viser det sig fordelagtigt at
beregne hastighedsfeltet for en enkelt partikel, med de andre partikler
fastholdt. Er denne partikel eksempelvis elektron 1, vil hastighedsfeltet,
U1, veere givet ved
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- gl

) = ———— 3.5
o (35)

hvor sandsynlighedsstrgmtatheden S, der skal opfylde kontinuitetslig-

ningen 45 + divS; = 0, som navnt i kapitel 2 er givet ved

- h | -
Sl = - ('/)::-I—Vl'?l)l\':-}; - 'l)u:;‘;vltb::#) + ;n%A‘bu:;ln-‘b::;% (3.6)

2zm m

Nar vi skal beregne §1, er det praktisk fgrst at beregne V,9,_1, hvor

¥,=1 er givet ved formel (3.2). Da vi kun betragter elektron nummer
1, fas j = 1. Beregningen opdeles i to trin. Forst produktdelen:

0 ad
V](zk - Zx)m = ('(,j—x;(zk - Zl)m’ a—yl(zk - 21)m>

m
= -1.2 - m
P zl( v1)(zk — 21)

Hvilket nar vi tager gradienten af produktet giver:

N N N
m ) m
Vil =2)m =Y ——(1L) [J(z - =)
k>1 k=2 kT A1 k=2

Rigtigheden af ovenstaende ligning indses nok nemmest ved at betragte
tilfeeldet N = 3. Da V, HkN>J-(zk — z;)™ = 0, nar j > 1, kan udtrykket
mere generelt skrives som:

N N N
m m : m
Vi [ (2 - 2)) =§:Zk_21(—l,z)n(zk—zj) (3.7)
k>3 k=2 k>3

Endelig beregnes gradienten af den eksponentielle del af bglgefunktio-
nen:

Viexp (-3 L) _ Sk (c2,-8) (s
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Gradienten af den samlede bglgefunktion findes nu ved benyttelse af
(3.7) og (3.8): '

’ N m | . —Z1 —Yi
Vig,o1 = [; (21 — Zk) (1, —1) + (—2'1';, -272—)

N N I zn I
H(zk —z;)"ezp| — 2 aP
k>; n=1

i
.
M=
/N
KN
3
N

a
~—

—

l
+
VN
™o
S| 8
tof i
N
—
————d

-

<

i

ap

Dette resultat indszttes nu i udtrykket for S (formel 3.6), hvorved vi
efter bortdividering af "1 ifglge formel (3.5) finder: '

- h al m . =TIy =Y
o= 5 (Z P zk(l,—l.) + (312—,27)

k=2
R i m (1 ) + —T1 —W + € A‘
2im*® 2} —zp ‘ 212’ 212 ) m*
k=2 .
Em e | :
=2y oo+ S
m® i A= 2k 2y =z m
hm & 1 1 ,
= T?Z[]m( )_,—Re( )]+iA
m o 2] — 2k 2z — 2 m*
= Gpara + Edia (39)

For at diskutere hvirvel-billedet er det ngdvendigt at beregne cirkula-
tionen af ovenstaende hastighedsfelt. Vi integrerer saledes formel (3.9)
rundt langs cirklen I' med centrum i origo og radius r. Bidraget fra
sidste led giver blot

fadiadsl = f —C;A‘dsl = ’i_¢r = k¢ (3.10)
r rm m

m* ¢o

hvor % er antallet af fluxkvanter omsluttet af cirklen I". Fegrste led

kraver derimod lidt hjelp fra den komplekse analyse, idet integralet
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[ f(2)dz, hvor f(z) = TN, +=o» mé evalueres ved brug af residue-
regning. Da man i den komplekse analyse benytter stedkoordinaten
z = z + 1y, skal det betragtede udtryk kompleks konjugeres. Herefter
fas i den nye stedkoordinat

§ s = 2 f —Im(f(2)dz) — Re(f(z)dy)
T - m- Jr

der, nar vi ngjes med at betragte realdelen, kan skrives som:

hm

—m—Re ( f} —Imf(z)dz — Ref(2)dy + i[Ref(z)dz — imf (z)dy])
( }ﬁ [—=Imf(z) + z‘Ref(z)]dZ)

(i }i f(z)dz)

Funktionen f(z) har N — 1 simple poler - en for hver veardi af z.
Dette antal poler svarer til antallet af elektroner(N,) indenfor cirklen
I', hvorved vi, idet Res(f(z)) =1, far:

fv,,a,adsl = :Ln—m Re{i 2m: Z Res(f)for poler i '} = hm —27 N,)
(3.11)

Herefter er det muligt, ved hjelp af (3.10) og (3.11), at opskrive det
sggte udtryk for cirkulationen af v;:

froem(omnag)  en

De to led i dette udtryk kaldes henholdsvis det paramagnetiske og det
diamagnetiske bidrag.

e Det paramagnetiske bidrag hidrgrer fra elektronens banebevee-
gelse, og ses at afhenge af antallet af poler i ¥, hvilket er ens-
betydende med antallet af nulpunkter i Laughlins bglgefunktion.
Af Laughlins bglgefunktion felger endvidere, at der til hver enkelt
elektron er knyttet m nulpunkter, hvilket vil sige, at der for hver
betragtet elektron fas m paramagnetiske bidrag.
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e Det diamagnetiske bidrag stammer fra elektronens rotation indu-
ceret af det ydre felt, og bestemmes af antallet af fluxkvanter i
preven. Jo flere fluxkvanter, desto sterre diamagnetisk bidrag.

Denne fortolkning af nulpunkters og fluxkvanters bidrag til para- og di-

amagnetiske egenskaber er essentiel i den fglgende diskussion af hvirvel-
billedet.

Hvirvler og antihvirvler -

Ved beregninger af samme type som gennemgaet ovenfor kan man for
ligningerne for ¥, og ¢, (formel (3.3) og (3.4)) finde at

h
}{Uldsl = {'Lm fzi i:

nar r < [l. Formlerne for ¢, og . beskriver altsa hvirvellignende
tilstande, der roterer henholdsvis med og mod uret (i den komplekse
analyse regnes bevagelsen mod uret for positiv.) I stedet for beteg-
nelserne kvasihul og kvasielektron indfgres derfor begreberne hvirvel og
antihvirvel.

I hvirvel-billedet skal det nu forklares, hvorledes systemet kan fastholde
en given fyldningsgrad (v = 1), nar magnetfeltet zndres. Da systemets
gennemsnitlige fyldningsgrad v er givet ved

Nk
= — 1
"6 T AeB (3.13)
~er en &ndring af B-feltet &kvivalent med den tidligere omtalte &ndring
af arealet A. 1 det fglgende vil B vere den ydre kontrolparameter,
~ hvilket i praksis er en del nemmere at have med at gere. Vi betragter
nu B-feltets styrke midt pa et plateau, det vil sige for v = =

mhN
By =
0 eA
og antager, at vi her har en homogen elektrontathed ng ©
1 eB
ne = — =2 (3.14)

m h
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I dette tilfeelde kan det gennemsnitlige antal elektroner indenfor cirklen
T', skrives som < N, >= #% Indszttes dette udtryk i (3.12) fas

< }{ 6,d.§‘1> =0 (3.15)

Herved-kan-det ses, at systemet pa midtplateauet er i indre ligevaegt.
Det paramagnetiske og det diamagnetiske bidrag til hastighedsfeltet
ophaver fuldstandig hinanden.

Det magnetiske felt @ndres nu gradvist. Antager vi, at taetheden er
konstant, ma ogsa nulpunktstatheden vare konstant. Men er dette
tilfeeldet, kan ligevaegten ikke opretholdes, idet antallet af fluxkvanter
vil blive enten stgrre eller mindre end antallet af nulpunkter. Det para-
eller dia-magnetisk bidrag vil dominere og dermed danne et hastigheds-
felt proportionalt med r. Ved blot en lille 2ndring af fluxen, dannes
der folgelig makroskopiske strgmme i prgven.

Har vi for eksempel mindsket B-feltet, ma systemet for at undga disse
makroskopiske stremme, etablere en ny teethed, saledes at antallet af
fluxkvanter stadig kan udbalancere antallet af nulpunkter.

I forste omgang kan dette sikres ved at bglgefunktionen fastholdes, mens
systemet ekspanderer. Men efterhanden vil randomradet veare overbe-
folket, hvorefter en balance kun kan opretholdes ved dannelsen af et nyt
nulpunkt. Et nulpunkt, der nar Laughlins excitations-bglgefunktion
fortolkes som en defekt grundtilstand, kan beskrives ved en antihvirvel.
I et stykke tid vil antallet af para- og diamagnetiske bidrag igen ophave
hinanden, hvorefter endnu et nulpunkt opstar - og sa fremdeles.

Hver gang B-feltet mindskes med et helt fluxkvant, ma en antihvir-
vel dannes, for at fa regnskabet til at passe. Hvirvelstremmene vil
ganske vist inducere en magnetisk flux, men denne kan vises at vare

- --——negligeabel i forhold-til- den-ydre flux, saledes at-vi stadig har ligevaegt
stilstanden < fvlds >=0.

Havde vi i stedet gget B-feltet, havde systemet trukket sig sammen og
siden dannet hvirvler - en hvirvel for hvert fluxkvant (se figur 3.5).

I modsaetning til situationen hvor arealet ndres er det her ngdvendigt,
at teetheden kan zndres gradvist. Dog kan systemets respons pa vari-
erende B-felt, stadig tolkes som egenskaber ved en usammentrykkelig
elektron-veaeske. Blot er det ikke taetheden, men derimod fyldnings-
graden, der fastholdes. Dette kan efter diskussionen af hvirvel/flux-
udbalanceringen forstas pa fslgende made:



AFSNIT 3.3 ‘ 57
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Figur 3.5: Tatheden i prgven under variation af B-feltet. (Bruus, 1990).

'Nar magnetfeltet B @ndres i forhold til veerdien B, pa midtplateauet,

vil den gennemsnitlige fyldningsgrad vg vere forskellig fra 2. Hvis

v = L skal sikres, m4 elektronsystemet danne et antal fraktionelt la-

dede hvirvler, siledes at fyldninggraden lokalt afviger fra v = 1. Her-

~med vil fyldningsgraden vare bevaret, nar der ses bort fra defekterne,
hvorimod taetheden kun er konstant, nar vi betragter prevens gennem-
snitlige partikeldensitet. Imellem defekterne vil n afhange af B som v

n(B)= — -

mh

For at forklare, at hvirvlerne netop har den fraktionelle ladning < er
det nemmest at betragte ovenstaende udtryk for ladningstaethed. "For
hvirvler vil denne taethed lokalt dykke til nul, hvilket i forhold til det
omgivende system vil virke som om, en positiv ladning med ladningen
= er blevet indplaceret. For antihvirvler fas tilsvarende ladningen —£.

3.3 Plateaudannelse for FQHE

Hvorledes hvirvel-billedet kan forklare den observerede plateaudannelse
for fraktionelle fyldningsgrader, ses ved at sende en strgm I igennem
en rektanguleer preve.

T B
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Pa midtplateauet fas dnftshastlgheden v = —— > og dermed stromtaet-
heden:

. e’E

J=no(—€e)vyp = —

Bevager vi os lidt vak fra midtplateauet (B > Bo) vil bllledet variere
alt efter om prgven indeholder urenheder eller €;j. i

Har prgven ingen urenheder vil hvirvelmgnsteret blot flyde med strgm-
men, og vil derfor give, at teetheden i et vilkirligt punkt midlet over
tiden er ng = ﬁ,“l Da vaske og dermed ogsa hvirvler i det stationaere

tilfeelde har driftshastigheden —— fas sammenhangen
j=n(-ejv=FE

der svarer til udtrykket for stremteetheden i fri elektronmodel, og som
ikke implicerer nogen form for plateaudannelse.

Har vi derimod uorden 1 prgven, kan hvirvlerne pinnes til bestemte
steder i prgven. I en pan afstand fra alle pinnede hvirvler vil densiteten
veere n = #55 der resultere i stremtatheden for midtplateauet:

) e’E
j=n(-ev= oy

Hall-speendingen er defineret som Vy = —ff Eds, hvor A og B er
punkter pa hver sin side af prgven. Plateauet vil derfor eksistere,
salenge det er muligt at danne en integrationsvej pa tvers af pre-
ven, der gar uden om alle urenheder. Da vil stremteaetheden veere givet
ved ovenstaende ligning (se figur 3.6). Ved udelukkende at koncentrere
sig om omradet uden om urenhederne, kan der altsa gives et simpelt
billede pa plateaudannelsen.

Ved hjelp af de to begreber lokalisering og pinning er det muligt at
forklare, hvorledes fyldningsgraden kan fastholdes, og dermed give en
konstant Hall-modstand pa et helt interval af B-vardier. Tilstedeveerel-
sen af urenheder er essentiel for denne forklaring, da plateaudannelsen
vil ophgre, hvis de lokaliserede afvigelser ikke kan pinnes. Dog vil for
mange urenheder ogsa hindre plateaudannelse, idet det i hvirvelbilledet
er ngdvendigt, at den transversale integrationsvej har mulighed for at
sno sig uden om urenhederne - jeevnfgr figur 3.6. Er antallet af hvirvler
for stort, er det umuligt at finde en vej i det 'ubererte’ bulkomrade,
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Figur 3.6: En mulig integrationsvej pd tvaers af prgven

* Plateaubredde

—
, Uorden
Figur 3.7: Skitse af plateau-bredde som funktion af graden af uorden i
prgven.

hvorved plateauet ikke lngere kan eksistere. Dette kan ogsa forstaes
saledes, at elektronernes bevaegelse ikke laengere er korreleret, hvilket
giver, at elektronsystemet nu ikke kan opfattes som usammentrykkeligt.
Det formodede forhold mellem plateaubredde og uorden er gengivet pa
figur 3.7.

Sluttelig skal det bemaerkes, at Laughlins teori kun kan forklare fyld-
ningsgraderne 1. I nederste Landau-niveau har man dog indenfor de
seneste ar observeret plateaudannelse for flere rationelle fyldningsgra-
der, B. For at forklare disse tilstande er den sakaldte hierakiske teori
blevet udviklet. Teoriens grundide er, at de dannede kvasipartikler
med ladningen +£ igen kan kondensere i nye Laughlinlignende til-
stande med fyldningsgraden s, hvor q er ulige. For ngjere gennemgang
(Prange og Girvin, 1987).
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3.3.1 En samlet teori? .

Det ma konkluderes, at der indenfor QHE teorien eksisterer to overord-
nede, separate fremstillingsformer. I den heltallige kvante Hall effekt
ser man bort fra elektronernes vekselvirkning, mens teorien for FQHE
fokuserer pa elektronernes korrelerede bevaegelse. Ved fremkomsten af
den fraktionelle kvante Hall effekt var mange fysikeresfgrste reaktion,
at dette matte vare et f&nomen af en helt anderledes natur end IQHE.
Men i de seneste par ar har flere ytret formodninger om, at der eksi-
sterer en fundamental relation mellem de to teorier. Den amerikanske
fysiker J.K.Jain er overbevist om eksistensen af en samlet teori, og me-
ner selv, at denne har en ganske simpel struktur. Vi vil ikke ga narmere
ind i Jains teori, men blot fremhave et par interessante resultater.

I Jains teori kan alle FQHE-tilstande skrives i termer af IQHE-tilstande
og alle FQHE-excitationer kan skrives i termer af IQHE-excitationer.
Endvidere vil en tilstand arve egenskaberne fra de tilstande, af hvilke
den er skabt. Usammentrykkeligheden af IQHE-tilstandene vil derfor
nedarves til de fglgende FQHE-tilstande. Herved er det sikret, at ogsa
de nydannede tilstande kan udvise plateaudannelse.

Laughlins bglgefunktion kan for fyldningsgraden v = 1 skrives som
produktet af N enkelt-partikeltilstande. Produktbeglgefunktionen, der
netop ikke inddrager elektronernes vekselvirkning, kan derfor skrives
som:

N eB N
_ ) _ 2
X1 = kI(Ij(Zk — z;)exp ( my E | z, | )

Pa grund af denne sammenhang kan Laughlins bglgefunktion, nu be-
tegnet x ., skrives som:

N
_'1: H Zk — Z_, (316)
k<)

Dette giver matematisk set det rigtige resultat, men hvorledes skal
(3.16) fortolkes? Ifglge resultaterne fra forrige afsnit kan multiplikatio-
nen af []} ;(2k—2;)™"! forstas som en tilfgjelse af m — 1 fluxkvanter til
hver enkelt elektron. Da B-feltet ikke zendres i eksponentialfunktionens
argument, kan antallet af fluxkvanter kun forgges ved en udvidelse af
arealet.
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Jain generaliserer nu (3.16) til alle usammentrykkelige tilstande med
heltallig fyldningsgrader(x,1). Herved kan en ny, usammentrykkelig
tilstand skrives som:

N
xo = [[(zx = 2™ x (3.17)
k<j '
med fyldningsgraden:
4!
= ——— 3.18
P (m-1)p +1 (3.18)

Ved at opfatte fyldningsgraden som antallet af fluxkvanta pr. elektron
fas ovenstaende ligning, idet antallet af fluxkvanter for tilstanden x,,

1
er P

Jain kan ved brug af den skitserede metode, danne alle rationelle fyld-
ningsgrader, og kan pa lignende vis finde tilstandenes excitationer.
Med udgangspunkt i IQHE-excitationerne, finder Jain blandt andet en
bglgefunktion, der er identisk (bortset fra en normeringskonstant) med
Laughlins exciterede tilstand, 1. Derimod findes der ikke overensstem-
‘melse med Laughlins tilstand .. Jains exciterede tilstand passer dog
bedre med numeriske lgsninger, og generelt giver Jains bglgefunktioner
en bedre forudsigelse af elektronsystemets opfarsel.

o
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Drude-teorien for metaller_

Mange metal-egenskaber kan med held forklares ved at opfatte de le-
dende elektroner (valens-elektronerne) som en fri ideal elektrongas. En
af disse gasteorier, Drude teorien, beskriver stort set elektrongassen
ved hjzlp af den kinetiske gasteori. Modellen er en af de simpleste og
bygger blandt andet pa fglgende antagelser:

e For en enkelt elektron negligeres vekselvirkningen med andre elek-
troner og ioner i gitteret.

e Kollisioner er gjeblikkelige, og efter hvert sammenswd reducereres
elektronens hastighed til nul.

¢ Tiden mellem to kollisioner kaldes relaxationstiden(r). Der eksi-
sterer kun en relaxationstid i systemet, og denne er uafhengig af
elektronernes hastiged.

Pa baggrund af disse antagelser er det muligt at opskrive en beveegel-
sesligning for en enkelt ledningselektron. Pavirkes elektronen af et ydre
elektrisk felt(E), fas bevaegelsesligningen:

M+ — = —¢E (A.1)

hvor v er elektronens gennemsnitlige hastighed og hvor stgrrelsen 2t
er et friktionsled, der forhindrer en evig acceleration af elektronen. En
detalieret gennemgang findes i eksempelvis (Ashcroft og Mermin, 1988).
Bemaerk at der i denne formulering ikke er taget hensyn til kollisionernes

63




64 APPENDIKS A

art, det antages blott,,at der foregar en eller anden form for spredning
med sandsynligheden ! pr. tidsenhed.

Nar en stationer tilstand er indtradt, det vil sige, nar elektronerne
ikke lzengere accelereres, kan elektronernes driftshastighed beregnes ved
brug af ligning A.1:

m— = —e =——
ot m’

Hvorefter den elektriske strgmtathed(;) kan beregnes som:

- _ ne*rkE
]=-—nev=
m
hvor n er ladningsdensiteten pr. volumen. Den elektriske

konduktivitet(o) er defineret som j = o E, hvorved DC-ledningsevnen
for frie elektroner i et konstant E- felt (g¢) kan skrives som:

] ne’r

E m

Dette udtryk for DC-ledningsevnen kaldes undertiden Drude-
ledningsevnen.

(A.2)

Op =

Hall effekten

En leder placeres nu i et B-felt pegende i z-aksens retning. Den enkelte
elektron pavirkes nu udover de viskese og elektriske krafter ogsa af en
magnetisk kraft, F,,, givet ved:

F,. = —¢(i x B)

Beveegelsesligningen (A.1) ma folgelig tilfgjes et ekstra led, der repree-
senterer det ekstra kraftbidrag:

mot — = —e(E+ 7 x B) (A.3)

Endnu en gang kan elektronernes driftshastighed beregnes ved at be-
tragte ovenstaende ligning i det stationere tilfzelde, hvilket giver:
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T o _e(E+7 x B) @0=—-—(E+7 x B)
T m

For at bestemme strgmtetheden i z-,y- og 2-retningen beregnes fgrst
de tre hastighedskomposanter: '

er

er
vy = "'r;l'(Ey_sz)
v, = —EIEz

m

Indszttes udtrykket for v, i forste ligning fas et eksplicit udtryk for
hastighedskomposanten,v,:

B
ve = ——|E;— —(E, —v,B)] &
“m m
v = —%(E,——wc‘rEV+wc‘rvIB) &
_ £(E; — w.TE)
b= = 7 1+ w?r?

hvor vi her har indfgrt cyklotronfrekvensen w, = %. Pa tilsvarende vis
findes: '

“(E, 4+ w.TE;)

1+ w2

Uy = —

Stremteethederne kan nu umiddelbart findes ved indsattelse i relationen
) = —nev:

. - _ _ ne21>(Ez~wcTE ) - ‘o

Jr = TNevr = m 1+wit? = 1+w%75(E-7" - w.TE,)
. _ _ o

Jy = -—-ney, = —%—WCT (Ey + w.TE;) :

j. = —nev, = ooF,

Velges en matrix-reprasentation af ovenstaende ligningssystem fas:

jz' To 1 —W.T 0 Ez
7z 14 wer 0 0 1+4w?r? E,
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Da der galder sammenhangen j = ZE har vi hermed faet opstillet . .

den tredimensionelle ledningsevnetensor(7) for systemet. Ved matrix-
invertering findes resistivitetstensoren p, hvilket gor det muligt at ud-
trykke E som funktion af 3:

| B |=\ ne o 0 Jy
Ez 0 0 L jz
(4}

I Hall-prgven vil elektronerne pa grund af den magnetiske kraft afbgjes
ud til en af prgvens sider, hvorved et elektrisk felt(E,) pa tvaers af
preven opstar. Efterhanden vil den elektiske kraft (F, = —eE,) ophave
den modsat rettede magnetiske kraft (f, = —e(# x B)), hvilket i
ligeveegtssituationen vil give, at j, = 0. Det indre felt E,, ogsa kaldet -
- Hall-feltet Ey, kan fglgelig findes ved:

0o
s5WrE:+ E)=0 &

Iy = Ty

Ey=F,=—-wE;
Hvilket indsat i udtrykket for j. giver den simple sammenhang:

0o

= m(EI + EszTz) = ooF;,

Jz
Med kendskab til denne stgrrelse kan den sakaldte Hall- koefficient, der
er defineret som Ry = ;—f% beregnes:

Ey wrEbr 1
i = jeB~ 00E.B ~  ne (A-4)

Denne konstant afhaenger kun af materiale-parameteren n, der saledes
teoretisk set burde kunne bestemmes ved eksperimentelle malinger af
Ry. 1 praksis er dette ikke altid tilfzeldet, idet n findes at afhznge af
B-feltet. En faktor som den simple Drude-teori ikke tager hgjde for.

Da vi for Hall-prgven ved, at j, = 0, kan R,, - ogsa kaldet magne-
tomodstanden - og R, den transversale modstand (Hall-modstanden)
bestemmes. Dette geres ved i matrix-fremstillingen af E= 7 at ind-
sette 7, = 0, hvilket giver en enkel fremstiling af de relevante kompo-
santer af F-feltet:
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1
E,=—j

B .
Ev = —Jz

en

Ved brug af disse ligninger kan resistiviteterne p., og p, bestemmes
som:

E : 1
._.1.‘ = T — e A,5
i P Pyy o ( ‘ )
E, B
j—x Fhxy = Tl = (A.6)

I et tre-dimensionalt system gelder at:

L :z:
Rz’z = Prxm, R.ry = E:l!

hvor L, W og d betegner henholdsvis prgvens lngde, bredde og tyk-
kelse. De spgte modstande kan fglgelig skrives som:

1 L
Bee = S Wd

B B
Ry = — =-—

end eny

hvor n; betegner fladeladningsharer-densiteten defineret som
nyg=n:- d.
Da vi har fundet sammenhangen v, = 'p_,Efn_e kan elektron-mobiliteten

(u), der er defineret som forholdet mellem elektronernes drifthastighed
og det elektriske felt samtidig beregnes:

=-=2 (A
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Vejleder: Peder Voetmann Ckristiansen..

1€/79 "STATISTIK I KREFTFORSKNINGEN".

Projektrapport af: Michael Olsen oo Jorn Jensen.

Vejleder: Jorgen Larsen.

17/79 "AT SP@RGE OG AT SVARE i fysikundervisningen".

Af: Albert Christian Paulsen.

Philosophy,
Education, Models, System Theory, and Works of".

18/79

19/79

20/79

21/79

22/79

23/79

"MATREMATICS AND THE REAL WORLD", Procee-
dings af an International Workshop, Ros-
kilde University Centre, Denmark, 1978
Preprint.

Af: Bernhelm Booss og Mogens Niss (eds.)

"GEOMETRI, SKOLE OG VIRKELIGHED".
Projektrapport daf: Tom J. Andersen,Tommy
R, Andersen og Per H.H. Larsen.

Vejleder: Mogens Niss.

"STATISTISKE MOIELIER TIL BESTEMMELSE AF SIKRE
DOSER FOR CARCINOGENE STOFFER".

Projektrapport af: Michael Olsen og J@:n Jensen.
Vejleder: Jgrgen larsen

"KONTFOL I Gﬂ@&SIEP&tﬁ!ﬂL OC KONSEKVENSER"
Projektrapport af: Crilles Bacher, Per S. Jensen,
Preben Jensen og Torben Nysteen.

"SEMIOTIK OG SYSTEMEGENSKABER (1)".
l-port line=rt response og st¢j i fysikken.
Af: Peder Voetmann Christiansen.

"ON THE HISTORY AF EARLY WAVE MECHANICS ~ with
special emphasis on the role af realitivity".

Af: Helge Kragh

24/80
atb

25/80
26/80

27/80

28/80

29/80

30/80

31/80

32/80

33/80

34/80

"MATEMATIKOPFATTELSER HOS 2.C'ERE".

1. En analyse. 2. Interviewmateriale.
Projektrapport af: .mnxCh:istensen og Knud
Lindhardt Rasmussen.

Vejleder: Mogens Niss.

“EKSAMENSOPGAVER", Dybdemodulet/fysik 1974-79.

"o MATEMATISKE MOTELLER".
En projektramport og to artikler.
Af: Jens Hojgaard Jensen m.fl.

"METHODOLOGY AND PHILOSOPHY AF SCIENCE IN PAUL
DIRAC's PHYSICS".
Af: Helqe Kragh.

"DLLETRISK ZELARTI®: -.st forslag til en ny
model bygget pd vaskeznes viscoelastiske egen-
skaber".

Projektrapport af: Gert Kreinge.

Vejleder: Niels Boye Olsen.

"ODIN - undervisningsmateriale til et kursus i
differentialligningsmodeller”.

Projektrapport af: Tommy R. Andersen, Per H.H.
Larsen og Peter H. Lassen.

_Vejleder: Mogens Brun Heefelt.

'FUSHJ@E)&B(HIN ~ = = ATOMSAMFINIETS ENDESTATI-
mll

Af: Oluf Eanielsen

Nr. 30 er udgdet.

*VIDENSKABSTEORETISKE PROBLEMER VED UNTCERVISNINGS -
SYSTEMER BASERET PA MINGELARE".

Projektrapport af: Troels lange og J¢rgen Kar-
rebak.

Vejleder: Stig Andur Pedersen.

Nr. 31 er p.t. udgdet.

“POLYMERE STOFFERS VISCOELASTISKE BGENSKABER -
BELYST VED HIXLP AF MERANISKE IMPEDANSMALIN -
GER MOSSBAUEREFFEKTMALINGER" .

Projektrapport af: Crilles Bacher og Preben

Jensen.
Vejledere: Niels Boye Olsen og Peder Voet-
mann Christiansen.,

“KONSTTTUERING AF FAG INIEN FOR TEKNISK - NATUR-
VIDENSKABELIGE UDDANNELSER. I-II".
Af: Ame Jakobsen.

"ENVIRINMENTAL IMPACT AF WIND ENERGY UTILIZA-
TIN".

ENERCY SERTES NO. 1.

Af: Bent Sgrensen

Nr. 34 er udglet.



35/80

36/80

37/80

~

*HISTORISKE STUDIER 1 DEN NYERE ATOMFYSIKS UDVIKLING".
Af: Helge Kragh.

*HVAD ER MENINGEN MED MATEMATIRKUNDERVISNINGEN?".
Fire artikler.
Af: Mogens Niss.

*RENEWARLE ENERCY AND ENERGY STORAGE".
ENERGY SERIES NO. 2.
Af: Bent Sgrensen.

38/81

39/81

40/81

41/81

42/81

43/81

44/81

Physant.
Vejledere: Stig Andur Pedersen, Helge Kragh og Ib
Thiersen.
Nr. 38 er p.t. udgdet.

*TIL KRITIKKEN AF VERSTURONOMIEN".
Af: Jens Hpjgaard Jensen.

“TELEROMMINIKATION 1 DANMARK ~ oplag til en tekno-
logivurdering”.

Projektrapport af: Arne J¢rgensen, Bruno Petersen og
Jan Vedde.

Vejleder: Per Ngryaard.

"PLANNING AND POLICY CONSITERATIONS RELATED TO THE
INTRODUCTION CF RENEWABLE ENERGY SOURCES INTO ENER-
GY SUPPLY SYSTEMS".

ENERGY SERIES NO. 3.

Af: Bent Sgrensen.

*VIDENSKAB TEORI SAMFUND - En introduktion til materialis-

tiske videnskahsopfattelser”.
Af: Helge Rragh og Stig Andur Pedersen.

1."OOMPARATIVE RISK ASSESSMENT OF TOTAL ENERGY SYSTEMS".
2. "ADVANTACES AND DISADVANTAGES OF DECENTRALIZATION".
ENERGY SERIES NO. 4.

Af: Bent Sgrensen.

Projektrapport af: Niels Thor Nielsen.
Vejleder: Bent C. Jorgensen,

45/82

46/82
1+11

49/82

50/82

51/82

Er aldrig udkonmet.

Projektrapport af: Torben O. Ol.se'x Lasse Rasmussen og
Niels Dreyer S¢rensen.
Vejleder: Bent C. Je¢rgensen.

"BARSEBACK OG DET VERST OFFICIELT-TENKELIGE UHELD".

"EN UNDERSZ(ELSE AF MATEMATTKUNDERVISNINGEN PA ADGANCS-
KURSUS TIL KOBENHAVNS TEXKNIKIM",

Projektrapport af: Lis Eilertzen, J¢roen Karrebak, Troels
lange, Preben Nerregaard, Lissi Pedesen, Laust Rishej,
Lill Ren og Isac Showiki.

Vejleder: Mogens Niss.

“ANALYSE AF MILTISPERTRALE SATELLITBILIETFR".
Projektrapport af: Preben Nerregaard.
Vejledere: Jorgen lLarsen og Ragmus Ole Rasmussen.

"Hmsxzv MILIGHEDER FOR VEDVARENIE ENERGI I EN

nm SERIES NO. 6.

Rapport af: Bent Christensen, Bent Hove Jensen, Demis
B. Mpller, Bjame Laursen, Bjame Lillethorup og Jacob-
Mprch Pedersen.

Vejleder: Bent Sgrensen.

"HVAD KAN [ER GZRES FOR AT AFHIELPE PIGERS BLORERING
OVERFOR MATEMATIX 2"

Projektrapport af: Lis Eilertzen, Lissi Pedersen, 1411l
Ren og Susarme Stender.

52/82 “CESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS"
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wojciechowski.

53/B2 ™THE CONSTTIUTION OF SUBJECTS IN ENGINEERING
EDUCATION" .
Af: Arne Jacobsen og Stig Ancur Pedersen.

54/8: "FUIURES RESEARCH" - A Phi.lom:lml Analysis
of Its Subject-Matter and Methods
Af: Stig Andur Pedersen og Johams vitt~Hansen.

§5/82. "MATEMATISKE MODELLFR" - Litteratur pd Roskilde
Universitetsbibliotek.
En biografi.
Af: Else Hgyrup.

Vedr. tekst nr. 55/82 se ogsd tekst nr. 62/83.

56/82 BN - 0 - MANNGE" -~
En undersggelse af matematisk ¢kologi.
Projektrapport af: Troels Lange.
Vejleder: Anders Madsen.

- 57/83 "ASPECT EXSPERIMENTET"-

Skjulte variable i kvantemekanikken?
Projektrapport af: Tam Juwul Andersen.
Vejleder: Peder Voetmarm Christiansen.
Nr. 57 er udglet.

58/83 "MATEMATISKE VANDRINGER" - Modelbetragtnin—
ger over spredmng af dyr mellem smibiotoper

59/83"THE METHODOLOGY OF ENERGY PLANNING".
ENERGY SERIES NO. 7.
Af: Bent Sgrensen.

60/83 "MATEMATISK MOCEKSPERTISE"- et eksampel.
Projektrapport af: Erik O. Gade, J¢rgen Kar-
rebek og Preben N»n'egaard
Vejleder: Anders Madsen.

61/83 "FYSIKS IDBOLOGISKE FUNKTION, SOM ET EKSEMPEL
PA EN NATURVIDENSKAB - HISTORISK SET".
Projektrapport af: Annette Post Nielsen.
Vejledere: Jens Hgyrup, Jens Hgjgaard Jensen
og Jgrgen Vogelius.

62/83 "MATEMATISKE MOCELLER" - Litteratur pd Roskilde
Universitetsbibliotek.
En biografi 2. rev. udgave.
Af: Else Hoynup.

63/83 "GREATING ENERGY FUIURES:A SHORT' QUIIE TO ENER-
GY PLANNING".
ENERGY SERIES No. 8.
Af: Davidc:ossleyogaent Sgrensen.

64/83 "VON MATEMATIK UND KRIEG".
Af: Berhelm Booss og Jens Heyrup.

65/83 “ANVENDT MATEMATIK - TEORI ELLER PRAKSIS".
Projektrapport af: Per HedegArd Andersen, Kir-
sten Habekost, Carsten Holst-Jensen, Amnelise
von Moos, Else Marie Pedersen og Erling Mgller
Pedersen.

Vejledere: Bermhelm Booss og Klaus Grimbaum.

66/83 "MATEMATISKE MOCELLFR FOR PERIODISK SELEKTION
I ESCHERICHIA COLI".
Projektrapport af: Harme Lisbet Andersen, Ole
Richard Jensen og Klavs Frisdahl.
Vejledere: J¢rgen lLarsen og Anders Hede Madsen.

67/83 "ELEPSOITE METOCEN - EN NY METOLE TIL LINFAR
PROGRAMMERING? "
Projektraprort af: lone Biilmann og lars Boye.
Vejleder: Mogens Brun Heefelt.
68/83 "STOKASTISKE MOCELLER I POPULATIONSGENETIK"
- til1 kritikken af teoriladede modeller.
Projektrapport af: Lipe OdgArd Gade, Susanne
Hansen, mdaaelﬂvudogfmkwlg&:ﬂmm
Vejleder: J¢rgen Larsen.



€69/83 "ELEVFORUDSETNINGER I FYSIK"

76/83

- en test i 1.g med kammentarer.
Af: Albert C. Paulsen.

*INDLARINGS - OG FORMIDLINGSPROELEMER I MATEMATIK

PA VOKSENUNDERVISNINCSNIVEAU".
Projektrapport af: Hanne Lisbet Andersen, Tor-'
ben J. Andreasen, Svend Age Houmann, Helle Gle~
rup Jensen, Keld Fl. Nielsen, lene Vagn Ras-
mussen.
Y¥ejleder: Klaus Grimbaum og Anders Hede Madsen.
71/83 "PIGER OG FYSIK"
-~ et problem og en udfordring for skolen?
Af: Karin Beyer, Sussanng Blegaa, Birthe Olsen,
Jette Reich og Mette Vedelsby.
72/83 "VERDEN IFVLGE PEIRCE" - to metafysiske msays,
om og af C.S Peirce.
Af: Peder Voetmann Christiansen.
73/83 ""BEN ENERGIANALYSE AF LANDERUG"
- gkologisk contra traditionelt.
ENERGY SERIES No. 9
Specialeopgave i fysik af: Bent Hove Jensen,
Vejleder: Bent Se¢rensen. )
74/84 "MINIATURISERING AF MIKROELFEKTRONIK" - am vi-

75/84

76/84

77/84

78/84

79784

80/84

8l1/84

B2/84

denskabeliggjort teknologi og nytten af at Lere
fysik.

Projektrapport af: Bodil Harder og Linda Szko-
tak Jensen.

83/84

84/84

85/84

"ON THE QUANTITICATION OF SECURITY":
SEACE RESEARCH SERIES NO. 1

Af: Bent S¢rensen

nr. 83 er p.t. udgdet

"NOGLE ARTIKLER (M MATEMATIK, FYSIK OG ALMENDANNELSE",
Af: Jens H¢jgaard Jensen, Mogens Niss m. fl.

"EENTRIFUGALRECULATORER OG MATEMATIK".

Specialerapport af: Per Hedegird Andersen, Carsten Holst-

86/84

87/84

88/84

89/84

90/84

Jensen, Else Marie Pedersen og Erling Mgller Pedersen.
Vejleder: Stioc Andur Pedersen.

"SECYURTTY IMPLICATIONS OF ALTERNATIVE DEFENSE OPTIONS
FOP. WESTERN EURCPE".

PEACE RESEARCH SERIES NO. 2

Af: Bent Sgrensen.

*“A SIMPLE MXEL (F AC HOPPING OCONDUCTIVITY IN DISORDERED
SaLIDs”.

Af: Jeppe C. Dyre.

*"RISE, FALL AND RESURRECTION (F INFINITESIMALS".

Af: Detlef Lauvgwitz.

" FIERNVARMEOPTIMERING" . )

Af: Bjarne Lillethorup og Jacch Mgrch Pedersen.

"ENERGI I 1.G - EN TEORI FOR TILRETTELAGGELSE".
Af: Albert Chr. Paulsen.

91/85

Vejledere: Jens Hgjgaard Jensen og Bent C. J¢rgensen,

“"MATEMATIKINIERVISNINGEN 1 FREMTILENS GYMNASIUM"

- Case: Linexr programmering.

Projektrapport af: Morten Blamhg¢j, Klavs Frisdahl
og Frank Mplgaard Olsen.

Vejledere: Mogens B Heefelt og Jens Bjgrneboe.

"KERNEKRAFT 1 DANMARK?" -~ Et heringssvar indkaldt
af miljeministeriet, med kritik af miljgstyrelsens
rapporter af 15. marts 1984.

ENERGY SERIES No. lo

Af: Niels Bove Olsen og Bent S¢rensen.

"POLITISKE INTEKS - FUP ELLER FAKTA?"
Opinionsunderspggelser belyst ved statistiske
modeller.

Projektrapport af: Svend Age Houmann, Keld Nielsen
og Susanne Stender.

Vejledere: Jgrgen lLarsen og Jens Bjgmmeboe.

" IJRWNSTROMSLEININGSEVNE OG GITTERSTRUKIUT I
Specialrapport af: Hans Hedal, Frank C. Ludvigsen
og Finn C. Physant.

Vejleder: Niels Boye Olsen.

"MATEMATTK OC ALMENDANNELSE" .

Projektrapport af: Henrik Coster, Mikael Wenner-
berg Johansen, Povl Kattler, Birgitte Lydholm
og Morten Overgaard Nielsen.

Vejleder: Bermhelm Booss.

"KURSUSMATERIALE TIL MATEMATIK B".
Af: Mogens Brun Heefelt.

"FREKVENSAFHANGIG LETNINGSEWE 1 AMORFT GERMANTUM".

Specialeraprort af: Jergen Wind Petersen og Jan
Christensen. i
Vejleder: Niels Boye Olsen.

"MPTEMATIK - OC FYSIKUNIERVISNINGEN I [ET AUTO =
MATISERETE SAMFUND",

Rapport fra et seminar afholdt i Bvidovre

25-27 april 1983.

Red.: Jens Hpjgaard Jensen, Bent C. Jorgensen
og Mogens Niss.

92/85

93/85

94/85

95/85

96/85"

97/85

" 98/85

99/85

100/85

101/85

102/85

"KVANTETEORI FOR GYMNASIET".

1. Lerervejledning

Projektrapport af: Biger Lundgren, Hemning Stan Hansen .
og John Johansson. p
Vejleder: Torsten Meyer. : . ) ;

""KVANTETEORI FOR GYMNASIET". . L

2. Materiale :
Projektrapport af: Biger Lundgren, Henning Sten Hansen R
og John Johansson. ’
Vejleder: Torsten Meyer.

™MYE SEMIOTICS OF OUANTIM - NON - LOCALITY".

Af: Peder Voetmann Christiansen. - ) 1
“TREENIGHEDEN BOURBAKI - genenﬂen,natematu«uen 3
Og &n@u .
Projektrapport af: Morten Bladxaj, Klavs Frisdahl
og Frank M. Olsen.

Vejleder: Mogens Niss.

“AN ALTERVATIV CEFENSE PLAN FOR WESTERN EUROPE".
PEACE RESEARCH SERIES NO, 3
Af: Bent Sgrensen

ASPEKTER VED KRAFTVARMETORSYNING".
Af: Bjarne Lilletorup.
Vejleder: Bent S¢rensen.

"N THE PHYSICS OF A.C. HOPPING cmubxw:rw".
Af: Jeppe C. Dyre.

"VALGMULIGHETER 1 INFORMATIONSALIEREN",
Af: Bent Sgrensen.

"Der er langt fra Q til R".
Projektrapport af: Niels Jergensen og Mikael Klintorp.
Vejleder: Stig Andur Pedersen.

“TALSYSTEMETS OPBYQNING".
Af: Mogens Niss.

"EXTENDED MOMENTUM THEORY FOR WINDMILLS IN
PERTURBATIVE FORM".
Af: Ganesh Sengupta.

OPSTILLING OG ANALYSE AF MATEMATISKE MOCELLER, BELYST

VED MOTELLER OVER KZERS FODEROPTACELSE OG - OMSEINING”.
ProYjektrapport af: Lis Eilefrtzen, Kirsten Habekost, Lill Rgn
og Susame Stender.

Vejleder: Klaus Grimbaum.



103/85 mmmosvmmwsz ITEER".
rt af: Niels Ole Dmm og Kurt Jensen.
leeder Bent Sgrensen.

104/85 "ANALOGREGNEMASKINEN OC LORENZLIGNINGER".
Af: Jens J=jer.

105/85"THE FREQUENCY IEPENDENCE OF THF. SPFCIFIC HEAT AF THE
(FASS REANSTTIA™.
Af: Tace Christensen.

*"A SIMPLE MOTEL AF AC HOPPING OONDUCTIVITY".
Af: Jeppe C. Dyre.

Contributions to the Third International Conference
on the Structure of Non - Crystalline Materials held
in Grenable July 1985.

*CUANTUM THEORY OF EXTENIED PARTICLES".
‘Af: Bent Sgrensen.

106/85

107/85 ."EN MYG GPR INGEN EPIIFMI",

= flodblindhed som eksetpel p& matematisk modelle—
ring af et epidemiologisk problem.
Projektrapport af: Per Hedegidrd Andersen, lars Boye,
CarstenHolst Jensmen, Else Marie Pedersen og Erling
Mpller Pedersen.

Vejleder: Jesper larsen.

mmwsmom.mcmmmcsam-
RICULIM" - state and trends -
Af: Mogens Niss.

*00X I STUDIETIIEN" - Cex's regressionsmodel anvendt
studenteroplysninger fra RIC.

108/85

109/85

Projektrapport af: Mikael Wennerberg Johansen, Poul Kat-

ler og Torben J. Andreasen.
Vejleder: Jgrgen larsen.

110/85"PLANNING FOR SBCURITY".
Af: Bent Sgrensen

111/85 SORCEN RINDT PA FIAIE KORT".
Projektrapport af: Birgit Andresen, Beatriz Quinones
og Jirmy Staal.
Vejleder: Mogens Niss.

112/85 "VIIENSKABELIGGPRELSE AF DANSK TEKNCOLOGISK INNOVATION
FREM TIL 1950 - BELYST VED EKSEMPLER".
Projektravoort af: Erik Odgaard Gade, Hans Hedal,
Frank C. Ludvigsen, Annette Post Nielsen og Finn
Physant.
Vejleder: Claus Bryld og Bent C. J¢rgensen.

113/85 "DESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBALS 11".
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wojciechowski.

114/85 ﬁ.rwamsa AF GRAFISKE METODER TIL ANALYSE
KONTIGENSTAEELLER" .
Projektrapoort af: Ione Biilmarn, Ole R. Jensen
og Amne-Lise von Moos.
Vejlede.r: Jergen larsen.

——.—115/85. “MATEMATIKKENS-UDVIKLING-OP-TIL RENESSANCEN",
Af: Mogens Niss.

"A PHENOMENCLOGICAL MODEL FOR THE MEYER-
NELDEL RULE".

Af: Jeppe C. Dyre.

"KRAFT & FIERNVARMEOPTIMERING"

Rf: Jacob Mprch Pedersen.
Vejleder: Bent S¢rensen

116/85

117/85

L]

118/85 TILFELDIGHEDEN OG NJDVENDIGHEDEN IFALGE
PEIRCE OG FYSIKKEN".
;.f: Peder Voetmann Christiansen

119/86 "IET ER GANSKE VIST ~ - EUKLIDS FEMIE POSTULAT
KUNNE NOK SKABE RORE 1 ANDEDAMMEN".
Af: Iben Maj Christiansen
Veijleder: Mogens Niss.

120/86 "ET ANTAL STATISTISKE STANDARDMOUELLER". -
) Af: J¢rgen larsen

121/86"SIMIATION I KONTINUERT TID".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

122/86 "N THE MECHANISM OF GLASS IONIC CONDUCTIVITY".
Af: Jeppe C. Dyre,

123/86 "GYMNASIEFYSIKKEN OG [EN STORE VERCEN".
~ Fysiklererforeningen, IMFUFA, RX. -

124/86 "OPGAVESAMLING I MATEMATIK". .
Samtlige opgaver stillet i tiden 1974-jan. 1986.

125/86 "UVBYig - systemet - en effektiv fotametrisk spektral-
ixation af B~-,A- og P-stiemer”.
Projektrapport af: Birger Lamdgren. B

126/86 "OM UDVIKLINGEN AF DEN SPECIELLE RELATIVITETSTEORI".
Projektragoort af: Lise Odgaard-& Linda Szkotak Jensern
Vejledere: Karin Beyer & Stig Andur Pedersen.

127/86 "GALOIS® BIDRAG TIL UDVIXLINGEN AF DEN ABSTRANTE
ALGEBRA" .
Projektrapport af:
Lars Frandsen.
Vejleder: Mogens Miss.

Pernille Sand, Heine Larsen &

128/86 "SMAKRYB" -~ am ikke-standard analyse.
Projektrapport af: Niels Jergensen & Mikael Klintorp.
Vejleder: Jeppe Dyre.

129/86 "PEYSICS IN SOCIETY"

Lecture Notes 1983 (1986)

Af: Bent Serensen

"Studies in Wind Power"
Af: Bent Serensen

p4

130/86

131/86 "FYSIK OG SAMFUND" - Et integreret fysik/historie-
projekt om naturanskuelsens historiske udvikling
og dens samfundsmaessige betingethed.
Projektrapport af: Jakob Heckscher, Seren Brend,
Andy Wiered.

Vejledere: Jens Heyrup,
Jens Hejgaard Jensen.

Jorgen Vogelius,

"FYSIK OG DANNELSE"
Projektrapport af: Soren Brend, Andy Wiered.
Vejledere: Karin Beyer, Jergen Vogelius.

132/86

“CHERNOBYL ACCIDENT: ASSESSING THE DATA.
ENERGY SERIES NO. 15.
AF: Bent Serensen.

133/86

*THE D.C. AND THE A.C. ELECTRICAL TRANSPCORT IN AsSeTe SYSTEM
Authors: M.B.El-Den, N.B.Olsen, Ib Hest Pewsen,

134/87

~petr Viscor

"INTUITIONISTISK MATEMATIKS METODER OG ERKENDELSES~
TECRETISKE FORUDSETNINGER" .

MASTEMATIKSPECIALE: Claus Larsen
Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen

135/87

136/87
forste og andet mode med grask filosofi”
Projektrapport af Frank Colding Ludvigsen

Vejledere: Historie: Ib Thiersen
Fysik: Jens Hejgaard Jensen

"HOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING I UORDNEDE

137/87
FASTE STOFFER"” - Resume af licentiatafhandling

Af: Jeppe Dyre

Niels Boye Olsen og

Vejledere:
Peder Voetmann Christiansen.

"Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristendormens



138/87 “"JOSEPHSON EFFECT AND CIRCLE MAP."

Paper presented at The International

Workshop on Teaching Nonlinear Phenomena

.at Universities and Schools, "Chaos in
Education". Balaton, Hungary, 26 April-2 May 1987.

8y: Peder Voetmann Christiansen

139/87 "Machbarkeit nichtbeherrschbarer Technik
durch Fortschritte in der Erkennbarkeit
der Natur"

Af: Bernhelm Booss-Bavnbek
Martin Bohle-Carbonell

140/87 "ON THE TOPCLOGY OF SPACES OF HOLOMORPHIC MAPS"

By: Jens Gravesen

141/87 "RADIOMETERS UDVIKLING AF HLODGASAPPARATUR -~
ET TEKNOLOGIHISTORISK PROJEXT"
Projektrapport af Finn C. Physant
Vejleder: Ib Thiersen

142/87 “The Calderén Projektor for Operatars With
Splitting Elliptic Symbols" :

ty: Bernhelm Booss-Bavnbek og
Krzysztof P. Wojciechowski

143/87 "Kursusmateriale til Matematik pd NAT-BAS"

af: Mogens Brun Heefelt

144/87 "Comtext and Non-Locality - A Peircean Approach

‘Papér presented at the Symposium on the
Foundations of Modern Physics The Copenhagen
Interpretation 60 Years after the Camo Lecture.
Joensuu, Finland, 6 - 8 august 1987.

By: Peder Voetmann Christiansen

145/87 "AIMS AND SCCPE OF APPLICATIONS AND
MODELLING IN MATHEMATICS CURRICULA™

Manuscript of a plenary lecture delivered at
IOMTA 3, Kassel, FRG B8.-11.9.1987

By: Mogens Niss

" 146/87 “BESTEMMELSE AF BULKRESISTIVITETEN 1 SI.'LICiUM"
- en ny frekvensbaseret mdlemetode.
Fysikspeciale af Jan Vedde
Vejledere: Niels Boye Olsen & Petr v;é?:’or

' 147/87 "Rapport om BIS p3 NAT-BAS"
redigeret af: Mogens Brun Heefelt

148/87 "Naturvidenskabsundervisning med
Samfundsperspektiv’

af: Peter Colding-Jergensen DLH _
Albert Chr. Paulsen
149/87 "In-Situ Measurements of the density of amorphous
germanium prepared in ultra high vacuum"
by: Petr Viscor
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