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Forord.

‘Denne fremstilling af fysikkens line@re responseteori pa
‘grundlag af‘bond—graph semiotikken ér en direkte fortseet-
telse af teksten "Dynamlk og diagrammer", -som udkom sid-
ste efterdr (ref.I). Dlsse tekster henvender sig ‘til spe-
c1alestuderende i. fy51k pa overbygnlngen og til andre med
‘1nteresse i fagllge og- metafagllge problemer omkrlng mo-

deldannelse i fy51kken.‘

Af tekniske og tidsmassige grunde indeholder denne tekst
-kun feorste kapitel af den oprlndellgt afstukne stofmangde
. Diskussionen i dette kapitel er centreret om de response-
egenskaber, som kan behandles matematlsk uden brug af ma-
trix-algebra, d.v.s. 1l- port responsefunktloner. De to na—‘
ste kapitler, som er planlagt til ‘en senere tekst i seri-
‘en vil omhandle line&re multlporte (kap.2) og rumligt kon-
.tlnuerte lineazre systemer (kap.3). I det. her trykte kapi-
tel 1 refereres mange éteder_til de to kommende kapitler.
Kapitlerne er opdelt i paiagraffer, som igen er opdelt 1
afsnit. Nummereringen af ligninger og flgurer starter for-
fra 1nden for hvert afsnit. En henvisning til ligning '
Y-Z. t refererer til ligning ti afsnit z 1i paragraf Yy
i kapltel x. (x=1). Siderne er nummereret fortlgbende, og.
hver side. i hovedteksten er desuden merket med afsnlttets
betegnelse x.y.z. thteraturfortegnelsen er opdelt i ho— :
:vedreferencer, nummereret med romertal og baggrundsrefe—
:rencer, nummereret med arabertal, en henvisning fra tek- .
sten til lltteraturfortegnelsen kan altsd have fglgende
‘udseende: (ref. III) eller (ref. 15).

- Den vasentligste forudsatning for at forstd teksten er
kendskab til .energibdndsformalismen, helst opnaet ved

Fesning ogropgaveregnlng efter_“Dynamlk og dlagrammer
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(ref. I), som leder direkte op til sin fortsattelse i den-
ne tekst. Andre introduktioner ﬁIi di;;ramtéinikkég kaﬂuf
dog ogsé_benyttes} forst og fremmest Jesper Gundermanns
"Grundlaggende énergibandsteknik" (ref. II), som i ¢vrigt
indeholder meget af dét stéf, soﬁ behahdles her og i de -
endnu ikke udsendte kapitler 2 og 3. Udover diagramteknik-
ken og dens overbygning, sémiotikken,ler der en del mate-
matik, som ikke er helt simpel. Det dréjer sig fgrst og
fremmest om teorien for komplekse analytiske funktioner

af én variabel, Fourier- og Laplacetransformationer. Jeg
har ikke forudsat, at laseren i forvejen er fortrolig med
denne matematik og har gjort temmelig meget ud af at in-
troducere den i sammenh®ng med anvendelserne. Jeg er klar
over, at jeg i kraft af min fysikerholdning til disse em-
ner (som i g¢vrigt er praget af stor respekt) maske har
forsyndet mig mod de krav til pracision, som er gzldende
for matematisk faglitteratur, men jeg haber, at mine mate-
matiske kolleger med interesse for matematikkens anvendel-
ser 1 responseteorien vil bare over med disse mangler og
madske endda hj@lpe mig til at finde bedre formuleringer.
Jeg finder det i ¢vrigt ret vasentligt, at den indsigt i
dybtliggende sammenha&nge, som den matematiske analyse kan
give, ledsages af en mere "h&ndvarksmassig" kvalificering
i talbehandling, og jeg har derfor flere steder i teksten
og de ledsagende appendices anfg¢rt eksempler, som kraver

brug af en regnemaskine, helst programmerbar.

Andre matematiske teorier, som ogsa bruges i teksten,
har jeg ikke gjort sd meget ud af at introducere. Det
drejer sig bl.a. om sandsynlighedsregning og om operator-
regning, som den bruges i kvantemekanikken. Disse hij®lpe~
midler tages dog fgrst i brug pa et forholdsvis sent sted

i teksten (paragraf 4, tecorien for stgi).

Jeqg bhav hatt bade ot "konvergent” ng et "divergent" sig-

te med denne og den foregdende tekst. Det konvergente gar
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i retnlng af veskedynamlkken og er kraftlgt motlveret

af mit samarbejde med Niels Boye Olsen om fortolkningen
af de af ham og de spe01alestuderende udf¢rte milinger
af Mossbauereffekt i seje vasker, samt disses termiske
ég dielektriske egenskaber. Selv om vaskedynamikken ik- -
ke spiller nogen stor: rolle i teksten har det alllgevel
veret et af mine vasentligste formdl, at de studerende
efter aktiv lasning af teksten skulle vere i étanditil
at forstd og vurdere videhskabelig'frontlitferatur.ipden

for vaskedynamikken.

Mit dlvergente 51gte er tankt som en slags modvagt til
- "det eksemplariske prlnC1p“ i fy51kunderv1sn1ng, selv -
com jeg mener, at dette pr1nc1p ngdvendigvis ma vare ve]—v
ledende, specielt i den relativt korte fy51kuddannelse
her pa.RUC; Verdien af den eksemplariske undervisning
er betinget af, at den opnéede‘viden kan overf¢res til
andre omrader, og derfor mener jeg ikke det er nok'at
Audvalge et tllfaldlgt hj¢rne som eksempel pé& hele den
moderne fysik. Man md ggre et ekstra stykke arbejde med
at afdzkke den indre'logik i naturbeskrivelsen, og man -
ma krltlSk vurdere, hvilke teknikker og arbejdsmetoder,
som i sarllg grad er . paradlgmatlske og tvardlsc1pllnare
Med - hensyn til afdakning af den lndre logik mener jeg,
.at semiotikken er det meést velegnede varktegj, selv om -
den mest har varet anvendt i sprogvidenskaben og endnu
ikke har vundet udbredt anerkendelse inden for fysikken.
‘Energibdndsteknikken er. i dag den mest formallserede og
1¢fteri§e anvendelse,af semiotisk logik pa fy31ske pro-
blemstllllnger. Den har v1st sig anvendelig i en grad,
som har sléet dens opflndere og ud¢vere med undren,
heriblandt undertegnede, som i begyndelsen troede, at
det blot var endnu én diagramteknik‘til modelbygning A
"blandt manée andre. Med hénsyn til det parédigmatiske
" og tvardisciplinare_har jeg udvalgt den line&re respon-

seteori som centrum for fremstillingen. Denne teori har




i de senere a&r vundet stadigt mere terran inden for va-

skedynamikken, iszr i forbindelse med van Hove's teori
for spredning af neutroner m.m. Derudover har response-
teorien stor betydning:bade inden for tekniske discipli-
ner som rheologi og elektronik og i hgjteoretiske omra-
der som elementarpartikelfysik og,mdhgelegemeteori. Re-
sponseteocriéen har endvidere den store-padagogiske--force,
at den let lader éig demonstrere med elektromagnetiske
og mekaniske komponenter, som findes i ethvert skoiefy—
siklaboratorium, og gennemgangen af dette stof i dette
og det foregdende efterdr er da ogsd i stor udstrakning
blevet suppleret med undervisningsforseg, udfgrt af de

specialestuderende.

Dette arbejde er som navnt i he¢j grad inspireret af mit
samarbejde med Niels Boye Olsen, som jeg gerne vil takke
herfor, ikke mindst for hans intuitivt klartseende evne
til at satte teorien p& rette spor og hans kritiske gen-
nemlasning af manuskriptet. Desuden vil jeg takke Ib
Hgst Pedersen for udbytterige samtaler om netvarksanaly-
se. Flere af instituttets matematikere, bl.a. Mogens B.
Heefelt og Anders H. Madsen har givet rédd og teknisk bi-
stand, som jeg herved takker for. Jeg vil ogsa takke S.
Andur Petersen for filosofisk vejledning og kritik af
enkelte passager og de specialestuderende i vaskedyna-
mikgruppen for deres arbejde med stoffet, inden det var
ferdigskrevet, hvilket har betydet meget for den endeli-
ge udformning. Helt uden for instituttets kreds har jeg
haft udbytte af samtaler med Ib Damgaard Petersen og
Benny Karpatschof, som har betydet meget for den vagt,
jeg i teksten har lagt p& begrebet skalainvarians. Ende~
lig vil jeg takke instituttet IMFUFA for de gode arbejds-
vilkar, det har budt mig i de ca. 1% ar, jeg har varet
ansat her som vikar, og isar institutsekretaren Inger
Grethe Christensen for det store arbejde med maskinskriv-

ning af teksten og de mange formler.

RUC, oktober 1979, Peder Voetmann Christiansen.
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" Kapitel 1.

Simple responéefunktioner (1 pbrt).

I dette kapitel koncéntrerer vi os om de egenskaber éf
'1lin¢are og reaktive systemer, som knytter sig til en
enkelt port, hvor igennem systemet kan vekselvirke med
~omverdenen. Det er de sdkaldte "driving poinf" réSponse?
funktioner) som her infroduceres_gennemien semiotisk_ana—

~lyse af forholdene i_stimulus#responseporten.

- Den f¢rsté paragraf, som omhandler tidsafhengigé/responj;
ivsefdhktioner, er tildels‘en repetition af étoffet i ref.
I, kap.9, men det gpres mere udfgrligt, og der introduce-
res en del nyt stof, bl.a. betragtningerne over skalaln—
varians i femte afsnit. Paragraf 2 indfgrer de komplekse
pesponsefunktioner med den hertil ﬁ¢dvendige matematik
(Laplace transformation,'residueregning, etc.) 6g slutter
med en grundig diskussion af den dampede harmoniske oscil—
lator. Paragraf 3 har et pragmatisk sigte med henblik pa
reticulation ég energibdndssyntese af givne.résponseeéen-l
.skabgr, men knytter ogsd an til teori og'kontfafaktiske
spekulationer over reversibilitet og irreversibilitet i
den fysiske virkelighed. I paragraf 4 diskuteres st¢jéns
sfatistiske egenskaber og forskellige.formuleringer af
fluktuations—dissipationsteoremet, bl.a. med hehblik'pé

problemstillinger i vaskedynamikken.




1.l. Tidsafhengige responsefuhktionér.

De tidsafh@#ngige responsefunktioner har den mest direkte
fysiske betydning, da de er reelle funktioner af tiden.
Eksperimentelt er de ret lette at f3d overblik over, f.eks.
med et oscilloskop, men de kan vare svare at digitalisere,
da de som regel beskriver indsvingningsforlgb af ret kort
varighed. I fysiklitteraturen negligeres de ofte til for-
del for de frekvensafhangige funktioner, som ogséd teore-

tisk er lettere at have med at gdgre.

Line®re systemer beskrives som passive, hvis relationen
mellem strgm og spending er simultan. Hvis strgmmen afhan-
ger af de tidligere spéndingsvardier, er systemet reaktivt
med spandingsinput, og hvis sp®ndingen er givet ved de tid-
ligere verdier af strgmmen, er systemet reaktivt med strgm-
input; Relationen mellem str¢gm og spending er i almindelig—'
hed givet ved en line®r integralrelation, hvor integral-
kernen er den sdkaldte standard-responsefunktion (F(t) for
spandingsinput, G(t) for strgminput), der udtrykker syste-
mets hukommelse for fortidige stimuli. Den egentlige stan-
dardresponsefunktion, som svarer til den faktiske kausa-
litet, kan kun have integrable singulariteter, herunder

en 6-funktions singularitet for t=0, hvorimod den uegent-
lige standard responsefunktion, som beskriver en formel
omvending af kausaliteten, vil have en ikke integrabel
singularitet for t=0. De ¢gvrige responsefunktioner, som
diskuteres i denne paragraf, bestemmes ud fra F(t) og G(t)

ved integration.




l.l.liv'Semiotik og semantik.

Den vigtigéte,forudsatning for ‘at begribe den linea®re
résponseteori er, af man forstdr den fysiske betydning

af de otd; som bruges. Den fysiske sémantik (betydnings-

lare) vil ofte bestda i en narmeré redeggrelse fof den

feksperlmentelle prak51s, der llgger bag definitionen. af

‘et begreb; f. eks.' at masse méles med skdlvegt og lodder,
medens tyngde mdles med en fjedervagt. Indenfor den gene—

" relle systemteori‘kan det dog ofte vare svart at gennemfgre

en s&dan operatiénalistisk definition, idet de indfgrte

. begreber har'én sddan bredde, at en opremsning af relevante

méleopstillinger kunne blive ret omfattende uden dog at

.. komme pa skudhold af den_bagved liggende abstraktion.

Selv om deﬁ eksperimentelie praksis i sidste instans er
bestemmende for fysiske begrebsdannelser, vil en rent opera-
tionalistiékfbegrebsdefinition i régien vare fo: snaver og
fore til manglendeAforstéelse.'Man\mé’g¢reAsig klart, at

den eksperimentelle praksis pa et givet niveau i den histo-
riske udvikling i sig seiv er et tegn pé»et tilsvarende ni-
veau ‘i begrebsudviklingen. Der foregar et dialektisk spil
mellem teori og praksis, og iAbégge ender af dette modseaet-
ningspar arbejdes med tegn, som‘kun kan forstds i lyset af -

'
modsa@tningens eksistens.

Et fys1sk begreb ma snarere’ opfattes som et tegn for ‘en
forestilling om et objekt. En deflnltlon af begrebet er sa

et fors¢g pad.redeggrelse for den bagved liggende forestilling,
og selv om denne kan réprasentére en fysisk méleopstilling;
hvori objektet indg&r, er den stadig blot et .-tegn for objek-
tet og ikke selve objektet..

Selv om vi tror pa, at_fySiske objekter er virkelige og har
deres egen mere eller mindre uafhengige eksistens, sd er.
vi altid, ndr vi vil beskrive dem, henvist til at benytte

os af tegn, og nar vi;Vil_fdrklare tegnenes betydning, kan
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vi kun ggre det ved at satte dem i relation til andre tegn.
- N&r vi taler om en fysisk egenskab somgg;éks;giraghéaén '77%
(massen) af en mursten, s& kan vi gg¢re rede for betydningen
af denne egenékab ved at henvise til forskellige situatio-
ner, som murstenen kan ihdgé i, og de tegn som Gdspringer '
heraf: f.eks. at den bevager sig javnt og retlinet, néar

" man giver den et puf-ud p& isen, og at den (i modsatning

til en tom cigarkasse af samme stgrrelse) nemt kan slé be-
nene vak under en skgjtelgber. Vi lgber altsd ind i et net-
vark af relationer mellem tegn, nar vi skal forklare, hvad
treghed er for noget, og der er ingen vej ud af dette net-

verk, som fgrer til selve sagen.

Vi m& sl& os til t&ls med det faktum, som filosoffen Kant
har gjort rede for, at "das-Ding an sich" ligger hinsides
den menneskelige udtryksevne, og at egenskaber ved en ting
kun kan forstas via virkelige eller mulige relationer til
andre ting. Og vi kan supplere med en anden filosof, C.S.
Peirce: det vi faktisk kan udtrykke, og det vi beskaftiger
os med, bade teoretisk og eksperimentelt, er tegn og tegn-

relationer.

Mange vil m&ske synes, at det hele bliver sart uvirkeligt
p& denne mdde, og at eksistensen af fysiske objekter forta-
ber sig i det uvisse. Vi behgver imidlertid ikke at forneg-
te objekternes virkelighed, men kan udnmerket tro pa deres
eksistens, selv om vi erkender, at de er transcendente,
d.v.s. hinsides det, vi kan udtrykke. P& den anden side
slipper vi ikke uden om at betragte begrebsdannelser og
abstraktioner som virkelige i den udstrakning de er bestem-
mende for (virker p&) vores praksis. Hvis ikke begreber som
elektrisk modstand og selvinduktion var virkeligt eksiste-
rende, si ville f.eks. elektronikindustrien heller ikke ek-
sistere, og hvis ikke matematiske abstraktioner som cirkler
og rette linjer var virkelige, ville der ikke va&re nogen

mening i at fremstille og anvende passere 0Og linealer.




Vi kan derfor roligt forlade os pé, at det er tegn, vi
beskaftiger os med, uden af den grund at fgle stoffet mln—'
dre virkeligt og vedkommende. Studiet af den fysiske
semantik (betydningslare) kommer derfor til at hvile pd ‘
semiotik (tegnlare)ﬁ For at opna virkelighedstilknytning
m& vi blot sikre os,:at de tegn, vi arbejder med, har en
sterk og veldefineret relation til eksperimentalfysisk ‘
praksis. Inden for denlgenerelle systemteori er det ogsé
yderst vigtigt,*at_tégnenes bredde er stor, séledes at en
given semiotisk étrﬁktqukan anvendes til design af ekspe-
" rimenter inden fof alle de'omréder, hvor de omhandlede be-

greber er relevante.

Det er med henblik p& s&danne formil at den specielle semi-
otik i bond- —graph formalismen er udviklet’ og - skal benyttes
i det. fglgende. Lad os kort repetere de vigtigste spille-

regler og begreber, som er udfgrligt gennemgaet i ref.If

Der opereres med tre kategorier'af grafiske tegn:

(efter C.S.Péirce) | . ‘
a) Ikonet, som er en slags idealiserede billedef'af viSse
standardfunktioner i stil mea ferdselstavler. For at et
tegn kan kaldes et ikon mé& dets form v&re'afgdrende for
dets tydning.‘Ikoherne for dé sakaldte basale elementer
er faste tegn, médens~andre ikoner kan opfindes frit til
specielle formi&l. bet vigtigsté'basale ikon er ehergibéndet,
som beskriver en elemenfar vekselvirkning mellem to dele
af. et system. André basale'ikonergbeskriver aktiv adferd
(kilderne), reaktiv adferd med oplagring af energi (lag-
rene), passiv adferd med spild af energi'(lakkeﬁe), for-
grening af energistrgmme (samlerne)‘og forskellige slégs
omformning af energien uden Splld og oplagrlng (transfor—

matorer, transducere og gyratorer)

b) Symboler, i reglen bogstaver, hvis form ikke.spiller
nogen rolle for deres tydning. Et symbol henviser altid



'ti;kgg;ﬁggyenpépn,_som er afggrende for tydningen. F.eks.
hvis vi ser et tegn af form som en fisk og i overensstem-
melse med formen afggr, at tegnet hentyder til en fisk,

s& er det ikke et symbol, men et ikon. Hvis vi derimod, i
Qverensstemmelse med en historisk overleveret konvention
fra detrgamle Rom, afger, at tegnet hentyder til Kristen-
dommen, 'sd har det samme tegn for os fungeret som et sym-
bol. I princippet kunne de kristne have brugt et tegn med
en hvilkensomhelst anden form som symbbl,'idet det afgg-
rende for symbolets tydning er den falles konvention. I

energibandsformalismen afggres betydningen af et symbol

som regel ved, at det befinder sig t=t op ad et ikon, som
sdledes kommer til at levere den ngdvendige konvention.

Adskillige af de basale ikoner har s&ledes tilknyttet pa-
rametfe, f.eks. omsaetningsforholdet forien transformator,

som kraver et symbol.

c) Indices, som er en slags m&rker, der bruges til at ud-

pege et objekt eller skelne mellem forskellige objekter

af samme type. Tydningen af et index afhenger ikke af kon-
ventioner, men i reglen kun af det sted pa papiret eller i

det fysiske univers, hvor det befinder sig.

Et givet tegn he¢rer sjzldent helt éntydigt hjemme i én af de tre
kategorier. F.eks. kan man havde, at de basale bond-graph ikoner

i virkeligheden snarere er symboler, da man jo kun kan forstd dem,
hvis man har fdet dem defineret, og ikke alene ud fra deres form.
Dette er selvfglgelig rigtigt, men pa den anden side er disse ele-
menters definitioner faste, og tegnenes form henger tet sammen med
definitionerne. I modsatning hertil, kan et symbol, f.eks. et A,
betyde hvad som helst, afhengigt af sammenhazngen. Modsztningen mel-
lem symboler og ikoner eksisterer derfor helt klart inden for for-
malismen, selv om den kan vare svar at f3 gje pd for en udenfor-~
staende.

Nar det drejer sig om indices kan der vare god grund til af skelne
mellem forskellige overgangsformer. Rene indices optrader f.eks.

som numre pa energibandene eller pa symboler (Ll'L , 0.8.v.). Nogle
specielle tegn, krydset (x) og bollen (o), samt pi%en (>) og stregen
(1) md opfattes som ikoniske indices, da de pd afggrende made indgar
i definitionerne af de basale ikoner. Endelig kan man tale om sym~
bolske indices, idet f.eks. stregmsymbolet "f" og spzndingssymbolet
"e" kan bruges til erstatning for de ikoniske signalindices (pilen
og stregen).




Man kan forestille sig de tre kategorier af tegn afmerket som de
tre vinkelspidser af en ligesidet trekant. Et vilkarligt tegn kan
s& representeres ved et punkt pa eller indenfor trekantens omkreds .
og vil i reglen ligge narmest ved én af vinkelspidserne, svarende
til ‘at tegnet i overvejende grad er enten ikon, symbol eller index.

Ifglge Peirce indg&r et tegn altid i en sikaldt azgte triadisk re-
lation med et objekt (som-tegnet hentyder til) og en fortolker

(som tyder tegnet). D.v.s. i almindelighed er alle tre faktorer
ngdvendige, for at vi kan tale om en tegnrelation. En triadisk re-
lation kan imidlertid udarte til en dyadisk relation (med kun to
‘faktorer) ved at én af de indgdende tre faktorer svinder i "beto-
'ning". Tegnrelationen kan derfor udarte pa tre forskellige mader,
og dette er fbrklaringeﬁ pa, at vi opererer med tre forskellige
"rene" tegnkategorier. Et ikon svarer saledes til en tegnrelation, -
hvor objektets betoning er underordnet, idet tegnet vil vere et
ikbn, hvadenten objektet har en fysisk eksistens eller ej. (Man
‘kan f.eks. tenke pd Salvador Dali's billede af den brazndende giraf).
For et symbol er tegnets betoning underordnet og det afggrende er

" den relation mellem objekt og fortolker, som leveres af en konven-

tion. Endelig er for et index fortolkeren underbetonet, f.eks. vil
et stgvleaftryk i sandet indicere, at her har gaet en person; selv
om der ikke er nogen til at se aftrykket. (ref.l)

crbje.'kt .

fortolker

thon sgmbofl - index

!

Fig.1l. 'Tegnrelationen og dens tre udartede former.
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De rent fysiske tegn, som ligger til grund for fysiske begreber,

- kan karakteriseres som indices, der -(ligesom fodsporet) refererer
til deres objekt ved en faktisk kontiguitet, d.v.s. en slags "af-
smitning", der ikke involverer nogen fortolker. Fysikerens opgave
er sd at foretage en irreversibel oversazttelse af disse indices,
dels til ikoner, der har en faktisk lighed med objektet, og dels
til symboler, der har en tillagt kontiquitet med objektet. I mod-
satning hertil opererer sprogforskeren med reversible oversattel-
ser af tegn, som i hovedsagen er symbolske, men har v1gtlge ikoni~
-SKe og indeksikale islet. - -- -

Den russisk-~amerikanske sprogforsker Roman Jakobson (ref.2) mener
at Peirce's semiotik kan tjene som et falles udgangspunkt for bade
naturvidenskaber og humaniora. Selv om han fuldt ud accepterer
Peirce's tredeling af tegnene, mener han dog i almindelighed at
matte basere en inddeling i kategorier pa dikotomier, d.v.s. duale
modsatningspar. De to grundlzggende dikotomier i semiotikken er ef-
ter hans mening kontiguitet/lighed og faktisk/tillagt. Ved kombi-
nation af disse dikotomier opstar fire forskellige tegnkategorier
og ikke, som hos Peirce, kun tre. Den manglende kategori "tillagt
‘lighed" far ifglge Jakobson kun betydning for sprog, der savner

et ydre objekt og "kun betegner sig selv", sasom musik og abstrakt
billedkunst.

Ideen om at alle inddelinger skal foretages pa grundlag af dikoto-
mier er meget gammel og kommer til udtryk i forskellige varianter

af den dialektiske filosofi. I modsatning hertil lagger Peirce af-
ggrende vegt pa tallet tre og pd studiet af triadiske relationer,

fordi disse er de simpleste byggesten, der kan tjene til opbygning
af vilkarligt indviklede relationer.

I energibdndsformalismen er vekselvirkningsbegrebet og inddelingen
af de dynamiske variable baseret pd dikotomier (level-rate og x-o),
medens tegninddelingen er Peirce's triadiske, og de elementer, som
i hgjere grad end nogen andre giver formalismen dens "ansigt" og
store anvendelighed, nemlig samlerne, reprasenterer grundleggende
triadiske relationer. Bond-graph filosofien er saledes i overens-~
stemmelse med moderne strgmninger inden for sprogvidenskaben, bl.a.
reprasenteret ved Roman Jakobson, i det synspunkt at videnskabelig
systematik i begreberne b@gr baseres pa en kombination af dialektik
og semiotik.

Energibdndsformalismen opererer med fire kategorier af

dynamiske variable, defineret ved to modsatningspar:

level-rate og x-o. Level variablene er knyttet til lag-
;ene og rate variablene til bandene. Medens denne opde-
ling kan genfindes i andre systemdynamiske formalismer,
er x-o opdelingen speciel for energibédndsformalismen.
Til grund for x-o opdelingen ligger en betragning om

vending af tidens retning. Visse variable, nemlig x-va-




riablene er knyttet til tidsmalet og tidsretningen: de

'skifter fortegn, hvis tidsretningen. vendes, bg forsvinder,
nar tiden gadr i std; det galder f.eks. str¢mme og hastig-
heder. Andre varlable, o—varlablene, er uafhanglge af ti-
‘dens retning, f.eks. rumlige p051tloner, masser og fjeder-
sammentryknipger m.m. Medens level-rate opdelingen kun om-
fatter de dynamiske variable, omfatter x-0 systemet alle
typer af vafiable, parametre og konstanter i formalismen.
V‘For de dynamiskeivariable f£8r vi altsd fire kategorier:
x—levefs (impuls- eller fluxoidvariable), o-levels (for-
skydningsvariable) x-rates (strgmme) og o-rates (Spandin—
ger) . | - o : |

Betragtnlngen om "vending af tidens retnlng er et heuri-
\StlSk princip, som kan vare svart at anvende, hvis ikke
systemets variable er anskuellge "med det blotte ¢je". For
et anskuellgt system kan man blot optage en film af dets,
;udv1k11ng og sa bagefter i ro og mag k¢re filmen bade for—
‘lans og’ baglans. Ser vi pd-en bestemt scene i filmen, for.
'ékSémpel en mage, der flyﬁer forbi et térn,.og samménligner

forlens—- og baglans—ver51onen, vil vi straks se, at magens

‘hastighed skifter fortegn, og derfor er en x- varlabel me—‘ 

_dens p051tlonen er uandret og derfor en o—varlabel Hvis
filmen sattes i std, forsvinder alle x-variable. Et af
antikkens bergmte paradokser, formuleret af Zenon: "pilen
kan aldrig nd sit mal, dabden'hviler i hvert punkt af sin
bane" kan ses som udtryk for, at man pad den tid ikke hav-
defopdaget x—variéblene'som en n¢dvendig ingreaiens i be-~

skrivelsen af dynamiske forlgb. ’

For ikke anskuelige systemer kan filmmetoden ikke uden vi-
dere anvendes, men man kan som regel bygge videre pa sam-
'menhangen i systemet Nar man f.eks. er overbevist om, at
. en elektrlsk strgm er en x-rate, kan man ved hjelp af Max-
well's ligninger straks karakterlsere ladninger som o-le-
vels, spandinger som o-rates og magnetlske fluxe som x- le- -

vels. Da ingen fysiske fanomener er. uden sammenhang med
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‘andre fy51ske fanomener, kan man ved at bygge pa konsi-

stensen komme rundt i hele fy51kken med X-O systemet

Energib&ndsformalismen lagger stor vagt pa kausaliteten

i en dynamisk struktur, d.v.s. den orden hvori nogle va-

riable fastsatter verdierne af andre. Den gangse metode
til angiVéréé‘af kausaliteten er indicering af ratevariab- .-
lene pa energlbandene med en pil for strgmmen og en streg
for spandingen. Reglen er den, at spandingsstregen anbrin-
ges narmest ved den systemkomponent, som har spandingsin-
put og dermed langst vak fra den komponent, .som har span-
dlngsoutput, For strgmvariablen vil 1nput-output forholde-
ne si vare de modsatte, i overensstemmelse med den dialek-
tiske opfattelse af vyvekselvirkning", som ligger til grund
for formalismen. En anden metode til kausalitetsangivelse,
som er mindre detaljeret og giver et hurtigere overblik,

er at tegne de sakaldte signalspor (skiftesporsdiagrammer),
som kun blev sporadisk omtalt i ref.I (men grundigt i ref.
II). Vi skal komme narmere ind p& anvendelsen af signalspor-

metoden i kap.Z2.

Orienteringen af energibandene er den sidste ting vi skal

komme ind pa i denne korte repetition. Det er et punkt,
som erfaringsmassigt ofte volder nybegyndere vanskelighe-
der, maske fordi det virker banalt, og fordi spgrgsmal om
orientering og de tilhgrende fortegnskonventioner ofte
"fejes ind under gulvteppet" i fysiklarebgger. En afggren-
de forudsatning for at forsta betydningen af orienterings-
konventioner er, at man har forstaet den semiotiske indde-
ling af tegnene i tre kategorier. Orienteringen ma betrag-
tes som en konvention, der valges af modelbyggeren, uden
af dette valg p& nogen made influerer p& objektet. Orien-
teringskonventionerne har ingen betydning for den ikoniske
del af en energibdndsmodel, men de angives ved hjalp af
indices (pile) og afspejles i den symbolske del af modellen.

M&den, denne afspejling foregar pa, er defineret i den sé&-~’

kaldte strgm~orienteringsregel:
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Den samme fysiske situation kan beskrzves med to forskel—

lige orzenterznger af et hvilket .som helst energibdnd. Nr

“man skifter fra den ene orientering til den anden, skal

man samt;dzgt skifte fortegn pd det symbolske udtryk for

strgommen.

Str¢m—or1enter1ngsreglen bryder den ellers perfekte dual—:
ymmetrl mellem str¢mme og spandinger i formallsmen. Den

er tllsyneladende universelt gyldlg for de typer af energl-
' band, hvor man har veldeflnerede maleforskrlfter for str¢m
og spanding, sdsom elektriske ledninger, rqterende aksler
og hydrauliske rgr. I andre. situationer, hvor energibéndene
ikke er direkte tilgangelige for maling, md vi postulere '
reglens gyldlghed for at redde kon51stensen i formallsmen

N YOI o N YT
A B T AT

Fig.2. Illustratlon af str¢m—or1enter1ngsreglen De to
' dlagrammer fremstiller samme fysiske 51tuatlon.

Energlstr¢mmen i pllenslretnlng er i begge tll—'

felde produktet af de symbolske udtryk for strem-

men og sp&ndingen. ; e

vi skal nu anvende formalismen til ét beskrive et stimulus-

response forsgg med et lineart ?black—box” system, som kan

"kildes" via et enkelt energibénd.
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black

>y,
> box

system

Fig.3.  Stimulus-response forspgg. Diagrammet definerer de
fife relevante variable: strgm(f, med orientering
ind mod systemet), spanding e, samt de to cykliske
level variable knyttet til b&ndet: impuls p og
forskydning q. '

Selve energibdndet, som tankes orienteret ind mod systemet,
beskrives udtgmmende ved de to rate variable, strgmmen £
og spandingen e. Der er s&ledes kun to mulige former for
kausalitet i vores vekselvirkning med systemet: Enten har
systemet strgminput, d.v.s. stimulus er en strgm og respon-
set en spanding, eller ogsa har systemet spandingsinput og

det er strgmmen som er response.

For at definere de tidsafhangige responsefunktioner tenker
vi os, at systemet er uforstyrret og i ligevagt fra tiden

t = - og frem til t=0, og at vi sa fra k1.0 og fremefter
giver stimulusvariablen en konstant verdi. Responsefunktio-
nen er si defineret som forholdet response/stimulus for t>0.
Nar vi holder os 'til strgm og spanding som stimulus-response
variable, kan vi kun definere to forskellige responsefunk-

tioner, nemlig impedansen (modstanden) Z(t), som hgrer til

strgminput og har dimensionen spanding/strgm, samt admit-
tansen (ledningsevnen, bevageligheden) Y (t), som hgrer til

spandingsinput og har dimensionen strgm/spending.

Imidlertid er der jo fire forskellige kategorier af dyna-

miske variable, nemlig foruden de to slags rate variable
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strgm og spaﬁding (hhv. x-rate og o-rate) ogsa de to slags
level variable impuls og fo;skydning (hhv. x-level og o-
level). Der er ikke spor i vejen'for, at vi til et givet
energlband kan indfgre sdkaldt cykllske levels ved 51mpelt-
hen at integrere rate variablene over tid. Altsa for impul-
. sens vedkommende.

Y -0

t o : :
plt) = J e(t' )dt' | - (1)
hvor e er spandinéen. Og for ﬁorékydningen:

. ort . . -
gq(t) = J £(t')dt' | | S (2)

P& fig.3 ef'regheoperaﬁienerne i lign. (1) og (2) angivet
diagrammatisk ved hjelp af sékaldt'cykliske lagre (uendelig3
kapacitet), indsat med samlere'bé stimulus responSe energi-
bandet. Disse lagre ma have uendelig kapac1tet for at out-
fput rate varlablene fra dem ikke skal forstyrre verdierne

f og e af strgm og spanding pa bandet via de konservative
isamler relationer. Bemark, at x- samleren er forsynet med
‘en prik pa den side, som vender vek fra systemet. Dette
forhold sikrer, at den- variabel f;'som integreres i lign.
(2), er lig med str¢mvar1ablen pa ba&ndet, nar dettes orlen-

tering peger ind mod systemet.

N&r vi pa denne made opererer med fire stlmulus response
- variable i stedet for to, kan vi 1ndf¢re mere end to re-
sponsefunktloner.,Der er jo imidlertid stadig kun to mate-

‘matisk uafhanglge bandvariable p& grund af relationerne

. (1) og (2). Disse fire variable félder i to kausale klasser:

. pd den ene side f og g, og p& den anden side e og p. D.v.s

hvadenten vi opfatterff'eller g som stimulus variabel, sva--

rer det til, at systemet har strgminput, og bade e og p kan

s3d med lige stor ret opfattes somvresponseveriable, da sy-

stemet har spazndingsoutput (og p er givet ved e i lign.(l)).
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For en given kausalitet kan vi s& definéféwfifé:fafgfgiiff\i S
ge responsefunktioner. F.eks. for spandingsinput kanrbi -

lade spandingen e vare nul op til k1.0, og Konstant (eo)

derefter, e(t) = eOE(t), hvor E(t) er. Heavisides enheds--

funktion, og vi siger da, at spandingen er stimulus. Re-

sponset kan s& enten vare f eller g, og-de tilhgrende-re- - -
sponsefunktioner for t>0 er f/e (rate-) bevageligheden el--

ler admittansen, og gq/e, fpjeligheden eller krybefuﬁktiéneh.

Eller vi kan lade impulsen p vare nul op til k1.0 og der=-

efter konstant, svarende til at spaﬁdingenSfafhangighed'af

tiden er givet ved en Dirac~deltafunktion.
p(t) = p,-E(t) ; e(t) = p,8(t) - (3

Vi siger da, at impulsen er stimulus. De tiih¢rendé respon-
sefunktioner er sd f/p,. letheden, og q/p, (level-) bevage-
ligheden eller admittansen. Hvis systemet har str¢minput,
kan vi pd tilsvarende made definere firé responsefunktio-
ner, nemlig e/f, (rate-) modstanden eller impedansen, p/f,
tragheden eller inertansen, samt e/q, stivheden, og p/qg,

(level-) modstanden eller impedansen.

Af de fire response-funktioner i en kausal klasse, kan der

hgjst vaere tre med forskellig dimension, idet level-forhol-

det p/q altid har samme dimension som rate-forholdet e/f.
Uafhengigt af de konkrete fysiske forhold og dét konkrete
enhedssystem, kan vi formelt altid regne med netop tre for-
skellige uafhengige dimensioner knyttet til et bestemt e-
nergiband, svarende f.eks. til enhederne for spanding,
strgm og tid. Ser vi pd en energibdndsmodel som en helhed,
kan hver transducer og gyrator i princippet introducere en
ny dimension, saledes at det maksimalt mulige antal uafhan?
gige dimensioner i en ikonisk struktur er lig med antallet
af transducere plus antallet af gyratorer plus tre. For et
simpelt response-system (med kun én port), betragtet som

en black box, kan der imidlertid kun optrade de tre uafhan-
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- gige dimensioner, som defineres ud fra stimulus-response

porten.

Vi kan nu vende os til résponsefunktionernes semantik. Vi'
'har set, at de 51mple responsefunktloner falder i to kau-
‘sale klasser (spandlng51nput eller strgminput) og at der
'1nden for hver klasse optrader fire forskellige komblnatlo—»
ner af stimulus Og response, men hgjst tre forskellige di-
mensioner af de tilhgrende responsefunktioner. Nar disse
funktioner skal navngives, er det fornuftigt at lade dimen--
sionsovérvejeléerne vere afggrende, sdledes at funktioner,
som i princippet kan have'forskellige’dimensidner'ogsé far:
Aforskellige navne, éelv om de eventﬁeltliAet bestemt enheds-
system. kan have idehtiske dimensionef. Som eksempel kan
navnes, at cgs—-enhedssystemet lader kapa01teten af en kon-
"densator have dlmen51onen "langde" (cm) . Alligevel ville
ingen finde pa at sige, at en given kondensator har langden
100cm, nar det er kapacitéten, der menes. Sammenfaldet af
‘dimensioner i dette tilfalde.ér noget speéielt for cgs-sy-.
stemet og ophaves i mksa-systemet. Man'kan'altsé ikke lade
dimensionerne 1 et tilfeldigt enhedssystem vaere afggrende
for navngivningen afAfysiske observable (mehAnok for deres
enheder). Med brug af bond-graph semiotikken har vi imidler-
tid et mere generelt verkt¢j;.hvormed dimensionsanalyser

kan foretages uafhazngigt af enhedssystemer. -

Navngivning péa gruhdlag'af kausaliteten'og de "principelt’
forskellige dimensioner" fgrer sdledes til seks forskellige
betegnelser for de simple responsefunktioner, tre inden for
hver af de kausale klasser. I prak51s bllver der dog flere
navne, idet der kan vare flere betegnelser for den samme-
funktion, f.eks. en dansk betegnelse og.en ;remmedords be-
_tegnelse. Funktionerne p/q og e/f skal til gengald have
samme bétegneise (impedans), da_dé har samme dimension. !
Imidlertid kan disse to funktioner godt vare matematisk
forskellige, og vi kan derfor fa brug for at précisere'éé-

gen ved at tale om level—impedansen.(p/q) eller rate-impe-
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dansen (e/f). P& tilsvarende madde finder vi i den anden kau-

sale klasse en level-admittans (q/p) og en rate-admittans
(f/e). Visse forfattere har foreslaet betegnelsen "memri-
stans" for level-funktionerne p/q og q/p. Vi vil dog ikke
benytte denne betegnelse, isar fordildet viser sig, at der
- for tidshomogene systemer ingen forskel er pa level-impe-

dans og rate-impedans (eller 2-admittans og r-admittans).

I nedenstidende skema gives en oversigt over de seks navne-
grupper og de tilhgrende symboler. Skemaet er en semiotisk
matrix med rakker og sgjler svarende til de fire stimulus-
response variable. Da disse falder i to kausale klasser,

bliver matricen delt op i fire "vinduer" med hver fire "ru-
der". De to "vinduer" langs diagonalen er tomme, fordi sti-

mulus- og responsevariablen ikke kan tilhgre samme kausale

klasse.
re-
sponse | forskydning stram spanding impuls
f ' e
sti- (o—2) (x-r) (o—-r) (x-2)
mulus
~ level-
forskydning S , stivhed modstand
q AN modulus impedans
(0-2) AN G Z,
A ~
\,
~ . rate- 7
strgm AN modstand traghed
f ~ impedans inertans
(x-x) , N z M
N r
~
rate- ,5\_
spanding fpjelighed |bevagelighed N
e krybefunktion|ledningsevne N
(o-r) J admittans Mo
- Yr s
level- N
impuls bevegelighed lethed ) AN
P ledningsevne
(x~1) admi ttans F N
Yo Il

Fig.4. Semiotisk-semantisk skema over de simple response-

funktioner.
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" De tre (evt. flre) forskelllge funktloner i en kausal klasse
L vil have hver deres karakteristiske matematlske egenskaber,
som vi skal studere i de fglgende - -afsnit. For de fleste sy— .
stemer gelder, at de i et stlmulus response fors¢g kun kan
opﬁradevmed én form for- kausalltet. De (tre_eller fire) re-
>sponéefunktionér,'som hgrer til den eksperimentelt mulige
'kausalform,‘kaldes de égentlige fésponsefunktioner, og det

. er kun for dlsse, at en egentlig matematisk reéponseteorii
kan formuleres. Imldlertld kan man ofte, hvﬂs systemet er
~af en kendt dynamisk struktur (en "white box", f. eks. et
kendt elektrisk netveark eller en fuldt retlculeret energl?
bandsmodel) rent formelt behandle bevagelsesllgnlngerne,
~som om kausaliteten;Vaf:den'modsatte} og pé& denne made fa

‘bestemt de gvrige funktioner, som si kaldes de uegentlige

responsefunktioner. Dette kan-dog kun ggres ved at tillade

en "funktion", som er endnu mere singular end Dirac's del-

) ‘tafunktlon S(t), nemllg den afledede af deltafunktlonen

¢'(t). Omvendt: hvis vi har glvet udtryk for f.eks. F, ¥
vqg-i og kan konstatere, at de er ikke- 51ngulare, sa kan‘Vi
Vare sikre pa, at den'figtige.kausalfOrm er spéndingsinbut;
og at der vil thrade»en»§i¥fﬁnktion i &n af de tre:uégéntF'
lige. funktioner G, 2 og M (faktisk altid i G, ﬁedens A vii
“indeholde en deltafunktion 6(t) og M 'en diskontinuitet E(t),
Asom vi skal se i et senere afsnit). Vi vil sd kunne definere
et dualt éyotem med strgminput, for hvilket G, Z og M er de
egentlige funktioner og har ‘samme forl¢b som F, Y og J for '
'det oprindelige system, medens F, Y og J for det duale sy-
.stem er uegentlige og har samme forlgb og grad af 31ngula—
ritet som G, 2 og M for det oprlndellge system. I en ikonisk
energibéndsmodel foretages dualitetstransformationen véd
ombytning af krydser og boller 'og vending af transformato-
rer (den symmetriske transformator eller "prikken" er det’
- eneste selvduale element). I skemaet fig. 4 gés fra én re-
sponsefunktlon til den duale ved spejllng i skemaets midt-
'punkt En anden symmetriegenskab ved skemaet er, at man ved
spejling i dlagonalen (den punkterede) flnder responsefunk—

'.tloner med, rec1prokke dimensioner. Det ses f. eks. at Y og
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_Z er duale ogﬁhg;hreciprokke dimensioner (f.eks. hvis 2

midles i ohm, mdles Y i oh;éf;;AStivhedeﬁﬁaqag7f¢jélighé:fv
den J har reciprokke dimensioner, men er ikke duale, me-
dens letheden F er den duale til stivheden G og er dimen-

sionsmaessigt den reciprokke af tragheden M.

Med hensyn til semantikken i skemaet fig.4 kan man—hafte sig ved,

at responsefuriktionerne for spandingsinput betegner "positive" .
eller "gode" egenskaber: "lethed", "bevagelighed" og "fgjelighed",
medens funktionerne for strgminput betegner "negative" eller "dar- =
lige" egenskaber: "stivhed", "modstand" og "trzghed". D.v.s. de
menneskelige vurderinger af godt og darligt, som afspejles i dag-
ligsproget, bryder den duale symmetri mellem strgmme og spandinger

i det semiotiske system.

For at forstd dette md vi ggre os klart, at stimulus-response pro-
blematikken som fremstillet i dette afsnit blot er en idealiseret
udgave af en uhyre dagligdags problemstilling, nemlig det at udfgre
arbejde pd et materielt system med henblik pa fremstilling af et
produkt eller en vare. Arbejderen reprasenterer det subjektive ele-
ment 1 processen og svarer i vores formalisme til det ikke afbilde-
de aktive element som sgrger for stimulus i energibandet, medens
det integrerede output, d.v.s. den level variabel, der kan betrag-
tes som response reprasenterer det fremstillede produkt, eller va-
rens nyttevaerdi.

-Prgver vi at kategorisere forskellige "varer" fra dagliglivet (f.eks.

franskbrgd eller personkilometre) efter x-o systemet, sa er det klart,
at langt de fleste md betegnes som o-levels. D.v.s. nar vi bruger
bond-graph semiotikken til at beskrive den szdvanlige arbejdsproces,
er det variablen g, som reprazsenterer varens nyttevardi, og de kausa-
le forhold md svare til spandingsinput til systemet, sdledes at £ og
g er output. Selve arbejderen md si karakteriseres ved en spendings-—
kilde med en styrke e(t), som er den differentielle arbejdsindsats
(kraft, ikke arbejde), medens level variablen p er den integrerede
arbejdsindsats.

o X
varens integreret
nytteverdi arbejds-
indsats
q
arbejder
materielt
Qiff. system
indsats
e

Fig.5. Reticulation af vareproduktion.
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Det er nu klart, at en response-egenskab ved det materielle system

md betragtes som god, ndr den beskriver, hvor meget der produceres

for en given arbejdsindéats, d.v.s. de egentlige responsefunktioner
. F, Y og J bliver de gode, og de uegentlige G, Z og M bliver udtryk

for materialets genstridighed, som er noget darligt.

Bemark i ¢vrigt,-at bdnd—g;aph,semiotikken legger op til en mere

nuanceret  beskrivelse af arbejdsprocessen end f.eks. den marxistiske

arbejdsvardilare, som ikke skelner mellem "vardien" (q) og "indsat-
1] (p) . .

De fleste fra dagliglivet kendte arbejdsprocesser er for sammensatte
til, at den simple reticulation pa fig.5 kan give et rimeligt
billede. Dette udelukker dog ikke, at man kan ¢ve sig i at tenke i
energibandstermer i forbindelse med hverdagens forskellige opgaver,
- og specielt prgve at opdyrke en fornemmelse for,  hvad energibinds~
kausalitet er for noget; og hvordan den fgles, ndr energibdndet ud-
gpres af ens egne hander.’ '

En-del arbejdsopgaver kraver strgminput til det materielle system.
Kriteriet er, at spandingen e eller dens integral p betragtes som
det positive udbytte af prcdcessen. Det er f.eks. tilfeldet, ndr man
trazkker et ur op. I sddanne tilfalde er "varens hytteverdi" givet

" ved x-level variablen p,. og den vil have en noget mere uhdndgribe-
lig karakter end g, der madler udbyttet af den normale vareproduk-
tion med spandingsinput. Slibe og polerearbejde kraver strgminput,
medens flyttemandens job er sammensat af opgaver, der kraver span-
dingsinput. . : : : ‘
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1.1.2. Generelle egenskaber og sammenhange.

Vi har hidtil defineret de tidsafhandige responsefunktio-
ner som systemets ;ésponse pa en stimulus, der er givet
fved'Heavisides's enhedsfunktion E(t)}rbenne definition er
simpel, men ikke videre anvendelig; Vi har brug for at ud-
trykke systemets response p& en vilkdrlig tidsafhangig sti-
nulus.

I det f¢lgende.vil vi ofte, mere eller mindre stiltiende,
indskrenke os til systemer med spandingsinput, sidledes at
de egentlige responéefunktioner er letheden F, bevagelig-
heden Y og fgjeligheden J. Den duale symmetri mellem strgm-
me og spaendinger (x og o) i energibdndsformalismen sikrer
sa, at de generelle egenskaber af funktionerne F, Y og J
kan overfegres til funktionerne G, Z og M for systemér med
strgminput.

Vi starter med at betragte impulsen p(t) som stimulus. For
et lineazrt, reaktivt system kan strgmresponset £(t) udtryk-
kes som en funktional af impulsverdier til alle mulige tids-
punkter t', der ligger f¢r tiden t ved et Stieltjes-integral:

f(t)

JtF(t,t')dp(t') | W
—co
Funktionen F(t,t') er sd pr. definition systemets letheds-
funktion (sml. skemaet fig.l1l.l1.1l.4), der altsa i alminde-

lighed afhanger af to tidsargumenter t og t' og kun er de-
fineret for t'<t. Hvis impulsen p(t') er en differentiabel

funktion af tiden, har vi
dp(t') = e(t')dat’ (2)

hvor e(t') er spandingen k1l t', der jo ogsd kan opfattes
som stimulus i det samme forsgg. Selv hvis p(t') ikke er




differentiabel overalt pd tidsaksen, men har diskontinui-

teter, kan vi benytte (2), idet vi sa tillader e(t') at
indeholde deltafunktions-singulariteter (sml. lign. 1.1.1.3).

F.eks. kan vi have:

p(t')v= pOE(t'—tO)
o L (3)

og vi fa&r si af ligning (1):
f(#) = PO'F(t,tO) | o (4)

Specielt fiﬁderjvij at den i afsnit 1 defiperede letheds-
funktion er lig med F(t,O).

-

'

E Den v1gt1gste klasse af systemer er de tldshomogene for .

hv1lke responset i ligning (4) ikke direkte afhanger af t
men kun af.tldsforskellen t- to. For tidshomogene systemer
afhenger lethedsfunktionen F(t,t') ( og de ¢vrige response-
funktloner) kun af: forskellen T ¥‘t t' og er définerét for
7>0. I f@grste omgang v1l vi dog ikke antage, at systemet er
tidshomogent, men vil: ‘tillade en explicit tidsafhangighed,
svarende til at en'energibénds—reticulation af systemet kan

indeholde tidsafhanéige-lakke og trangformatorer.

For rent passive systemer har vi en simultan;(samtidig) re-

lation mellem spahdingsinput og strgmoutput svarende til

en .lethedsfunktion af typen . .

Lty N __l‘ E

Fpassiv(ﬁ,t ) = Fo(t) G(t't ) o (5)

" vi vil her opfatte den passive adferd som et gfansetilfalde

af reaktiv adfard og i overensstemmelse hermed forvente,

" at singulare bidrag af typen (5) kan indgd i lethedsfunk-

tionen F(t,t')! Deltafunktionen er si ogsd den verste form |

for singularitet, som kan forekomme. Med andre ord: hvis
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F(t,t') indeholder den afledede af deltafunktionen

7 8}(t-t7)mer det et sikkert feghhbé, at F(f?f‘)re: en
uegentlig responsefunktion, og at systemet i virkelig-

heden har strgminput.

Svarende til ligning (1) kan vi benyttéFStieltjes inte-
gralformen og skemaet fig. 1.1.1.4 til -definition af de

g¢vrige responsefunktioner:

-t‘

f(t) = Yr(t,t')de(t') _ (6)
-t )

q(t) = | Y (t,t")dp(t") , (7)
rt

g(t) = | J(t,t')de(t") . (8)

J —o0

Ved benyttelse af (2) i (1) fas ved delvis integration
og sammenligning med (6):

t t
f(t) = J F(t,t')-e(t')dt' = J Yr(t,t')de(t')

-0 -0

3Yr(t,t')
hvor ""’—-B—ET———— = "F(t,t')
og Yr(t,t) =0

'D.v.s. rate-admittansen Yr(t,t‘) fads af lethedsfunktionen

F(t,t') ved integration over andet argument (t'):

t
Yr(t,t') = J F(t,t")dt" (9)
tl

Den anden admittansfunktion, level-admittansen Yg(t,t'),
findes (ved integration af ligning (1) og sammenligning
med (7)) at fremgéd af lethedsfunktionen ved integration
over det fgrste argument

t
Yz(t,t') = J F(t",t')dat" (10)
tl
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: Endellg finder vi ved delvis 1ntegrat10n af (7), eller
direkte 1ntegratlon af (6) og sammenligning med (8), at
f¢1ellghedsfunktlonen J(t,t') fremgar af Y (t t') ved
integration over andet argument, eller af Yg(t't!) ved
integration over fgrste argument:

t t
J(t,t') = J Y (t t")dt“ = J Y (t",t')at" (11)
. t' . t' B L

Relationerne (9), (10) og (ll)‘kan ogsa fremstilles pa

differentialform:
o Jaae, ) S
Yr(t’t, )= Tt '
. ' ‘. '
YQ'(_t,t'),»=—a—J—a(%ﬂ——t-:—) T {12)
o 2236, ")
Fle,e') = = —5g5er

Integralrelatlonerne 1ndeholder imidlertid mere 1nforma—
tion end dlfferentlalrelatlonerne, idet de bl.a. viser,

at funktionerne Y (t t') og Y, (t,t') ma vare nul for t= t',
medmlndre lethedsfunktlonen F(t t') har en deltafunktions-
.51ngular1tet-for =t (sml. lign, (5)). Lethedsfunktionen
rummer'ai information om systemets responseegenskaber, og
det vil i almindelighed vare eﬁ'fornuftig strategi at star-
te en systembeskrivelse med at bestemme denﬁe fﬁnktidn og
derefter finde de ¢vrige ved integration.. Vi siger derfor,
at F(t, t') er standard -responsefunktionen for et system
med spandlng51nput For et system med str¢m1nput er det’
stivhedsfunktionen G(t t'), som er standard- responsefunk—
tion, og de ¢vr1ge”(zg, Zr og M) flndes af G ved integra-
tioner, svarende til-(9), (10) og (ll).

Ser vi nu pé& hele samllngen af stlmulus response varlable
q,f e og p, sé kan vi udvalge en v1lkar11g af disse, ¢,

til stlmulus og en vilkarlig anden, Y, til response. Den
tllsvarende responsefunktlon R(t t'), er sa deflneret.ved‘J
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Stieltjes integralformen

t - R L
R(t,t')dé(t") (13)

—CO

y(t) = J

Funktionen R(t,t') siger kun noget om systemets fysiske
egenskaber, hvis ¢ og y hgrer til forskellige kausale
klasser, altsa f.eks. ¢=f, y=é, R=Zfﬁ Derimod, hvis ¢ og

Yy stdr for den samme variabel eller tilhgrer samme kausa-
le klasse, f.eks. ¢=f, y=g, er R en rént matematisk funk-
tion, som kun afspejler definitionen (13) og level-rate
relationen mellem de to variable. Vi kan nu levere en
fuldstendig udfyldt version af det semiotiske skema, hvor
de matematiske sammenhaznge mellem funktionerne er angivet

ved "integrationspile":

Y
g £ e p
)
q E(t-t') 28 (t-t") G(t,t’) Z,(t,t")
' & —_—>
i T
et j——%>
£ t-t' E{t-t') Zr(t,t') M(t,t'")
e J(t,t") Yr(t,t')' E(t-t') t-t'
< —_>
1 —t
€ —
P Yz(t,t') F(t,t") 26 (£~-t') E(t-t'")
Fig.l. Skema over funktionerne R(t,t') (lign.(13)) og deres

matematiske sammenhaznge. De vandrette pile angiver
integration (fra t'. til t) over fg¢rste argument (t),
og de lodrette pile angiver integration (fra t' til
t) over andet argument (t').
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1.1.3. Tidshomogene systemer.

: : ‘ . - :
I anvendelserne af responsefunktionerne skal vi nasten

'_udélukkehde beskaftige os med tidShomogene systemer, for

hv1lke responsefunktlonerne af t og t' kun kan afhange af
‘tldsdlfferensen '

T= b=t' . (120) - )

‘For sadanne syétemer vil béde de lodrette dg de vandrette.
pile i fig. I1.L. 2.1, 51mpelthen angive lntegratlon (fra 0" 4
til T) over t-variablen. Endv1dere gelder ved dlfferentla- \
tion:

¢ . {

3 o oy
3% J(t—t-) = J(t t;)

-l
ot

d.v.s. ifglge ligning 1.1.2.12:

Lo oy dd(r) o
Y_r:(’F) = Y,L(i) G S o (2)

For tidshomogene sYstemer er. der, alts& ingen grund til at
skelne mellem level— og rate-admittanser, eller mellem

“level- og rate- 1mpedanser, og vi vil -derfor betegne dlsse

funktioner Y (1) og Z(t). Altsa:
T _
Y(t1) = J F(t')dr" .
0
T | (3)
Z(t) = I G(t')dr'
' 0

og ved integratioh af Y og Z fas henholdsvis f¢jeligheds—- 
eller krybefunktionen' J(t) og traghedsfunktlonen M(t). I
det f¢1gende vil vi, nar ikke andet ‘navnes, antage at sy-

stemerne er tidshomogene.

Indtillnu har diskussioneﬁ vaeret rent semidtiSk—matematisk

-




~_og de Eﬁgakkede sammenhange og egenskaber ‘af responsefunk=-

"tionerne er uden fysisk indhold. Vi skal nu bringe fysik- =

ken ind i billedet ved at benytte os af, at funktionerne
er knyttet til et energibadnd og beskriver forholdene ved

en elementar axbejdsprocég.

T termodynamikkeg sammenfattes- de grundlaggende betingelser
for arbéjdsprocesser i to axidmer, kaldet fgrste og anden
hovedsatnlng Stort set udtaler de to hovedsatninger sig

om den samme sag, nemlig om umuligheden af at lave en evig-
hedsmaskine (perpetuum mobile), d.v.s. en cyklisk arbejden-
de maskine, som i lgbet af en kredsproces kan overfg¢re en
positiv energimengde til et arbejdsreservoir, uden at der
afsattes éndre spor i universet end evt. en forsvinding af
en tilsvarende méngde varmeenergi fra et varmereservoir.
Hvis et varmereservoir er involveret i processen, séledes
at den samlede energi er bevaret, siges evighedsmaskinen

at vaere af anden art og umuligheden af den beskrives i1 an-
den hovedsetning. Hvis der ikke optrader noget varmereser-
voir, er det en evighedsmaskine af fgrste art, hvis umulig-

hed er beskrevet i f¢fste hovedsatning.

De fleste systemer, som beskrives i den line®re response-
teori, forudsattes mere eller mindre stiltiende at indehol-
de eller vare i kontakt med et varmereservoir. D.v.s. hvis
der kan gennemfgres en kredsproces med systemet og et ar-
bejdsreserv01r, som ikke involverer andre systemer, og hvor-
ved der netto overfgres energi til arbejdsreservoiret, sa
vil systemet vare en slags evighedsmaskine, men vi kan ikke

afggre, om den er af fgrste eller anden art.

Forudsatningen for, at vi kan diskutere muligheden af en
evighedsmaskine med responseteoriens begrebsapparat er sa
for det fgrste, at der kan defineres en kredsproces mellem
et arbejdsreservoir og det reaktive system, og for det an-
det, at energioverfgrselen fra system til arbejdsreservoir

kan beskrives alene ved stimulus-response variable. Begge
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disse betlngelser kan udtrykkes ved at forlange, at syste-

met er ergodlsk

At systemet er ergodlsk er ensbetydende med (sml. ref.I,

kap. 9), at dets output kan karakteriseres som rent respon-
se pa de anvendte stlmull, plus et tllfaldlgt stgjbidrag,
‘som i de fleste makroskoplske sammenhange er ubetydellgt.

- For de ikke ergodlske systemer kan output signalet 1ndehol-
de et ekstra bidrag, konstant, perlodlsk eller nasten pe-
rlOdlSk, som afspejler systemets egen indre tllstand og
bevagelse, ‘der fortsatter uanfagtet, selv om systemet 1kke

) har veret udsat for stimuli i uendellg lang tid. Da systemet
-er reaktlvt (og ikke aktlvt) kan man imidlertid altld opfat-
te det ikke- -responsive 51gnal som ansliet af en stlmulus i
den uendellgt fjerne- og. ukendte fortid, og det er altid
muligt at udslukke 51gnalet for tid og evighed ved hj®lp
Afveh'passénde stimulus udefra. En evt. ikke—ergodiskvka—
rakter af et reaktivt system m& derfor altid vise sig i
_standardfesponéefuhktionen F(t) ved at denne udtrykkervu-*
endelig  lang hukommelse om ﬁortiden; d.v.s. ikke gar mod

‘nul for t-weo, Omvendf erAerquicitet ensbetydende med, at

F(tf 40 for t - e ‘ L (4)

Nédr et ergodisk system har varet i kontakt med et arbejds-
reservoir og dereftér overlades til sig selv, vil dets
outputstrgm i lgbet af en vis tid aftage til nul p& grund
af betingelsen (4j. Systemet er da i samme tilstand som

fgr kontakten med érbejdsréservoiret, d.v.s. det er faktisk

muligt. at gennemfgre en kredsproces med systemet.

Situationen hvor det ergodiske system er sammenkoblet med

arbejdsreserﬁoiret-er vist pa fig}l; Arbejdsreservoiret -
kan f.eks. vare et lod, som henger i en snor og hvis h¢jde
h over:underlaget kan.varierés kontinuert. Det skildres da

ved et aktivt o-lager med energifunktionen
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t
2
]

- mgh ()

hvor m er loddets masse og g er tyngdeaccelerationen.

N&r koblingen etableres gennem en transducer med konstant
omsatningsforhold, far systemet et konstant spandingsin-
put e,-

f(t) €

7 |

[mgh]

Fig.l. Ergodisk system med lethedsfunktionen F koblet

til et arbejdsreservoir.

Lad os nu betragte en kredsproces, hvor systemet er ufor-
styrret for t<t1' sammenkoblet med arbejdsreservoiret for
tl<t<t2 og uforstyrret igen for t>t2. Den samlede energi-
me&ngde, som overfegres fra arbejdsreservoiret til systemet
i 1lgbet af denne proces er sa

)
W J e(t)f(t)dt

t
2 — . -
eoj f(t)dt = e [q(tz) q(tl)]

2
eo'J(tz-tl) (6)

Denne stgrrelse md vare positiv eller nul, da vi i modsat
fald ville kunne overfgre energi til arbejdsreservoiret

fra systemet i lgbet af en kredsproces og derved realise-
re en evighedsmaskine. D.v.s. for alle ergodiske systemer

m& krybefunktionen J(t) vare ikke-negativ

J(t) =2 0 for t =20 (7).
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Vi kan tanke os p& lignende m&de at koble systemet til et
‘arbejdsreservoir.med strgmoutput (selv om et s&dant er sva-
‘rere at etablere i praksis). Det fglger sd, at inertans-.

funktionen er ikke-negativ

M(t) =2 0 for t = 0 ' (8.
'Begge ullghederne (7) og (8) ma vare opfyldt for samme
system, selv om den ene af funktionerne J og M er uegentlig.
Da arbejdsreserv01ret er aktivt, vil det altld "yinde over"
det reaktive system i en kausal konflikt, .oggaen uegentlige
responsefunktion optrader da som en egentlig,respensefunk—

- tidn (dog ikke for vilk&rligt sm& tider).

Disse ullgheder er altsd en responseteoretlsk udgave af

termodynamlkkens grundleggende axiom (umullgheden af en

ev1ghedsmask1ne) Vi har kun vist' s@tningernes rlgtlghed _
for ergodlske systemer, men det kan antydes, at de ogsav

' er rigtige for ikke-ergodiske systemer. Et 1kke—ergodlsk

'System kan altid ggres ergodlsk ved tllkobllng ‘af en lek,

som VlSt pa flg 2 for et system med spandlng51nput.

Y

Fig.2. Tilf¢jelse3af'eh'lak (R) . til et ikke-ergodisk sy=
stem med 1ethedsfunktiohen F, hvorved totalsyste-

met bliver ergodisk.

At totalsystemet p& denne made ggres ergodisk er indtil .



videre en ubevist pastand, som vi skal tage op i paragraf

- 2. \For totalsystemet vil betlngelsen (7) vaere opfyldt Nar
vi.sa lader lakstgrrelsen R ga& mod nul, vil J(t) for total-
systemet garmod krybefunktionen for det ikke ergodiske sy-
stem, og da (7) er opfyldt under hele denne gra@nseovergang,

vil den ogs& vare opfyldt i gransen for R = 0.

\,

: \o 1. . : : A
I energibdndsformalismens axiomer modsvares termodynamik-
kens postulat om umuligheden af en evighedsmaskine af det

s&kaldte lzkaxiom: lazk-parametre er altid positive (ref.I,

kap.7). Nar et system er beskrevet med en energibdndsmodel,
hvori der indgdr lzkke men ingen kilder, kan det ifglge lak-
axiomet dissipere energi, men ikke afgiVe energi til et ar-
bejdsreservoir i en cyklisk proces. Heraf fgplger, at betin-
gelsérne (7) og (8) automatisk vil vare opfyldt for fuldt
reticulerede systemer, som er line®re og reaktive (eller

passive) .

Termodynamlkkens hovedsatninger medfgrer, at et reaktivt
eller passivt system i ligevagt (med outputtet nul) ikke
kan afgive energi til et arbejdsreserv01r,_nar det sammen-—
kobles med et siddant. I nogle larebgger ggres denne egen-
skab til en definition péa& passivitet, hvilket tyder pa en
vis begrebsforvirring. Semantisk er der ingen direkte for-
bindelse mellem et systems passivitet eller reaktivitet og
dets manglende evne til at afgive energi; nir denne forbin-
delse alligevel eksisterer, er det i kraft af fysikkens lo-
ve. Et system, som kan afgive energi uden at vare stimule-
ret pd forh&nd, md altsa vare aktivt, men omvendt kan vi
ikke slutte, at et aktivt system altid vil afgive energi.
En spandingskilde er nok en kilde for spanding, men ikke

ngdvendigvis en kilde for energi.
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1.1.4.. Regneregler og eksempler.

I

..Den vigtigste opgave for-energibéﬁdsteknikken‘i forbindelse
med den lineare responseteorl er at "simulere" et forelagt
‘black box system ved en passende kombihation af de basale
ikoner. Med andre ord, det gaelder om at konstruere en "white
box" i form af en fuldt”reticuleret energibéndémodel som 1
henseende til stimulus- response egenskaber er 1dentlsk med
den forelagte black box. '

At denne ngave'alﬁid kan lgses ved hjalp af de standard-
funkfioner som definéres af de passiVe og reaktiVe basale
ikoner er en hovedsatnlng, som 1 hg¢j grad llgner matema— _
tiske resultater vedr¢rende approk51matlon af funktloner
ved standardfunktloner, s&som polynomier (Taylor rekkeud*,
vikling) og trlgonometrlske rakker (Fourier opl¢sn1ng) Vi
skal gradv1st skyde os ind pa et bevis for denne hovedsat-
nlng og formulere nogle forskelllge metoder til praktlsk
gennemf¢relse af retlculatlonen, og. undervejs far vi brug
for en del teknikker og sa@tninger fra den matematlske ana-

'lyse og algebra..

Den ferste opgave er s& at fiﬁde responsefunktionerne af

de simplé elementer og dernast at opstille regler‘for,l
hvordan disse funktioner kobles sammen matematisk, nar ele-
menterne kobles sammen med energibéndvoé-samlere m.m.

Lad os starte med at se pd et x-lager med inertansen m.
Dette element kan f.eks. beskrive bevagelsen af en partikel
med massen m i én dimension, og de fire dynamiske variable
| for.stimulus-:eSponse porfen, q,f,e og p, er sa henholdsvis
partiklens pbéition (regnet fra det punkt, hvor den ligger
stille til at begynde med), partiklens hastighed, kraften-
pa partiklen og paitiklens impuls.'Da x~lagret har span-

dingsinput, satter vi e = eO4E(t)~og‘fér sa for t>0:

A



o= ¥3

p(t) = eyt og £(t) = eO‘t/m. Da admittansen er define-
ret som f/e for t>0, far vi : o

Y(e) = = (1)

De to andre egéntlige responsefunktioner er sa simple at
pestemme: Tetheden F(t) f&s ved differentiation af Y og-.
fpjeligheden J(t) ved integration af Y: '

2
£

F(t) = 2m

o

; J(t) = (2)

Da letheden er-konstant, vil en impuls-stimulus pOE(t)
give et hastighedsresponse, som ogs& er proportionalt med
Heaviside funktionen: f(t) = (po/m)'E(t). Vi kan da lige
sd godt betragte hastigheden som stimulus Og impulsen som
response, og vi far derved bestemt traghedsfunktionen

M = p/f:

M(t) = m (3)

De to andre uegentlige responsefunktioner Z og G kan sa
findes ved differentiation. Her skal man imidlertid passe
1idt pa. For det fgrste galder udtrykket (3) kun for t>0.
Egentlig burde man skrive

M(t) = m*E(t) (4)

Treghedsfunktionen har altsd en diskontinuitet for t=0,
hvor den springer fra 0 til m. Normalt ville man ved dif-
ferentiation af Heaviside funktionen f& en deltafunktion:
E'(t) = 6(t), men den form for differentiation, vi her skal
udfere, skal resultere i en funktion, som integreret fra

0 til t giver os M(t) igen. N&r man integrerer deltafunk-
tionen fra 0 til t f&r man kun "halvdelen af singularite-
ten" med, d.v.s.

t
J s(tr)dt' = 3E(t) (5)
0
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Impedansfunktionen Z(t) er derfor givet ved .
Z(t) = 2mé (t) | . - (6)

N&r vi videre skal bestemme stlvhedsfunktlonen G(t) ved ‘ 4
dlfferentlatlon af Z(t) st¢der vi p& endnu st¢rre vanske- :’ ?
. ligheder. Rent formelt skriver vi

G(t) = 2md’ (t) M

som om der var‘tale om en simpel differenfiation af en
deltafunktion, men i virkéliéheden burde vi i stedet for
&'(t) skrive noget i retning af &' (t) + 26(6)-6(t); nemlig
en fuhktion, som integreret fra 0 til t giver 6(t). Denne

' skrlvemade er imidlertid s& langt vak fra gengs matematik,
at vi vil droppe der og holde os til udtrykket (7) -

Eksemplet med x—lageret'viSér,:at‘den uegentlige sténdard—
-responsefunktion (i dette tilfeldé‘G) fortet‘reaktivt sy~
stem har en ikke integrabel singularitet for t=0. D.v.s.
ved en enkelt-integratiOnifés en ‘funktion som stadigvak er
singulaer for t=0. Der skal to integrétioner til at ophave
singulariteten, og den responsefunktion, som st&r hgjest

i integrationShierakiet (M eller J) vil derfor altid vare
en egenﬁliquatematiSk funktion, selv om den som response-
funktion betragfet ef uegentlig. - . i
For et o-lager, f.eks. en elektrisk kondensator med kapaci-

teten_C genfinder vi de samme funktioner af tiden som for
‘x-lageret, men pé'ae "dualt spejlede" pladser 1 den semio-

tiske matrix. De egentlige responsefunktioner er altsa

Ge) = &

z(t) = & (8)
2

M(t) = %5
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~ og_de uegentlige:

2C6" (£)

:F(t) =
Y(t) = 2C6(t) - (9)
TJ(t) =C .

Dernast betragter vi de passive komponenter under &t: en
x-lak med modstanden R og en o—lak'med ledningseVnen K.
Hvis K=1/R vil de to. lakke have identiske responsefunktio-
ner. For de passive komponenter kan vi derfor ikke angive
nogen foretruken kausalitet, og der er ingen grund til at
skelne mellem egentligt og uegentligt. reponse. Da lzkele-
mentet altid har simpel proportionalitet mellem str¢gm og
spanding (Ohms lov), har vi

z=R , Y=3% (10)
ved differentiation (jfr. (5)) £féas

G(t) = 2R6(t) , F(t) = 26(t) (11)
og ved integration af (10) £és

M(t) = Rt , J(t) = %-t (12)
I nedenstdende skema gives en oversigt over de fundne

funktioner. Ikonerne er vist i skemaet pd samme side som

de tilhgrende egentlige responsefunktioner.
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lethed |bevage- |fgjelig- || stivhed |modstand| traghed
lighed hed . - 1 -
F.(t) Y(t) J(t) G(t) -2 (t) M(t)
1 | t t2 ‘ :
@ = x = 206" (t) | 2m6 () m
m » : \
‘ . 1 t £ |
2Co" (t) 2C6 (t) C -C— C —2'6 e
1/R |2 1 t | | | '
R6(t) R R 2R6(§) R Rt 3

- Fig.l. Skema over de tidsafhaﬁgige responsefunktioner for -
~ simple komponenter. ’ '

De simpleste: regnéregler vedr¢rendé kombination af ikoner

skildrer 1ndv1rkn1ngen af en transducer/transformator eller
en gyrator, som 1ndsattes i stlmulus responseé porten. Det -
er nok at anglve regnereglen for en af funktionerne inden

for hver af de kausale klasser, som

da de basale 1kone;,
tilfgjes systemerne'i det f¢lgende;_re§rasenterer tidsuaf-
hangige relationer mellem strgmme oOg spendlnger i portene,
som ikke 1nterfererer med de integrations- o9 dlfferentla-
tlonsoperatloner, som forbinder responsefunktlonerne 1nden
for en klasse. For systemet p& fig.2a, hvor en transformator
eller transducer med omsétningsforholdét.T gf indskudt i

porten til et system med admittansen zrfinder vi
y=1%v . (13)

og tllsvarende flndes F og J for totalsystemet ved at: gange

Fl og J med T

A

For den anden funktlonsklasse flndes
27%1 N | o (14)

ligesom G og M findes ved at'dividére G, og'M1 med‘Tz.

\
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'

Fig.2. 1Indskydning af basale toporte.

N&r der indsa@ttes en gyrator i systemporten som pa fig 2b,
- vendes kausaliteten, hvorved admittansen for totalsystemet

bliver proportional med impedansen Z1 for delsystemet

Y =g -2 (15)

z = L.y (16)

idet o-gyratoren med omsatningsforholdet g bliver til en
x-gyrator med omsatningsforholdet 1/g, nar kausaliteten

vendes.

N&r to systemer forbindes til samme ydre port via en sam-
ler, f&r vi en simpel additionsregel for de funktioner,
som svarer til sterk kausalitet i den ydre port, d.v.s.
spandingsinput til en o-samler og strgminput til en x-sam-

ler. Som vist pad fig.3 fé; vi samme input til de to delsy-
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stemer- pa grund af de distributive samlerrelationer, og -

totalsystemets output bllver summen af delsystemernes

output pa grund af de konservatlve samlerrelatloner.

- Flg . Kobllng af to delsystemer tll falles ydre port.
Nar samleren er éf’o-typén'fér vi»dérfor
¥ =y +‘.'Y2, A (17)
Qg sémmé addiﬁionSreQel fox.Fpog.J.”Med én-x?samlér,galdér
Z.=2) + 2Ly o {1_8)-
- o9 tilsvarenaebfor G bg M.

Den viste saﬁier pa fig. 3. er forsjneﬁ med en prik ved

den ydre port, fordl dette glver de 51mplespe samlerrela-

tioner for de givne orienteringer. Imidlertid er addltlons—

reglen'(18) fuldstendig uafhengig af tilstedevarelsen af

prikker og deres position 1 x-samleren. En‘prik stadr jo

for en symmetrisk. transformator med omsatniﬁgsforholdet -1,
" og 1f¢lge (13) og (14) er det kun kvadratet pa omsatnings-

':forholdet, som har betydnlng for responsefunktlonerne..

Desvarre er det ofté de uegentlige résponsefunktioner, som'
kan findes ved brug af de 51mple addltlonsregler, og der er
i almlndellghed 1ngen 51mpel vej over til funktionerne i

N den modsatte klasse. Hvis vi skal bestemme en egentllg re-
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_ sponsefunktlon for et sammensat system med svag kausalltet

i den ydre port, kommer vi i almindelighed til at lgse en

Ff‘z/; L
\ ,

e
2

Fig.4. Sammensat system med svag kausalitet i ydre port.

integralligning.

>

T

For systemet pa fig.4 har vi

t .
e(t) = [ G, (t-t') - [£(t")=£, (£ ]dL"  (19)

-0

og
[ = [t' [t " "
fz}t ) = J_zz(t t")e(t")dt (20)

Hvis vi satter f£(t) = qoé(t), bliver e(t) = qOG(t), og vi
far derfor ved kombination af (19) og (20):

G(t) = Gl(t) - {tdt'ItF2(t‘—t")G(t")dt" (21)
- —co

altsd en linear integralligning for stivhedsfunktionen

G(t) af det sammensatte system. Teorien for lgsning af sa-
danne ligninger involverer teknikker som Fourier- og Lapla-
ce—transformationer-og brugen af analytiske funktioner af
en kompleks variabel, og er den vasentligste arsag til, at
vi i nazste paragraf kommer til at beskaftige os med de

komplekse, frekvensafhangige responsefunktioner.

N&r delsystemerne er fuldstendigt reticulerede, kan vi imid-
lertid opstille bevagelsesligninger for dem, og herved bli-

ver de egentlige responsefunktioner bestemt som lgsninger
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til en'linear differentialligning med konstante koefficien-.
ter. En s&dan-ligning er som.régel ret let at lgse (ref.IV),
‘og vi skal i dette afsnit indskranke os til eksempler) som
‘kan klares pé denne made. ' '
Som f¢rste eksempel pa et sammensat system ser vi pa Max-

-well elementet (fig.5), som i rheologlen svarer til en se-

'rleforblndelse af en' fjeder og et stempel og-i elektriske

netvark til en parallelforblndelse af en kondensator og en:

| modstand.y o . -
>80 — I,‘_‘}:
b
e
1}
' 0
- o—
L
_—Go VL
| | o
a. | R 2

Fig.S; Maxwell elementet a: eb'diagram b: fhéologisk'

dlagram.-_c, elektrlsk netvarksdlagram..

Da o-lageret i Maxwell elementet har spandlngsoutput og er
forbundet til en o-samler, f&r vi ogsa spandlngsoutput i’
den ydre port. D.V s. de egentlige responsefunktioner er
zG, Z og M. Ved brug af skemaet fig.l og addltlonsreglen (17)
finder vi umlddelbart de uegentlige funktloner F,Y og J, af
hvilke vi kun angiver krybefunkt;onen : '
Ity = éoA+ £t B (22)

For at bestemme de egentllge funktloner opskrlver vi de dy-
namiske llgnlnger -for diagrammet, som bestemmer outputspan—v

dingen e (t) ud fra 1nputstr¢mmen f(t). ForAlagerets level



__variabel Q(t) (ikke at forveksle med input variablen qg(t))

- har vi:

a0 _ - _ 1,
at =~ qae

- og da spandingen er'givet ved

f&s differentiallingingen

de _ ¢ .p_ 0., (23)
dt 0’ n
Den 1psning til (23), som forsvinder for t = -« er (saml.
ref IV, s.8):
G
t —'—g(t—t')
e(t) = J G,f(t') e " at’

—00
og da stivhedsfunktionen G(ﬁ) er defineret ved
t
e(t) = J G(t-t'")f(t')dt’
o

har vi altsd for Maxwell elementet

G
_So

G(t) = G,-e n (24)

Vi ser, at systemet har en eksponentielt aftagende "hukom-

melse" om fortidige stimuli. Den karakteristiske tid
=0
T G (25)

kaldes Maxwell-relaxationstiden. Da standardresponsefunktio-
nen gar mod nul for t-, er systemet ergodisk.

Ved integration fra 0 til t af (24) findes impedansen
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1

t

Z(t) = nf(l -e ™ )~ I (26)

. og yderligere en integration giver inertansen
| e
‘M(t) =~n-{t - TM<1 -e ™ ) ]_ (27)

Vi bemarker, at G-har gransevardien'G for smé'tider, og
svarende’ hertll har Z et llneart forl¢b Z = G -t og M et
kvadratisk forlgb M = %G t2 for t<<TM, For store tider,.
£>>T f&r 7 den konstante gransevardl n, og M vokser llne—'
@rt: M = n*t. D.v.s for smd tider er det o-lageret, som gg¢r

sig geldende, og for store tider er det lzkken.

. Det naste ‘eksempel er V01gt—elementet (fig. 6) som - i rheolo-

hglen fremtrader som en parallelforblndelse af en fjeder og
et stempel og i elektrlske netverk som en serieforbindelse
af en ‘kondensator og en modstand. I modsatnlng til Maxwell--
elementet kan. V01gt elementet bade optrade med str¢m1nput

og med spandlng51nput.

T

Fig.6. Voigt elementet. a: eb diagram. b: rheolégisk.”
' c: elektrlsk ’ '

Af skemaet fig.l og additionsreglen (18) findes G, Z'og_M:




G(t) = K + 2£8(t)

Z(t) K-t + & | - . (28)

M(t) :

%Kt2 + gt

Vi ser, at G(t) ikke gir mod nul for t-«, d.v.s. ndr Voigt

elementet har strgminput, er det ikke ergodisk.
For spandingsinput har vi (fig.6a):

dg _ _ l_v . '
& =f =% (ekq) (29)

Lgsningen af denne differentialligning for g giver

t _.IS(t_t')‘_
q(t) = J -é—e(t')-e*E at’

T dette tilfazlde er level variablen g det samme som den

cykliske level variable g for den ydre port, d.v.s. vi ma

have
t
g(t) = J Y(t-t')e(t')dt'
og derfor
K
Y(t) = é—-e’f‘t (30)

I dette tilfalde har Y en endelig granseverdi for t-0, og
ved differentiation af Y far vi derfor en deltafunktion

ud over den ordinare differentialkvotient:

K
F(t) = %é(t) - E et (31)
£

Endelig f&s krybefunktionen ved integration af (30):

K
J(t) = (1 - e"Et) , (32)

L
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Da F(t)=0 for taﬁ,-er Voigt elementet ergedisk,'nér det har

spandingsinput.

Sammenligner'yi krybefunktionerne (22) og (32), ser vi, at
Maxwell-elementet er "flydende" eller "veskeagtigt”, medens '
.Voigﬁ elementet, sem har en4endelig grensevardi af J for
tooo, "faststofagtlgt“ I virkellgheden optrader begge
elementer i vaskedynamlkken, hvor Maxwell~elementet be-~
‘_skrlver trensversale ("shear") bevagelser, medens Voigt-
elementet'beskriver rumfangsandrende ("bulk") bevagelser.

I det fofegéende afsnit nevntes, at et ikke-ergodisk sy-
stem kah ggres ergodisk ved pasetning af en lak. For et .

- Voigt element med str¢m1nput skal vi bruge konstruktlonen
pa fig. 7 (sml, flg. 1.1. 3.2. )

Y -

1

Fig.7. Voigt element med strgminput gjort ergodlsk ved

pasatnlng af spandingslekken K,

Med brug af G(t) for det "bare" Voigt element fra ligning
(28) fas nu for det "pakladte" Voigt element:

t . ’ .
e(t) [[K+2£6(t—t')]-[f(t')-Kl-e(t')]d;'

<

= Keq(t) - K°Ki-p(t)‘+ Eef(t) - ER,*e(t)

N&r denne ligning lgses m.h.t. e, og derefter differentie- -




res, far vi:

o de . 1 [ou_ af ’
-dz = 'wl"'EKl '{K f + Ea—E K Kl'e} .

Satﬁes»nu f = fo-E(t), f2s e = fO-Z(t), og Z m& derfor
tilfredsstille differentialligningen

az _

4% _ _ K rieo.g1 s 26 siey
dt = TFER, [1-K,-2] + T+ER s (£) (33)
Lgsningen til (33) er
KeK,
_ 1 R - B l+gKl E .

og ved differentiation heraf fas

- KeKq S
_ _K 1+EK 2t ‘
G(t) = 1-:5'—1{:78 1 + -1—_—*_—-&1 §(t) (35)

Denne G-funktion gar mod nul for t-, hvilket viser, at
det "padkladte" Voigt element er ergodisk. For Kl»o-gér ud-
trykket (35) over i G-funktionen for det "bare' Voigt ele-

ment.

Som det sidste eksempel i dette afsnit ser vi pd den udam-

pede harmoniske oscillator. Som vist pd fig.8 kan der defi-

neres to forskellige ydre porte for dette system, af hvil-
ke den ene kun kan have spandingsinput (spandingsporten)
og den anden kun kan have strgminput (strgmporten). Vi
skal ngjes med at behandle tilfazldet med spzndingsinput
(fig. 8a), idet det andet tilfalde fremgar heraf ved en

dualitetstransformation.
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Fig.8. E.b. diagram og elektriske diagrammer for en udem-
pet harmonisk oscillator. a. Spendingsinput..
b. Strgminput. '

Da to-port x-lageret p& fig.7a er et sadvanligt et-port
lager med en indbygget x-samler, kan vi bestemme de uegent-

lige funktioner ved brug -af (18), f.eks.

9

e

M(ﬁ) = L +

> ©(36)

0

For at bestemme de egentligé résponsefunktioner opstiller

vi de dynamiske ligninger:

ar _ _ _ Q
gc - ¢~ ¢
(37)
a9 _ P _
dt L £

. - ' : N :
Sattes ' nu’ e = eo-E(t), skal vi have f = eo-Y(t). Af (37)
f&s.s& felgende differentialligning for Y(t):

a-y . 1 1

= = - 7& Y(t) + § §(t) ) 3 (38)



44§9£7meget sma vardler af t er Q— , d.v.s. P = e *t og

faermed Y e Egg— = % . ‘Den eneste lgsning tll (38), som
0

tilfredsstiller disse gransebetingelser, er

Y(t) = \/-iT -sin(v-£f> - (39)

Admittansen antager altsd bade positive og négative verdi-

er og svinger harmonisk med frekvensen

-1 :
o = VIT (40)

W
ved differentiation af (39) fés:
F(t) = = cos (w,t) (41)
L 0 :
og integration af (39) giver

J(t) = Cc-[1 - cos(wot)] (42)

Den udazmpede oscillator er ikke ergodisk, da F(t) ikke gar
med nul for t-w. Krybefunktionen er ikke-negativ, som den
- gkal vere ifglge den termodynamiske ulighed 1.1.3.7, men
den antager verdien 0 uendelig mange gange for t-w, idet
oscillatoren ikke kan dissipere energien, men kun oplagre

den.



1.1.5."Tidséksponénte: 0og indre systemtid;

N ({

'Blandt de tldsafhanglge responsefunktioner 1ndtager fgje-
ligheds- eller krybefunktlonen J(t) p& flere mider en sar-
stllllng. Vi har set,,at J og ‘M.er ikke- negatlve,.og at
deres pléds ¢verst‘i integratidnshierarkiet'fritaéer dem
for de 6- funktlonsagtlge (og endnu verre) singulariteter,
.som plager de ¢vr1ge responsefunktloner. De fire forskel-
lige stlmulus responsevarlable, qg,f,e og p, som 1ndgar i
'deflnltlonen af,;esponsefunktlonerne-forholder'Sig forskel-
ligt til méleudstyret)‘f¢}st‘og fremmest fordi x-variablene -
f ogp refererer tii laboratorietidéﬁ t og kraver en form
- for ur for at kunne miles, hvorimod o—Variablene gqoge
kan bestemmes uafhanglgt af - tldsmalet De responsefunktlo—‘
fner, som deflneres alene ud fra o-variablene. kan males
"selv om vi ikke ved .hvad: tid er for noget“ og er derfor,
begrebsme551gt og eksperlmentelt, simplere end de gurige.
' Af.responseegenskaber, som kan males‘uégn uf, findes kun
stivheden G (=e/q)}ogﬂf¢jeligheden J (=gq/e).

Det "ur" som-skal bruges til maling af en x-variabel, kan have mange
'forskellige‘udformninggr; afhangigt af det energetiske medium. For
et mekanisk medium, hvor strgmmene er hastigheder af partikler og
spendingerne er krafter, der virker pa partiklerne, midles strgmme
~f.eks. med én meterstok og et sadvanligt stopur, medens spznding-
. erne kan midles med en fjedervagt. Hvis en kraft har en konstant
vardi, kan det nemt konstateres uden brug af ur, hvorimod hastig-
hedens konstans i den inertielle bevagelse af en fri partlkel kun
kan efterVLSes ved brug af et ur.

Tilsvarende for et elektrisk energiband: Spandingen kan i princip-
pet males elektrostatisk ved at bestemme kraften pad én prgvelad-
ning, uden brug af nogen form for ur. Strgmmen, derimod, kan be-
stemmes ved at veje, hvor meget sglv den udskiller af en sglvhol-
dig elektrolyt i et bestemt tidsrum, som md kontrolleres ved hjalp
af et sadvanligt ur. En anden (og nemmere) metode til strgmméling
er at bruge et drejespolegalvanometer. Her er der tilsyneladende
ikke involveret noget ur, men til gengzld indgdr. et permanent mag-
netfelt. Der er gode grunde til at opfatte en permanent magnet som
en sarlig slags "ur". Hvis vi r&der over en sidan, kan vi £f& en
prgveladning ‘til at cirkulere med konstant frekvens (cyXlotronfre-
kvensen) og vi far derved en "viser", som kan udmile tiden lige

sd godt som et sadvanligt ur.
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"Alle systemer, som svinger med en fast frekvens, er potentielle ~—
ure. Moderne metoder til mdling af massestrpmme i gasser og vasker— -
bygger pa Doppler-forskydning af spredt striling, som udsendes af

en maser eller en laser. En meget fglsom metode til hastighedsbé—
stemmelse bygger pd resonnansabsorption af y-strdling fra atomker-
ner. Det er den sakaldte M3ssbauer-effekt, som vi senere skal disku-
tere i detaljer. : :

‘Naturligvis kan vi ikke udmale funktionen J(t) uden at -

vide, hvad t er for noget, men hvis vi blot rdder over

et "uformelt tidsmdl" t*, som tillader ordning af fgje-
lighedsmdlingerne, sdledes at senere midlinger svarer til
stgrre verdier af parameteren t*, si3 kan vi bestemme funk-
tionen J(t*), som pad sin vis er lige sa god. D.v.s. hvis
vi senere far fastsat reiationen mellem den uformelle og
den rigtige tid t*(t), kan vi overs@tte m&leresultaterne

rent matematisk -
J(t) = J(t*(t)) (1)

uden at der skal andres pd de mdlte verdier af fgjelighe-

den.

Lad os nu i fgrste omgang forestille os at Qi kender den
rigtige tid, saledes at begge aspekter af J(t) kan fast-
‘lagges: bdde den fysiske egenskab, fgjelighederne, som
malt af de ikke-kronometriske apparater i en bestemt rak-
kefglge, og den métematiske funktionsafhangighed af tiden,
som beskriver den ngjagtige kronologi af malingerne. Vi
vil benytte en skrivemade, som klart adskiller de to ve-
sensforskellige aspekter

J(t) = Jl-Hl(-T“:) (2)
hvor Jl er en fysisk konstant med dimensionen fg¢gjelighed
og H1 en rent matematisk funktion af den dimensionslgse
variabel t/1. Stgrrelsen T er sid en karakteristisk tid

for systemet, f.eks. kan vi for et Maxwell-element bruge
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relaxationstiden T’ for Voigt elementet £/K og for den
harmoniske oscillator l/wo. For nogle systemer kan der
findes flere karakteristiske tider, og hvis der er stor
afstand mellem disse, kan der defineres-flere H-funktio-
ner, som hver iser er gyldige pd et bestemt omride af
tidsaksen. I andre tilfelde frembyder systemet s& fa pa-
rametre (f.eks. de to simple lagre), at der umuligt.kan
defineres en karakteristisk tid éleﬁe ud fra disse para-

metre. I sidanne tilfalde kan vi inddrage temperaturen T

‘ bg herved,defineré den kvantemekaniske korrelationstid

Wlb‘
=]

Ty = (3)
_n , 34

hvor h er Planck's konstant (6,67-10 3'J-sec) og k er

' Boltzmann's konstant (1,38 10723

i forbindelse med diskussionen af st¢jfanomener; se,'at

J-deg_L); Vi skal .senere

A,.TQ er en nedre grense for, hvor sma tider, man kan skelne

i et response-forsgg. I det fglgende vil vi for simpelhe-
dens skyld regne med, at”sYstemét‘frembyder netop én ka-
raktefisﬁisk.tidskonstant{ Opspaltningen éf J(t) i en fy-
sisk,konstaht og en matematisk funktion ggres éntydig ved
at vi definerer konstanten som verdien af J(t)‘for't=1.

‘Funktionen Hl(X)Amé da adlyde betingelsen .

Hl(1)=1.' o . ‘ ' (4)

éystemets karakteristiské tid T er kun defineret pa nar
en arbitrar poSitiv faktor A. D.v.s vi kunne lige sa godt
opfatte A1 som den karakteristiske tid. Nar vi laver en
s8dan skalatransformation pa tidsaksén, far vi en anden

opspaltning af J(t):

J(t) = JA'H}‘(-}‘—T-) L | - (5)
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Hy() =1 - (6)

I almindelighed vil forskellige vardier af skalafaktoren
A give anledning til forskellige matematiske funktioner
Hx(x). Hvis det ikke er tilfeldet, d.v.s. hvis

H, (x) = H, (x) | (7)

siger vi, at krybefunktionen er skalainvariant (egentlig

burde vi sige tids-skala-invariant). Det er en normal egen-
skab, at krybefunktionen enten for meget sma tider eller
for meget store tider har en asymptotisk form, som er ska-
lainvariant. I de tilfalde, hvor systemet slet ikke har
nogen karakteristisk tid, og vi m& bringe 1 ind "udefra",
f.eks. ved konstruktionen (3), er der ngdvendigvis skala-
invarians over hele den positive tidsakse. F.eks. har vi
for x-lageret (sml. lign. 1.1.4.2.)

2 2 2 2.2 N\ 2
S I S (5. ) Sk S (O -3
J(E) =70 = om ( ) - (AT)

d.v.s. AZTZ
JA = og Hx(x) = X

her er T og A helt virkéarlige, og betingelsen (7) er op-
fyldt. Tilsvarende har vi for en x-lak R:

~t_1.t _ At ., t
J®) =g =R °"7T ° R AT
d.vV.S.
_ AT - )
JA ==X og HA(x) = x ; (7) er opfyldt.

Maxwell elementet er ikke skalainvariant, men for t<<TM
er

J(t) = é , d.v.s. Jy = é og HA(X) = 1
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og for t>>rM er

J(t) = som for en x-lak,n (sml. ovenfor);

St

d.v.s. Maxwell elementets krybefunktion er SkélainVariant'

i begge granser t-0 0g t-w.

Det er nemt at indse, at skalainvarians kun kan optréde i

Q.

‘forbindelse med-potensfunktioner H, (x) ='x Vi‘hax jo

o o s ) e
JiE) = Jy¢ Hx(xt> Iy Hl\T)
'd.v.s. nar (7) er opfyldt, far vi (sat x ='%?')

H; (Ax) i&'-
Hl(X) | Jy

H¢jrqsidéh er uafhangiqg af x, d.v.s. ndr vi differentierer

venstresiden m.h.t. x far vi nul:
< . .

XHi(Xx)°Hl(x) - Hl(kx)in(x)

=0-
2, .
. Hy (%)
Vi satter sé x?l og far:
QAR S e
O EN I .
l . .

Hy (1)

' ~hvor a = ﬁ;TTT' er en konstant. Differentialligniﬁgen
(8) har den fuldstandige lgsning

g @
H, (A) = B2

og konstanten B fastsaﬁtes ved ligning (1): B = 1. Vi

. har sa Vist, at en skalainvariant H-funktion altid m& have

formen
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og en skalainvariant krybefunktion se sdledes ud:

: o - - - - .
J(t} = Jl°<—> : | (9)

i de tilfelde, hvor systemets krybefunktion i en eller
anden granse, eller pd hele tidsaksen, kan skrives pa-
formen (9), siger &i, at systemet optrader;med Eidsekégo—.;

nenten do.

Ved at se tilbage pd eksemplerne.i foregdende afsnit kan:
vi bestemme tidseksponenterne, som vises i nedenstéaende
skema: ’

X-lager . . . . ¢ ¢ e e e e s e-e e . e
O-lager . « « & o o o o 8 & 0 = e e s

C1@K (X Og O)e 4 6 o 6 e 4 e e s e e e .

Maxwell element, t<<TM e s e e e e s e =
Maxwell element, t>>TM e s e e e e e

Voigt element, t<<E/K ¢ v v o 4 o . =
Voigt element, t>>E/K o @ . . e . . =

Q 2 Q Q Q Q Q Q
i
o N O H O K O N

Harmonisk } t<<l/m0:{spandingsport . .

oscillator strgmport . . . .

Vi har allerede indset, at J(t) ikke kan have en uendelig-
hed for t = 0. Det fglger heraf, at for alle systemer med

skalainvariant krybefunktion er
a 20 (10)

Eksemplerne i skemaet ovenfor kunne tyde pd, at vaerdien 2
~er en ¢gvre granse for a. Dette kan dog ikke vises, men vi
skal se om 1lidt, at systemer for hvilke alle responsefunk-

tionerne er potensfunktioner af tiden ngdvendigvis md have

a < 2 (11)



Vi kan sige, at det lukkede interval fra 0 tilV2 er nor-

malomrédet for a.

Skemaet kunne ogSé tyde pa, -at a kun kan antage de heltal-
lige vardier 0,1 og 2. Dette er heller ikke rigtigt. Vi .
.skal i forbindelse med vaskedynamik og dlffu51onsprocesser
' seAeksempler,_hvor o= 3/2 og o = 1/2.
Ved dobbelt differentiafion af udtrykket (9) ser vi at
lethedsfunktionen har en singularitet for t = 0, hvis a<2.
For o = 1l er 31ngular1teten en deltafunktion, hvis l<a<2
fas en 1ntegrabel singularitet og for 0<a<l er 51ngular1te-
' ten ikke integrabel. Lethedsfunktionen er derfor en egent-
-1lig responsefunktlon for l<as<2. og uegentlig for O<a<l. D.v.s.
hv1s a=1 er systemet passivt og kan have bade str¢m— og '
spend1n951nput, medens det for l<as<2 er reaktlvt med span-
d1n951nput og for O<a<l reaktivt med strgminput. Dlsse reg-
ler kan dog kun anvendes, nar tldseksponenten beskriver- de
asymptotiske forhold for gmg tider; f.eks. har ‘Voigt elemen-
tet a=0 for sfore tider, men dette element kan jo have bade
strgminput og spandingsinput, og har da ogsd -tidseksponen-
ten 1 1 granSén for sma tider. | ’ '
vi skal nu unders¢gé mulighederne-for, at systemet (og ikke
blot dets krybefuﬁktion) er skalainvariant i en eller anden
tidsgranse, d.v.s;'at alle respénsefunktionerne er "potens-—
funktioner" af tiden. Hvis det er tilfaldet, m& vi have
M(t) = M -(E>6 S a2

' 1 \7 :
ligesom (9) stadlg antages at galde. De ¢vrlge response-
funktloner, som f£38s ved at differentiere (9) og (12) op. til
to gange bliver sa ogsa "potensfunktioner" af t, hvis vi
ogséd regner 6§ (x) bg df(x) med til "potensfunktionerne".
Hvis a=1 bliver lethedsfunKtionen en deltafunktion og for
o=0 bliver den en 6'—funktion.'Vi m& derfor regne §(x) for

en "potensfunktion” med eksponenten -1 og §'(x) for en "po-



tensfunktion" med eksponenten -2.

Lad os forestille os, at vi giver systemet en skalainva-

riant spendingsstimulus

0 for t <'b
e(t) = (13)

y .
e_- (E> for £t > O
1 -\T

hvor eksponeﬁten Yy er stgrre end eller 1lig med O. (Tilf=el-
det y=0 er en stimulus af den type vi hidtil har benyttet,
proportional med Heaviside funktionén E(t)). Strgmrespon-
set er sa '

t

f£(t) = } Y (t=t')de(t')
- 0

Hvis a>0 f&s ved differentiation af (9) (Y = dJ/dt) og (13)

t
£(t) aleelr"““YJ (t-t") @ ter Y tae:
0

J a+y-1 1
ayTlel-G) j (1-x)%1x tax  (14)
0
Integralet i (14) er en sakaldt beta-funktion af a og Y,
som kan udtrykkes ved hjalp af fakultetsfunktionen x!, der
er defineret for alle reelle x der er stgrre end -1 (ref.

V). Vi far sa

J

1 oly! g\2tY-t
£(v) = el'ff'(a+y—l).'( ) : (15)

T
ydtrykket (15) er kun udledt for a>0. Hvis a=0 skal vi

sette Y(t) = 2Jl-6(t), og man kan s& let overbevise sig

om, at (15) ogsd er gyldig 1 dette tilfelde.

Vi ser altsd, at ogsd strgmsignalet bliver en potensfunk-
tion af tiden, ndr (9) og (13) er opfyldt. Eksponenten

a+y-1 er positiv eller nul, nar
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y 2 1-a - S | | S (16)
N&r (16) er opfyldt, kan vi formelt vende kausaliteten og

betragte signalet (15) som en strgmstimulus

0 for t < O

- () =y | Soooan”
‘ fl-<E) ‘for t > 0 -
. T, ‘
hvor

J ’ o

= o—-—l-o———————a:Y: '
== T (o+y-1)! (18)
og . - § = aty-1 . ‘ S (19)

4

Vi kan sa gennemf¢re ngjagtigt tilsvarende regninger, hvor
vi benytter den skalainvariante‘traghedsfunktionV(lZ) i

'forbihdelse med str¢minputtet'(l7), og fa béstemt'spandings—

’

‘M S B+6-1 .
- f .1, B:iS: (%t - :

og'néf £, 09 § er givet ved (18) og (19), m& udtrykket (20)
vere identisk‘med det oprindelige spandingssignal»(lS),
Altsé ' o ;

i

y = 8+ (a+y-1)-1
d.v.s. a og B md adlyde relationen
a+B = 2 o : L ~(21)

og endvidere

J vy v M 1, '
(el 1 aly! ) 1 B!+ (a+y-1)!

e, = T ory-1 1) T T(2ma)* (aty=-D)-1TT

1

hvorved vi finder en relation mellemﬂl og Ml:
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J.oM. = — ; S (22)

For et skalainvariant system er det altsa simpelt at ud-
trykke alle seks responsefunktioner ved hjzlp af den in-
formation, som ligger i tidseksponenten—o-0g fgjeligheds-
konstéﬁten;Jl. Da B = 2-a Og traghedsfuﬁktiopen er 'ikke-

singuler for t=0, ma
o < 2 , (23)

vere en ngdvendig betingelse for at systemet er skalain-

variant.

Til sidst skal vi se pd begrebet "indre systemtid". Lad

os taznke os, at systemet er skalainvariant, og at tidseks-

ponenten o ligger i det halvabne interval O<as<2. Krybefunk-
tionen J(t) er s& monotont voksende for t>0. Uafhengigt af

laboratorietiden t kan vi ivarksatte et eksperiment med en

spendingsstimulus, som er nul til at begynde med, og deref-
ter pludseligt springer op til en konstant verdi e,- For

et hvilket som helst tidsmdl, t*, som er en voksende funk-

tion af t, og hvis nulpunkt fastsattes ved det pludselige

spandingsspring, har vi sa:
e(t*) = e0=E(t*) (24)

Mélihger af forskydningen g som funktion af t* giver sa
krybefunktionen J(t*), som vil vare monotont voksende, og
som henger sammen med den rigtige krybefunktion ved lig-
ning (1). Krybefunktionen selv definerer derfor et muligt

tidsmal, som vi vil kalde den indre systemtid, t;:

ex = L.J(t) = T.(E)a (25)
i Jl T

M&lt efter den indre systemtid er krybefunktionen altsa
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lineer:

t*

T ‘
J(Er) =3, = - (26)

[

og systemet virker, malt med dette speéielle "ur”, déli
henhold til det specielle stimulus-response eksperiment,
som _en simpel spandingslak.

Hvis vi r&der over flere identiske systemér, kan vi bruge
ét af disse som "ur" til fastlaggelse af skalaen t* og
vi kan udfgre andre stimulus- response eksperlmenter med
Vde pvrige systemer. Det vil-da hurtigt vise sig, at sy-
stemet tilsyneladende ikke er,tidshomogent; (selv om det
er det i virkeligheden) med mindre det rent faktisk er
en spendingsiak. Med andre ord: et eksperiment, som star-
ter til et andet tidspunkt end t¥=0 vil i almindelighed
have et kvalitativt anderledes forlgb end et tilsvarende
eksperiment, der'stérter'kl.o, nar t: skalaen legges . til

grund.

‘Den indre tidéskala har altsd et fast nulpunkt i modsat-
ning til den rigtige tid. Hvis vi holder os til skalainva-
riante stimuli, som starter kl.O,.vil-systemets skélainva—
rians medfgre, at forholdet mellem responsevardier til for-
skellige tider t;‘kun afhenger af forholdet (ratioen) mel-

lem de tilsvarende vardier af t:. Vi siger derfor, at den

indre systemtid definerer en ratioskala. Den rigtige tid
t er ogsd en ratioskala for systémet, hvis dens nulpunkt
er sémmehfa;dende med nulpunktet. for den indre tid, men
vil desuden have den'egenskab, at responsefunktioner for
eksperimenter, der starter for t#0 kun afhange; af tids-
intervallet mellem stimulus og response. Den rigtige tid
har altsa et forskydeligt nulpunkt og definerer en inter-
valskala forlsystemet, uanset om detté er skalainvariant
eller ej, blot det er tidshomogent. '

Hvis den indre tid er bade en ratioskala og en interval-
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skala, er det ensbetydende med, at systemet er en span-

dingslek (a=1), og den indre tid er s& identisk med den

rigtige tid, péner en line®r transformation. Et sé&dant

system siges derfor at konstituere et Bergsonsk ur. Et

x-lager (a=2) kan tilsvarende definere et Newtonsk ur,

idet strgmvariablen for dette er en lineer funktion af

tiden for konstant spandingsinput, og denne lovme@ssighed---

er en generaliseret udgave af Newtons 2. lov. i

Prototypen pd et Bergsonsk ur er et timeglas (sand-eller vandur),
men i ¢vrigt har alle ure i praksis det trek fzlles med Bergson-
uret, at de er irreversible og kun kan fungere, hvis de konstant
dissiperer energi. Det rYeversible Newton-ur er derimod en fiktion,

"som ikke kan anvendes i praksis til tidsmaling. Betegnelserne pa

de to forskellige tidsdefinitioner er ladnt fra indledningskapitlet
"Newtonian and Bergsonian Time" til Nbrbert Wieners epokeggrende
bog "Cybernetics", som kom i 1948.

Henri Bergson (1859-1941) var en fransk filosof, som er mest kendt
for bogen "L'Evolution Créatrice" ("Den skabende udvikling") fra
1907. Bergson rettede en kraftig kritik mod den naturopfattelse,
som kommer til udtryk i den deterministiske, klassiske mekanik.
Specielt kritiseredes mekanikkens reversible tidsbegreb. Psyko-
logisk velkendte faznomener som tidens gang og tidens retning er
uforstielige med Newton's tidsbegreb, og spontan udvikling samt
individets frie vilje er ut®nkelige begreber i den mekaniske tra-
dition. I stedet mener Bergson, at tidsbegrebet md forstds "inde-
fra", og at den objektive tid er en intersubjektiv abstraktion af
den intuitive tidsoplevelse.

I fysikken defineres den Newtonske tid ved det "t", der optrader
i Newton's 2. lov, m dv/dt = F, medens den Bergsonske tid define-
res ved irreversible bevegelsesligninger, fgrst og fremmest dif-
fusionsligningen, som vi senere skal beskaftige os indgaende med.
Den Newtonske "definition" fgrer til en cirkelslutning, som kun
kan brydes ved et metafysisk postulat (den absolutte tid) eller
ved at legge det irreversible, Bergsonske tidsbegreb til grund.
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1.2, Komélekse, frekvensafh&ngige responsefunktioner.

Diskuséionen af de tidshomogene systemers responsegenska-
ber bliver meget simplere, nar man som standard-stimuli
anvender tidshomogene funktioner i stedét for Heaviside's
enhedsfunktion. Som et hovedresultat opnads, at de inteéral-
og differentialligninger, som optrader ved bestemmélse af

- de tidsafhangige responsefunktioner for sammensatte energi-
bandsmodeller (jfr. afsnit 1.1,4), kan erstaftes med alge-
braiske ligninger. Til gengeld bliver déh reelle fysiskKe
tid erstattet‘med'en khapt s& anskuelig kompleks frekvens,
og responsefunktionen bliver selv kompleks. Oversatﬁelsen
frem og tilbage mellem de reélle, tidsafhahgige og de'kom—;
plekse, frekvensafhangige responsefunktioner sker ved
hjelp af den sdkaldte Laplacetransformation, som i visse
tilfélde kan fgres over i den simplere og mere velkendte
teknik Foﬁfiertrahsformation. I denne paragraf gives en
‘"stiltr&dsmatematisk" introduktion tii disse teknikker med
spec1elt henbllk pad de fysiske forhold, som g¢r 51g gael- -
dende for reaktive systemers response. En introduktion til
~de grundlaggende matematiske begreber fra den komplekse
funktionsteori, som ikke ga;‘for meget i detaljer, kan

findes i ref.3. = s

En kortfattet, pragmatisk skitse af komplekse tal og funk-
tioner med omtale af nogle beregningsteknikker for lomme-
regnere givés i appendix A. I appendix B resumeres de vig-
tigste formler fra denne og'den'f¢lgende paragraf. Diskus-
sionen af den dempede harmoniske oscillator i afsnit 1.2.5

er fulgt op med et regneprogram i appendix C:
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1.2.1. Tidshomogene standardsignaler.

N&r et tidshomogent system padvirkes af et signal ¢ (t),
er det i en vis forstand det samme eksperiment at pavir-
ke systemet med signalet ¢ (t+t), som kun adskiller sig

fra det fgrste ved en translation af en vilkarlig ster-

relse 1 pd tidsaksen. Forskellen pd de to signaler sva-
rer til en omdefinering af nulpunktet for tidsskalaen og

vedrgrer egentlig ikke systemet.

Matematisk kan dette forhold udtrykkes ved at vi indfe¢rer

en tidstranslationsoperator TT, hvor parameteren T kan

antage alle reelle vardier. Hvis vi lader denne operator

virke p& en stimulus ¢ (t):
T_o(t) = ¢(t+T) (1)

s vil systemets response fremgd af responset vy(t) pa& den
oprindelige stimulus ved den samme tidstranslation. Vi ud-
trykker sammenhangen mellem stimulus og response ved den

linezre response-operator R (sml. lign. 1.1.3.3)

t
v(t) = Ro(£) = j R(t-t')dé (') (2)

-0

og har si som fglge af tidshomogeniteten

R (t+T1)

vy (t+1)
eller

RT ¢ (t) = T y(£) = T Ro(t) (3)

Med andre ord: tidshomogeniteten er ensbetydende med, at

responseoperatoren R kommuterer med tidstranslationsopera-—

toren TT for alle reelle verdier af Tt:

RT =TR (4)
T T
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Nu er det klart, at éyStemets responseegenskaber ville
vere sarligt simple at diskutere, hvis vi kunne finde en
serlig klasse af standard-stlmull ¢ (t), som er egenfunk—
tioner ‘til responseoperatoren R, d v S.

R, (6) = rs-¢;(t)~ | (s

-lhvor r_er en konstant, som kaldes egenvardlen, h¢rende tll

: egenfunktlonen ¢ For sadanne stimuli f&s altséa et respon-
se, 'som til hver en tid er proportionalt med vardien af

_ stimulus tll samme tid, og systemet ville derfor i. denne
sammenheng kunne behandles matematisk pa samme made som

et passivt system. Hv1s bade é og Y er enten. strgm eller

- spandlng, vil (5) Vare opfyldt for enhver funktion hvis

- og kun hvis systemet er en (x—eller o-)lak. For et lager,
vil (5) derlmod kun vare opfyldt, hvis ¢ (t) er en ekspo-

nentlalfunktlon af tlden. Umiddelbart v111e man synes, at

klassen af egenfunktloner tll R md vere afhanglg af syste-

mets art, og at det er umullgt at 51ge noget generelt om

~disse funktloners;udseende«uden at kende operatoren R.

-’Heldigvis forhoider det sig s&dan, at de specielle egén-“
skaber af T —operatoren i forbindelse med kommutations-
egenskaben (4) sikrer, at egenfunktioner til T automatisk
vil vere egenfunkfloner\tll en vilkarlig responseoperator
R. D.v.s. for tidshomogene systemer beh¢ver vi slet ikke
at kende den n¢jagt1ge systemadfmrd for at l¢se egenfunk-
tlonsproblemet (5), vi kan 1lgse det én. gang for alle ved .
at bestemme egenfunktlonerne af den systemuafhangige tids-

translationsoperator.
For at indse dette, noterer vi fgrst; at egenvardilignihgen
P ¢ (€)= A (1) +d (L) . | (6)

hvor T er en vilkirlig forskydning, beéstemmer funktionen



7¢s(;) enEydigt, panar en arbitrar multiplikativ konstant
_K: ) o "‘T o - — - = - - -
6 () = K-e® (7)

A med den tilhgrende egenvardi

A (1) = et f (8) -

hvor s (oé dermed XS(T)) kan vere et vilkarligt komplekst
tal. '

Entydighedssatningen bevises lettest ved, at vi fe¢rer differens-

ligningen (6) over i en l.ordens differentialligning. Operatorerne

T_udggr en kommutativ gruppe, d.v.s. for to vilkarlige tidsfor-

skydninger T og 0 galder altid TT =TT = T . Da funktionen
T O T T+0 :

¢s(t) er egenfunktion til bade TT og To’ md vi have AS(T)°AS(T) =

XS(T+0), eller for et vilkarligt reelt tal £&:

A (EeT) = [A m]‘E
s ) S -

Ligning (6) medfgrer derfor, at

¢_(t+ET)-¢_(t) A_(1)15-1
S S = ——E—-—-———— .(b (t)
EeT Ee1 s
Lader vi nu § ga mod nul, fir vi
dg_(t) AS(T)g—l ans(r)
at = ¢S (t)* lim ———— = q)s(t)

g0 T
Da ¢ (t) ikke afhanger af T, m& forholdet InA (T)/T heller ikke
s s

afhenge af T, men kun af s. Dette forhold kan derfor benyttes til
definition af parameteren s, og vi far derfor ligning (8), idet

vi benytter udvidelsen af logaritmefunktionen og eksponentialfunk-
tionen til de komplekse tals domene. Den komplekse funktion ¢s(t)
er sd bestemt ved differentialligningen

ag, (t)
4t

= so¢s(t)

som har den entydige l¢sning (7), hvor K er en arbitrar kompleks
konstant.

Af (4) fis nu

TTR¢s(t) = RTT¢s(t) = AS(T)'R¢S(t)



d.v.s. funktionen R¢ (t) er ogsd egenfunktion til T, med
samme egenveardi, A (T) Ifplge ovenstdende entydlgheds—
setning, ma R¢ (t) derfor vare proportlonal med ¢ (t), og
det vil jo netop 51ge, at ¢ (t) er en egenfunktlon til
operatoren R.

.Funktionsklassen (7) kaldes de tidshomogene funktioner, da

de er bestemt som egenfunktioner til tidst:anslationsope—
ratoren. Hvis en funktion fra‘denne'klaése‘anvendes som
stimulus til et tldshomogent system, kan vi altsad vare
sikre p&a, at systemets response vil tilhegre den samme funk-
tlonsklgsse og endda va&re proportlonal med st}mulus (@.v.s.

s-vaerdien for stimulus og response er den samme).

. Nd_er det imidlertid ikke alle'funktidner af typen (7),
som er mulige stimuli til et reelt fysisk system. Fgrst

og fremmest mi funktionen respektere tidsordenen i et sti-:

mulus response eksperiment, d.v. s.'stimglus skal forsvinde:
i den uendeligt fjerne fortid, t=-e, og mi tilkobles grad-
v1st, efterhdnden som tiden gar. Hv1s vi opspalter parame-

teren s i realdel og imaginerdel:
s = ¢ - iw - - - (9)
kan ¢s(t) i‘ligning (7) skrives pa formen

et

b, (£) = Kee€t. (coswt-isinwt) o (10)

Det ses heraf, at funktionen kun respékterer tidsordenen,

hvis €, realdelen af s, er positiv .
e = Re(s) > 0 o (1)

' Det komplekse s kaldes Lapléce-frekvensen, medens w 0Og €

penavnes hhv. frekvensen (den reelle frekvens) og tilkob-

lingsparameteren. .
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_Funktlonerne (10) er i almlndellghed komplekse og kun re-
elle, hvis w=0. Da stlmulus response varlable for et re— '

elt system er reelle funktioner af tiden, kunne man fr1—>

stes til kun at acceptere funktloner med w=0 som stimuli.

Dette ‘ville imidlertid vare en darllg strategl.

‘Sageﬁ*er nemlig, at brugen -af standard sstimuli kun er prak—,

tisk, ‘hvis disse kan defineres :som et fuldstandlgt funk-

tionssazt. D.v.s. vi vil gerne opnd, at en vilkarlig stimu-

" lus kan udtrykkes som en superposition (vegtet sum) af

_standard-stimuli. De trigonometriske funktioner, som £f&s
for £=0, udviser en vis grad af fuldstandighed, som kommer
til udtryk i teknikker som Fourier-oplgsning ved summer oOg
integraler, anvendelig pd -en stor funktionsklasse. Desvarre
reprasenterer de trigonometriske funktioner et grznsetil-
felde, som strengt taget ikke er med i klassen af accepta-
ble stimuli pa grund af tidsordningsbetingelsén (11). De
reelle eksponentialfunktioner K.e®*t svarende til et reelt

K og med w=0, €>0 udggr til gengald ikke et fuldstandigt

funktionssat.

Vi slipper altsa ikke uden om de komplekse funktioner,
hvis vi vil have et fuldstandigt s@t af tidshomogene sti-
muli. Realiteten af de fysiske signaler m& s& opnas ved
at benytte en sum af to standardstimuli, som er hinandens

kompleks-konjugerede

(x) - =

6.7 (£) = Relo_(£)] = H(9_(£) + ¢*(¢))

(12)
= %K-esF + %K*-es*’t
hvor stjernen betyder kompleks konjugering:

s* = Re(s)-i+Im(s) = et+iw
(13)

K*¥ = Re(K)-i+-Im(K) = Kl—iK2
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Det reelle signal (12) tilhgrer ikke klassen af tidshomoge-
ne funktioner (undtagén for w=0), men er en sum af to for- '
skellige funktioner fra denne klasse. Disse to funktioner |
‘kan sammenlignes méd "visere", som roterer hver éin.vej i
den komplekse plan med félies.omdrejningspunkt i nulpﬁnk—
tet. Det fgrste led i (12) kaldes den retrograde viser og
har . oml¢bsretn1ng med uret (v1 antager her, at w er posi-
tiv), medens det andet led kaldes den progressive viser

o9 roterer mod uret med samme cykliske frekvens w. Samt14
cdigt ‘med rotationen vokser lengden af de to’ v15ere ekspo-
nentlelt med tiden, saledes at endepunkterne af dem afteg-
ner to logaritmiske splraler, der llgger symmetrlsk om den
reelle akse. Det resulterende reelle signal. (12) er sa ‘en

svingende funktion med eksponéntielt voksende_amplitude-'

¢;r)(t);=.¢0-ee#-cos(mt—¢l) ) | . (14)
hvor de reelle konstanter, amplitudekonstanten ¢0 og fase—
konstanten ¢, afh&nger af real— og imaginarvardien af den
komplekse konstant K '

4o = IKI = KZ4KD

K2
¢y = Amcs;n TRT

(15)

I Erak51s v1l den eksponentlelt voksende karakter af signa-
let (14) s®tte en ¢gvre tidsgranse for, hvor lange 51gnalet
kan anvendes, inden systemets llnearltet bryder -sammen. En
streng llnearltet kan jo kun forventes at vare'opfyldt i

. gransen for uendeligt sma stlmull. Den gvre tldsgranse vil®
vere en aftagende funktion af €, og hvis vi lader ¢ g& mod
nul, kan vi f& ubegrenset tid til r&dighed, blot amplltuden
¢, er tilstrzkkelig lille. I praksis gér man derfor til
greznsen €=0 og betragter systemets response pad et signal.

fra en sinusgenerator med frekvensen w, men man‘mé‘g¢re
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'sig klart, at et rent trlgonometrlsk 1nput 51gnal (for

alle tider) aldrig kan komme pd tale pa grund af tldsor—
denen i den eksperimentelle situation, som kraver, at sy-
stemet er uforstyrret til at begynde med. I neste afsnit
skal vi se, at funktionerne ¢ med >0 kan bruges som ba-
sis for sattet af alle mulige stlmull, der respekterer
'tidso;dEnen og vokser langsommere end-eksponentielt for

t0,

I teorien vil vi ikke bruge udtrykket (14) serlig meget,
da det ikke er tidshomogent og derfor i almindelighed ikke
en egénfunktion til response-operatoren R. Lineariteten og
realiteten af R sikrer imidlertid, at responset pa (14)
vil kunne udtrykkes som en sum af to visere, som hver for sig

er response p& den tilsvarende visér i (12):
R(§_(E)+0(£)) = Ro_(£)+ReX(£) = vy (B)+yi(t) (17

D.v.s. vi kan ngjes med at udregne responset pa den ene
af de to visere, og ligesom den faktiske stimulus er real-
delen af viseren, sdledes vil det faktiske response ve&re
realdelen af responset pa viseren. Det er altsd ligemeget,
hvilken af de to visere, ¢S og ¢:, der betragtes som stimu-
lus. Valget er en konvention, men m& foretages, og vi ma
holde os til denne konvention i det fglgende. Symbolikken
har naturligvis allerede afslgret, at vi her valger ¢s(t)
fra ligning (10), med s givet ved (9), men i andre frem-
stillinger af responseteorien kan man komme ud for det mod-
satte valg og derved til komplekse formler for response-
funktioner, som afviger fra de her givne ved fortegnet pa

den imaginazre enhed "i" (som i ¢gvrigt ofte benavnes "j").

vi skal nu udregne responset pd& en viserstimulus, som vi

teznker os er en spanding:

~ st ~ €t
e (t) = e e = e e
S S S

s (coswt-isinwt) (18)
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hvor e er amplitudekonstanten, svarende til K i ligning

(7). Str¢mresponset er sa

t -
fs(t) J F(t-t")e(t"')dt"'

—0

~ t st
eSJ F(t- t )e dat'

-0 .

- t i .
= Es-est.J F(t-t")eSF  ag
| = ‘

_St\dtl ' . @

e .e° -J F(t')e
s 0o - -

hvor F(t) | er den tldsafhanglge lethedsfunktlon{ Vi~ ser alt-
sa, at forholdet mellem str¢mresponse og spandlngsstlmulus
“har den tldsuafhenglge verdi -

‘fs(t) st

V(s) = 2oy = Jos(t)e“ a. oas

Dette ‘forhold, som i almlndellghed er en kompleks funktion

- af den komplekse "frekvens" s, kaldes den komplekse admit-
tans for systemet." Transformatlonen (18), som f¢rer den

vtldsafhanglge lethedsfunktion over i den komplekse admlt- o

taﬁ/ kaldes en Laplace transformatlon.
" ydsat for de komplekse etendardstimuli optrader systemet
‘altsd som en o-lak med‘den komplekse ledningsevne Y(s)
__Hvis ?(s) er forskellig fra nul, kan vi formelt vende kau—

'fseliteten og derved deflnere den komplekse 1mpedans.

es(t)
= f (t)=

1
Y (s)

ﬁ(s)

(19)

. Hvis systemet har spandingsinput kan vi ikke uden v1dere
udtrykke Z(s) ved ‘den uegentllge stivhedsfunktion G(t) med

et integral svarende’ til (18), for G(t). vil jo sa& have en -
ikke—integrabel singularitet for t=0. Omvendt, hvis syste-

met. har str¢minput,~definerer vi
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og Y(s) = = ,
' - Z(s)

Hvef af dé;ﬁo kSmplekée responsefunktioner kan opspaltes
.i réaldel og imaginardel ‘ ' :

¥(s)

il

¥, (s) + i¥,(s)
(21)
Z(s) |

i

(s)

Zl(s) + 1Z2

Hvis vi vil beregne enten %1 eller 52 ved ligning (19),

far vi brug for bade Y, og Y,:

- ql
7. = o (22)
1 2472
2
Y
~ 2
7 = - (23)
2 ~2 o2
Y +Y,

Betingelsen for, at vi kan udregne systemets response pa
et periodisk signal med frekvensen w er, at den egentlige
responsefunktion har en endelig granseverdi i punktet w
pd den reelle frekvensakse (d.v.s. den imaginare s-akse).
D.v.s. for spandingsinput, at greansevardien
lim ¥ (e-iw) = Y(w) = §l(m)+i§2<m> (24)
e+0+
eksisterer. I dette tilfelde kan vi udregne den gennemsnit-
lige dissipationshastighed af energien som den samlede
energiindstrgmning over en periode, divideret med perio-
dens langde, 2Tm/w:

2m/w

S w (r) e (x) =
YW T %gﬁﬁ- 2NJO Cs (t) fs (t)dt



W 2M/W Lt~
2

Lle e +e*elwt]-%[Ylw)E éﬂMt+Y*(Q)3*eumﬁdt
0 S S S S

Da integralet'over et helt antal perioder af de komplekse
(trlgonometrlske) eksponentialfunktioner er nul, far vi kun

bldrag fra de. tidsuafhangige led, som fremkommer, nar e iwt
ganges med e 1wt. D.v.s. vi finder

) 2T ~ o~ o
— = es-ezo[Y(w)+¥*(w)]

w 2T

1.
4
_ Lz 2.3 »

=3 lesl- Yl(w) (25)

" Vi vil kort betegne denne stgprrelse som dissipationen for
frekvensen w. De dissipative systemegenskéber er altsa
alene bestemt af realdelen af responsefunktlonen pa den
‘reelle frekvensakse (den imaginare s-akse). Hvis vi formelt

vender kausaliteten,~er input-signalviseren givet ved.
£ (t) =T e | - ©(26)

hvor | }'fs = ¥(s) -8, N . S @2n

Dissipationen for den reelle frekvens & er sd givet ved

w = lim =1F 1%.Z.(s) = SI1E_17-2 (w) (28)
w >0+ 2 7s 1 2 s 1

og man overbeviser Sig let om, at\dette udtryk er identisk
med (25) pa grund af (22) og:(27) Der er ‘alts& en formel
ligestilling mellem den egentlige og den uegentlige respon-.
sefunktion, svarende til at systemet formelt behandles som
et pa551vt system. De faktlske kausalforhold vil imidlertid
afslgres, nar vi ser n¢jere pa de matematiske egenskaber

.af de to responsefunktloner for et givet system.

Som navnt v11 man ofte i teorien lade som om de faktiske
s1gnaler i energibdndet er givet ved de komplekse visere
(18) og (26). Hvis ? og 7 (s) er reelle, vil e ogsa vare

. reel, og for e=0 har vi en situation svarende tll, at vi
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sender en vekselstrgm med amplituden %S gennem en ohmsk

modstand R. Ifplge (28) og (25) er varmeudviklingen pr.

tidsenhed s& givet ved

_ 2 _ , 2
w, = 5 R = R E VD)

1l ~ 2 y -
ﬁ.(gs/yz) - - (29)

d.v.s. det samme som Joule-varmen af en javns£r¢m med
stgrrelsen ?S/VQ. Ste¢rrelserne ?S/VZ og ES/V? kaldes der-

for hhv. den effektive strgm og -den effektive spanding.

Man skal altsd passe 1lidt pa: ganske vist opfgrer signal-
amplituderne i vekselstrgmsteorien sig ganske som str¢m oOg

spending for et passivt system i de lineare relationer

(f.eks. (19), som svarer til Ohm's lov), men i det kvadra-

tiske udtryk for dissipationen optrader der en divisor 2

som tegn p&, at brugen af de komplekse signalvisere i ste--

det for de reelle signaler (12) og (17) er lidt af en til-
snigelse. (En stor del af responseteoretikeres arbejde be-

stdr i jagt p& forsvundne totaller).
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i)

1.2.2. Fourier—- og Laplace—transformationer.

Nytten af de tldshomogene standards1gnaler beror som sagt
pa, at de udggr et fuldstandlgt funktionssystem, d v.Ss.
alle de funktioner, der kan komme pad tale som stimulus og
response, kan udtrykkes ved superposition af dlsse funktio-
ner. For en v1lkar11g ‘stimulus ¢ (t) se¢ger vi altsa en "op-
' l¢sning"‘pé standardfunktionerne eSt. Den mest‘almindelige
 form for en sadan opl¢snihg_udtrykkes ved et s&kaldt Le-
qbesgue—integrel ‘ | '

¢ (t) = Jf taf(s) , N ¢ 8
4 | c _ ' , o
hvor P(s) er et komplekst "mal“ over den komplekse plan og
C betegner et omrade 1 den del af planen, hvor funktlonerne
eStrespekterer tldsordenen,_d_v S. den h¢jre halvplan

e = Re(s) > 0.

Vi skal imidlertid ikke g& ngjere ihd i teorien .for de sur
per-generelle integralformer, Lebesgue- og<stieltje.‘Eh '
'1ntroduktlon til Lebesgue 1ntegralet og dets anvendelse i
Fourleranalysen kan findes i ref 4 eller ref.5. I de til-
falde, Wl kommer ud for, kan vi altld betragte omradet C.
som en passende "kontur", d.v.s. en endimensional kurve 1
‘den komplekse plan, som endda altid vil kunne "deformeres
til en ret linje. Givet en.parameterfremstllllng for kontu-
ren C vil "méalet” $(s) kunne betragtes som en kompieks ‘

- funktion af en reel varlabel o (parameteren), 09 "dlfferen—
tialet" d§(s) vil kunne udtrykkes ved en dlfferentlalkvo—

tient og et linjeelement pa sadvanlig made.

d$(s) = 5'(8)'°ds = “ddé—s) ‘-'v'ccil_i cdo 0 (2)

Integralet (1) vil da kunne udtrykkes ved et sadvanllgt

‘Riemann'sk integral, hvor der ganske vist kan forekomme .
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§-funktions-singulariteter i integranden, svarende til

diskontinuiteter i "malet" ¢ (s).

Som eksempel pé'en sédan-fuhktionso§l¢sning ser vi pa

Fourier-integralet
o(t) = J eTHE W dw o (3)
som fremgdr af (l), hvis konturen C er den imaginere s-

akse (ogs& kaldet den reelle frekvensakse). Fourieroplgs-

ning er en teknik, som kan anvendes p& funktioner, som er

"kvadratisk integrable" d.v.s. med en endelig vardi af in- =

tegralet

Jf 16 (t) | 2at

~

I dette tilfzlde vil ¢'(w), vere en ikke-singular funktion,
som ogsd er kvadratisk integrabel, og som er givet ved ¢(t)
ved Fourier-transformationen

o' (w) = d(t)e dt (4)

Vi kan benytte en mere kortfattet skrivemdde for transfor-

mationen (4) ved at indfg¢re Fourier-operatoren F:

F{o(t),0} = ¢'(0) = f% J ¢(t)elwédt (5)
Den omvendte transformation (3) er sd givet ved den inver-
se Fourier-operator .
1.5 = iwt
PG Wt = o(e) = [t e ™ a6
—0o

Klassen af kvadratisk integrable funktioner, som Fourier
integralteknikken kan anvendes pa, er ikke tilstrakkelig
omfattende til responseteoriens formdl. F.eks. er de tid-

ligere benyttede standardstimuli, nemlig Heaviside funk-
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tionen 'E(t) og de tidshomogene funktioner eSt iﬁﬁg'kvadra—
tisk integrable. Vi kan udvide ‘teknikkens anVendelse'noget‘

'-ved at tlllade delta- funktlons ‘singulariteter i "spektret"
¢ (w), £. eks. ’ '

~

o' (w) = ol(w) + 4,8 (w-w,) - M
i ) ' ' '
hvor ¢' er en kontinueft o9 kvadratisk integrabelifunkfion,

\ » og hvor koefficienterne ¢ i “linjespektrét"'er kvadratisk -

summable._(selv.om der kan vare uendelig mange "linjer"y
J1¢.1% < 0- ' - | (8)

" Nar vi indsetter»et’sadant.blandet_spektrum i (3), fa&s et
- tidsafh&ngigt signal af typén

Q(t).= Qc(t) + z&iejiwit - R (9)
) : i . ! h

hvor leddet ¢c er enfkvadratisk'integrabel fﬁnktion (der
forsvinder i begge granser t=-w 0g t=w), medens andet led

'_i almindelighed er en nasten periodisk funktion. I det spe-

‘cielle tilfalde,fhvor frekvenserne W, i -linjespektret er

kommensurable, udarter den nasten- perlodlske funktion tll

en periodigk funktion.

Ved Fourier-t:ansformation, d.v.s. indsattelse i(5), af
den blandede funktion (9), skal vi fa det blandede spektrum '

(7).lD.V.S. vi m& definere den Fourler transformerede af

den .periodiske funktion e “i0it Som deltafunktionen & (w- w, )

v

. f% I e%(w-wi)tdt = §(w-w,) o
T (10).

eller F{e—iwit,w}

f G(w—wi)

Den inverse transformation (6) giver o o

E {8 (umw ), b} = 7T ©au




P4 samme made kan vi t%};a@e;geltafunktioner af tiden:

e 7 _ __l__ iwtk
F{6(t tk),w} =75 e (12)

F—l{elwtk ,t}

2n-a(t-tk) (1)

specielt ses; at den Fouriertransformerede af den ufor-
skudte deltafunktion 6 (t) erj/Zn alts& en frekvensuafhan-

gig konstant.

Ved at tillade deltafunktioner i teorien kan vi altsé ud-
vide anvéndelsen af Fourierteknikken til de tidshomogene
funktioner e—iwt , som omfatter den del af funktionsklas-
sen eSt, hvor s ligger p& den imaginare akse. Imidlertid
er det, p& grund af tidsordenen i responseeksperimentet,.
de funktioner eSt, hvor s har en positiv realdel e, som
is®r er relevante. De tilladte stimuli skal forsvinde for
t=-, men ikke ngdvendigvis for t=w«, 09 Fourier-integralet
(5) kan derfor ikke forventes at konvergere. Hvis vi der-
imod tilfgjer et reelt led -et til eksponenten i (5), sa
kan vi med rimelighed forvente, at den aftagende eksponen-
tialfunktion e ®% xan gere integralet konvergent, i hvert
tilfelde hvis stimulus ¢ (t) vokser langsommere end ekspo-

nentielt for t-so.

Vi ledes derfor til at betragte en analytisk udvidet Fouri-

er—-transformation

F{¢p(t),z} = %ﬁ { ¢(t)eitht = dA>' (z) (14)

-

hvor Fourier-frekvensen z nu er kompleks og begranset til

¢gvre halvplan:
z =w + ie ; ¢>0 (15)

Fourier-frekvensen z hanger sammen med parameteren s for

de tidshomogene funktioner ved relationen
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s = -iz ; 2z = is , . o (16)

I overensstemmelse ‘med sprogbrugen i foregaende afsnit vil

v1 kalde s for ng;ace—frekvensen, medens w kaldes den re—'

~elle frekvens (eller blot frekvensen), og e kaldes til-

kobllngsparameteren (egentllg "den reciprokke tllkobllngs-

tid"). Transformationen (14) kan ogsa udtrykkes ved Laplace-

frekvensen:

F{¢(t) 1s} éL [ ¢(t)e—5tdt = 3'(55 % (17)

—®
hvor s er begranset til hgjre halvplan:
5= ¢ - iw 3 €0 Ay

'Lag merke til, at den Fouriertransformerede af ¢ (t) kan

udtrykkes som funktlon af enten Fourier- frekvensen z eller

' Laplace—frekvensen s. Der er saledes tale om to forskelllge
_funktloner, "selvom det er den samme st¢rrelse, det drejer

~ $ig om, o9 vi 1nd1cerer med en " " (e - "hat“), over funk—

tionssymbolet ¢', ndr det er z, som er argumentet, og med

en """ (en "tilde"), nér det er s.

Til den analytisk‘udvidede Fouriertfansformation i ligning
(17) kan vi ogs& definere den omvendte transformation Ft.
Integrationsvejen er nu en kontur, der kan valges som et

ret lihje med en konstant (positiv) verdi af tilkoblings-

parameteren €. (vist péd fig.l).

°°+J.€
l{%'(z)ft} J o' (z)e %%z - (19)
—oco+i€ oo
. E;ioo .
LT (s),t} = -1 j$' (s)e'Stds | ©(20)

T g~ieo
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A A .
C
> /\C
> W —> £
a. ' ' £

Fig.l. Integrationskonturen (C) ved invers Fouriertransfor- -
' mation, a: z—planen; lign. (19). b: s-planen, lign.
(20). '

Nar stimulus ¢ (t) vokser langsommere end eksponentielt for
t=, vil den Fouriertransformerede g'(z) vaere aﬁalztisk i
gvre halvplan, d.v.s. uden singulariteter og vilkarligt
ofte differentiabel i gvre halvplan €>0. Det er da ligegyl-
digt hvor hgjt oppe i ¢vre halvplan, man lagger integra-

tionslinjen C i fig. la. For en analytisk funktion galder

nemlig Cauchy's integralsetning, som siger, at integralet
langs en vilkdrlig lukket kontur af en analytisk funktion
f(z) er nul, forudsat at f(z) er uden singulariteter inden

for konturen.
%f(z)dz =0 (21)

Hvis vi betragter to parallele integrationslinjer med for-
skellige positive e-vardier i fig. 20a, sd kan vi tenke os,
at sammenfgje linjernes "endepunkter i det uendelige', hvor-
ved der fremkommer en lukket kontur. Da denne kontur forlg-
Eer helt i gvre halvplan, hvor ;'(z) (og dermed ogsa

¢'(z)=e-izﬁ er analytisk, kan vi anvende Cauchy's integral-




satnlng. D.v. s. hvis vi 1ntegrerer t11h¢jre langs den ne-

derste llnje og derefter tilvenstre langs den gverste, far
vi nul, og derfor m& integration til h¢jre langs en v1lkar—
lig linje parallel med den reelle akse p& fig.la. altid gi-.

. ve samme resultat.

Hvis stimulus vokser langsommere endbeksponentielt for toeo,
ma det samme galde for responset, medmlndre systemet er u-
‘stabilt. D.v.s. vi kan bestemme en funktlon ' (z),‘som er
den (analytisk udvidede) Fourler transformerede af respon-.
set y(t), og vi kan regne med, at Y., '(2) er analytlsk 1 gvre
halvplan. Hvis vi skulle finde, at y'(z) har en 51ngular1—

tet, f.eks. en sdkaldt pol af 1. orden (den hyppigst fore-

kommende type singularitet i responseteorien)

Y'(2) « ——
. A.Z ZO

(22)

i et punkt z_ i gvre halvplan, sd er det-tegn pé, at systé—

met er ustabglt Et sadant system vil spontant forandre si-
ne egenskaber, d.v.s.. det kan ikke opfattes som reaktivt,
men snarere som .aktivt, og -det kan derfor ikke beskrives
med responseteorlens begrebsapparat. Vl m3 derfor regne med
at det Fourlertransformerede response Y'(z) er analytlsk i
pvre halvplan.ATll gengald er der ikke spor i vejen for, at
den analytlske forts&ttelse af funktionen kan have poler i
den -modsatte halvplan og/eller péd w-aksen. Det ma tverti-
mmod forventes, at der her optrader en form for® uendelighed,
da en analytisk funktion kun kan varembegranset i hele den

komplekse plan, hvis den er konstant.

Lad os tanke os, at Syétemet udsattes for en spendings—sti?

mulus e(t). Strgmresponset f(t) er sa givet ved
ot _ 4 .
£(t) = [ F(t-t')e(t')dt' ' (23)

ved Four;er—transformétion fas (smi.(l?)):
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o o 0 et - Y
£'(s) = f% J e St{[ F(t-t')e(t')dt'}dt S
ved omvending af integrationsordenen og yderligere manipu-

lation findes sa:

-0

T'(s) 5% e(t‘)«{J F(t—t')e"?tdt}dt'
S J !

~ i.oo " —-st' 0 - . -s(t-t") 1 7
= 7] e(t )-Q { J F(t-t')-e dtjdt'

-—00 t'

o
st

1 - -
= iFJ e(t)e Stdt ~J F(t)‘e— dt
-0 0

= T (s) Y(s) - (24)

hvor &' (s) er den Fourier-transformerede spendings-stimulus
og Y(s) er den komplekse admittans, som blev indfg¢rt i fore-
géende afsnit, og som fremgdr af lethedsfunktionen F(t) ved
en Laplace-transformation (sml. ligning 1.2.1.18).

Vi ser alts&, at relationen mellem stimulus, response Og
responsefunktion, som i den tidsafhangige teori md udtryk-

kes ved det sakaldte foldningsintegral (23), i den frekvens-

afhangige teori udtrykkes ved en simpel algebraisk ligning.

Vi har nu simpelthen for en vilk&rlig responsefunktion

K(s) = 1{s) (25)
¢' (s)

hvor ¢'(s) og Y'(s) er de komplekse signal-amplituder,

d.v.s. de Fourier-transformerede af hhv. stimulus og re-
sponse. Stabiliteten af systemet medfgrer sd, at R(s) er

analytisk uden singulariteter i hg¢jre halvplan.

Den vasentligste forskel pd Fourier- og Laplace-transfor-
mation er, at Laplace-integralet kun gdr fra nul til uen-

delig, medens Fourier-integralet gdr fra -« til «, 09
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’grunden til, at den komplekse admittansfunktion ¥(s) er
givet ved en Laplace- transformatlon er altsa, at letheds-
funktionen F(t) kun er defineret for t>0. Vi kan imidler-
tid let udvide definitionen ved blot at fastsatte at F(t)
skal vere nul for negative tider, ééledes at det ogsa bli-

ver muligt at Fourier-transformere F(t) Vi far sa, idet

. vi indfgrer operatorsymbolet L for Laplace transformatlo—

nen (sml. (17)).

L{F(ﬁ),s} = J F(t)e Stdt
. 0 .

Y (s)

2n-F{F(t),£s} ' " (26)

'Ved omvendt Fouriertransformation (sml. (20)) far vi:éé

F(tf L—l{?(s)lﬁ}

L Fli¥(s),t}

27
. etiw :
1 e st . . '
VL J Y‘_s-)e' ds i B -(27)

S

E-iee
hvorved vi har fundet opskriften p& den inverse Laplace-
operator (Fourier—Meilins s@tning). | o

. : , 3

Integralet i (27) mé,aitsé have den egenskab at vere nul
, for t<O0. Dette kan vi.ogéa lndse ved at betragte fig.2.
For t<0 vil en halvcirkel, som lukker 1ntegrat10nsvejen
uendelig;langt ude i hgjre halvplan ikke glve noget bidrag -
til integralet. Da Y(s) er uden poler i hgjre halvplan, for—
.syinder integralet ifglge Cauchy's ;ntegralsatnlng (21).
EEX LY N R |

> AN

Fig.2. ' Lukning af"integrafionsvejen i (27) for t<0.
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Vi betragter nu en vilk&rlig Laplace-transformerbar funk-
tion g(t), som er nul for t<0 og ikke-singular for tz0
(men muligvis med diSkon;inuiteter)‘dens afledede g' (t)

{som kan-have singularijiteter for t20) og dens stamfunktion

. t :
h(t) = J g(t')at’

o

som er kontinuert for alle verdier af t. Den Laplace trans-

formerede af g(t) er altsa

L{g(t),s} = J g(t)e_Stdt (28)
0 .

Ved delvis integration af dette udtryk findes:

L{h(t) rs} =

2 Lig(t),s} (29)
For en vilkdrlig anden stamfunktion hl(t) = h(t)+hl(0)
har vi
= 1 |
L{hl(t)-hl(O),s} =3 L{ig(t),s} (30)

Ved Laplace-transformation af konstanten hl(O) findes

=1
L{hl(O),S} =3 hl(O)

Ndr vi s& (uden at tanke for dybt over sagen) i (30) udfg-
rer substitutionen hl(t) -+ g(t), g(t) » g'(t) finder vi

differentiationsreglen
L{g'(t),s} = s-L{g(t),s} - g(0) (31)

Vi har altsd stort set de simple regneregler, at differen-
tiation hhv. integration af de tidsafhangige funktioner af-
spejles ved, at de Laplace-transformerede skal ganges, hhv,

divideres med Laplace-frekvensen s. Men man skal passe péa:




den simple differentiationsregel gelder kun, nar g(t) har
gransevardien‘nul for t=0. Hvis g(t) har en endelig granse-
verdi g(0+) for t-0+, er det ikke denne vaerdi, som define-

rer konstanten g(0) i llgnlng (31). I almindelighed kan

v1 skrlve
g(£) = g(04)-E(t) + g_(t) - (32)

'hvorAgc(t) er kohtinuert.for t=0, d.v.s. har gransevardien

0 for t-0. Den afledede er sa -
g'(t) = g(0+)-6(£),+ grey . S (33)

Laplace transformatlon af deltafunktionen glver konstanten

2

.(ved brug af (31), ‘med 9. (0) 0)

¥ (jfr. diskussionen i afsnit 1.1.4), s& v1 far af (33)

Lig" (t) s} = % g(0+) + sL{g (£),s}  (34)

” Nar vi indsatter (32) direkte i h¢jre51den ‘af (31) og be-

nytter, at Heav151de funktlonen E(t) har den Laplace trans—‘

',ermerede l/s, far vi
L{g' (t),s} = g(0+) + sklg_(t),s} - g(0) (35) N

D.v.s. ved sammenligning af (34) og (35) finder vi, at kon— _ e

stanten g(0) i (3i) md tillazgges vardien
g(0) = %g(0+) o (36) - o

(en ny udgave af responseteoretlkerens mareridt “det for-
svundne 2-tal"). Det kan igvrigt vises, at den inverse La-
place-transformation altid foreskriver funktlonsvardlen i
springpunkter som gennemsnittet af éransevardierne fra hgj-
re og fra venstre, se f.eks. ref.5. Som et spe01altllfalde
af denne satnlng ser vi, at Heaviside funktlonen md define-

res strengt pa f¢lgende made



E(t) =4 % for t = 0 & 2) o
1l for t >

Vi prever at finde en sikker og direkte vej gennem den matematiske
regnskov af teoremer og lemmaer vedrgrende Fourier- og Laplace-trans- -
formationer og de specielle sihgulare funktioner, som i matematikken
kaldes distributioner (f.eks. deltafunktionen). Vi rdber "pas pa", —
ndr vi mgder-en.faktor 2 eller % og g¢r en hel del ud.af holdepunk- -
ter som ligning (36). Der er imidlertid andre veje at ga, og i lit~
teraturen kan man let. finde eksempler pa formler, som afviger fra

de her givne med en faktor 2. F.eks. i ref.3 optrzder formel (31),
men med g(0+) i stedet for g(0). Laplace-transformationen kan defi-
neres sdledes at deltafunktionens transformede bliver 1 i stedet for
%, og derved.vil en del formler naturligvis komme til at se anderle-
des ud, men de .mystiske og tilsyneladende umotiverede 2~taller vil

sd blot dukke op i nogle andre formler. En anden (og mere uskyldig)
konvention, som varierer en hel del i litteraturen, er placeringen

af "2m" i Fourier-integralerne (5) og (6) og fortegnet pad den imagi=-
ner enhed "i". Fra en anden sammenheng kan navnes faktoren. "471", som
plager elektrodynamikken, og som ingen af de mange enhedssystemer

har kunnet komme til livs. Moralen er, at selv om konventioner og de
tilhgrende symbolvalg er arbitrzre, bliver man negdt til at fglge dem
inden for den givne kontext. '

Til slut i dette afsnit gives en kortfattet skematisk over-
sigt over nogle simple funktioner af tiden og deres La-

place-transformerede. Det er underforstaet, at funktioner-

ne g(t) er nul for t<0.

g(t) L{g(t),s}
1
E(t) s
1
§(t) 3
k ki -
t ":;;ﬁ? (k>-1 ; (~-%): = Vm)
e—at 1
s+a
S
cosat
sz+a2
. a
sinat —_—
82+32
lnat é{lng - v)] (a>0; y=0.5772 er Euler's konstant)
1

=sinkt Arctg § (Arctg (z) =-t12r-)
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- En langt .mere omfattende fortegnelse,»hvoraf dette skema
er et uddrag, kan flndes i ref.v. Selv om. de her’ anf¢rte
funktioner af s v1rker 51mple og velkendte, kan.de 1 prak-
sis blive noget mere indviklede, fordi anvendelserne krae-
ver, at deres deflnltlonsomrade udvxdes til den komplekse
plan, specielt til den 1mag1nare s—-akse, som jo svarer tll

‘'reelle frekvenser. .
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1.2.3. Generelle égenskaber af komplekse'responsefunktionef

' De to foregiende matematiske afsnit. har maske virket lidt-

' trattende pa leseren, som forventede at denne tekst skulle
handle om fysiske systemegenskaber. Vi m& derfor hellere
sla fést; at vi er pa vej til at ggre tilvarelSen, om ikke
lettere, s& i hvert tilfzlde mere overskuelig for den, som -
gnsker at erhverve sig et mdl af "fysisk intuition". Denne
~hgjt bergmmede egenskab er ikke noget myétisk'og medfpdt,
og heller ikke en automatisk fglge af flittig l@sning, men . .
et sp¢rgsmél‘om valg af pragmatisk velbegrundede forestil-
lingsbilleder (ikoner) og kendskab til de rigtige matemati-
ske teknikker. Den komplekse funktions-kalkyle, herunder
Fourier- og Laplace-transformationerne, er en af de mest
verdifulde gaver, som matematikken har givet fysikken. Den
har gjort responseteorien til det mest. tvargaende paradigme
i den teoretiske fysik, og kaﬁ forlene kenderen med en ind-
sigt i fysiske sammenhange, der for udenforstdende mé virke

som "den rene magi".

Vi har allerede set, at det komplekse maskineri gg¢r det mu-
ligt at behandle alle tidshomogene, reaktive (og selvfglge-
lig linezre) systemer som om de var passive 0Og derved defi-
nere responseegenskaber ved simple forhold mellem signalam-
plituderne af response og stimulus (ligning 1.2.2:25). Ser
vi nu pd de to dynamiske variable inden for samme kausale
klasse, f.eks. e(t) og p(t), som er forbundet ved integral-
relationen 1.1.1.1, s& vil der gzlde en simpel algebraisk

relation mellem de tilsvarende signalamplituder, nemlig
e'(s) = s+p'(s) ' (1.
Denne ligning vises pd samme mdde som ligning 1.2.2.30,

men her er der ingen problemer med med mystiske konstanter

som g(o) i foregdende afsnit, for nedre graznse 'i integralet,




der‘forbindaf e(t) dg'p(t)_er jo -», og i den granse for-

svinder alle signaler.

En vilkarlig kompleks responsefuﬁktion defiﬁerés altsa som
forholdet mellem de komplekse amplltuder af de signaler,

der optreder som  stimulus og response 1 den semiotiske ma-
.trix fig. 1.1.2. l, og pllene i skemaet, som betgd 1ntegra—
~t10n af de tidsafhangige funktioner, kommer nu til af bety—
‘de d1v151on med Laplace frekvensen s. F.eks. finder yl,'at

" den kpmplekse f¢jellghedsfunkt;on J(s) er givet ved:

S

¥(s) ) (2)
(s A .

Leg marke til symbollkken. 51gnalamplltuderne er forsynet

med et “dlfferentlatlonsmarke som ikke optrader pa respon-
‘sefunktionen. Grunden til denne_notatlon er, at dimensionen
af,signalamplitudeh $'(s),ikké er den samme som  dimensionen

af signalet ¢ (t), men
aim[3' (s)] = diml[¢ (£)]-dim(t]

" hvilket fremgar af definitionen af Fourier-operatoren} lig-.
ning 1.2.2.5. Laplace frekvensen s har jo dimensionen rec1-‘
- prok tld d.v.s. hvis vi 1ntegrerer ¢'(s) m.h.t. s, far vi
‘en st¢rrelse, som med rette kunne kaldes ¢(s) (uden marke),

da den har samme dlmen51on som ¢ (t). (Sml. llgn 1.2.2.1).

Alle de komplekse,funktioner og relationer, vi far brug fo;,
kan lige’ s& godt udtrykkes*ved Fourier-frekvensen‘z = is,

og vi indicerer . .sa overgangen fra s til z ved at skifte
“tllden" pa funktlonssymbolet ud med en "hat". D.v. s.Arela—
tionen (2) mellem fgjelighed og bevagellghed kan llge sa
godt udtrykkes pa formen

~

3 =B Ly - (3)
. e' (z) : ' .

.Vi vil skifte frit frem og tilbage'meliem S.og z med dét
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formal at sllppe for at skrive "i" for mange gange. Nar vi

dlskuterer de generelle sammenhange, som bygger pa diffe-
rentiationsreglen (1), er det en fordel at bruge s og "til-
- de", men ndr vi diskuterer forholdene pé& w-aksen, hvor s

jo er imagin®r, tager vi "hatten" pa.

Vi kKan nu servere en kompleks versionfaf?den efterhéanden
.velkendte semlotlske matrix. Alle funktlonerne i den ene
kausale klasse udtrykkes ved admittansfunktionen Y(s) og
alle funktionerne i den anden klasse ved impedansfunktionen
7 (s). Da disse to funktioner er hinandens reciprokke, er
der i virkelighedén kun &n funktion i skemaet, som udtryk-
ker noget om systemets fysiske egenskéber. De funktioner,
som fremgdr af hinanden ved spejling i hoveddiagonalen er
nu ikke algne dimensionsma&ssigt reciprokke (som i det tids-

afhe@ngige skema), men simpelthen reciprokke funktioner.

e
¥ 'C‘I" ' 'f v e 'f)‘ '
o' <t —>
q' 1 s G=s-Z b4
<« —>
) | | | |
[ v v v v
<« —>
T . 1 A Fi=17
s s
e ¥=3% ¥ 1 z
<« —>
| -1 -t
v <t —>
P’ Y F=s.Y s 1

Fig.l. De komplekse responsefunktioner. Pilene angiver

division med Laplace-frekvensen s.
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For et system med spandingsinput er'admittansen_Y(s) den
Laplace-transformerede af lethedsfunktionen F(t):’

¥(s) = LIF(E),s} = £ F(s) (4) ~
Vi kan nu ogsa se, hvad vi far ved Laplace-transformation
.af de ¢gvrige (egentlige) tidsafhangige responsefunktioner.
- Admittansen Y(t) er ikke-singular for t20, men kan have en
diskontinuitet for t=0. Den svarer altsd til funktionen g(t)
fra foregdende afsnit, og iflg. ligningﬁl.2.2;35.skal vi
- for t=0 tilskrive den vardien

Y (0) = %Y (0+4) o | (5)

Krybefunktionen J(t) er en stamfunktion til Y(t) og for-
svinder for t=0. Af 1.2.2.28 f&r vi derfor

1

L{J(t),8} = ZL{¥(t),s} BN (31

Derimod svarer F(t) i almindelighed ikke helt til den af-’
ledede g'(t) (d.v.s. Y'(t)), men " ' ‘

CF(t) = Y'(t) + Y(0+)S(t) | ()
" for Y'(t) har jo det singulare bidrag Y(0+)§(t), som kun
giver halvdelen af‘diskontinuiteten_Y(0+), nadr det integre-
' res fra 0 til t, og integralet fra 0 til t af F(t) skal jo
give Y (t). - , ) v
Differentiationsreglen 1.2.2.30 giver

L{y'(t),s} = s-L{Y(t),s} - %Y (0+)
Nar vi heri indsaﬁter (7) og (4) og benytter, at deltafunk-

tionens Laplace—transformerede er %, finder vi det simple

resultat




wive),st =2 %) =% @)
Ligning (6) giver sé
LI, s} = £ 3(s) (9)

‘Kf (4), 18) og (9) fremgar, at vi ved Laplace-transforma-
tion af en vilkarlig egentlig responsefunktion fa4r den til-
svarende komplekse, divideret med Laplace-frekvensen s. Det

fg¢lger heraf, at alle de komplekse responsefunktioner er

reelle pd den reelle s-akse. Mere alment galder for en vil-

kdrlig af de komplekse responsefunktioner

R(s*) = R*(s) (10)

NAir vi har bestemt de egentlige komplekse funktioner, kan
vi nemt bestemme de uegentlige, som jo simpelthen er de re-
ciprokke funktioner, og vi kan da ved brug af ovenstdende
sammenha&ng definere, hvad vi vil forstd ved den Laplace-
transformerede af en uegentlig responsefunktion, som har

en ikke-integrabel singularitet for t=0.

Som et vigtigt eksempel pa anvendelsen af de fundne sammen-

hange betragter vi et skalainvariant system med tidsekspo-

nenten o. Krybefunktionen er givet ved

(6]
J(t) = J1<E> (11)

T

hvor 0ga<2. I skemaet over Laplace-transformationer i fore-

.

gdende afsnit finder vi formlen

L{tk, s} = =X for k>-1 (12)
! Sk+1

Ligning (9) og (1l1l) giver sa
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o

F(s) = aioJl-(sx)‘ (13)

Videre bestemmes s& Y(s) og F(s) ved at gange med s:
\ ' . ’ :

g

- ¥(s) = G!'?i'(ST)l—u (14)
. J -
F(s) = !-—%-(ST)Z_Q (15)
: T

Traghedsfunktionen M(s) bestemmés'nu som den reciprokke,til'
lethedsfunktionen F(s): '

2. : ’
(s 472 (16)

fi(s) = 253
. : 1

o

~

og tilsvarende kunne vi opskrive % = 1/¥ og G = 173. Den

tidsafhengige traghedsfunktion bestgmmes som den omvendt

‘ Laplace—transformérede‘af ﬁ(s)/s. Her kaq vi‘ogsé bruge
ligning (12); hvor k+1=3-0, d.v.s. k=2fa.'Vi finder sa

2 2-Q
ML) = STz T, (r) | | (17)
"en formel; som vi allerede har udledt i afshit 1.1.5. Ved-
to gange differentiation findes ’
o oy -a ,
G(t) = v (5) (18)

Jl-a!'(—a)! T

Denne formél kan dog kun bruges for a#*l og a%*2, da fakul- .
tetsfunktionen er udefineret for negative heltal. Hvis
1<a<2 har G(t) en_ikke-integrabel_singularitet for t=0 og
er altsd uegentlig. Vi kan s& ikke hdregne den Laplace-
transformerede direkte, men vi kan.beétemme den indirekte.

ved brug af sammenhangen

o T
G(s) = — =. OL"J
sJ (s) |

0l

L{G(t)rS} =

Vi f8r altsd det samme, som hvis vi brugte udtrykket (18)
"direkte i ligning (12), med k=-a, uden hensyn til, at lig-

ning (12) er udledt under forudsatning af, at k>-1.




I det fglgende vil 'vi hovedsageligt diskutere egenskaberne

af admittansen Y(s) og impedansen Z(s). Disse to reciprok-

ke funktioner er de komplekse standard responsefunktioner,
som hanger sammen med de tidsafhangige standard response;
funktioner F(t) og G(t) vea en Laplace-transformation.

ﬁad os’antaée, at syStemet'hartspandingsinput-fVi har sa&
allerede indset, at den egentlige responsefunktion

Y(s) = L{F(t),s} m& vere analytisk, uden uendeligheder i
hgjre halvplan, £>0. Dette indbefatter specielt, at 1Y (s) |

ikke kan g& mod uendelig for e-e, nér den er egentlig. D.v.s.

hvis vi for et system opdager, at |¥ (8) |+ for e-=, er det

et sikkert tegn p&, at systemet har strgminput.

Relationen mellem den tidsafhangige lethed og den frekvens-
afhengige admittans kan ogsd udtrykkes ved den omvendte

Fourier-transformation (sml. 1.2.2.26)

F(e) = LTHT(s), 8} = 5= ETHY (), t)
o+i€
- L j ¥(z)e i%ta, (19)
—+i€

Hvis vi nu lader e+0+ og derefter t-=, vil integranden i
(19) indeholde funktionen e—iwt,som svinger meget hurtigt,
nadr w varierer. Integralet vil derfor ga mod nul for t-w,
medmindre Q(u) har en ikke integrabel singularitet. Hvis
der er en ikke integrabel singularitet, f.eks. en pol af

1 pa den reelle frekvensakse, vil F(t)

1. orden Y« (w-w,)~
ikke g& mod nul for t-e, d.v.s. s& er systemet ikke ergo-

disk. F.eks. hvis
1

Y(s) = <

> i
Y(w) « a

-

har vi som bekendt F(t) « E(t), som jo ikke gar mod nul.

Dette tilfalde beskriver et x-lager, som ikke er ergodisk.
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For en udampet harmonisk oscillator er F(t)mcoswdt. Skemaet
over Laplace-transformationer sidst i afsnit 1.2.2. giver.

sa . \

Y(s) « -4 , d.v.s. Y(w) « L
\ 2 2 , 2 2
S +w0 _ wy W

Her er der l.ordens poler for w=w, og w=—m0,hvilket igen

0
viser, at systemet er uerdeisk. Omvendt kan vi slutte, at
Y(w) for et.erquisk-system ikke kan have poler, men nok
svagere integrable singulariteter af typen (w—wb)_k, hvor

k<l. (Ofte kaldet fdrgreningspunkter,_fordi den analytiske

af sédanne-funktiOner til den komplekse plan ikke er enty-
‘dig).

Lad os‘et'¢jeb1ik forudsatte, at systemet er érgodiék. Vi
kan s& tillade os at g& helt til gransen =0+ og udtrykke
Y(w) ved et Fourier-integral af sadvanlig type

00 .
iwt

§(w) F(t)e  dt

°0

i
o

'F (t) sinwt dt

00
L= ] F(t)coswt dt + iJ
0

0

-

Yl(w) + 1Y2(w) \ (20)
Da F(t) er reel, kan vi identificere'realdelen Yl(w) og
imagin®rdelen Yz(w)'med hhv. cosinusintegralet og sinus-
integralet~i (20)

Y (W) = JF'(t)coswtdt - (21)
. Jo :
Y, (w) = JF(t)sinujtdt | (22)
0

Vi ser heraf, at realdelen Yl(w) er en lige funktion af

frekvensen, medens imaginardelen Yz(w) er ulige: .

Y, (Fw) =Y, () . : : (23)
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Y ) = )

— ¥ (24) .

Disse paritetsegénskaber er i gvrigt specialtilfelde af
ligning'(lO).‘Et fortegnsskift pd w i integralfremstilling
(20)_resulterer altsid i en komplekskonjugering af Y (w):

~

Y* (o) = Y(-w) = J F(t)e 1t at : ?
' : 0

Ved substitutionen t--t fas:

~ O i t
¥* (0) = I F(ltl)e™" at

-0

Addition af denne formel til (20) giver

JF(ItI)eiwtdt

-0

2Yl(w)

I

2mF{F (1tl) w0} (25)

(sml. 1.2.2.5), Den Fouriertransformerede af den lige funk-
tion F(lt]) for et ergodisk system er altsd lig med Yl(m)/ﬁ.

Den inverse Fourier-transformation 1.2.2.6 giver sa

F(ltl) = % { Ql(w)e‘i“’tdt (26)

Da Yl(w) er lige, er det kun cosinusdelen af den komplekse
eksponentialfunktion i (26) som giver et bidrag, og dette
kan udtrykkes alene ved et integral over positive frekven-
ser:

F(IEl) = 2 J Ql(w)coswt dw (27)

0

Denne meget vigtige formel viser, at for et ergodisk system

er al information om systemets responseegenskaber indeholdt

i realdelen af standardresponsefunktionen pd den positive

frekvensakse.

Vi har nu udledt formel (27) pa en ret omstendelig médeﬂ men
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et lille eksempel vil vise, hvor let man kan blive snydt
for en faktor 2, hvis man ikke passer pa. For en spandings—'
lak K har vi ) '

F(t) 2K3 (t)

I
N .

§(z)

d.v.s. Yl(z) = K, Yz(z) =0 i'hele.¢vré halvplan. Gar vi

til grensen -0+ far vi altsa
Y, (w) =K., ¥ (w) =0

Hvis vi nu i ligning (19) uden videre satter =0, £3r vi
for t=0 (sml.ll.2.2.13)

, o |
w = ——~[ coswt -dw
27 .

—00

F(t)

]
3]
y
. .
=
—.
{
8

7 ‘ . }_J' §-l ('w)lCOS(Dt duw (=K6\(t))
3 B 0 N . o ’

altsd kun halvdeleh af det rigtige'resultat; som f&s af (27).

T tilfelde hvor F(f) ikke indeholder en 6-singularitet, kan

- man tillade sig at ga til gransen €= =0 i (19). Ved udnyttel-

- se af parltetsegenskaberne (23) og (24) fas sd:

(= > BN '
F(t) = %J [Y (w) coswt + Y (w)°Slnwt]dw (28)
0 _

Ved sémmenligning ned (27) ser vi sa, at for positive tider
giver sinusdelen af integralet samme.bidrag som cosinusde-
len. For negative tider, hvor F(t)=0, ma sinusdelen ophave
cosinusdelen. Vi kan udtrykke dette ved relationen

[~ N - . @

J Yz(w)-sinwt dw sign(t)oj Yl(w)°coswt dw (29)
0 70 .

‘

= Zsign(t) :F(I£])
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hvor fortegnsfunktlonen 51gn(t) er glvet ved

1 for t
sign(t) =~ 0 for t
' -1 for t < O

\

(30)

Relationerne (28) og (29): viser sd-ogsd den tidligere frem-
lhaavede betlngelse, at vi for t=0 md tilskrive funktionen
F(t) en vaerdi, som er halvdelen af gransevardien for t-0+
(hvis der er en gransevardi). Integralet (27) har imidler-
tid vardien F(0+) for t=0, hvilket stemmer med, at F(Itl)
er kontinuert for t=0, nar der ikke er nogen singularitet.
Ligning (29) viser, at imaginardelen §2(w)i og for sig ogsa
indeholder al information om responseegenskaberne og derfor
er "lige sd god" som realdelen. Man ma dog huske, at (28)
og (29) kun galder, hvis F(t) ikke har en é—singularitet
for t=0, d.v.s. ikke for passive systemer og asymptotisk
péssive (f.eks. Voigt elementet), hvorimod (27) gelder for
ethvert ergodisk system. Vi skal senere vende tilbage til
spprgsmdlet om, hvordan (27) kan modificeres til ogsd at
gelde for ikke-ergodiske systemer, og hvorledes (29) ser

ud for asymptotisk passive systemer.

En anden vigtig egenskab -ved realdelen Ql(m) har vi tidli-
gere varet inde pa, da vi beregnede dissipationen for et
standardsignal med frekvensen w, ligning 1.2.1.25. Et svin-
gende signal reprasenterer jo en form for kredsproces med
systemet, s& ifglge termodynamikkens grundlaggende axiom
(afsnit 1.1.3) m& dissipationen 1.2.1.25 vare ikke-negativ.
Det fplger heraf, at

~N

Yl(w) > 0 (31)

for et ergodisk system i alle punkter pd frekvensaksen,
hvor Y (w) er ikke-singular. Som et spec1altllfalde af

(31), nd&r vi anvender den pad en spendingslak med Y (w) =K,
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finder vi energibandsformalismens lzkaxiom. Omvendt kan vi
vaere sikre pa, at en fuldt reticuleret energibéandsmodel med

positive lakke automatisk opfylder (31).

Hvis den dissipative responsefunktion Yl(w) er integrabel’
"over frekvensaksen, finder vi af (27), at F(ltl) har en
endelig gransevaerdi for t-0 givet ved |

~

Jo ) (w)dw (32)

3

F(0+) =

Denne formel, som kaldes denvtermodynamiske'sumrggel, er

et godt eksempel pa de "magiske sammenhange"”, som den komi-
.plekse.responseteo;i er .s& god til at papege. Funktionen

.§l(w)’beskriver jo;de dissipatiﬁe, d.v.s. irreversiblé sy-
stemegenskaber, hvprimod letheden for.t=0 er en reversibel

egenskab.

Som eksempel ser vi p& det s&kaldte Brown element, fig.2,
som beskriver en partikel med massen m, der bevages i et
milje ﬁed hastighedspropbrtional gnidning, skildret ved.

x-lakken p. Elementet benyttes i diskussionen af Brownske

'bev§gelser; heraf navnet.

&5

Fig.2. Brown elementet. -

Brown elementet ér dualt til Maxwell-elementet, fig.1.1.4.5,

. s& ved oversattelse af formel 1.1.4.24 f&r vi direkte, for




1.2.3. - 96 -

P
'Et

F(t) = = e (33)

g+

Af skemaet i afsnit 1.2.2. finder vi den Laplace—tranéfor-

merede
~ o, S 1 1. 1
Y(s) = L{F(t),s} == = — -~ (34)
. m s+§ p+ms .
Heraf fés,ved substitutionen s = ~iz:
> _ 1
Y(z) = STizm (35)

Vi ser, at Y(z) har en l.ordens pol i nedre halvplan for

z=—ip/m = -i/1g, hvor TB er elementets relaxationstid
m

T, = = 36
: | (36)

PA den reelle frekvensakse finder vi

" P
Y (w) = 55— (37)
1 p2_*_0021“2
> _ mw
Yl == (38)
p“+wm

Ved brug af formel (29) far vi foraret et par vigtige in-
tegraler. Sumreglen (32) er ogsa opfyldt og giver
2

oo, 1
FJOYl(w)dw =1 (39)

Af udtrykket (37) ses, at den termodynamiske ulighed (31)
er opfyldt i kraft af lzkaxiomet, p>0. Sumreglen (39) med-

forer altsd, at massen m er positiv. Det ser ud til, at

axiomet, som siger, at lakke er positive, automatisk med-

forer, at ogsd lagerkapaciteter ma vare positive.

Det ville dog vare forhastet, hvis vi pa dette grundlag




kravede af alle mulige energibéndsmodeller, at lagerkapaci—

teter skal vare positive. Vi vil stadig tillade, at m 1'
Brown elementet og GO i Maxwell elementet kan vare negatl—
ve, men derved rykker disse elementer ud af systgmklassen,
\def kan beskrives med linear responseteori, d.v.s. sd er

de  ikke langere reaktive.

' Hvis m er negativ, far Q(z).for Brown elementét en pol i
gvre halvplan, og F(t) bliver eksponentlelt voksende. Sy-
stemet er altsd ustabilt og vil spontant generere en out-
put strgm, som ikke er fremkaldt af en stimulus. D.v.s.
systemet ma beskrives som aktivt. Vi vil ikke forhindre
energibandsteknikken i at modellere aktlve systemer og krea-
ver derfor ikke, at lagerkapaplteter er positive. Ligning
(27) og den termodynamiske sumregel (32) ef bl.a..af denne
grund ikke automatiske . konsekvenser af teknikkens spille-
regler, men hvis de er brudt, vil det alligevel ofte vere
et tegn pd, at modelbyggeren har opereret med forkerte for-

. udsa@tninger. -
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1.2.4. Konturintegraler og residuer

Nar man skal udregne responsefunktionerne for en forelagt
energibdndsmodel, er det som regel ganske let at udregne
de frekvensafhangige funktioner, hvorimod udregningen-af- -~ — ==
de tidsafhangige funktioner lgber ind i‘differentiéiligf
ninger og integralligninger, som kan v&re ganskersvare ét
lgse. Den praktiske metode er da at starte med udregning

af den komplekse) frekvensafhangige standard responsefunk-
tion (Y(s)‘eller % (s), afhengigt af kausaliteten) og der-
efter bestemme den tilsvarende tidsafhangige (F(t) eller
G(t)) ved hjalp af den inverse Laplace-transformation
1.2.2.26. Man stilles herved over for det problem at skul-
levudf¢re en besynderlig kontur-inteégration i den komplekse
plan, og det er jo nok for de fleste en temmelig uvant og
afskrzkkende opgave. Imidlertid forholder det sig s& hel-
digt, at vi til vores radighed har en rakke matematiske
hjalpes@tninger og teknikker, som er si sterke, at man sa
at sige aldrig far brug for at udfgre integrationen i'prak—
sis, men kan ngjes med en langt simplere opgave, nemlig at
bestemme poler og residuer af den komplekse responsefunk-

tion.

Funktionen f (s)=1/s har en pol af l.orden for s=0. Vi prg¢-
ver nu at integrere denne funktion rundt pd en cirkel med
radius r og centrum i nulpunktet. Integralets fortegn vil
si afhange af omlgbsretningen, og vi vaelger at integrere
rundt "den positive vej", d.v.s. mod uret. Da s=r-eie, r

er konstant, og 6 varierer fra 0 til 27 pé& cirklen, far vi:

. 2n . .
(ﬁl ds = ? L _a(ret®) = j L0 reietfas
s ib r
c c re 0

= 27i (1)

Ifglge Cauchy's integralsatning 1.2.2.21 vil integralet af



funktionen 1/s rundt langs en lukket kontur, der ikke om-

slutter polen i nulpunktet, altid veare nul. Herfra kan man
let indse, at integralet pad.en lukket kontur, der omslutter

‘polen, altid.vil have samme verdi som cirkelintegralet (1).

Vi betragter nu en funktlon f(s), som er analytlsk og er
1kke 51ngular inden for en lukket kontur C. Hv1s s, er et

punkt inden for konturen, galder Cauchy S 1ntegralformel

s s . . . o~

. q>f(s) ds = 2n1-f(s ) ' . (2)
C

;

Vl kan indse rlgtlgheden af denne vigtige formel ved fgl-
gende simple argument: Hvis vi lzgger en lukket kontur C'
meget tet rundt om punktet Sg (se flg 1), hvor integranden '
i (2). har - en pol af 1. orden, s8 vil verdien af funktlonen

f(s) pa ‘konturen C' kunne sattes lig med konstanten f(s ).

. L'Iﬁ1ﬂ8)
N

> Re (%)
Fig.1l. ‘Lukkede konturer for integralet i Cauchy's inte-

~gralformel.

Udledelsen af ligning (1) kan nu overfgres til integralet_

pa konturen C':
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__Da integranden i (2) er fri for poler i omradet mellem
C' og C, vil C-integralet give samme bidrag som C'-inte-
gralet, og heraf fglger rigtigheden af Cauchy's integral-

formel.

Hvis en funktion f(s) har en pol af n'te orden i punktet

éo, kan vi skrive dén pa formen
c c ¢
-1 1
£(s) = n -+ £ —— + s+ o=+ gls) (3)
(s—so) (s—sO) o

hvor g(s) er ikke-singular i punktet s . Ved udregning af

0
integralet af funktionen (s—so)—CI pad en cirkel med centrum

i So finder vi
‘ ds ~igb ., ib 2T 5 (1-q)8
(f)—————- =(}3e g (e = iJ e” T4 gp
(s-so)q 0

d.v.s integralet bliver nul, undtagen for g=1l. For g=l1 har
det som f@gr verdien 2wi. N&r vi integrerer funktionen f (s)
i (3) rundt p& en kontur C, som ikke omslutter andre poler

end s finder vi derfor

OI

@}f(s)ds = 21ri-cl = 2ni-Resf(sO) (4)
c

Konstanten ¢, kaldes funktionens residuum i polen s

1 0.

Vi ser altsd, at integrationen langs en lukket kontur kan
fores over i den langt simplere opgave at bestemme polerne
inden for konturen og de tilhgrende residuer. Hvis en pol

i s, er af l.orden, har vi simpelthen

Resf(so) = lim (s—so)-f(s) (5)

s-s
0

Hvis polen er af 2.orden, vil funktionen

g(s) = (S~so)2-f(5) (6)

vaere ikke singular i punktet s_ . Ved rakke udvikling til

0
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l.orden omkring so.fér vi sa:

g(s) = g(s)) + g'(sy)" (s-s)
o e

d.v.s. funktionen f(s) kan i nerheden af s. skrives pé for-

0]
men
, g(s,) g'(s,)
£s) m—— 4
N (s-so) | ‘0
For en 2.ordens pol er residuet altsid
Resf (s,) = g'(s;) o (7)

hvor g(s) er givet Ved ligning (6).,A}gumentet kan let ud-
bygges til bestemmelse af residuet. for en n'te ordens pol:

Tn—l) ! dsn l

‘Resf(s)) = ((sms)"£(s)} (8)

. Ved udregning af stahdérd responsefunktiOnen ¥(s) eller

7 (s) for en endelig energlbandsmodel vil vi i reglen kun

finde l.ordens poler, men i sjaldne. tilfzlde kan der: fore-
_komme en pol’ af 2. orden, som v1 skal se’ 1 neste afsnlt Det
kan imidlertid blive’ lldt mere 1ndv1klet for de gvrige re-
sponsefunktloner. F. eks..flnder vi for et x-lager en pol
‘_af l.orden i nulpunktet, ndr vi. udregner standard respon-
‘sefunktionen Y(s)—l/ms, men den komplekse f¢3ellghed
'J(s)—Y(s)/s vil jo s&d héve ‘en 2.ordens pol i nulpunktet.

Af denne grund vil’ yl hovedsagellgt interessere os for
funktionerne Y. og-Z, thS residuer nasten altid kan udreg-
nes ved den 51mple formel (5). }

‘Hvis en“funktion f(s) har poler i flere punkter s der

k’
ligger inden. for konturen C, glver hver pol et bidrag, som
er glvet ved dens residuum. Formel (4) ma altsa modificeres
til S v
. . l — . é""v, L. .-.A‘ v
Arfress ey o

i
I - o ; ". .
!

e a e e a L ERAL ik . s m e bT T
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Lad os nu tenke os, at vi har udregnet admittansfunktionen
Y¥(s) og har fundet et udtryk af formen
ay

S—Sk

. n
Y(s) = aj + } (10)
k=1
altsd én funktion{fhviéjpolef alle  er af l.orden med resi—
duer givet ved : f ' ) 7

Res?(sk) = a, for 1l<ks<n _ (11)

Polerne s, kan ifglge diskussionen i afsnit 1.2.2. kun be-
finde sig i venstre halvplan, eller pa den imaginare akse

(w—-aksen) .

Den tidsafhangige lethedsfunktion er givet ved

g+ico

F(t) = L™H¥(s),t} = 5%; I ¥(s)estas (12)

E£—jco
"d.v.s. integrationskonturen er ikke lukket, men en ret lin-
je i hgjre halvplan, parallel med den imaginare akse. Imid-
lertid kan vi for t>0 lukké integrationsvejen med en halv-
cirkel, der "omslutter" den imagin&re akse og gar uendelig
langt ud i venstre halvplan. Denne lukning af konturen vil
ikke @&ndre verdien af integralet (Jordans lemma), idet
esgao for Re(s)--e,nar t>0. Betingelsen for gyldigheden af
Jordans lemma er, at integranden gar mod nul i det‘uende-
lige, d.v.s. vi ma i fgrste omgang holde konstanten a_ i

0
ligning (10) ude af sagen.

Fig.2. Lukning af integrationsvejen i (12) for t>0.
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En vilkdrlig af polerne s, vil s& for t>0 give bidraget

- L E+iee st . )
1 i ds —‘a -eskt'
2mi sfsk k
g-joo

da pplen‘kommer til at ligge inden for den lukkede kontur
- pé& fig.2, og integrationsvejen gar mod uret. For t<0 ma
"man, som tidligere nevnt lukke integrationsvejen i hgjre

halvplan (fig.1.2.2.2). Herved kommer alle polerne S til |

. at ligge uden for konturen, og integralet.bliver‘nﬁl.

Konstanten a i ligning (10) kan ikke behandles pa denne

m&de,‘men vi_har‘jO'allerede tidligere indset; at den La-
place-transformerede af ‘en deltafunktion er konstanten %,
- d.v.s. konstanten a

0 ma give bidraget 2506(t)2 Resultatet
~af -(12) bliver altsd S
. ' n s t . ’
F(t) = 2a,8(t) + E(t)+] a.e ko (13)
- k=1 F .. A

o °9 & mé

Da F(t) er reel, ser vi['at koefficienterne a
md ligge  symmetrisk om den

vaere reelle, og at polerne s

k

rellé akse med samme vardi af ak‘for et par symmetriske

poler. (Sml.1.2.3.10). P& den imaginazré akse kan der f.eks.

vere en pol i nulpunktet og et polpar *iw,, 6g i.(13) vil

: 0f
‘der s& optrade et konstant led og et led, der gar som cosw,t.
D,v.s. poler pad w-aksen giver anledhing.til,ikke—ergodisk
opfgrsel af systemet, hvorimod alle polerne i venstre halv-

" plan giver bidrag, som uddgr eksponentielt for t-o. .

- Vi hér tidligere set, at Y(s) for et ikke ergodisk system
. vil have én eller flere ikke-integrable éingulariteter pa
w—aksen (den imaginere s-akse eller den reelleAz—akée).
En pol af l.orden er den ‘almindeligste type af:eh ikke-in-
' tegrabel singularitet. Lad os nu tanke os, at ¥(s) har en

ikke-integrabel singularitet'for s=-iw Vi prgver nu at

0°
udbygge systemet med en x-lak R, som vist pd fig.l.1l.3.2.

Da x-lazkken er pasat med en x-samler, kan vi finde impe-
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dansen af det udggggederézsqem ygéﬂsimpelﬁaddition af impe-

danser:

1l
Y (s)

'ZR(s) =.R + Z(s) = R +

Admittansen af det udbyggede system er altsa:
Fo(s) = = ¥(s). C(14)
ZR(s) 1+R-Y (s) ,

Lader vi nu s g4 mod det singulare punkt,so, hvor Y(s) er

uendelig, finder vi

lim YR(s) = YR(s
5SS 0

) =% (15)
D.v.s admittansfunktionen af det udbyggéde system er ikke
singulaer i Sg° Hvis vi lader R blive meget lille, vil ud-
trykket (14) vare nasten lig med Y(s), hvis vi bare er et
lille stykke borte fra singulariteten. Der kan ikke opsté
nye singulariteter p& w-aksen ved konstruktionen (14). Hvis
nemlig ligningen Y(s)=-1/R havde en lgsning for s=-iml, sa
ville vi kunne lave en evighedsmaskine ved at forbinde sy-
stemet (det uudbyggede) med et arbejdsreservoir, der “pum-
per" med frekvensen w, . Vi ser altsd at det udbyggede sy-
stems admittansfunktion er uden singulariteter pa w-aksen,
og vi har derved vist den tidligere fremsatte pastand, at
vi altid kan gg¢re et system ergodisk ved at tilkoble en
lak.

Flere sztninger, som blev vist for ergodiske systemer i
foregidende afsnit, kan nu udvides til ikke ergodiske sy-
stemer ved at benytte lak konstruktionen og derefter lade
stgrrelsen af lzkken g& imod nul. Vi ser straks, at pari-
tetsegenskaberne 1.2.3.23 og -24, s&vel som den termodyna-
miske ulighed 1.2.3.31 md gelde uandret, bortset naturlig-
vis fra de singulare punkter, hvor Ql(w) og §2(w) er ude-
finerede. Lidt varre er det med "cosinusformlen? 1.2.3.27,

som vi nu skal se pa.
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Vi har tidligere betragtet Brown elementet, fig.i.2.3.2,

* som har admittansfunktionen

l I."A/ B 1 ’» ] ','
p+tms ' Yp(z) " p-izm (16)

?p(s) =

Dette element kan betragtes som et simpelt eksempel pa
"ergodicering", idgt;x-lageret med admittansen
Y (s) =X 5 ¥z =i (17)
0 ms " 0 mz ~
ggres ergodisk’ ved tilkobling-af x—iakken p. S& lange p>0;
kan vi tillade os at udfgre den inverse Laplace integration
pd w-aksen, d.v.s. (jvf£.1.2.3.19):

/e _ 1 -_oo,\‘ _
Fb(t) = 5 J-Yp(w)e

-0

Wt gy . (18)

Realdelen og imagihardelen af Yp(m) er givet ved 1.2.3.35-
> . , o ‘

36— ' '

H

P

/ . '
Y (@) = .8/ (19)
| te ™ (p/my 24w’
° 1 ) o ‘
Y. (w) = 2.—8 ] (20)
20 ™ (p/m) 2+’ '

I ref.I, kapitel 9 blev deltafunktionen defineret ved
. granseovergangen

T

T2+x2

§(x) = lim % (21)
-0+

Vi mgder nu den samme funktion (Lorentz funktionen) i

ligning (19). N&r vi gdr til grensen p+0+ far vi derfor

lim ¥, _(u) = %-n'é(w) | (22)
o0+ P ‘ -

For den komplekse funktion Yp(w) skriver vi

lim ¥ (w) =

6, (w) . (23)
p>0+ ' _

r
m
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hvor den singulere 6+-funkti0n er defineret ved

- 3 l l = .j__-.l
6+(w) = lim - —is - S (w) + P (24)

Prgver vi nu at gd til grensen i (18) for t>0, er delta-

funktionsbidraget til Qp(m) ganske uproblematisk at inte-

"grere, men giver vardien

F (t) =

1
delta 7!5 (25)

d.v.s. kun halvdelen (i) af lethedsfunktibneﬁ for x-lage-

‘ret. Det mi betyde, at det imagin@re led i §_ -funktionen

giver et lige s& stort bidrag, som svarer til at integra-
tionsvejen md tankes at sld en lille krglle op over singu-=
lariteten:

aa

z=0

Y
Y

Fig.3. Integrationsvejen i (18) for p=0+.

Det bidrag til integralet, som kommer fra den lille krglle
m& jo vere halvdelen af et cirkelintegral med uret rundt

om polen, d.v.s. iflg. (1)

L (4 g, « Lol i g, = L1 L fdz
T j — dz = > dz = 3o : q}

mz 27 mz 27l
krglle
- 1
= 3x (26)

Hvis krgllen var gdet nedenom singulariteten, ville resul-
tatet vare blevet -1/2m, idet cirkulationsvejen sd ville
have veret den modsatte vej rundt. Hvis vi leder integra-
tionsvejen direkte igennem polen, ved vi ikke, hvad der

sker, men vi kan definere den sakaldte principalvardi af

integralet af 1/w som gennemsnittet af det vi f&r ved at

i
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"krglle over" og det, vi fir ved at "krglle nedenunder",
d.v.s. nul. At der er tale om en principalvardi udtrykkes

ved et "P" foran eller en streg tvars over integraltegnet:

%=

oo - =) 1
PJ dx = { —dx =0 ' , (27)
) -°°X '

Defineres integralet i (18) som en principalverdi for p=0+,
udelader vi altsa bidraget fra det imaginere led i § funk-

tionen, og til gengeld skal vi sa gange med 2:

Al

F(ltl) { 7 (w) e 9t au

-—00

iwt
lwd

=

R

[ 9 e raw (28)

hvorved vi.har genopdaget formel 1.2.3.26.

Vi kan nu prgve at _generalisere opskriften; Lad os tanke os,
at admittansfunktionen for et ikke-ergodisk system kan skri-

ves pa formen
’ [}

1 1 - ¥
acs[——+—=——1+ Y (s) (29)
k=1 K s+1wk' s-iw ~ . Ter ‘

hvor YO’ ayr a 09 w ef‘reelle positive konstantér, og hvor

?;f(s) er den ergodiske og reaktive del af admittansen,

d.v.s. en funktion, som er uden poler pa w-aksen, og som

. gér mod nul for |sl-w. Leddet Y, beskriver alts& en asymp-.
.. totisk passiv systemadferd (YO=Y(0+), sml.1.2.3.5) og led-
-dene med a, og a

0 k

beskriver en ikke-ergodisk adferd. Den
tidsafhengige lethedsfunktion er sa givet ved ' o

n
+ 2) a.kcoswkt + Fer:(lt'l) (30)

F(lt]) = 2Y06(t) + a
k=1

0]
vi kan sd regne med, at Xer(w) og Fer(ltl) tilfredsstiller
cosinus- og sinusformlerne fra foregdende afsnit:

2

= JoYerl(w)coswt dw = Fer(ItH (31)
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er

2 (7o . C e X
2 &, (@sinet do = sign(6) R (1) (32)

Ved overgang til z-variablen i udtrykket (29) f3&s

Y(z) = Y.+ i{ f9-+§ 2+ 2 11+ ¢ (2) (33)
' 0 A k=1ak A wk z+g)k er -

Vi gar sd fra ¢vre halvplan ned pa den reelle akse (w- ak-

sen) ved at bruge § -funktlonen (sml. (24)):

lim

= -in8, (u) = P% — ims () (34)
e>+0+

wtie
hvor P-et er en pamindelse om, at formlen kun giver mening
i forbindelse med principalvardien af et integral. For re-

aldelen og imaginardelen af ¥(w) skal vi altsad benytte ud-

trykkene

~ .n A N

Yl(w)= YO+-ﬂ{a06(w)*‘Zlak[é(w—wk)4-6(w+wk)]}-FYérl(w) (35)
a n

T (wy= -2 SR S R

Yz(w)' W +kzlakP( w=w, + m+wk] + Yerz(“) (36)

i

Vi kan straks verificere, at cosinusformlen er opfyldt:

2 J Y. (w)coswt dw = F(ltl]) (37)
m 0 1

med vel at marke kun fordi vi har defineret realdelen af
de ikke-ergodiske led‘pé w-aksen ved brug af 6+—funktionen,

som vist ovenfor.

De ¢gvrige (egentlige) tidsafhangige responsefunktioner kan
nu p& lignende made udtrykkes ved Yl(w), ved at vi integre-

rer cosinusformlen fra 0 til t op til to gange:

% J ¥ (w) Sl““t dw = Y(ltl)-sign(t) (38)
o ,

2 7o . l-cosut _

;T- JOYl(w) -—;é———dw = J(lt]) (39)
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N

. Vi legger merke til, at de tre responsefunktioner F,Y og

J nu er udtrykt ved reelle integraler, hvori indgér de
tilsvarende responsefunktioner, coswt, sinwt og l-coswt,

for 'den udampede harmoniske oscillator med egenfrekvensén

" (sml. 1.1.4.39, 41 og 42). Vi skal udnytte denne analogi

i paragraf 1.3, hvor vi "spektraloplgser” et vilkarligt sy-
stem. Endvidere ser vi af (39), at den tidsafhangige ud-
gave af den termodynamiske ulighed:‘JzO (afénit 1.1.3)
felger af den frekvensafhangige version‘leO, (1.2.3.31)

idet-funktionen‘lfCOswt er ikke-negativ.

Nar vi skal udregne 51nu51ntegralet af 1maglnardelen Y (m),
bliver vi ngdt til at bruge prlnc1palvard1en. F¢rst bemar—
ker vi, at-

1 (T sinwt‘ s - ' : ., ,
T ‘J’_w—T dw = sign(t) L - (40)

~ ser vi dernast pd et led i (36) med pél_i'wk,-fér_vi

I sin[ (w—wk)t + o t]

oo Y
L\{ ‘sinwt 4 %.

dw =
b Wew . .

k J —co w—wk

1 wcoswt
m dw + 51nwkt-TT f_;js——‘éw

. co |, .
cosw, t-1 [ sinut
koom o)

, : \ o
= sign(t) -cosw t - - (41)

hvor vi har benyttet (40), samt at det priﬁcipale\integral
af en ulige funktion forsvinder. Ved Benyttelsé af (32),(40)
og (41) i sinusintegralet af udtrykket  (36) for Qz(w)'og
sammenligning med udtrykket (30) for F(ltl) finder vi den

generélle sinusformel:
1 (%~ ~ :
P { Yz(w)sinwt dw = [F(It]) —-2Y06(t)]-Sign(t) (42)

Sinusintegralet'er altsd ude af stand til at udtrykke den

aSymptotisk passive del af systemadferden. Pa grund af fak-

toren sign(t), SOm er nul for t=0, er‘der imidlertid ingen
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grund til at udtrykke dette forbehold, s& vi kan lige sa

_godt omforme (42) til et udtryk, der ligner den tidligere
udledte sinusformel:

On
% }OY2(w)sinwt dw = F(ltl)+ sign(t) " . (43)
Ved hjalp af cosinusformlen (37) og sinusformlen (43), samt
de omvendte transformationer 1.2.3.21-22 har vi tilsynela-
dende fdet afskaffet de komplekse konturintegraler og resi-
dueregningen og fg¢rt sagen over i en langt mere banal form
for Fourier-transformation. Det er dog kun tilsyneladende. -
VCosinus- og sinustransformationerne er nu definerede for
alle slags responsesystemer, herunder klasser af funktio-
ner, der ikke kan Fourier—transformeﬁes ud fra en elemen-
ter‘analytisk forstielse uden brug af kompleks funktions-
teori. Den reelle_frekvensakse har en sarlig status, béade
teoretisk og eksperimentelt, og vi fa&r brug for cosinus-
og sinustransformationerne som led i begrebsudviklingen.
Men nar det galder udregning af konkrete responsefunk-
tioner for givne netverk er det langt lettere og sikrere
at holde sig vak fra den "farlige w-akse" og benytte de

komplekse konturintegraler og residueregnings teknikken.

Residueregningen, som bygger pa& Jordans lemma, kan kun an-
vendes i forbindelse med de egentlige responsefunktioner.
Hvis systemet har spandingsinput, har lethedsfunktionen
F(t) hgjst en integrabel singularitet for t=0, og dens
Laplace-transformerede vil vare begranset i det uendelige.
Hvis systemet er skalainvariant med tidseksponenten a for
sma tider, vil ¥(s) ga som s  “for lsl-e (sml.1.2.3.13).
Et system med spandingsinput har jo en tidseksponent mel-
lem 1 0g 2, s& den uegentlige responsefunktion Z(s) = 1 (s)
vil g& mod uendelig for Is|-e. Vi siger da (for 1l<o=2), at
impedansen 7 (s) har en singularitet i den uendelige, og
specielt hvis a=2, har 7 (s) en pol i det uendelige. (F.eks.

Brown elementet har a=2 for tider der er sm& i forhold til
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relaxationstiden m/p).

De -uegentlige resonsefunktioner overtrader altsd den almin-

delige lov om, at responsefunktioner (af s) er uden singu-

lariteter i hgjre halvplan. Alligevel kan vi fremtvinge en’

uegentlig responsesituation som 1¢sning pa en kausal kon-
- £likt, f.eks. ved at fdrbinde vort sp@ndings-input-system
til en strgmkilde. Hvordan skal det nu forstis response;
. teoretisk? | :

P4 fig.4 betragter vi den kausale konflikt mellem en strgm-

kilde.og et Browrt element. Normalt siger vi, at den aktivé
kilde vinder over det reaktive’élement;;séledes at lageret
pafvinges differentkﬂikausalitet. Dette kan imidlertid. ikke
vaere rigtigt for vilkérligt sm& tidér, fordi. standard re-

sponsefunktlonen for den patvungne kausalltet
G(t) = 20p8(t) + 2m§'(t) '_‘<44)

har en ikke- 1ntegrabel singularitet . (6'—funkt10nen) for t= O
D.v.s. for tllstrekkellgt sma tider eller tllstrakkellgt
hgje frekvenser kan det faktiske response ikke vare beskre-
vet ved de uegentllge funktloner. Grunden kan siges at vare
den, at det aktive system 1kke kan vare: aktivt for vilkar-

.llgt hgje frekvenser, men en bedre forklarlng far man, hvis

man som vist p& fig.4 indfgrer en ny systemkomponent, f.eks.

en 1=k, der ‘kan virke som stgdpude og "tage skraldet" fra
de kausale sammenst¢d

(-
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'Impedéggfﬁnktionén;fof»Brdwn elementet er

Z(s) = p-+"ms : (45)
Vi ser, at Z(s) har en pol i det uendelige som tegn pa, at
Z (s) er - uegentlig. Nar vi nu udbygger systemet med lakken
R, far det udbyggede system admittansen '

1
7 (s)

+

¥ (s) =
u

-] b

og dets impedans bliver altsa

7,00 = A - Blowma) o)
Yu(s) ,

Hvis vi lader modstanden R g& mod uendelig, vil udtrykket
(46), som er en egentlig responsefunktion, konvergere mod
den uegentlige impedansfunktion (45) inden for en hvilken
som helst afgrznset del af den komplekse halvplan Re(s)>0.
Der er altsd ikke spor i vejen for, at man i et eksperiment
med en begranset tidsoplgsning kan udmdle et uegentligt re-
sponse. Man behgver ikke at t®nke pa at etablere "stgdpu-
den" R i forvejen. Den gemmer sig inden i str¢gmkilden og
vil dukke frem i mdleresultaterne, hvis man presser fre-
kvensen for hgjt op. Det md dog bemarkes, at der er andre
mi&der at bilagge konflikten p&, idet et hvilken som helst
reaktivt system med strgminput kan erstatte x-lazkken R.

Det er derfor ikke ngdvendigvis en rent Ohmsk shuntmodstand

i strgmkilden, der afslgres i hgjfrekvens gransen.
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1.2.5. Eksempler

I dette afsnit gehnemgés nogle simple energibandsmodeller

- ligesom i .afsnit 1;1.4, men dehne gang lagger vi hovedvag-
ten pé de frekvensafhangige responsefunktioner. Da disse
er s& meget simplere at bestemme énd de -tidsafhangige, gar
vi en smule videre m.h.t. kompleksiteﬁen at systémerne og
hovedpunktet bliver en diskussion af den dampede harmoni-
ske oscillator.

De forskellige basale ikoner har alle veret omtalt tidlige-
re 4 denne paragraf og vi ngjes derfor med at servere en
- frekvensversion af skemaet pa fig.1l.1l.4.1

F(s) | Y(s)| J(s) G(s) | Z(s) | H(s)
1::::[’ . —l 2 m32 | ms m
m ms 2 ‘
‘1 R ms

cs®| s} c ¢ | @ | @
’ Cs Cc

. - - , .

= . S 1 1 R

R = = - Rs R’ =
_A_ R R Rs . S _&_R

Fig.l. Skema over de frekvensafhangigé responsefunktioner
for simple komponenter.

¢

Ved substitutionen s=-iz kan fesponsefunktionerne udtrykkes
som funktioner af'Fourier—frgkvenSeh z=w+ie i stedet for

Laplace-frekvensen s=e~iw. -

Som vist i afsnit 1.2.3. overSatter'man fra en vilkéarlig
frekvensfunktion R(s) til den tilsvarende tidsafhangige R(t)

ved at anvende den inverse Laplace—transfbrmation péd R(s)/s:
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g+ico

(0 = HRes 0 - gty | BN Fae )

€—ioo

og integralet kan udregnes ved hjelp af residuesatningen
©1.2.4.9, nar forudsatningen for Jordans lemma er opfyldt,
d.v.s. nar o

R(s)

— 0 for sl » e - (2)

Vi vil i dette afsnit kun interessere os for standard re-
sponsefunktionerne, d.v.s. R(t) er enten F(t) eller G(t)
og ﬁ(s)/s er enten Y(s) eller Z(s).

Nir vi nu begynder af kombinere de basale ikoner med trans-
ducere, gyratorer og samlere, kan vi uden videre overfgre
de kendte regneregler fra afsnit 1.1.4 til de frekvensaf-
hengige funktioner. Det nye, som kommer til, er at Y og 7
er reciprokke funktioner. D.v.s. ndr to systemer er for-
bundet til samme ydre port med en o-samler som pa
fig.1.1.4.4, s& har vi ikke alene en additionsregel for ad-
mittanserne, svarende til ligning 1.1.4.17, men ogséd en

additionsregel for de recip;pkke impedanser:

b4
2
R

(3)

8 |+
|
th*
+
NZP‘

1 2
Og ndr samleren er af x-typen har vi foruden additionsreglen

forgimpedanserne den samme regel udtrykt ved de reciprokke

admittanser:
Z = Zl + Z2 =
(4)
%=ﬁl,—+%“
Y Y Y
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Vi fisi%erer derfor ikke at 1¢§e ind i integrélligninger ,
(som 1.1.4.21) eller differentialligninger, nar vi skal
bestemme de frekveﬁsafhehgige requnsefunktioner for en
sammensat energibéndsmodel, men kan i varste fald komme
ud for at skulle lgse et szt lineare, algebraiske lignin-

ger.

Pa flg 2 er vist de 1konlske modeller med tilhgrende sym-
kxﬂdcparametrlserlng for de systemer, som. i det f¢lgende
vil blive gennemgaet for at 1llustrere brugen af de udv1k-'-
lede . regneteknlkker.

a. Maxwell | : _ b. Brown (dualt Maxwell)

' 'd. Dualt Voigt

_ : s
e. Dampet harmonisk oscillator.
' L R '
o— NN —WN —©
. ‘ L
") K C (2)
o0— - ©

Fig.Z.- Energibdndsmodeller, som gennemgds i det fglgende.
‘Den dampede harmoniske oscillator er' ogsd reprasen-

‘teret ved et elektrisk netvark.

: ‘ L R g C .
) o L N

e - - e e s e e s
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Addition af admittanser:

(6)

Y(s) = % + % (pol i det uendelige, ) (5)
0 d.v.s. uegentlig)
Impedans:
'Z(s) = ~l = n = n
Y(s) 1+s- l+sty
GO

Pol og residuum:

s = - X
0 T

; Resﬁ(so) = G
M

0

Invers Laplacetransformation:

G(t) = L HZ(s),t) = Go-e't/TM

b. Brown element.

Dualitetstransformation af (6) og

1 1
Y(s) = p = P
l+s% l+stg
F(t) = = e /7
m

c. Voigt element.

Addition af impedanser:

Pol og residuum

s, = 0 (ikke ergodisk) ; ResZ (0) =

(7) -

(8)

(8)

(9)

(10)

(11)

K (12)
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\

Invers Laplace transformation:

G(t) = 268(8) + K RN
~ .1 s _ 1 .. K
X(s) B % (s) T K¥Es € (1 K+£s] (14)

Pol og residuum:

_ K ) ¢ mes¥s ) = - K& :
S f. E (ergodisk) ,‘RESY(SO) .gz .(15)
Invers LaplacetrénSformation:
K . , , .
F(t) = 25(t) - & eE" - (16)
g _ &2 , .

a. Dualt Voigt element.

Ligeéom Brown elementet kan det duale Voigt element.
beskrive en partikel opslemmet i en veske med hastig-
.hedsproportional gnidning. Sﬁimuiusvariablen.kan vare
en hastighed, som - vasken bevages med, og responset vil
vere den kraft, som partiklen pdrvirker vasken méd;
_Udregning af respbnsefunkfionerne ved dualitetstrans—

formation af (11)-(16) overlades til laseren.

e. Dempet harmonisk oscillator. : o

selvom dette kapitel behandler systemer med kun én port

til omgivelserne,-vil vi i defte tilfalde g¢re en undta-
gelse og behandle den dampede harmoniske oscillator som en
toport. Diskussionen og definitionen af forskellige parame-
tre foretages nemlig lettest pd grundlag af den sdkaldte
overf¢ringsfuhktion, som knytter forbindelse.ﬁellem signa--
1erne i de to modsatte: porte Responseegenskaberne_beskri—

ves s& ved en matrix:

m

1 "~
?l ¥

’él

Pt -

12

(17)

feol]
(S
M O
N -
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__hvor orienteringerne og numrene refererer til fig.2e. Be-
merk, at ¥ og 7 er egentlige responsefunktioner for to
forskellige porte. De er altsa ikke reciprokke, men duale

funktioner.

W HviS'vi saetter é=0, kan vi behandle oscillatoren som et 1-

rporﬁ system med spandingsinput (i port-l). Vi finder si& -
Y(s) = [R + Ls + 'E'M(S)]_l

hvor EM(S) er impedansen af Maxwell elementet sammensat af

C og K:

=i

Z,(s) = =

1+ - K+Cs

.g
K

0]

D.v.s. vi finder

= K+Cs
1+ (R+Ls) (K+Cs)

Y(s) (18)

Tilsvarende finder vi ved at satte Ei=0 impedansen i port 2:

R+Ls

Z(s) = Ty (R¥Cs) (RFT3)

(19)

For at bestemme den dimensionslgse overfgringsfunktion

q i St )
le(s) satter vi el . Sa er

='2'.'E"1

<
€, 2

Brown elementet sammensat af L og R har nu input amplituden

—gé og admittansen

o~ _ 1
YB(S) T R+Ls
d.v.s. vi finder

~, - ~ . -N
fl Y +(-e
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og dermed, iflg. (17)

1

Hyp(8) = ~Yg(s)+Z(s) == 13(xacs) (R¥Ls)
‘Tilsvarende finder vi for ?550:
N' _ ~'~ . l\'l—'. - ~ . '
H :(s) =% (s).¥(s) = = L (21)
217 M v 1+ (K+Cs) (R+Ls)

Vi ser alts&, at de to ikke-diagonale elementer i response-

matricen er lige store med modsat fortegn:

1
1+ (K+Cs) (R+Ls)

(22)

H,,(s) = -H ,

(s) = f(s) =

r

' Dette er et specialtilfalde af den almindelige réciproci*

tetssetning, som vi skal udlede i kapitel 2.

Admittansen i port 1 og impedansen i port 2 kan nu ogs& ud-

. trykkes ved overfgringsfunktionen H(s):

i '

' (k+Cs) -H (s) | . o (23)

_?(SX

A

(R+Ls) -H (s) o - (24)
og vi ser, at polerne for de tre'responsefunkﬁioner er sam-

menfaldende og. bestemt ved ligningen

2

0 = H Y(s) = Lcs?® + (KL+RC)s + 1 + RK  (25)

Vi ser, at der i almindelighed er to poler i venstre halv-

plan
. . 1R, K _\[;/3 _K\VZ L
1 2\L c) 4\ Cc) LC
_ — (26)
= LR LRYL\LR Ky L
Sy = Z(L M c) +\/4(L C>, ic
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For den udampede oscillator, hvor R=0 og K=0, ligger begge

polerne pd den imaginare akse:

s, = —iw s, = iw
d 2 0

idet vi valger den kvadratrod; som har positiv imaginardel

(VFT = i). Egenfrekvensen w, for den udampede oscillator-er

_ 1
“o = ViX (27)

I det.udampede tilfalde er den tidsafhengige admittans og
impedans givet ved (sml. 1.1.4.39) '

Y(t) = 1 sinw. .t
Z 0
0

7Z(t) = ZOSanOt

hvor ZO er den karakteristiske impedans af den udampede

oscillator

ZO = vgg (28)

Den matematiske diskussion af den dazmpede oscillator sim-
plificeres betydeligt, hvis vi erstatter de fire dimensio-
nerede energibdndsparametre L, R, C og K med de to dimen-

sionerede parametre w, Og Zo' der karakteriserer den udam-— -

pede oscillator, samtoto dimensionslgse parametre Yy og §,
der karakteriserer henholdsvis styrken og "skavheden" af
dempningen. De to forhold R/L og K/C har begge dimensionen
tid-l, s4 hvis vi dividerer dem med w, f3s dimensionslgse

tal. Det symmetriske dempningsforhold y defineres som

-1 (R Ky _1(R
Y= 2 (L+C>—2(ZO+KZO) (29)

og det asymmetriske dampningsforhold § defineres som




L (R_K)._ ——-.KZO) | (30)

Af lazkaxiomet fglger, at vy er ikke-negativ, (hvis y=0, er
oscillatoren udampet, d.v.s. sd er der ingen lakke) medens

§ kan vare positiv eller negativ i det lukkede interval

(-v,vl:

s sy (31)

Oomvendt kan vi udtrykke energibdndsparametrene ved de fire

nye parametre:

Z

_ - . © e = l . —:' ‘ l - ‘ '
R = 2, (x+6)-. K 7 (Y §)

0

J

i

Hvis frekvensen méleé i forhold til'w og impedansen i‘

forhold til 37,
sionslgse funktioner, som afhanger af de to parametrery

0 ‘
kan vi ngjes med at diskutere tre dimen-

~og 8. Vi vil gd over til Fourier-frekvensen z=is i 'stedet

for Lapiace—frekvensen.s og definerer dérfor-

VA
X = =

o)
y(x) = ¥(2)-37,

n (33)
~ zZ(z)
z(x) =
Zg

hix) = f(z)

A ‘A
Polerne for funktionerne y, 2z 09 f er nu udtrykt ved y og

S

T S
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x, = -iy + V1-62

(34)

»
il

—iy - V1-6?

Hvis |81<1 har polerne en realdel, og responsefﬁnktionerne
udviser en svingenderpf¢rsel. Vi siger da, at oscillato-

" ““¥en er underdampet. Hvis |§|>1 er begge polerne imaginare,

‘69 der kommer ingen svingninger; oscillatoren er overdam-
pet. Tilfeldene &=+1 og 6=-1, hvor de to poler er sammen-—
faldende til en enkelt pol af 2.orden, kaldes kritisk damp-

ning. Egentlig er det 1idt misvisende at tale om dampning

i disse sammenh®nge, for vi ser jo, at det er det asymme-
triske dempningsforhold §, og ikke det symmetriske damp-
ningsforhold y, som skiller mellem tilfeldene, men vi skal
se, at det er y, og ikke &, som bestemmer hvor hurtigt re-
sponset dampes. Dampningsparameteren Yy kan vare lige sa
stor det skal vare, uden at svingende adfard af den grund
er udelukket. Grunden til, at brugen af ordet "dampning"

i denne forbindelse er blevet indarbejdet, er nok den, at
man i mekanikken betragter hastighedsproportional gnidning
som den eneste &rsag til dissipation. D.v.s. man inkluderer
x-1lzkken R, men tager ikke muligheden for, at der kan optre-
de en o-lzk K i betragtning. Hvis K=0, er ¢=y, og parame-
teren & vil derfor i dette specielle tilfalde karakterise-
re styrken af dempningen. Tilfzldene K=0 eller R=0, hvor

|81=y, kaldes udartet dampning.

Den mekaniske harmoniske oscillator kan vare en partikel
med massen m (~L), som sidder fast i den ene ende af en
fjeder med stivheden G (~1/C), som er fastgjort til "labo-
ratoriet"” i den anden ende. Systemet kan vare nedsanket i
en vaske, som s& sgrger for hastighedsproportional gnidning
med en modstandskoefficient p (~R). Den manglende parame-
ter, o-lzkken K, kan komme ind i billedet ved, at fastgg-
ringspunktet for fjederen ikke sidder helt fast i forhold
til laboratoriet, men har en vis bevagelighed B (~K). Pa

. denne mide ophaves udartningen af den mekaniske oscillator.
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Svingningsfrekvensen for den dampede oscillator defineres

‘som realdelen af polen z ndr oscillatoren er underdampet

ll

— — o — L2 .
Wg = Re(zl) = wQRe(xl) = w.V1-6 | (35)

0

I tilfeldet §=0, som kaldes symmetrisk dampning, er sving-

ningsfrekvensen altsa den samme som for den udzmpede os-
cillator. I nedenstdende diagram er de forskellige former
for kvalitativ opfgrsel angivet ved de tilsvarende bmféder
i parameterplanen y-§. ' ‘ |
R |

+1 F---- ———- A

B

Fig.3. -‘Kvalitativ adferd af den dampede oscillator afmarket
ved omrdder i y-§ parameterplanen. ' ' ‘
Lodret skravering: |8| < 1; underdampet

vandret skravering: |§| > 1; overdampet

1l
o o < -

Linjerne A: 161 ;  kritisk dempning

Linjerne B: |§| ; udartet dampning
Linjen vy: § = 0 ; symmetrisk dampning

Nulpunktet: y=8 = 0 ; udampet.
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Det kan vare bekvemt at have andre dimensionslgse para-

metre at arbejde med. Lzkproduktet A defineres ved (sml.
(32)) '

- (36)

og er alts3 ikke-negativ. De udartede tilfazlde af dampning

svarer til, at A=0.

Overfgringsfunktionen h(x) i (33) kan nu skrives pad formen
(sml. (22)):

-1

(x-xl)(x—xz) (37)

h(x) = [l+r-x2-2iyx] 1=

Det ses, at overfgringsfunktionen antager en rent imaginar

vaerdi for en bestemt frekvens w som kaldes resonnansfre-

)\l

kvensen.

RPN

ﬂ(iV]+X) = H(iwx) = *iQ

(38)
wx = w0v1+X
hvor Q-vardien er givet ved
Q= 5= (39)
2YVIFA

Q-vardien er et dimensionslgst mdl for oscillatorens "god-
hed", d.v.s. mangel p& dampning. En stor Q verdi betyder
en meget skarp resonnans og omtrentligt sammenfald af de
tre karakteristiske frekvenser, som er ordnet pd fglgende

made

w6 < wo < wx

(svingnings—) ( egen- ) (resonnans-)

frekvens frekvens frekvens
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hvor det fgrste lighedstegn galder for 6=0, (symmetrisk
dampning), mens det andet kun galder for A=0 (udartet
dempning) . '

N

Definitionerne pa . de forskellige oscillatorparametre varierer en
del i litteraturen. F.eks. er der nogle, som omformer (37) til

- 2 -
B(w) = (l+>\),l'[l—(£—) —Ziy'--ui—] 1
. . )\ w>\
og herefter definerer

- Y - Y
LY v SV, Fov . v ‘
som "dempningsparameteren”. Denne definition har den fordel, at det
bliver "dempningsparameteren", som afggr, om oscillatoren er under-
dampet (y'<l), kritisk dempet (y'=l) eller overdempet (Y'>1l). Ulem- .
pen er bl.a. at dempningshastigheden Y'w, (=Yw.) nu szttes i relation
til resonnansfrekvensen w,, som er et mere kompliceret udtryk end
-egenfrekvensen wo. g '
Ogsd Q-vardien hersker der en del uenighed om. Feynmann (ref.6) me-
ner, at den mest almindeligt accepterede definition bygger pa for-
holdet mellem den oplagrede energi og det arbejde, der udfgres per
cyklus (d.v.s. per radian) ved resonnansfrekvensen. Denne definition
er dog ikke videre god, fordi den er usymmetrisk m.h.t. de to porte.
Feynmann anfgrer, at man har mest brug for parameteren Q, nar den er
‘meget stor, og "i den grznse stemmer alle definitioner overens". '

Enhver skarp resonnans i naturen kan tilskrives en Q-vardi. Den ahso-
lutte rekord indehaves vel nok stadig af Mossbauer-effekten: Qzloll—
10'%, men en moderne.He-Ne laser er ved at kunne konkurrere. Hvis
man forsgger at lave en udempet svingningskreds af en spole (L) og

en kondensator (C), er det svaert at komme op over en Q-vardi pa ca.
100. Den begrznsende faktor er isar spolens modstand (VR i vores mo-
del), d.v.s. dempningen er udartet (A=0) og i dette tilfalde er

0-4 - LE - &
2y R VC R
hvilket alle vist kan blive enige om.

Netvarksteoretikeren Valkenburg (ref.7) definerer Q for et RCL net-

verk ved ovenstdende formel. Hans diskussion er dog sa fuldstandig,

at den antydér en generalisation til.tilfzldet A#0. De to poler s

og S, lign. (26),; vil i det underdzmpede tilfzlde ligge pa en cir%el
med ¥adius wy. Vinklen 6 mellem én af polerne og den reelle akse er

bestemt ved: ‘ ) '

A1

20"

hvor Q' md opféttés som Valkenburg's definition af Q-vardien. Sammen-
hangen med det her benyttede Q er sa

cosf =

N S .
Q = oy = {(1+A)*Q
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Denne definition kan szttes i relation til overfgringsfunktionen

pa samme made som her, og forskellenm pa deflnltlonerne Q og Q'  — —
hanger s& pd, om "spendingsdelerforholdet" H(O)—(1+A) -1 gkal reg-
nes med 1 overfgringsfunktionen eller ej.

Real~ og imaginarverdien af overf¢r1ngsfunktlonen pa den
reelle frekvensakse er givet ved

2 2 ; E - . =
A (“’A'f” Yoo , . ,
Hy (w) = (02-02) % + ay%0lu 2 , (40)-
X Y Y
~ 2ngw
Hy (W) = —5— 2 2 2 (41)
(wx—w ) + 4y W w

Hvis w ligger meget taet ved wy kan vi approximere udtryk-
ket (41) pd f¢lgende méde

W=Wq 2 w—w
A) 17t for |
Yw

Hy(w) = Q- [1+< A <<l (42)

o
Vi ser altsd, at imaginervardien af overfgringsfunktionen
i n®rheden af w, med tilnarmelse kan beskrives som en

A
Lorentz-kurve, der ligger symmetrisk om Wy med maximums-

verdien Q og halvvardibredden YW,

Hvis vi pumper oscillatoren med et trigonometrisk span-
dingssignal svarende til viseren

~ -iwt
e e
w

9
og forudsatter, at strgmmen i port 2 er nul, sa vil span-

dingsviseren i port 2 vare givet ved

iwt

A .A e _ ~ A _l(wt_q)) /
H(w) e,’e = IH(w)Iewe

Fasedreijningen, som er det belgb, fasen i port 2 kommer

bagefter fasen i port 1, er

ﬁl(m)
¢ = Arccos ———— for w>0 (43)

[H(w) |
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‘'medens amplitudeforstarkningen er funktionen
RN A 2 ‘ ~ 4 2 :
AW = B (@7 + () (44)

Hvis vi i stédet setter spandihgen.i'port 1 til nul og
pumper med‘et strdmsignal i port 2, sa vil strgmmen i port
1 éare‘karakteriseret véd deﬁ samme‘fasédrejning'og'ampli—
tudeforsterkning, bortset fra fortegnet. Hvis vi vender
drienteringen i port 1 (bruger p—tegnri.begge porte); bli-
ver analogien fu;dkommen,‘idet de to ikke-diagonale ele-
menter i responsematricen~(l75 s& bliver identiske som ud-
i tryk'fbr den almindelige_reciprocitetsegenskab af energi-

b&ndsmodeller (uden gyratofer).

Fglgende figdr giveér et vuevover fasedrejningen ¢ og
amplitudeforstarkningen IH] som funktion af'w. Det er
is®ar vaerd at bemarke, at ved resonnansfrekvensen wx er
fasedrejningen altld n/2 og amplltudeforstarknlngen llg
med Q-vardien. For meget sma frekvenser er ¢=0 og lH| er

givet ved spandlngsdelerforholdet (1+A) -1

, og for meget
_store frekvenser gar amplltudeforstarknlngenzmod 0 og

fasedrejningen mod m.

;
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‘¢

Fig.4.

Amplitudeforstarkning og fasedrejning for overfg-

ringsfunktionen af den dempede harmoniske oscilla-

tor som funktion af
appendix C).
a: §d =0 , Q
b: §d=0 , Q

i

it

frekvensen.

(HP25 program i
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1

Vi vender nu tilbage til at betragte-oscillatoren som et
l-port system, og vi vil n¢3es med ‘at se pa forholdene i
spa&ndingsporten (port 1, d.v.s. str¢mmen i port 2 sattes
til nul). Af (23) og (25 ) far vi

2
(K+Cs)-wO

(s+1woxl)(s+1wox2)

Y(s) = (45)

hvor x, o9 x, er givet ved (34).

L , er forskellige, d.v.s. hvis |§|#1, har Y(s)
to forskellige'l.o:dens poler i venstre“haivplén, S = 1w0xl

" og sz——lwox2 (sml. (26)). Residuerne‘kan\beregnes ved lig-

ning 1.2.4.5, og.vi far efter lidt regneri (antag |8]<1)

Hvis x. og X

2 .
.wO(K+Csl)

ResY (Sl) = _‘—s"l—_—s—z—— ..— _Z_L . [l+_lm=5_-] (.4‘6)
. uwg(K4Cs,) 1 s,
RGSY(SZ,)‘,% '—E;:_s_r— =§i -°'[l—lm] (47)

Residues@tningen 1.2.4.9 giver s& for den inverse Laplace-
transformation:

F(t) =~Reé?l(sl)fe “o*1 + Res¥ (s, )e -iwgxy (48)

I det underdempede tilfelde 18«1 fas

L

!

"F(t) = —[cos(w t)- VTnyaSln(wét)] e @OYt : | (49)

hVor.mdér svingningsfrekvensen (35). I det overdempede til-
felde 181>1, skal vi satte

Ws = mOVEZ-I ' K . (50)
" og vi fadr s& ved tilsvarende regninger:

F(t) = Llcosh (ugt)=gpgmpsinh (ugt) Je 07" (51)
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. Vi mangler si& kun tilfeldet kritisk dempning [81=1. I
dette tilfelde falder de to poler s, og s, sammen til
en enkelt pol af 2.orden for S=-YW, - Vi kan s& udregne
residuet ved formel 1.2.4.7, d.v.s

&5t

Res[¥(s)e 4

s=fywo ds

F(t)

F(s+y)2?(S)esF]s;_Y'

=1

_d . 2 st —WaYt (y_s..
= ds[mO(K+Cs)e ]S=_on— T e (1-6 wot) (52)

hvor 8 er enten +1 eller -1. Dette udtryk kan ogsa findes

direkte af (49) eller (51) for [§1-1.

Standardresponsefunktionen G(t) for strgmporten kan sa be-
stemmes ved en dualitetstransformation. D.v.s. i (49), (51)
og (52) skal vi erstatte L med C og skifte fortegn pa §.
De gvrige tidsafhangige responsefunktioner kan bestemmes

af E(t) og G(t) ved integration, f.eks. ved brug af form-

lerne
t t t -at
J e ®‘cosbt dt = 5 2[a—ae—a cosbt + be 2 sinbt]
a“+b
(53)
t. 1 -at -at
[ e atginbt at = 5[b-be atcosbt - ae ° ' sinbt]
JO a " +b

Det er dog i reglen lettere og sikrere at bestemme en af
de tidsafhangige R(t) ved invers Laplace-transformation

af R(s)/s (lign. (1)) og brug af residuesatningen 1.2.4.9.
udtrykkene er komplicerede, og vi skal ngjes med at anfgre

et par stykker for tilfaldet 6=0, symmetrisk dazmpning, som

er det simpleste at behandle, da sinusleddet i1 (49) mangler

Y(t) = ———-l-—z—[ (sinwot-ycoswot)e_ont*'Y] (54)
Z *(1+y7)
0
J(t) = Yt 5+ C2 2{1-[(l+y2)coswot-2ysinmot]e~wovt} (55)
Z,(1+y7) (1+y7)
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Den dempede harmoniske oscillator er vel nok det vigtig-
.ste modelsystem i fysikken, og Vi skal £4 god brug for

den i de fglgende parégraffer.



1.3. Spektraloplgsning og kadébr¢ks—re£iéulation:

"I denne paragraf g&r vi nermere ind p& de analytiske
egenskaber af de frekvensafh®ngige responsefunktioner;

Vi- skal péa dette grundlag diskutere modsatningsforholdet- .
mellem den mikroskopiske reversibilitet og den makrosko-
piske irreversibilitet i stikken. Desudenrgives et par
opskrifter pd energibands-reticulation af en black box

med given responsefunktion.
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1.3.1. Spektraltaethed og_disperéiohérelationer.

Vi har tidligere varet inde p&, at cosinusformlen 1.2.4.37
'og de integrerede versioner 1.2.4.38 og -39 udtrykker de
tidsafhengige responsefunktioner fof den ukendte "black
box" ved hjzlp af de tilsvarende tidéafhangige‘funktioner
for en yderst velkendt "white box", nemlig den udempede
harmoniske oscillator. Ulempen ved disse formler er, at
de blander sammen pd tids- og frekvensbilledet: Det ‘er

de tidsafhangige responsefunktioner, der kommer ud af
formlerne, men der kraves kendskab til den frekvensafhan-
gige dissipafive funktion Qi(m).'Vi skal derfor'starte
med at omformulere cosinusformlen til en relation, hvori

der indgar frekvenser, men ingen tid.

For den udampede oscillator med-egenfrekvensen w' har ad-
mittansen'fof spandingsporten poler,i.iiwr, og begge‘fesi_
duer er 1/(2L) (sml.1.2.5.47):

. osc. _ 1 1 1 _ -
Y (s) = Ef{ stin’ | sTia’ } (1)

ved overgang til Fourier-frekvensen z=is, fés

~osc. i 1 1
T (Z)a_-ff {_z-w' T }' ‘(Zj

Ligning (2) er gyldig for z i ¢vre hal#planu Hvis z kom-
mer ned pd den reelle w-akse, skal vi bruge'5+-fuhktionen,

ligning 1.2.4.34:

¢ (W) =5 {8 (w-w') + 8(w+w')}

oscC
i 1 1
*o2L P { w-w! * o } ‘3)

~For "black box" sYstemet er admittansfunktionen ¥(z) jo




1.3.1. - 134 -

givet ved Laplace-transformationen

Y(z) = L{F(t),-iz} = J F(t)e?t at (4)
0 i

hvor det ogsd forudsattes, at z er i ¢vfe halvplan. Vi ind-
setter nu i (4) cosinusformlens udtryk for F(t) (vi erstat-
ter w med ' for ikke &t forveksle med Re(z)): ~

F(t) = 2 J ¥ (w')cosw't dw' for t>0 ~  (5)

s 0 1

Den Laplace-transformerede af funktionen cosw't er, bortset
fra faktoren 1/L, det samme som admittansen af en udampet
oscillator med egenfrekvensen w' (sml. skemaet i afsnit
1.2.2)

e 4 _ i [ 1 1
L{cosw't,-iz} = 3 | Z=o7 + z+w'] y (6)

Udtrykket (4) bliver nu, med brug af (5) og (6):

¥(2) =3I§l(w')-[l + 1 ]dw' (7)
0

X0 lz-w"' z+w'

Denne sdkaldte spektralformel viser altsa, at black box'en

kan "oplgses" pd oscillatorer, hvis egenfrekvenser w' lig-
ger kontinuert fordelt over den positive, reelle akse.
Hvis vi tenker os, at alle disse oscillatorer har samme
inertans (induktans) L, s& skal antallet af oscillatorer
med egenfrekvenser i et lille interval fra w' til w'+dw'

kunne skrives pa formen
S(w')dw'

hvor S(w') er spektraltatheden, givet ved

S(w') = e ¥ (w'") ' (8)

Spektralformlen siger da
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. m - . - . .
Y(z) = J S(w') - ¥25° (z) Ao’ - (9)
0 . o C
hvor oscillatoradmittansen er udtiykket (2).
' Vi har herved udviklet en metode til reticulation og evt.
_ simulation af vores black box: Fgrst udmiler vi funktio-

nen'§l(m'), f.eks. ved at béstemme dissipationen for alle

frekvenser. Dernast valger vi et passende falles L for en

.ma&ngde osc1llatorer, hv1s fordeling af egenfrekvenser ap-
"'prox1merer spektraltatheden i ligning (8). Til sidst for-
bindes spandlngsporten af alle disse osc1llatorer tll en
felles o-samler. N&r vi s& udefra opretter et domlnerendev-
band ({giver spendlngSanut) til o-samleren, vil admittan- ‘
sen af det samlede system yare'summen af oécillatorerhes

admittahs og dermed en approximafion til integralet 9).

Specielt ser vi af’ (8), at vi kan simulere en o-lak (?1=K)

. ved en o-samler og en mengde oscillatorer, der har en javn
fordelihg af frekvenser fra 0 til é..For et system med ;
str¢minput,-speciélt en x-l&k, ska1 vi bruge den duale kon-
struktion, altsd en x-samler, der forbindes til str¢mpdr— -
ten af alle’oscillatbrerne. Det er denne tahkekonstruktion,
der ligger bag valget af ikonerne for lazkkene, som vist.

pa fig.l. Hvis\vi "graver ned i-jorden“ undet det trekan-
.tede‘lak—ikon, opdager.vi”en-samlér af samme type som lak-
“ken 6§ distributive koblinger til eﬁ masse skjulte oscil-
latorer. | L :

|

Fig.l. Afslgring af, hvad der gémmer sig under lak-ikonet.
‘ - De symbolske indices I og II star for hhv. x og o,

eller omvendt. - '
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I praksis vil der vare en del problemer, hvis man prgver
‘at simulere et system ved hjalp af oscillator reticulatio-
nen; og konstruktionen (8) - (9) har da ogsd& mere princi-
piel end praktisk interesse. Fgrst og fremmest vil der ve-
‘re problemer, hvis systemet er ikke-ergodisk, idet spek-
““traltetheden sa har ikke-integrable singulariteter. I s&
‘fald m& man preve at udskille den ikke-ergodiske del af
responsefunktionen (sml.1.2.4.29) og simulere den for sig
ved hjalp af nogle enkelte "makro-oscillatorer" og reser-
vere alle "mikro-oscillatorerne" til den ergodiske del af

responsefunktionen.

Mikro-oscillatorerne kan aldrig i praksis vere totalt u-
dempede (uergodiske),’hvilket ogsa ville give problemer,
nar de udsattes for reelie frekvenser. Det vil vere bedre
at konstruere dem som symmetrisk dampede med en ganske
lille verdi af dampningsparameteren y (eller en stor Q-
verdi). Realdelen af mikrooscillatorens admittans vil sa
ikke vare et par deltafunktioner, som i (3), men et par
Lorentz-funktioner med halvvardi bredden yw' omkring +w'
og -w'. Forudsatningen for, at sddanne oscillatorer kan
bruges til at opbygge spektralfordelingen S(w') er sa, at
denne varierer ganske lidt over et frekvensomrade af stg¢r-

relsesordenen yw'.

Hvis vi brugte udampede oscillatorer, ville det sammensat-

te system blive uergodisk, og man kan undre sig over, hvor-

dan det skulle kunne simulere en ergodisk black box. Lad
os antage, at lethedsfunktionen F(t) for black box'en har
en relaxationstid T e s&ledes at F(t) effektivt er nul
for t>Tr. Vi fors¢gger sa at simu;ere systemet med en os-

cillatorsamling, hvis egenfrekvenser afviger fra hinanden

med belgb, der har et vist mindste falles mdl Aw'. Letheds-

funktionen for oscillatorsamlingen vil s& vare periodisk
med perioden

T = 2n/Aw! (10)
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D.v.s. oscillatorsamlingens lethedsfunktion kan godt til
at begynde med relaxere mod nul, som om systeme; var ergo-
disk, men senest nar tiden T, er gaet, vil den vokse op
igen til veardien for t=0. Vi siger derfor at T, er tilbage-

vendingstiden for systemet, og kriteriet for, at oscillator-

samlingen giver en rimelig simulation, er

T > 1T ' , (1L)

ved brug af svagt dampede oscillétorer kan vi sikre os mod
tilbagevending ved at lade frekvensafstanden Aw'AVére min-
dre end halvverdibredden yw'. I sa fald vil oscillatorernes
hukommelse vare si neddempet, né; tiden-réier gédet, at til-

bagevendingsfanoménet udebliver.

Spektralformlen (7) er prototypen pé en fémilje af formler,?

som kaldes dispersionsrelationer. Vi skal her udlede Kra-

mers-kronig relationerne, som knytter forbindelse mellem
realdelen og imaginerdelen af den komplekse standard re-

sponsefunktion."

Ligesom ligning (7) udtrykker hele responsefunktionen ved
realdelen Ql(w), sdledes kan vi udtrykke nasten hele re-
sponsefunktionen ved imaginzrdelen §2(w). Sinusformlen‘

. giver jo (1.2.4.43)

F(ltl)sign(t) = £ f Qz(w')sinw't dw’ (12)
0

Laplace-transformation af sinusfunktionen giver

. 11 1 '
e s -1 _
L{sinw't,-iz} 2'[z+w' z-w'] ' (13)
Ved Laplace-transformation af udtrykket (12) far vi ikke
et passivt bidrag til F(t) af typen 2Y06(t) med, idet del-
tafunktionen udslukkes af funktionen sign(t). D.v.s. vi far
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s ST B A P B S Wi (P T e S
¥(z) - Y, == ]Loyz(w )-[Z+w. - Z_w.] dw (14)

1

Nir vi nu i (7) og (14) g&r til grensen e>0+, far vi ved

brug af 6+—funktionen for den fgrste spektralformel:

A .o Yo (w')
“Y(w) =-1lim % { ;_ — dw' - _ .
-0+ e wr
=£ OOA‘ ' -I- 1 - ] -y ! '
= I_mYl(w ) LP o ind (w-w )] dw (15)
og for den anden spektralformel
. Y (w")
Y(w) - YO = lim (‘ ‘l) r—%_—.—‘ dw'
g0+ N Ve BTV
1 ("4 1
=- = }_mYz(w')-{P —oT -~ iﬂé(w—w')] dw' (16)

Vi opspalter nu Y(w) i realdel og imaginardel:

§(w) = ?l(w) + i?z(w)

og husker, at konstanten Yo er reel. Deltafunktionsdelen
af integralerne (15) og (16) giver s& et par trivielle
identiteter, medens bidragene P(w-w')—1 giver .de to Kramers-

Kronig relationer:

Yz(w) = - . 5T dw' (17)
o § (w')
_ 1 2 '
Yl(w) - Y0 = = {_m = dw (18)

Som eksempel pa& anvendelsen af dispersionsrelationer ser

vi p& en elektromagnetisk bglge, som sendes igennem et

dielektrisk og svagt ledende stof. Admittansen for en sa-
dan bglge med frekvensen w, d.v.s. forholdet mellem ampli-
tuderne for signalviserne af den magnetiske feltstyrke og

den elektriske feltstyrke kan vises (kap.3) at vare
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¥ (w) = V(e+io/w)/m . (19)

Her er ¢ dlelektr1c1tets—“konstanten" eller perm1tt1v1te—
. ten, som vil afhange af frekvensen, og ¢ er den spec1f1kke
ledningsevne for elektrisk strgm i stoffet (ogséa afhengig
af w). Den magnetiske permeabllltet u kan formodes at lig-

ge tet pa vacuumvard;en u0-4ﬂ <10~ Hy/m

: > X mqﬂneflsk ) elekirisk

wadu ktion - farskydning

Ey

Y

[ e L

W
feltsiyrke

magn. el. \(

Fig.2. Kontinuumsdiagram (mere herom i kapitel 3) for en
line®rt polariseret plan elektromagnetisk b¢lge,
der udbreder sigfi x~retningen gennem et stof med
permeabilitet u, dieléktricitetskonstant € 0Og spe-
cifik ledningsevneé o. I almindelighed er € 0g O
komplekse'ﬁunktioner af frekvensen. Modulet over
"tuborgen". til hgjre forestiller et kubisk udsnit
af bglgen. Det'skal‘tenkes repeteret i det uende-

lige i retqing af den punkterede linjeQ

udtrykket (19) kan omskrives pa fglgende made:

Zq - & 0

uo ‘ B
Zz. = — = 376,7 ohm (21)
0 €o K

er en naturkonstant, som kaldes b¢lge1mpedansen af det tom-

Y (w) = —l-\ﬁr +i =% = 2 (n+ik) (20)

hvor

me rum, er er den relative dlelektr1c1tetskonstant af stof-

fet. Stgrrelserne n og k kaldes hhv. brydnlngsforholdet og
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absorptionskoefficienten for bglgen. Vi ser altsa, at
brydningsforholdet bestemmer realdelen, og absorptions-

koefficienten bestemmer imaginardelen af bglgeadmittansen.

HVis stoffet er isolerende, d.v.s. 0=0, er e, stadig en
kompleks funktion af frekvensen (ref.8), og bade n og k
vil o6gsd vere frekvensafhangige (men reelle og:positive). -
Dét er brydningsforholdet, som bestemmer afbgjningen af
en bglge, som sendes gennem et prisme af stoffet (Snell's
lov). Frekvensafhangigheden af n giver anledning til dis-
persion, d.v.s. forskellig afbgjning af de forskellige
farver af lys. Ved brydningsforsgg kan vi bestemme n(w),
som svarer til §l(w), og vi kan da ved brug af Kramers-
Kronig relationen (17) udregne absorbtionskoefficienten
k(w).

I almindelighed er funktionen n(w) ret kompliceret, og
mdlinger af dispersionen af sollys giver ingen information
om dispersionen i r¢ntgen omradet. I princippet skal man
kende n(w) for alle frekvenser for at kunne bestemme k(w)
for blot é&n frekvens ved brug af (17), og det er umuligt.
I praksis er det dog ikke s& slemt. Hvis man har milt Qﬁuﬂ
over nogle dekader, hvor den er rimelig stor, vil integra-
let i (17) kunne give en rimelig god bestemmelse af Qéw)

inden for samme frekvensomrade.
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1.3.2. Retarderet-og avanceret response.

Alt response er ifglge sagens natur fetarderet, d.v.s. det
kommer efter den stimulus, som er dets &rsag. I den almin-
delige formel (1.1.2.13) for relationen mellem stimulus

¢(t)~og retarderet response YR(t)

(e = JtR CRUEII (1)
Y
udtrykkes responset til'tiden t ved stimuli til tider t!,
som ligger feor t, og responsefﬁnktionen er derfor retarde-
-rét. Nir man alligevel af og til snakker om "avanceret re-
sponse" bygger det pa en betragtnlng om den grundlaggende

rever51b111tet af. fy51kkens mlkroskoplske love.

I "virkelighédén“ siger man, 4.v. s. set med mikrofysiske
' brlller er der 1ngen forskel pa fortlden og fremtiden. Sy-
'stemet kan ikke. selv marke, hvilken vej tiden gidr; det kan
'kun 1agttageren, som eksperlmenterer med systemet. Det er
' iagttageren, som preparerer den eksperlmentelle situation
pad den specielle méde, at han sgrger - for, at systemet er -

uforstyrret til at begynde med, t——w, og. derefter begynder

at stlmulere det. Hvis fy51keren var en "marsmand" af en
slags, hvis tid l¢ber den modsatte vej, sd ville han natur-
ligvis sgrge for, at systemet var uforstyrret til t=+e, og
det "response" han kunne observere, ville vere avanceret,

d.v.s. kun afhengigt af fremtldlge stimuli:

' - t S
Y2 (¢) =~f.RA(t,t'>d¢(t') (2)

For tidshomogene systemer kan (;) og (2) udtrykkes pa& for-
men ' : {A 4
R “ R . :
o = [ e emnar i (3)
. o . ‘ .
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yA(t) = ij??rw"(tmdf W
. 0 ‘ ) -

hvor 17 i der retarderede tilfezlde er t-t' og i det avance--
rede tilfaelde t'-t.

- Naturllgv1s kan man ikke anvende denne ret absurde betragt-
ning (om marsmanden) 1 forbindelse med en energlbandsmodel
hvis denne er manifest irreversibel, d.v.s. hvis den inde-
holder lakke. Lzkaxiomet er, ligesom termodynamikkens an-
den hovedsatning, i direkte modstrid med princippet om den
mikroskopiske reversibilitet. Ser vi derimod p& en system-
reticulation uden lzkke, md vi indrgmme, at bevagelseslig-
ningérne er reversible; der er intet som helst ivsystemets

indre dynamik, der kan "satte en pil pad tidsaksen".

Som eksempel ser vi p& responseforholdene i strgmporten af

en harmonisk oscillator (fig.l).

elt)  f@) QZ) @
t 0 32 ®

c L

el-1) -f(-t)

X
% ace] B @

C L

Fig.l. Harmonisk oscillator beskrevet forl®ns og baglens

i tiden.

Det sadvanlige retarderede response er givet ved

e® (t) J R (1) £ (t-1)dr (5)
0

hvor GR(T)

1 -
T cosw, T Powy = VEC (6)
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Vi pr¢ver nu at betragte sagen fra marsmandens synspunkt,

d.v.s. vi laver en tldsvending.
t - t* = -t | C(7)

De forskellige variabler og konstanter skal nu trainsforme'—»~
‘'res i henhold‘til-x-d systemet, s&ledes at de skifter for-
' tegn, hvis de er af x-typen og bevarer fortegnet, hvis de

- er af o-typen, d.v.s. (sml. fig.l):

C 5 c* = ¢ (b-konstant)
L -+ L* = L (o-konstant) ,

; . (8)
e(-t) (o-rate)

-f(%t)‘ (x4rate)'

e(t) - e*(t*).
£(t) - ff(t*),

Hvis'der havde Varet lakke i systemet, skulle de sklfte
fortegn for at give bevagelsesllgnlngerne samme form i det
tidsvendte system, og herved ville modellen komme i mod-
strid med lakax1omet Nu er. der 1m1d1ert1d ingen lzkke, sy-
stemet er reversibelt, og beskrlvelsen_af det med‘den om-
vendte tid t*'er]jgésévgod som beskrivelsen med den ret-
vendte tid t. Vi kan derfor uden videre skrive den avance-
rede responSeiigning
- © oo o :

ePx (t*) = J G* (1) £* (e*-m)ar (9
og da stivheden G er,en-funktion'af‘o-typen, m3 det galde,
at o | |
' cosw, T : ' (10)

Vi kan nu sammenholde de to responseudtryk (5) og (9),
idet vi udtrykker de tidsvendte variable i (9) wved de
retvendte variable i (8) og substituerer -t med t:

e® (t) =I% J coswt* £ (t-1)dT : (11)
. M N 0 )
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R = - Jf coswt*f (t+t)dt  (12)
. ,

(Vi har droppet indekset 0 péd w)
Forskellen mellem det retarderede og det avancerede respon-

se er altsa:

p OO

eR(t)jf’eA(t) coswt* £ (t-T)dT + -

Q-

Jcosz-f(t+T)dT
0

Qi

‘0

r OO

= % coswt*f(t+T)dT

7 -0

a4

= % COS[w(t+T)-wt];f(t+T)dT

v -0

0

{o o]
{coswt-I coswtef(t)dTr + sinmt-[ Sian'f(T)dT}

-—0 -0

]
Al

= A coswt + B sinwt (13)

hvor A og B er tidsuafhangige konstanter. Vi ser alts&, at
det avancerede response adskiller sig fra det retarderede

response ved en tidsafhangig funktion, som netop er en af

systemets mulige egensvingninger.

Outputtet fra et ikke-ergodisk system, som den udampede
oscillator, er jo i almindelighed ikke et rent response,
men indeholder et ekstra bidrag, som afspejler systemets
egenbevagelse. D.v.s. hvis vi ser, at en udampet oscilla-
tor stdr og svinger, uden at vi tidligere har stimuleret
den, s& vil vi ikke udbryde: "Aha, et avanceret response!",
men blot konstatere, at den svinger "af sig selv". Hvis
vi derefter fir den idé, at oscillatoren skal vere stille
og se¢rger for at udslukke egensvingningen med et passende
signal gennem den tilgengelige port, s& vil vores marsmand
fra f¢r alligevel fa ret, hvis han opfattede svingningen

som et avanceret response (d.v.s. retarderet for ham).
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Diskussionen kan nu let generaliseres: Et reversibelt sy-
stem m3d altid vare~ikke—ergodisk; og<forskellen pa det a-
vancerede og det-retarderede response ma altid kunne ud-
trykkes ved egensvingningerne af det uforstyrrede systém.
Et reticuleret system kan kun vare ergodisk, hvis det in-
deholder lakke, men vaendt kan vi ikke regne med, at et
system med lzkke altid er ergodisk (f,eks. Voigt elemen-
'.tet er ikke-ergodisk, nir det har strgminput, selv om det -
indeholder en 1zk) . ’

For et reversibelt system er der ingen forskel pa den avan-
cerede og den retarderede tidsafhengige standard.response—
funktion

GR(¢)

c™ (t) G(t) for strgminput

(14)

\

FR(t) FR(t) = F(t) for spandingsinput

Da diskussionen fdrl¢ber parallelt i de £o tilfalde, vil’
vi nu igen ngjes med at diskutere tilféldet,med spandings—
iﬁput. En helt tidsSymmetriék formulering opnés ved at de-

finere det symmetriske response som gennemsnittet af det

retarderede og det avancerede response (sml. (12))

£5(8) = 5L£%(e) + £2(0)]
:'%J F(t)e(t-t)dt - %J-F(T)e(t+T)dT (15)
0 0 ~

Det vil sa gelde, at systemets faktiske strgmoutput er gl-
vet ved et ‘hvilket som helst af de tre responseudtryk f
£2 eller £5 plus en af de mulige egensvingninger for sy—

stemet. Svarende til det symmetriske response defineres

en symmetrisk responsefunktion ved integralformen

fs(t) =‘J FS(T) e(t=-T1)drT : ‘16)

-0
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_Ved sammenligning af (15) og (16) f&s fglgende udtryk for
den symmetriske responsefunktion, som (imhodéatﬁiﬁgftii B
den retarderede og den avancerede) er defineret for bade

positive og negative tider:

FS(t) = 3 F(ltl) sign(t) (17)

Vi skal nu g& over til frekvensbilledet og se hvordan éym-
metriseringen forlgber i den komplekse z-plan (z=w+iec). Af
sinusformlen 1.2.4.43 og (17) £&s:

s I
F7(t) = ][ Y. (w)sinwtdw =
v 0 2 .

=L w? (w) sinwtdw = i mQ-(w)e_iwgdw
27 _wz 27 _mz

_ o-lJi o5

=F {2n P Yz(“)'t} (18)

‘

hvor ?2(m) er -imaginardelen af den sadvanlige (retarderede)
komplekse responsefunktion Y(z) pé& den reelle akse, og hvor
"p" som sadvanlig stdr for "principalvardi". I udledningen
af (18) er benyttet, at P?Z(w) er en ulige funktion. Ved

Fouriertransformation af (18) fas

. oo
iwt

iPQz(w) = J Fo(t)e ¥ttt = iJ F(t) sinwtdt (19)
0

-
Vi ser alts&, at imaginazrdelen af den sadvanlige response-
funktion p& w-aksen er et rent reversibelt aspekt, som kan
defineres tidésymmetrisk. Udtrykket (19) fremkommer ligesom
ligning 1.2.1.18, ndr vi udregner det symmetriske response
pa& et trigonometrisk standardsignal e_iwﬁ Der er derfor in-
gen tvivl om, at den frekvensafhangige symmetriske admit-

tans kan defineres p& den reelle akse ved ligning (19).
/\S R "~
Y7 (w) = iPY, (w) (20)

d.v.s. den symmetriske standard responsefunktion er rent
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imaginar p& frekvensaksen.

Ser vi f.eks. pa et'x—lager, er den retarderede admittans
p& w-aksen jo givet ved (sml. 1.2.4.23) en grenseovergang,

hvor vi lader z g& ned p8 w-aksen fra ¢vre. halvplan:

2 AR . i , w
Y(w) = ¥ (w) = lim —4/—5— = = § (w) -
€+o+m(w+1€) m +
=T A
T m §(w) + ‘mw

d.v.s. (20) giver

P

-
€l

?S (w) =

Den avancerede admittansfunktion, som-jo bygger pd den mod-
satte tidsorden, er defineret i nedre halvplan, d.v.s. pa
den reelle akse findes den ved granseovergangen '

i

~BD, | . i
Yo (w) = lim ————— = = = §(w) + —
€+0_m(w+1e) m mw

3

Vi ser alts& i dette tilfélde, at dén avanceréde response;
‘funktion pa den feelle akse adskiller sig fra den retarde-
"rede ved fortegnet pa realdelen. Den symmetfiske admittans
er gennemsnittet-af de to andre péa w-aksen og derfof rent

imagineer.

Spgrgsmalet er nu, hvorledes man kah laﬁe en analytisk fort-
_sattelse, hvorved ¢S (z) defineres i hele den komplekse plan
ud fra vort kendskab til den p& den reelle akse. I forega—
ende afsnit udledte vi to sdkaldte spektralformler, og den
ene af disse, 1.3.1.12 udtrykker Y(z) i ¢vre halvplan ved .
imaginerdelen Yz(w), som jo ogsd er imaginardelen ‘af S (w) .
Imidlertid ser vi af 1.3.1.14, at formlen vil give det for-
kerte fortegn, hvis vi lader z narmé sig den reelle akse
nedefra. Den "rigtige" spektralformel'l.3.lw7 giver samme

fortegn pé’imaginardelen for e+0+ og e€+0- (se 1.3.1.13),

men udtrykker admittansen ved realdelen Ql(w), som jo ikke
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er realdelen af Qs(w). Vi kommer uden om problemerne ved

at bruge Kramers-Kronig relationen (1.3.1.18) og indsatte
i spektralformlen 1.3.1.7, idet vi udelader konstanten Y0
(som jo er et l®kbidrag og derfor ikke kan forekomme for

er reversibelt. system). Definitionen pa den symmetriske

admittans bliver da

. 9 ((1)")

oS _ 1 1 1 < 2 "

P = ] gr (R T ey )

-0 -0
Ved indsattelse af (19) féas
~S 1 1 N ® s iw"t
O IR e B | h
-0 —c0 -0

(21)

| au) au

Ved at benytte definitionen pa principalverdien at et in-
tegral sammen med lidt residueregning fas

1 iw"t i
7] _gvmor ' = Lim |
-0 6+0+ —_
. i
= sign(t)-e
,,’UQ7\ t>o
Is ‘\ £50
z, i
/ % I=2¢%
wl
L}
AL
z
®
' >
\ W' t(o
\ !
K ;€20
\\~—‘,/ Izo
Fig.2.

(=)

im" t

°°w"—(w'+ic§)

dw"¥ J

[+

iw"t
e

w15

w't (22)
STAETN. t>0
/K \\\ £<0
1 5) I=0
. ,w'
z.
AE
CO'
} >
\ . . t<O
\ z !
N /// £<o 2
S~o_b - I=-2e

--]

Konturer og polexr for integralet I(z,t) i lign. (23).
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‘Tilsvarende fé&s ‘(se fig.2)

1 eiw't
I(z,t) = = r” o2

= | v au' = [sig(e) + sign(t)le*®t  (23)

vi finder da:

¥ (2) sign(a)_-J FS (t)sign(t)e'*fat + j FS (t)et?fat

L —00 -0

= sign(e)'-Jr F(t)coszt dt + iJ( F(t)sinzt dt (24)
0. 0
hvor vi har indsat Fs(t) fra (17). Dette udtryk adskiller

sig kun fra den retarderede admittans

Y(z) = ¥R(2) = J F(t)el?tat
. ] 0 :

(=]

i

J F(t)coszt. dt + ij F(t)sinzt dt.
) .

0
ved faktoren sign(e) pad fgrste led. I de to halvplaner
>0 og €<0 har vi: ‘ ‘

iztd SR

{ F(t)e t =Y (2) for >0

. 0 |
¥ (z) = . (25)

- J F(t)e—itht = QA(z)v for e<0 -
0 ' .

d.v.s. den retarderede og den avancerede responsefunktion
kan defineres ud fra den symmetriske i hhv. @gvre halvplan

og nedre halvplén. Sammenha&ngen mellem YR og YA i deres

respektive halvplaner er givet ved
¥ -2) = - ¥R(2) (26)
Diskussionen har hidtil forudsat, at systemet'er reversi-

belt, og det er jo ellers ikke det normale. Vi sd imidler-

. tid i foregdende afsnit, at irreversible systemer, f.eks.
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lzkke kan reticuleres med vilk&rlig stor ngjagtighed ved
hjelp af reversible elementer (oscillatorer). Vi far her-
ved et vink til opklaring af et af fysikken dunkle myste-
rier, modsatningen mellem makrofysikkens irreversibilitet

og mikrofysikkens reversibilitet.

En hvilken som helst endelig oscillator-reticulation vil
vere reversibel og have en responsefunktion af typen (sml.
1.2.4.33) ' -
a n
' (z)=i{-—0-+2ak[-—l—+——]-‘-—]} (27)
1

r - +
ev z k= z (Dk V4 wk

(leddet ia /z representerer et x-lager, som her opfattes
som en "osc1llator" uden o-lager, med egenfrekvensen 0).
udtrykket (27) er den retarderede responsefunktion for z

i gvre halvplan. Af (26) ser vi, at.den'avancerede respon-
sefunktion i nedre halvplan er givet ved samme funktions-
udtryk, d.v.s. ?iev er den analytiske fortsattelse af Qiev
fra den ene halvplan til den anden, og begge funktionerne
er identiske med Y ov i begge halvplaner. Kun p& den reel-
le akse er der forskelle, idet Y ov 99 §iev tilskrives hhv.
positive og negative reelle deltafunktionsbidrag, medens

58S . .
Y er rent imaginar.
rev

pen indre bevagelse af et uforstyrret system med admittans-
funktionen (27) er.givet ved strgmudtrykket
n

£.(t) = Ay +kZ£Akcoswkt + Bksinwkt} (28)
hvor Aerne og Berne er arbitrare reelle konstanter. I al-
mindelighed vil fi(t) vaere en nasten-periodisk funktion,
kun i det specielle tilfalde, hvor egenfrekvenserne er
kommensurable med et mindste felles madl Aw, er bevagelsen
periodisk med svingningstiden T ~ 27/Aw (sml. 1.3.1.10).
I det nasten periodiske tilfelde vil man ogsd kunne be-
stemme en tilbagevendingstid Tor ndr der er opgivet en

eksperimentel tolerance inden for hvilken bevagelsen ikke
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kan skelnes fra en periodisk.

Den nasten periodiske karakter af den indre bevagelse af-

spejles i hukommelsesfunktionen. (sml. 1.2.4.30)

n

J(t) = a, + iilakcosw t : (29)

,'som jo aldrig'kan gé'mod nul for t-eo.

Et responseforspg med det reversible system kan fgrst fo-
retages efter at man ved et studium af den uforstyrrede

interne bevagelse (28) har bestent frekvenserne w og de

. k
aktuelle verdier af bevagelseskonstanterne AO; Ak og Bk
En sadan analyse .kraver en vis tid, mindst én periode Tpo
hvis den skal vare nogenlunde ngjagtig. Jo flere egenfre-

kvenser, der er i systemet, og jo tattere de ligger, jo

vanskeligere bliver den indledende eksperimentelle analy-
se, som skal udseparere den indre bevagelse- fra responset.
Hvis frekvenserne llgger sd tet, at T bliver st¢rre end |
lunlversets alder, er det faktisk umullgt for mennesker  at

'foretage denne analyse.

" Det wvar matematikeren'og fysikeren Henri Poincaré (1854-1912),
som fgrst gjorde opmerksom pa tilbagevendingsfznomenet for isole-
rede mekaniske systemer (symbolet T, bgr derfor udtales "Poincaré's
tilbagevendingstid”). En af de vasentligste indvendinger mod Boltz-
mann's H-teorem (ref.I,kap.6) var Zermelo's "Wiederkehreinwand",
som bygger pa Pdincaré's argument: "Det kan ikke vare rigtigt, at
entropieh altid vokser for et isoleret system", siger Zermelo
(1pst skitseret), "hvis entropien havde en lav verdi til at be-
gynde med og starter med at vokse, vil den fgr eller senere vende
tilbage, vilkarligt tet til begyndelsesvardien”. Boltzmann og hans
vadbendragere, bl.a. ®@gteparret Paul og Theresa Ehrenfest, svarede
med at ansla tilbagevendingstiden for makrosystemer, f.eks. en
vanddrdbe og fandt stgrrelsesordenen

. 1ol?.

TP —: 10 ar
Hvis systemet har N mikroskopiske frihedsgrader, vil det have ca N!
forskellige skelnelige tilstande. Hvis T, er en karakteristisk tld
for overgang fra en af disse tilstande til en. anden, fas ‘

T. & N! - Tg
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F.eks. for et spil kort, der blandes, er N = 52 og N! = 8-10°%7,
Hvis der udfpres én blandingsmangvre pr. sekund (Tg = 1 sec.), - —

2

bliver T1p = 2-106°ar, d.v.s. man skal ikke forvente, at kortene
af sig selv kommer til at ligge i den rigtige orden, nadr man
blander dem. For et termodynamisk system er N = 1023, og tallet
N! vil vere sa& uhyrligt stort, at det for vurderingen af Tp er
ligegyldigt, om mikrotiden Ty skal mdles i picosekunder eller i
drmilliarder. .

I praksis m& man derfor opdele oscillatorerne i to klé§;:
ser: makro-oscillatorerne, som er f3 og skelnelige, og )
mikro-oscillatorerne, som er mange og eksperimentelt
uskelnelige. Svarende hertil ma hukommelsesfunktion
opdeles i to bidrag:

F oo, (8) ~» F (&) +F (t) (30)
hvor Fie(t) er det ikke-ergodiske bidrag fra makro-oscil-

latorerne, f.eks.

m
F. (t) =a  + 2) a

cosw, t ; m<<n (31)
0 k=1 k

k
pet resterende bidrag Fe(t) fra mikro-oscillatorerne ma

beskrives med en kontinuert frekvensfordeling:
= -]
Fe(t) = J S(w)coswt dw (32)
0

altsa et Fourier-integral i stedet for den oprindelige
Fourier-sum. Ved overgangen til integralformen fér Fe(t)
graznsevardien nul for t-w, d.v.s. tilbagevendigstiden
forsvinder ud i det uendelige, og responsebidraget Fe(t)
bliver ergodisk.

Tilsvarende kan man i den frekvensafhangige admittans ﬁd—
skille et ergodisk led, som kan beskrives ved spektral-
formlen

=] § w'
el( )dw'

-.

A i v ty =
Ye(Z) == [ ;";;Kr' Yel(w )-—2LS(m) (33)
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Dette udtryk.kan imidlertid kun beskrive det_retafderede
response for z i ¢gvre halvplan. Ved at gd fra g¢vre halv-
plan nea p& den reelle akse, €+0+, finder vi at reaidelen
af Y (z) er givet ved det positive be1¢b Y (w) D.v.s.
systemet dissiperer energi og optrader 1rrever51belt i

overensstemmelse med termodynamikkens anden ‘hovedsatning.

-Den avancerede responsefunkﬁion er nu ikke langere den
analytiske fortsattelse af (33) til nedre halvplan. For
€+0— vil realdelen’ af den avancerede admittans g& mod
(w) Ved\pvergangen til den kontinuerte spektralfor—
' dellng @&ndres den oprlndellge symmetrlske responsefunk—
tion altsd pa den m;de, at de oprlndellge diskrete poler

pd w—-aksen smelter: sammen til et diskontinuitets-snit

(branch cut), hvor realdelen af funktlonen sprlnger med
belgbet 2Y (w)

" Den "eéentlige" (stmetriéke) responsefunktion er altsd
“altid analytlsk uden singulariteter i begge halvplaner,
og kun pa den reelle akse kan der ve&re. 1solerede poler
(for ikke- ergodlske systemer) og et dlskontlnultets snit
(for irreversible systemer). Nar eksperlmentalfy51keren
skal udmale. responsefunktlonen ved hjalp af standardsig-
naler e -izt tvinges han imidlertid af sin egen tidsopfat—
telse og af 1rrever51b111teten i hele det gpkosystem, han
er en del af, til kun at beskaftige 51g med z-verdier i
‘gvre halvplan. Det er altsd kun den retarderede response¥
funktion ¥(z) i ¢vre halvplan, som er tilgangelig for ma-
ling. Nar vi taler om ?(z) og dens poler i nedre halvplan,
er det ikke den avancerede responéefunktion, vi mener,
men den analytiske fortsattelse af den retarderede re-
sponsefunktion ud over snittet pa den reelle frekvens-

akse.

Den proces hvorved. de diskrete mikro-frihedsgrader erstat-

tes af en kontinuert spektfalfordeling er et eksempel pa

det, man i den statistiske mekanik kalder en "coarse
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graining". Ud over at @ndre pd responsefunktionens analy-
tiske egenskabet betyder coarse grainihgen ogsd, at vi
giver afkald pa en deterministisk beskrivelse af syste-
mets egenbevagelse (28). De undertrykte frihedsgraders
bidrag til (28) kan kun beskrives statistisk og dukker op
i formalismen i form af stg¢j. Vi ser altsi, at stgjen
ngdvendigvis ma ggre sit indtog sammen med de dissipative
system-egenskaber. Det er denne forbindelse, som beskri-
ves i fluktuations—dissipationsteoremet; hovedemnet for

naste paragraf.:

Diskussionen har indtil nu vist, at den mikrofysiske re-
versibilitet kan reddes, idet den tillader bade avancere-
de og retarderede response lgsninger. Der er altsd ingen
direkte modstrid mellem mikrofysikken og eksistensen af
en "tids-pil", som ordner begivenhederne i en bestemt
rakkefglge. Pa den anden side kan mikrofysikken ikke for-
klare, hvorfor det altid kun er den ene af de to mulige

tidspile, som forekommer i naturbeskrivelsen.

For at forstd dette, md vi ggre os klart, at badde syste-
mer og deres iagttagere indgdr i et irreversibelt univers.
Fysikeren har mulighed for at arbejde med noéle forholds-
vis f& makroskopiske frihedsgrader, og ndr han ggr det,
spredes energien ud pa myriader af ukontrollable mikro-
frihedsgrader, hvorfra den ikke vender tilbage. Ganske
vist giver mikrofrihedsgraderne sig til kende i form af
stgj, men sandsynligheden for, at de diffuse mikrosigna-
ler pludselig skulle optrade koherent og give anledning
til et signifikant makro signal er overordentlig ringe.
Hvis det pludselig skulle ske, ville systemoutputtet kom-
me til at ligne et avanceret response, og det ville nok
f& iagttageren til at tvivle pa sin sunde fornuft og

miste sit makroskopiske overblik.

Et eksempel vil belyse dette. Vi kan tenke pad en luftslu-
se i et rumskib: et rum, som er delt af en skillevag, og

H
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hvor der er lufttomt p& den ene side af vaggen, men nor-
malt tryk p& den anden. Nar der &bnes en ventil i skille-
vaggen vil trykket hurtigt udlignés, og rumskibspiloteﬁ
kan tage sin rumhjelm af og &nde lettet op, idet han
trygt stoler pa, at luften ikke af sig selv vil strgmme
'tilbage gennem ventiien, og at de spontane trykfluktua-
tioner er s& sm&, at de ikke vil hazmme et naturligt ande-
dret. Mikrofysisk er der imidlertid ikke noget i'vejen'
for, at den omvendte luftbeyagélse kunne finde sted. Den
er ganske vist uhyre ﬁsandsynlig, men den bgvagelse, som
faktisk fandt sted er pracis lige s& usandsyhlig,'set

fra hikrofysikkens'standpunkt.

Vi ma altséa acéeptere som en kendsgerning, at menneskabte
systemer, natﬁrlige'¢kosystemer-og det omgivendedfysiske
univers udvikler sig pd en s&8dan midde, at tidligere til-
stande altid er uhyre usandsynlige i forhold til senere
tilstandé,‘mikrofysisk set. i sammenligning med et hypo-
tetisk univers i ligevagt er der "alt for meget" energi
lokaliseret pa de makroskopiske frihedsgrader, og denne
énergi vil konstant spredes (dissiperes) ud p& mikrofri-

hedsgrader, hvorved entropien vokser. 1

Det er den uligevagtige fordeling af energien i mikro-
makro dimensionen, som muligg¢r,“at iagttageren‘kah beva-
re sit makroskopiske overblik og i det hele taget fungere
som'e; levende vasen. Muligheden for at f& orden i tinge-
ne hanger p&, at der hele tiden kan skabes mere uorden i
molekylerne. Til syvendé og sidst kan denne mulighed ikke
- forklares mikroskopisk, men kun ud fra den mest makrosko-

piske af alle discipliner: kosmologien.

Den i dag mest accepterede kosmologi bygger pa den sakald-
te "Big Bang" hYpotese, som gédr ud p&, at alt stof i uni-
verset for ca. 10 milliarder &r siden har varet samlet i

et meget lille omrdde og derfra har startet en ekspansion,

som fortsatter den dag i dag og beskrives i Hubble-loven




(ref.9). Selve ekspansionen kan forstds termodynamisk som
~&rsag til de enorme temperaturforskelle fra stjernernes — R
indre til den diffuse 3K-baggrundsstrdling (hvis tempera-
tur er 2.7K). Big Bang hypotesen kan derfor ogsd forkla-
re, at der udgar lys fra stjernerne, som spredes mod kol-
dere kloder, hvor ¢kosystemer blomstrer op og fysikere

udmaler deres retarderede responsefunktioner.

En interessant diskussion fra 1970 mellem J.V.Narlikar og D.Layzer
(ref.10) viser, hvorledes forskellige kosmologiske opfattelser
afspejles i diskussionen af tidens pil. Narlikar er fortaler for
modpolen til Big Bang hypotesen, den sakaldte Steady State hypotese,
som han har arbejdet pa sammen med F.Hoyle.

Bade Narlikar og Layzer taler om forskellige tidspile: en kosmolo-
gisk, en elektrodynamisk, en termodynamisk, en biclogisk og en hi-
storisk. Formidlet med begge indlag er at pavise, at en enkelt af
disse pile kan forklare alle de gvrige.

Narlikar mener, at den elektrodynamiske tidspil, som foreskriver

de retarderede potentialer som lgsninger til feltligningerne for
givne ladnings- og str¢gmfordelinger er den grundlaggende, men at

den kun kan forenes med den kosmologiske pil (Hubble ekspansionen)
pd grundlag af Steady State teorien. Han gir ud fra Feynmann-Wheeler
kvanteelektrodynamikken fra 1945, som bygger pa brugen af symmetri-
ske responsefunktioner. Udvalgelsen af den retarderede lgsning sker
sd ved, at Steady State universet i fremtiden er mere absorberende
for straling end det var i fortiden, hvilket medfgrer, at korrektio-~
nen til det retarderede response kan karakteriseres som stgj, medens
korrektionen til det avancerede response vil have karakter af et
makro-signal.

Narlikar mener &benbart, at ndr man fgrst har forstdet elektrodyna-
mikken, kommer alt det andet af sig selv. I ¢gvrigt leagger han ingen
vegt pa, at tiden gdr, men kun pad at den har retning, hvilket frem-
gar af hans slutbemerkning:

"If we were able to establish a strong connection between the diffe-
rent arrows of time, physical, biological etc., we could then argue
in the following way. An absolute direction is immaterial: The im-
portant concept is the relative orientation of the different arrows.
For example, if we can say 'we grow old because the universe expands'
then this is equivalent to saying that we grow young as the universe
contracts! The question 'Why do we grow older, not younger?' without
reference to other arrows of time has no meaning."

Layzer, som gar ind for Big Bang hypotesen fremsztter synspunkter,
som er mere i overensstemmelse med de her givne. Han mener, at den
kosmologiske tidspil kan forklare den termodynamiske, som s& kan for-
klare alle de gvrige. Narlikars fokusering pa den elektrodynamiske
pil "leaves the thermodynamic arrow suspended in mid-air", og sa ex




man faktisk ikke kommet ud af stedet, mener Layzexr. Imidlertid,
hvis man har forstdet den termodynamiske tidspil, kan man ogsa
forklare den elektrodynamiske ud fra et princip, som blev formu--
leret af Einstein i 1909: i

"Einstein pointed out that the retarded and advanced descriptions
of radiation processes occurring in any finite region of space-time
are completely equivalent, but the auxiliary conditions in the two
discriptions differ in kind. In the retarded description all ma-
croscopic radiation sources must be specified, while in the advan-
ced description the microscopic absorbtion processes must be spe-
cified in detail. In practice one uses the retarded description
because one does not have microscopic information about the ab-
sorbing matter. For the same reason, if one wishes to describe an
irreversible process such as diffusion or heat conduction at the
macroscopic level one must describe it .as occurring in the 'for--
ward' direction of time. In short, Einstein's argument demonstrates
that the asymmetry of macroscopic radiation processes results from
‘precisely those properties of matter in bulk that give rise to
other macroscopically 1rrever51ble phenomena. "

Layzer fortsatter med . at g¢re rede for sammenhzngen mellem den
termodynamiske og den historiske tidspil. Medens den termodyna-
miske peger i retning af voksende entropi, peger den historiske
(herunder den biologiske og. den geologiske) tidspil i retning af
voksende information: "A record of the Moon's past is written in
its pitted surface; the internal structure of a star, like that
of a tree, records the process of aging”

Der er en tet forbindelse mellem begreberne entropi og information
(ref. III1). Den termodynamiske entropi kan karakteriseres som mi-
kroinformation, d.v.s. en for den makroskopiske iagttager utilgen-
gelig (og uinteressant) umddelig informationsmangde om den detal-’
jerede kvantemekaniske tilstand af et system, som kun kan studeres
pa "makrocoverfladen". Mikroinformationen eksisterer ikke som egent-
lig information, men snarere -som et postulat, der (i lighed med

de avancerede responsefunktioner) tjener til at redde den mekani-
ske reversibilitet. Termodynamikkens hoveds®tning om den konstant
voksende entropi, handler sdledes 6m‘"tidens tand", der nedslider
makroinformationen og uddissiperer den makroskopisk ;lockaliserede
energi pa de molekylare %rihedsgrader.'Denne proces er irreversi-
bel: vi kan ikke genvinde den tabte energi (som er blevet til var-
me), fordi det at finde den og ensrette den til noget makroskopisk
koherent igen ville krave kendskab til mikroinformationen (entro-
pien). Hvis det overhovedet har mening at tznke pa mikroinformatio-
nen som en slags potentielle oplysninger (det mener Layzer ikke),
ville der ikke vare meget ved at indsamle den. For det fgrste ville
det krave mere makro-energi end der kan indhentes ved ensretning

af mikro-energien i gunstigste fald, og for det andet ville mikro-
informationen vare hdblgst forazldet, inden vi kunne nd at behandle
den og reagere pa den (ref 11). En vending af den termodynamlske
tidspil er altsa umulig, medmindre man ad parafy51sk (overnaturllg)
ve]j kan skaffe sig indsigt i mikroinformationen (ref.12).

Den historiske tidspil er ikke slet sd irreversibel. Det er velkendt




- 158 - 1.3.2.

at historisk opsamlet makroinformation kan forsvinde igen ved en
entropisk proces (t@#nk f.eks. pa den store biblioteksbrand i-Alex- —
andria, som udslettede de mest verdifulde overleveringer fra an-
tikken). I det store og hele sker der imidlertid en konstant for-
pgelse af mengden af makroinformation. Dette strider ikke.direkte
mod entropis@tningen, selv om der er tale om den modsatte proces.
Entropisatningen gelder kun for lukkede systemer, og den histori-
ske udvikling af ny information (der ikke kan afledes af den gamle)
mé& derfor ngdvendigvis forega i &bne systemer.

For at forsta karakteren af den dialektiske modsztning mellem ter- .
modynamisk entropivakst og den historiske udvikling, ma man beskaf-
tige sig med abne systemer, der konstant udszttes for en energistrem
med kilde i det mere makroskopiske og l®k i det mere mikroskopiske.
De senere &r (bl.a. forureningsproblemerne) har abnet manges gjne
for, at lzkken er mindst lige si vasentlig som kilden. De biologi-
ske processer pa Jorden drives ikke af Solen, men af kontrasten
mellem den lyse sol og det mgrke himmelhvelv. Hvis himlen var lys
som solen overalt (og det ville den nok vare, hvis ikke universet
expanderede), ville det vere nat med historien (ref.l1l3).

Fra en filosofisk-fysisk synsvinkel er det meget vaesentligt, at de-
dissipative lak-processer altid er ledsaget af stgj. I et abent sy-
stem med energistre¢m fra kilde til lzk kommer der altid et princi-
pielt uforudsigeligt element ind i beskrivelsen, takket vare stgjen
fra lakken. Ngglen til universets historie og fremtid ligger altsa
ikke alene i den ng¢jagtige tilstand pd tidspunktet for "The Big
Bang"; denne giver kun muligheden, inden for hvilken den aktuelle
virkelighed udfolder sig pa en made, som aldrig vil kunne forudsi-
ges i detaljer.

Et termodynamisk udtryk for denne tankegang er princippet om "orden
gennem fluktuationer"”, formuleret af belgieren Ilya Prigogine, som
bl.a. i denne anledning forrige ar fik tildelt nobelprisen i kemi
(ref.l4). Prigogine og hans medarbejdere pd universitetet i Bruxel-
les har studeret forskellige termodynamiske systemer, som udszttes
for energigennemstrgmning med konstante gransebetingelser. Uden for
det linezre omradde optrader en mangfoldighed af stationzre tilstande
med forskellige grader af makroskopisk orden, sakaldte dissipative
strukturer. Spontan overgang fra én stationer tilstand til en anden
kan induceres af forstyrrelser udefra eller af de termiske fluktua-
tioner indefra. Medens den termodynamiske grundtilstand uden makro-
struktur er enestdende, vil der vare en uendelig mangfoldighed af
dissipative strukturer, hvis kompleksitet ikke er begrznset opadtil,
og systemerne vil derfor i det lange lgb klatre op ad en stige mod
hgjere makroinformation.




1.3.3. Reticulation af diskrete systemer.

Spektralopl¢shing som reticulations-forskrift har fgrst
og fremmest teoretisk iﬁteresse, fordi den kan modellere
irreversibél adferd med reversible.elementer.'i praksis
er den derimod ikke sd velegnet, medmindre syétemet er
omtfent reversibelt med fa egensVingninger, som f.eks.

- et frit ammoniakmoiékyle. For udpreget irreversible sy-
stemer kan man naturligvis.gennemf¢re en mere ngjagtig
reticulation med farre elementer, hvis man tillader brug
af de irreversible elementer i energibandsformalismen,
d.v.s. lakkene.

Reticulationsopskrifter af mange'forskellige'arter udnyt—-
tes af elektroingenigrer til design af reaktive filtre
med bestemte matemétiske egenskaber. Det er i dag almin—
deligt at simulere reaktive komponenter (hovedsageligt

de induktive, x-lagrene) ved hjelp af aktive netvérk/med
indgédende operationsforsterkere, men en .stor del af den
matematiske teori for netvarkssynteée, der i stor udstrak-
ning er opstdet som ren matematik uden tanke for de inge-

nigrmessige anvendelser, er stadig aktuel i dag (ref.15).

"Vi skal ikke her g& ind i en systematisk diskussion af
sadanne metoder, da det ville blive alt for teknisk til
vort form&l, men koncentrere os om den sdkaldte kadebrgks-
metode, som er et vigtigt overgangs%ed til behandling af
de rumligt kontinuerte systemer, vi mgder bl.a. i vaske-

dynamikken.

Lad os antage, at vi har givet en black box med én port,
som indeholder et ukendt, men endeligt antal passive’og A
reaktive komponentér, forbundet med hinanden pa en for os
ukendt m&de. Vi forestiller os, at komponenterne er diskre-

‘te, ideelle enheder, s&ledes at eniénergibéhdsbeskrivelse
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med et endeligt antal ikoner kan vare ?yldigt som "blue-

print" for kassens indretning. Et sadant system siges at

vere diskret. Vi skal s& prgve at reticulere en white box

med de samme responseegenskaber ved hijalp af de passive
og reaktive energibandselementer. D.v.s. vi skal anvende
elementer af samme slags som dem, der formodes at befinde

sig inde i den sorte kasse, men det forlanges ikke, at vi

- skal reproducere indmaden afrden sorte kasse, kun dens
"~ adferd. ’ '

Vi har altsd lov til at udméle responsefunktioner for kas-
sen via den tilg@®ngelige port, men lad os ngjes med at

forestille os, at vi kan mdle dissipationen som funktion

af frekvensen, hvilket er a&kvivalent med at bestemme real-

delen af standard-responsefunktionen, ?l(w) eller ﬁl(w).
Hvis vi har en sinusformet spa&ndingsgenerator med konstant
amplitude og variabel frekvens w, kan vi bestemme ampli-
tuden af strgmresponset for w = «. Hvis denne vokser mod
«, er det tegn pa, at admittansfunktionen ¥(z) har en pol
i det uendelige, d.v.s. at Z(z) er den egentlige response-
funktion, og at systemet rettelig har strgminput og bgr
undersgges med en strgmkilde i stedet for en spandings-
kilde.

Lad os antage, at det ikke er tilfaldet, d.v.s. at admit-
tansen ¥(z) er den egentlige responsfunktion, som er be-
granset i det uendelige. Vi vil endvidere antage, at sy-
stemet er érgodisk, sdledes at det kan undersgges for en-
delige, reelle frekvenser (incl. frekvensen nul), uden at
amplituden af strgmresponset gidr mod uendelig. For et ikke
ergodisk system, kan man starte med en diskret spektral-
oplgsning, hvorved man &n for &n udskiller de oscillato-
rer, som er ansvarlige for polerne pa frekvensaksen (sml.
1.3.2.27) Det resterende system er da ergodisk. Den diskre-
te spektraloplgsning, som svarer til en partialbrgkudvik-

ling af responsefunktionen kaldes Foster metoden.




Da den sorte kasse kun indeholder et endeligt antal ener-
gibandselementer, vil dens respopsefunktion vare en bru-

den rational funktion af Laplace-frekvensen s=-iz:
o . - By(s) |
Y (s) ‘= 'é‘;l-(-s—)- : _ B (1)

i

hvor Pn(s) og Qm(s) er‘polynomier mgd reellé koefficiéﬂ—
" ter af grad hhv. n og m. Grunden til, at der ikke kan .
komme andet end en bruden rational funktion ud af det er,
at de enkelte elementer i kassen karakteriseres ved sé&-
danne fuhktioner og bestemmer admittansen af det sammen-
satte system via et lineeart algebraisk ligningésystem
(afsnit 1.2.5). | | |

| Ud over det, at Y(s) er reel p& den reellevs akse‘og der-
'-for kun indeholder reelle koéfficienter i teller- og nav-
nerpolynomiet, galder en rakke andre matematiske betingel-
ser, som fglger af de generelle egenskaber, vi har set

- pd i de foregdende afsnit:
a) Realdelen.?i(w) = Re‘?(-iw) er ikke-negativ.

b) Polerne for Y(s) ligger i venstre halvplan eller pa
den imaginare akse. (Re(s _)Z0) .
pol
c) Nulpunkteérne for Y(s) ligger i venstre halvplan eller

pa den imaginare akse.

Vi sammenfatter betingelserne ved at sige, at funktionen

- skal vare positiv reel. Egenskaben c), som'vi ikke for

har diskuteret, fglger af, at nulpunkterne for ¥ jo er
poler for 7 = 1/¥, og selv om 7 er uegentlig, kan den jo
optrade som en egentlig responéefunktion inden for ethvert

lukket omrade i s-planen (afsnit 1.2.4).

Da Y(s) er antaget at vare egentlig, ma det for graderne

af de to polynomier P og Q. i (1) galde, at

n £ om - (2)
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Hvis n=m, kan det konstateres Ggafﬂét den malte Ql(w)

gadr mod envpositiv konstant for w - «. Denne positive
granseverdi er den samme, som f8s for s -» « pad den reel-
le akse (e aksen). For at indse dette benytter vi spek-

tralformlen 1.3.1.7 med en let omskrivning

S % iy
EE-J g (wh) .

Y¥(s) = :
m 0 sz+w'2
o ¥. (sx)
[ he,
0 1l+x
Lader vi her s - o, fés
. o0
lim Y(s) = % Ql(w)-J dx2 = Y, () (4)
g 0 1+x

Lad os nu antage, at n < m, hvilket betyder at ?(s) ma
g mod nul mindst lige s& hurtigt som 1/s for s - <. Af
(3) fés

] § (w')
2 I L dw" (5)

s Y(s) = = :

m w'\2

Da integralet i (5) er en voksende funktion af s, nar s
er reel, ser vi at Y(s) ikke kan g& hurtigere mod nul

end 1/s for s » ». I gransen fas

™ L

lim s ¥(s) = 2 J ¥ (0') dw' = 1 (6)
0 1

S0

Konstanten l/L1 er gransevardien af den tidsafhangige
lethedsfunktion:

= lim F(t) = F(0+) (7)
1 >0+

o

og ligning (6) er blot en ny version af den tidligere

udledte termodynamiske sumregel 1.2.3.32.



Ud over den &benlyse betingelse (2) har vi nﬁ vist den

mere spandende'ulighed-
n > m-1 ‘, - (8)

d.v.s. nevnerpolynomlets grad kan hgjst vare én over tal—
lerpolynomiets grad. Desuden har vi set, at hvis n = m-1,
vil den dissipative funktion Yl(w) vaere 1ntegrabel, og
lethedsfunktionen F(t) vil vere ikke singuler for t =0

" med gransevardien l/L der bestemmes af sumreglen (6).
For sma tider har systemet altsa tldseksponenten 2, lige-

>

som et x-lager.

" Ifgplge algebraens fundaméntalsatning har et komplekst‘

-polynomiumApracié s8 mange nulpunkter, som dets grad an-
giver, idet man dog s& skal tezlle evt. sammehféldehde.nul—

.-punkter med flere gange. D. v.s. den brudne rationale funk-
_tlon Y(s) i llgnlng (1) har n nulpunkter og m poler af 1.

' orden (heraf evt. nogle sammenfaldende til en pol af h¢je-

re orden). Hvis n = m-1 er der altsid &t nulpunkt mindre -

~end der er poler, men til gengzld er der sa et "nulpunkt

. 'i det uendelige". Hvis vi for bade egentllge og uegent-—’
lige responsefunktloner lader "nulpunktet"‘eller "polen
R det uendellge" telle med i regnestykket kommer vi til-
l'den simple regel, at 1 port responsefunktioner for diskre-
te systemer altid har pracis 1igé_mange.nulpunkter og
poler. ‘ ' |

Hvis'vi for alle mulige sorte kasser med et eﬁdeligt an-—
tal komponenter definerer n og m ved ligning (1), d.v.s.
ud fra admittansen, s3 kan vi naturligves ogsd komme ud’
for, at n oVerstiger m med &n, nemlig hvis systemet har
‘strgminput og ¥ er uegentlig. Den almindelige udgave af
ulighederne (2) og (8) er sa

In -ml S 1 ) Y
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\
Den asymptotiske tidsekponent for smd tider er sa givet -

ved

o = m—’n+l (10)

og vi ser altsd, at for et diskret system kan den asymp-

totiske tidseksponent for smid tider kun antage de heltal-
. lige verdier 0;1 og 2. For tilstrazkkelig smd tider virker

det diskrete netvaerk altid som en af de basale eb-kompo-

nenter, et o-lager, en l&zk, eller et x-lager. Ideen i re-
ticulationen (den fgrste Cauer-metode) gar nu simpelthen
ud pad, at vi starter med at udstille denne asymptotiske
komponent{ Derefter ser vi pd den resterende responsefunk-
tion, som igen vil have en asymptotisk opfgrsel svarende
til et af de basale ikoner, som s& udskilles, o.s.v.,
indtil vi er i bund med netvarket. Helt sid simpelt som
her antydet behgver det ikke at ga, men hovedresultatet,
som skyldes netvaerksteoretikerne Foster, Cauer og Brune
er, at et diskret system altid kan reticuleres eksakt ef-
ter en forholdsvis simpel algoritme, som stopper efter

et endeliét antal skridt.

Lad os antage, at den asymptotiske tidseksponent er 1
(n = m), Vi skal da starte med at udreticulere en lazk.
Ser vi pa Ql(w) for w -+ « er der to muligheder, som an-
tydet pa fig.l:

a. Verdien lim §l(w) = YO er mindre end alle vardierne
w+m

?l(m) for endelige frekvenser (Cauer tilfaldet)

b. ?l(w) antager en minimumsverdi Ym for en endelig
frekvens w_, SOM er mindre end gransevardien Yo for

w = o, (Brune tilfaldet)
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-~
—
A~< >
~
<
o/

> w
o, o

-Fig.1l. To forskéllige,slags asymptotisk tilnermelse af
den dissipative admittans til en endelig granse-
vardi:Yo. -a: Cauer tilfeldet, b: Brune tilfeldet.

Det er nu‘klart, at st¢r£elsen af den lak, som skal udskil-
lés, aldrig kan overstige minimumsvérdien for Ql(w), for
den resterende del af admittansfunktionen skal ogsa vare
positiv; hvis reticﬁlationsprocessen skallkunne fortset-
tes. I Brune tilfazldet b vil den reéterende admittans, nar
minimumsvardien Ym'er udskilt som en o-lak vare en sakaldt
minimumsfunktion, hvis realdel antager vardien 0 for en
endelig frekvéns. Dette tilfalde er det mest komplicerede,
s8 vi udskyder diskussionen af det lidt og forudsatter .
indtil videre, at Cauer metoden kan anvendes, d.v.s. at

vi kan udskille en o-lak, som vist pa fig.2, hvis verdi

Y, er den asymptotiske granseverdi af Ql(w) for w = e.
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I

Y

~

(1)
Y ()

Fig.2. Cauer metodens fgrste skridt: udskillelse af
asymptotisk granseverdi for ?l(w) i form af en

o-lak YO.

Den resterende admittansfunktion ?(lhs) vil nu g& mod

nul som 1/s for s » «, d.v.s. den asymptotiske tidsekspo-
nent er 2, og vi kan fortsatte med at udreticulere et x-
lager, hvis inertans (induktans e}ler selvinduktion) Ll

er bestemt af sumreglen (6) (med Yl(m') - Y, indsat i ste-
det for §l(w')). Den uegentlige impedans AR l/?tn gar
som LIS for s » «© og har altsad en pol i det uendelige.

Vi fjerner denne pol ved at reticulere systemet som et

~(2)

x-lager L. og en polfri impedans Z2°'°°, forbundet til en

1
fzlles x-samler, som vist pd fig.3.

i?z)

<

Fig.3. Andet skridt i Cauer metoden: Udskillelse af en

pol i det uendelige for impedansen E“J= l/?UJ

(fig.2) i form af et x-lager.
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Ved indfgrelsen af x—lageret L har vi fdet vendt kausali-
teten, siledes at det nu er en 1mpedansfunktlon Z(Z) vi
skal beskaftige os med, men 1¢vrlgt begynder melodien at
gentage sig selv: Vi unders¢ger, om Z(zkw) har en endelig
grensevardi for w » o, og i s& fald md vi afggre, om det

er Cauer tilfaldet eller Brune tilfeldet. I Cauer tilfael-
det kan vi udskille gransevardlen R soﬁ en x-lak. Admit—
tansen af det resterende system v1l sa have en pol i det
uendelige, som fratrazkkes i form af et o-lager med kapa-
citeten C3 o.s.v. Ved at fortsatte efter7denne melodi ind-
til den oprindelige admittansfunktion er udtgmt, eller
indtil vi lgber ind i Brune tilfaldet, far vi stkilt en

‘ kxde af simple elementer, som tilsammen udggr den sadkald-

te Foster pr@ambel. P& fig.4 vises situationen,lnér vi

har udskilt Foster przamblen (ved Cauer metoden) og star
tilbage med en impedans, som er en minimumsfunktion, der
ma behandles med Brune metoden.

2 (min)

<

Fig.4. Foster prazamblen.

Ser vi nu tilbage pa de enkelte skridt i Cauer metoden,
fas en kadebrgksudvikling af den oprindelige admittans-
funktion:




TR A e |
TM(s) = 1AM () =15 + 2% (s
72 (s) = R, + 73 (s)
?(3)(5) = l/E(B)(s) = C3s + ?(4)(5)
. Y‘“i(s) =K, + ?(55 (s) : 7 )

0.8.V. indtil

~(2n) _ o (min)
Z r(s) = R2n + Z (s)

hvorved vi enten er ndet til Brune tilfezldet eller er
kommet i den heldigere situation at den resterende funk-
tion er nul, som tegn pd at reticulationen er fuldstandig.
Den sammenfattende kadebrgk ser saledes ud:

Y(s) = ¥, + 1 - - - =

0 1
LlS+R2+ _—_- - =

~(min)
L2n—ls + R.2n + 2

Hvis det lykkes at komme til ende med Cauer metoden, kan
vi omforme kadebrgken til den sadvanlige form for en bru-
den rationel funktion ved at forlznge brgkerne én efter

én, startende nedefra, f.eks.

?(s) = Y0-+ 1 T =
LS +R, + -
C,s + K, +
LS + R,
A 1 _
Yo * Ts + R =
LS +R, +

(C3S +K,) (L;ss + R) +1
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¢ .+  (C3$ + K4)(Lss +.R6) + 1
O\

(Lis + R)L(Cs + K)) (Lgs + 36) +1] + Les + R

Vi ser heraf, for det fgrste, at antallet af lagre i
Foster preamblen ikke kan overstige graden af ﬁavnérpoly—
vnomiet; For det andet: Koefficienterne til de fotskellige.
o poﬁenser af s i de to polynomier md vare positive,.Den_{
sidste egenskab kan vises at galde alment, ogsé nér'Fbster
-Cauer metoden ikke kan f¢res til bunds. D.v.s. hvis en
forelagt bruden rational funktlon af s har enkelte negar
‘tive koefficienter, kan det ikke vare en gyldlg l-port re-
sponsefunktlon (forudsat naturllgv1s, at eventuelle felles
faktorer for taller- og navnerpolynomlet i forvejen er
forkortet bort). Pa den anden side er positiviteten af
koefficienterne ikke en tilstrakkelig betingelse for funk-
tionens gyldighed. Det relevante kriterium er snarere, gt
parametrene'i kadebr¢ksudviklihgen skal Vére positive. |
Hvis vi rent mekanisk begynder at'kadebr¢ksudvikie en -
forelagt bruden rational funktion med'positive koeffi-
c1enter ved fortsat polynom1ed1v151on og stegder pa en’ |
negativ parameter, er det tegn pa, at funktlonen ikke er
positiv reel/ eller at vi er lgbet 1nd i Brune tilfeldet.

" Hvad déer si er tllfeldet m& afggres ved at se om realdelen
af funktionen pa den imaginare s-akse (frekvensaksen) an-
tager negative vafdier eller. ej. I det fplgende gennem-
gas nogle\eksemplef, delvist taget fra ValkenburQS'bog
(ref.15). | | .

Eksémgel 1.

2,3.,3 1 _13
¥(s) = RN T P —————-—-———24 4
' s + s + 4 s +s + 4
d.v.s. Cauer metoden kan ikke bruges. For s = -iw fas:
R ' 7w2 - %—iw +'§- o ; i
Y(w) = 5 o ' \

4 - w - iw
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2 2 3 2

. [z—w)(4—w)+zu; (w2]2_4w2+3

- e e 55— = = -
(4 - w) +w (4-uw)" +uw

Navnerpolynomlet er positivt, men tallerpolynomiet har nulpunkter
for w?=1 og w’=3 og er negativt ind-imellem. Funktionen Y(s) er
altsd ikke positiv reel, og kan ikke realiseres med et passivt-
reaktivt netvark.

Eksempel 2. - - : .
s3 - 1

433- 3s - 1

har negative koefficienter, men polynomiet s-1 gar op 1 bade

teller og navner. Ved forkortelse fés:

Z(s) =

5 3
~ s + s + 1 1 16
“(s) = -3 = 1t 142
4s” + 4s + 1 (s + aa
Nu ser det bedre ud! For s = —-iw fas
~ 1l + 2iw 2
Zlw) = 4 4( 1 + aw? )
A 1 3 1 - 4w?
= ot T
2y (@) 221 ¥ aw)
2 har minimumsvaerdien = for w2—4§
1 m 32 -7

Funktionen er altsd positiv reel, men skal behandles ved Brune
metoden. Vi vender tilbage til dette eksempel senere.

Eksempel 3.

453 + lOs2 + 85 + 1

¥(s)
2s3 + 352 4+ s

Funktionen har en pol for s = 0 med residuet 1. Denne ikke-
ergodiske del md fgrst fratrakkes (Foster metoden), sd vi far en
ergodisk admittans

452 + 8s + 5

1 e) = %(s) -é =

252 + 3s + 1

Det fratrukne led svarer til et x-lager med inertansen 1, pasat en
o-samler. Den resterende funktion §( )(s) er nu ergodisk, sd vi
fortsatter med kadebrgksudvikling:

Y(s) = §-+ 2 + 2s + 3 = §-+ 2 +

232 + 35 + 1 s +

1

1
2543

Vi ser altsd, at Foster-Cauer metoden kan fgres til bunds, uden at
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der dukker negative parametre op, sd& systemet kan reticuleres som
vist pa fig.5.

Fig.5. Reticulation af admittansfunktionen i'ekéempél 3.

Vi vender os nu til Brune metoden, idet vi tenker os, at
Foster Cauer metoden er endt med en minimumsimpedans Z(mln%sL
hvis realdel p& frekvensaksen antager minimumsverdien nul.
for en endelig frekvens w (sml. flg 4). Der bllver sd to
forskelllge tilfalde, afhanglgt af fortegnet pa imaginer-
delen Zz(wm). Denne vardi kan ikke va@re nul, for s& ville
admittansen jo have en pol for w = w_ (og for w = ;wm), og
der ville kunne udskilles et ikke-ergodisk bidrag i form

af en udempet oscillator med egenfrekvensen W

Brunes oprindelige behandllng (fra 1931) bygger pa indfg-
relsen af negatlve selvinduktioner: Hvis Z (w ) er positiv,
 virker systemet ved frekvensen w ‘som en negatlv selvinduk-
tion med stgrrelsen: -7 Uu)/w og v1.starter derfor med at
fraskille et x-lager med denne induktans. Hvis Z (w ) er
negativ, skal der fraskllles .en positiv 1nduktans, men

der vil sa dukke en negativ op lidt langere henne i pro-
cessen. Ideen er nu, at minimumsopfgrselen skyldes en har-
monisk oscillator-med resonnansfrekvensen W efter induk-
tansen, som "kortslutter" systemet ved resonnansen, sale-
des at kun den fe¢rste 1nduktans maerkes ved w . Efter os-
cillatoren skal der indsattes en ekstra 1nduktans, som
‘ophaver den pol i det uendellge, der blev indfgrt af den

ferste induktans.



|
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g =
Z(mm)
C ¢]
Q.
- L) T
~ 2. L L
DO, wkC 'Z“m'.
— C
o~

Fig.6. Den fgrste reticulation af Brune tilfazldet

a: eb diagram. b: elektrisk netvark.

Betingelsen for, at der ikke indfg¢res en ny pol i det u-

endelige er, at de tre parallelforbundne (o-samleren)
selvinduktioners resulterende selvinduktion er nul:

2 1

- — + me + 1 = 0 (12)
Brune kunne s& vise, at kapaciteten C kan bestemmes séle-
des, at netop én af de tre selvinduktioner er negativ, og
at den resulterende impedans ﬁ(l) efter udskillelse af

Brune elementet er positiv reel.
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Et blik pd eb-diagrammet i fig. 6a viser, at to af de
-treAx—lagre er palagt di&ferentiel:kausalitet. Der er
derfor to differentielie bénd.pé de tre x-levels, og . .
" det bgr forsgges at omforme eb-diagrammet, séleaes_at
der'kun'optrader &t x-lager og differentiel kausalitet.
. 0g negative indukténse; kan_undgéé. Dette problem kan

lgses og forer til‘introduktion af Bfune tranéformatoren,

_ en reversibel toport med tre parametre, som Vises pa
fig.7. ' '

)

: ?rim'a.r

(1) |
Priman \O/ ' sekundmn

Fig.?. Brune transformatoren. Primersiden svarer til
den side af elementet pd fig.6, hvor den negati-

ve selvinduktion sidder.

Ni&r vi anvender Brune transformatoren til reticulation,
vil vi forudsatte, at parametrehe for ikonerne pa fig.7
alle er positive:

L > 0 : - (13)
T > 1

‘Ganske vist kunne vi tillade T-vardier i intervalléf.mélf




1.3.3. - 174 -

1emﬂ0 og 1, men herved ville elementets definition blive

 tvetydig. Brune transformatoren har nemlig det trak fal-
1es med en ideel transformator med oms@tningsforholdet T,
at en ombytning af primar- og sekundersiden svarer til,

at T erstattes med den reciprokke verdi 1/T. Pa fig.8 vi-
'ses som en tegneserie, hvordan omvendingen af Brune trans-
“formatoren foretages ved brug af regneregler for skelet- -
' diagrammer (ref.I kapitel 5, fig.40) uden at man behgver

at -opskrive .ligninger.

Fig.8. Vending af Brune transformatoren.




- 175 - L 1.3.3.

Med indfgrelsen af Brune transformatoren optrader der for
‘fprste gang en ideel transformator (T-1) som et ngdvendigt
led i reticulationen af en l-port responséfunktion, og for
fprste gang er det ngdvendigt at vare papasselig med an-

bringelsen af prikker i x—-samlerne.

Resonnansen i Brune transformatoren optrader for frekven-

sen :
T-1

= S : ' 4y
w4 V=5 . _ | | | (14)
men minimumsfrekvensen er

w 0 . .
W, = VR . . - (15)

I ¢vrigt ser vi,)at Brune transformatoren har samme art
af dualsymmetri som den ideelle transformator: en duali-
tetstransformation svarer til en vehding af elementet med
bevarelseiaf parametrene (d.v.s. symbdlerne bliverAstéen—
de medens ikondiagrammet vepdes). Der bliver-derfor i alt
fire tilfaelde i b;ugeh af Brune transformatoren, som vist
pd fig.9. B ' ‘ |
Vi skal ikke her gennemfgre udregningerne, som udtrykker
minimumsfunktionen.ﬁ eller ¥ ved Brune transformatorens
parametre og den resterende positive reelle responsefunk-

tion Z M

eller Y(l). Udregningerne, som er trivielle, men
lidt omstandelige‘foreﬁages pad sadvanlig made ved at indi-
cere signalamplituder p& energibandene, udnytte de forskel-
lige ikoners response-relationer og lgse det fremkbmne lig-
ningssystem. I kapitel 2 téger vi dette tilfelde op igen,
og viser hvordan problemet kan lgses noget lettere ved

~brug af signalspor og Shannon's loop regel.




a. | : b.

Impedans Z. ﬁz(wm) > 0 Impedans 2. ﬁz(wm) <0
ligning (16) ligning (17)
L ¢ C L
> 1 o ‘)“F‘ ﬁv{

T Y,(U T )/()
c. d.
Admittans Y. Qz(wm) >0 Admittans Y. Qz(wm) <0
ligning (18) ligning (19)

Fig.9. De fire tilfelde i reticulationen af en minimums-
funktion ved hjalp af Brune transformatoren. Sig-

nalspor skitseret.

For tilfaldet pa fig.9%a, hvor vi reticulerer en minimums-
impedans, hvis imaginervaerdi 22 er positiv ved minimums-

frekvensen wm, findes:

7Ag)-1cs? + (r-1) 2. [Ls+Z Ps) ]
3 2 2 (1)
T°.LCs” + (T-1)°[2'"(s)-Cs+1l]

" _\’L
ZZ(wm) = 7

7 (s)

(16)
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Hvis imaginezrdelen Zz(wm) er negativ, skal,vi bruge opstil-
lingen pa fig.9b, hvor Brune transformatoren er vendt om.
Eormlen for Z(s) f&s s& af (16) ved at erstatte T med 1/T -

(sml. fig.8):

7Ugy.r?res? + (r-1) 2lns+ZMs) 1 (17)
nes? + (7-1) 212 (s) -cs + 11 |

5 __\[z_ri- | . | !
Z2ylw) NTC

SN

.%(S)A=

Tilfeldet fig.9c er dualt til fig.9a idet der dog er byt-
tet om pé symbolerne L og C. Formlen for Y(s) fa&s derfor
af (16) ved at'erstatte L med C, C méd L og E“J med ?(D.
En anden made at udlede formlen p& er at benytte, at Y (s)
er den reciprokke funktion af %(s) i ligning (17) -(£ig.9b).
D.v.s. vi skal blot vende bregken i (17) og erstatte 7Y med

l/§(D.ABegge metoder f¢rer'til‘formlén

¥9s).Les? + (7-1)*[cs + ¥s) ] (18)
r’res? + (T-1)2[¥s) +Ls + 1]

i = S
Yy lw ) = \Tg

Endelig fas formlen for ¥(s) i tilfzldet fig.3d som den
duale til (17) (fig.9b) eller den reciprokke til (le6) (£ig.9a):

Y(s) =

/

¥M sy -r2res? + (r-1)2[cs + ¥ )1 (19)

res? + (1-1) (¥ Ms) -Ls + 11

3 = - WEE
YZ (wm) - L

Eksempel 4.

Y(s) =

For impedansfunktionen i eksempel 2 fandt vi, at realdelen ﬁl(w) har
minimumsverdien 5/32 for w = +V3/4. Vi skal altsd reticulere mini-
‘'mumsimpedansen

2 3 52 +'§-s + 27
~ (min) s '+ s+ 1 5 8 8 32
27 e = . (20)
' 4s” + 4s + 1 48" + 4s + 1

Sattes heri s = —iwm = -iV3/4 fas




. . A A 3V3
- = . = A= >
S AR =iz e o Zyle)) =m0

vi skal altsad bruge fig.9%a og formel (16). Da udtrykket (20) er af
2.grad i bade taller og navner, mi restimpedansen Z(1l) i (16) vare
uafhengig af s, svarende til en x-l®k R. Ved sammenligning af koef-
ficienterne i (16) og (20) far vi 5 ligninger til bestemmelse af
de 4 konstanter R,C,L og T. Den overskydende ligning fungerer som
kontrol pa, -at vi har valgt den rigtige .-af de fire kombinationer
pa fig.9. Vi finder
27 128 3

=32‘I C=?7—I:L=§I T=3

og har hermed gennemfgrt en fuldstandig reticulation

Z(s) =
2

S + s + 1 =

452+ 4s + 1

Fig.l1l0. Reticulation af impedansen fra eksempel 2.

Eksempel 5.

Vi vil udregne .admittansen af systemet pa fig.ll.

Fig.1ll. En white box.

Systemet ses at bestd af en Brune transformator og et Brown element,
sammenkoblet som i fig.9c. Af ligning (18) fas sa:

L °—]-'—'l'sz+12[l's+ ]

s+1/2 2
2 1 2 2 1 1
2 > l*s” + 1 [s+l/2 5*s + 1]

1
s+1/2

¥(s)

2
_ 3s + s + 2 (21)

453 + 252 + 35 + 1

vi vil nu forsgge at glemme, at vi allerede kender kassens indretning
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fra fig.l1l og i stedet betragte ovenstéende udtryk (21) som en
 black box admittans, der nu skal reticuleres.

Da tallerpolynomiet er en grad lavere end navnerpolynomiet, starter
vi med at udskille et x-lager ved at dividere tallerpolynomiet op i

navnerpolynomiet:
N g !
Y(s) = 1 (min) , hvor -
35S+ Z (s)
2(m1nks) er en minimumsimpedans:
’ 2=-sz + l—s + 1
Z(mln%s) - 3 . 3
: 3s + s + 2 .
- . I 2
~ (min) 2(w2-.-'l)2 A (min) 3 ww+l)
zy W= —g 7 - P W = gy
9w - 5w + 4 _ 9w - 5w + 4

Minimumsfrekvensen er wp= 1, og for den frekvens er imaginerdelen po-
sitiv. Vi er derfor i tilfeldet fig.9a og skal bruge ligning (16):.

2 2 1 : : -
3% t3ys* 1 N RLCS2, + (T—l)2[Ls+R]
2 2 2 2 :
3s" + s +2 . T°Lcs” + (T-1)“[RCs+1]
‘ “ =
for s =0 fas R =-5
og for .s - o fas j% = %— d.v.s. T = %

videre fas: C =1 , L=

LR

Fig.1l2. Black box reticulation af 1 port admittansen (21) for white
) boxen fig.ll. ' '

Sammenligning af fig.ll og fig.l2 demonstrerer, at der i.almindelig-
hed kan designes flere forskéllige systemer, som ikke kan skelnes fra .
hinanden pa.grundlag af deres l-port responsefunktion (men nok, hvis

vi havde flere porte til radighed).
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Lgsningen pd minimumsproblemet, som her er gi;éi ved eb-

versionen af Brune-transformatoren pa fig.7 demonstrerer,
at alle passive og reaktive komponenter i det basale byg-
geszt, med undtagelse af gyratorerne, er ngdvendige for ‘
at en vilkdrlig l-port skal kunne reticuleres. Reticula-
tionsteorien er oprindeligt udformet med de elektriske
netvarksdiagrammer som det ikoniske referencesprog, og

da dette "byggesat" er mindre fuldstendigt end eb-sproget,
bl.a. mangler den symmetriske x~-samler og den ideelle
transformator) er Bruné-pfoblemet pad gransen af, hvad

man kan klare, og en direkte oversattelse af eb-diagram-

met pad fig.7 til "elektrisk sprog" er umulig.

Imidlertid indgar der en induktiv transformator i det
elektriske byggesat, og en sddan svarer til en parallel-
forbindelse af (mindst) én selvinduktion til den ene port
af en ideel transformator. Det er altsd ikke muligt i det
elektriske byggesat at skille den ideelle transformator
ud fra den parallelforbundne selvinduktion, men da det
faktisk er en saddan forbindelse, der optrader i Brune
transformatoren, kan den realiseres ved at man fg¢jer en
kondensator til en induktiv transformator, som vist pa
fig.13b.

Det blev senere vist af Bott og Duffin, at det faktisk

er muligt at realisere minimumsfunktioner uden brug af
transformatorer ved hjzlp af "broer i balance". Disse me-
toder har dog kun akademisk interesse, da de indfgrer fle-
re netvarkskomponenter, som skal afstemmes omhyggeligt i
forhold til hinanden. Eb-lgsningen indfg¢rer tre uafh®ngige,
positive parametre, som er det mimimale antal til lgsning
af opgaven. Brunes lg¢gsninger benytter fire parametre, her-
af én overflpdig, og Bott og Duffin metoden indfgrer endnu
flere overflgdige parametre. I dag, hvor den avancerede
elektronik med integrerede kredse alligevel 1 stor udstrak-

ning har aflgst den traditionelle sammenlodning af konden-
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satorer med selvinduktioner m.m., forekommer det mere ra-
tionelt at koncentrere sig om semiotikken og relations-
logikken i de teoretiske overvejelser fremfor at hange

sig’for'meget i begransningerne af et specifikt medium.

| LL Lc,
Let L, L.
1IN LI
. Lb |
C ==

] b ..
L,, L,
=L+ SL+L

Fig.13. De forskellige udgaver af Brune transformatoren

med eb- og elektriske diagrammer;

L
. . . _ _ _Db ¢

a. Med‘negatlv selvinduktion L, = f;?f;

b. Med induktiv transformator. Koblingsparameter

M : e a2
k = Vfgf: = 1, hvor M er den gensidige ;ndgk

tans. pOmsaatningsforhold T.
c. Den endelige eb-version uden differentiel kau-

salitéif
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1.4. Fluktuations-dissipationsteoremet.

Level variablene for et system i termodynamisk ligevagt

udviser fluktuation, som m& beskrives statistisk. Svaren-

~de hertil vil output rate variablen i en stimulus-respon-

se port udvise tilfaldige variationer, dér karakteriseres
som stgj. Det viser sig, at der er en simpel forbindelse
mellem stgjspektrets frekvensafhangighed og den dissipa-
tive réspbnsefunktion, som i den klassiske gr®nse udarter
til simpel proportionalitet. Den tidslige korrelations-
funktion af stgjen fra et ergodisk system kan sa pd til-
svarende mdde udtrykkes ved en af de tidsafh®ngige re-
sponsefunktioner. Afsnittede 1 - 4 udleder det klassiske
F.D.teorem og fremstiller dette som et grundlag for den

statistiske mekanik (bl.a. ligefordelingsloven).

I afsnit 5 indfgres den sakaldte breddefunktion, og diskus-~
sionen tager derefter hovedsageligt sigte mod atomare dif-
fusionsprocesser og indfgrer de sakaldte van Hove funktio-
ner for selvkorrelation. Afsnit 6 indfgrer den sandsynlig-
hedsteoretiske Poissonproces for "random walk" af en parti-
kel i et diskret gitter og modellen forbindes semiotisk med
den traditionelle diskussion af termisk stg¢j og diffusion.

I afsnit 7 diskuteres betydningen af det rumlige dimensions-

tal og diffusionsmodellernes anvendelse i vaskedynamikken.

Endelig tages den kvantemekaniske stgjdiskussion op i af-
snit 8. Den klassiske teori for response og stg]j bryder
sammen for tider afst¢rrelsesordenen.To=h/kT og ma revide-
res med udgangspunkt i Kubo's formel for responsefunktio-
nen. F.D.teoremet formuleres bedst ud fra breddefunktion
og van Hove-spredningsfunktioner, men der er problemer med

nulpunktsfluktuationer, hvis malelighed er tvivlsom.

Afsnittene 5-8 har en stgrre svarhedsgrad end de ¢vrige af-
snit og kraver visse forudsatninger i sandsynlighedsteori,

veskedynamik og kvantemekanik.
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1.4.1. Matematisk beskrivelse af termisk stgij.

I afsnit 1.3.2, da vi diskuterede forholdet mellem rever-
sibilitet og irreversibilitet, indsd vi, at den irrever-
sible adferd af et ergodisk system md betragtes som et
greznsetilfalde af reVersibel og ikké-ergodisk adferd. Et

- ikke-ergodisk system kan}karakteriseres som en samling af
oscillatorér, hvis egenfrekvensér giver sig til kende

:som diskrete poler pé& frekvensaksen for responsefunktio-
‘nen. Hvis egenfrekvenserne bliver tilstfakkelig mange, ma
ésciilatorerne betragtes som mikroskopiske 6g ukontrollab-
le, og fordelingén af-egehfrekvenser beskfives ved én kon-
tinuert. spektralfordeling, som hanger n¢je‘sammen med en
.dissipativ realdel af responsefuhk£ionen og en irreversi-
bel systemadfard. - A

'Ser vi pé et ergédisk sysﬁem med spandingsinput,‘kan,vi
fastholde spandingen p& vardien nul. Strgmmen vil'danluk—
tuere, selv om str¢mresgonsét er nul, d.v.s. systemet op-
treder som en aktiv stgjkilde. Ste¢jen afspejler den indre
"bevagelse i mikrofrihedsgraderne. Hvis vi_opfattér diésé
som beskrevet ved et sat oécillator?r~med-diskreﬁe, omend

tetliggende, egenfrekvenéer w kan vi skrive:

kl
f(t) = 2,‘;cke—?‘wk . ' (1)
k==00 o
hvor ckerne er komplekse konstanter (sml. lign.1.3.2.27).

Da f(t) er reel, md frekvenserne vere symmetrisk fordelt
pa positive og negative verdier (frekvensen nul forekom-
" mer ikke)

w_, = 7w | S .(2)

og koefficienterne for k og -k ma vare hinandens kompleks-

konjugerede -
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fo, = CX¥ (3)

Bortset fra denne betingelse md koefficienterne Sy betrag-

tes som tilfeldige. D.v.s. for et bestemt system er c erne
muligvis bevagelseskonstanter, men vi kan ikke p& forhé&nd
kende deres vardier ud fra systemets makroskopiske karak-
teristika. Ser vi pa et stort ensemble af ergodiske syste-

mer, som er identiske pa makrooverfladen, d.v.s. beskrives

ved samme energibandsmodel (med én eller flere lzkke), sa

vil hvert enkelt c, kunne betragtes som en stokastisk

(tilfeldig) kompleks variabel over de enkelte systemer i
ensemblet. Vi kan altsd ikke foreskrive vardien, men kun

en sandsynlighedsfordeling for ¢, pé& grundlag af vort ma-

k
kroskopiske kendskab til systemet.

Vi benytter her en pragmatisk definition pd tilfaldighed: en stgr-
relse betragtes som tilfeldig, hvis dens verdi ikke kan forudsiges
ud fra en pa forhand defineret praksis. Praksis er her defineret

ud fra de eksperimenter som kan designes pad grundlag af en bestemt
foreskreven vekselvirkningsmdde med systemet. Sa lenge vi beskafti-
ger os med l-port responseegenskaber, er der altsd tale om malinger
i en bestemt foreskreven port.

Diskussionen af tilfeldighedsbegrebet strander ofte pa, at folk la-
der hant om pragmatismen og forsgger sig med absolutte definitioner
i stil med: "en stgrrelse betragtes som tilfeldig, hvis dens vardi
ikke kan forudsiges pd nogen mulig made". Fortszttelsen af diskus-
sionen pa dette grundlag fgrer s& uvaegerligt til, at der udkrystal-
liseres nogle alt for "firkantede" holdninger, f.eks.:

a) Vulgarpragmatikere, som mener, at alt md forstas ud fra den prak-
sis, vi kender "her og nu". De g¢r altsa praksis til noget absolut,
afviser nytten af tankeeksperimenter og teoretiske spekulationer
over tilfeldighedsbegrebet i det hele taget: "ste¢j er ste¢j, og en-
hver radiotekniker ved, hvad det vil sige".

b) Mekanicister, som tror at alt "i virkeligheden" er styret af
Schrddingerligningen, evt. p& en lidt mere indviklet form, som vi
ikke helt kender endnu. Konklusionen af denne indstilling er, at
tilfeldighed slet ikke findes. Hvis noget ser ud til at vare til-
feldigt, er det blot fordi, vi har utilstrakkelig information om
systemet eller ikke har gidet l¢se bevagelsesligningerne ordentligt.

¢) Esoterikere eller parafysikere, som heller ikke mener, at tilfal-
dighed findes "i virkeligheden". Virkeligheden er dog for dem noget
andet, end den er for mekanicisterne, og den formel, der styrer det
hele, er absolut ikke Schrddingerligningen, men snarere en eller an-
den kabalistisk "glyf", som involverer andre krafter end de fysiske.
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Hvis noget ser tilfaldigt ud, er det fordi vi ikke kender glyffen,
eller fordi vores fglsomhed for visse telepatiske vibrationer er
for lav. Et godt medium, eller en skolet magiker vil straks erkende
den rette sammenh&ng. -

Det er ikke meningen her at bestride, at der kan vare noget godt og
rigtigt i alle tre holdninger. Det der g¢r dem sd firkantede, er at
de filosoferer videre pd grundlag af den absolutte tilfzldigheds-
definition. :

En sand pragmatiker (eller "pragmaticist", som C.S.Peirce kaldte

- sig pd sine gamle dage, da han var blevet tret af vulgerpragmati-
kerne) mener naturligvis, at praksis md la®gges til grund for begrebs-
definitionerne og er altsd enig med vulgarpragmatikeren sad langt. Pa
den anden side mener han (m/k) ikke, at’ praksis kan lgsrives fra den
teoretiske virksomhed, og at man ikke skal pregve at forestille sig an-
dre former for praksis end dem, der er gazldende her og nu. Han er
enig med mekanicisten i gyldigheden af Schrddingerligningen og andre
af fysikkens sakaldte fgrsteprincipper, men mener ikke, at de kan bru-
ges til at afskaffe tilfzldighedsbegrebet, nidr de ikke ledsages af
opskrifter p&, hvordan man i prakéis indsamler den manglende infor-
mation uden at gdelagge systemet, og hvordan man i praksis bearbej-

. der den, sa der kan komme en gyldig forudsigelse ud af det. Han vil
give parafysikeren medhold i, at der sikkert findes andre informa-
tionskanaler end de fra fysikken kendte, og at visse .personer mestrer
en praksis, som virker "overnhturlig" for de fleste. Det kan imidler-
tid heller ikke benyttes til at afskaffe tilfzldigheden i en given
sammenhang, nar der -ikke ‘gives en praktisabel opskrift pd, hvordan
man gser af de esoteriske kilder.

Et eksempel, som kan belyse, hvordan de forskellige holdninger ytrer
sig, er de sdkaldte tilfzldighedsalgoritmer, som bruges meget i for-
bindelse med computeréimulation (Monte Carlo teknikker). Hvis man
rader over en programmerbar lommeregner, kan man let gennemprgve
fglgende simple algoritme:

x;,, = FRAC(x, 401 + 7-107) (4)
hvor "FRAC" betyder "den brudne del af tallet", d.v.s. det der kommer
efter decimaltegnet. Algoritmen startes.med et "fre¢" x,, 'som er et
tal mellem 0 og 1, og alle de frembragte tal ligger i det samme in-
terval.
Hvis man spgrger folk fra de her beskrevne filosofiske lejre, om de
sidledes frembragte tal er tilfazldige, vil badde vulgarpragmatikeren,
mekanicisten og esoterikeren straks sige, at de er ikke spor tilfal-
dige, fordi de frembringes af en deterministisk arbejdende maskine.
Pragmatikeren vil sigé: "fortel mig, hvilke metoder, jeg har til
raddighed for at studere tallene, s& skal jeg afggre, om de er til-
feldige". Hvis han s far opgivet algoritmen .og frget, vil han
snart opdage, at han har et 100% sikkert middel til forudsigelse .
af tallene, som derfor ikke er tilfzldige. Hvis man undlader at for-
tzlle ham algoritmen og i stedet forarer ham en larebog i statistik,
vil han bede om en passende stor stikpr¢ve, f.eks. 1000 tal i rekke-
felge, og efter at have undersggt disse med henblik pa gennemsnit,
varians og korrelationer, vil han konkludere, at tallene er tilfel-




dige. Denne konklusion vil ikke @ndres, selv om han ved, at der er

en bagved liggende algoritme, for ndr algoritmen er ukendt og ikke T
kan afslgres med statistikkens metoder, kan den ikke bruges til for-
udsigelse.

Hvis pragmatikeren selv betjener sig af tilfeldighedsalgoritme i et
simulations eksperiment, vil han indtage en dialektisk holdning til
tilfaldigheden af de frembragte tal. Fra programmgrens synspunkt er

det en fordel at tallene ikke er tilfaldige, sialedes at et bestemt
eksperiment kan reproduceres ngjagtigt. Fra "systemets synspunkt" =
er det vigtigt, at tallene, som simulerer stgjen er sd tilfeldige

som muligt. D.v.s. den information, som ligger i stgjalgoritmen,

skal ikke kunne uddrages af de fysiske observable, som simuleres.

Selv om den pragmatiske tilfzldighedsdefinition viger uden om det
ontologiske spgrgsmal, om der er en absolut tilfeldighed eller ej,
fgrer den alligevel let til en tro pa, at den findes, hvorved prag-
matismen kommer i modsetning til mekanicismen og forskellige former
for esoterisk lare. Nir man i de fleste praktiske situationer ma
erkende, at der indgar et tilfeldigt, d.v.s. uforudsigeligt element,
far tilfeldighedsbegrebet status af noget virkeligt eksisterende,

og man far svart ved at acceptere en kosmologi, som udelukker dette
element. Dette metafysiske problem blev taget op af C.S. Peirce i
en serie artikler i tidsskriftet "The Monist" 1891-93. Heri drgftes
modsztningen mellem deterministiske kosmologier og "tychismen", som
Peirce foretrazkker, og som han definerer som troen pa objektiv eller
autentisk tilfeldighed, der ikke kan bortskaffes ved en forgget in-
formation (ref.l16).

Diskussionen florerer stadig omkring fortolkningen af kvantemekanik-
ken, hvor Kgbenhavnerskolens fysikere (Bohr, Heisenberg m.fl.) ner-
mest har stdet for en pragmatisk-tychistisk holdning, medens Einstein
og tilhazngere af de "skjulte parametre" (bl.a. D.Bchm) har forsggt

at redde mekanicismen.

Nir vi har defineret et ensemble ud fra systemets makro-

skopiske egenskaber, kan vi definere ensemblemiddelverdi-

en, som indiceres med "bra-ket" notationen < >. F.eks.

m& det for en vilkarlig af c erne gelde, at

<¢,> =0 ~(5)
Hvis (5) ikke var opfyldt, ville vi kunne lave en evig-
hedsmaskine ved at "udfiltrere" bestemte fourierkomponen-
ter af stgjen fra et ensemble og overfgre den til et ar-

bejdsreservoir.

Hvis man fastholder det termodynamiske axiom om umulighe-
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den af en evighedsmaskine, selv ndr stgjen tages i be-
tragtning, kan der ikke vare s8 mange sandsynligheds-

~fordelinger for c _erne over et ensemble, som kan komme

‘ k _ :
p& tale. F.eks. vil enhver afvigelse af fordelingen for

c ernes fase fra en ja&vn foxdeling straks kunne udnyttes
af klpgtige ingenigrer til eri evighedsmaskine. D.v.s.
sandsynlighedsfordelingen for '

c, = Icklei¢k ’ (6)

kan kun afha@nge af den numeriske verdi Ickl. Ligning (5)

vil s& vere automatisk opfyldt.

Ideen om, at stgjens statistiske egenskaber kan udledes alene pa
grundlag af det termodynamiske axiom om umuligheden af en evigheds-
maskine, blev udviklet af den ungarske fysiker Leo Szilard i en ar-
tikel fra 1925 (ref.l7). Det er et resultat af stor verdi, som -
Szilard ndede frem til, men det ndede aldrig rigtig frem i “the_ .
Mainstream of Physics". Grunden er nok den, at pa det tidspunkt,
Szilard udarbejdede sine ideer, var den sdkaldt energetiske skole,

. som bekampede'atomtéorién, omsider blevet dysset ned, og kvante-
mekanikken og den statistiske mekanik fejrede sin blomstring. Et
resultat som Szilard's, der paviste, at atom- og molekylforestiliA
lingen slet ikke var ngdvendig for at udvikle en statistisk termo-
dynamik, matte virke bagstrazberisk. Det var fgrst efter 1948, med
fremkomsten af et nyt paradigme, kybernetikken og informations-
teorien, at Szilard's tanker kom til zre og verdighed. (Dog ikke

s& meget den nazvnte artikel som en senere,.der omhandlede Maxwell's
demon og forholdet mellem entropi og information).

Ud over det, at hVer enkelt,af'ckerne,betradtes som en

\.tilfaldig variabel, med javnt fordelt fase, md det galde,

at to forskellige variable ck'og C, ©r statistisk uaf-

hangige eller ukorrelerede undtagen for k' = -k (lign.
(3))..Vi udtrykker dette ved korrelationsfunktionen

— * —
Qk,k' <cxc, > <Ick|> 6k,k' (7)

hvor 6R]U‘(Kronecker«symbolet) er

0 for k # k' -

k, k' o o

¢

1 for k = k'

e
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Den manglende korrelation mellem c erne er ensbetydende

med, at deres faser er ukorrelerede. Hvis der var en fa-

sekorrelation mellem forskellige c,er, ville denne give

k )
anledning til bestemte, forudsigelige trzk ved stgjfunk-

tionen, som kunne udnyttes til en evighedsmaskine.

Den eneste statistiske parameteriforfck—fordelingen, som
ikke forsvinder, og som ma kunne foreskrives ud fra et
makroskopisk kendskab til systemet,‘er spredningskvadra-
tet <|ckI2>. Svarende hertil, er den eneste fordeling,
som ikke foregggler mere information, end vi faktisk har,
en gaussisk f0rdelihg over den komplekse plan med centrum
‘4 nulpunktet:

2
T e—lckl2/<lck| >

p(c,) = (9)

m<l|c |2>
k
Sandsynlighedstatheden (9) er normeret, saledes at inte-

gralet af den over planen har vardien 1.

Selve stgjfunktionen £(t) i ligning (1) har ogsd middel-
vardien nul. Da systemet er tidshomogent ma vi ogsa regne
med, at de statistiske egenskaber af stgjfunktionen er

tidshomogene. Den sdkaldte autokorrelationsfunktion, der

defineres som ensemblemiddelverdien af produktet af stegj-
funktionen til to forskellige tider, t og t', kan derfor
kun afh@&nge af tidsforskellen 1 = t-t'. D.v.s. vi kan

skrive
Qf(T) = <f(t)E(t+T)> (10)

Af tidshomogeniteten fglger sid, at ¢f(r) er en lige funk-

tion af T:
@f(—r) = <f(t-1)E(t)> = <E(t)f(t+1)> = Qf(r) (11)

Indsatter vi nu udtrykket (1) i ovenstdende definition af

autokorrelationsfunktionen og benytter, at c erne er sta-
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!

tistiskAuafhangige, ligning (7), finder vi:

0, (1) = <E(£)£(t+1)> = <E*(t) £ (t+1)>
= < (Zc*eiwkt) (X c., '—iwk- (t+T)5>
k k! k

22<C*C >el(wk—wkl)t—lwle + z<|c |2>e‘.lwk"[_

Il

t
k#*k' kok k k
= T<lc, |%>e 10kT o (12)
k k LN .

Vi ser alts&, at tidshomogeniteten fplger af egénskaben
(7), d.v.s. af den mangel p& fasekorrelation mellem for-

skellige c,er, som karakteriserer et ergodisk system[

k
Nu er ensemblemiddelvardier et teoretisk begreb, som kan
vere svart at anvende i praksis, fordi vi sjaldent rider
over et ensemble, men laver eksperimenter med et enkelt
system. De observerbare middelvaerdier er derfor ikke

ensemblevardier, men tidsmiddelvardier for den enkelte

system. For et tidshomogent system defineres tidsmiddel-~
vardien af en fluktuerende stgrrelse A(t) p& fglgende

made

- o1 (T
A(t) = lim T J A(t)dt
T-> 0.

.

I princippet kunne nedre granse p& integralet vare ethvert
~ andet tidspunkt end kl.0; det ville ikke.@ndre tidsmiddel-
vardien, da systemet er tidshomogent. Vi kan nu udregne

en tidsligt midlet autokorrelationsfunktion

T
F(E1E(E+T) = lim % { £%(t) £ (t+1)dt

T 0

T . . .
= lim z J (Joxe™™ %) (] c, e k(") a¢
T+ =70 k k'

. {C],:Ck'euwk—wk-)t.'e-wk'ﬂ, + Yle 1277 (13)
k#k ' ‘ : k

Dobbeltsummen i (13) fors§inder, fordi tidsmiddelverdien




i{w-w")t

af den svingende funktion e

} er nul og vi star til-
bage med et udtryk, som meget ligné; déﬁiensgmblé:midiédeif
autqkorrelationsfunktion (L1). Den eneste forskel er, at

i (13) optrader absolutkvadraterne lckl2 for det enkelte
system, medens vi i (12) har ensemblemiddelvardierne af

~ de samme st¢rrelsér til at indgad. Hvis systemet er ergo-
“disk, kan vi tillade oS8 at se bort fra denne forskel. De
diskrete frekvenser wk'vil:jo s& vare meget tatli@gende.
Hvis vi ser pd et ganske lille interval Aw omkring fre-
kvensen w, vil bidraget til (13) fra dette interval kunne

udtrykkes pa formen

2 -iw,T -iwT 2
e lfeTTRT m e T ey

wkE[w,w+Aw] € [w, w+dw]

<|lec |2>
k

wké[w,m+Aw]

~ e—iu)'fz

hvor den sidste omtrentlige lighed er en fglge af "de sto-

re tals lov" fra sandsynlighedsregningen (ref.18).

Konklusionen er altsa, at for et ergodisk system, vil

tidsmiddelverdien med overvejende sandsynlighed (nasten

altid) vere lig med ensemblemiddelvardien. Man plejer at

tilfgje "for enhver observabel funktion", men det vil vi
nu ikke ggre, for man kan godt finde pa funktioner, for
hvilke satningen ikke galder (spgrgsmdlet er sd, om sa-
danne funktioner er observable). De eneste funktioner,
vi skal interessere os for, er energibandsvariablene i
systemets stimulus-response port og deres korrelationer,
specielt autokorrelationen af output strgmmen, og for
denne vil sa&tningen vare opfyldt, som vi netop har vist.
Identiteten af tidsmiddelverdi og ensemblemiddelverdi
benyttes‘i¢vrigt ofte som definition p& ergodicitet,
hvilket er en problematisk affere, da det let fegrer til
den konklusion, at ingen systemer er ergodiske i streng
forstand. (ref.l9).
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Autokorrelationsfunktionen for stpjen fra et ergodisk

system kan altsa udtrykkes pad fglgende made:

@ (1) = F{E)E(E+T) = <£(t)£(t+1)>

- iwkT

I<lc, 1%>e (14)
k

Da frekvenserne w,ZK er meget t&tliggende, ma vi kunne ud-

k
trykke (14) ved et Fourierintegral, idet vi forudsatter,

at<dckI%>er en pan glat funktion af w Vi definerer da.

-
det sékaldte spektrum Qf(w) ved ligrningen

Jo<legt? = 28 (@b o (15)

wkE[w,w+Aq]
Faktoren 1/2 skyldes, at der kommer et lige sd stort bi-
‘drag fra intervallet_[—w—Aw,—w].'Vi,kan»sé udtrykke (14)
pa formen
o (1) = % J b (w)e aw = J 8 (w) coswtdw (16)
. _ 1y .

~ .

hvor vi har udnyttet, at Qf(w) er en lige funktion af fre-
kVensen. Ved Fouriertransformation af (16) f&s den omvend-
te relation, hvor vi udnytter, at @f(w) er en lige funk-

tion af 1t (sml. lign. (12)):

) _\'2 [w‘ : | :
o (w) = o JOQf(T)coszdT : ’ (17)
Relationerne (16) og (17) mellem spektrum og autokorrela-

tion af en tilfeldig funktion (en "tidsrakke", time series,

f(t)) ‘udger tilsammen det sékaldte'Wiener-Khinchin teorem,

som blev vist uafhangigt af amerikaneren N.Wiener (i 1932,
i Cambridge, lange fg¢r "Cybernetics") og .russeren A.I.
Khinchin. Vi har hér skudt en genvej til teoremet ved aﬁ
forﬁdsatte, at st¢jeﬁ kan udtrykkes som i ligning (1), ved
en trigonometrisk fekke; den genereile diskdssion er ret.

kompliceret (ref.20).
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1.4.2. Symmetrisk dampede oscillatorer.

Den almene teori for termisk stgj hviler p& épektralop—
lgsnings-teoremet, som blev vist i afsnit 1.3.1. Ved at
~ fremstille et vilkarligt 1l-port responsesystem som én
samlianaf oscillatorér, udpeger vi den harmoniske oscil-
lator til vort modelsystem nr.l. I den eksakte spektral-
formel sammenlignes systemet‘med en samling udempede os-
cillatorer, hvis egenfrekvenser har en kontinuert fofdé—
ling. I praksis, hvis man vil bruge spektralformlen som
grundlag for approksimativ reticulation og simulation,

md man imidlertid benytte en diskret samling af svagt
dampede oscillatorer. Vi md tenke pd den udampede oscil-
lator som det uopndelige gr@nsetilfalde af "uendelig svag
daempning"; og netop nar det galder stgjfanomener, er vi
ngdt til at medregne dampning, selv om den er aldrig s&
svag, for kun derved bliver oscillatoren ergodisk og far

en chance for at komme i termisk ligevagt.

I princippet kan granseovergangen til uendelig svag damp-
ning foretages pa mange mdder, for, som vi s& i afsnit
1.2.5, skal der to dimensionslgse parametre y og 6§, til

at beskrive arten af d@ampning. Enhver kurve, som forlgber
inden for eller pd randen af det skraverede omrdde i fig.
1.2.5.3 og ender i nulpunktet reprasenterer en mulig gran-
seovergang. Vi vil imidlertid holde os til tilfaldet &=0,
som kaldes symmetrisk dempning, for herved bliver vi nem-
mest i stand til at udnytte den duale symmetri mellem

X=- 0g o-egenskaber i energibdndsformalismen.

P& fig.l vises en omformning af den symmetrisk dampede
oscillator, som ggr dualsymmetrien Abenbar. Fgrst indset-
tes et par transducere i de ydre porte, som sgrger for,
at strgmmen i port 1 far samme dimension som spandingen i

port 2. Derefter trakkes de to transducere gennem samlerne
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"og smelter sammen med hinanden og med de passive og reak-
tive elementer efter de regneregler, .som er fremstillet

i ref.I (kép.S, fig.40, samt opgave 8). Som resultat far .

, V; en fuldstandigAsymmetrisk model, hvor de duale respon-
sefunktioner i dé to porte er identiske, forudsat at orien-

teringerne valges symmetrisk.

() (2)

A

Fig.l. Dimensionsmassig symmetrisering af den symmetrisk‘

dampede oscillator.

I den symmetriserede model pa fig.l har de to level vari-

"able begge dimensionen (energi)%.~

p/VL
q/VC

x-level :

o-level :

Bevagelsesligningerne for den symmetrisk dampede_oscilla-A

tor kan nu udtrykkes pa formen



dTr —_— — — A [ — - - —f—
Tl Al £ LA I (2)
ax _ - - ]
at J, = Yugx * W (3)

I den sadvanlige response sammenhang betyder Vl spmndin4
gen i port 1 og J2 er strgmmen-i port 2.-Nu skal vi imid-
lertid have -stgjen med, sa Vl indeholder}SpandingSst¢jen
fra x-lakken og J2 indeholder strgmstgjen fra o-lzkken.
Hvis de udefra palagte stimuli forsvinder, eksisterer Vl
og J2 stddig som rene stgjbidrag. Begge har dimensionen
(energi)%/tid.

I stedet for de to reelle level variable 7 og x vil vi nu

indfgre en enkelt kompleks o-level a:

a =yx + inm (4)

Energifunktionen er sa

2
lava = X210

Grunden til, at a karakteriseres som en o-level er, at dens real-
del er en o-level. I kvantemekanikken indebarer tidsvendingsopera-
tionen bl.a., at der skal skiftes fortegn pa "i", og da T er en
x-level, som ogsd skifter fortegn ved tidsvending, er a altsa in-
variant ved tidsvending og mé& karakteriseres som o-level. Nu er
denne diskussion ganske vist ikke kvantemekanisk, men den symme-
trisk dempede oscillator er i forblefende grad upavirket af over-
gangen fra klassisk til kvantemekanisk beskrivelse, og giver der-
for et godt paskud til at foregribe kvantemekanikken lidt. Divide-
res a med Vﬁﬁg fads en dimensionslgs stgrrelse, som svarer til den
sdkaldte annihilationsoperator, og den komplekskonjugerede a*/Vﬁwo
svarer til skabelsesoperatoren.

Desuden indfg¢rer vi en kompleks strgmkilde A:

= i (
A J2 + 1Vl (5)

Bevagelsesligningerne (2) og (3) kan sa sammenfattes til

en enkelt kompleks ligning:
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da

3t - —wO(Y+1)a + A ‘ (6»

Pid-.fig.2 vises en kOmpleks\energibéndsmodei, som samti-

digt fremstiller (6) og den.kompleks—kohjugerede ligning

da*
dt

= —mO(Y—i)a* + A% ' (7)

1

Det ses. at stgrrelsen "i" svarer til en gyrator, altsa
en ikke-dissipativ funktion. Dampningen wyY fremstilles

ved lakke, som i det komplekse eb-sprog er antiline&re,

d.v.s. de giver anlednlng til en komplekskonjugerlng af

1nput signalet.

O ’
a’k
d‘_gf \ | [L/af‘a_] N C.L_g'

Fig.2. Den symmetrisk dempede oscillator fremstillet ved
‘en kompleks energibéndsmodel.Reglerﬁe for komplek-
se diagrammér er som for de sadvanlige reelle med
den tilfe¢jelse,' at lakkene er antlllneare, d.v.s.
de komplekskonjugerer input 51gnalet og ganger det

med lzkparameteren, som er reel.
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BeQEgelsesligningen (6) kan simplifié;resu§defiigefé ved
at definere"

“b(t) = e™%are) | (8)

et Aqr), . (9

e

d—

b
I

Vi £&r s& af (6), (8) og (9):
d
© at wyYb + ¥ ‘ " (10)

Hvis oscillatoren var i sin grundtilstand i den fjerne
faféidffa(;m) = b(-«) = 0, er lgsningen til (10) givet
ved - . )

b(t) = e“”oYtJ y(tr) el gt (11)
Dgnne ;¢sn1ng vil igvrigt ogsd@ gelde for b(-«) % 0, for
dg QSClllatoren er ergodisk, vil ethvert spor af begyndel-
sestilstanden i den uendeligt fjerne fortid forlangst ve-
re udvisket kl.t. Lgsningen a(t) til (6) fas nu nemt af
(11) ved at benytte (8) og (9).

-
X a .
1R

Den koﬁéléﬁée strgmkilde A vil i almindelighed sammenfatte
de udefra pdlagte signaler og stgjbidragene fra lakkene.
For en uforstyrret oscillator er A(t) altséd en tilfaldig,
kompleks vanlabel. Den fuldstendige symmetri mellem strgm-
me og spandlnger i modellen m& si& betyde, at realdelen og
1mag1nardelen af A(t) har identiske gaussiske sandsynlig-
hedsfordelinger, d.v.s. sandsynlighedsfordelingen for A
kan kun afheange af den numeriske vardi |A| og md igvrigt
vare en symmetrisk todimensional gaussisk fordeling, sva-
rende tif\ﬁdtrykket 1.4.1.9. Det samme kan siges om forde-
lingen af Y(t) i ligning (9). Det er s& klart, at forde-
lingen af den gjeblikkelige verdi b(t), givet ved (11),
ma have samme cirkul@zre symmetri, og endelig kan vi, via
lignlng (8), slutte, at fordelingen for a(t) kun kan af-




hange af den numeriske vaerdi la(t)|.
En konsekvens af dette symmetfiargument er, at ensemble-
middelvardien af alle potenser af a md forsvinde. Spe-
cielt galder

<a“> =0 ' (12)
Indsettes heri definitionerne (4) og (1) fés:

<X2>_—.<n2> + 2i<yxm> =0 , d.v.s.

2 2
<G> = B> = 0 (13)
<pg> = 0 ' ' (14)

Stgrrelsen 6 i iigning (13) kan tankes at afhange af os-

cillatorparametrene y og w,., samt af temperaturen T.

0

/
[}

Vi skal imidlertid se, at 6 i hvert tilfelde ikke kan
afh®enge af dampnlngsparameteren Y, Og at den i den klas—
_siske granse heller ikke kan afhange af egenfrekveénsen

w men kun af temperaturen.

O'
Oscillatorens middelénergi i termisk ligevagﬁ er jo

1 .,

—=a* = - =

<za*a> < 337 + 5C > 6 (;S)

Denne termodynamiske ligevagtsegenskab ma vafeAuafhangig
af styrken - af dempningen. Hvis ikke{ d.v.s. hvis 6 afhang

af vy, kunne vi lave fg¢lgende eksperiment:

Vi tager en 0501llator med regulerbar dampningsparameter
og anbringer den i kontakt med et varmebad med temperatu-
ren Tl' Lad os nu antage, at der er et par verdier Yl og

YI af dempningsparameteren siledes at
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8(y},T)) < B(Y],T)) (16)

Vi indstillér sa yApé vardien Y{ og'venter til ligevag-
ten har indstillet sig. S& tager vi oscillatoren ud af
varmebadet og lader den beholde sin erhvervede energi,
som 1 middel har vardien'e(y;,Tl). Lad os endvidere ten-
Ké os, at vi har et andet varmebad med en- temperatur Tzr
som er lidt hgjere end Tl; Af kontinuitetsgrunde m& vi
forvente, at der ved denne temperatur findes et par var-

dier af vy, Yé og Y; sdledes at
] ( "

- T, er tilstrazkkelig lille

og siledes, at hvis T,

G(Y;,Tl) > G(Yé,Tz) (18)

Vi skal s& blot bringe oscillatoren i kontakt med varme-
badet T, o9 samtidigt indstille y p& vardien Yé' sd vil
der i middel efter en vis tid vare overfe¢rt energien

8(vy,T)) = 8y} Ty > 0 | (19)

£il det andet varmebad. Vi md8 regne med at regulerings-

og flytningsprocesserne kan udfgres sdledes, at de kraver
"yendelig lidt energi"; sa hvis vi efter opndelsen af den
nye ligevagt vender tilbage til udgangspositionen, har vi
gennemfgrt en kredsproces, hvorved der (i middel) er over-
fort varme fra et koldere til et varmere sted, uden at

der er afsat andre spor i universet. Noget sadant er i
modstrid med termodynamikkens anden hovedsatning, ©g vi
ma derfor konkludere, at stg¢jenergien 6 ikke kan afhange

af dempningsparameteren.

Vi skal dernast indse, at 6 heller ikke kan afhange af

w4 . Argumentet gelder imidlertid kun i den klassiske gran-

se. Det bygger pd& en opsplitning af oscillatoren i dens
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bestanddele, f.eks. en kondensator og'en spole. En kvan-
‘temekanisk oscillator udggr en enhed, som er underlagt

Heisenbergs usikkerhedsrelation - : !

el h . 4 ' :

] P -— = —

ApeAq 2 3 SR =) A (20)

hvor Ap'og Aq er spredningerne_(standardafvigelserﬂe) af

P 09 g. Udtrykt ved m og x i ligning (1) f&s usikkerheds-

relationen p& formen
AmeAy 2 LR (él)

CEA T2 0
I termisk ligevagt er bdde Am og A givet ved spredningen
VO ifglge (13), d.v.s. (21) medfgrer, at '

h (90 ‘ o . (22).

D
v
N =

Ser vi nu pd en masse oscillatorer med vidt forskellige
frekvenser i kontakt med samme varmebad, s er det klart,
at de ikke alle kan have samme vaerdi af st¢3energlen 6,
for nar frekvensen‘bllver meget stor, ma 6 jovogsavbllve

det ifglge (22). Kun i lavfrekvensgranseh, hvor

1 Wy

20

<< 1 ) ‘ _ (23)

blivervde specielt kvantemekaniske trak betydningslgse,

og vi kan regne med, at 6 er frekvensuafhangig.

‘For at iﬂdse,.at det virkelig forholder sig sadan, ser

vi pa en mengde lavfrekvente oscillatorer i samme varme-
bad. T. Vi kan t@nke pd elektriske svingningskredse, med
kapaciteter C selvinduktioner L dg egeﬁfrekvenser w, =
l/VE_C— Ladnlngerne pa kondensatorerne vil sa have spred-

nlngskvadraterne

< q., > = c.ei,= CiG(T,mi) , (24)
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Pa et vist tidspunkt begynder vi at klippe kondensato-

rerne fri ffa spgierne>g§ modgiandéhgﬂog ££§é dem ud af
varmebadet. Herved fastfryses qi pa den vardi, den havde,
da friggrelsen skete, men vi antager, at den energetiske
virkning, som dette medfgrer ifglge usikkerhedsrelatio-
nen, kan negligeres. Hvis vi nu parallelforbinder alle

kondensato¥Yeéerne tii en stor kondensator med kapaciteten-

n
Cy = Z C

‘og ladningen

s8 vil middelenergien p& den store kondensator vare

n 2 n 2 n
<qg> <(_Z_lqi) > .quf .Zlciei
= 1= = 1= = = (25)
2CO n n n
2) C, 2) C, - 2) C,
1 1 1
i=1 i=1 i=1

Vi har her benyttet, at de enkelte g,er er statistisk uaf-

hangige, d.v.s.
<qjqk> =0 for j # k (26)

Nu kan den store kondensator jo sammenszttes af mindre

kondensatorer p& sd mange forskellige mdder med samme re-

sulterende kapacitet C,. Energien (25) ma vare uafhangig
af smdkapaciteternes stgrrelsesfordeling. Hvis den ikke
var det, kunne vi vinde energi ved at samle kondensatoren
pd én madde og splitte den op igen pa en anden mdde og
sdledes realisere en evighedsmaskine af anden art. Ud-
trykket (25) kan imidlertid kun vere uafhangigt af sma-

kapaciteternes fordeling, hvis
ei = §(T) for alle i (27)

d.v.s. hvis Gi er uafhengig af egenfrekvenéen w, af den
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oscillator som kapaciteten C, er skilt ud fra. Den sam-

mensatte kondensator vil s& have middelenergien %6 lige

som alle de smd kondensatorer.

Vi har herved vist et specialtilfelde af den sakaldte li-

gefordelingslov eller :kvipartitionsprincippet fra den
klassiske statistiske mekanik. Den klassiske stg¢jenergi
© er en universel funktion af temperaturen. Vi vil alle-

rede nu forudskikke et resultat, som senere vil blive

udledt; nemlig at

6 = kT o -(28)
hvor k = 1.38-10 ?33/K er Boltzmanns konstant.

Det afggrende punkt i denne udledelse af ligefordelingslovén er
antagelsen om statistisk uafhengighed, ligning (26). Denne anta-
gelse svarer til, at kondensatorerne sammensattes tilfaldigt, uden
hensyn til ladningsfortegnet, som antydet pd fig.3a. Der melder sig
nu let fplgende spgrgsmal: Hvad nu hvis vi tager hensyn til lad-
ningsfortegnene under sammensztningen, som vist pa fig.3b, sdledes
at de positive plader forbindes med hinanden og de negative plader
forbindes med hinanden? Den resulterende ladning -pa den store kon-
densator ville i sa fald blive

n n

(ikke ) q, , men) ) lq,l.

i=1 * i=1 " I , .
og de enkelte led i summen ville ikke langere vare ukorrelerede som
i (26), da de har falles fortegn. :

+ - - i+

. - + + -

+ + + +

L — — - =
.- ———a —ae - SIS S

Fig.3. Parallelforbindelse af kondensatorer. a. tilfeldig forbin-
-delse. b. systematisk, fortegnsbestemt forbindelse.

R sl

ST, s

R

Pt P Tt

iy 53
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Hvis vi g&r ud.fra, at (27) er rigtig, har ladningen g, en gaussisk-
fordeling med middelvardien O og sprednlngskvadratet Cle Forvent-
ningsverdien af den numeriske ladning lq | er s&

17

2
<lg,l> = | lagl e a3/2¢;8 4

ZNC.

/=2 ql/ZCl SR S - -
mc, da; 7 &8 (29)

Hvis vi nu for nemheds skyld lader alle smakondensatorerne have sam-
me kapacitet C og sammensztter n af dem til en stor kondensator pa
den systematiske made, sa.vil denne fa middelenergien

<( Zlq 12 2<q > + 22<|q I><lq. >
i=1 _ i=1 i%j ]
2nC - 2nC

nco + %—Ce-n-(n—l) 5

. 2 (n-
= S = 1l + Ze(n-1)) (30)

Bltsd betydelig mere, end hvis vi blot fra starten havde haft den
store kondensator i ligevagt med varmebadet. Vi kan derfor f& den
sammensatte kondensator til at afgive en del af sin energi til et
varmereservoir med hgjere temperatur end den, de sma kondensatorer
kommer fra, og dermed har vi endnu en gang lagt op til konstruktion
af en evighedsmaskine af anden art!

Lgsningen pa dette paradox ligger i, at den systematiske sammensat-
ning af kondensatorer kun kan foretages, hvis man har information
om ladningsfortegnet. Den informationsmzngde, som afger et fifty-
fifty spgrgsmal kaldes en bit (af binary digit), sd for at kende
ladningsfortegnene pa de n sma kondensatorer skal vi-have en infor-
mation p& n bits. Evighedsmaskine-axiomet (og dermed termodynamik-
ken) kan altsd kun reddes, hvis det koster energi at indsamle in-
formation. Af udtrykket (30) ser vi (for n>>1), at vi kan vinde ener-
gien 6/m pr. bit af information. Konklusionen ma altsa vare, at det
koster mindst energien 9/T at indhente én bit af information. En
ngjere analyse af andre tankeeksperimenter, foretaget af L.Szilard
og L.Brillouin (se f.eks. ref.III). viser, at energiomkostningen
pr. bit md vare mindst 6+¢In2, hvilket er mere end 0/m. Energiom-
kostningen skyldes, at informationsoverfgrsel sker ved et signal,
som ledsages af en fysisk energioverfgrsel. En parafysisk informa-
tionsoverfgrsel, som ikke kraver fysisk energi er &benbart det,

der skal til, hvis man vil lave en evighedsmaskine.
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1.4.3. Stgjens spéktrum.

De statistiske egeﬁskaber af stpjen fra et lineart respon-

se system i termisk ligevagt udledes lettest pa grundlag

af et analogi-princip. To systemer betragtes som analoge,
hvis deres responsefunktioner er‘idéntiske, og princippet

siger da i alxsin'énkelhed, at to analoge systemer med sam-

me temperatur har identiske stgjspektre.

vi skal ikke her‘gé ind i en systematisk diskussion af,
hvordan en ev1ghedsmask1ne af anden art kunne konstrueres,
hv1s ikke analog1pr1nc1ppet holdt. I stedet v1l vi se pa
en lille opstllllng, som demonstrerer forblndelsen til et
andet vigtigt pr1nc1p i fysikken. P& fig.l betragter vi

et system med spandlng51nput (A) og admittansen QA’ som

er forbundet til system B, der har strgminput og impedan-
sen Z . Begge systemer er i termisk ligevagt med tempera-

' turen T og stdr nu og sender stgj til hinanden.

0>
3
Y e

A | B

T _ T

g. . Forbindelse af to systemer i ligevagt ved samme
temperatur. ' '

For en bestemt frekvens w vil signalamplituderne for strgm

og spanding, %w Og gw' kunne udtrykkes pa formen

N
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— - e, =—ZB(w)4fw +~dew — — — -~ —
.. X X (1)
fm = - YA(w)~ew + wa

Selv om éw og %w har karakter af termisk stg¢j, regner vi
altsad med, at de kan betragtes som regulare stimuli for
hver sit_system, og at outputtet. fra hvert system kan be-
skrivesvpé den. sedvanlige madde som en sum af et stgjbi-
drag og et response. Leddene Géw og wa reprasenterer sa-
ledes stgjbidragene, som ville adderes til responset,
hvis de to systemer blev undersggt hver for sig. Denne
antagelse'fremhaves ofte som hoget helt grundlaggende i
stpjteorien (ref.2l), men er egentlig ret banal ud fra
et energibands-synspunkt. Et reticuleret line®rt system
reagerer pa& den stimulus, det udsattes for, men kan ikke
skelne, om stimulus kommer fra en termisk stgjkilde eller

en anden kilde.

Ved lgsning af ligningssystemet (1) finder vi:

de + ZB(w)wa

~ w
e =
w 2 a
1 + YA(w)ZB(w)
~ ~ N (2)
: -YA(m)éew + dfw
W

1+ YA(w)ZB(w)
Vi kan s& udregne energitransporten fra A til B ved fre-
kvensen w (sml. 1.2.1.25):

£
1
o=

A*’\ =
Re(ewfw)

1
211+Y, 2 |

2 2

A*A —'\ ~ A*A-A*I\*/\
3 Re(ZBléfwl YAIGewI + 6ew6fw ZBﬁfméem)

Ensemblemiddelvaerdien af denne stgrrelse bliver, da stgj-
bidragene Géw og 6%w er statistisk uafhengige:

o A 20 ~ 2
ZBl(w)<l6fmi > YAl(w)<!6ewl >

<w > = — - 3 (3)
211 + ¥ (w) 2 (w) |
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~

hvor ZBl og §Al er realdelene af de to responsefunktioner.

Da de to systemer har samme temperatur, ved vi fra termo-
dynamikken, at dén samlede energitransport fra A til B
md vare nul. Vi vil imidlertid skarpe denne betingelse

og benytte det sakaldte princip'om detaljeret balance

ved at krave, at middelenergitransporten ved hver eneste

frekvens skal vare nul. Hvis det ikke forholdt sig s&dan,
d.v.s. hvis der var en nettotransport af energi ved en

‘ eller anden frek%ens, s& kunne vi sikkertlvéd at ind-

| sette et passende éfstemt filter pa eﬁergibéndet.f§ over¥,’
fgrt noget af denne energi tii et arbejdsreservoir og '

dermed realisere en evighedsmaskine.

Vi sluttér altsa, ét udtrykket (3) ma forsvinde for eh—
-fhver frekvens, d.v.s. - '

| 2. . g , . |
V N , _ <!6%w| > . Y, () : "

<|6§w|2> (w)

[\

Bl
Nu. er absolutkvadratet p& stgjamplituden for‘en bestemt -
frekvens et lidt fiktivt begreb. Hvis stgjen overhovedet
kan oplgses pa diskrete frekvenser, vil disse vare si tat-
liggende, at "det hele flyder sammen" for en makroskopisk
betragtning. N&r systemerne A og B er ergodiske, vil de -
dissipative respohsgfunktioner QAl og EBl var¢ kontinuer-
te (nasten overalt) p& frekvensaksen, d.v.s. hvis vi ud-
vaelger et tilpas lilie‘interval Aw omkring w, vil bregker-
ne i (4) kunne betragtes som konstante i dette interval.
Selv om der kan forekomme mange.diskrete stgjfrekvenser i

. Aw=intervallet, kan middelvardien af absolutkvadratet for
en enkelt af s£¢jamplituderne reprasentere de tilsvarende
bidrag fra alle de gvrige frekvenser i intervallet, og
‘hvis vi summerer bade taller og navner i bréken p& venstre-
siden af (4) over frekvenserne i infervallet, far bregken
samme vardi, som den havde fgr. Ved hjelp af definitionen
.1.4.1.15 kan vi.derfor omforme vepstresiden af (4) til et

forhold mellem stgjspektre:
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D RIFX N S .
Aw-interval - <I)fA (w) _ YAl (w) ; o N
A 2 A ~
Z<|aew| > g (W) Z5q (W)

Aw-interval

‘Konsekvensen af dette m& vare, at stgjspektret for et vil-
karllgt ergodlsk system mé vare glvet ved den d1551pat1ve
realdel af responsefunktlonen ganget med en unlversel '
 funktion af frekvens og temperaturen. Altséd for et system

med spandingsinput:

o (w) = ¥l(w)'U(w,T) | (18)

og for et system med strgminput:

¢ (w) = 2, (0)*U(w,T) a (19)
hvor funktionen U(w,T) er den samme for alle systemer. Vi
har siledes nu demonstreret, hvorledes analogiprincippet
fglger af et andet princip, nemlig princippet om den de-

taljerede balance.

P& grundlag af analogi-princippet er det nu en let sag

at bestemme det eksakte udtryk for stpjspektret. I afsnit
1.3.1. inds& vi, at en black box med given responsefunk-
tion kan simuleres med vilkarlig stor ngjagtighed ved
spektraloplgsning pad harmoniske oscillatorer. Hvis sy-

stemet har spandingsinput, skriver vi (sml1.1.3.1.8 og 9)
A had N
Y(z) = J S(w') Y°5°(z)dw"
0 W

St =2 L) ¥ ") (20)

gose _ i 1 1
(z) = 2L (w') { z—o' T ZFa’ }

Vi har her generaliseret opskriften en smule, idet vi til-

lader oscillatorer med forskellige vardier af egenfrekven-

sen o' at have forskellige vardier af x-lager kapaciteten
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(selvinduktionen eller inertansen) L(w').

I praksis m& man som nevnt erstatte den kontinuerte forde-
ling af udempede oscillatorer med‘en diskret fordeling af
svagt daempede oscillatorer. Dette er ogsd en begrebsmaes-
sig fordel, for kun i kraft af dampningen kan oscillato-

rerne komme i termisk ligevagt med varmebadet.

Der er ikke noget'i-Vejen for, at lade oscillatorerne

vare symmetrisk dampedé, sa ?i kan bruge teorien fra det
foregdende afsnit. Den enkelte oscillator med egenfrekven-
sen w vil si udsende en 9Spektrallinjé" af strgmstgj, som
er skarpt lokaliseret omkring egenfrekvensen, og hvis ab-
solutkvadrat i middel er givet ved (sml. 1.4.2.13)v

2 2. _ 1l (p\2_ _ 1 ..
<I£ 17> = 2<<L> > = 2L (o) 0 (w,T) | (21)
hvor 6(w,T) er oscillatorens termiske energi. Faktoren %
skyldes, at den reelle strgmstegj % ogsd indeholder et bi-
drag fra spektrallinjen -w: ' '
& _-iwt fpn it

= f e + f*e
Tw Tw

o

1

Stpjspektret af(w)'fés nu ved at summere bidragene fra

Spektrallinjerne inden for et Aw-interval (sml. 1.4.1.15)

IZ<|%wI?> = % af(w)Aw =‘2%%%%% S(w)Aw (22)

' Aw-interval

Ved at benytte udtrykket for S(w).i (20) finder vi si en-

delig frem til fluktuations-dissipations (F.D.) teoremet:

<I>f(w) =

EREN)

Y ()0 (w,T) | o (23)

og med den duale formulering for et system med strgminput:
. ;) .

3

_(w) = 21(w>9‘(w,'r) | | (24)
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I Callen's og Welton's oprindelige udledning af F.D.teore-
met fra 1950 (ref.22) benyttedes kvantemekanisk perturba-
tionsregning, og udtrykket 6(w,T) blev givet ved det kvan-
temekaniske udtryk for oscillatorens termiske energi:

_ T 1, 7 -
-8 (ws;T) = T/ kT -+ E‘ﬁw = : - (25)

- e -1
Vi skal senere vende tilbage til dette udtryk og specielt
diskutere de problemer, som opstdr ved at medtage leddet
%‘hw, som er oscillatorens nulpunktseﬁergi.
I den klassiske grznse, hvor kT>>hw (sml. 1.4.2.22 og 28)

udarter (25) til det frekvensuafhe#ngige udtryk
6 =kT (26)

Vi har allerede i foregdende afsnit indset, at oscillator-
energieh m& vaere frekvensuafhe&ngig i den klassiske granse.
Det endelige bevis for (26), som kan formuleres uden kvan-

temekanik, uds@ttes 1idt endnu.
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1.4.4. Tidslig beskrivelse af klassisk st¢j.

Vi vil nu indtil videre forudsatte, at systemet kan be-

skrives klassisk, d.v.s. at betingelsen

KT >> hw - - ' (1)
er opfyldt for alle reieVante frekvenser. Vi ved da, at
oscillatorenergien 6 i F.D.teoremet 1.4:3.23 og 24 er
frekvensuafhengig, d.v.s. stpjspektret udviser en simpel
proportionalitet med den dissipative realdel af response-
. funktionen. Specielt finder vi for en x-la&k R (21=R):

5w =2 2

e m ' '

D.v.s. spandingsstgjen fra en ohmsk modstand er hvid, idet
den er javnt fordelt over alle frekvenser. Dette special-
tilfelde af F.D.teoremet blev publiqeret_af Nygvist alle-
rede i 1928. Sadvanligvis formuleres Nvaist's teorem ved
hjelp af ‘den rigtige frekvens v, som hanger sammen med
den cykliske frekvens w ved relationen o

w=2mv A - o (3)
Spektret udtrykt ved v-variablen er sa giVet ved

Pe(v)dv = ¢_(w)dw (4)
Vi f8r da af (2) med 6 = kT: o \

P_(V) = 4RKT | (5)

‘'som er den mest gxngse formulering af Nygvist's teorem.

For en vilkarlig frekvensafhe@ngighed af den dissipative



I
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 responsefunktion kan vi i den klassiske granse udtrykke

den tidslige autokorrelation af stgjen pd en yderst sim-
pel mdde. Af Wiener-Khinchin teoremet 1.4.1.16 og F.D.
teoremet 1.4.3.23 fas:

o _ 2—6— '-G)A
Qf(T},— - JOYl(w)co§?? dw

En sammeligning'med cosinusformlen 1.2.3.27 viser s&, at

" autokorrelationen af strgmstgjen for et system med span-

" dingsinput er lig med oscillatorenergien 6 ganget med den

tidsafhangige lethedsfunktion:

¢ (1) = 8-F(ltl) (6)
og tilsvarende, for et system med strgminput:

o (1) = 8:G(ITI) (7

Disse to formler er nok de mest anvendelige udtryk for
F.D.teoremet i den klassiske granse. Som et specialtilfal-
de af (7) finder vi for en ohmsk komstand R:

Qe(T) = B8+2RS(T) (8)

Vi ser alts&, at hvid spandingsstej har den specielle
egenskab, at vardierne af den til to forskellige tids-
punkter er statistisk vafh@ngige, og at det gjeblikkelige
fluktuationskvadrat @e(O) = <6e2> er uendeligt. Strengt
taget kan man altsa ikke tilskrive stpjen fra et passivt
system en vardi til et bestemt tidspunkt; Jjo mere Vvi preg-
ver at lokalisere stg¢jen i tid, jo stgrre verdier finder
vi. Hvis vi derimod har en vis begranset oplgsningsevne
At p& tidsskalaen, kan vi erstatte deltafunktionen i (8)
med den "grovkornede" deltafunktion (se fig.l)

~l§ IAt-1] for Iti< AL
At

G(T)At

0 ellers



tionskvadrat, finder vi

2. _ . 2R o ‘
<p“> = | X _ (14)
i ﬁ.y.s. middelvardien af partiklens kinetiske energi i

, termisk ligevagt bliver
-l ‘ . S
5 o : : | . (15)

Vi ser altsa, at alle Brownske partikler, uanset masse

- og gnldnlngsmodstand har samme kinetiske energi (i mlddel)
ved samme temperatur, hvilket er llgefordellngsloven fra
den klassiske statlstlske mekanik. Nu har vi kun regnet
p& en enkelt af 1mpulsens tre komposanter, den samlede ..

kinetiske energi bllver

= = N6 | - (1,6‘)

N,©

Ifplge den klassiske termodynamik er energién af en ideel

gas af N pﬁnktpgrtikler givet ved
. (17)

hvor R ef gaskonstanten og NA er Avogadros. tal. Vi fiﬁder--
.dé ved sammenligning af (16) og (17) en bekrazftelse af

den .tidligere fremsatte p&stand

o = %}—T. kT | (18)
A
- idet Boltzmanns konstant k er defineret ved forholdet

R/N, - )
!

ngnlng (1L0), som er en spec1el ver51on af den. sakaldte
Langev1n—11ng1ng, viser, at korrelationen af hastlgheder—

ne v(t) og v(t+At) er givet ved

<v(t+A£)V(t)>‘




Hv;grtiq§afsgandqg er n skridt, fas:

£\" : : ’
——l;) (19)

<v{t+nAt)v(t)> = %

N
[
|
>

Vi vil nu lade skridtlengden g& mod nul og samtidig n mod
uendelig, siledes at : 7 '

neAt =:7

For et fast 1 finder vi i gransen

7 n
9 1im (1 - L)
m

n-+o

<v{t+T)Vv(t)>

5 e/ (20)

Vi har derved genopdaget det tidsafh®ngige F.D.teorem (6),
idet venstresiden i (20) er autokorrelationen af strgmstg-
jen, og hgjresiden er 6 gange lethedsfunktionen for Brown
elementet. Det bekraftes herved, at Nygvist's teorem pa
formen (9) anvendt pé& lakkene i-en fuldt reticuleret mo-
del medfgrer de mere generelt udseende F.D.teoremer. In-
den for eb-spillets vide rammer kan hele den klassiske
statistiske mekanik plus dens endnu ret ukendte udvidel-
ser til ikke-ligevagtsfenomener genereres med et simpelt
axiom, som allerede i ref.I blev fremsat som et tillag

til lakaxiomet:

En streomlek er en spendingskilde for Nyquvist-stegj og en
spendingslek er en strgmkilde for Nyquist-steg.

Den statistiske fordeling af Nygvist stg¢jen hvis fluktu-

ationskvadrat er givet ved (9), md ngdvendigvis vare gaus-
sisk. Dette ha&nger sammen med skalainvariansen.af lakele-
menterne og den hertil svarende uendelige delelighed af
tidsintervallet At i den klassiske beskrivelse. Vi kan
opdele At i N lige store intervaller, hvor N er et vil-
kdrligt stort tal:
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At = At, + A, +° - -t Aty (21)

Den af lakst¢jen frembragte ®ndring af den cykllske out-
put-level p (= fdedt) er sd

Sp = Gpl + 6p2 + - - -+ GpN | (22)'
hvor '
sp = Setear | T (23)
—At; .
_6pi = §e l°Ati for 1 < i <N (24)

Pa grund af tidshomégeniteten md alle bidragene Gpi have
samme sandsynlighedsfordeling.og pa grund af skalainvari-
ansen md fordelingen for §p afh®nge af At pd samme made .
som fordelingen for 6pi afhanger af Ati = At/N. if¢lge :
den s&kaldte "centrale gransesatning" fra sandsynligheds-
regningen (ref.18 og 19) vil fordelingen af sumvariablen
Sp i (22) vere gaussisk i grensen N - «, uanset fordelin-
gen for épi, nar blot-<6pi>‘er endelig. Da N kan ggres -
vilkarligt stor, mad Sp vare gaussisk fordelt, og fordelin-

gen af Gpierne méd ogsé vare gaussisk, uanset verdien af 'N.

En sarlig egenskab ved den gaussiske fordelingner, at
spredningskvadratet for en sum af statistisk uafhangige

varlable er summen af de enkelte varlables sprednlngskva—

drater. D.v.s.
<6p’> = Ne<spi> | (25)

Det fglger hefaf,'at <6p2> md vare proportional med lang-
den af tidsintervallet At

<6p2> « At | (26)
og dermed, ifglge (23)

Aty 2 1

<(e”" ") > « AL (27)




Vi sér altéé, a£ i}gg;g}gaﬁgighedeh af 1&k§£8§éﬁs fluktua-
tionskvadrat (eller spektrets hvidhed), sével som den
gaussiske fordeling kan begrundes i helt almene betragt-
ninger over tidshomogenitet og skalainvarians, som karak-

teriserer den klassiske fysik. Skalainvariansen skyldes

R .

jo, at der ikke alene ud fra en lakparametérfog en tempe-
rffatur (eller en energi 6) kan defineres en karakteristisk
tid. I det gjeblik kvantemekanikken dukker frem pa arena-
en, medbringende det universelle virkningskvantum,
Planck's konstant h, vil der vare en karakteristisk tid

T, = (28)

b
0 kT
Vi md& derfor regne med, at de klassiske skalainvariansbe-

tragtninger kun galder for At>>t Tilsvarende g&lder, at

0"
spektret af Nyqvist-stgjen kun er hvidt for w<<kT/h, i
det frekvensomrdde, hvor oscillatorenergien 6 (w,T) i lig-

ning 1.4.3.25 er uafhangig af frekvensen.

Den klassiske diskussion, som her er fgrt pad grundlag af
Langevin-ligningen (10) for Brown-elementet kan let gene-
raliseres til et lineart, ergodisk system med flere level
-variable (b8de x- og o-) og flere lakke. x-samleren 1i
fig.2 skal s& i almindelighed erstattes med et skeletdia-
gram med samlere, transducere og gyratorer, hvis input-
output forhold beskrives ved en linear matrix-ligning.
Lineariteten af den til (10) svarende vektor-matrix lig-
ning sikrer, at ligefordelingsloven og den gaussiske for-
deling af level variablene og de tids-udglattede rate va-

riable vil galde, som for Brown-elementet.

Nar systemet ikke udsattes for stimuli, vil det efter en
vis tid komme i termisk ligevagt. En vilkarlig level-vari-
abel Li’ hgrende til et lager med kapaciteten Ki vil sa

have den stationare gaussiske fordeling
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—GLf/(ZKie) (29)

D(Li) = ‘ZﬂKie)- e
hvor 6Li = Li - Lg er afvigeisen fra ligevagtsvérdien.
Nar reticulationen er fgrt til bunds, séledes at der  kun
forekommer simple lagre (ingen multiport lagre) kan syste-
mets energifunktion skrives som en sum af kvadratiske led

uden krydsprodukter:

sL2
1

2K

+ E({Lg}) | " (30)

I~

E({Li}) =
_ 1

-

i
De forskellige level variable er sa i ligevagt statistisk
uafhangige (forudsat, at de er dynamisk uafhangige), og
den kombinerede sandsynlighedstathed for.samtlige levels
er produktet af de individuelle fordelinger'(29). Vi fin-
der da Gibbs' kanoniske fordelingslov |
-e({ril)/6 .

i p({Li}) = konst x e (31)

I den statistiske £ermodynamik (ref III) vises (31) at ve-
re det almene udtryk for ligevagtsf?rdelingen i den'klas-
siske graense (8=kT), ogsd for ikke-lineare systemer. Den
gaussiske fordelingslov galder kun‘strengt i den lineare

grense, d.v.s. ndr energifunktionen er kvadratisk i Lier—

ne. For makroskopiske-systemer{vil de termiske fluktuatio- - .

ner dog i reglen vare s& smd, at en kvadratisk rakkeudvik-
. ling af energifunktionen ud fra minimumsvardien E({Lg})
(ligevagtsvaerdien) vil vare gyldig. Vi kan altséa regne

med, at den relative spredning af Li i ligevagt er givet

ved
<6Li> Kie
: = - (32)
10 A
1 - 1

1

Da level variablene Li kan betragtes som ekstensive (ref.

I, axiole) vil en stgrrelsestransformation med en faktor
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;} bg?ydetﬁatri;le Lierne og alle Kierne scales op med den
samme faktor A. Vi ser da af (32), at den relative spred-
ning vil g& som A_%, d.v.s. i den termodynamiske granse
A o o blivér den relative usikkerhed forsvindende lille,
og den gaussiske fordeling bliver eksakt. Argumentet hol-
der dog ikke i nerheden af faseovergange, hvor enkelte af

';Kierne gar mod uendeligy, ogfhvor—fluktuationerne af de

_tilsvarende levels m& beskrives ved andre scaling-love. -
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. 1.4.5. Breddefunktion og selvdiffusion.

De tidsafh®ngige korrelationslove 1.4.4.6 og 7 for output
rate-variablen for et ergodisk system i ligevagt kan let
omformes til udsagn om fluktuationerne af den cykliske

output-level i stimulus-response porten.

Pa fig.l betragteé et system med épandingsihput og let- .
hedsfunktionen F. Input spandingen er sat til O;fséledes
at systemet er i ligevagt og output. strgmmen f er et rent
stpjbidrag | ' |

F

6

Fig.l. System med lethedsfunktionen F i termisk ligevegti
f19.L. .
med stgjenergien 6 = kT.

\

Vi definerer den sdkaldte breddefunktion T (t) som spred-

ningskvadratet pad afvigelsen af den cykliske-level q til

tiden t fra dens verdi kl.0:
T(t) = <(q(t)-g(0)) 3> (1)

~Breddefunktionen kan sé,udtr&kkes ved autokorrelationen

af str¢mst¢jeni
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I (£) = <(q(t)=q(0)) - (g (t)-q(0))>

. . . N
= <{I f(t')dt'}{J £(t")dac"}>
- 0 ' 0

- t [' t
= J dt'J dt"<f(t")E£(Lt")>
0

0
[ [ o o )

Vi indfgrer nu et par nye integrationsvariable:

T=t' -t ,
} (3)

T =t' + t"

P4 fig 2 vises integrationsomradet i (2) set i forhold

til det nye og det gamle koordinatseaet

Fig.2. Integrationsomrdde (skraveret) og variable i (2).

Ved betragtning af fig.2. ser vi, at langdeenheden pd T og
T akserne er en faktor 1/VZ mindre end la@ngdeenheden pad t'
og t" akserne. D.v.s. arealelementet i de nye koordinater

dtdT skal divideres med en faktor 2 for at svare til areal-
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elementet dt'dt" i de gamle koordinater. Vi kan aerfor om-

skrive (2) péd fglgende made

t "t ’ )
r(t) = J dt'J dat" ¢f(t'—t")
0 0 7

t T 2t-T -
{ dTJ . (t)dtr + l{ J d_(t)dr

£
-T _ ZJ -2t ©

|
Nof

Vi indsatter nu udtrykket 1.4.4.6 for ®f(r):

: 2t 2t-T :
-T'(t) =%Jr J[ F(lTl)dT %Jr J F(lTl)dT
T-2t
Il (T ‘ 2]t [2|t|—T
= ej dTJ F(t)dr + eJ dTJ F(t)dr
0 0o -7 el 0
flt "[zltl _ : '
= J Y(T)dT + eJ Y(2ltl - T)4arT (4)
0 itl
" Ved at udfgre substitutionen T' = 2jt|-T i det sidste in—

tegral i (4), ser vi, at de to ‘integraler har samme vardi,

og resultatet bliver ) N

T(t) = 20-3(1tl). | (5)

Vi ser altsa, at der for alle ergodiske, linezre systemer
med spandingsinput'iAden klassiske gr@nse vil vare en sim-
pel proportionalitet mellem’bfeddefunktidnen I'(t) og fpje-
ligheds- elier krYbefunktionen J(t); Hvis krybefuhktionen
er degentlig,\vil den have en diskontinuitet eller i det
mindste en lodret tangent XJ'(O) = «) for t=0, og der kan
sd forekomme afvigelser for smi tidér, som afspejler‘en
kausal konflikt, mEn‘udtrykket (5) vil stadig vere asymp-
totisk gyldigt. :

‘I mange anvendelser af F.D.teoremet pa formen (5) vil le-
vel variablen q vare &n af de tre positionskoordinater for

en "pr¢vépartikel"_opslemmet i en vaske. Hvis vasken er



isotrop, vil den samlede breddefunktion vare

T, (t) = <(2(£)-2(0))%> = 3T(t) = 66J(Itl) (6)

En hyppigt anvendt approxiﬁation for kugleformede partik-
ler''i en vaeske bygger pa Stokes' lov, som tilskriver par=-

ﬁiklen bevageligheden B8, givé£ §ed‘

B = | (7)

"hvor n er shear viscositeten for vasken og a er kuglens
radius. D.v.s. systemet beskrives som en o-l®k, og bredde-

funktionen er (for t>0) givet ved
I'(t) = 208t (8)

Sandsynlighedsfordelingen for partiklens position, betin-
get af, at den ligger i nulpunktet k1.0 er sid den tredimen-
sionale gaussiske fordeling med et spredningskvadrat, der
vokser lineart med tiden:

2 2 2
(2ﬂ¢‘(t))—3/2 e—-(x +y +z7) /2T (t)

0 (T, t)

2 2 2
(amopt) /2 o~ (XT+yT+2")/(4080) )

Udtrykket (9) er en lgsning til diffusionsligningen

dp  _ ) ’
st = D Vop (10)

R S T N
hvor V—= = + + 5 er Laplace operatoren, og

8x2 8y2 9z

D er diffusionskonstanten, givet ved

D = 06°+8 (11)

Ligning (8) kan alts& udtrykkes pa formen
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r(t) £ 2Dt “ (12)

Diffusionsligningen, som beskriver udbredelsen af en sky
af kolloide partiklerii en veske, og udtrykket (12), som
reprazsenterer den specielle gaussiske lgsning, som er en

~ deltafunktion for t=0, var kendt lange fgr F.D.teoremet.
Sammenhangen (11) mellem diffusionskonstanten og bevage-
ligheden af den enkelte partikel blev fgrst formuleret af
Einstein i 1905 og er det historisk fgrste udtryk for F.D.
tebremet;’Relationen blev eftervist eksperimentelt af
Perrin. I &rene efter Einsteins diskussion blev en del an-
dre specielle situationerlunders¢gt (ref.23). Den mest be-
nyttede metode var opstilling af\Langevin ligninger, d.v.s.
beVagelsesligninger,Ahvor stgpjen introduceres i form af

" en “tilfaldig kraft". Med den semiotiske definition af re-
sponsefunktioner, -som her er benyttet, og den almindelige.
sammenh&ng mellem breddefunktion og krybefunktion (5) kan
det statistiske problem altid fgres'over i et response-

. problem,\bg diskussionen simplificeres betydeligt.

Den simpleste generalisation af Einéteins resultat fas ved
‘at tage hensyn til traghedeﬁ af de BroWnske partikler.
Dette ggres ved at erstatte spandingslakken.f med et Brown
element, fig.l.4.4.2 med R = 1/8. Lethedsfunktionen for -
Brown elementet erA(sml. 1.2.5.10)

e-vt/Bm -

F(t) = = e /8

i
m
'Ved to gange integrétion af dette udtryk findes

J(t) = s-t‘- Bzm(l - 'e‘t/TB).' ' (13)

For t>>TB finder vi som f¢r, at breddefunktionen vokser
lineart med tiden, men for t<<TB er tidsafhangigheden kva-

dratisk, og partikien virker, som om den var fri.
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T(t) 4 | T
268(t—TB)7 for t >> Ts

<< T
t - B

Det fgrste af disse to asymptotiske udtryk, med 6=kT, kan

i gvrigt vises at gaelde ogsa i kvantemekanikken.

Den. tilfzldige bevagelse af en atomar partikel beskrives

- ofte via den sikaldte van Hove selvkorrelations- eller

selvdiffusionsfunktion GS(?,t). I den klassiske gr®nse er
GS(?,t) en sandsynlighedstathed for partiklens bevagelse,
svarende til funktionen p(?,t) i ligning (9). For et be-
stemt system i et ensemble vil partiklens stedvektor kl.t
have en bestemt vaerdi R(t) og "sandsynlighedstatheden" ér
en deltafunktion §(¥ - (R(t)-R(0))). D.v.s. G_(¥,t) kan

defineres ved ensemblemiddelverdien
G_(T,t) = <6(F - (R(£)-R(0))> = p(¥,t) (15)

For et rumligt kontinuert og isotropt lineart system ma
vi regne med en gaussisk sandsynlighedstathed, og vi kan
da udtrykke Gs ved breddefunktionen I'(t) pa samme méade
som i (9):

- e—r2/2T(t)

GS(E,t) = [27T(t)] (16)

Den rumligt (men ikke tidsligt) Fouriertransformerede af

selvdiffusionsfunktionen GS(?,t) kaldes den intermediere

sgredningsfunktion IS(Z,t). Af definitionen (15) f&s:

IS(E,t) = {df<6(? - (B(t)-R(0))> e*F"T

Nsd g{o e =g
ik (0) e1|< R(t)>

= < e (17)

Skrevet pa denne m&de kan definitionen af Is(z,t) overfp—




e

- 225 -

res direkte til kvantemekanikken, hvor funktionen-bruges

til udregning af det inkoherente spredningstvarsnit for

'en‘b¢lge (lys, y-strdling eller neutroner) med bglgevek-

toren k. I den klassiske granse, hvor Gser den gaussiske

-
IS(K,t)

e—%KZF(t)

- fordeling (16), finder vi ved Fouriertransformation af
- (16) B '

(18)

Ved tidslig Fouriertransformation af den intermedizre

spredningsfunktion Is(z,t) defineres den s&kaldte struktur-

funktion Ss(z,w), som er et direkte udtryk for det inkohe-

rente spredningstvarsnit (réf.24).

R
SS(K,w)

_ 1 (7 - _dwt o,
= o J_I (K,‘t) e . dt

(19)

A

Af det gaussiske udtryk (18) f&s for sma verdier af «:.

(p& grund af isotropien kan vifstryge'vektorStregen og

ngjes med at angive den numeriske vardi kK = IE{}
I_(k,t) a1 - L ry

2

~d.v.s. (19) bliver i samme granse

1

SS(K,w) 6 (w) - 3 KZF{F(t))w}

Vi benytter nu

F{I(t),w}

F.

I

D.teoremet (5) og féar

% J J(t)el¥tat

-0

%[L{J(t),—iw} + L{J(t),iw}]

[ [3(—iw) N E(iw)}

T -iw iw

_8 [%w) | Y(-w)] 26
Tl 2 T 1

2 | =T

(20)

(21)




1.4.5. - 226 -

_For en endelig vardi af w kan vi segbott fra deltafunktio-

-nen i (20), og vi finder da:

2 .
LW _ 6 3 _ .

lim ’—2 SS(K,m) = '—TT- Yl(w) ! (22)

K*+0 K :

D.v.s. i den klassiske grense, hvor strukturfunktionen

'SS(K,w) ér reel og en lige funktion af frekvensen vil-det -

“inkoherente neutronspredningstversnit for sm& bglgévekto-

rer kunne bruges til at bestemme den atomare (molekylare)
responsefunktion. Vi kan ogsa bruge F.D.teoremet 1.4.3.23
den modsatte vej sammen med Wiener-Khinchin teoremet
1.4.1.17 og udtrykke sammenhangen med autokorrelations-

funktionen for hastigheden v (t) af den atomare partikel:

Clin % s (khw) = l[:v(t)v(tﬂ» coswTdt (23)
K=>0 K S : m 0
Denne relation, som er udledt af Egélstaff (1967), vil og-
s& galde i kvantemekanikken, ndr man pd venstresiden ng-
jes med den lige del af funktionen Ss(w). Granseovergan-
gen i (22) og (23) er dog ret vanskelig at udfgre pracist
(ref.25), og i almindelighed mad man uddrage informationen
numerisk af de ligninger, som definerer strukturfunktio-

nen, d.v.s. i den klassiske granse (18) og (19).

Til bestemmelse af vaeskers viscoelastiske egenskaber i

den lavfrekvente grznse er andre metoder mere velegnede
end neutronspredningen. Det blev sdledes vist teoretisk

af Singwi og Sjdlander (ref.26), at Mossbauereffekten gi-
ver ret direkte information om breddefunktionen. Response-
funktionerne og fluktuationsegenskaberne af en atomar par-
tikel vil afspejle de makroskopiske viscoelastiske egen-
skaber af det stof, partiklen indgar i, og-den molekylare
dynamik peger ud over sig selv ved at bidrage til forsta-
else af de materialeegenskaber, som har teknologisk rele-
vans. Det er denne forbindelse i mikro-makro dimensionen,
som har veret et af de vigtigste udgangspunkter for ner-

varende fremstilling af responseteorien i forbindelse med




den eksperimentelle forskning, der for tiden finder sted
p& RUC. o

\

Ud over det, at den atomare partikel afspejler makro-
egeﬁskéberne ved at deltage'i den kollektive bevagelse

af det omgivende_stof,‘mé vi regne med, at dén har sin
~egen individuelt diffusive bevegelse. Hvis vi bestemmer
admlttansfunktlonen Y for en atomar partikel ved at gri-
4be fat i den med en kraft ‘og mile dens hastighed, far vi
et blandet udtryk for de kollektive og de 1nd1v1duelle

aspekter og fdr‘de kontinuerte og diskrete stofegenskaber;

‘For at fa en'grov refiéﬁlation af problemstillingen kan
‘v1 beskrlve den resulterende kraft pa partlklen som. en
dlfferens mellem den udefra palagte kraft og en v1scoela—"
stisk responsekraf; fra det omgivende medlum. Denne kon-
servative relation mellem krafterne beskrives ved en x-

samler, hvis distributive str¢mvariabel*ef-partiklens _

faktiske hastighed'Qp. Denne kan sa oplgses i en indivi--
og en kollektiv hastighed v,

, a _ _ k’
Vi kan forestille os partiklerne indgdende i et mere el;erl'

duel, diffusiv. hastighed v

mindre regelmaessigt "krystalgitter", saledes at‘vk beskri-
Vér‘deh kontinuerte bevagelse af et gitterpunkt og vd~den'

springvise bevagelse af partiklen i forhold til gitteret.

vi skal i . kapitel 5 se, at'det.kOllektive response kan be-
stemmes med tilnarmelse ud fra de makroskopiske (hydrody-
namiske) bev&gelseSliéninger, ndr man tilfgjer et kilde-
led, som beskriver en impulsoverf¢rsel til systemet over
‘et omridde af atomar udstrazkning. Den sdledes bestemte re-
vsponsefunktion ?k medt;ger imidlertid ikke den diffusive
springbevagelse pad samme direkte mdde som den rigtige ato-
mare responsefunktion Y ,-hvilken fremgér af grovreticula-
'tlonen fiqg.3, hvor de to forskellige porte hgrende til Y
og Y er anglvet. Det er naturllgv1s alt for simpelt at
beskrlve den individuelle bevagelighed Y og den kollek-

. tive modstand Zk'ved to uafhangige sorte kasser, som vist
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___ p& figuren. Det ville vare mere gigtigt at sl3 de to kas-

ser sammen til en toport kasse med en overf¢ringsfﬁnk£ion
oﬁ (sml. afsnit 1.2.5). De kvalitative resultater i den
- statiske grense (for frekvensen nul) @ndres imidlertid
ikke af overf¢ringsfunktionen, s& vi udelader den i denne

omgang.

“atomart
f‘eSfan_se

(Y,)

Fig.3. Grovreticulation af den atomare og kollektive

responsesituation.

Ved at se bort fra den kollektive port finder vi af fig.3
den atomare admittans:

Sz‘a = 1 I (26)
ms + —————

Yi+ ﬁL
Zk

hvor m er massen af den atomare partikel. Tilsvarende fin-

der vi den kollektive admittans ved at se bort fra den

atomare port

¥, = (27)
k 7+

Det ses, at de to responsefunktioner er forskellige. Spe-




- 229 - A 1.4.5.

cielt findes i den statiske granse, for frekvensen nul:

Y (0) =¥, (0) + — i Y, (0) =

- (26)

Den makroskopiske'opdeling_af stofferne i flydende'og fa-
ste afspejler opf¢;selen af den kollektive impédans'?K i
lgvfrekvensgr&nsen. Vardien Ek(O) er endelig for v¢sker,
men uendelig for faste stoffer. Vi ser da af (26), at den
atomare bevagellghed Y (0) kan have en endelig verdi, selv
om stoffet er fast. Den individuelle atomare diffusions-
konstant, som hanger sammen med bevageligheden ved Ein-
stein relationen (11):

b, = 0T o e
er en rent mikroskopisk parameter, som ikke giver nogén~

kvalitativ information om stoffets makroegenskaber.

En simpel model for faste stoffer f&s ved at udelade ad-
mittansen ?i og for ik inds@tte et Voigt element

mw2 - ,
7 (s) = — +R (28)
Tilsammen udggr x-lageret i fig.3 og o-lageret i Voigt
'elementet en sakaldt Einstein osc1llator med egenfrekven-
sen w, (d.v.sg stivheden af o- lageret er mw ) Den udarte-
de daempning, som skyldes lekken R antages at vaere svag, sa-
ledes at den atomare krybefunktion for sma tider_er som

for den udampede oscillator

1 |
Ja(t) B (l—coswEt) o (29)
, mw
Dempningen vil imidlertid bevirke, at oscillationerne i
(29) d¢r ud for store tider, saledes at kun det konstante
led bliver tilbage. Den atomare admittans er jo givet ved

(24) og (28) med ?i=0,.d.v.s;A

’
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¥ (s) = s T 30)
m(w;+sz) + Rs

og den Laplace transformerede af Ja(t)'er derfor

¥ (s) R
L{3_(t),s} = -2 = L (31)

i s? s[m(w§+s%)f+ Rs]

Denne funktion har en pol i nulpunktef'ég”to poler i ven-
stre halvplan. For store tider er det kun polen i nulpunk-
tet, som giver et bidrag til Ja(t) lig med residuet af

funktionen (31), altsa

Ja(w) = ;;5 (32)
E
Af F.D.teoremet (5) og udtrykket (18) ser vi sa, at den
intermedi®re spredningsfunktion ogsa vil have en endelig

gransevaerdi for t - e,

Denne konstante vaerdi definerer den sdkaldte f-faktor og

Debye-Waller faktoren W pad fglgende made:

-2W

- 2 o0
f = e = IS(K,w) = e KT ()

(33)

Med den ovenfor benyttede Einstein model har vi altsa fgl-

gende udtryk for Debye-Waller faktoren

2
Criw) = 28 (34)
2me

W =

o |

Den fysiske betydning af W fremgdr af fg¢lgende betragtning: Oscil-
latorens middel-potentielle energi i termisk ligevagt er

2
Lmw <x2 > = 40
E max
hvor x er amplituden af partiklens svingende bevagelse. Middel-

verdien af kvadratet pa det faktiske udsving x(t) er jo for en har-
monisk svingning halvdelen af amplitudekvadratet, d.v.s.

<x2> = ;:<x2 > = -——g——
max 2
2me
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oy Debye-Waller faktoren er gltsé

2 2 2 :
W= K2<x > = K 'x2 o (35)

idet vi jo for et ergodisk system har identitet af ensmeblemiddel~
verdier og tidsmiddelvaerdier. Middelvaerdierne i (35) m& ikke for-~
veksles med breddefunktionen, som jo -er

2 : 2

'(t) = <(X(t)-X(0))’> = <(x(t'+t)-x(t")) >
og som for store vardler af t, nar x(t ) og x(t'+t) er StatlStlSk
‘uvafhengige, bliver '

. C2 2y 2.
(o) = lim[<x(t'+t) > + <x(t')">] = 2<x™> (36)
too o : ‘ _

‘Definitionen og diskussionen af Debye-Waller faktoren og breddefunk-

tionen demonstrerer endnu engang, at man skal passe pa med at anbrin-
ge totallerne pa de rigtige steder i responseteorien!

Den konstanteAgrensevardi af IS(K,t)_forct,» e medf¢rer,
at det totale deltafunktionsbidrag for frekvensen 0 til

Astrukturfuhktionen;SS(K,w) {sml. (20)) fér.arealet.f;

Il

S (k,w) = £28(w) + S!(k,uw)

il

“S(w) + S!(c,w) SNEYD

hvor S'(K w) er uden delta- 51ngular1tet Den skarpe linje
i (37) for w=0 er udtryk for elastlsk Sprednlng og forkla-
rer Mossbauer resonnansen i faste stoffer, hvor f-faktoren

kan identifiqeres med arealet af Mossbauer linjen.

Vi skal nu se, at den4diffusive'bevagelse for lange tider,
som skyldes en fra nul forskellig verdi af ?a(O) i vesker
eller faste stoffer ikke ngdvendigvis gdelagger MOssbauer-
resonnahsen. Argumentet ékyldes Jens Hgjgaard Jensen (ref.
27). Hvis diffusionen foregdr tilstrakkelig langsomt til

at den elastiske indsvingning (over tider af stgrrelses-
ordenen l/wE) for langst er ove;stéét[ for diffusionsbidra—‘
getAbliver signifikant, vil vi for lange Fider kunne ud-

trykke breddefunktionen pad formen (som et Maxwell element)

-

re) ~ ég + 2D_-(tl  for t>> = (38)

K’  E




__hvor W er givet ved (34) oggpa=QYJO)q§r diffusionskonstan-
ten. Tilsvarende fas s& af (18)
~2w+k?D_ |t - 1
a for t>> -~ (39)
E

IS(K,t) & e

og den lavfrekvente del af strukturfunktionen bliver ifgl-

ge (19): - ‘ o } : - ) ] -

e W P 2y :
I e a~ coswtdt (for w<<wE)
0 ‘

<D
a

2 2 2
+
w (k Da)

(40)

|
N
=
Al

Vi ser altsd, at deltafunktionen i (37) af diffusionen ud-
bredes til en Lorentz-funktion med samme areal, men med

den endelige halvvardibredde K2Da.

Nar man skal afggre, om der bliver resonnansabsorbtion af
Mdssbauerstrdling med bglgevektoren k, ma man sammenligne
AKzDa med den naturlige linjebredde TO for den udsendte y-
strdling. Med oplgsningsevner, som er normale for Mossbau-

erudstyr, kan man forvente, at linjen bliver synlig, hvis

|<2Da 5 10T, w~ 7+10's7*
for Fe®’
o . (41)
D < lO_chz/s straling

Denne betingelse kan let opfyldes i faste stoffer, hvor

al diffusion kan henfgres til den individuelle term Di i
ligning (27). For vasker kan D vurderes ud fra Stokes' lov
(sml. (7) og (1l1))

0 0

a i + 6Tna ~ 6tna (42)

hvor a =~ lO_ch er den atomare radius. Betingelsen (41)
vil sd vare opfyldt, ndr shear viscositeten n tilfreds-

stiller betingelsen
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-8 )
n 2 6T éo_ cm | 10—4801“2/S
~ 0.05 poise ved stuetemperatur (43)
-~16 -14

(6 = 1.38-106.300 erg ~ 4107 %erg
for.T = 300 K)

Denne vardi ér en hél'del stgorre end (5 gange) viscosite-
‘ten af normale, tyndtflydende vaesker som vand og alkohol
- ved stuetemperatur,'og for sddanne vasker vil det derfor
- vare vanskeligt at anvende Mdssbauer effekten, hvorimod .
‘en vaske som glyderol, der har en ca; 1000 gange sé stor

viscositet, vil vare velegnet.

Betingelsen (43); som alene gar pa viscositeten, er dog
ikke tilstrakkelig. Det m& naturligvis ogsd kraves,

at. f-faktoren er rimelig stor, hvis MSssbauerlinjén skal
kunne observeres. Dette stiller krav til den elastiske
stivhed af stoffet. Den sakaldt Newton'ske granse for
vaeskedynamikken, hvor stivhedsmodulet for shear bevagel-
sen regnes for uenéeligt, skulle gi&e de bedste betingel-

ser.



1.4.6. Hopdiffusion.

';Vi er kommet ind pa den"ténkeganq, at bevagelsen—af en-—
atomar partikel i en vaske eller en krystal md opi¢ses i
et kollektivt bidrag,som beskriver den koherente bevagel-
se af stofbaggrunden, og et individuelt, diffusivt bidrag.
Set over afstande, som er store i forhold til den inter-
atomare afstand, men smd i forhold til makroskopiske af-
,sﬁande,,ligner stofbaggrunden et krystalgitter, selv omf
tilstandsformen er en vaske (dog ikke for langt over smel-
tepunktet). Den individuelt diffusive bevegelse ma derfor
beskrives som en "random walk", hvor partiklen hopper fra

position til position i et diskret gitter.

Ser vi pa hoppebevagelsén i én dimension, f.eks. x-ret-
ningen, kan vi betragte partiklens position som en til-
feldig variabel, der kun kan antage de diskrete vardier
n*%, hvor n er heltallig og % er kantlangden i gitteret.
Hvis vi betragter det enkelte hop som en proces, der ikke
tager tid, kan partiklens hastighed udtrykkes pé& formen

(=]

v (t) = ) fen 8 (t=t,) (1)

i=-c0

Her er ti en rakke tilfzldige tider, hvor springene sker,
©g n, er en tilfeldig variabel, som kan antage va&rdierne

+1 og -1. Partiklens position til tiden t er sé

x(t) =7 fen, *E(t-t) (2)

j_=—oo
og det stykke, partiklen har flyttet sig efter kl.0 er

x(t) - x(0) =) fen *E(t-t.) (3)
i=0

hvor to er tidspunktet for det fgrste hop efter kl.O.




Hvis systémet er updvirket udefra og der heller ikke er

indre krefter, som trakker i partiklen, ma vi regne med,

at hoppene sker med lige stor sandsyﬁlighed til hgjre og

til venstre, d.v.s. ensemblemiddelvardien-af hvert enkelt
ni vil vare.nul. Hvis vi nu_yderligere anﬁager, at de en-
kelte n er statistisk uafhangige, far vi

<ninj> =>6ij_ o 3 : K4)A

Breddefunktionen er s& givet ved:
- ‘ 2. 2 '
T(t) = <{x(t)-x(0))"> = L7<n(t)> , (5)

hvor n(t) er antaliet af hop, som sker efter k1.0 og f¢r
kl.t.. ‘ ' '

For et tidshomogent.system vil ensemblemiddelvardien af
antallet af hop i et givet tidsinterval vare et intefval— '
mal, d.v.s. den afhenger kun. af intervallets .langde, men |
' 1kke af dets bellggenhed pa tldsaksen, og den er addlth
over for en opdeling af intervallet i subintervaller. Det

folger heraf, at <n(t)> i ligning (5) md vere proportional

" med t:

= t
<n(t)> = T . (6)

‘hvor T er middelventetiden for et hop} Ligning (5) kan

dérfor udtrykkes pa samme made som diffusionsloven
1.4.5.12

r(t) = 2Dt o (7)
. hvor diffusionskonstanten D er givet ved

.2 \
Q2 : .
b= . (8)




" forskydningen kl.t vare

Efter at have bestemt fluktuationsloven for det updvirke-
de system vender vi os nu til responseegenskaberne, idet
vi antager, at der kan defineres en linear responsefunk-
tion. Hvis partiklen pdvirkes med en kraft Fx i x-retnin-

gen, som er nul for t<0 og konstant derefter, vil middel-

4

i,

<x(t)-x(b)> = £=<ni>°<n(t)> =,Fx-J(t) (9)

hvor J(t) pr. definition er partiklens krybefunktion. I
almindelighed kunne man regne med, at hopfrekvensen og
dermed <n(t)> pdvirkes af tilstedevarelsen af en kraft,
f.eks. sdledes at der optrader to forskellige middel-
ventetider, &n for hop til venstre og én for hop til hgj-
re. Vi vil dog her antage, at hopfrekvensen er konstant,
medens middelvardien af n, er en linear funktion af Fx.
Begrundelsen er, at der er tale om to forskellige tilfal-
dige processer, svarende tii de to slags tilfeldige vari-
able ti og n,: eén retningsindifferent "skalar" proces,
som blot afggr, om partiklen skal hoppe til et givet
tidspunkt, samt en retningsbestemt "vektoriel" proces,
som afggr til hvilken side, partiklen skal hoppe, givet,
at den er blevet aktiveret til et hop af den fgrste pro-
ces, Ifplge et generelt symmetriargument, Curie-Prigogine
princippet (ref.III), kan der i den lineare systemteori
ikke forekomme koblinger mellem skalare "strgmme" og vek-
torielle "krafter" og vice versa. Da kraften Fx er en
vektorkomposant, kan den altsd ikke pavirke middelvente-

tiden 1 for den skalare hop-proces.

Ligning (9) giver da

<n.,>
i t

= - = (10)
X

Jg(t) = &-

d.v.s. krybefunktionen er linear i tiden og bevagelighe-
den Y(t) = B md vare en tidsuafhangig konstant
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2<ni>
T*F : - (1)
"X _ A

B:

Nu er den hoppende bevagelse'af en partikel rundt 1 et
gitter jo ikke umiddelbart sammenlignelig med den tids-
Aligt kontinuerte stgjmodel 1.4.1.1, som hidtil har ligget
til grund for diskussionen. Der er nu tale om en "kvanti-
seret" st¢j, s8kaldt "shot noisef (ref.28), og det er ikke
fra starten indlysende, at F.D.teoremet kan anvendes. Alli-
gevel ser vi; at F.D.teoremets direkte proportionalitet "
mellem breddefunktidn og krybefunktion er galdende, og vi
kan dérfor definere stgjenergien 6 for hopbevageisen ud

fra ligning 1.4.5.5:

‘

6 = re) _ D _‘_&i : {(12)
o 2J (t) B 2BRT -
Vi ser da af (l1) og (12), at en pélagt kraft endrer mid-
delvardieén af "springretningen" ni'efter f¢lgehde lineare-
lov: '
<n‘;=~F-'£B = P+ oae 13)
i T x 2 : x 26 - .

P& grundlag af helt generelle antaéélser er vi naet frem
til, at den sadkaldte Poisson proces, som beskriver hop-'
bevagelsen, svarer til et bestemt energibdndselement, nem-
lig en o-lzk med bevaegeligheden
y )
\ _ 2' ) .
, B = 281 (14
I simulationsmodeller med kontinuert tid vil en o-lak med
Nyqvist—st¢j efter formlen ' '
2

<(SEAYH 2 = ZEBt—e ' ' (15)

~(sml. 1.4.4.9) give en tilnarmet beskrivelse af Poisson
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4_9roc§§seniihvi§ skridtlangden At kan valges betydelig
stgrre end middelventetiden T for det enkelte hop. I den-
ne granse har Poisson processens shot noise altsa et
hvidt spektrum. Denne egenskab hanger sammen med antagel-
sen (4) om statistisk uafhangighed af n,erne. N&r vi se-
nere skal lave hopdiffusionsmodeller svarende til skala~
invarianté energibandselementer med tidseksponenter for--
skellig fra 1 (Weibuli modeller),}er det derfor antagelse
(4), vi skal lave om pa. Vi skal dog fgrst arbejde'lidt

videre med Poisson modellen.

I overensstemmelse med den almindelige filosofi i den li-
neazre responseteori, at stgjen er upavirket af tilstede-
varelsen af et response, m& spredningskvadratet af forskyd-
ningen i den drevne bevagelse vare det samme:som bredde-

funktionen i ligevagt, d.v.s.
2 2 2 .
<(x(t)-x(0))"> - <x(t)-x(0)>" = & <n{t)> (16)

N&ar vi udregner (16) ud fra udtrykket (3), f&r vi brug for
middelverdien <ninj>, som er 1 for i=j, men ikke langere
nul for i#j, da n, o9 nj begge har en fra nul forskellig
middelvaerdi, givet ved (13). Da vi stadig kan regne med,
at afvigelserne af n,erne fra deres falles middelveardi er
statistisk uafhangige, fas:

1 for i =73
{ﬁn,>2 for i # jJ

1

<ninj>
eller

aang> = 8 <n>%+ (1-6,) (17)
Venstresiden af (16) bliver da

r(t) = 2<n(t)> + 12<ni>2-<n(t)-(n(t)-l)> - £2<ni>2°<n(t)>2

D.v.s. (16) giver




<n(t)2> - <n(t)>2 = <n(t)> . (18)

Den statistiske fordellng af heltallet n(t) for en Poisson:
| proces (Poisson fordellngen) ‘har altsd den spec1elle egen—
skab, at sprednlngskvadratet <n2>.--<n>2 altid er llg med
middelverdien <n>. For store tider, ndr <n> >> 1, vil .
Poisson fordelingen med tilnarmelse kdnne beskrives ved

en gaussisk fordeling, hvis rela;ive-spredning er lig‘med

1/V<n>.

‘Inden vi bestemmer udtrykket for Poisson fordellngen P (n)

vil vi bestemme de sakaldte ventetldsfordellnger g (t),

. som. er sandsynllghedstathederne for den t1d det tager for

partlklen at udfgre n hop. Af ligning (6) ser vi, ved at

lade t vare infinitesimal, at 'intensiteten, d.v.s, sand-

'~ synligheden pr. tidsenhed for, at der skeriétﬁﬁoﬁ»har den
konstante vardi ' '
o=
T
Ser vi pd et stort ensemble af pertikler og lader N(t) (>>1)
‘betegne det antal partikler, som endnu ikke har hoppet mel-.

lem k1.0 og kl.t, har vi som fglge af de store tals lovs

aN(t) - (e
aflel -
‘ . . (19) -
At ~-t/T

N(t) = N(0)-e M = N(0)-e

Hvis en partikel har hoppet kl.0 er sandsynligheden ‘for,
at den endnu ikke har hoppet igen kl.t altsa givet ved
G, () = e = T L (20)

Sandsynligheden for,‘at det fgrste hop sker mellem t og
 t+dt er sé& ' ‘

gl(t)dt‘ = Gl(t) - Gl(t+dt)



Ventetidsfordelingen.for to hop kan nu udregnes ved et
foldningsintegral, - som udtrykker, at det fgrste hop sker._
i et vilkirligt tidspunkt t' mellem 0 og t og det naste -
tiden t-t' efter fgrste hop:

t

g, (t')g, (t-that’ = v
0 T

N

gz(t) =.J

Tilsvarende kan ventetidsfordelingen for n hop udtrykkes

ved rekursionsformlen
. t '
= U -t '
gn(t) J.Ogn—l(t ) gl(t t') dt (22)

Man viser let ved induktion, at gn(t) er givet ved

- 1, (t 0"t . -t/T
5,(6) = T GinT e (23)

Denne familje af sandsynlighedsfordelinger, som kaldes

gammafordelingerne kan ogsd defineres for ikke-heltallige,

positive verdier af n, n&r fakultetsfunktionen defineres

ved hjalp af den analytiske gammafunktion (ref.V)
(n-1)! = T(n) (24)

Rekursionsformlen (22) vil stadig gaelde, selv om n ikke
er hel. Specielt, hvis n = v/2, hvor v er heltallig, bli-
ver (23) den sakaldte yx2=-fordeling med Vv frihedsgrader,

som spiller en stor rolle i statistikken.

Vi kan nu let bestemme udtrykket for Poisson fordelingen
Pt(n). Sandsynligheden for, at der sker n hop i tidsrum-
met t kan s& udtrykkes ved betingelsen, at de n hop sker

i tidsrummet t'<t og at der ikke sker hop i tidsrummet
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t-t'. Af (20) og-(23) fas sa:

t .
= .Pt(n) = J gn(t()-Gl(t;t')dt'
O .
ot ' n-1 _ ,. el |‘
- Jro% L e /e Taee
. . n R ’ ]
= et/T. L) (25)

Det vises let, at middelvardien <n> er givet ved (6) og

spredningskvadratet <n2> - <n>2 ved (18).

- Vi kan nu bestemme sandsynlighedsfordelingen ﬁpr‘partikF.
lens positionsforskydning x(t)-x(0). Den heltallige vari-
abel : ; o

- X(t)EX(O) N . (26)

’

kan antage vardier i intervallet (-n,n] hvor n er det an-
tal hob, partiklen har fdretaget; men v m& have samme pa-.
ritet som n, d.v.s. v er lige, hvis'n er lige og ulige,
hvis n er ulige. Hvis antallet af hop til hgjre og til

venstre betegnes hhv. n_ og n_ har vi

h v

nh - nV =
d.v.s.

n = DtV

h 2

(27)

n = b2V

v 2

.Den betingede sandsynlighed for v, givet verdien n er sd

.givet ved binomialfordelingen

' -

P(vin) = ot 0 2" (28)
— '

N 2 L] .

2




Den samlede sandsynlighed for n kan udtrykkes pad formen

Py
P_(v) =) P _(n)P(vin)
t t
n=|v|
hvor Pt(n) er Poisson fordelingen (25), og hvor merket pa
sumtegnet betyder, at der kun skal summeres over n-verdier
af samme paritet som v. Af (25) og (28) £&s:

o (£
. t/T ' 2T
P (V) = e Y v hEY, (29)
=Vl T T

Det er muligt at udtrykke summen (29) pa sluttet form ved
hjelp af modificerede Bessel funktioner af fgrste art
(ref.v). Vi vil imidlertid g& en anden vej og i étedet be-
stemme de rumligt og tidsligt Fourier-transformerede. Sand-
synlighedsfordelingen Pt(v) er jo den diskrete udgave af
den i foregdende afsnit indfgrte van Hove funktion Gs(r,t).
Den intermedi®re spredningsfunktion IS(K,t) bestemmes der-

for ved rumlig Fouriertransformation:

©o ]
I (k,t) =) P_(v) e TVt
s t
V=-c0
o nn, ivkl
A (5 I G -
neo 2T Z.n, BV, n+v,
at = 2 . \,2 .

Ved substitutionen p = %(n—v) fas

_ oo \n n ik® (n-2p)
IS(K,t)=et/Tz<t) .
0

2T

e . n n
= o t/T ) (t elnz) . _;_z

n=0

Binomialformlen anvendt pd den inderste sum giver sa

© n n

- i -2ikk

I(k,t) = e ¢ty (th emz> . nl' . (l+e ik ) -
n=0 :
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o - . n
- e—t/_T Z 1 [_1:_ (e.lKQ, + e—lKl)]
. o 27T ‘

RE

e /T ) L [ % COSKQJ

n'
n=0

Vi génkender nu i den sidste sum rakkeudviklingen for e

og kan derfor udtrykke resultatet pa den pane form

Al

- — (]_.—cosK!L)‘

I (k,t)=e (30)

o

I den tilsvarende formel 1.4.5.18 for den rumligt kontinu-
erte situation sa vi, at eksponenten i udtrykket Var pro?
portional med K2, svarende til den,gaussiske form af
Gs(r,t). Vi Sér nu en anden k-afhangighed i det diskrete

tilfelde. Kun for k<<l Kan vi bruge rakkeudviklingen

)
1

%(l—cosgﬁ)‘w % % 22

Alet

_ 1.2 a1y
= r(t) (3l)A

For meget smé‘b¢lgevektbrer, d.v.s. over store fumlige af-
stande virker det diskrete gitter som et kontinuum, og for-
delingen er gaussisk. For t/t>>1 vil IS(K,t) kun yare merk-
bart forskellig fra nul for smd verdier af K,.Og den rum-—
lige fordeling '
G_(x-x(0),8) = 1P _(v) ' " (32)
s ! [ T ' -
kan med god tilnermelse beskrives som en gaussisk sandsyn-
lighedst®thed med middelvardien nul og spredningskvadratet

r(t) = 2%t/1.

Strukturfunkﬁionen SS(K,w), som fas ved tidslig Fourier-

transformation af (30) bliver (sml. 1.4.5.19):




o _ . (° -7 (1-coskl) +iwt
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Itl

N - - 77? _-l_ .

SS(K,w) = 55 J e 7 dt
-0

l-éo —-E—( l-coski)

J e . coswt dt

0 .

Al

(l~coskl) /T == "
(l—COSKQ)z/Tz'; w?

-]

(33)

|
2|

D.v.Ss. Ss som funktion af w er en Lorentz funktion med
arealet 1 og halvvardibredden (l-cosk) /1. Der er altsa
ikke nogen "elastisk linje" svarende til deltafunktionen

i 1.4.5.37, og f-faktoren er nul, undtagen nidr bg¢lgetallet
k falder i et af de “feciprokke gitterpunkter"” Kq= 2n1q/%,

“hvor

1 - cosk & =0 (34)

‘Diskussionen har hidtil varet éndimensional, men kan let
generaliseres til et kubisk gitter i flere dimensioner.

Hvis T, betegner middelventetiden for hop i en vilkarlig
af d-dimensioner (d=1,2 eller 3), md det ‘tidligére benyt-
tede 1, som er middelventetiden for hop i en bestemt di-

mension (f.eks. x-retningen) vare givet ved

T = d’Td (35)
Udtrykket (8) for diffusionskonstanten kan altsd skrives

péd formen

Qz
D = =——=—— (36)
Zde

og bevageligheden (14) bliver

ofo
|

B = = (37)

Argumentet, som ledte frem til udtrykket (30) for den in-
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i

termedizre spredningsfunktion vil stéaig vere rigtigt,
ndr bglgevektoren gdr' i retning. af én af’kanternej‘men
ellers m& man udtrykke stz,t) som. et produkt over de.

forskellige dimensioner af faktorer som (30).

. Tiden er nu inde til at reticulere lidt igen! Vi holder
" o0s til den endimensionale diskussion 0g’ starter med at
' se pa den situation, som blev beskrevet i ligning (19),
hvor vi har et ensemble af partikler, som endnu ikke er’
'hOppéﬁ vak fra en bestemt plads i Qitteret; Vi sa da, at
den oprindelige-population reduceredes eksponentielt med
relaxationstiden Tt (halverlngstlden 1/1n2) . Den samme
slags eksponentlelle relaxation fremkommer, ndr vi slut—
'ter en o-lzk til et o- lager, som i Maxwell elementet uden
ydre port. Relaxationstiden er s& glvet ved forholdet mel—
lem lagerets kapacitet (f¢jellghed) og lzkkens lednings-
evne. Nu har vi set, at bevagellgheden af én <i1ffunderen—-
de partikel er givet ved st¢rrelsen B i llgnlng (14). Out-
.put strgmmen fra vores lak i relaxationselementet skal
mldlertld ikke vare partlkelhastlgheden v, men “hopret—
nlnggnA v o= v/z sd vi skal bruge lakparameteren B/Z
(fig.1) |

I

B m AL
R #)

Fig.l. Lakken i relaxatioﬁselementet for &n partikel.

‘For at skildre relaxationen af et ensemble med oprindeligt
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N _partikler péd en bestemt gltterplads m& vi bruge to lak-
ke til samme lager, fordi partlklerne kan hoppe enten til
hgjre eller til venstre, og lakparameteren mad ggres N0

gange. sa stor. Lagerets kapacitet C bliver da bestemt ved

B No
= = = = 0 2,? - e

20T ‘é’ 20T

Fig.2. Relakationselementet for et ensemﬁle med NO syste-
mer, hvor alle systemer til at begynde med har en
partikel siddende pd den plads, som afbildes ved
lageret.

Nar vi i fig.2 har angivet stgjenergi 6 ved de to lzkke,
betyder det, at disse skal opfattes som kilder for Nygvist
stpj. Nu ggr der sig imidlertid nogle specielle forhold
geldende for Poisson processen, idet level variablen N kun
kan antage heltallige, ikke negative verdier. Stgpjen ma
derfor have karakter af shot-noise, d.v.s. den bestédr af
deltafunktions pulser. Da middelventetiden for en sadan
puls er 1 for det enkelte system, m& den vare T/N0 for NO—
ensemblet, sa hvis N0 er meget stor, vil der vere mange
pulser inden for skridtlangden At, selv om denne er bety-
deligt mindre end T, og Vi kan da bruge Nygvist formlen
(15). Selvom N skal vaere stor, behgver den ikke at vare
uendelig, og for et endeligt ensemble betyder tilstedeva-
relsen af stgjkilderne, at den deterministiske ligning (19)

mi erstattes med en Langevin ligning. Middelvardien <N>
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vil sd udvikle sig efter ligning (19), men der vil vare A
en spredning, sdledes at for t - wb'nér <N> - 0, gar <N2>
mod en vardi givet ved ligefordelingsloven.%6<N2>/N0 = %0,
d.v.s. <N2> - Nb. I gransen NO - « bliver.den relative

spredning nul som udtryk for de store tals lov, og ensemb-
‘lets udvikling kan beskrives ved den deterministiske lig-

ning (19).

Relaxationsmodellen pd fig.2 fotegiver, at de omgivende.
pladser i gittefet er tomme til at begynde med, og den kan
derfor ikke beskrive bevegelsen af flere partikler rundt i
gitteret. For at opna dette, m& vi have de andre. pladser
med i form af lagre, og lzkkene md pdsattes forbindelsen
mellem to lagre mgd en x-samler, s&ledes at en partikel,
som forlader en celle (et gitterpunkt), bliver sendt ind
i nabocellen til hgjre eller til venstre. Det totale antal
partikler er da en bevaret stgrrelse, og i'ligevagt m& der
vere en endelig sandsynlighed Po fo; at en vilkéarlig git—‘
terplads er besat. Hvis vi som fgr betragter et ensemble
med NO systemer, vil leyel variablene for alle lagfene
have middelvardien No-p0 i ligevagt, og sandsynlighedsfor-
delingen vil vere en binomialfordeling
P = (i()) o™ (1-p ) O

- 0 o' -

n

s/

Kun i gransen Py 0 kan partiklerne betragtes som uafhan-
“gige, og kun i den grense er der tale om en "ren" diffu-

sionsmodel, hvor iigevagts—binomialfordelingen bliver til

en Poisson fordeling, sdledes at spredningskvadratet er

lig med middelvaerdien N Lagerkapacitetén C er sa givet

Pne
0”0 .
ved ligefordelingsloven: Nopo = C6, d.v.s. for at skildre
den udbredte diffusion med hoptiden 1, m8 vi @ndre i mo-

dellen p& fig.2 ved at gange bade lagerkapaciteten og lak-

stgrrelsen med Py ©9 sa i ¢vrigt forudsatte, at p0<< 1.




Fig.3. Diskret model for éndimensional hopdiffusion.

Ensemble med NO systemer. Hvert lager svarer til
en celle (et gitterpunkt). Py €T sandsynligheden
(i ligevaegt) for at en celle er besat. Segmentet

over "tuborgen" repeteres uendeligt.

Hvis sandsynligheden Py (for at celle nr. n er besat) va-
rierer meget langsomt hen over keden, kan vi sla flere
segmenter sammen til et enkelt segment med langden Ax
(>%). Vi kan tenke os, at Ax/% er et helt tal, s&ledes

at det nye segment indeholder Ax/% af de oprindelige seg-
menter. Da lageret i segmentet er tilsluttet en o-samler,
m& vi opfatte lageret i det nye segment som Ax/% lagre af
den oprindelige slags sat til en falles o-samler, d.v.s.
kapaciteten af det nye lager md vare Ax/% gange den gamle
kapacitet. Tilsvarende md den nye o—lék opfattes som Ax/%
af de gamle lakke sat til en falles x-samler, d.v.s. den
nye ledningsevne fas af den gamle ved division med Ax/%.
Hvis Ax/% er et stort tal, vil hvert enkelt lager inde-
holde et stort antal gitterpositioner og derved udggre

et "ensemble" for det enkelte system, s& vi kan satte

N_ = 1. Den resulterende model pa fig.4 lagger op til en

0
kontinuumsbeskrivelse af diffusionsprocessen.
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Fig.d. Kontinﬁumsdiagram for endimensional diffusion.

Hvis tatheden p(x) kan betragtes'som eﬁ'differentiabel
funktion af x, der varierer langsomt over stykket Ax, vil
spendingsinputtet til l&kken i fig.4 kunne udﬁrykkes pa
fofmen |

6 6 dp|
— [p(x) - p(x+Ax)] = = — AXx ==
Po ~ Po X x+——A2x

Strgminputtet til lageret i punktet x er sa:

B

o, 2,0, {20 _ 3
. 28T Ax po'. ax Ax X Ax |
2 . 2
2
% 9°p
= Ax
20T ax2 x

Da.denne strgm er den tidsligt afledede af level variab- .
len p(x)+Ax/%, kan bevagelsesligningen for p(x) udtrYkkes
ved'f¢lgende partielle differentialligning, som er diffu-

sionsligningen i &n dimension:

op (x,t)

2
3%p (x, t) = p obx,t)
At 2 ‘ 2

1 (38)
X~ - : oxX o

22
21‘




indfgrt i ligning (8).
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‘ Vi ser, at diffusionskonstanten D er den samme, som blev

Indfgrelsen af en energibdndsstruktur, som exr fast knyttet
til gitteret i stedet for til den enkelte partikel mulig-

§¢r definition af nogle kollektive responsefunktioner, som

“adskiller sig vasentligt fra den frekvensuafhengige indi-

" viduelle bevagelighed 8. Som det fgrste eksempel vil vi

beregne impedansen fk af en halvuendelig kade, svarende
til fig.3 med N0=l. Vi beregner %k ved en rekursiv metode,

som fremgdr af fig.5:

85\42

- £
21& o
2y
26T

Fig.5. Rekursiv ikonformel til beregning af impedansen
af halvuendelig diffusionskade (~ fig.3 med N0=l).

Ved oversattelsen af ikonformlen pa fig.5 til symboler f&s

7, (s) = L (39)
e
P01
0 26T + Ek(s)
o
D.v.s. Ek er bestemt ved andengradsligningen
720ty o 2271 _
k P k 2
0 PyS

Vi velger den lgsning, som er positiv pa den reelle s-

akse og far:

7 (s) = O% 2
Zk(s) = P ( 1l + v l) (40)
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I hgjfrekvensgrensen s >> 1/1 gar ﬁk som e/(pos), d.v.s.
vi marker kun det fgrste lager pa fig.5. Mere interessant

‘er det, at vi i lavfrekvensgransen s << 1/7T findér

w BT 2 - '
Zk(s) 5; ST , A (41)

R

D.v.s. for {ider, som.er store i forhold til T, er'syste—

met skalainvariant med tidseksponenteni

o = ‘% (42)
 (sml. 1.2.3.14).
Vi kan nu beregne en "kollektiv bevagelighed" ?k, som er

responset‘pé en kraft, der virker pé& en bestemt plads i

gltteret P& fig.6 v1ses, hvorledes denne responsefunk—<
tlon defineres dlagrammatlsk Til sammenllgnlng er en ‘
"1nd1v1duel port" "indtegnet punkteret, sdledes at llghe—

den med grovretlculatlonen fig.l. 4 5.3 fremgar

Af diagrammet fig.6 og ligning (40) £8s

.
2 . g o
oY) =g - 'poz = '8%2 RN
207457 (s)  20t)1+= 1+-2
P0 k . : ST ST

I lanrekvensgransen fas
m o0 /8L (s« D) (44)

hvilket igen v1ser, at systemet er skalalnvarlant for
lange tider med tldseksponenten %. Den tldsafhanglge ad-
mittans Yk(t), qurende til (44) kan beregnes af 1.2.4.38,
idet vi satter s = -iw 0g benytter den kvadratrod, ‘som

har p051tlv realdel:

x
kel

? (w) =

k1l (45}

o
3
-{o
E]
|

- 0og dermed
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2 2
L0 P oy Lopg 2 |
N Y}L(t) : mj ° -TTJ'O(A) sinwtdw = W ° e (46)

 Ved integratibn findes'krybefunktionen
szo T ’ .
® == \mm *‘ (47)

kollektiv
bevageliékEJ

<

Z,

- N

pert

R
A\ 26T

Fig.6. Definition af den "kollektive bevagelighed" ?k,
svarende til en bestemt gitterplads. En "indivi-
duel port", svarende til den "atomare port" pa
fig. 1.4.5.3 er indtegnet punkteret. Impedansen

Zk er den halvuendelige kade fra fig.5.

De skalainvariante responsefunktioner for spendingsinput
(44) - (47) fremtrader som uegentlige, idet o = % < 1,
sdledes at krybefunktionen har lodret tangent for t = 0.
Imidlertid galder kvadratrodsafhangigheden jo kun i lang-
tidsgransen. Tager man hensyn til den diskrete gitterstruk-
tur ved at benytte det fuldstendige udtryk (43), forsvin-
der divergenserne for t = 0, og funktionerne viser sig

som egentlige.
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1.4.7. Dimensionsfunktioner og vaskedynamik.

Detbkontinuerte diffusionsproblem i forskellige‘dimensions-
tal kan benyttes til indfgrelse éf_responsefunktioner, som
er skalainvariante for lange tider med ikke-heltallige yar—.
dier af tidseksponenten a. -

/I d dimensioner (d%l,zfeller 3) er diffusionsmddellen_en
d-dimensional gitterstruktur, svarende til fig.l.4.6.3

(N =l), hvor o4lagrene sidder i hjgrnerne af'd—diménsio—
nale terninger og x-samlerne midt pd kanterne. Vi define-
rer den cellulare stlvhedsfunktlon 1 d dimensioner G(d)(t)
som responset fra et v;lkarllgtvlager (svarende til et
gitterpunkt) pé'en»stimulus, som er tilf¢rsei af én parti-
kel til lageret k1l.0. Hvis p(t) betegner sandsynligheden

for at finde partiklen i det samme lager kl{t, har vi

. 0(0) = l. L T
S K : ' ’ (1y .
p(t) < l for £t > 0 T

For tider, som er‘lange i forhold til-thtiden Td,’Vil .
sandsynlighedsfordelingen for den injicerede partikel vare
en gaussisk fordelihg med centrum i det gitterpunkt, som
partlklen blev 1njlceret i og med et spredningskvadrat,

som er proportlonalt med t. D.v.s. sandsynligheden for at

finde partlklen i punktet~v = (vx,vy, - =) er for t >> T4t
o a L =l - __.fid— ;
P_(3) ~ T (ﬂic-) ce L (2)
t dt . ' ,
o=l d o

Da det cellulare lager har stivheden él fés:
0
" ( dt .. 4a/2
d . : '
Dty = Loty = Lp (B ~ (2ni) S (3)
0 0 o _
for t >> 1
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' N&ir vi har fundet udtrykket for den tidsafhengige stiv-

héd, kan vi finde den frekvensafhangige impedans ved La-

placetransformation

%(d) (a)

(s) = L{G ' (t),s} ' (4)

Imidlertid-er det asymptotiske udtryk: (3) ikke lige til
at Laplacetransformere, da det har en ikke-integrabel
singularitet for t = 0, hvis d 2 2. 1Imidlertid ved vi,

at stivheden har den ehdelige vardilfoor t = 0, s&a i ste-
det for (3) vil vi bruge udtrykket °

G(d)(t) ~ L 27 \ , (5)
o} dTt
(VI 4
t 4+ —_—
27

Den Laplacetransformerede af (5) kan sd udtrykkes p& for-

men

p 27

(@ 6 drd N(d)(des\
0

)(S)R"‘—'———'h -—2?;—/ (6)

hvor dimensionsfunktionen h(d)(x) er givet ved

5 -1
B @ (x) = o x 2

cT(1-3, x) )
Funktionen I (a,x) er den ufuldst®ndige gammafunktion
(ref.V):

I'(a,x) = J 0l e™ qu ‘ (8)
X

Dimensionsfunktionerne beregnes lettest ved brug af form-
len (dog kun for d%2)
-

H(d) (x) = ex[(—é‘-)! x_ ) (=) " } (9)
I- 2 n=0 (n+l-% Yen!
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For.store vardier af x er det mere bekvemt.at bruge.kadé—

br¢ksudviklingen 
RO (x) = —+ e ; - -
d/2 . :
. X + — - - -
14 2 - -
d/2 + 1 (10)
X + : - - :
. T ) .
L+ d/2 + 2 T
X + - 3 — = =
1+ > - -
X+
Imidlertid m& man huske p&, at udtrykket (5) kun er en

1nterpolatlonsformel, som er korrekt i grenserne t = 0 og
t » . Man skal derfor ikke lagge for meget i udtrykket
for dlmen51onsfunktlonerne og kun_de f¢rste led i (9) og

(10) kan anses for kvantitativt korrekte.

I den lavfrekvente granse s <<,1/T kan vi npjes med det
mest betydende led i formel (9), d v.s. for d<2

7@ () w28 ("q)’ | (‘?;ﬁ)%l Cawn
- Pg - ‘ i , | .
Til denne formel kan man indvende, at den ikke sigef'noget
.nyt Da den ikke galder for d > 2, gelder den kun for det :
~end1men51onale tilfalde, som vi allerede har l¢st (eksakt)
i foregdende afsnit. Formel (11) med d = 1, giver pracist
halvdelen af impedansen Z (s) 1 formel 1. .42.6.41. Grunden
til, at vi kun far halvdelen af Z er, at -vi nu gar ind pa
"midten" af en uendelig kade, hvor vi f¢r stod for enden
af en halvuendelig kade. Formel (ll) siger alts3 kun noget
nyt, hvis det har mening at lade d antage vardler i det
abne interval mellem 1 og 2. Den fy31ske betydnlng af sé-.
danne brudne dimensionstal er tvivlsom, men b¢r nok ikke
helt afskrives. F.eks.  kunne man tenke sig, at dlffu51on
pd en overflade og i nerheden af én‘kant kan beskrives ap-
prbximativt-ved at tilskrive-d‘en passende vardi mellem 1

Og 2.
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Tilfaeldet d=2 kan ikke beskrlves ved formel (9), men
den ufuldstandige gammafunktlon i (7) er i dette tilfalde
det samme som det .sdkaldte eksponentialintegral

El(x) = T (0,x) ~ —Y ~Inx for x <1 (12)

hvor y er ﬁulerfs konstant. I det todimensionale tilfalde
afhanger impedansen altsd logaritmisk af frekvensen i den

lavfrekvente granse.

Endeiig finder.vi, for d>»2 , at det dominergnde led i ud- -
trykket (9) er en konstant

n' Y (x) ~ 3 L for x << 1 (13)

oS- 1

Vardien af denne konstant skal man dog ikke fe®ste 1lid til.

En numerisk udregning for d=3 giver vardien

0t
73 (0) = 1.516- 7;9 (14)

0
medens formel (13), indsat i (6) giver en vardi, som er
37% for lille.

I en eksakt udregning md fordelingen (2) erstattes med udtrykket
t

d [
> ar, t
P(V) = Ne 4 1 (——] (15)
t a=1 Va\de

hvor I (x) er en modificeret Bessel funktion af fgrste art og vte
orden Yref V). Udtrykket (5) md sda #ndres til

- d
(a) 0 T [ ( t ]}
G t) = — d .1 |— (16)

og den statiske impedans for d > 2 bliver

£ a
5 (@) K3 T { ( t ]}
(0) = l e I [=—| | at
pO 0 0 de

dtde _ 4a
- [» [e X Io(x)] ax (17)
Po Yo
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Det kvalitative forhold, at den statiske impedans er uendelig for
d £ 2 og endelig for 4 > 2, er u&ndret, og vardien af 7(d) (0), som
fas af (13) vil vere asymptotisk korrekt for d-2 << 1.

. Vi ser, at det diffusive system optrader som skalainvariant

for t>>Td, undtagen i det todimensionale tilfalde. verdien

~af tidseksponenten o fas af loven (sml. 1.2.3.14)

i(d)(s) « g%t for s « i
. T
. d
og vi ser, at
% for d«< 2 .
a = _ (18)
; for d > 2

Selv om den'asymptotiske(tidseksponent er 1 i det tredimen-
sionale tilfelde, vil der vare en ret tydelig afvigelse

fra opfgrselen af en simpel 1lak, idet det nastmest bety-
dﬂ'Koef—

ficienten til dette led er eksakt i (9), hvorimod det kon-

dende led i formel (9) gar som kvadratroden af. st

stante led som navnt md bestemmes. numerisk og er anfegrt i’

~(3)

(14). Den asymptotiske formel for 2 (s) i den lavfrekven-

te granse bliver sa

‘ 0t ' \3/2
7205 (s) ~ . {1,516 «n(z) vVZsT] } (19)

L

Den reciprokke funktion, admittansen i tre dimensioner,
bliver i sammevgranse, s << l/Td:
3
1 o

3 (3) - . 1 3\2
Y is) = TED. “,erd-1,516 {l+n-l,516(2) VZIsTy 1 (20)

Admittansen af den éndimensionale diffusionskade i lav-
frekvensgransen er
Po

V2sT ' (21)

> (1)
er d

Vi ser altsd ved sammenligning af (20) og (21), at det
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tredimensionale system i den lavfrekvente granse kan reti-
culeres, som vist pd fig.l, ved at forbinde en simpel lazk
og en éndimensional diffusionskade via en o-samler til en

felles ydre port.

e e

U

-
o
©

3DD

,\
Q
1]

B

Fig.l. Lavfrekvens-reticulation (s << l/Td) af det cellu-
lare diffusionsresponse i tre dimensioner. Beteg-
nelserne "3DD" og "1DD" stdr for henholdsvis tre-

dimensional- og endimensional diffusion.

Hvis vi holder os til de heltallige vardien 1,2 og 3 for
dimensionstallet d, ser det ud til, at der kun kan fore-
komme én type af skalainvariant opfgrsel med bruden tids-
eksponent, nemlig den éndimensionale kade med o = %. Der-
udover er den todimensionale diffusionsmodel exceptionel
ved sin logaritmiske opfgrsel, som ikke er skalainvariant
i nogen graznse. Blot det, at vi har fundet et par syste-
mer, som er kvalitativt anderledes end de diskrete syste-
mer, vi studerede i afsnit 1.3.3., &bner imidlertid op

for en stor ma@ngde nye syntesemuligehder og indikationer

til teoridannelse, ikke mindst inden for vaskedynamikken.

Hvis vi laver den duale udgave af den &ndimensionale dif-
fusionskade, f&s et system med tidseksponenten 2-% = 3/2.
Dette system beskriver shear bevagelse i en Newton'sk
vaeske i &n dimension; lagrene beskriver den transversale
impuls af vaskedelene, og lakkene den indre gnidning,

hvis stgrrelse angives med shear viscositeten n.




/
QA Ax

- Fig.2. Kontinuumsmodel,for shear bevagelse i én dimension
i Newton'sk veske med massefylden p og viscosite-
ten n. Segmentet foresfiller;et udsnit med langden
Ax og tvarsnltsarealet A. Tldseksponenten er 3/2,

da modellen er dual til. dlffu51onskaden flg 1.4.6.4.

Som konsekvens af vaskemodellen pad fig. 2 m& man forvente, .
at den "atomare" responsefunktion for en partlkel 1 vasken -
lkke alene er bestemt ved et Brown element med gnldnlngs— .
koefficienten fastsat ved Stokes' lov, men 1ndeholder et

ekstra bidrag med tidseksponeﬂten 3/2 (allerede Stokes var
vist klar over dette). Forsgg pa eksperimentel pdvisning

af dette bidrag ud fra neutronsprednirigsdata (ref.25) har

dog ikke vist sig sa@rligt overbevisende.

Der er heller ingeh serlig grund tii at blive forbavset, -
hvis det skulle vise -sig, at 3/24bidraget aldeles mangler
for de fleste vasker. Sagen er jo den, et den Newton'ske
vaskemodel er hgjst ufuldstandié, bl.a. fordi den mangler
et elastisk bidrag til shear dynamikken. Et s&dant kan in-
kluderes i fig.2 i form af et o-lager p&sat o-samleren,
hvorved modellen bliver til den Maxwell'ske vaske model.
En si3dan model, som indfgrer en ny karakteristisk tid
(Maxwell's relaxationstid) er i stand til at bryde skala-
invariansen over et begranset:omréQe for forholdsvis lange

tider'og kan derved delvist»forklafe fraver af 3/2-loven.
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~ Til gengald ser det ud til, at der er en anden form for

- skalainvariant opfgrsel, spec1elt i seje vasker, som

Maxwell modellen ikke kan forklare, men som til gengald
" kan forklare fraver af 3/2-loven for vilkarligt lange

tider.

“"Malinger af b¢lge1mpedansen for plane-shear bglger i
‘forskellige seje vasker (underafk¢lede), udf¢rt af Barlow,
Erginsav og Lamb (BEL, ref.29) har klart pavist, at det '
"element", som skal tilkobles o-samleren i vaskemodellen
fig.2, foruden en lek (viscositeten) og et o-lager (shear
elasticiteten) ogsad m& indeholde en skalainvariant kompo~
nent med tidseksponenten 1/2. Eksistensen af et sddant
bidrag medfgrer, at den atomare admittans for smd vardier
" af s har formen

1/2

Ya(s) = Y(0) + kl/2 *s (22)

hvor k er en positiv konstant. I modsatning hertil vil-

1/2
le et Newton'sk lavfrekvensbidrag med tidseksponenten 3/2

medfgre at impedansen gdr som (22), d.v.s. admittansen

m3 have den asymptotiske form

~ - ~ _ . ]_/2
Ya(S) = Y (0) k3/2 s (23)

hvor k3/2 ogs& er en positiv konstant. Begge former for
skalainvariant opfgrsel medfgrer altsia, at realdelen af
den atomare admittans som funktion af w har en spids for
w =0, men i "1/2-tilfeldet" vender spidsen nedad, og i
"3/2-tilfeldet" vender den opad. BEL modellen kan altsa
forklare et totalt fravar af en "3/2-lov", fordi den lige
som denne er et udtryk for skalainvariant opfgrsel til
lange tider. Naturligvis vil den "inertielle diffusion",
som en Arsag til "3/2-loven" i Newtonske vasker, ogsa
ggre sig galdende ved bglgeudbredelse i BEL-vasker, men
den vil formentlig ikke kunne observeres for atomare

partikler, da den overdgves af "1/2-loven”.
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ye

Fig.3. To former for lavfrekvent skalainvarians i vaske-
dynamikken afspejlet i realdelen af den atomare
admittans. a: Ne&ton'ék vaeske, o = 3/2. b: BEL-

~vaske, a = 1/2. ) |

BEL—deellen er indtil videre en parameterfri,4fan6meno—
logisk model, som kan beskrive en stor ra&kke forskelligar-
- tede mdlinger, herunder Mossbauer effekt og dielektrisk
relaxatlon. En redeggrelse for sadanne mallnger, udfert

af specialestuderende pa IMFUFA under vejledning. af Nlels
Boye Olsen forventes udsendt senere dette ar. En egentlig
'mlkroskoplsk kvantitativ: teori for BEL-mekanlsmen savnes
stadig, men overvejelserne i dette afsnlt antyder, hvilken
vej, man kan ga for at f&, i det mindste en kvalitativ for-
stielse af, at tidseksponenten 1/2 kan spllle en rolle i

viscoelastisk adferd.

Allerede Frenkel, en af veskedynamikkens pionerer (ref.30),
paviste, at visco;itetens aftagen med voksende temperatur
i vaesker (i modsa@tning til gasser)”er et tegn pa, at va-
skens molekyler ef starkt hezmmede i deres bevagelse af de
andre molekyler, s&ledes at en simpel diffusionsmodel for

- partiklerne er utilstrakkelig. Man m& snarere forestille
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§}g,‘at4¢n‘§opbevagelse af et molekyle er betinget af '
tilstedevarelsen af et "hul i vasken" en s&kaldt vacance  ~ o
i den umiddelbare”narhed af molekylet, og at vacancernes

bevegelse kan beskrives med en diffusionsmodel, fordi de

er s& relativt f3, at de ikke "kommer i vejen for hinan-

"den". Vacancediffusionsmodellen blev udarbejdet med hen-

blik pé’viscoelastiske’responSefunktioner af Glarum (1960)

og senere af Phillips, Barlow og Lamb (PBL,; 1972, ref.3l)

til forklaring af BEL-modellen. Forklaringen er dog hg¢jst
ufuldstendig, bl.a. fordi den er éndimensional, og fordi

den indfgrer dubigse approximationer. Vi skal her néjes

med et kvalitativt billede, som indeholder nogle af de

samme trak, men ogsa en kritik af PBL.

Et simpelt dimensionsargument vil vise Frenkel's pointe. Hvis par-
tiklerne kan diffundere frit, er diffusionskonstanten givet ved
1.4.6.36 og ved Stokes' lov samt Einsteins relation 1.4.5.42.
Stg¢rrelsesordensmessigt har vi altsd (vi setter 6 = 67 & 1)

2
D o~ 2 .
. a n
Hoptiden Td er bestemt ved partiklernes termiske hastighed
L L

Td ~ <> ~ V6/m

d.v.s. vi far
2
n = L°vVmb

d.v.s. viscositeten mid vokse med temperaturen som VT, hvilket er
korrekt for gasser, men ukorrekt for vasker. :

Hvis partiklernes bevagelse er betinget af vacancedifffusion, er
det lzkken i fig.1.4.6.6, som bestemmer deres bevagelighed, d.v.s.
vi far :

o ., 8 ¥4

H n o~
nk 3
L po

Sandsynligheden for, at en bestemt plads er besat med en vacance
m& vare givet ved en Boltzmann faktor

-uO/B

N e
Po
hvor u, er den aktiveringsenergi, som skal til for at skabe en va-
cance. Temperaturafhengigheden af p, er langt kraftigere end tempe-
raturafhangigheden af de gvrige fakgorer, s stort set kommer vis-
cositeten til at afhange af temperaturen som l/po:
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/0.
- exb/

‘d.v.s. N er en aftagende funktion af temperaturen pa en made,
som stemmer godt med den sdkaldte Arrhenius lov for vasker.

. Lad os betragte en partlkel, som sidder pa en en bestemt
gltterplads k1.0, og lad p(t) betegne sandsynllgheden for,
at partlklen sidder p& den samme plads kl.t. Hvis partik-
len kan diffundére frit, vil p(t) relaxere ekSponentiélt

med relaxationstiden T og forlgbet kan skildres med et

’
Maxwell-element som fig.l.4.6.2. Vi kan opfatte dette
Maxwell-element p& to forskéllige mader .

a) Elementet skildrer en ligevagtssituation for et ensem-
ble og funktionen p(t) er den brgkdel af ensemblet,
hvor partikleh sidder p& samme plads kl.t, svarende
til ventetidsfunktionen G (t) i foregéende afsnit.

b)vElementet skildrer en 51tuatlon med elastisk’ spanding
(stress), fremkaldt af partikelophobning et bestemt
sted, og p(t)'éngiver, hvorledes stresset relaxerer

pd grund af partiklernes bevagelighed.

Der er altsd for den simple diffusionsproces, Poisson pro-
sessen, en fuldstandig overensstemmelse mellem den sta-
tistiske ventetidsfunktion og stress-relaxatiqnsfunktio—'
nen (G(t‘/G ) forfMaxwell elementet), og Maxwells relaxa-
tionstid for stress er den samme som hoptiden Tae Kurven
er en tidshomogen funktion e t/Td, hvilket henger sammen

med, at intensiteten A = l/T for Poisson processen er

tidsuafhengig (jfr. ligning 1.4.6.19).

Glarum og PBL gar ud fra, at ventetidsfunktionen og stress-
relaxationsfunktionen ogs& stemmer overens, ndr Poisson
modellen ikke kan bruges, og dette er i almindelighed for-

kert, som den fglgende analyse vil vise.

Lad os antage, at partikien kun kan forlade sin plads, nar



1.4.7. - 264 -

der ankommer en vacance til stedet. Den individuelle be-

vaegelighed ?;(s) for partiklen vil sa vere éivét”ved~aen
kollektive bevagelighed ka(s) for vacancesystemet. Hvis
vacancerne diffunderer efter en d-dimensional Poisson pro-
ces, VilAvi 1 den lavirekvente grznse kunne satte
o~ 1 e

Y (8) = ——= ST (24)

kv Z(d)(s) S

hvor ﬁ(d)(s) er den cellulare impedans, som blev bestemt
i bngndelsen af dette afsnit. I almindelighed méd vi der-
for skildre stressrelaxationen som vistrpé fig.4 med et
"Maxwell element", hvor lakken er erstattet med en sort

kasse med en krybefunktion J(d)(t), svarende til (24).

o

A

Fig.4. Relaxation via wvacancer.

Vi ser fgrst pa&d et ensemble i ligevagt, hvor p(0) = 1,
d.v.s. alle systemerne i ensemblet har en partikel siddende
pa den bestemte gitterplads kl.0. Til at begynde med er

der ikke noget spa@ndingsinput til "vacancekassen" pa fig.
4, idet vi regner med, at den elastiske spanding i gitte-
ret er nul, ndr partiklerne sidder pa deres pladser. En
forstyrrelse af ligevegten i det enkelte system vil fgrst
opstd, nar der ankommer en vacance til stedet, og dette
svarer i modellen fig.4 til, at der udsendes en shot-

noise puls fra kassen.
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Breddefunktionen for stpjen er jo
r @) = 200e) (25)

og'denne funktion angiver éé i hvor stor en brgkdel af en-

semblet, ankomsten er sket kl.t, forudsat at spandingen

hele tiden er nul. Intensiteten af processen, d.v.s. sand- .

synligheden pr. pidsénhed for ankomst af en vacance er sa’
dJ(d)

T a(t) = a@E @) = 29——€t(—t) = 20y Yy (26)

og ensemblets relaxation er derfor styret af differential-

ligningen
A | @,
dp(t) _ _4 ey - _ dar (t) :
gt - }(t) p(t) = -p(t) g (27)
Det ses umiddelbart, at lgsningen til (27) er
I (@ (g

p(t) = e | - o (28)

Hvis vacancesystemet beskrives ved en skalainvariant kry-
befunktion med tidseksponenten o, siger vi, at ensemblets

udvikling er styret af en Weibull-proces. Sa er
. !

a e
o(t) = e—26Jl-(t/T) - e-)\ t

(29)
Kun for a=1 er det en Poisson-proces, som har "Markov-
egenskaben", en tidsuafhangig intensitet.~For Weibull
processen med o+l kan man indfg¢re en'"krumlinjet tids-
trahsformatipn" ved at benytte den indre systemtid t;}
der blev indfe¢rt i afsnit l.l.5_og derved opnéd en ‘formel
lighéd med Poisson processen

—Mkek
A*t¥

o (t¥) =}ej (30)

Til geng®ld gar man sa glip af tidshomogeniteten, da den
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. indre systemtid har et wuflytteligt nulpunkt.

Weibull-modellen (29) blev indfgrt i statistikken af danskeren

G. Rasch. Mcdellen blev dels benyttet til fysiske faznomener som
metaltrathed og dels til sociale problemstillinger sasom kriminelle
personers tilbagevending til fangslerne.

Adferdsbiologen Iven Reventlow studerede redebygningsaktiviteten af
hundestejler i brunst og fandt at ventetidsfordelingen for pabegyn-
delse af en bestemt adfard ikke kunne beskrives med en Poisson pro-
ces, men fittede godt til en Weibull model med en vardi af tids-
eksponenten o pd ca. 1.5. Da Iven Reventlow forsvarede sin dispu-
tats, opponerede statistikeren Benny Karpatschof ex auditorio og
papegede her, at Weibull-modellen ikke skulle opfattes som en til-
feldig model, der fittede til de givne data, men kunne begrundes
videnskabsteoretisk ud fra betragtninger om ratio-skalainvarians
(ref.31l) og derfor matte betragtes som det eneste rimelige valg af
statistisk model. (Senere har Karpatshof dog modificeret sine syns-
punkter noget, uden at frafalde kravet om skalainvarians).

Bemzrkningen blev taget til fglge af samfundsforskeren Ib Damgaard
Petersen, som var pa udkig efter en rimelig statistisk model til
beskrivelse af ventetidsfordelingen for politiske begivenheder,
sasom internationale topmgder og konferencer mellem magtens ud-
pvere. Damgaard Petersen fandt, at Hitlers mpdeaktiviteter i be-
gyndelsen af krigen (fgr sammenbruddet pa @stfronten) kunne beskri-
ves som en razkke parallelt lgbende Poissonprocesser (0 = 1) med
vekslende intensiteter og fortolkede dette som et tegn pa, at det
politiske system var i en tilstand af relativ balance. Andre begi-
venhedsrakker matte beskrives med a & 0.5, hvilket fortolkedes som
tegn pa oplgsning, og atter andre med 0 &~ 1.5, hvilket blev fortol-
ket som tegn pd interesse og opbygning af struktur i systemet (ref.
32).

Rent behavioristisk kan man konstatere, at o < 1 betyder aftagende
intensitet og stor uregelmessighed af ventetiderne, hvorimod o > 1
betyder voksende intensitet og stgrre regelmessighed (mindre spred-
ning pd ventetiderne) end for Poisson processen. Det virker sléende,
at det er de samme verdier af o, nemlig 0.5, 1.0 og 1.5, som inter-
essen samler sig om, bade i de socialvidenskabelige og i de vaske-
dynamiske sammenhznge. Maske er det ikke helt ved siden af at tenke
pd visse samfundsm@ssige begivenheder som betinget af en slags dif-
fusion i det sociale system (?).

En egentlig stress relaxation ville f48s af modellen pa fig.
4, hvis level variablen og dermed sp@&ndingen har en vardi
forskellig fra nul. Dette vil dog ikke fgre til et forlgb
magen til (28), medmindre krybefunktionen er linear. Pois-
son processen er altsa ene om at have samme relaxationslov

for elastisk stress som for populationen af partikler i
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ventep051tlon. Antagelsen om 1dent1tet af de to funktloner..

_ kan ‘kun forsvares, hvis spandlngen i fig.4 har en konstant
. V&rdl, d.v.s. hvis elementet har konstant stress, 1ndt11
‘der ahkommer en vacance, som sa bevirker en fuldstandig
udlgsning og afstressning. Dennevantagelse anfgres 6gsé
.af PBL som n¢dvendlg for teorien, uden at de pa overbev1—

sende mdde kan begrunde den fysisk. Det er nok for optl-

mistisk at forvente, at en rent statlstlsk random-walk mo-

‘del fbr-fejlsteder i vasker og faste stbffer‘Kan gpre rede
for de viscoelastiske requﬁseegenskabér. En egentlig mi-
kfoskopisk teori kan ikke‘uhdgé en narmere redeg¢relse
for, hvordan elastisk stress indvirker pa vacancesyste-
mets dynamlk Resten f¢lger s& af F.D.teoremet, d.v.s.
den,atomareAvan Hove funktion kan i det vasentlige bereg—
hésfﬁd fra . en koliektiv,l—port responsefunktion, hvis man
‘har reticuleret rigtigt. ‘ ’ | ‘
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1.4.8. Kvantestgj.

Den kvantemekaniske teori for st¢j giver pé flere mader
en vis afkléfing af den klassiske teori, men peger ogsa
pa noglefbfgﬁiémér, som stort set er ulgste. Medens kvan=
teteorien'fdr systemer i termisk ligevaegt er i en langt
bedre form end den klassiske statistiske mekanik, dukker
der problemer op, sd snart man vil skildre irreversible
procesSer. Dette h&nger sammén med, at kvantemekanikken
er modelleret oVer den klassiske reversible mekanik pa
grundlag af Hamilton's. ligninger, som ikke kan skildre
dissipation af energien, uden at man bryder deres smukt
afrundede form. En kvantémekanisk'energibéndsteknik) som
tillader lazkke, er endnu ikke ferdigudviklet, selv om vi
har set antydninger af den vej, man kan ga (fig.l.4.2.2).
En sd8dan udvidelse af energibdndsteknikken md ngdvendig-
vis ogsd blive en udvidelse af kvantemekanikken og kan

derfor ikke blbt modelleres over eksisterende teorier.

Fluktuations-dissipationsteoremet er en hovedhjgrnesten
pad vejen fra ligevagts- til ikke-ligevagts statistisk

mekanik. Det benyttes i sin kvantemekaniske formulering
som grundlag for spredningsteori (van Hove funktioner)

og til beregning af irreversible transportkoefficienter
(Kubo-formalismen) og reprasenterer omtrent grensen for,
hvor langt man kan gd med en irreversibel kvantedynamik,

f¢r problemerne for alvor melder sig.

Den fglgende gennemgang forudsatter en vis fortrolighed
med den kvantemekaniske begrebsverden: operatoralgebra,
kommutatorer, t®thedsmatricer, middelverdier og bevagel-
sesligninger, som det ville vare for pladsrgvende at in-
troducere nu (se f.eks. ref. 33). Det skulle dog nok vare
muligt for den uindviede laser, som har fulgt med si

langt, at f& et vist indtryk af, hvad det drejer sig om
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ved at skimme fbrmlerne, af hvilke flere har varet omtalt

i de foregdende afsnit.

Vi starter med at udlede Kubo's formel for den tidsafhan-
gige admittans af et kvantemekagisk system (ref.34). som
vist pa fig.l tenker vi os systemet forbundet med en klas-
sisk spandingskilde F(t). At sp@&ndingskilden er klassisk,
betyder at styrken F(t) er en almindelig funktion af ti--
den (altsé& ikke en operator): Hamiltonoperatoren er s&
H = H) - F(t)-Q o SNEH)

hvor Q@ er operatoren for den cykliske output level i det
energib&nd, som forbinder systemet med spandingskilden.

(Vi benytter ligesqm tidligére fede typer for operatorer).

\

Y

\

Fig.l. Kvantemekanisk system forbundet med klassisk
/ . . .
spe&ndingskilde F(t).

Systemets Statistiske egenskaber beskrives ved den sakald-
te tethedsmatrix p(t), som udvikler sig i tid efter v. Neu-
mann ligningen ‘ '

i

po= g lem @

QJ'Q:
oy

hvor den firkantede:parantes'betydér kommutatoren:
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[a,B] = AB - BA.

Vi vil nu se pad et bestemt stimulus-response fors¢g, hvor

F(t) har formen

F(t) = pyd(t) ' (3)

og vi antager, at systemet har varet i termisk ITigevagt .. -

op til k1.0 med tzthedsmatricen

Vs

7

= 1 .PBHg | ’
; _ 1
hvor B = T
- -BHQ .
og 7z =. Sple ) er tilstandssummen,

[y

og stgrrelsen Q tenkes defineres sdledes at dens middel~

verdi har vaeret nul lige op til forsgget starter k1l.0.

Hvis impulstilf¢rslen P, er tilstrakkelig lille, ma vi
regne med, at middelvaerdien af @ til et bestemt tidspunkt
t efter k1.0 er proportional med Pyr ©9 forholdet mellem
denne middelverdi og P, er s& pr. definition systemets
tidsafhengige admittans Y (t). (Egentlig burde vi sige le-
vel-admittans, men da den uforstyrrede Hamilton-operator
HO er tidsuafhengig, er systemet tidshomogent, og der er
ingen forskel pa& level- og rate-admittansen, jfr. afsnit
1.1.3).

Da vi sgger et lineart response, mna det vere pd sin plads

at bruge lineer perturbationsregning, d.v.s. vi skriver

tethedsmatricen
p(t) = p, t pl(t) (4)

og ngjes med at bestemme afvigelsen fra ligevagt, pl(t),
til fgrste orden i perturbationen Py Lad os starte med
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at bestemme tathedsmatrlcen til tiden 0+, d.v.s. umlddel—
bart efter tilfgrselen af 1mpulsen Py- Ved at indsette
Hamlltqnoperatoren,(l) Qg (3) i bevagelsesligningen (2),

finder vi ' ‘ j

. Po o
P (09 = 3z legi@] | (5)

Vi har sa benytﬁet! at pb kommuterer med'HO. Det er i ud-
ledningen af (5), at vi antager linearitet, selv om det
kan vare svart at se,. at (5) ikké3er helt_eksakt. I vir-
keligheden md vi forestille os, sker impulsoverfgrselen
ikke momentant, og: tethedsmatrlcen p& hgjre side af (2)
e&ndres i lgbet af processen. En hensyntagen til dette for-
1¢b vil resultere. 1 forekomsten af hgjere potenser af pO

pa hgjresiden af - (5)'

 Nar fegrst impﬁlsénlef overfgrt, behgver vi ikke mere per-.
turbationsregning,~for systemet er uforstyrret, og den
forstyrrelse af tethedsmatricen, som introduceredes kl.0
-vil blot udvikle 51g i tid, styret af den upertﬁrberede
Hamlltonoperator. D v.s. til tidén t > 0 har vi

! i i
'.,"—-Ht P —H t -
p () = e B 0. Brp 01e® ® (6)
Responsefuhktionen Y(t) er jo
Y(t) = Lo, = s spip(t)Q} (7)
.pO t pO ‘

hvor "Sp" betyder "sporet", d.v.s. summen af diagonalele-
menterne af den pégaldende matrix. Nér vi for p(t) indset-
-ter opspaltningen (4) i en uforstyrret del og en forstyr-
relse, kan vi undléde den uforstyrrede del, fordi'vi har
defineret Q@ sdledes, at den har middelvaerdien nul i lige-
vagt. Vi far da ved at ihdsatte (6)‘i (7): '
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i i
1 [ &%t £ Bt
ve) =g spf{e® O (p0-0pp) ® 0 o) |
Cige ige o lge ige
l v
_ i’ﬁSp{"oQ\eﬁ 0 oe B 0" _ A0 m 0 on} (8)

" Vi har her benyttet os af, at sporet er invariant over
~--for en ombytning af_to af de indgaende4operator—faktorepLT

- Da funktionen er en-ulige funktion af tiden, bgr venstre-

siden egentlig skrives Y (ltl|) sign(t).

Nu har vi hidtil arbejdet i det sdkaldte Schrddinger-bil--
lede, hvor de observable reprasenteres ved tidsuafhengige
operatorer, medens systemets tilstand beskrives ved en
tidsafhengig bglgefunktion eller tathedsmatrix. Der fin-
des imidlertid et ®kvivalent billede, Heisenberg-bille-
det, hvor bglgefunktionen eller tathedsmatricen er tids-
uafh®ngig, medens operatorerne ®ndres i tidens lgb. Sam-
menh&ngen mellem en Schrddinger-operator A og den tilsva-
rende tidsafhangige Heisenberg-operator A(t) er sa, nar
Hamilton-operatoren H er tidsuafhangig, givet ved:

i i

aA(t) = e%—HtA e-‘gHt , (9)

Vi ser da, at (8) kan udtrykkes p& fgplgende made:

Y(ltl) sign(t) = 2= spip,[0(0),Q(t)]}

& <[e(0),0(8)1> o (10)

hvor < betyder middelverdien over ligevagtsensem-

>
(0)
blet med den statistiske operator Py- Ligning (10) er

Kubo's formel for responsefunktionen.

Vi ser nu p& den intermediare spredningsfunktion (sml.
1.4.5.17)

I_(k,8) = < o ~ike(0) [ Jike(t) (11)




(vi har nu droppet merket (0) pd middelvarditegnet, som

imidlertid stadig refererer til ligevegtsensemblet). De
i (ll)'indgéendé faktorer er nu operatorer, s& det er vea-
sentligt, at man skriver dem i en bestemt orden. Lige som
‘tidligere kan IS(K,t) prattes som den rumligt Fourier-
transformerede af van Hove selvkorrelationsfunktionen
G ‘(r,t) men denne bliver nu en kompleks funktion af sted
og tid o9 kan alts& ikke l®ngere fortolkes som en sand-
synllghedstathed Formlen for Gs(r t) udtrykt ved sted-
operatoren Q(t) bliver ogséd noget mere indviklet end
1. 4 5.15, s3 vi.undlader at anfgre den her (ref.26). Den
kvantemekanlske van Hove funktlon ma 1m1dlert1d for tider,
som er store i forhold til TO = gh, ;ga over i den klas-
siske sandsynlighedstathed, som 1 kontinuumsgransen er
gaussisk og kan udtrykkes: ved breddefunktionen T (t) som
i ligning 1. 4.5. 16.. Ogsa den 1ntermed1ere spredningsfunk-
tlon (11) m& kunne approximeres gaussisk: hvis vi rakke-
udvikler I («,t) i x, kan der af symmetrlgrunde kun fore-

komme llge potenser af «, si til laveste orden har vi
2 .
——é'— B(t). : .
IS(K,t) = e . (12)

~ Funktionen B(t), som i almlhdelighed er kompleks, er- alt-
s& den kvantemekaniske generalisation ‘af den kla551ske
breddefunktion T (t), sa ifglge korrespondenspr1nc1ppet
.m& det galde, at ‘

B(t) ~ T(t) for t >> Bh (13)
For lange tider er B(t) altsd en lige og reel funktion,
men i det kvantemekaniske tidsomrdde vil der vare et ulige

og imaginert bidrag, som vi nu skal bestemme.

Af (l1) fas:



,,js(Kl-l:) = < e_lKQ(O) elKQ(—t)

>

= < o-ike(t) _ikg(0)

> = I;(K,t) (14)
Vi har her benyttet, at systemet er tidshomogent, ved at
legge t til begge tidsargumenter. Det m& derfor ogsid gael-

de, at B : - = B
B(-t) = B*(t) (15)

hvilket demonstrerer det ovenfor fremhavede, at den lige
del af B-funktionen er reel, medens den ulige del er ima-
ginar. Som funktion af k er I (k,t) imidlertid lige, sa

ved at skifte fortegn pad x i (1l4) féas:

IX(k,t) = I¥(~k,t) = < etke(t) mike(0) g

Vi vil nu udfgre nogle manipulationer med dette udtryk,
som nok i fgrste omgang vil virke 1lidt besynderlige, for-
di de tilsyneladende gg¢r tiden til en kompleks variabel.
Baggrunden for dette trick er den formelle analogi mellem
tidsudviklingsoperatoren

Lge

u(t) = el

og den statistiske operator

-BH

e

N

p(B) =

som tillader os, nar vi mgder et produkt af disse to ope-

ratorer at trakke dem sammen:

1—1;;- Ht -BH %— H(t+ifh)

e e = e = U(t+iBh) (17)
og sige, at denne operator bestemmer systemets udvikling
hen til "tidspunktet" t+iBh. Vi fir sd af (16):
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BH L1 Et ikp(0) “ge -ikg(0)
R n
Sp{e e, e e e }

I* (k,t) =

N+

1 -ikQ (0) i-H(t+ih8) ik@(0) —%:H(t+iﬁ8) -BH
=7 Sp{e ' e , ‘ e }.

g3l
s'e e

= < e—iKQ(O) eiKQ(t+iﬁB)

> = IS(K , t+ihB) : (18)

Vi har dermed rent formelt defineret en analytisk fortsat-

telse af den 1ntermed1are sprednlngsfunktlon ud i den kom-

plekse t-plan. Betydnlngen af dette kunstgreb ses klarere,

nar vi ved en tldsllg<Fourlertransformatlon af IS(K ,t) ind-
fgrer strukturfunktionen (sml. 1.4.5.19)

(=

. o1 - iwt o o
,SS(K,w);T T J_&IS(K't) e dat | (19)
og omVendt:
I (k,t) = [~ s (x @)'e‘iwtdw (20)
s r . J s I'4 c o

-~ 00

Hvis vi f@rst bestemmer strukturfunktionen af (19) ved at
integrere pa denﬁfeelle t akse, kan vi bagefter ved brug

af (20) problemfrit give t en positiv imaginerverdi.

Af (14) og (;9) ser vi, at SS(K,w)‘er reel p& den reelle
w—akse, hvilket stemmer med, at funktionen angiver absorp-
tionstvarsnittet faifferentielt) for en plan bglge med
frekvensen w, der sendes ind i systemet. I den klassiske
mekanik galder desuden, at strukturfunktlonen er en lige
funktion af frekvensen, men dette galder ikke i kvanteme-
kanikken. Af (18) og: (20) f&s nemlig

|

,
IS(K,t) ; .

® o iwt i -iwt
J S (K,w)‘elw dw = J S_(k,~w) e 0t 3
oo S - —co

I_(k, t+ifig) = J s_ (k,0) o IW(EHINB) 4,

d.v.s. det md gzlde, at
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Sg(kymw) = Sghgﬁg(Kﬁ?),

(21)

Man'plejer at sige, at denne ligning udtrykker princippet
om den detaljerede balance (afsnit 1.4.3), fordi venstre-
siden udtrykker emissionstvarsnittet for frekvensen w.
Ligningen udtrykker altsd en balance mellem emission og

absorption af strédling med frekvensen w, idet faktoren

er en Boltzmann faktor, som udtrykker forholdet mellem
den statistiske vagt af en given tilstand og den stati-
stiske vagt af den tilstand, som systemet kommer i efter

absorption af et kvantum med energien AE = hw.

Nidr vi sammenligner udtrykkene (11) og (16) ser vi, at
rakkefglgen af de to faktorer ikke er ligegyldig. Dette

udtrykkes mest bekvemt ved hjalp af kommutatorfunktionen

K (<,t) = <[e_iKQ“”, eiKelt)
=TI (k,t) = I*(x,t) = I (k,t) - I (k,-t)
s s s S
= IS(K,t) - IS(K, t+ifiR) 4 (22)

Denne funktion er en rent imaginer, ulige funktion af t.

For meget smd verdier af « finder vi ved rékkeudvikling

KS(K,t) ~ <[1-ikQ(0) , 1+ikQ(t) 1>

= «? <[0(0),0(t) 1> (23)

Ved brug af Kubo-formlen (10) fﬁr vi derfor

2
d KS(K,t)

dK2

= 2ihy(lt])sign(t) (24)
k=0

Ved at indsatte definitionsligningen (12) for den kvante-




- 277 - - 1.4.8.

P

mekaniske breddefunktion B(t) i ligning (22) og udfgre

samme dobbelte differentiation som i (24) finder vi.

dzxs(K,ty

dK2

-B(t) + B(t+ihB)

k=0 (25)

i

-B(t) + B(-t)
= B(t) + B*(t)

En sammenligning af (24) og (25) viser sd, at den ulige

imagin®rdel af B(t) md vare givet ved funktionen 7
~ihY(ltl)sign(t). Hvis vi identificerer den lige.realdel
. af ‘B(t) med den rigtige breddefunktion T (t), har vi alts&

B(t) = r}t) - ihY(ltf)sign(t)v o (26) 0 -

Endvidere har vi set, at en komplékskonjugering af B(t)
giver samme resultat som at lagge ihB til tidsargumentét.
Vi far da af (26)

¢

T (t) - T (t+1ihB) = —1iR[Y (1t])+Y (1t]+ihB) ]-sign(t) (27)

\ .
Denne satning er faktisk en kvantemekanisk version af

F.D.teoremet. For at indse dette gar vi til den klassiske
grense |(t| >> hB. Vi kan sd& regne med, at bide T og ¥ vari-
erer langsomt over tider af st¢rrelsésordenen Hig, sdledes
at venstresiden af (27) kan udtrykkes ved en differential-
kvotient:

dr (t)
dt

-ing ~  -21RY(It]) sign(t)

og heraf, ved integration

/

2 I'Itl . ‘
r(t) = B J Y(t')dt® =’2kTJ(|t]) ' (28)
0 .

hvilket er det klassiske F.D.teorem 1.4.5.5.
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_For at f& et frekvensafhengigt F.D.teorem benyttes
1.2.4.38:

sinwt

Y (1tl)sign (£) = %-O ¥, (w)- duw
| i A e 29
Hpjresiden af (27) kan da udtrykkes
-iR[Y(1tl) + Y(ltl+ ihB)1sign(t)
= %{) Qi(w) e 10t [14ePP¥) au (30)

For at f& hold p& venstresiden af (27) m& vi fgrst med
beklagelse konstatere, at kvantemekanikken ikke leverer
en si simpel definition af breddefunktionen T (t) som den
klassiske definition 1.4.5.1, og derfor har vi mittet ga
omvejen over den intermedizre spredningsfunktion, som
har en mere direkte eksperimentel relevans. Ved som i

(23)-(25) at ga til gransen K = 0 finder vi

2
1 | _ 14
L (e)4mx(e) = -3 S [T (0, B+TL0GEN ]

dk

I (t)

<o +o@®)?-get) -e(t)a) > (31)

"

Den afledede af T (t) kan s& udtrykkes ved hastighedsope-
ratoren v(t) = dQ(t)/dt (strgmmen i stimulus responsepor-

ten). Ved at udnytte tidshomogeniteten fas

d(l;ét) < 20(t)v(t) - Q(o)v(t) ;v(t)Q(O) >

- < Q(-t)v(0) + v(0)Q(-t) > (32)

En ekstra differentiation giver sa:



a°r (t)

= < v(=t)v(0) + v(0)v(-t) >

<v(0)v(t) + v(t)v(0) >

1

i

2®f(t) L ‘ | .(33)

Vi ser altsa, at den dobbelt-tidsafledede af breddefunk-
tionen er lig med 2 gange autokorrelationsfunktionen af
strgmstgjen, som nu er defineret ved et symmetriseret
prqdukt, |

Ved brug af Wiener-Khinchin teoremet l 4.1.16 f&r vi st¢j—
spektret @ (w) 1nd i bllledet-

a’r (t) [P~ —iwt : - R
—_—— = 0 _(w) e dw A (34)
at? <_J_w £ - -

\
L]

Ved en énkelt integration af (34) fis

arge) _[fafraet) g o rg, () - e -1 L.
adt ;Jodtlz . —éo (-'lw)

. ][°° elw) e
1 e ’
w

-—-00

\hvorvvi_har udnyttét, at r(t) er lige og dens afledede
derfor nul for t = 0, samt at af(w) er lige. Endnu en

integration giver sa, da T (0) er nul:

2
o

© ¢ _{(w) : o .
re) = E— e -e™lae (35)

-3

vi far sa, nar vi indsatter (35).i venstresiden af (27)

o & _(w) ;. '
I (t)-T (t+ihg) = { ] R S L1 (36)
- I ) . -
Sammenligning af (30) og (36) giver sa det frekvensafhan-
gige kvantemekaniske F.D.teorem (Callen-Welton teoremet,
sml. 1.4.3.23)

B o) =22 ¢ () S = 29 (w)relw,T) (37)
.o e - . : ’

N
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{;;hvo: Q‘w,T)_é; detkgvantemekaniske udtryk for stgjenergi-
. en, som jO er energien affén hafaaniskwgsciliéEdr mq@f 7
egenfrekvensen |w| i termisk ligevagt med temperatufén

‘T (B = 1/KT): '

0 (w,T) =%hw-coth§rz—m—)
hilwl 1 : P
- el Lgy (38)
oBhlwl_y 2

I det éidste udtryk for stgjenergien i (38) har vi udskilt
den sikaldte nulpunktsenergi %hlwl fra det termiske stgj-
bidrag, som er givet ved Planck's formel. Da nulpunktsled-
det vokser med frekvensen, vil det give anledning til di-
vergensproblemer i (37), hvis ikke den dissipative respon-
sefunktion falder meget hurtigt af for hgje frekvenser.
Man taler da om en "ultraviolet katastrofe". Nogle for-
fattere mener, at nulpunktsleddet af den grund skal ude-
lades helt (ref.28) fra stgjformlen, hvilket dog nok vil
vere at g& for vidt, da det hanger ulgseligt sammen med
hele den kvantemekaniske formalisme og i mange tilfalde

" ikke giver divergensproblemer.

En simpel o-lak vil give en ultraviolet katastrofe, og
man kan derfor ikke have en kvantemekanisk version af
Nyqvist's formel, medmindre man smider nulpunktsfluktua-
tionerne vak. En anden, nok s8 klassisk problemstilling
dukker frem i forbindelse med elektromagnetisk straling.
Ser vi pd en punktpartikel med ladning g og lader partik-
len vibrere med frekvensen w, sa der frembringes en svin-
gende stregm, vil der udsendes elektromagnetiske bglger
(ref.6). Det kan vises, at strdlingsimpedansen, d.v.s.
forholdet mellem amplituderne af den elektriske feltstyr-
ke pd& partiklens plads og strgmmen har en dissipativ re-
aldel, givet ved

z, (w) = . (39)
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_Systemet er altéé.skalainvariant, mén med tidseksponenten
,.3, som jo ligger uden for normalomrdadet. Funktionen (39)
kan derfor ikke vafe galdende for alle frekvensef, men
‘en,diékussion af afvigelserne for hgje og lave frekvenser
synes at vare sagen uvedkommende. Hvis vi blot benytter
udtrykket i forbindelse med den duale udgave af-Callen—
Welton teoremet (37) og regner nulpunktsfluktuationerne
‘med, vil vi f& en ret sa voldsdm'ultraviolet katastrofe;
"endnu varre end hvis vi benyttede det klassiske F.D.teo-
rem og ngjedes med at gange (39) ned den frekvensuafhén-

give konstant 2KkT/mw.

Den klassiske udgave af F.D.teoremet, anvendt pa stra-
lingsimpedansen, fgrer til Raleigh—Jeans'fbrmel for ébek—
tret af den elektfomagnetiske hulrumsstraling. Det -var’
faktlsk den ultrav1olette katastrofe, som f¢lger heraf,

som var det paradoks, der medfgrte kvantemekanlkkens fpd-

" sel. Det kan altsd siges at vare et "held" at Planck ik-

ke tog nulpunktsfluktuatlonerne med,; da han reviderede
udtrykket for den termlske energi af den harmonlske os-
A,01llator. F.D. teoremet giver spektret for den elektrlske
feltstyrke. Hvis man ganger dette med eo/2 derefter med |
"2 (for at f& den magnetiske. feltenergi med), fés Planck's
formel for spektréltetheden af energitetheden af hulrums-
stralingen  (w>0): |

i fiw

Poop. (@) = T3 FT (40)
. C e L :

Det er muligt af gennemfgre en analyse (byggende pé "ko-
herénte tilstande“); som viser, at nulpunktsflukpuatio—
nerne ikke kommer med, ndr man mdler stgjen i et "klas-
sisk energib&nd", som leder ind til‘et kvantemekanisk
Asystem. Det vil dog fg¢re for vidt at g& lengere ind i
denne diskussion nu. Nar man diskuterer rent kvanﬁémeka—»
‘niske forhold, m& man tége nulpunktsfluktuationerne med;

. de er reelle nok og giver sig til kende p& mange mader.
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Der er imidlertid divergensproblemer i formalismen, nar

man insisterer pad at tale om stgjspektrum, og den symme-

triserede autokorrelationsfunktion (33) m& betragtes med
en vis portion skepsis, da det ikke er klart, om den kan
miles, og hvordan. Alt i alt stdr man sig nok bedst ved

at benytte *"den integrerede form" for F.D.teoremet (27),

som imidlertid ikke er almindeligt kendt. e

Lad os til slut undersgge, hvordan de anfgrte formler ta-

ger sig ud for et konkret modelsystem.

Hvis systemet er et x-lager i form af en fri partikel med
massen m, f.eks. et molekyle i en ideal gas, har vi (sml.
1.2.4.22)

Y(t) = %

o = () (41)

-0
=

Af (34) og (37) fas sid '

a%r(t)

2

= ﬁe(o,fr)
at

og da grensevardien af 6(w,T) i1 (38) for w - 0 jo er den

klassiske vardi kT, har vi

a’r(t) _ 2,4
dt2 m
r(t) = %tz = 2kT-J(ltl) (42)

altsd samme resultat som i den klassiske diskussion (sml.
1.4.5.14). Den komplekse breddefunktion B(t) i (26) er séa
_ kT2 _ ot
B(t) = — t ih = (43)
Nar vi s& indsatter dette i udtrykket (12) for den inter-
mediere spredningsfunktion og derefter udfgrer Fourier-

transformationen (19), finder vi strukturfunktionen
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i - - ( 2]2 )
' -l w==— / (—K kT ' )
s (k,w) = |/ .ol 2m " J (44)
s 2 . )
~k7kT v

Vi ser altsd, at spredningstversnittet for en bglge, som

" #ndrer bglgevektoren med belgbet k er en gaussisk funk-
tion af w. Centret for absorptionsenergien hw ligger ved

"rekylenergien"

R = R | (45)

som jo netop er den énergi, partiklen far tildelt, néar

den fra'hvile optagér impulsen ﬁK. Partiklernes tefmiske
bevaegelse giver anledning til'en "Doppler-udbredning" af
linjen, proportional med temperaturén. Denne sidste effekt
- vil ogs8 fremgd af en rent klassisk behandling, hvorimod
rékylenergien, som fremkommer via det imaginere led i
(26), ikke har noget klassisk sidestYkke.
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Appendix A. -

Komplekse tal og funktioner.

Et komplekst tal c¢ kan udtrykkes som en sum af et reelt

pbidrag a og et imaginert bidrag ib:
c =a + ib

hvor a og b er reelle tal og i den imaginazre enhed, der

defineres som den ene af de to lgsninger til ligningen

Vi skriver derfor i=v-1 og den anden lgsning er -i=-y-TI.
Stgrrelserne a og b kaldes henholdsvis realdelen og imagi-

nzrdelen af det komplekse tal c

a=Re(c) ; b=1Im(c) ; c = Re(c) + i-Im(c)

Komplekse tal afbildes som punkter i en plan, hvor den re-
elle akse afsattes vandret og den imaginare akse afsattes

lodret

imagin®r akse

> reel akse

i

Addition: ¢, + cC

1 5 (a1+ib1) + (a2+1b2)

+a2) + i(bl+b2)

(al
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afbildes ved "krafternes parallelogram".

Kommutativ lov: c_+c. = c,+¢

Associativ lov: (é1f22)+c§ =lcl+(c2fc3)
. Multiplikation: c,*c, = (al+ibl)-(a2+ib2)
=aa, - blb2 + i(alb2+a2bl)
Kommutativ lov: C,*C, = CyeC, ' o
Associativ lov: ('cl-cz)-c3 = cl-(c2-c3)
.Distributiv lov: clo(czfc3) = cyrc, t c rcy

Numerisk verdi og fase (modulus og argument) .

. Skrivem&den c=a+ib svarer, som vi har set til_angivelse
laf et punkt i planen'Véd.hjalp af de reﬁviﬁklede koofdind- -
ter (a,b). Det samme punkt kan ogsa éngives ved de polare'
‘koordinater (r,¢), hvor r er langden af radiusvektor og ¢
er vinklen mellem radiusvektor og{deh reelle akse,. regnet

.med fortegn efter den positive omlgbsretning mod uret.

A

‘()' _______ ) ‘C/

De polare koordinater r og ¢ kaldes henholdsvis den nume-

riske vardi (modulus) og fasen (argumentet) af det kom-

plekse tal
r = lcl = md(c) = Va?+p? | a = rcos¢
'¢ = -arg (¢) = Arcsin b + ne27" b = :sin¢

a“+b”

Sadvanligvis angives fasen i radianer: -
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L 3m
e . arg(iyﬁa,i_,, arg(-i) = = o
arg(l) =0 , arg(-l) ==«

~ Multiplikation udtrykt ved numerisk verdi og fase.

mod(cl)-mod(gé)

mod (¢ °é
( 1l 2) ‘cfbi

2

arg(clec ) arg(cl)+arg(cz)

Y

Eksponential- og logaritmefunktionen

For en vilkdrlig reel fase ¢ defineres

i ..
e LA cos¢ + ising

d.v.s. som det komplekse tal pd enhedscirklen, der har
fasen ¢. Et komplekst tal kan derfor skrives pa formen

i

c = lcl-e

¢

brugen af eksponentialnotationen:

Om funktionen ei gelder nogle regler, som berettiger

ei¢ =1 for ¢ =0 (og for ¢ = ne2m)

oi®1,oid o o1(d1¥02)
sammenlign med ovenstdende multiplikationsregel. Ekspo-
nentialfunktionen af et vilkarligt komplekst argument:

a+ibi= a ib

Q e *e = ea-(cosb+isinb)

Den naturlige logaritmefunktion er den omvendte funktion
til eksponentialfunktionen:
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ine = inllcl -e®} = 1nlci+1¢

Imaéinardelen af lnc er altsd kun defineret panzr et helt

. multiplum af 2m.

‘Komplekskonjugering.-

For ¢ = a+ib defineres det komplekskdnjugerede-talé
c* = a-ib. s& er | '

"Re(c) = a = z(ctc*)

Im(e) = b = 3(c*-c)

mod (c*) = ﬁod{cj- , eller le*| = Il
arg(c*) = ?éfg(é) o

Absolutkvadrat: IcI2 = c*C = a2+b2

c. c,c*

Reel navner: _ >
2 lc, |

Algebraehs fundaméhtalsatning.

Et komplekst polynomium af n'te-grad

- + + o ) o -
Pn(z} cnz ?n—l? . + c1z +~CO

har netop n komplekse rgdder, d.v.s.
. ‘ n ‘
P (z) =c_ 1 (z-2,)
n' 0 na i

evt.. kan visse af }¢dderne.2 ‘vere sammenfaldende. Hbis

i . )
koefficiente_rne.ci er relle, er rgdderne zi‘enten reelle,

“eller parvist komplekskonjugerede.
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__ Beregningsteknikker.

I det fglgende serveres nogle programstumper for en lom-
' meregner med omvendt polsk notation og rullestak (f.eks.

HP25). Programmerne demonstrerer elementzre regneopera-

tioner med komplekse tal, som kan'kombineres til udreg-

 fining af en stor klasse af komplekse funktioner.

Maskinens rullestak bestdr af 4 registre X,Y,Z og T. For
de operationer, som involverer to komplekse tal, C1=al+ibl

og c,=a +ib2 og med et enkelt tal c +ib3 som resultat,

2 "2 3
benyttes rullestakken pé& fgplgende made

Y T
for operation a, bl a, b2
efter operation a, b3

For operationer, der kun virker pd et enkelt tal c, er dette

fgr og efter operationen anbragt i X og Y.

I visse af beregningerne omregnes. til polzre koordinater
ved funktionstasten "-»P", hvorved tallets numeriske vardi
kommer i X og fasen (i intervallet -w,7m) i1 Y (hvis fasen
gnskes i radianer, skal maskinen f@¢rst sattes i radian mo-
de. Dette er dog kun ngdvendigt ved beregning af eksponen-
tial og logaritmefunktionen). Tilbageregning fra polare

til rektangulere koordinater sker ved funktionstasten "-R".

trin operation kommentar

6l CHS Subtraktion c,=C,

02 x Xy

03 CHS

04 x 2y fortegnsskift pa Cyr derefter:
05 X Ty Addition

06 RY

07 +

08 R+




Stop. resultatvcztcl

reciprok vardi 1/c, evt. som ind-

14. -P

15 1/x

16 X2y
.17 .CHS
.18 X2y

19 +R

20 R/S

21 +P

22 RY
23 RY

24 -P

25 X7y

26 R+
27 X

28 RY

29 +

30 X2y

31 RY
/32 X7y
-33 +R

34 GTO 00

ledning.til division c2/_cl

Stop. resultatyl/cl

multiplikatibn cl°c

begge tallene nu omregnet til po-

lere koordinater

mult.  -af numeriske verdier

addition af faser

tilbageregn. til rektang. koord.

*C

Stop. resultat c,°C,

eller c2/cl

Subtraktion:
addition:

GTO
GTO

reciprok vaerdi:
' GTO
GTO

division:

‘multiplikation:

GTO.

Disse programtrin kan passende sammenbygges til et enkelt

program, som sa kan udfgre de elementare regneoperationer:

00,
05,
14,
14,
21,

R/S
R/S
R/S
R/S
R/S

’ R/S'
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-— -— - Andre operationer: _ _

Kvadrering: -P, x2; Xy, 2, X, x3y, >R
Eksponentialfunktionr(radian mode): e, R
Logaritmefunktion ( - - ): =P, 1In
Komplekskonjugering: x%y, CHS, x3y
i Kvadratfod:'+P, Vi, gzy; 2{ %; xiy, R ]
7 (Da maskinensrfaée er en vinkel i interva11e£

]=-mw,n] f&s f.eks.:V-1I=i, V-1 = (1-i)/V2)
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‘Appendix B

Resumé af de vigtigste formler fra den komplekse response-

teori (paragraf 1.2 og 1l.3).

Responsefunktionerne defineres ud fra den semiotiske ma-

trix fig.l.2.3.1,side 86. Funktioner, som stdr symmetrisk

om hoveddiagonalen er hinandens reciprokke, medehs funk-
tioner som stdr symmetrisk om skemaets midtpunkt er hinan-
dens duale. De anfgrte formler er invariante over for en

'dﬁalitetstransformation, som udfgres ved de symbolske sub-

stitutioner ;
e «— f ;
P <> ¢ i
F &> G
Y «— 2 ;
J, ¢ M

‘Nogle af formlerne i dette appendix er udtrykt pd en lidt
}anden méade end i hovedteksten, men i de fleste tilfelde
er der en ret ne&r korrespondance, og nummeret pa den til-

svarende formel i hovedteksten er angivet. ! a - g

a. Det tidshomogene standardsignal

st -izt

é;(t) = Ke®" = Ke % (1.2.1.7) ;
Laplace frekvens s = e-iw fl.2.1.9) é
Foufier - - z = ié = w+ie (1.2.2.15) ;
Reel - —.- w

Tilkoblingsparameter e'(>0 for retarderet response)

Reelt standardsignal

(

¢ (£) = Rep_(t) = boe” " (cosut-¢.) . (1.2.1.14)

i




i
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b. Den frekvensafh®&ngige standardresponsefunktion.

Spandingsinput:
Y(s) = L{F(t),s} = J:F(t)e—Stdt (1.2.1.18)
7 (s) =f1/Y(s) “ (1:2.1.19)
‘Str¢minput:
Z(s) = L{G(t),s} = JZG(t)e-Stdt (1.2.1.20)
- Y(s) = 1/%Z(s)

Real- og imaginerverdier:

Y(s) = Yl(s) + i?z(s)

Z(s) = ﬁl(s) + iﬁz(s)

~ ’;l

Z, = §5_:_§5 (1.2.1.22)
1 2

7, = - = Y2~2 (1.2.1.23)
Yl + Y2

Overgang til Fourierfrekvens:
R(s) = R(2)

hvor R symboliserer en vilkarlig af de seks responsefunk4

tioner.

c. Dissipation for reelt standardsignal.

lim e(r)(t) = %—[E’ e iwt, e*e
>0+
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w, = 35lel ¥l(w) . 2Ifsl Zl(w) (}.2.1.?5 28)

d. Fouriertransformation, analytisk udvidet. - )
z = w + ie, €>0
F{¢(t),z} = ¢'(2) ;-§F‘I o(t)e ®fat - (1.2.2.14).
A o+ig ) ' » oo
FHE (2),t) = o(t) = J $'(z) **taz . (1L.2.2.19)
L : ~otic '

$'(s) = §'(is) = F{o(t),is8} .. . (1.2.2.17)
e. Laplaéetransformation af responsefunktion.

R(s) = L)~ gp(r(t),s) ¥ (1.2.3.1-9)

' (s)

' for en vilkdrlig af de 6 fespohsefunktionet.

L{R(t),s} = J R(t)e Stat = 2nF{R(t),is}  (1.2.2.26)
, Jo o : .

ﬁ(t). = L'l-{ BE_)_ , t } .

. (1.gi5.1)
. . ' E+ico - . }
hvor L"l{E(s),t} = 5%; J.E(s)estds - (1.2.2.27)
' © glie

Skema over Laplacetransformationer side 82,

skema over Responsefunktioner side 86.
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o - - VRN R
f. sSkalainvariant system, J(t) = Jl-(%)

F(s) = atg +(s1)™® = 1 (1.2.3.13)
: G(s)
| J. - . ) ,
Y(s) = a' ._.;]iot(.ST)l—a= l (1.2.3-14) )
T . . k
Z(s)
J. o S
F(s) = al —2-(s1)® = & (1.2.3.15)
T M(s)
g. paritet og fortegn.
R(s*) = R*¥(s) (1.2.3.10)
Specielt for R =Y :
Y2(E) = 0
¢ (~w) = ?l(m) > 0 (1.2.3.23 og 31)
Yz(—w) = -Yz(w) (1.2.3.24)
h. Cosinus og sinustransformationer.
oo
Yl(w) = J P(t)coswt dt (1.2.3.21)
0
Qz(w) = I F(t)sinwt dt (1.2.3.22)
0
2 [Ta
= J Y. (w)coswt dw = F(ltl) ' (1.2.3.27)
m 0 1 '
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%][ Y, () sinwt dw = F(lt])-sign(t) T (1.2.4.43)
S Jo - : S - .
2 j ¢ (w) - 320E gy = Y(lt]) -sign (t) . (L.2.4.38)
L 1 w o : . - -

_3 I ¥ (w)..i:giﬂﬂE dw = J(itl) - (1.2.4.39)
T g L 2 L S

- W

E 6+—funktion og principaievintegraler.

s = £ =~ 1w ; z = is = w + 1€
lim <. = ﬂ6+(w) i lim o = —1ﬂ§+(w) S (1.2.4.24) .
g0+ : © g0+ . : '
o . . i ,l o . :‘ > . |
6+(m) = §(w) + p- p m - ,.»(1.2.4.34)
(<]
4} _(_i__w_ = P[ g&’. =0
w w \
-0 -0 |
i “ sinwt ' ' o ' : : L
F]L; —-(I)-_—u-);dw = sign(t) -cosw]st ' R (1.2.4.'41)

4. Dampet harmonisk oscillator.

L

Lo 17 '{}
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- 4y Y "L ey - L _
) Nl = ~ Nl : , (1.2.5.17)
1 2 -
e2 H 4 f2 i

1

overfgringsfunktion H(s) = [1+(K+Cs) (R+Ls)] ~ (1.2.5.22)
Admittans i port 1 ¥(s) = (K+Cs)H(s) (1.2.5.23)
Impedans i port72 f %(é) = (R#Lsiﬁ(s) T 7 (1.2:5.23)
Fysiske_parametre:

1
Egenfrekvens Wy = VTR (1.2.5.27)
Karakteristisk impedans ZO =‘V% (1.2.5.28)

: . 1 /R, C)
Ssymmetrisk dempningsforhold = === + = 1.2.5.29
: . 1 (R _ C\
As etrisk dempningsforhold § = =—{= - = 1.2.5.30)
yimm pning 20,\L ~ K/ (
Lakproduktet A = RK = y2-§2 (1.2.5.36)
. 1 '
Q-verdien Q = m (1.2.5.39)

Den kvalitative adferd i de forskellige omrader af y-§
planen fremgdr af fig.1l.2.5.3.

Svingningsfrekvens ws = wOVI-Sz" (1.2.5.35)

Resonnansfrekvens wy = w0v1+X (1.2.5.38)

Resonnansfrekvensen er her defineret som den frekvens for
hvilken overfgringsfunktionen er rent imaginar. D.v.s.

fasedrejningen ved resonnansen er % , amplitudeforsterk-
ningen er Q:

H(tw,) = *iQ (1.2.5.42)

3)
Responsefunktionens poler i s-planen er

S1 T TYW,

= = + i
52 on lU)G

- iw6
(1.2.5.26)
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Residuer i det underdempede tilfalde (81<1)

W

o~ i Yo
ResH(s)) =3 vVI=s7
Res¥ (s.) = ﬁi*[1+iVTi§? ] (1.2.5.47)
l - 2L — . . - -

~ 1 _ 5
RESZ(S:L).— 3C [1 lm ]

‘Residuerne i s fremfér heraf ved komplekskonjugering{

2
Energibdndsparametre:

2R | -

L =2 ; C = _l' . T
) W : mOZO o :

| (1.2.5.32)
. 1 : o - L
R =_ZO(Y+6) ; ‘K = EE(Y-G) S :

k.'Spektrélformlef og dispersionsrelationer.

Y(z) = % {‘Qi(w')[éjz. + z;;.] dw -(1.3.1,7)
0 : St o

‘En anden m&de at Udtrykke'sammé':élétion pa:

» oo § (w|) . ('; . / .
Y(s) = 22 J 1 - © (1.3.3.3)
: . 70 sT+w! g

' 1" 11
Y(z)-Y, = T +0Y2(w')[z+w"_ z—w'] dw (1.3.1.12)

Y. = Iim Y(t) = lim Y(w) = lim Y(&) -
>0+ L W €0 '

Kramers-Kronig relationerne:.

e ey I -
Y2 (w) = —E{ —a-,-:(-u—— dw . | o . (1.3.1.17)

—-00

6 S Yyt o »
Yl‘(w) - YO =" F ‘f- m—w,—_—u-)—— éw - ('l..3.l.18.)
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1. Retarderede, avancerede og symmetriske responsefdﬁi—
funktioner.

1

F(t) = 3 F(ltl)sign(t) (1.3.2.17)
§S(Z) = §ign(€)'J[ F(£)cosztdt + iJ[ F(t)sinztdt (X.3.2.23)
J F(t)eiZt dt = QR(Z) = Y(z) for £>0

Ao 2 0 .
Yo (z) =4 ' ’ (1.3.2.24)

m a
- J F(t)e *?%t gt = ¥®(z) for e<0
0

¥ (-2) = -¥%(2) '  (1.3.2.25)
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‘Appendix C

.

‘Lommeregner (HP25) program vedrgrende den dempédé”harmoni—

ske oscillator.

:Det fglgende program, som er anvendt til udregning af fig.
1.2.5.4, giver et eksempel pad implementering af fesponse—
teoriens undertiden indviklede formler til praktisk brug '

i laboratoriet.

Vi satter os for at udregne‘o&erf¢ringsfunktionen for den

daempede oscillator

h(x) = [1L+A-x°-2iyx]"? - (1)
. / o

.hvor X = w/wo forudsattes reel.-Resultatérne'¢nskes opgi-
vet i form af den numeriske veardi’ lhl, amplitudeforstark-
ningen, og fasedrejningen ¢, normeret til intervallet [(o,n[.
Udregningén af h kraver kendskab til parametrene A og Y
(som begge er ikke—negative'if¢lge iakakiomet), og progrém-.
‘met indeholder derfor et par formler, som udregner A og Y 4

ud fra parametrene § og Q:.

. 2 l2 2 ) . ...
__ 1+8 + \/<l+5 ) - 6_2+ 1 (givet 6,Q) (2)

Y
|

2 g 202 |
y = Vx+§2 o ‘ . (givet §,1) (3).

I andre tilfzlde, hvor én af parametrene A og Yy er kendt,

ma udregningen'af.den anden éke manuelt ved brdg af en af

formlerne
A= y2 - 52\ (givet v,9) ‘ (4)
_ 1. ' . .
A= =5 - 1 (givet v,0Q) (5)
4vy°Q '
1

Y = 2gviTx (givet A,Q) (6)
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skinen bruges af programmet pd fglgende

méde: ‘
Ry = ¥
Rl = §
R2 = A
Ry = Q
R4 = X
_ 2
R5 = §
R, = (1+62) /2
R7‘bruges ikke.
Start med at indlase programmet:
trin ordre kommentar
01l STO 4 variablen x, som stdr i X-registret,
lagres i R4 '
02 2 her starter beregningen af h (x)
03 X
04 RCL O (v)
05 X
06 CHS ¥  udregning af -2yx
07 RCL 2
08 1
09 +
10 RCL 4 (x)
11 x2
12 - Nu er X=Re(ﬁ_1)=1+>\—x2 og Y=Im(ﬁ‘lk?2yx
13 +P Omregn. til pol.koord. x=1h"11, v=arg (0" 1)
14 1/X Nu er X=|h|
15 R/S Resultatet aflases.
16 X2y
17 CHS Nu er X=arg(ﬁ)
18 m Hvis denne vinkel er <0, skal haskinen
>
13 X<y lagge m til, s§ vi f&r resultatet X=¢
20 x<0? i intervallet [O,7{. —
21 +
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ffin.‘ ordre komméntar . .
22 . GTO 00 . Klar til udregning.af ﬁ(x) med nyt X.
23 ' sT0 1 Omregn. fra (Q,68) til (A,y); X=8, Y=Q
24 x2 o -
25 " STO 5 ;fd? lagres i RS o o . |
26 1 . ' : ‘
27 +.
28 2

29 T o
30 ST0 6 (1+6°)/2 lagres i R_
31 <2 ‘a o . o ,
32 - ReL 5 (8%
33 - - | |
34 - oxzy Q bringes frem '
35 ASTd 3 . og lagres ' S ' . ,

36 . ox* S A P
37.  » C1/x% L ' ' o '
38 .4 o
39 s x=1/(40%)
40 o+ . o ’ . ‘
41 VX -~ Nu er Vv~ i formel (2) udregnet
42 - - RCL 6 = ((1+8%)/2) -
43 - o o |

- 44 © STO 2 ‘Resultatet A lagres i R, o
45 " R/S - og aflases. Hvis A<0, er |68 for stor. -
466 ~  RCL 5 start sd forfra, og sg¢rg for, at 18IS .
47 4 ~ (20)7'.'per fortsattes direkte (tryk R/S)
48 VX fra trin 46 med formei (3) og lagring af

. 49 STO 0 ' Maskinen er nu klar til at udregne "
| h(x). |

Brug af programmet.

1. Da fasedrejningen ¢ skal opgives i radianer, skal maski-

‘nen bringes i radian mode: tryk g RAD

2. Vi forudsztter fgrst, at 6§ og Q er de kéndte parametre
(ellers gé videre“til punkt 3): )




indles Q
tryk ENTERt
indles s »
tryk GTO 23
trykrR/S

afl®s A og kontroller, at A20, ellers start for-

fra: 181<(20) "t

Eryk:R/S

aflaes vy
Ga herefter videre til punkt 4.
Hvis én af parametrene A og y er kendt og den anden u-
kendt, ma man starte med at lagre den kendte i det rig-
tige register, (y i RO, A i R2). Derefter udregnes den
ukendte manuelt med é&n af formlerne (3), (4), (5) eller
(6), og lagres. Hvis begge parametrene )\ og Yy er kendte,
skal de blot lagres. S¢rg for, at maskinen starter fra
trin 00, (tryk f PRGM) f¢r udregningen i punkt 4. I det .
tilfalde, hvor A og § er de givne parametre kan man fa
1lidt hjalp fra programmet ved at g& frem pd fglgende ma-
de:

indlas §

tryk g x2

indlaes A

tryk STO 2

tryk GTO 47

tryk R/S

aflaes v
og g4 sa videre med punkt 4.
Udregning af amplitudeforstarkningen 1 og fasedrejnin-
gen ¢ for en given vardi af den reelle frekvensvariabel
X = w/moz

indlaes x

tryk R/S

afles |hl

tryk R/S

aflas ¢

og start evt. forfra under dette punkt med ny x-verdi.
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- Refencer.

Denne litteraturliste bestir af to dele:

a) Hovedrefencer, nummereret med romertal. Disse kan veare

nyttige som forudsatninger eller opslagsvaxker i for- .

bindelse med stort set hele teksten.

- b)~Baggrundsreferencer, nummereret med arabertal Klldema-

terlale, over51gtsart1kler og larebgger, som harven
mere specifik forbindelse til punkter i teksten. Hvert
punkt i denne liste er forsynet‘med sidetal, der refe-

rerer tilbage til teksten.

L §
Hovedreferencer

\

v L - | . |
I. P.V.Christiansen: "Dynamik og diagrammer". IMFUFA
tekst nr. 8,?1978.

IT. J. Gundermann: “Grundlaggende energlbandsteknlk"

- Kgbenhavns. Unlver31tet Fysisk. Laboratorlum I, 1976

X III..P.V.Christiansen; E,B.Haﬁsen, L.Josephseh og J.Gun-
dermann: "Ecophysics;”pért 1l: Ehergy and informatioﬁ"
Kgbenhavns Universitet, Fysisk Laboratorium I, 2.ud-
gave, 1977.

IV. Mogens Brun Heefelt: "Lineare aifferentialligninger‘
og dlfferentlalllgnlngssystemer IMFUFA tekst nr.
12, 1979. '

V. M.Abramowitz:and'IQA.Stégun: "Handbook of Mathemati-

cal Functions", Dover, 1965.
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_ Baggrundsreferencer

J.Buchler (ed.): "The Philosophical Writings of

. Peirce". Hartcourt, Brace and‘Comp.nN.Y. 1955. (s.7)

Roman Jacobson: "Elementer, funktioner og strukturer

i sproget. Udvalgte artikler om sprogvidenskab og

semiotik". Nyt Nordisk Forlag Arnold Busck, Kgben-
havn-1979. (s.8)

A.F.Andersen, H.Bohr og Rich.Petersen: "Larebog i
matematisk analyse". Bind IV. Jul.Gjellerup, Kgben-
havn 1959. (s.59)

H.Dym and H.P.McKean: "Fourier Series and Integrals",
Academic Press, New York 1972. (s.71) '

T.M.Apostol: "Mathematical Analysis", Addison-Wesley,
1957. (s.71)

R.P.Feynmann, R.B.Leighton and M.Sands: "The Feynmann
Lectures on Physics”, vol.I. Addison-Wesley, 1963.
(s. 125, s. 279)

M.E.Van Valkenburg: "Network Analysis", Prentice
Hall, 1964. (s. 125)

J.C.Slater and N.H.Frank: "Elektromagnetism", McGraw-
Hill, 1947. (s. 140)

J.Teuber og L.Schigler: "Universet f¢r og nu". GAMMA
nr. 40, juni 1979. (s. 156)

J.V.Narlikar: “Time Asymmetry in Electrodynamics and
Cosmology".

D.Layzer: "Cosmic Evolution and Thermodynamic Ir-




reverSibility"

Begge artlkler findes i: \

IUPAC & IUPAP, Proceedings of the Internatlonal Con-
ference on Thermodynamlcs, Cardiff U.K., april 1970,
ed. P. T. Landsberg. (s. 156)

~

11. P.V.Christiansen:.“MaXWell's'damoﬁ“\ GAMMA nr. 23,
februar 1975. (s. 157) -

»/112.;VR D. Martuck "Thermal Noise Theory of PsYchokinesis:
Modlfled Walker Model w1th Pulsed Informatlon Rate".
Udkommer i tldsskrlftet Psychoenergetlc Systems,
Gordon and Breach 1979. (s. 157)

, 13. 'H.J.Morowitz: "Energy Flow in Biold@YﬁJ'Academic
Press, 1968. (s. 158)

o 14. P.V:.Christiansen: "Nobelprlsen i Kemi" GAMMA nr. 33,
november 1977. (s. 158) o

15. M.E.Van Valkenburg: "Introductlon to Modern Network
: Synthesie"; Wiley 1960. (s. 159, -169) ‘

16. . I.Gullvag: "Charles. Sanders Peirce" . Pax Forlag,
Oslo, 1972. (s. 186) -

17. L.Szilard: "Uber die Ausdehnung der phanomenoiogis—
chen Thermodynamik auf die Schwankungserscheinungen”.
Zeitschr. flir Physik, 32, 52 (1925). (s. 187)

18. W.Feller: "An Introductlon to Probablllty Theory and
its Applications", vol.I. Wiley, 1950. (s. 190)

19. A.I.Khinchin{ "Mathematical Foundations of Statisti-
cal Mechanics". vaer, 1949.‘(5..190) ;



20.

21.

22.

23'

24.

25.

26.

27.

28.

29.
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N.Wiener: "The Fourier Integral and Certain of its

Applications". Cambridge University Press, 1933.

Genoptrykt af Dover, New York. (s. 191)

H.B.Callen: ."Thermodynamics". Wiley, 1960. (s. 204)

H.B.Callen and T.A.Welton: "Irreversibility and Gene-

ralized Noise". Phys. Rev. 83, 34 (1951). (s. 208)

ngelected Papers on Noise and Stochastic Processes".

ed. Nelson Wax, Dover. (s. 223)

J.P.Hansen and I.R.McDonald: "Theory of Simple Li-
guids". Academic Press, 1976. (s. 225)

" K.Carneiro: "Velocity-autocorrelation Function in

Liquids, Deduced from Neutron Incoherent Scattering
Results". Phys. Rev. A 14, 517 (1976). (s. 226,
s. 259)

K.S.Singwi and A.Sjolander: "Resonance Absorption
of Nuclear Gamma Rays and the Dynamics of Atomic
Motions". Phys. Rev. 120, 1093 (1960). (s. 226,
s. 272)

J.Hpjgaard Jensen: "Méssbauer Effect and Mo}ecular
Motion in Condensed Systems with Diffusion". Phys.
kondens. Materie 13, 273 (1971). (s. 231)

D.K.C. McDonald: "Noise and Fluctuations: an Intro-
duction". Wiley, 1962. (s. 237, s. 279)

A.J.Barlow, A.Erginsav and J.Lamb: "Viscoelastic
Relaxation of Supercooled Liquids. II". Proc. Roy.
Soc. A 298, 481 (1967).

En udfgrlig diskussion af BEL modellen og dens for-

udsztninger findes ogsa i:
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31..

"32.

33.

34.
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G.Harrison: "The Dynamic Properties. of Supercooled
Liquids". Academic Press, 1976. (s. 260)

J.Frenkel: "The Kinetic Theory of Liquids". Dover,

1955. (s. 261).

B.Karpatschof: "Eksponentielle og generaliseret eks-
ponentielle skalainvariante modeller'med_sarligt
henblik pa inkonsistensen af.Lebesguemélet pa ratio-
skalaen". Optryk af foredrag péd Matematisk Institut,
Kgbenhavn, 15. oktober 1975. (s. 266) |

Ib Damgaard Petersen: "Kybernetlske systemers udv1k-
lingslove”. K¢benhavns Universitets Instltut for.
samfundsfag, 1979. (s. 266). :

A.Messiah: "Quantum Mechanics .I & II". North Holland,
1961. (s. 268) | |

H.B.Callen: "The Fluctuation-Dissipation Theorem and

Irreversible Thermodynamlcs . Artikel i bogen "Fluc-

tuation, Relaxation and Resonance in Magnetlc Sy—'

‘stems", ed. D.Ter Haar, Oliver and Boyd, 1962.

(s. 269)
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