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Den foreliggende tekst "Linear algebra og analyse'" er udar-
bejdet som noter til et pulje A kursus 1 matematik ved

den naturvidenskabelige basisuddannelse. Noterne er
blevet til i et antal omgange, idet der tidligere har
foreligget forelebige udgaver. Til noterne knytter sig

en opgavesamling som udsendes.-som et separat hafte.

Hensigten med teksten er at give en indfering i grundleg-
gende dele af den line=zre algebra og teorien for lineazre

differentialligningssystemer, begge dele motiveret 1
og bragt i spil over for forskellige anvendelsesfelter
inden for andre naturvidenskabelige fagomréder. Det
er samtidig tilstrabt at fremstillingen er matematisk
stringent - ikke at forveksle med Kkedelig - sadan at
alle péstande bevises (om end ordet ‘'bevis" ikke er
street ud over siderne), med mindre dette udtrykkeligt

ikke er tilfazldet.

Hovedlinjerne 1 indholdet fremglr af indholdsfortegnelsen.
Den lineazre algebra udspiller sig i begyndelsen udelukkende

i reelle talrum. Siden overfores dele af det opstillede
apparat til funktionsrum af hensyn til teorien for linezre
differentialligningssystemer, der derefter uden videre

kan skumme floden af den prasenterede linezre algebra.

Mogens Niss
september 1990
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MOTIVERENDE INDLEDNING TIL BESK}EFTIGELSEN
MED LINEZR ALGEBRA

Meget kort kan man sige, at den matematiske emnekreds Lineaer Algebra beskeef-
‘tiger sig med studiet af fenomenerne/begreberne proportionalitet og additivitet.
Begge dele er grundleggende bade for en kvantitativ (matematisk) behandling af dele
af virkeligheden, og for opbygningen af en lang reekke matematiske discipliner. Lin-
earitet, som er det begreb der sammenfatter proportionalitet og additivitet, er siledes
veesentlig savel for matematikkens anvendelse gennem matematisk modelbygning som
for matematikken selv.

Vi leegger ud med at undersgge nogle simple anvendelseseksempler, som skal give stof
og inspiration til den begrebsopbygning vi snart skal begive os ud 1.

Eksempel 0: KAGEBAGNING

Lad os allerfgrst se pa en hjemlig situation. Til en fest skal der bages en marmorkage og
nogle vaniljekranse. I fglge opskriften skal der til marmorkagen bruges 250g smgr, 250g
mel, 250g sukker, 5 g (ca. 250g) og 30g kakao. Efter bagningen, der jo giver anledning
til et vist svind pa grund af fordampning, er der ca. 900g sandkage. Til vaniljekransene
benyttes 180g smgr, 250g mel, 125g sukker, 1 sg (ca. 50g) samt vaniljekorn (ca. 5g)
Heraf kommer ca. 550g faerdlge smakager.

For at kunne overskue situationen omregner vi ravareforbrugene til 1kg feerdig kage
af hver slags. Vi kan derefter sammenfatte ravareforbruget til de to slags kager i et
skema, hvor alle tal angiver gram:

marmorkage vaniljekranse
smgr - 278 327
mel 278 455
sukker 278 227"
®g 278 91
kakao 33 0.
vaniljekorn 0 9

Hvis det nu besluttes at lave nogle andre meengder af marmorkage og sméakager kan vi
gore forbruget af ingredienser op ved hjlp af skemaet. Skal der-bages z; kg marmorkage
og z2 kg vaniljekranse, er der brug for (i gram):

smer 278x1+327x4

mel 278x14+455z4

sukker 27811 +227z,

®g 27821+ 9lz,




kakao 33z1+ Oz,
vaniljekorn 0z;4+ 9z,

Nu kunne det jo taenkes, at der ikke er tid - eller penge - til at kgbe ind til kagerne,
men at vi ma klare os med det vi har i skabet. Der er maske (i gram)

SIM@r: 350

“mel: 7777 "800 s T ’ T e T e
sukker: 500
®eg: 300
kakao: 100
vanilje: 10

Spgrgsmalet “Kan vi bage marmorkage og smakager, sidan at vi lige netop bruger
alle ingredienserne op?”er maske ikke sa realistisk i en almindelig husholdning (mere
herom lige straks), men matematisk formuleret lyder det: Findes z; og x5, sa at

350 = 278z,+4327z,
800 = 278z,+455z,
500 = 278z,+4+227z,
300 = 278z,+ 9lz,
100 = 33z;+ Oz,
10 = Oz1+ 9z27?

Der er altsa tale om et system af 6 ligninger med de to ubekendte z; og z2. Nu
er svaret pa det stillede spgrgsmal tydeligvis nej, idet man af de to sidste ligninger
straks kan se, at de eneste mulige kandidater er z; = 1 og z, = 1, som imidlertid
ikke passer ind i nogen af de andre ligninger. Det skulle da ogsa veere maerkeligt om de
kageingredienser man tilfeeldigvis har pa lager net6p skulle kunne bruges op i bagningen

af marmorkage og vaniljekranse.

For en privat husholdning ville et mere relevant spgrgsmal vaere, hvordan vi med de
forhandenvaerende ingredienser kan bage marmorkage og vaniljekranse pa den “bedste
made”. Det er ikke helt klart hvad “bedste made”skal betyde. Det afhaenger af vores
interesser i sagen og en rackke dertil knyttede valg. En betydning kunne veere, at det
samlede restlager af ingredienser efter bagningen er sa lille som muligt (vi skulle méaske
ud at rejse). En maske mere neerliggende mulighed var at fa bagt sa meget som muligt
i alt (vi vil gerne halde s& meget kage som vi kan fremskaffe i halsen pd geesterne).
Begge problemer kan formuleres matematisk. Vi ngjes med det sidste (forsgg selv med
det fgrste, bagefter):

Vi sgger den eller de kombinationer af (ikke-negative, naturligvis) =, og x5 (hvis der
overhovedet findes nogen), som maksimerer z; + z; under den betingelse at vi ikke
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bruger flere ingredienser end vi har, dvs. sa at

350 > 278z,+327z,
800 > 278z;,+455z,
500 > 278x,+227x,
300 > 278z,+ 91z,
100 > 33z3+ Oz,

10 > 0z1+ 9z9

Dette problem er et eksempel pa en meget generel klasse af problemer af stor prak-
tisk betydning, de sadkaldte linezre programmeringsproblemer. De vesentligste
metoder til behandlingen af sadanne problemer stammer fra den lineare algebra.

I det foreliggende simple tilfzelde er det ikke pakraevet med de store matematiske
armsving - men nok nogle sma - for at konkludere, at det optimale er at producere
1.009 kg marmorkage og 0.213 kg vaniljekranse, hvis det gezelder om at have mest muligt
gods til geesterne. Af skemaet ovenfor kan vi dernsest uden videre beregne forbruget af
de enkelte ingredienser. '

Eksempel 1: BAGERIET
Vi skal nu lgfte blikket noget og undersgge en generalisering af det simple eksempel vi
netop har behandlet. Tankegangen er faktisk den samme som i Eksempel 0, men fordi

problemstillingen formuleres mere generelt kommer der nye momenter ind i sagen.

Et industribageri producerer forskellige slags brgd og kager ved anvendelsen af forskel-
lige slags ravarer: diverse melsorter, sukker, smgr, margarine, ger, kakao m.m. Lad os

"sige at der 1 bageriet benyttes 1 alt n forskellige ravarer, og at der produceres i alt p

forskellige produkter.

Ser vi fgrst pa produkt nr. 1 kan vi tzenke os, at der for at producere 1 kg af varen
skal benyttes ay1 kg af ravare nr. 1, a1 kg af ravare nr. 2, og sa fremdeles op til
ani kg af ravare nr. n. I tallet axy, k = 1,2,...,n, star altsa det fgrste index, k, for
ravarenummeret, mens det andet index, 1, star for produktnummeret. Selve tallet ax;
star sa for det antal kg af ravare nr. k der indgar i opskriften for 1 kg af produkt nr. 1.

Pa tilsvarende made kan vi anskue situationen for de gvrige produkter. Hvis k beteg-
ner ravarenummeret og m betegner produktnummeret skal der til 1 kg af produkt nr.
m bruges arm kg af ravare nr. k. Bemaerk, at det ikke er givet at summen af ravarerne,
1m~+02m~+- - -+ 8pm, er lig 1, fordi produktionsprocessen (bagningen) ikke ngdvendigvis
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finder sted under massebevarelse, jfr. Eksempel 0. Bemeerk ogsa at i fplge sagens natur
ma alle ag, > 0. Denne restriktion er midlertid ikke vaesentlig for det principielle i

“~sSagen. T ==

Vi kan sammenfatte situationen ved hjzlp af en tabel. Hver sgjle repreesenterer et
bestemt produkt, hver rackke en bestemt ravare. Tallene i en sgjle angiver sa hvor

mange kg af-de-forskellige ravarer der skal-til-for at producere 1-kg-af produktet med— -~

det pagzldende sgjlenummer:

1 2 cee p
1 aiy aiz e adip
2 as azn . azp
n anl an2 .o anp

Hvis nu bageriet gnsker at fremstille z1 kg af produkt nr. 1, z; kg af produkt nr. 2
osv. op til z, kg af produkt nr. p, kan vi bestemme hvor meget der skal benyttes af
hver af de n ravarer. Af ravare nr. 1 skal der bruges i alt (kg)

Y1 = a11¢1 + a12z2 + ... + Q1pTp.

Af ravare nr. 2:

(*) Y2 = a2171 + a22%2 + ... + a2pTp,
osv. indtil

Yn = An1T1 + AnaZ2 + ... + AppTp.

Vi kan repraesentere situationen ved en kortfattet og overskuelig skrivemade, en art
stenogram:

U apy  daiz, ... Oip Ty
Y2 a1 a2 ... Qgzp T9
yﬂ anl anz s anp zp

(leeg maerke til, at fordi n og p ingenlunde behgver at veere ens, er antallet af elementer

1 z-sgjlen ikke ngdvendigvis det samme som i y-s@jlen, selv om det typografisk kunne se
sadan ud).

Diagrammet ovenfor skal fortolkes saledes: Bageriets opskrifter pa brgd og kager
repraesenteres af a-erne i skemaet, hvor hver sgjle angar et bestemt produkt. For i
bageriet at producere de varemaengder som reprzsenteres af z-sgjlen skal der benyttes
de ravaremengder som repraesenteres af y-sgjlen. Vi kan altsa fortolke a-skemaet som
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produktionsgangen, z-sgjlen som det gnskede produktionsresultat, y-sgjlen som det der-
til svarende ravarebehov.

Hvad nu, hvis bageriet den ene dag ¢nsker at producere varer svarende til sgjlen

T1 n
T o Y2
, med ravarebehovet )
Zp Yn
og den anden dag svarende til sgjlen
7y vi
Ty Y2
, med ravarebehovet .
z Yn
hvad er s3 det samlede ravarebehov for de to dage? Ja det er jo trivielt. Det samlede
ravarebehov er selviglgelig
Y1+ Y
Y2 + ¥z
Yn + Yn

Med denne indsats af ravarer fremstilles i alt produkterne

]

Ty + 2,
!

Z2 +(B2

!
a:p+xp

Det er pa den baggrund neerliggende at aftale en konvention for addition (en
aftale er ngdvendig; det star ikke i Grundloven, hvordan man skal leegge sgjler sammen):

Sgjler af samme dimension kan adderes. Det sker pladsvis:

' !

zl SIII $1 -|-£E]

] !

bool)) Ty ) +:l:2
.+ . =

z z! ZTp+ !

r p R 4 p

og tilsvarende for y-sgjlerne.



I stedet for at udfgre produktionen to forskellige dage, med adskilte szt ravarer, hen-
holdsvis produkter, kunne den have veret udfgrt samme dag (vi gar ud fra at bageriets
kapacitet - maskiner, ovne, arbejdskraft osv. - tillader det). Opskrifterne, altsa a-
skemaet, er jo de samme, sa forholdene ma kunne sammenfattes i skemaet:

' '
y1 +1 a; 12 ... Qip T1 + 1y
/ !

} y24+9y2-} | a1 @G22 . ... agp | | T2+7T5 |
' '
Yn + Yn Anl1 Gp2 .- Qpnp Ip + :l‘p

Samtidig har vi jo imidlertid efter den netop opstillede konvention, at

! !
n+uy /yl Y1
! !
Y2 Ty Y2 Y2
. = A I ol
U
Yn+ Yn Yn Yn

1

/(111 a2 ... Qip Ty a;i; ai2 ... Qaip z

!

az Qaz2 ... QG T azy az2 ... AQgzp Zy

= . + .

!

\anl an2 Anp Tp dpl Gp2 -.- Qng z,

Ved at sammenholde de to udtryk for y + y'-sgjlen slutter vi, at

!
a1 a2 Q1p T+,
!
a1 a2 azp Ty + 4
!
an1 Gn2 Qnp Tp+ Ty
!
ail a2 aip T, a1 a1z ... Gip T
!
a1 Qa2 a2p To a1 G2 ... Qa2 Ty
. + .
[
An1 Gp2 Anp Zp Qn1 Qp2 ... Qpp z,

Argumentet for det resultat vi netop er naet frem til trak pa vores forestillinger
om bagning osv. Men resultatet kan ogsa efterprgves ved direkte udregning, ud fra
betydningen af skemaopstillingen, jfr. () side 4. Den typiske plads, lad os sige den ¢’te,
i sgjlen der kommer ud af venstresiden, er jo efter forskriften side 4

air(z1 + 1) + ez + 25) + - + aip(zp + 23)

=(ainz1 + a2 + - + aipzp) + (@i 2] + aiozy + - + aipTy,).
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P4 den hgjreside af lighedstegnet far vi pd den i'te plads i sgjlen svarende til farste
klump ’

a;1T1 + ai2%2 + - + QipZTp.

Tilsvarende for den anden klump
ainTy + aipy + - + aipm;-
I alt bliver den :’te plads i résultatsasjlen for hgjresiden
(ai1z1 + GiaT2 + -+ - + aipzyp) + (@) + appzhy +--- + aipx;,)a

som netop stemmer overens med resultatet for venstresiden. -

Nu har vi allerede indfgrt én operation, addition pa sgjler af reelle tal. Vi har altsa
udvidet det seedvanlige additionsbegreb for tal til at omfatte en ny slags objekter, sgjler
af tal. Men vi har ogsa set at vi kunne indfgre en slags operation af et rektanguleert
talskema (a-skemaet) pa en talsgjle, idet vi jo ved at foreskrive et bestemt produk-
tionsresultat (z-sgjlen) kan beregne det dertil svarende ravarebehov (y-sgjlen), givet et
seet opskrifter. Resultatet af operationen af et talskema pa en sgjle (der skal have lige
sa mange elementer som talskemaet har sgjler) bliver en ny sgjle (med lige sa mange
elementer som talskemaet har raeekker). Vi sa at denne operation er additiv: hvis vi
opererer pa summen af to sgjler, bliver resultatet summen af de resultater der kommer
ud af at operere pa de to sgjler hver for sig. Det som opererer pa sgjler (altsa pa szt af
produkter) er talskemaet bestaende af a-erne (altsa produktionsgangen, opskrifterne).

Ogsa andre reguleringer af bageriets produktion er nerliggende. Det kunne f.eks.
teenkes at man af en eller anden grund (f.eks. sssonsvingninger) gnskede at gge eller
mindske hele produktionen med en bestemt faktor a, som vi for fortolkningens skyld
ma have til at vaere ikke-negativ. I stedet for at indstille produktionen pa at fremstille
sgjlen '

T1
)

Zp
repraesenterende bageriets forskellige varer, vil man producere sgjlen

alri
als

aTy

Hele produktionen skal altsa vere a gange sa stor som fgr (obs!" a kan godt vare
mindre end 1) - den skal finde sted i en ny skala. Sa ville det veere naturligt at aftale
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skrivemaden

T arx;

T arg
al . for

(IIP a,a:p

Vi siger at den nye sgjle er proportional med den gamle. Vi har faktisk dermed
indfgrt en ny operation pa sgjler: multiplikation med et reelt tal. Tallet kaldes i sammen-
heengen en skalar, fordi det bestemmer skalaen af produktionen. Operationen kaldes
rimeligt nok skalarmultiplikation. Til forskel fra saedvanlig multiplikation med tal,
der jo ud fra to objekter af samme art (tal) skaffer et tredje objekt af samme art, ve-
drgrer skalarmultiplikation to objekter af forskellig art, et tal og en sgjle, og resultatet
af multiplikationen bliver en sgjle.

Vi vil nu undersgge hvilke konsekvenser kravet om en a gange sa stor produktion
far pa ravarebehovet. Overvejer man bageprocesser et gjeblik er det en rimelig an-
tagelse (men ikke nogen naturlov), at hvis produktionen skal skaleres med faktoren a
ma ravareforbruget ogsa skaleres med faktoren a for alle ravarer

hn ayi
Y2 ays
a . = .
Yn QYn
hvoraf - idet vi jo har
ay, all aig -.. Q1p ary
ays azy Qz2 ... Qzp azxo
aYn Gnl1 QGn2 ... Qnp ary
og
n ay; aiz2 ... Qip T
Y2 a921 G929 e a2p bl
a =a
yn an]_ ang .o anp IEP
- det sluttes at
ai aip <. Q1p azq ajl ajn ... Q1p Ty
azy a2 ... Qazp arq Gy az2 ... Qayp T9
=a
anl an2 .o anp axp anl an2 .o anp xp




Ogsa dette resultat kan skaffes ved reguleer udregning! Den ¢’te plads i venstresidens
sgjle er

ai1(azy) + ain(azy) + - - + aiplazry) = a(ain 1 + aiez2 + - - + aipTy).

Indholdet i parentesen er netop hvad der star pa den i’'te plads i sgjlen svarende til
hgjresiden fgr multiplikationen med a. '

Dette viser at den indfgrte operation mellem en sgjle og et talskema er en propor-
tionalitet, dvs. den fgrer en skaleret sgjle over i den pagzldende skalar gange med
resultatet af operationen pa sgjlen for skalering.

Indskud med visse konklusioner pa Eksempel 1

Ud fra det foregaende kan vi se, at vores betragtninger over hvordan bageriets produk-
tion foregar, fgrer til at vi ma heefte os ved addition og skalarmultiplikation af talsgjler,
savel som ved en operation mellem et talskema og en talsgjle, som har den egenskab at
veere additiv og skalarmultiplikativ.

Selv om den valgte skriveméde med talskemaer og -sgjler giver en forenkling i forhold
til den oprindelige skrivemade a la (%), er der dog stadig meget at skrive (det fgler man
ikke mindst nar man selv har taesket i klaviaturet). En yderligere forenkling ville veere
gnskelig. '

Vi aftaler derfor (noget énvejs, ma jeg indrgmme), at vi i stedet for z-sgjler og y-sgjler
- som altsa stadigveek kan have forskellig laengde - skriver z og y, uanset leengden, og i
stedet for a-skemaet skriver symbolet A. Sa kan vi kort notere det hidtil fundne som

y = Ag,
og, idet vi har indfgrt hvad z + 2’ og az (a en skalar) skal betyde:

Az +z')= Az + Az’
A(az) = aAz.

Analogien med szdvanlig regning med tal og parenteser er tydelig. Der er simplethen
tale om en generalisation heraf, for hvis A, £ og z' alle kun bestar af ét tal star der
simpelthen tal i formellinjerne ovenfor.

Vi vil kalde et talskema A, bestiende af et antal raekker (n) og et antal sgjler (p), for
en matrix, nzrmere bestemt en n X p-matrix. Sgjler er en speciel slags talskemaer,
matricer med kun én sgjle. De hidtil betragtede z-sgjler er da p X 1-matricer, mens
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y-sgjlerne er n X 1-matricer. Operationen af talskemaer (matricer) pa sgjler (en speciel
slags matricer) er et specialtilfzelde af matrixmultiplikation. Pa dette sted skal vi ikke
forfglge dette anliggende naermere; det vil der blive rigelig anledning til senere 1 kurset.
Viskal dog ggre én vigtig observation allerede nu: Hvis en matrix skal multipliceres med
en sgjle (fra hgjre), ma sgjlen have pracis sa mange rakker (elementer) som matricen
har sgjler. Resultatet af multiplikationen bliver en sgjle med netop sa mange raekker

som matricen har rakker. I'uformelt symbolsprog: “nx p”-“px 1”= “n x1". —

Vi afslutter omtalen af bageri-eksemplet med et par kommentarer. Det vi hidtil
har foretaget os i eksemplet kan sammenfattes saledes: Til et givet input (her kravet til
produktionsresultatet, z) frembringes et output (her ravareforbruget, y) ved hjeelp af en
bestemt operation (her oversattelsen af produktionskrav til ravarekrav, repraesenteret
af matrixidentiteten y = Az). Imidlertid kan man i industribageriet spgrge: Givet en
bestemt maengde ravarer, altsd en sgjle y, hvilken produktion kan da realiseres med
disse ravarer? B

Hvis ravarerne skal bruges op inden for den betragtede periode - hvilket ikke er sa ure-
alistisk et krav, nar man betznker problemerne med friskhed, investeringer, lagerplads
osv. - kan spgrgsmalet formuleres:

Givet y, findes der da et z, sd at y = Az? Skriver vi dette spgrgsmal ud i detaljer, i
overensstemmelse med (*) side 4 lyder det: Givet
)]
Y2
Yn
findes da

Z1
T2

Ip
sa at

ai1ry + ai12T2 +...+ Q1pTp = Y

21T + A22%2 + ... + A2pTp = Y2

An1T1 + Gn2Z2 + ...+ QupTp = Yn?

Hvis svaret er ja (det er det faktisk ikke altid, som Eksempel 0 viste), hvordan ser
da sadanne szt (z1,z2,...,%,) ud, og hvor mange slags er der? Hvis der er flere sat,
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hvilke(t) er s det “bedste”i en eller anden henseende som ma vaere preciseret nsermere?
Vi har med andre ord at ggre med et ligningssystem. Pa grund af ligningssystemets
struktur, jf. behandlingen ovenfor, kaldes det for et linezert ligningssystem. Under-
sggelserne af sadanne er en vasentlig sag for den lineare algebra.

Er det nu ikke noget krav at ravarerne bruges op inden for den betragtede periode,
men blot at der ikke bruges mere af nogen ravare end der er til radighed, kan man stille
spgrgsmalet:

Givet y, findes der da et g, sd at y > Az? I detaljer:

a11T1 + a12T2 + ... + a1, <Y1

a21%1 + G222 + ... + azpTp < Y2

n1T1 + 2o + ... + CnpTp < Yn.

Igen kan man, hvis der er flere lgsninger z (og det er der ofte), spgrge hvilket der i en
eller anden henseende er “bedst”. I sa fald har vi at ggre med et linesert program-
meringsproblem. Ogs en sag for den linezere algebra.

Eksempel 2: AFSTEMNING AF KEMISKE LIGNINGER

" At linezere ligningssystemer optraeder i andre sammenhzenge end ved brgd- og kagefrem-
stilling, f.eks. inden for kemien, skal belyses i dette eksempel.

Vi betragter en simpel kemisk reaktion, hvis kvalitative indhold antages kendt, men
hvor koefficienterne i fgrste omgang er ubestemte:

Hgl; ~+?0H™ +?NH; —?Hg, NI+?1~ +7H,0.

Opgaven er nu at sztte koefficienter ind i denne ligning. I gymnasiet benytter man
seedvanligvis en metode baseret pa de sakaldte iltnings- eller oxidationstrin. Denne
metode er imidlertid ofte lidt uigennemskuelig, fordi den hviler pa en reekke spilleregler

: der ikke alle har et klart fysisk-kemisk grundlag. Det viser sig nu at man kan afstemme
denne og alle andre reaktionsligninger ud fra ét alment princip: Antallet af atomer af
hvert stof skal veere det samme pa begge sider af reaktionspilen, og tilsvarende med
antallet af ladninger (regnet med fortegn, naturligvis). Kalder vi de seks ubekendte
koeflicienter for z;,,,...,z¢ kan vi skrive reaktionsligningen

:L']HgIZ_ + xZOH— + $3NH3 — .’1?4Hg2NI + IB5I— + :ceHzO.
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hvor opgaven er at bestemme disse z-er.

Hvis antallet af-atomer af et givet grundstof skal veere det ‘samme pa begge sider, ma
fgrst for Hg’s vedkommende -

Iy = 2.’174.

Tllsvarende for I:

4.’1)1 = x4 + T5.

Fortszettes med henholdsvis O, H og N far vi ligningerne

Ty =6, T2+ 3T3 =216, T3= 4.

Nu resterer der kun at holde regnskab med ladﬁingerne, hvilket giver

21 + T9 = x5.

Fordi dette ligningssystem (tilfeeldigvis?) er sa simpelt, kan det hurtigt reduceres til
et ligningssystem i fa ubekendte som det er let at finde direkte. Alligvel vil vi for at
bane vejen for behandlingen af mere komplicerede situationer skrive systemet alment
op, nemlig saledes:

T1 — 224 =0
4z, —  T4—Ts =0
Za — =0

To + 3z3 -2z =0

Tz3— T4 =0

2z1+z2 —Zs5 =0

Benytter vi den notation vi udviklede i det foregaende eksempel, har vi at ggre med
ligningen pa matrix-form:

100 —2 0 0\ /2 0
400 -1 -1 0}z 0
010 0 0 —1||as|_ 1o
013 0 0 2]z "Jo]
001 -1 0 0]]as 0
2 10 0 -1 0/ \z 0



eller kort Az = 0, hvor A er den opskrevne 6 X 6-matrix.

Hvad angar lgsningen af ligningssystemet er det uden videre klart, at settet
(z1,%2,...,2¢) = (0,0,...,0) - vi burde skrive begge szt som sgjler - bestaende af
lutter nuller er en lgsning. Fra et kemisk synspunkt er den ikke videre ophidsende, al
den stund ingen af de pageldende stoffer sa overhovedet ville foreligge. Det er imidlertid
ogsa klart, at hvis (29,23,...,23) er én Igsning til systemet, vil ogsa ethvert skalarmul-
tiplum a(z?,z3,...,20) (hvor a er en skalar) af dette seet veere en lgsning. Dette beror
selvsagt pa at hgjresiden af ligningssystemet er nulsgjlen. Ellers ville det netop sagte
have vzeret forkert.

Ved hjelp af den linesere algebra bliver vi i stand til at afklare lgsningsforholdene for
linezere ligningssystemer, ogsd det ovenstaende. Det vil da vise sig (prgv selv at indse
det!), at samtlige lgsninger til ligningssystemet har formen

r 2
T2 3
I3 _ 1
Ty =t 1 ’
5 7
Te 3

hvor t er et vilkarligt reelt tal.

Nu gi\;er det for en realistisk kemisk fortolkning kun Ihening at opei‘ere med t-er
hentet fra de naturlige tal. Og her siger tallet 1 det veesentlige. Alle andre naturhge tal
giver blot et multiplum af alle de indgédende kemiske stoffer

I alt far den afstemte ligning skikkelsen
2Hgl; = + 30H™ + NH; — HgaNI + 71~ + 3H,O.

Selviglgelig ville dette vaere et noget stort apparat at opstille blot for at afstemme
en enkelt simpel kemisk ligning. Men pointen er dels at metoden virker for alle mulige
reaktionsligninger, ogsa hvis der forlgber flere koblede reaktioner pa én gang, men iseer
at metoden ikke hviler pa kemisk uigennemskuelige forestillinger eller begreber, men kun
pa det helt basale: grundstofbevarelse og ladningsbevarelse For gvrigt giver metoden

ogsa mulighed for at klassificere reaktionsligninger pa kemisk relevante mader ved hJaelp
af strukturen i det tilsvarende ligningssystem.

Eksempel 3: KIRCHHOFF’s LOVE FOR ELEKTRISKE KREDSL®B

I elektricitetsleeren leerer man at for at et jeevnstrgmskredslgb er i ligeveegt ma det
opfylde bl.a den sakaldte Kirchhoff’s 1. lov:
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Ved hver knude skal summen af de indgaende strgmme vere lig summen af de
udgaende strgmme.

Lad os béﬁfagte det kredslgb som er angivet pa figuren, hvor de indcirklede tal angiver
knuderne. '

Kredsigb

I fglge Kirchhoff’s 1. lov galder sa
knude 1: ; =11, + I,
knude 2: I] = I2 +I5
knude 3: I2 +Is = I3
knude 4: I, +1I5 = I;.

Dette ligningssystem kan fremstilles pa matrix-form, idet vi med I betegner sgjlen

I
I
I
L |
Is
I
I
1 0 -1 1 0 O\ |[DL 0
-1 1 0 0o 1 o\|L|_[o
0 -1 1 0 o -1}l o)
0 0 0 -1 -1 1/ \I 0
Is

eller kort, MI = 0. Der er altsa tale om et linezrt ligningssystem med 4 ligninger og 6
ubekendte.
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Eksempel 4: UDVIKLING I MARKEDSANDELE

Lad os forestille os et geografisk omrade, hvis pilsnerforbrug deekkes af tre bryggerier,
X,Y og Z. Bryggeriernes markedsandele, som er foranderlige, ggres op hver maned, og
opgaven er at beskrive udviklingen heri gennem tiden. Vi gar ud fra en begyndelsessit-
uation i maned nr. 0 med markedsandelene henholdsvis

To,Y0,20 for X,Yog Z,

hvor g, yo og zo alle er tal i intervallet [0,1]. Idet vi gar ud fra at de tre bryggerier
daekker hele omradets forbrug i den betragtede periode, har vi ’

To+ Yo+ 20 = 1.

I maned nr. n betegnes markedsandelene med z,,, y, 0g 2., n = 1,2,3,...

Vi antager nu at bryggeriet X hver maned er i stand til at fastholde brgkdelen a;;
(0 € a1 < 1) af sine egne kunder, desuden at vinde brgkdelen aj; (0 < aj2 < 1) af
Y’s kunder og brgkdelen a13 (0 < 'aj3 < 1) af Z’s kunder. Hvis det samlede antal
pilsnerkunder i omradet er konstant N, vil bryggeri X i maned nr. 1 have et antal
kunder der er lig

a11(zoN) + a12(yoN) + a13(z0N).

Pa den anden side er antallet af X’s kunder i maned nr. 1 ogsa lig z, N, s at

21N = a11(zoN) + a12(yoN) + a13(z0N).

Ved at forkorte med N ‘ﬁnd'er vi X’s markedsandel i maned nr. 1
Ty = a1 + a12Yo + G1320.
P4 tilsvarende made far vi for de gvrige bryggerier - med de oplagte fortolkninger af

a;;’erne: a;; angiver den brgkdel af kunder fra bryggeri nr. j (hvor 1 star for X, 2 for
Y og 3 for Z) som bryggeri nr. ¢ vinder/fastholder i lgbet af en maned:

Y1 = a21%o + a22yo + a232p

z1 = az1To + az2Yo + a332p-

Med den tidligere indfgrte matrix-notation far vi

I a1y 412 Qi3 Zo
U = | G21 a22 Q23 Yo
21 az; 4agz2 ass 20



. hwor betydningen af v og v er oplagt:

eller kort,

v, = Av,,

Tallene i sgjle nr. j 1 A angiver de tre brgkdele bryggeri nr. J fastholder og afgiver af

_ kunder i_en _given maned. Hvis der ikke er andre bryggerier der betjener omradet, ma

summen af tallene i hver sgjle 1 A vaere 1. Sgjle ¢ angiver jo hvilken skabne bryggeri
nr. j’s kunder undergar ved overgangen til neste maned: De kan forblive hos j eller
overtages af ét af de to andre. En matrix med denne egenskab kaldes ofte for en
overgangsmatrix, fordi den - som det fremgar -kan beskrive overgangen fra én periode
til en anden.

Under antagelse af at mgnstret fastholdes gennem tiden, kan vi fortsatte processen

vy = Ay = A(Ayy),

v, = A(A(...(A"y)...))

Helt i analogi med vores seedvanlige notation med potenser skriver vi gerne

— n
l)_n—A. Qo.

Det er sa nzerliggende at interessere sig for den langsigtede udvikling af denne proces,
dvs. hvad der sker for n — oo. Ogsa den slags spgrgsmal behandles af den linezre
algebra, som ved at give kriterier baseret pa udseendet af A kan fortelle om udviklingen
i sadanne processer. Det viser sig bl.a., at under den forudsastning at alle A’s elementer
er strengt positive, vil processen i det lange lgb nezerme sig en situation hvor de tre
bryggeriers markedsandele er konstante.

Eksempel 5: ALDERSSTRUKTUREREDE POPULATIONER

Ved undersggelser af biologiske populationer er det ofte veaesentligt at de enkelte indi-
vider i gennem deres livslgb befinder sig i forskellige klasser. Der kan f.eks. vere tale
om at de gennemlgber forskellige biologiske stadier (f.eks. larve, puppe, sommerfugl).
Det kan ogsa veere at man af udefra kommende grunde kan have interesse i at “an-
bringe”individerne i klasser (f.eks. fisk efter alder (der jo er forbundet med laengde og
vaegt) af hensyn til bestandens stgrrelse, fangstregler eller lignende).

Vi betragter nu en sadan aldersstruktureret population. Lad os antage at den er
inddelt 1 £ + 1 klasser med numrene 0,1,2,... k. Den 0’te klasse bestar af de yngste
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individer. Rekrutteringen til den klasse sker saedvanligvis ved fpdsel. Den fgrste klasse
bestar af de individer der er én enhed @ldre. Der kan veere tale om tidsenheder som dage,
maneder, ar, men ogsa blot om selve klasserne, uanset hvor lang tid kreaturerne befinder
sig i hvert af dem. Rekrutteringen til fgrste klasse sker ved at individerne rykker ind
i den efter at have gennemlgbet 0’te klasse. Og s& fremdeles, indtil den sidste klasse.
Sezedvanligvis bestar den af de zldste levende individer, og klassen forlades ved dad.
Men mindre drastiske muligheder kan komme pa tale, f.eks. hvis man er interesseret 1
at fglge bestandsudviklingen pa forskellige klassetrin i en folkeskole.

Lad os ga ud fra, at vi har at ggre med en population hvis individer kan telles. Det
er egentlig ikke afggrende, men letter forstaelsen af det fglgende. Vi kunne lige sa godt
have opereret med f.eks. biomasse. Vi er interesseret i at fglge den tidslige udvikling
i stgrrelsen af populationen og dens forskellige klasser. Med ng(t) betegnes antallet af
individer i klasse 0 til tiden . Med n;(t) antallet i klasse 1, og sa fremdeles indtil ny(t)
1klasse k. Vi tager udgangspunkt i forholdene til begyndelsestidspunktet ¢ = 0.

Fgrst vil vi se pa rekrutteringen til klasse 0. Den finder sted ved fgdsel, dvs. ved
at individerne i de gvrige klasser formerer sig. Det er rimeligt at ga ud fra, at hver
klasse giver et bidrag til de nyfgdte som er proportionalt med antallet af individer i
klassen. Proportionalitetsfaktoren vil veere forskellig fra klasse til klasse og kan godt

veere 0. Med fq, fi,..., fr angives de forskellige proportionalitetsfaktorer. Bogstavet f

er valgt for at angive fertilitet, altsa den gennemsnitlige antal nyfgdte pr. individ i den
pagaldende klasse.

Antallet af individer i klasse 0 til tid 1 vil sa veere

no(1) = fono(0) + fin1(0) +. + fini(0). | ..

Rekrutteringen til klasserne 1, ... k sker simpelthen ved at individer fra den foregiende
klasse rykker op. Det kan altsa ikke i denne model forekomme at nogen bliver i
deres klasse ved overgangen til en ny periode. Det antages at der er en fast oprykn-
ings(overlevelses)rate fra hver klasse, sidan at en bestemt brgkdel af individerne for
klasse 7 rykker op i klasse j + 1, resten dgr eller forlader systemet pa anden made. Vi
kan antage, at brgkdelen p, af individerne fra klasse 0 rykker op i klasse 1, mens brgkde-
len p; af individerne fra klasse 1 rykker op i klasse 2, osv. De individer der til tid 0

befandt sig i klasse k antages at have forladt populationen til tid 1, jf. bemeerkningerne
ovenfor. Derved far vi

n1(1) = pono(0),
n2(1) = p1n1(0),

nk(1) = pr_1nx-1(0).
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De individer der til tid 0 befandt sig i klasse k antages at have forladt populationen
til tid 1, jf. bemaerkningeme ovenfor.

De opskrevne relationer beskriver altsa overgangen fra tid 0 til tid 1. Relationerne
kan samles pa matrix-form:

— no(l) . fb‘_fi,, .. fk-—l fk S nO(O) _ - - e ——

o 0 ... 0 0O n1(0)
"‘.(1) _lo »n ... 0 o na(0)
n(1) 0 0 pier 0/ \ny(0).

En sddan matrix, L, kaldes en Leslie-matrix efter den fgrste der (i 40’erne) indfgrte
dem til populationsbeskrivelse.

Forestiller man sig at dette mgnster er fast til alle tidspunkter, far vi den generelle
- overgangsmekanisme beskrevet ved

/ne(t+1) fo i oo fra S no(t)

po 0 LI 0 0 nl(t)
nl(t.‘*' 1) ~|l0 p ... 0 0 na(t)
ni(t +1) 0 0 ... pr_—1 O ni(?)

eller kort
n(t+1) = Ln(t), t=0,1,2,..

Pa samme made som i det foregdende eksempel finder vi
n(t + 1) = L**n(0).

De spgrgsmal man her ville stille om den langsigtede udvikling af populationen og
dens klasser er de samme som i markedsandelseksemplet. Det matematiske apparat til
besvarelse af dem er de samme: linezer algebra.

Eksempel 6: GEOMETRISKE TRANSFORMATIONER

Vi vil slutte indledningen med at undersgge et par geometriske transformationer i pla-
nen.
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Fgrst rotation om et punkt med en bestemt vinkel. Vi forestiller os et koordinatsys-
tem indlagt, s at rotationens centrum er koordinatsystemets begyndelsespunkt. Hvis
punktet P har koordinaterne (x,y) kan disse skrives

(z,y) = (rcosu,rsinu),

P(xX,yD

Pix,y>

A\ 4

hvor r er afstanden fra P til begyndelsespunktef O, og u er den vinkel QP danner
med 1-aksen. Ved rotation med vinklen v fgres P over i punktet P' med koordinaterne

(z',y") = (r cos(u + v),rsin(u + v))
= (rcosucosv — rsinusinv, 7 sinu cosv + r cos u sinv)
= (z cosv — ysinv,ycosv + zsinv),
(det mellemste lighedstegn fglger af additionsformlerne for cos og sin), altsa
z' =cosvz —sinvy

y =sinvz+ cosvy,

'\ _ [cosv —sinv x
y' ) \sinv cosv y)°
En rotation i planen med vinklen v omkring koordinatsystemets begyndelsespunkt er

altsa beskrevet ved at punktets nye koordinater fremgar af de gamle ved en bestemt
lineaer transformation af de gamle.

og 1 matrixnotation

Dernzest betragter vi en spejling i en linje gennem begyndelsespunktet. Har P igen
koordinaterne

(z,y) = (rcosu,rsinu),
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vil det spejlede punkt P’ have koordinaterne

(z',y") = (r cos(2v — u),r sin(2v — u))
_=(rcos2vcosu + rsin2vsin u,r sin 2v cos u — . cos 2vsin u)

= (z cos 2v + ysin 2v, z sin 2v — y cos 2v).

z'\ _ (cos2v sin 2v T
y' ) \sin2v —cos2v/\y/’

der igen er en linezer transformation af koordinaterne.

Derved far vi

PixtyY

Pix,y>

N

Ser vi sluttelig pa en multiplikation ud fra koordinatsystemets begyndelsespunkt
med en bestemt faktor a, bliver punktet P med koordinater (z,y) overfgrt i punktet P’
med koordinater (az,ay). Ogsa denne transformation er linezer, beskrevet ved

()= %) ()
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LINEARE LIGNINGSSYSTEMER I

Det er en af den linesere algebras opgaver at levere en teori for lgsningsforholdene ved
linezere ligningssystemer. Som et fgrste led i opbygningen af en sadan teori vil vi betragte
et par eksempler, som dels viser hvorledes man rent praktisk griber lgsningen af et

lineaert ligningssystem an, og som dels viser at der kan optraede forskellige karakteristiske
tilfzelde.

Eksempel 1.
Vi betragter ligningssystemet

21'1+ .'132-—3IC3=1

(1) | 4z, -2z —223=3
Ll 3
I »211,'2 21)3—2

Vi er ude pa at omforme dette ligningssystem til ét hvor lgsningsforholdene er lettere
at overskue. Idéen er fgrst at eliminere z, fra samtlige ligninger bortset fra den gverste.
Derved danner de to sidste ligninger et selvsteendigt ligningssystem bestaende af kun
to ligninger med to ubekendte. P3 dette mindre ligningssystem kan vi da foretage en
tilsvarende omformning ved at fjerne (her) z; fra “alle”ligninger pé neer den anden. Det
bevirker, at z3 bliver den eneste ubekendte tilbage i den tredje ligning, som derfor bliver
umiddelbart lgsbar (om overhovedet). Denne skridtvise elimination viser sig at veere
anvendelig som generel lgsningsmetodik ved alverdens linezre ligningssystemer, ikke
blot det foreliggende. Metoden bzrer navnet Gauss-elimination efter én af den nyere

tids mest betydningsfulde matematikere, tyskeren Carl Friederich Gauss (1777-1855).
Se nu hvordan: ‘

~ Ligningssystemet er ensbetydende med fglgende ligningssystem, som er fremkommet
af det oprindelige ved at den anden ligning er erstattet med den selv plus den farste
ligning multipliceret med -2 (den fgrste ligning selv er ubergrt):

2:121-1- 932—3.'133:1

(2) —4$2+4$3=1
Ll 3
(L’]I 21’2 2113—2

Fra det nye system kan man komme tilbage til det oprindelige ved at udfgre den
“modsatte operation”: at multiplicere den fgrste ligning med +2 og derefter addere den
til den anden. De to systemer er altsa virkelig ensbetydende (akvivalente).
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Nu foretages en tilsvarende operation pa system (2) med den hensigt at bortskaffe
z1-leddet i den tredje ligning. Den fgrste ligning multipliceres med 3 og adderes til den
- tredje (den fgrste hgnlng er stadig uber¢rt) Derved far vi -

2$1+ 9 —3(173 = 1
-(3) S — , —dzytdzy =1 - -

T2 —223 = 2.

Dette ligningssystem er ensbetydende med (2) - med argumenter magen til de oven-
- staende: vi kan komme tilbage til (2) ved pa (3) at udfgre den modsatte operation
bestdende i til den tredje ligning at leegge den fgrste multipliceret med —3. System

(2) er pa sin side ensbetydende med (1). Systemet (3) er altsa ensbetydende med det
oprindelige system.

Nu skaffer vi os af med z;-leddet i den sidste ligning i (3) ved at multiplicere den anden
ligning med i og addere den til den tredje. Det giver det aekvivalente ligningssystem

2r1+ x4 —3x3 =1
—4:1,‘2 +4.’L‘3 =1

> ©

— T3 =

Herved har vi opnaet at omforme det oprindelige ligningssystem til et ensbetydende,

men meget simplere ligningssystem i trappeform. Det trappeformede ligningssystem
er simplere fordi det kan lgses umiddelbart ved optravling nedefra:

Af den nederste ligning ses straks at z3 = —3. Dette indsettes i den anden ligning,
som derefter kun indeholder den ubekendte z,, der sa bestemmes som z, = -%. Slut-

telig bestemmes z; af den fgrste ligning ved indsaettelse af de fundne vaerdier for z4 og
. Vi finder z; = 183

Denne analyse viser os at ligningssystemet (1), bestdende af tre ligninger med tre

ubekendte, har én og kun én lgsning (eller for at vzere lidt mere pedantisk: ét og kun
ét lgsningsseet), nemlig

5 9
(371,332,.’133) = ("'—g'v _:‘2., —Z)

Det gik jo fint. Gar det altid s nemt? Lad os se pa nogle flere eksempler.
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Eksempel 2.

. Ligningssystemet
221+ z2—-323=1
(1) - 4$1—A2$2+2.’L‘3=3
' 1 1 3
—I + =T9 — =T33 = <

2 2 2

adskiller sig kun fra det foregdende ved +’et foran z3-leddet i den anden ligning. Gar
vi nu frem pa samme made som fgr finder vi

.2:1:1-{- z2—3z3=1

1 1 3
-3 + 3%2— 5% =35
Og videre:

2z14+ 22 —323 =1
To9 — 2:173 = 2.

Multiplicerer vi nu den mellemste ligning med 1 og leegger den til den sidste, bliver
resultatet '

2$1+ To — 3.’133 =1
—4z9+8z3 =1

0 T3 =

w1 O

Den sidste ligning har gjensynlig ingen 1¢sning. S& meget mere har hele lignings-
systemet heller ikke en lgsning. Metoden virkede udmeerket til at afklare lgsnings-
forholdene, der er blot ingen lgsninger.

Men hermed er variationerne ikke udtgmt. Endnu et eksempel:
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Eksempel 3.
Ogsa ligningssystemet -

23}1-{- $2—3$3=1

(1) 4$1+2$2—-2(£3=3
o - - — ,_+ T fl ;—— 3 - e -
I 2:172 2:123 = 2

adskiller sig kun ubetydeligt (ved +’et foran z,-leddet i den anden ligning) fra det forst
undersggte system. Gar vi til veerks efter forskrifterne, nar vi til

2$1+ IL'2—3$3=1

gl 13
Iy 22 2373‘—27

og derefter til

221422 — 323 =1
(3) - +4r3 =1
T — 2x3 = 2.

Fulgte vi nu forskriften automatisk - og det skulle “man” (f.eks. et computer-program)
jo gere, hvis man ikke som her opererede pa et konkret system med givne tal som
koefficienter, men pa et generelt system med vilkarlige og derfor principielt ukendte
koeflicienter - kunne vi ikke komme videre herfra. Efter forskriften skal vi jo skaffe
zo-leddet vk fra den sidste ligning ved at multiplicere den mellemste ligning med en
passende konstant og addere resultatet til den sidste ligning. Men eftersom koefficienten
til zo-leddet i den mellemste ligning er 0 mens z,-koefficienten i den sidste ligning er
forskellig fra 0, kan ingen multiplikation i verden klare denne opgave. Hvad ggr vi sa?

I det foreliggende tilfzelde er sagen nemt ordnet. Vi bytter blot om pa ligning 2 og

ligning 3, hvilket selvsagt ikke zendrer systemet. Det derved ommgblerede system er
umiddelbart pa trappeform

2c14+z2 — 323 =1
(4) Ty — 2.’133 =2
+4x3 =1

og kan let lgses. Det har den entydigt bestemte lgsning

351

($1,$2, 1'33) = (-g’ '2‘, Z)-
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Dette eksempel viser, at den fgrst beskrevne automatiske forskrift ikke virker i enhver
situation. Den ma abenbart suppleres i visse undtagelsessituationer. Vi skal ikke her
forfglge sadanne undtagelser ngjere. En total kortleegning af hvad der kan ske er vigtig
for teoretiske formal, og som baggrund for at konstruere computer-programmer til 1gs-
ning af linezere ligningssystemer. Til vores formal raekker det at demonstrere metoden
og at antyde et behov for i nogle situationer at supplere den. Ved at ga frem som
beskrevet kan man slippe levende igennem alle praktiske ligningslgsningssituationer.

S& meget om metoden. Hvad angér lgsningsforholdene har vi oplevet, at fredeligt
udseende og naesten ens udseende systemer af tre ligninger med tre ubekendte kan
udvise helt forskellige Igsningsegenskaber: Der kan vaere netop én lgsning, og der kan
ingen lgsninger vzere. Er det alt? Nej, se selv: '

- Eksempel 4.

2$1+ Ty — 3:133 =1
(1) 4z) + 232 — 273 = 3
214+ T2+ x3 =2.

Udfgrer vi eliminationen af zp 1 de to sidste ligninger pa én gang - hvilket gjensynlig er
det samme som at foretage den i to skridt - far vi

i 2$1+.’II2—3$3 =1
(2) ' 4 T3 = 1
’ 4 3 = 1.

Da de to sidste ligninger er ens, har vi i realiteten kun at ggre med to ligninger med
tre ubekendte:

2z1+x2 — 33 =1

Af den sidste ligning fremgar, at z3 = — i. Indseettes dette i den fgrste ligniﬁg antager
systemet skikkelsen

2.’1)1+II}2 =

(4)

NN

T3z =
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Her kan vi frit veelge hvad x; eller z, skal veere, idet den anden séi kan bestemmes.
Seetter vi f.eks. T, = t, hvor t er et vilkarligt reelt tal, lgser z; = t +1 g 08 Ty =1
den fgrste ligning,. Omvendt har enhver lgsning denne form. Samlet har v1 fundet, at
systemet (4) har lgsningerne - - -

1 1,

= —-—t —_
(1131,332,:113) ( + 3 8 4))

hvor t er et vilkarligt reelt’ tal T T S T
Ligningssystemet har altsa uendeligt mange Igsninger.

I behandlingen af tre ligninger med tre ubekendte har vi altsa mgdt tre forskellige
Igsningsmuligheder: netop én lgsning; ingen lgsninger; uendeligt mange lgs-
ninger. Det viser sig at ét af disse tilfzelde altid vil indtreeffe. Det er altsd ikke muligt
at der er f.eks. syv forskellige lgsninger. Det viser sig ogsa at situationen er den samme
uanset hvor mange ligninger og hvor mange ubekendte der indgar i ligningssystemet.
For at illustrere dette afsluttes dette afsnit med endnu tre eksempler.

Eksempel 5.

Ligningssystemet

-z +2z3+ T4— T5 = -1
(1) 2 r1— T9— T3+ T4+ 3(1)5 =1
Ty + 2:1,'2 - 3(1)3 - 2.’1,‘4+ Ty = 0
bestar af tre ligninger med fem ubekendte. Lgsningen af lignings- systemet gribes an pa
samme made som i de foregaende eksempler. Bestrabelsen er at na frem til et aekvivalent
ligningssystem, hvor den anden ligning ikke indeholder z; og den tredje ikke z1 og z,.
Vi leegger ud med at skaffe z; veek fra de to sidste ligninger. Det sker ved til den anden
ligning at laegge 2 gange den forste, og ved til den tredje ligning at leegge den fgrste.
Vi foretager begge operationer pa én gang. Derved nar vi frem til det ensbetydende
ligningssystem
- +2z3+ z4—-25 = -1
(2) —xq + 3(1,'3 + 3$4+.’L’5 = -1
2 Tg9g— Tz3— T4 =—-1.

Nu skaffer vi z,-leddet vaek fra den sidste ligning i (2) ved til denne ligning at leegge
2 gange den mellemste ligning. Resultatet bliver

-1 + 223+ z4— zs = —1
(3) —&9 + 33 + 34+ z5=-1
5 z3+5z4+2 z5=-3.
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Herved er vi naet frem til et ligninssystem pa trappeform som er ensbetydende med
(1). Vi kan ikke fortsette forenklingsprocessen leengere, fordi en bortskaffelse af z3 i
den sidste ligning ville genindfgre z; eller z; i ligningen. Men der er heller ikke behov
for yderligere forenkling; Systemet (3) kan lgses uden videre: Uanset hvilke veerdier z4
og zs tildeles kan z3 bestemmes af den sidste ligning, derefter z; af den mellemste og

endelig z; af den fgrste ligning. Det betyder at for hvilke som helst reelle tal t og u, vil
med

z4 =1t oOg
Ty = U,
3 2 . o
T3 =~ - t— U (af sidste ligning),
Ty = 3(—% —-t— %u) + 3t + u + 1 (af den mellemste ligning samt udtrykket for z3)
_ L, 4
5 5’
T) = 2(—--?— —t— %u) +t—u+1 (af den fgrste ligning samt udtrykket for z3)
9 1
= —ft — -y — —
575

udggre et lgsningsseet til ligninssystemet (3) og dermed til det ensbetydende system (1):

9 1 1 4 2 3
($1,$2,$3,$4,$5)=(—t——u——, —,—t'——u—-—,t,u).

575 5" 5 5° 7 5

Ethvert szt af denne form er altsa en Igsning til (1).

Hvis omvendt (z1,z2,z3,z4,2s5) er en lggning kan vi altid finde to reelle tal ¢ og u,
sadan at lgsningen har den opskrevne form. Vi skal jo blot satte t =2, og u = T3, sa
kan z,, z2 og x3 1 kraft af (3) ikke slippe for at have den gnskede form. Med udtrykkene
ovenfor har vi altsd bestemt samtlige lgsninger til ligningssystemet. Lzeg mzerke til at
bade z4 og =5 kan veelges frit. Vi siger at der er to frie variable i lgsningssattene. De
gvrige tre er derefter bestemt. Vi siger, at de er bundne variable i lgsningssaettene.
Nu er det ikke sadan at det netop skal veere x4 og x5 der er de frie variable, mens
resten skal veere bundne. Havde vi f.eks. skrevet hver lignings venstreside op i modsat
orden med z5 fgrst osf. og derefter benyttet os af trappeomformningen, ville z, og
Ty veere blevet de frie variable, mens de gvrige var blevet de bundne. Sa friheden og
bundetheden er ikke knyttet til bestemte af de ubekendte. De vzesentlige i sagen er
antallet af frie, henholdsvis bundne, variable. Dette antal er det samme uanset den
reekkefglge vi skriver leddene op i.
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Eksempel 6.
I ligningssystémet -

—2$1+ $2+2$3=0

1
- S e e e 3 - ——— —— =4 s e s - - e
Iy 23?2 T3

(1)

Ty — 5z2+ T3 = -2

- $1+§.’L'2— .’123=1

er der fire ligninger og tre ubekendte. Ogsa i dette tilfeelde er det vores bestrabelse
at omforme systemet til et akvivalent system pa trappeform. Vi gar frem pa den
foreskrevne made ved at fgrst at skaffe z; vaek i1 de sidste tre ligninger. Det foregar ved
at der til den anden ligning leegges den fgrste gange —-%, til den tredje den fgrste gange
3, og til den sidste den fgrste gange — 3. Derved fremkommer det ensbetydende system

=234+ 29 +223=0

7 — 2z, —'"451:3=4
- o4 2x3=-2

2 x9—2x3=1.

(2)

Det sidste skridt bestar i at bortskaffe z, i de to sidste ligninger ved til den tredje
at leegge —1 gange den anden, og ved til den fierde simpelthen at leegge den anden.
Resultatet bliver

—2$1+ T2 +2.’L‘3 =0

- 2:122 - 4:1)3 =4
(3) _
4 T3z = —4
— b6z3 = 5.

Af de to sidste ligninger ses at systemet ingen lgsninger har, eftersom z3 ikke kan
overkomme pa én gang at veere -1 (den tredje ligning) og —2 (den fjerde ligning).
Eksempel 7.

En minimal forandring af ligningssystemet i Eksempel 6 giver en helt anden lgsningssi-
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tuation. Hvis hgjresiden i den sidste ligning sendres til 2 har vi at ggre med systemet

—2$1+ (B2+2$3=0

—‘- 31‘1 - 5(1)2— T3 =4
(1)

71— 5%t T = -2

- I + 5.’1}2—- T3 = 2.

De samme operationer som i Eksempel 6 fgrer til

-2+ z9+223=0
— 219 —4x3 =4
— T9+42z3=-2
2 x9—2x3=2,

(2)

og videre til

-2+ 2o+ 2z3=0

—2$2;4$3=4

3.
() 4 .'173=—4
—61‘3=6.

Her er der ingen modsatninger mellem de to sidste ligninger, som begge kraever, at
z3 = —1. Derefter finder vi straks zo = 0 og r; = —1, sadan at ligningssystemet har
netop én Igsning, nemlig ‘ '

(wlv Z2, ‘7:3) = (—1’ 0, _1)

Sagen er her, at ligningssystemet kun tilsyneladende bestar af fire ligninger. I virke-
ligheden er der kun tre uafheengige ligninger. Det forholder sig nemlig sddan, at den
sidste ligning i (1) felger af de foregdende tre, idet den sidste ligning simpelthen er 3
gange den fgrste —1 gange den anden —2 gange den tredje (det forventes du ikke selv

at kunne fa gje pal).

De tre sidste eksempler viser, at ogsa med ligningssystemer hvor antallet af ligninger
ikke er lig antallet af ubekendte bliver lgsningsomstzendighederne de samme: ingen,
netop én, eller uendeligt mange lgsninger. I Eksempel 5 sa vi desuden at de uendeligt
mange lgsninger kan vaere fastlagt ved flere frie variable - eller flere parametre, som man
ogsa siger. Vi benytter ogsd den sprogbrug at lgsningsmangden er fler- dimensional.
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Hermed har vi afsluttet fgrste omgang i behandlingen af linezere ligningssystemer.
Flere omgange vil fglge. Den indfgrte lgsningsmetode med dens ngdvendige modifika-
tioner, som i alle tilfeelde har kunnet afklare lgsningsforholdene for ligningssystemerne,
kan formuleres séledes : Ligningssystemet omformes ved hjalp-af reekkeoperationer:
En rackkeoperation bestar i at en given ligning erstattes med : den selv ganget med en
skalar # 0 (f. eks. 1), plus én af de andre ligninger ganget med en skalar (som gerne ma

~veere-0). Ved-en-rakkeoperation har-det oprindelige og det-omformede-ligningssystem-

de samme lgsninger, de er ekvivalente. Denne metode har et automatisk preaeg. Det
er faktisk en veesentlig del af pointen med en metode. Det forhindrer imidlertid ikke, at
man ved behandlingen af konkret foreliggende ligningssystemer ofte kan slippe lettere
igennem end ved at bruge automatmetoden. F.eks. er det ikke sikkert at den ligning
der tilfeeldigvis star forst er den det er bekvemmest at have pa den plads.- Ofte vil det
veere rarest hvis koeflicienten til z; er 1 eller -1. Det kan ogsa veere at man straks kan
se at én eller flere af ligningerne pa en simpel made fremkommer af nogle af de andre.
Sadanne lettelser skal man naturligvis ikke afsta fra at bruge, nar situationen er til det.
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TALRUMMENE R~

Indledning

I alle de foregdende afsnit har saet af reelle tal spillet en central rolle. Vi skal nu
foretage et systematisk studium af sidanne sat og lineaere operationer pa.dem.

I alt hvad der fglger er n et vilkarligt naturligt tal (dvs. 1,2,...). De objekter
vi interesserer os for er ordnede swt bestdende af n reelle tal: (zi,zo,.. ,Tp). At
seettet er ordnet betyder at reekkefglgen tallene optraeder i er vaesentlig. Saledes er (for
n = 4) settet (1, -2, 2, 3,0) forskelligt fra saettet (0, 1,1 3»—2). Sadanne objekter kalder
vi vektorer, undertiden n-vektorer hvis vi har brug for at understrege hvilket n der er
tale om. Det kan f.eks. veere tilfzeldet hvis vektorer af forskellig leengde er i spil. Man
kan ogsa stgde pa betegnelsen “ordnede n-sxt”eller “ordnede n-tupler”. De enkelte tal
i en vektor, altsa z’erne, kaldes ofte vektorens komponenter. Det fastsattes at to
vektorer er identiske, hvis p& hver plads deres komponenter er identiske.

Vi vili mange sammenhzenge benytte notationen z som forkortelse af (z1, 3, . . ., Ts),
selv om det ikke af denne notation fremgar hvilket n der refereres til. Det ma sa
underforstas af sammenhzengen. ‘

Samlingen af samtlige n-vektorer benavnes R™. Vi har altsa per definition

R"™ = {(xl,a:g',...',xn)|x1 E[R,,.Tg ER,...,.’I}n ElR,}

" Vi taler om talrummet R”. Der findes en uendelighed af sddanne talrum, nemlig
ét for hvert n. Hvis n = 1 har vi gjensynlig blot at ggre med R, de reelle tal selv.

Hvis n = 2 eller n = 3 har vi at ggre med koordinatszettene for punkterne i planen
henholdsvis i rummet.

Som nzevnt er det vaesentligt at holde styr pa rackkefglgen af tallene i en n-vektor.
Derimod er det ikke vaesentligt for de begreber vi snart skal indfgre om vi opskriver
en n-vektor som en rakke eller en sgjle. Sadan var det jo ikke med matricer, som er
rektangulare talskemaer hvor bade den vandrette og den lodrette orden er vasentlig.
Rakkematricen (z,,2,,...,z,) er forskellig fra sgjlematricen

':1:1
T2

ITn
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De to forskellige matricer er forskellige matrix-fremstillinger af én og samme vektor.
Vi vil ofte fa brug for at fremstille en given vektor pa begge mader, alt efter hvad der
er bekvemt i1 sammenhangen.” Men endnu engang: I definitionen af en n-vektor er kun
rakkefglgen af tallene veesentlig, ikke om de opskrives vandret eller lodret. 1 deﬁmtlonen
af matricer er bade rzekkefglgen og opskrivningen vzesentlig.

Addltlon af vektorer i IR"

Vi vil nu indfgre et additionsbegreb for vektorer af samme stgrrelse. Med en nobel
sprogbrug hentet fra den abstrakte algebra vil vi indfgre en komposition + i R™, dvs.
en operation der til to vilkarlige vektorer i R™ knytter en tredje, deres sum. Definitionen

er lidet dybsindig, idet vi simpelthen adderer to n-vektorer ved at addere komponenterne
pladsvis:

(21, %25+ 5 Zn) + (Y1,Y2,- - Yn) = (Z1 + Y1, T2 + Y2, ., Tn + Yn)-
Denne made at indfgre addition pa er i R simpelthen den sadvanlige addition af

reelle tal, mens den i R? og R?® svarer til addition af geometriske vektorer (“kraefternes
parallellogram”), jfr. illustrationen.

Kraefternes parallellogram

Det er en umiddelbar konsekvens af reglerne for addition af reelle tal, at man kan
bytte om pa leddene i additionen:

(:1:1,932,...,:1:,,)+(y1,y2,...,yn) —_-(yl,yz,...,yn)+($1,1}2,..,,$n)
- den sdkaldte kommutative lov - og at man frit kan satte parenteser siledes:
(($17z2,-"azn)+(yl’y27'-')yn))+(zlaz2""7zn)
=(xl,mZ,"->$n)+((ylay27---ayn)+(zlyz2a-'-’zn))'
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Dette er den sdkaldte associative lov, hvis indhold i R? og R?® kan fortolkes ge-
ometrisk, jf. illustrationen nedenfor. Begge love fglger af at addition af vektorer foregar
pladsvis.

.................. / R
x+y s Qtytz 77
/ K+ (y+R)

Der findes netop én vektor som virker neutralt ved addition, dvs. opfylder at den
adderet til en vilkarlig vektor lader denne vektor ubergrt. Vektoren bestaende af lutter
0’er bestrider abenbart dette job, idet

(z1,22,...,2,) +(0,0,...,0) = (z1,22,.-.,Zx)

for ethvert (z1,z2,...,2,) € R™. Ingen andreAvekto.rer har denne egenskab, thi hvis
(w1, ws,...,wy,) opfylder

(:1:1,3:2,...,9:”)+(w1,w2,...,wn) = (xlax27"'amn)7

(z1 +wi,z2 +wa,.. ,Tn +wy) = (21,22, ,Tn)-

Eftersom to vektorer er identiske netop hvis de har samme komponenter, har vi s3

T+ w =,

T2 + wy = T,

Tpn+ Wy = Ty,
hvoraf det fglger, at w) = 0,ws =0,...,w, = 0. Dette viser at
(wy,ws,...,w,) =(0,0,...,0).
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Vektoren hvis komponenter alle er 0 kaldes nulvektoren og betegnes 0 (det ma
fremga af sammenhengen hvilket n der er tale om).

--Det er nu neerliggende at spgrge om der til en given vektor (zy,z2,...,2z,) findes en
anden vektor (uy,us,...,uy,) der neutraliserer den, dvs. opfylder

Tt "(‘13'1', ;’112_,‘7."-",7137{)' + (ul, U2yt ey un') ‘f'('O','O,—JT‘.TO')'

Dette er ensbetydende med at sgge uy,us,...,u, sa at

I +u1=’07, Tatu,=0,...,2q +u, =0.

Disse krav er opfyldt, hvis og kun hvis

Uy = —T31,yUg = —T25 +..3Up = —Th.

Svaret er altsa bekraftende, idet

(u1,u2,. .. up) =(—21,—T2,...,~Zy)

som den eneste vektor opfylder det stillede krav. Vi kalder ogsa (—z;,—23,...,—2x)
for den modsatte vektor til (z1,z2,...,2,), og betegner den

—(Z1,Z2,...,Tp).

Det er nu muligt at benytte skrivemaden

(-7/'1,372,---,-7711)_(yl,y%---ayn)

for
($17$2,-'-,xn) + (_(yl’yZ)-'-,yn))(= (xl —Y1,T2 —Y2,. .., Tp —yn))-
Eksempel 0

I R* har vi vektorerne z = (2,-1,0,3), y =(-5,2,—-1,-2) og z = (3,-1,1,-1). Det
sesatz+y=(-3,1,-1,1)sd at —(z+y) =2 *

Omtalen af addition afsluttes ved at samle de fundne resultater i1 kort notation:
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Der indfgres en komposition + i R"™, som opfylder

(1) For alle z og y: z+y =y + z (den kommutative lov)
(2) For alle z, y og z: (z+y)+ 2z =2+ (y + z) (den associative lov)
(3) Der findes netop ét neutralt element 0 sa at for alle z gaelder

z+0=z
(4) Ethvert z har netop ét modsat element, —z, opfyldende at
z+(-z)=

(Disse fire egenskaber udtrykkes ofte samlet sddan, at (R",+) udgér en abelsk
gruppe).

Alene pa grundlag af reglerne 1.-4. kan det sluttes, at enhver ligning af formen
Z + a = b har netop én lgsning, nemlig z = b — a. At b — a lgser ligningen ses ved
indseettelse. At der ikke er andre muligheder indses ved at addere —a (som eksisterer i
folge 4.) til begge sider af ligningen z + a= b, hvilket pedantisk opskrevet giver

§=_:v_+(g—g)=(£+g)+(—g)=b+(—a_)=b—g.

Skalarmultiplikation i R

Vektoref_ i R" kan skaleres med reelle tal. Det vil sige, at for enhver vektor z =
(z1,22,...,Zn) € R™ og ethvert reelt tal a dannes per definition vektoren

ar = (azy,as, ..., T,).

, Denne vektor siges at veere fremgaet ved skalarmultiplikation af vektoren z med
- skalaren a. Som det ses er en skalar (her) ikke andet end et reelt tal. Betegnelsen

“skalar”i stedet for “tal”tjener tll at markere den indbyrdes rollefordeling mellem tal
og vektorer.

Skalarmultiplikationen er ikke som addition en komposition inden for R™ selv. Det
er en operation pa et tal (fraR) og en vektor (fra R™), med en vektor som resultat.

Et par vigtige egenskaber ved skalarmultlphkatlon fplger uden videre af definitionen:
(5) For ethvert z € R™ er
lx =z.

(6) For ethvert z € R™ og vilkarlige skalarer o og 8 geelder
a(fz) = (af)z.
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Dette ses ved inspektion ud fra definitionen. Ad 5.:
R 1o = (51,02, 5) = (01,2, - 72a) = 2,
og ad 6.7:7 W
o __oBz) = oBz1, Bz, .., BTn) = (f21, &by, ... ,afTa) = (af)z.

Endvidere er det abenbart at
0z =0,

idet 0(zy,22,...,22) =(0,0,...,0) =0.

Vi mangler at undersgge hvordan skalarmultiplikationen spiller sammen med additio-
nen i R™. Der gelder de distributive love

(7) For vilkarlige z og y i R™ og enhver skalar a er
a(z +y) = az + ay.
(8) For ethvert z € R™ og vilkérlige skalarer a og 3 er

(@ + Bz = az + Pz.

Disse love fortzller gjensynlig hvordan man kan “gange ind i” og “seette uden for
parentes” ved skalarmultiplikation der involverer en sum af vektorer eller skalarer.

Ogsa her overbeviser man sig om rigtigheden af pastandene ved simpel inspektion
hvilende pa de indfgrte definitioner af addition og skalarmultiplikation. Prgv selv at
gore rede for hvilke definitioner eller love der ligger bag de enkelte lighedstegn: Ad 7.:

a(z+y)=a(z1 +y1,22+ Y2, -, Tn + Yn)
= (a(xl + yl)aa($2 + y2), oo 7a(m'n + yn))

= (azy + ayy,azs + oy, ..., 0Ty + ayy)
= (azy,azs,...,0zn) + (ay1,0y2, ..., 0Yn)
=az + ay.

Ad 8.:

(a+ Bz = ((a+ Bz, (a+ Bza,...,.(a+ B)zn)
= (azj + fz1,az2 + fz2,. .., 0L, + f2y)
= (az1,as,...,az,) + (Bz1, Bz2,. .., BTs)
= az + fz.
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Det geometriske indhold i 7. og 8. i R? og R?® kan illustreres saledes:

Af hensyn til udviklingen af teorien i senere afsnit samler vi her de fundne grundregler
for addition og skalarmultiplikation i R™:

(1) For alle z og y: z+ y = y + = (den kommutative lov) :
(2) For alle z, y og z: (z+y)+ 2=z + (y + 2) (den associative lov)
(3) Der findes netop ét neutralt element 0, s at for alle z

z+0==z
(4) Ethvert z har netop ét modsat element, —z, opfyldende at
z+(-z)=0

(5) For ethvert z € R™ er -
lz=¢z.

(6) For ethvert z € R™ og vilkarlige skalarer « og ﬂ geelder
o(Bz) = (ah)e.
(7) For vilkarlige z og y i R® og enhver skalar o er -
a(z+y)=oaz+ay

(den forste distributive lov)
(8) For ethvert € R™ og vilkarlige skalarer a og 8 er

(a+ Bz =az+ Pz

(den anden distributive lov).
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Det at R™ er udstyret med en addition og en skalarmultiplikation der opfylder 1.-8.
udtrykkes szedvanligvis ved at sige, at R™ med disse operationer er organiseret som et
vektorrum. Undertiden ser man ogsa betegnelsen linezert rum. Senere hen vil vi fa -~
brug for at studere andre objekt-verdener (end talrummene) der kan -organiseres som
vektorrum. : : :

De grundliggende lineare egenskaber ved talrummene kan udledes-af-1.-8. Nar fprst——
disse er etableret er det ikke ngdvendigt hele tiden at ga tilbage til udgangspunktet i
selve definitionerne af addition og skalarmultiplikation. (Men hvis det nu og da viser
bekvemt for os at ga tilbage til definitionerne, vil vi dog ikke afholde os fra at ggre det.)
Som eksempel pa hvordan man kan udlede resultater alene ved hjzelp af 1.-8. har vi
allerede set resultatet om entydig ligningslgsning. Et par stykker til:

Fgrst ser vi pa pastanden: For ethvert z € R™ gzlder
0z = 0.

Denne pastand har vi ovenfor godtgjort ved netop at benytte definitionerne. Men det
er altsd ikke ngdvendigt, se selv:

z+0z=1z4+0z=(1+4+0)z =1z =z,

hvor vi har benyttet henholdsvis 5., 8., addition i R, samt 5. én gang til. Adderes nu
—z til begge sider af lighedstegnet, far vi

0z=-z+z=0.

Dernzest kan vi bevise, at for ethvert £ € R™ ma

(-lz= -z

At pastanden skal bevises, hvis vi kun har 1.-8. til radighed skyldes, at (—1)z er
fastlagt ved hjeelp af skalarmultiplikationen, mens —z er fastlagt i forhold til addition.
Vi har igen ud fra 5., 8. og addition 1 R, at

z+(-Dz=1lz+(-lz=(1+(-1))z=0z=0.

Adderes ogs3 her —z til begge sider af lighedstegnet, finder vi
(-l)z=-=z

(Naturligvis kan dette resultat ogsa opnas ved direkte at benytte den made skalar-
multiplikationen indfgres pa i R™; men det er altsa ikke pointen her.)

ODvelse. Vis alene pa basis af 1.-8., at a0 = 0 for enhver skalar «. Vis pa samme
grundlag, at kz =z +z + ... + & (k led) for ethvert naturligt tal k£ (som jo ogsa er en
skalar) og enhver vektor z € R™.
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Linearkombinationer

Hvis vi har givet et endeligt antal f.eks. k - vektorer i R",z,,2,,...,Z;, kan vi danne
nye vektorer af formen

(*) a1z, + a2z, + ... + agzy,

hvor a;,as,...,ar er vilkarlige skalarer. Et sadant udtryk, en sum af skalerede vek-
torer, kaldes en linearkombination af vektorerne z,, z,,...,z; med koefficienterne
ay,Qsa,...,ak. Figuren nedenfor illusterer begrebet.

Fastholder vi en bestemt samling af vektorer z,,z,, ..., Z;, kan vi undersgge meengden
af samtlige linearkombinationer (*) af disse vektorer, nar koefficienterne varierer frit i

R, altsa
{onzy + a2zy + ... + arzilas €ER,az2 €R,...,ar €R}

Denne mengde betegnes span{z,,Z,,...,z;} og kaldes det af z,,z,,...,z; ud-
spendte underrum af R”™. Vi siger ogsa at z,,z,,...,Z; udspzender
span{z;,,,...,2;}. Nogle gange ser mar frembringe i stedet for udspende. Vi
skal senere vende tilbage til indholdet og betydningen af begrebet underrum Forelgbig
er det blot et navn.

Nu er det vist tid til et par eksempler.

Eksempel 1

Vi betragter i R% vektoren z; = (3,—1). Det af z; udspendte underrum span{z;}
bestar af alle vektorer af formen agz,, hvor @ € R. Underrummet udggres altsa af alle
talpar pa linjen {(3a, —a)|a € R} gennem 0 (se figur).
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Tilfgjer vi f.eks. vektoren z, = (0,2), bestar det af z;, z, udspaendte underrum,
span{z,,z,}, af alle vektorer af formen a;z; + asz,, for vilkarlige koefficienter oy
og ay. Tydeligvis udggr dette underrum hele R?: span{z,,z,} = R?. Ethvert givet
¥ = (41, y2) kan nemlig fremstilles som linearkombination af z; og z, med koefficienterne
Bog B+

(y1,42) = a1z; + apzy = a1(3,-1) + a3(0,2) = (3ay, —a; + 2a3).

Vi far sa a; og a, af ligningssystemet 3a; = y;,—a3 + 2a3 = ys.

Fora; =% ogas = 3(y,+ ;) =2 + & har visd

(w1,92) = ()3 -+ + 50,2 = (F)z + (5§ + Tas

Det er imidlertid ikke sddan at hvilke som helst to vektorer i R? udspzender hele
planen. F.eks. vil vi ved at tilfgje z = (—6,2) til z, ikke opna at gge det udspzndte
underrum, eftersom

a1(3,—1) + a2(—6,2) = (3a; — 6ag, —a1 + 2a2) = (ay — 2a2)(3, -1)

stadig blot gennemlgber den samme rette linje gennem 0 som fgr. Der geelder altsa her,
at )

span{z,,z} = span{z, }.

Skulle vi sluttelig fa den idé at tilfgje flere vektorer, f.eks. zj,...,z; til de hidtil

betragtede z; og z,, vil dette naturligvis ikke gge span{z,;,z,}, der jo allerede udggr
hele R%. Vi har altsd

span{z,,z,} = span{z,,z,,...,2;}.

Det er saledes ikke alene vektorernes antal der afggr hvor stor en delmzngde af
talrummet de udspaender. *

Eksempel 2
Hvis vi i R? seetter z; = (3,1, 2), udspzender z; en ret linje i rummet gennem 0:
span{z,} = {a(3,1,2)|a € R} = {(3a, @, 20)|a € R}.
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Inddrager vi z, = (-1,-1,4), vil z; og z2 til sammen udspzende
3pan{§1’£2} = {a(3v1’2) + :3(—17 —1,4)|a € R,ﬂ € IR},

der udggr en plan i R® gennem 0. (Igen kunne et andet valg af z,, feks. (—3&, - %, - %),
have bevirket at det af z, og z, udspeendte underrum var det samme som det z, alene
kunne klare at udspende.)

Hvad nu hvis der optrader en tredje vektor, £37 Der er to muligheder. Enten ud-
spaender z,, &, og z; den samme plan som fgr, eller de udspzender hele R3. Det fgrste er
tilfeeldet, hvis z, selv er en linearkombination af z; og z, (eks.: z; = (1, —1,10)). Sa vil
jo enhver linearkombination af z,, z, og z3 kunne fremstilles som en linearkombination
af z, og x3 alene.

Den anden mulighed indtreeffer f.eks. med z; = (0,2,1). Enhver vektor y =
(v1,92,y3) 1 R® kan nemlig fremstilles som en linearkombination af z,, z, og z;

(y1,92,¥3) = (3,1,2) + B(—1,-1,4) + ¥(0,2,1) = Ba — B,a = B+ 27,20 + 4B +7)

med passende valg af koefficienter «, 3 og . At bestemme sadanne koefficienter kommer
jo ud pa at lgse ligningssystemet

3a— p =y
a— B4+27=1y,
20 +4B+ v=1y;3

1 a, B og 7. Ved anvendelse af de metoder der blev indfgrt i afsnittet om linesere
l1gmngssystemer finder vi at dette system (med forbehold for regnefejl) har lgsningerne

(o, B,7) = (9y1 — Y2 + 2y3, —3y; — 3y2 + 6y3, —6y; + 14y, + 2y3).

Med dette valg af koeflicienter kan y altsa fremstilles som linearkombination af z,,
"z, og z3. Tilfgjer vil til disse vektorer en hvilken som helst endelig samling af vektorer,
Z4,...,z; udspeendes stadig ikke mere end R3. Hver af de nye vektorer er selv linear-
kombinationer af z,, z,, og 5, sa en linearkombination af samtlige z,,z,,...,z; vil
kunne fremstilles som en linearkombination af z,, z,, og = alene. *

Med inspiration fra disse eksempler vil vi notere et par generelle observationer - faktisk
sma szetninger - gyldige i ethvert R™.

* Det geelder altid at span{z,,z,,...,z;} vil indeholde 0, idet 0 fremkommer ved at
benytte koefficienterne a; = g = ... = a; = 0.
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* Hvis der til U = span{z,,z,,...,z; } fgjes vektorer (de kunne hedde Yoo ’ﬂp) der

allerede ligger i U, dvs. selv er linearkombinationer af z;,z,,...,Z}, 2ges
span{z,, Zy,..>,Zx } ikke, dvs. s
;span{gl,gr_z,...,@_k,gl,...,yp}=span{_:g1,§2,...,§k}.

'Et argument der formaliserer det ovenstdende: Nar y’erne er linearkombinationer af
z’erne findes passende koefficienter (betegnet a;5,¢ =1,2,...,p,7 =1,2,...,k), sd at
Y, =anz; + a2y +... + a1kZy

Y, = 62123 + a2y +... + a2y
Y, = apdy + Gp2Zy + ...+ AprZy-

En vilkérlig linearkombination af z1,Z9,.. ., Zk, Yy > Y, har skikkelsen

a2y taazy + ..+ okzy + byt + Bpy,
=12, + azy+, ..., +OkT;
+ Bl(an1zy + a2y + ... + a1kzy)
+ B2(a212; + azezy + .. . + azkxy)

+ ﬁp(apl_z_l + ap2zy + ...+ apkﬁk)

= linearkombination af z’erne (skriv selv koeflicienterne op, jeg gider ikke).

* Tilfgjes 0 til {z;,2,,-..,24} eendres span{z;,z,,...,z;} ikke. Dette er et spe-
cialtilfzelde af det foregdende, idet 0 jo er en linearkombination af z,,z,,...,2; med
alle koefficienterne lig 0.

* Hvis {u;,u,,...,u,} er en delmengde af {v1,v;,.-,9,}, er span{u;,uy,...,u,}
en delmeengde af span{v,,v,,... ,gq}. Enhver linearkombination af u;,u;,...,u, er
nemlig ogsa en linearkombination af v,,v,,...,v,, idet vi foran de vektorer som ikke er i
{u;,4,,-..,u,} blot anbringer koefficienten 0. Sa bliver resultatet en linearkombination
af CATY, TRRE )Qq'

* For enhver endelig mengde af vektorer, z,,z,,...,2;, vil underrummet U =
span{zy,T,,...,z;} veere lukket over for addition og skalarmultiplikation. Det be-
tyder dels at hvis z og y begge ligger i U, vil z + y ogsa ligge i U, og dels at az ogsa
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ligger i U nar z ggr det. Argumentet for det er selvsagt, at hvis z og y begge er linear-
kombinationer af z,,z,,...,2Z;, gelder det samme for z + y og for az. Desuden ma U
for egen regning opfylde kravene 1.- 8. Det er ikke nogen overraskelse, at det opfylder
kravene 1., 2.; og 5.-8. De galder jo for alle vektorer i R", og derfor selvfglgelig ogsa for
dem der befinder sig i U. Men ogsa 3. og 4. er opfyldt af U for sig. Dvs. (3.) at den
neutrale vektor 0 befinder sig i U - det sa vi ovenfor at den altid ggr - og at (4.) den
modsatte vektor —z til en vektor z € U ogsa befinder sig i U. At det sidste er sandt
skyldes, at hvis z er en linearkombination af z,,z,,...,z;, sd er —z det ogsa, blot med
de modsatte koefficienter.

* R" er selv et underrum i R™! Det er nemlig altid muligt at angive et endeligt antal
vektorer, der frembringer hele R™. OBS! Dette er meget vigtigt. Sztter vi nemlig

e; =(1,0,0,...,0)
e, =(0,1,0,...,0)
e; =(0,0,1,...,0)

e, =(0,0,0,...,1)
gzelder dbenbart for et vilkarligt z = (z1,z2,... ,mn),'aLt

z = (a:l;xg,...,xn) , o
=(zl,O,...,O)+(0,x2,...,0)+...+(O,_0,...,.7:n)
=;1(1,0,...,0)+:r2(0,1,..-.,0)+...+:1:n(0,0,...,1)

=118, + T2y + ...+ Tne,.
2

" Dette viser, at z er en linearkombination af €1,€25+++,Cp- Enhver vektor i R" er altsé
en linearkombination af disse vektorer, som kaldes (de szdvanlige) grundvektorer. Vi
kan skrive

R™ = span{e;,€y,---,€n}-

Disse grundvektorer er ikke de eneste der fremstiller alle vektorer i R™. Der er uen-
deligt mange andre valg.

* I ethvert R™ vil meaengden {0} alene bestaende af nulvektoren i R™ veere et underrum,
idet jo {0} = span{0}. Eftersom vi ovenfor indsa at ethvert underrum vil indeholde 0,

er {0} det mindste underrum i R™, sddan at forstd at det er en delmeengde af ethvert
andet.

* Vi har hidtil kun beskeeftiget med underrum udspzendt af endeligt mange vek-
torer. Der er imidlertid ingen problemer med ogsa at tale om underrum udspezendt af
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en vilkarlig meengde af vektorer, endelig eller uendelig. Hvis nemlig M er en vilkarlig
delmeengde af R™, kan vi danne samtlige linearkombinationer af vilkarlige szt bestaende

af endeligt mange vektorer fraM. Denne samling linearkombinationer betegnes
span(M). Vi har altsa defineret — - S

span(M) = {ayz; + azz, + ...+aj§j|j €N,z;,25...,2; E M, 03,...,0; eR}

Laeg meerke til at j ikke - som fgr k - er et fast tal. Hvis M er en endelig mengde
bestdende af k vektorer er vi tilbage i det tidligere behandlede tilfzelde. Sa kan j antage
alle veerdier i {1,2,...,k}, men vi kan fa samtlige linearkombinationer frem ved kun at
betragte ; = k, idet linearkombinationerne svarende til mindre vzerdier af j fas ved at
have nogle af koefficienterne til at veere 0. Hvis derimod M er en uendelig mangde,
er der ingen gvre greense for hvor store szt af endeligt mange vektorer vi kan plukke
ud af M. Derfor kan j antage alle vaerdier i N. Det er vigtigt at veere klar over at vi
kun tillader linearkombinationer af endeligt mange vektorer. Linezer algebra er ikke en
sportsgren der dyrker uendelige summer.

Linezer uafhaengighed

I eksemplerne i foregaende afsnit sa vi at ét og samme underrum i R™ kan udspzendes af
mange forskellige seet vektorer. Bortset fra i det seerlige tilfzelde hvor underrummet kun
bestar af nulvektoren, 0, er der ikke nogen gvre grzense for hvor mange vektorer der kan
udspznde et givet underrum. Vi kan nemlig blot til et udspaendende sat z,,2,,...,2;
tilfgje vilkarlige vektorer, som er linearkombinationer af disse z’er. Derimod ma der
altid vaere et mindste antal vektorer der kan udspzende et givet underrum. Der kan jo
ikke veere feerre end én vektor i et udspandende szet. Det er derfor nzerliggende nzermere
at undersgge mulighederne for at bestemme et mindste szt udspaendende vektorer for
et givet underrum.

Vi vil nu pabegynde denne undersggelse. Til den ende er begrebet linezr uafhzen-
gighed centralt.

Et st af endeligt mange vektorer, z,,2,,...,z; 1 R™ siges at veere lineaert uafhaen-
gigt, hvis nulvektoren 0 kun kan fremstilles som linearkombination af z,,z,,...,z; ved
at alle koefficienterne er 0. Altsa lidt mere formelt: z,,z,,...,Z; er per definition
linezrt uafhaengige hvis og kun hvis det gelder, at man af

a1Z; +a2zy +... +akz =0

kan slutteat oy = a2 =... = ap = 0.

Eftersom det altid er muligt at fremstille 0 som linearkombination af et hvilket som
helst st af endeligt mange vektorer ved at lade alle koefficienterne veere 0, er det
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nzrliggende at kalde en sddan linearkombination triviel (dette ord bruges ofte i matem-
atisk jargon som karakterisering af det bundlgst banale). Derefter er det forstaeligt,
hvorfor man ofte kalder en linearkombination der fremstiller 0 uden at alle koefficien-
terne er 0, for ikke-triviel. Vi bruger ogsa vendingen “en ikke-triviel fremstilling af 0”.
Pa den made kan man omformulere definitionen af linezer uatheengighed:

Et szt af endeligt mange vektorer er linezrt uathangigt, netop hvis det er umuligt
at give en ikke-triviel fremstilling af 0 ved hjzlp af disse vektorer.

Eksempel 3

I R? betragter vi vektorerne z; = (3,-1),z, = (0,2),z3 = (—6,2) som vi ogsé be-
handlede i Eksempel 1. Her er szttet bestdende af z, og z, linesert uafhaenglgt thi
hvis

a1Z; + azzy =0,

altsa hvis d1(3, —1) 4+ a5(0,2) = (0,0), har vi at a; og o mé opfylde ligningssystemet
3(11 =0
—oq.+ 2a = 0.
Dette ligningssystemt har abenbart ikke andre lgsninger end
) = Qg = 0.
Men sa er z; og z, linezert uathengige. Leeg meerke til at vi i Eksempel 1 fandt at

disse to vektorer udspszender hele R2.

Derimod er vektorerne z; og z3 ikke linezert uafheengige. Thi da z3 er proportional

med z,, idet vi har z3 = —2z,, kan disse vektorer ikke vzere linezert t uafheengige. For
1det ,
1 1
2, + 523 =2, + 5(-22,) =0,

har vi en fremstilling af 0 som linearkombination af z, og z; med andre koefficienter
end lutter 0’er. I Eksempel 1 sa vi, at 2, og z, ikke udspzendte hele R2.

Nar z, og z, ikke er lineert uafthangige, er hele sattet z,,z,,z; “endnu mindre”
linezert uafhsengigt. Det er jo let at fremstille 0 som linearkombination af disse tre
vektorer uden at alle koefficienterne er 0:



Vi har blot proppet 0z, ind i den tidligere linearkombination af z; og z3, der allerede
selv kunne klare at levere en ikke-triviel fremstilling af 0. *

Hvis et szt af endeligt mange vektorer i R™ ikke-er lineaert uafthzengigt, siges det at
veere lineaert afhaengigt. Med et linezrt afhaengigt szt findes altsa en ikke-triviel
fremstilling af 0.

En rakke enkle, men vigtige observationer byder sig umiddelbart til:

*x Enhver enkelt vektor £ som ikke er 0, udggr et linezrt uafhzngigt szet. Thi hvis
az = 0 var en ikke-triviel fremstilling af 0, altsa med « forskellig fra 0, ville z =
(1/a)az = (1/a)Q = 0. Dette er i strid med forudsztningen om at z ikke er 0.

* Intet seet af vektorer i R™ der indeholder Q kan veere linezert uatheengigt. Med andre
ord, ethvert sadant szt er linezert afheengigt. En linearkombination af vektorerne hvor
der star en (vilkarlig) koefficient forskellig fra 0 foran 0, og koefficienten 0 foran resten
af vektorerne i seettet, giver jo en ikke-triviel fremstilling (ikke alle koefficienter er 0) af
0. ,

Det er en konsekvens heraf, at hvis der til et linezert uafheengigt seet af vektorer fgjes
0 bliver det udvidede sat lineaert afhaengigt.

* Hvis vi har at ggre med et lineaert uatheengigt szt af vektorer iR"™, er ethvert delsaet
ogsa linezert uafheengigt. Thi hvis der fandtes en ikke-triviel fremstilling af 0 ved hjlp
af delsaettet, kunne man skaffe en ikke-triviel fremstilling af 0 ud fra det oprindelige saet
ved simpelthen at anbringe koefficienten 0 foran de vektorer der ikke indgar i delsaettet.
Men da det oprindelige szt er lineaert uafhengigt er det umuligt at skaffe en ikke-triviel
fremstilling af 0 med dette saet.

Det fglger af dette resultat, at hvis man til et linesert atheengigt saet af vektorer fgjer
et hvilket som helst antal vektorer, er det resulterende st ogsa linezert athaengigt. Var
det nemlig lineszert uafheengigt, matte - efter det ovenstaende - det samme geelde for
ethvert delsat, herunder det oprindelige, som imidlertid var forudsat at veere lineeert
afheengigt.

* Hvis i et saet af vektorer i R™ én (eller flere) af vektorerne i szttet er en linearkom-
bination af nogle af de gvrige, ma szettet vaere linezert afheengigt. Lad os nemlig antage,
at £ og &;,L,,...,x; indgar i saettet sadan at

T =012y 0y + ..+ 0kZy
for passende koefficienter ay,as,...,ak. Sa er

1z —onz) —ogzy — ... —apz =0
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en ikke-triviel fremstilling af nulvektoren, da koefficienten til z ikke er 0. Det bevirker,
at £ og z,,Z,,...,z, udger et linezert afhangigt seet. Efter det foregaende er sa ogsa
det szet de er plukket ud af linezert afhengigt.

Et specialtilfzelde af den betragtede situation har vi, hvis et szt indeholder én eller
flere identiske vektorer. Et sddant szt er altsa ngdvendigvis lineeert afheengigt.

Det naeste resultat er s vigtigt at det ophgjes til en seetning med et paent bevis.

SETNING. Et szt af endeligt mange vektorer i R™ er linesert athaengigt hvis og kun hvis
. (mindst) én af vektorerne er en linearkombination af de gvrige.

BEVIS: Der er to pastande at vise:

(1) Hvis z,,2,,...,z; er et linezert afheengigt seet af vektorer, er mindst én af dem
en linearkombination af de gvrige. Dette indses saledes: Da saettet er linezert
afhaengigt, findes der en ikke-triviel linearkombination af dem som fremstiller
nulvektoren:

o1z + agZy + ...+ arzy =0,

hvor altsa mindst ét af a’erne ikke er 0. Lad os antage at a; ikke er 0. Sa kan vi
isolere o ]:c pa den ene side af lighedstegnet, og derefter multiplicere ligningen
" med 2-.( Hele denne operation er lovlig i kraft af egenskaberne 1.-8.) Dette giver

en fremstlllmg af z; som lmea.rkomblna,tlon af de gvrige. Formelt skrevet op
bliver resultatet

2= ~(GDo == (g0 = Tz = - (Fhm

hvor «; eventuelt kan veere o, eller a;. Hermed har vi vist “kun hvis”-delen af
sztningen.

(2) Hvis én af vektorerne er en linearkombination af de gvrige, er szttet linezert

aftheengigt. Denne pastand har vi godtgjort under ét af observationspunkterne
ovenfor. Dermed er ogsa “hvis”-delen klaret. Q.E.D.

47



BASIS OG DIMENSION

Basisbegrebet

. — Vi skal-nu:nserme os en besvarelse af det-spgrgsmal som-blev stillet i begyndelsen af det.. ... .

foregaende afsnit, “hvor fa vektorer kan vi ngjes med til at udspezende et givet underrum
af R"?”. I besvarelsen er begrebet basis centralt.

Et endeligt seet af vektorer b;,b,,...,b; i et underrum U af R™ kaldes en basis for
U, hvis fglgende to krav er opfyldt: .

(1) Enhver vektor i U kan fremstilles som en linearkombination af by, by, ..., b

Eftersom enhver linearkombination af vektorer i U selv ligger 1 U (et underrum
er lukket over for addition og skalarmultiplikation, jf. tidligere bemaerkning) kan
dette ogsa udtrykkes:

U= 'span{é]abz, oo a.b.k}' .
(2) Settet by,b,,...,b; er linezert uafhengigt.

Forelgbig ved vi ikke hvilke underrum der overhovedet besidder en basis.

Underrummet {0} har ingen basis, da 0, som er alene om at udfylde {0}, ikke er et
linezert uafthezengigt seet.

Men derudover kan vi konstatere at R™, der jo er et underrum i sig selv, har en basis.
Vi har nemlig tidligere indset, at vektorerne e,,¢€,,...,€,, bestemt ved

-e—l =(1,0,0,-.-,0)
_6_2 =(0,1,0,..-’0)
e =(0,0,1,...,0)

e, =(0,0,0,...,1)

udspender hele R™. Der resterer derfor blot at vise at de er linesert uafhangige. Men
en linearkombination af e’erne der fremstiller nulvektoren,

aigy + oey t+... + ane, =0,
ma opfylde (a1, @s,...,a,) =0 =(0,0,...,0) (udfgr selv “udregningen”). Med andre

ord ma samtlige o’er veere 0. Fremstillingen er derfor ngdt til at veere triviel, hvilket
viser at ¢’erne er linezert uathzengige. De udggr saledes en basis for R™.
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SETNING. Ethvert underrum U = span{gl-,h, ...,Zy}, som ikke udelukkende bestar
af 0, har en basis. '

BEVIS: Hvis szttet z,,2,,...,Z; er linezert uafhengigt er pastanden dbenbart sand, al
den stund z’erne per definition udspaender U. Hvis sattet derimod er linezert afhaengigt,
er det muligt at k — 1 af vektorerne er linezert uafhzengige. Hvis heller ikke det er
tilfeeldet, er det muligt at k — 2 af dem er det, og sa fremdeles. Pa et tidspunkt ma vi
na frem til det stgrste antal z’er der danner et linesert uafheengigt saet. Om ikke andet
bestar dette szt kun af én vektor. Mindst én af vektorerne z,,z,,...,Z; er jo ikke 0, og
en enkelt vektor forskellig fra 0 danner, i fglge den fgrste observation i det foregaende
afsnit, et lineaert uathengigt seet. '

Konklusionen af disse betragtninger er, at der findes et stgrste antal, det kunne
hedde j, linesert uafheengige vektorer blandt z,,z,,...;z;. Det er meget muligt at
der findes flere forskellige mader at valge disse j linezert uafhesengige vektorer pa. Vi
gor bare brug af én af maderne. Der er ikke noget i vejen for at antage at de fgrste
J Zler, z,,Z,,...,;, udger et maksimalt antal lineeert uafheengige vektorer blandt
Z,Z9,...,Z;. Ellers kunne vi bare have omnummereret dem.

Godt. Nu udg¢r altsd z,,Zy,...,z; et maksimalt linezert uafhsengigt set blandt

T1,Z9,.. . Det indebarer at uanset hvilken af de resterende vektorer der fgjes til
ZT1,Zq,- ,x z;, bliver det udvidede szt linezrt afheengigt (ellers var j jo ikke det stgrste
antal lmeaert uafheengige). Fgjes f.eks. Z;j4y  til zy,25,...,2;, er sattet
Zy,ZL9,-.-,L;,Z;4; linewert afhaengigt. Der ma derfor findes en ikke-triviel fremstilling

af 0 ved hjeelp af disse vektorer
(*) a1z + ... oz + a1:+1£j+1 =0,

hvor mindst ét af o’erne er forskelligt fra 0. Nu kan det ikke tzenkes at ajy; =0. Fori
"sa fald ville vi jo have :

a1z +...+ajz; =0,

hvor, mindst ét blandt o, ..., a; ma veere forskelligt fra 0 (nar nu o4, ikke er det). Men
sa ville der jo foreligge en ikke-triviel fremstilling af 0 ved hjeelp af det linesert uvafhaengige
sat £1,2,,...,2;; alts en modstrid med definitionen af linezer uafheengighed. Nér o4
ikke er 0, kan g j+1 isoleres i (*), dvs. fremstilles som linearkombination af z,, z,,.. ., ;.

Med helt parallelle argumenter kan vi indse, at ogsa de resterende z;,,,...,z; kan
fremstilles som linearkombinationer af z,,2z,,...,2 ;e

Nu er reesonnementet nzesten fuldfgrt. Alle vektorerne 1 U er linearkombinationer

af z,,2,,...,2¢,. Men da z;,,,2;1,,...,2; er linearkombinationer af z,,z,,...,z;,
kan enhver linearkombination af z,,z,,...,z; ogsa skrives som en linearkombination
af z,,%,,...,2;. Dette seet af vektorer udspzender altsa hele U. Da det samtidig er
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linezert uafhengigt, opfylder det begge krav til en basis. Underrummet U besidder altsa
en ba81s Q.E.D.

Eksempel 4

~~Ganigen i beviset kan illustreres sledess 1 R® har — i kraft af satningen — U =
span{(1,0,2),(-1,-1,5),(2,1,—3)} en basis. Da (2,1,-3) = (1,0,2) — (-1,-1,5) er
de tre vektorer 1kke linesert uafthezengige. Det er derimod (1,0,2) og (-1,-1,5) (check
selv!). Eftersom derved enhver linearkombination af de tre vektorer

ay (la 0’ 2) + 0‘2(—1a _la 5) + a3(2’ 1a 3)
= 1(1,0,2) + as(-1,-1,5) + a3 ((1,0,2) — (-1, -1, 5))
= (al + 03) (1’032) + (a2 - a3) (_1’ _175)

en linearkombination af de to fgrste, udggr disse en basis for U. *

Dimension

Den ovenfor fundne basis for U blevet konstrueret ud fra det st z,,z,,...,2; som
udspzendte U. Men der vil veere uendeligt mange andre szt som udspaender U. Maske
kunne det tzenkes, at der af dem kunne konstrueres baser for U med et andet antal
elementer end j. Det viser sig, at dette ikke er muligt. Ogsa dette resultat er sa
centralt, at det ma mejsles ud i en szetning:

SETNING. Enhver basis for et underrum U = span{z,, z,,-..,z;} afR™ har det samme
antal elementer. Da R™ selv er et underrum geelder pastanden ogsa for R™.

BEVIS: Lad os antage et bade b,,b,,...,b; 0g ¢;,¢3,-..,¢; er baser for U. Vi skal vise
at 1 = j. Hvis dette ikke var tilfzeldet, er enten 5 < : eller : < 3.

Vi ser fgrst hvad der sker, hvis j < 1.

Enhver af vektorerne ¢,,¢y,...,¢; er en linearkombination af b,,b,,...,b;, som jo
udspaender U. Specielt:

¢ =oa1b, +agd, +... + Oljéj-

Her kan ikke alle a’erne veere 0, da sa ¢, ville vaere 0, i strid med at ¢; indgér i et
linezert uafheengigt seet. Vikan f.eks. antage at ay er forskellig fra 0. Sa kan b; udtrykkes
som en linearkombination af ¢, og by, ...,b;. Det bevirker, at enhver linearkombination
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af by, b,,...,b;, dvs. enhver vektor i U, ogsa kan fremstilles som en hnearkombmatlon
af ¢;,b9,...,b b Det gelder specielt ¢,.

Vektoren ¢, er altsa en linearkombination af ¢, b,,...,b;. I denne linearkombination
kan ikke alle b-koefficienterne vaere 0, da i s fald c, ville vaere proportional med ¢,, i strid
med at de er linezert uafhaengige. Vi kan ga ud fra at koefficienten til b, ikke er 0, hvilket
bevirker at b, er en linearkombination af ¢;, ¢y, b3, ..,8;. Enhver linearkombination af
€150z, .., b; - dvs. enhver vektor i U - kan dermed fremstilles som en linearkombination

af ¢;,¢5,b3,...,b;. Dette szt udspzender altsa hele U.

P& denne made kan vi blive ved med at udskifte et b ad gangen med et ¢, og stadig
have at ggre med et szt der udspeender hele U. Eftersom ¢ > j er der c’er nok til at
skifte alle b'erne ud. Dermed er altsd ¢;,¢,...,¢; et st af vektorer der udspzender
hele U. Specielt ma szttet udspzende de resterende c’er (hvoraf der er mindst ét):
€j+1s---,C- Disse c’er er altsd linearkombinationer af ¢,,¢,, - .- y¢j- Men sd fortzeller
den foregaende szetning, at hele szettet ¢;,¢,,...,¢; er linezert afheengigt, i strid med at
det udggr en basis. Vi fgres altsa til at konkludere at forudseetningen 7 > j ikke kan
opretholdes.

Muligheden ¢ < j kan imidlertid heller ikke opretholdes. For hele det foregaende
reesonnement kan jo gentages med b’erne og c’erne i ombyttede roller. Tilbage er kun
muligheden 7 = j, som dermed er bevist. Q.E.D.

Det feelles antal vektorer i en basis for et givet underrum U = span{z,,z,,...,2z,} af
R"™ er et karakteristisk tal for underrummet. Tallet kaldes underrummets dimension
og betegnes gerne dim(U). For talrummet R" fandt vi at de n grundvektorer udggr en
basis. Vi har derfor

SETNING. R™ har dimensionen n.

Da underrummet U = {0} ikke har nogen’ basis giver det god mening at tilleegge det
dimensionen 0 : dim{0} = 0.

I de fplgende punkter er det hele tiden underforstaet, at de underrum U der betragtes
er af skikkelsen span{z,,z,,...,z;}

* For ethvert tal k =1,2,...,n findes et underrum U af R" som har dimensionen k.
Vikan nemlig blot valge de k fgrste af de n grundvektorer. De er linezert uathzengige, da
de er et delsaet af et linezert uafheengigt sat. De er derfor en basis for det underrum de
udspander. Underrummet har altsa dimensionen k. De underrum der har dimensionen
n — 1 kaldes hyperplaner i R®. Dette begreb er abenbart en slags generalisation af
begrebet plan i R®. Hyperplanerne i R® er netop planerne gennem 0. Det er ogsa i klar

51



analogi med situationen i R? og R3, at vi kalder de 1-dimensionale underrum i R™ for
‘rette linjer gennem 0. De har jo formen '

B {ag|a€IR},r 7

hvor a ikke er 0. Denne mangde kaldes den rette linje gennem 0 med retningen
a.

Det er sa ogsa nerliggende at kalde en mangde af formen
{ag+b|a eR},

hvor stadig a er forskellig fra 0, og hvor b er en vilkarlig vektor i R™, for den rette

linje gennem b med retningen a. Obs! Denne mengde er ikke et underrum i R™
‘(hvorfor ikke?). '

* I ethvert underrum U af dimension k vil et vilkarligt saet af k linezert uaftheengige
vektorer fra U udggre en basis. Lad nemlig dette szt hedde ¢,,¢,,...,¢;. Desuden

findes en basis for U, b,,b,,...,b,. Nu kan vi med ngjagtigt det samme raesonnement
som i beviset for den neestsidste saetning skifte alle b’erne ud med c’er og opna, at
det resulterende szet, altsa ¢;,c,,...,¢k, frembringer U. Da det samtidig er linezert

uafheengigt udggr det en basis for U.
Pastanden geelder ogsa for U = R".

* Som en pendant til det foregaende punkt gzelder: I ethvert underrum U af dimension
k vil et vilkarligt szt af k vektorer som frembringer U udggre en basis. For at indse det
lader vi igen szttet hedde ¢;,¢,,...,¢;. Pastanden er godtgjort hvis det kan bevises at
c’erne er lineaert uafhengige.

Var de i stedet linezert athengige, matte der veere et stgrste linesert uaftheengigt delsaet
(ikke alle c'erne kan jo veere 0). Dette delset matte have feerre end k elementer. Tilfgjes
et vilkarligt af de gvrige c'er til dette maksimale linesert uafhzengige delsaet, opstar et
linesert afthezengigt set. Derfor ma den tilfgjede vektor vere en linearkombination af
vektorerne 1 delsaettet. Det ville fgre til at enhver vektor i U - der jo er en linearkom-
bination af ¢;,¢,-..,¢; - kunne fremstilles som en linearkombination af det linesert
uafhengige delsaet af ¢,,¢,,...,¢, med feerre elementer end k. Men sa ville delsaettet
veere en basis for U med feerre end k elementer, i strid med at U har dimensionen k.

* I et underrum U af dimension k vil et vilkarligt szt af k+ 1 eller flere vektorer vare
linezert athaengigt. 1 fplge det naestsidste punkt ville jo 1 modsat fald k af dem udggre
en basis for U. Derfor ville disse k frembringe hele U, specielt de resterende vektorer
i seettet, 1 strid med antagelsen om at settet var linezert uafhaengigt. Dimensionen af
underrummet angiver altsa det stgrste antal linezert uathzngige vektorer 1 U.

Specielt vil et vilkarligt saet af n + 1 eller flere vektorer i R™ vaere linezert athzengigt.
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Mere om underrum

* De ovenstaende betragtninger er gennemfgrt for underrum af formen U =
span{z,,Z,,...,2;}. Hvad nu hvis M er en vilkarlig delmaengde af R", og U =
span(M)? Det ggr ingen forskel! Ethvert sadant underrum er nemlig ngdvendigvis
af formen span{z,,z,,...,z;} for passende valg af z,,z,,...,z;. Det overbeviser vi os
om pa fglgende made:

Der findes i M et stgrste antal linezert uathaengige vektorer, jf. det foregaende punkt.
Dette antal kunne vere k, og z,,%Z,,...,Z; et dertil svarende linezert uafthangigt st
fra M. Det kan godt veere at k = n, men det spiller i gvrigt ingen rolle. Tilfgjer vi
til z,,z,,...,2; en hvilken som helst vektor z fra M som ikke selv ligger i dette seet,
bliver det udvidede sat linezert afheengigt, og med det sedvanlige argument ses, at
z er en linearkombination af z,,z,,...,z,. Heraf fglger at enhver vektor i M er en
linearkombination af dette sat.

Da {z,;,2,,...,z;} er en delmeengde af M, er ogsa span{z,, z,,-..,z;} en delmeengde
af span(M) = U. Men omvendt ma det ogsa galde at enhver vektor 1 U faktisk ligger
i span{z,,z,,...,z;}. Thi enhver vektor y i U er en linearkombination af vektorer fra
M, og hver af disse er en linearkombination af Z3,Zg,---,Z;- Derved bliver y i alt en
linearkombination af z,,z,,...,z;, altsa et element i span{z,,z,,...,z,}, hvilket var
pastanden. Summa summarum er span{z;,z,,...,2;} og U delmengder af hinanden.
Men sa er de identiske:

U = span{z,,Z,,...,Z;}.

* Vi kan nu give en meget nyttig karakterisering af underrummene U = span(M) i
R". Det er uden videre klart, at hvis z og y er to vektorer fra U, vil ogsa (1) z + y og
(2) az ligge i U, hvor a er en vilkarlig skalar. Det skyldes s1mpelthen at bade z og y er
hnearkomblnatloner af vektorer fra M, hvorved ogsa z +y og az er linearkombinationer
af vektorer fra M, hvilket netop er kriteriet for at de befinder sig i U.

Hvis nu V er en delmeengde af R™, om hvilken vi kun ved at den opfylder (1) og
(2), ma V veere et underrum. Neermere bestemt er V = span(V). Thi pa den ene side
er det klart, at enhver vektor £ i V er en linearkombination af vektorer i V, nemlig
z = 1z! Altsd er V en delmengde af span(V). Omvendt vil enhver linearkombination
af vektorer fra V selv tilhgre V i kraft af (gentagen anvendelse) af (1) og (2) (check selv

detaljerne). Det bevirker at span(V) er en delmaengde af V. Men sa er de to meengder
ens.

De fundne resultater fortjener at blive samlet i en szetning, som altsa er blevet bevist:

SETNING.
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(a) Ethvert underrum i R", U = span(M), hvor M er en vilkarlig delmangde af R",
er af formen U = span{z,,z,,...,z;} for et passende szt z,,z,,...,z; fra M.
(b) En delmezengde V af R™ er et underrum i R™, hvis og kun hvis V opfylder
(1) Hvisz ogy tilhgrer V, vil ogsd z + y tilhgre V
(2) Hvis z tilhgrer V og a er en skalar, vil az ogsa tilhgre V.

Det er alts3 ikke andre underrum i R® end dem af formen span{z,,z,,...,2;}. De
kan karakteriseres ved hjeelp af (1) og (2).

Vi kan samtidig sl fast, at de delmangder af R™, der opfylder kravene 1.-8. - dvs.
de samme delmangder som opfylder (1) og (2) - altsa netop er underrummene i R™.

Koordinatfremstilling

Hvis U er et k-dimensionalt underrum i R", og b,,b,,...,b; er en basis for U, har
enhver vektor z i U en fremstilling som linearkombination af b;,b,,...,b;:

T = ayb; + agdy + ... + aiby,

med passende koefficienter a;,as,...,ar. Principielt kunne det taenkes at z havde
en anden fremstilling som linearkombination af b'erne med nogle andre koefficienter

ﬂlvﬁ%'”,ﬂk:
z = P1b; + B2by + ... + Biby.

Dette er imidlertid ikke muligt, a-sattet og B-szettet ma veere identiske. Thi traekker

vi den sidste fremstilling fra den fgrste, far vi en fremstilling af 0 som linearkombination
af bl,b2, v 7b.k:

L 4

0= (a1 = B1)by + (02 — B2)by + ... + (ak — Bi)by.

Da b’erne udggr en basis, er de linezrt uathengige, hvorved de kun tillader en triviel
fremstilling af 0. Samtlige koefficienter i denne fremstilling ma altsa vaere 0. Med andre
ord ma a’erne og fB’erne vare identiske.

Der findes altsa én og kun én fremstilling af  som linearkombination af vektorerne
1 en given basis. De entydigt bestemte koefficienter i denne fremstilling kaldes z’s
koordinater i forhold til basen. I forhold til en anden basis er z’s koordinater selvsagt
nogle andre, jf. Eksempel 5 nedenfor.
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Eksempel 5

I Eksempel 2 betragtede vi i R® vektorerne z; = (3,1,2),z, = (-1,-1,4) og z; =
(0,2,1), og indsa at enhver vektor i R® kan fremstilles som linearkombination af disse
tre. Da dimensionen af R? er 3, udggr disse vektorer en basis for R3.

I eksemplet fandt vi endvidére, at vektoren y kan skrives som
y= o(3,1, 2) +B8(-1,-1,4) + 7(0,2, 1),

med a = 35(9y1 — y2 + 2y3), B = 35(—3y1 — 3y2 + 6y3) og ¥ = 35(—6y1 + 14y2 + 2y3).

Seettet («, 8,7) er sdledes y’s koordinater i basen z,,z,,z;. F.eks. har e; =(1,0,0)

i denne basis koordinaterne (35, —5, —35). For e, og e; er koordinaterne henholdvis

1 3
(=35> 30 30) og (30’30’ 30)

Vektoren y’s koordinater i grundbasen {e;,¢e,,€3} er (y1 , Y2, y3), som er forskellig fra
y’s koordinater i basen {z;,z,,2;}. *

Det er altsa vigtigt at vere opmarksom pa forskellen mellem en vektor - som selv
er et talseet - og dens koordinater i en given basis, som ogsa er et talseet, men ikke det -
samme, med mindre basen er grundbasen.

Eksempel 6

I R” betragtes underummet U udspeendt af vektorerne z; = (0,2,1,0,-3,1,4), z, =
(-1,1,-2,0,0,3,0) og z; = (—3,-5,-10,0,12,5,-16). Her er z = —4z, + 3z,, mens
Z; og z, gjensynlig er linezert uafheengige. Derfor er U et 2- dimensionalt underrum i
R7, med {z;,z,} som basis. Vektoren z;’s koordinater i denne basis er (—4, 3).
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Indledning

I-ved godt hver vesentlige reelle-funktioner-af reelle- variable er,-bade i anvendelses------- -

forbindelser og inden dgre i matematikken selv. De funktioner man beskzeftiger sig med
i den gymnasiale matematikundervisning afhanger praktisk taget alle af én variabel
med reelle tal som funktionsverdier. I har ogsa - men maske ikke 1 matematikundervis-
ningen - mgdt eksempler pa reelle funktioner af to variable - det kunne f.eks. vaere
et geografisk steds hgjde over havoverfladen som funktion af stedets koordinater; eller
speendingsforskellen U som funktion af resistans R og strgmstyrke I i elektriske kredse
(Ohms lov: U = RI); eller en indespzrret luftarts temperatur T som funktion af dens
tryk P og rumfang V (T = %); eller den samfundsmaessige produktion Y som funktion
af arbejdskraften L og kapitalapparatet I (Y = cL*I'~%) etc.

Der er imidlertid ingen grund til at begrznse sig til sadanne funktioner af én eller
to variable. Bade fra et anvendelsessynspunkt og fra et matematisk synspunkt er der
seerdeles god mening i at betragte funktioner hvis variable hentes fra ét talrum R", og
hvis veerdier befinder sig i et andet talrum R?, hvor bade n og p kan veere vilkarlige
naturlige tal.

Vi kan f.eks. forestille os et vi i ethvert punkt pa jordoverfladen - fastlagt ved (z1, z2)
= (leengdegrad,breddegrad) - gnskede at repraesentere et szt meteorologiske data, f.eks.
stedets lufttryk, lufttemperatur, luftfugtighed, vindhastighed, regnmalerstand, ved en
vektor (y1,Yy2,y3,¥s,¥s) 1 R%. Hvis vi for ethvert punkt pad Jorden havde en sadan
reprasentation ville vi i realiteten std med en afbildning F' - en generaliseret funktion;
man bruger ordet afbildning, hvis veerdierne ikke ligger i R - der til ethvert punkt i et
omrdde A af R? havde knyttet et punkt i R5:

F:A->R®

hvor altsd A er en delmzengde af R?. Vi vil nemlig ikke bruge hele R?, fordi kun
punkter svarende til szedvanlige leengdegrader og breddegrader skal indga i foretagendet.
Det betyder at leengdegraden kan antage en vinkelveerdi mellem —7 og 7 (svarende til
mellem 180 vestlig og 180 gstlig leengde), mens breddegraden kan antage en vinkelvzerdi
mellem —Z (Sydpolen) og § (Nordpolen). Som A velger vi derfor A = {(z1,22)|z; €
[_Wvﬂ-[’ zg € [_%’ er']}

I denne opstilling forestiller vi os de meteorologiske data indsamlet pa ét og kun
ét tidspunkt. Tiden indgar ikke i modellen. Der er imidlertid intet i vejen for at
teenke sig de samme slags data pa et bestemt sted givet til forskellige tidspunkter. Det
kunne forega ved at vi ikke blot sa pa datasattet som funktion af stedets koordinater,
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men ogsa af tidspunktet. Den uafhaengige variable skulle altsa ikke leengere vzere en
vektor (z;,22) € R?, men en vektor (z;,22,23) € R®?, hvor den nye komponent z3
repraesenterer tiden. Sa ville vi have at ggre med en ny afbildning

G:B- R"’,
hvor B er en delmangde af R?® (nzrmere bestemt B = A x R).

Der kan maske veere grund til at ggre opmeerksom pa, at ingen af de to ovenstdende
“meteorologiske modeller” befatter sig med indsamlingen af data. Det er naturligvis ikke
muligt at indsamle data i ethvert punkt i et uendeligt omrade af et talrum. Modellerne
skal derfor anskues som principmodeller: 1 princippet eksisterer de anfgrte data for
hvert eneste punkt pa Jorden.

Dette var blot et enkelt eksempel blandt uendeligt mange til at illustrere fornuften i
at se pa generelle afbildninger mellem hgjere-dimensionale talrum.

Ligesom der findes uendeligt mange typer af “gymnasiefunktioner” (reelle funktioner
af én reel variabel), findes der naturligvis uendeligt mange slags afbildninger mellem
talrum. Vi skal i denne forbindelse kun betragte én eneste slags - men hvilken slags!
- de linezere afbildninger. Skgnt de linezre afbildninger kun udggr en lille, om end
uendelig, skare i den store fauna af afbildninger, er det en meget vigtig skare. Dels fordi
den i sig selv indfanger nogle centrale egenskaber ved verden og ved matematikken, og
dels fordi den ved at bestd af serligt “tamme” afbildninger er hovedhjeelpemidlet til at
analysere og forsta mere “vilde” eksemplarer i afbildningsfaunaen.

Ingen af de ovenfor omtalte afbildninger er faktisk linesere. Imidlertid er vi stgdt pa
linezere afbildninger i den “motiverende indledning”, selv om vi ikke kaldte dem sadan
dér, og selv om vi stadig ikke har defineret begrebet. Saledes betragtede vi i eksemplet
Bageriet en situation at der til et givet produktkrav z (en vektor i1 R™ skrevet som
n X 1-sgjle) svarede et ravarebehov y (en vektor i R? skrevet som p X 1-sgjle), bestemt
af y = Az, hvor A var den p x n-matrix der beskriver produktionsgangen. Det betyder
i virkeligheden, at der til ethvert z € R™ (hvoraf dog kun nogle er bagningsmaessigt
realistiske, hvilket vi ser bort fra her) svarer et y € RP (hvoraf igen kun nogle er
realistiske). Dermed har vi at ggre med en afbildning

F:R"™ - R?,
givet ved y = F(z) = Az.
I indledningsafsnittet indfgrtes i eksemplet Markedsandele en afbildning af R? ind i
R3, givet ved F(v) = Av, hvor v angiver de tre bryggeriers markedsandele i en bestemt

maned, og F(v) markedsandelene i den fglgende méned. I eksemplet Populationer havde
vi at ggre med afbildningen F' : R* — R* bestemt ved

n(1) = F(r(0)) = Ln(0),
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hvor L er en Leslie-matrix, og n(0) og n(1l) er k- vektorer skrevet som sgjler, der
repraesenterer populationssammensztningen til perioderne 0 og 1.

Endelig betragtedes GeometriskeTransformationer, som rotationer, drejninger og
punktmultiplikation ud fra 0, der alle er afbildninger af R? ind i R? af formen y = Az.

- Lizeg meerke til; at-i-alle~disse-eksempler var afbildningerne givet ved forskrifter af -
formen y = Az, hvor z og y er vektorer i passende talrum og A en dertil svarende matrix.

Det vil lidt senere vise sig at dette netop er karakteriserende for linezre afbildninger.
Men det er ikke sadan de defineres. Det sker saledes:

Begrebet linezr afbildning

Vi har at ggre med to talrum R™ og R?, hvor n og p kan vaere hvilke som helst naturlige
tal. En afbildning

F:R" - R?

siges at vaere linezer, hvis F' tilfredsstiller fglgende to krav:

(1) For vilkarlige vektorer z og y i R" er:
Flz +y) = F(z) + F(y)
(F er additiv)

og
(2) For enhver vektor i R™ og enhver skalar a er:

F(ag) = aF(z)

(F respekterer skalering).

De to krav (1) og (2) kan sammenfattes til ét:
L For vilkarlige vektorer z og y € R" og vilkarlige skalarer o og 3 er:

F(az + By) = aF(z) + BF(y)

(F respekterer linearkombinering).

Ggr selv rede for dette som en gvelse.

Hvisn =p, d. v.s. F : R™ — RP, bruges ofte betegnelsen en linezer transformation
om F.
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% Linezere afbildninger bezerer deres navn med rette. De afbilder en ret linje i en ret
linje (eller i et punkt). Den typiske rette linje i R™ er nemlig bestemt ved at ga gennem
punktet b med retningen a, hvor g ikke er 0. Den er derfor givet ved

{ta+b|t e R}.

For ethvert punkt pa denne linje har vi, da F' respekterer linea.rkombinering, at

Flta+b) = tF(a) + F(b).

Det viser, at ethvert punkt pa linjen i R™ givet ved a og b afbildes i et punkt pa
linjen i R? gennem punktet F(b) med retningen F(a). Dette forudsztter dog, at F(a)
er forskellig fra 0, da der ellers ikke er tale om nogen ret linje, men kun om punktet
b. I det tilfzelde hvor der tale om en ret linje, kommer alle punkter pa linjen med som
billede ved F af et punkt pa den oprindelige linje. Thi punktet givet ved tF(a)+ F(b),
dvs. ved parametervaerdien t, er jo billede af punktet ta + b svarende til den samme
parameterveerdi. '

Eksempel 1

De linezre afbildninger fra R ind i R - svarende til at R™ og R? begge er R - ma specielt
opfylde F(az) = az for alle z € R og alle & € R. Det er der meget fa slags funktioner
der kan sta model til. Vi har nemlig for ethvert z € R, at

F(z)=F(z-1)=zF(1),

idet z som reelt tal bade kan opfattes som en vektor i R (det sker i F(z)) og som en
skalar (det sker i F((z - 1) ogi zF(z)). Kalder vi konstanten F(1) for c, har vi altsa at
F ma veere givet ved ‘

F(z) = cz, for z € R.

Det er bemeerkelsesvaerdigt, at dette er en fglge alene af at F skal respektere skalering.
Additivitetskravet har ikke veeret inddraget 1 reesonnementet.

En s&dan funktion kaldes af oplagte grunde for en proportionalitet. Enhver propor-
‘tionalitet opfylder abenbart fordringerne til en linear afbildning, og altsd ogsa addi-
tivitetskravet (check selv!). Af linezre funktioner af R i R findes der altsa ikke andre
end proportionaliteterne.
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Sa fredelige funktioner som
7F(:v)= cx+d,

med d forskellig fra 0, er altsa ikke linezre. Vi har da ogsa f eks. F(2) = 2¢+d, der
ikke er lig (e4.d) + (¢ +d) = F(1) + F(1)..

Eksempel 2

Ogsa 1 R™ er proportionaliteterne, dvs. afbildninger af R ind i R™ givet ved

F(z) = cz,

N

O

interessante linezere afbildninger (kontrollér selv at linearitetskravene er opfyldt).

Der er imidlertid mange andre lineare afbildninger. F.eks. er i R?, afbildningen F
defineret ved (spejling i x-aksen)

F((L‘, y) = (‘T’ —y)>for (II), y) € IR'2

X,y

F N
7/
O

}(x,—y)

linezer. /N @

9

% (X,~y>

F

[
Y

[ ]

o
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Thi for vilkarlige (u,v), (z,y) i R? og vilkarlige a og 8 i R, har vi

F(a(u,v) + B(z,y)) = F(au + fz,av + By)
= (au + fzr,—av — By) .
= (au, —aw) + (Bz, —Py)
= a(u, ——’0) + ﬂ(it, _y)

= aF(u,v) + BF(z,y),

hvilket viser at F respekterer linearkombinering. *

Eksempel 3

Et andet vigtigt eksempel pa linesere afbildninger, denne gang af R™ ind i R, har vi i
F’er af typen : ‘ '

» F(z) = F(z1,22,...,%n) = a171 + @222 + .... + apzp,for z € R™

hvor ay,az,...,a, er et vilkarligt, men fast szt af reelle tal. At F' virkelig er en linezer
afbildning ses af, at ' .

Flz+y) =ai(z1+y1)+ a2 +y2)+ ...+ an(zn +yn)

=a1%1 + 0222 + ...+ anZTn + a1y +a2y2 + ... + Gnyn
= F(z) + F(y) |

og

Flaz) = al(aafl) + qg(a:rg) + ...+ an(azy)
= a(alcvl + [1530%5) +...+ an:zrn)
= aF(z).*

Ogsa dette afsnit afsluttes med et par almene observationer:

* For enhver linezr afbildning F : R* — R? gzlder, at F(0) = 0 (hvor vi tillader os
at benytte betegnelsen 0 for nulvektoren bade i R™ og i R?). Det fglger f.eks. af at F
respekterer skalering: F(0) = F(0-0) = 0F(0) = 0. (Vis, som en gvelse, at det ogsa
fplger af at F er additiv.)

* Afbildningen F : R® — R?, som er konstant 0, dvs. er defineret ved, at

F(z) =0, for alle z ¢ R",
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er tydeligvis en linezer afbildning. Ingen andre konstante funktioner er linezere. (Check
selv begge dele.) ' '

* OBS! Vigtigt! Hvis £ € R™ skrives som n x 1- sgjle og A er en p X n matrix,
bestemmes ved

F(z) = Az,
" hvor F(z) skrives som en p x l-sgjle, en afbildning F : R® — R?. Enhver sidan
afbildning er linezer, thi vi har i indledningen set, at

Alz +2') = Az + Az,

dvs.
Flz+y) = F(z) + F(y),
og
Alaz) = aAgz,
dvs.

F(az) = aF(z),
for alle z, ' i R™, og alle a € R.

Vi skal i det nzeste afsnit indse, at enhver linezer afbildning mellem to talrum har en
sadan matrixfremstilling, nar der er valgt baser i de to talrum.

Det neste punkt ophgjes til en setning:
SETNING. En linezr afbildning afbilder et underrum i et underrum.

BEviIs: Hvis den linezre afbildning hedder F : R® — R?, og U er et underrum i R”?, er
pastanden i setningen altsa, at billedmzngden F(U) (som per definition er den maengde
i R? som er alle billeder af vektorer 1 U) er et underrum i R?. Det kan vi bevise ved at
godtggre, at F(U) opfylder underrumskravene (1) og (2).

Fgrst (1): Hvis y og y' ligger i F(U), har de formen

y = F(z),

0g
2’ — F(LB_’),

hvor z,z' € U. Da U er et underrum vil z + z' tilhgre U. Da der desuden - pa grund
af F'’s linearitet - geelder, at

y+y' =F(z)+ F(z') = F(z + 2),
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“ser vi at y +y' er billedet ved F af en vektor - £ + z' - fra U. Det betyder, at y + 3’
befinder sig i F(U).

Derneest (2): Hvis y € F(U), og a € R, gelder at

y = F(z)

Og ’
ay = F(az),

for et z € U. Da az € U, fordi U er et underrum, er ay = F(az) billedet ved F af en
vektor fra U. Det viser, at ay befinder sig i F(U).

I alt opfylder FI(U) begge underrumsbetingelserne. Q.E.D.

* Eftersom R™ er et specielt underrum i sig seh} fplger af denne seetning at F(R™) er
et underrum i R?. Dette underrum - der 1ngenlunde behgver at udfylde hele R? - kaldes
billedrummet ved F. '

* Mzengden af vektorer i R™, der ved en linezr afbildning
F:R" -RP
afbildes i 0 i R?, kaldes nulrummet for F. Det betegnes ofte N(F):

N(F) = {z € R"|F(z) = 0).

Nulrummet er et underrum i R™. Thi lad z og ' begge tilhgre N(F'), dvs. F(z) =0
og F(z') =0, og lad a vaere en vilkarlig skalar. Sa vil F(z +2') = F(z) + F(z') = 0,
dvs. £+ z' € N(F), og F(az) = aF(z) =0, dvs. az € N(F). Dette viser, at N(F)

opfylder de to underrumsbetingelser.

Matrixfremstillinger af linexre afbildninger

Hvilke slags linezere afbildninger findes der mellem to talrum? I dette afsnit vil dette
spgrgsmal blive behandlet.

Lad os forestille os de involverede talrum R" og R? forsynet med baser, henholdsvis
41,89, - ., 8y, for R™ 0g by, by, . .., b, for RP. Disse baser kan veere vilkarlige, og behgver
saledes ikke at besta af grundvektorerne i de to rum; selv om denne mulighed ogsa er

deekket af de fglgende betragtninger. Vi interesserer os for en vilkarlig linezer afbildning
F fra R™ til R”.
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For at fa et overblik over hvordan F virker, fremstiller vi alle vektorer i R™, respektive
R?, ved hjeelp af deres koordinater i de valgte baser: 7
Cz=og tagy .t ang,
og
Y = Biby + B2by + ... + Bpb,.

Da F er linezr, gelder sa at

F(z) = F(aig; + agay + ... + anay,)
=a1F(a,) + a2F(a;) + ...+ anF(a,).

Nu har alle vektorerne F (a;), F(ay),--.,F(a,) hver deres koordinatfremstilling i b-
basen:

F(a,) =c11by +caaby + ... + cp1dy,
F(ay) = c19dy + cazby + - .. + cp2b,

F(Qn) - Clnb] + CZn_llz +...+ Cpnbp,

hvor i ¢;; det andet index refererer til g-nummeret j, mens det fgrste refererer til den
b-vektor c;j er koeficient til. Indsaettes dette i fremstillingen for F'(z) ovenfor, finder vi

F(z) =ai(c1ndy +enby +.. . +cpby)+
oa(c12dy + ca2by + ...+ cp2b, )+

an(clnél + chéz +...+ Cpn.bp),

der ved ordning efter b’erne bliver til

(cr101 +cjpae + ...+ C1nan )by +

(2101 + 2202 + ... + 2000 )b+

(cplal + Cp2Q2 + ...+ cpnozn)_lgp.

Heraf aflzeses uden videre, at F(z)’s koordinater i RP’s basis er givet ved .

BP1 = ciian +crea + ...+ cinan

B2 = ca1a1 + c2202 + ... + conap

Bp = cprag + Cp20ig + ... + Cpnaiy.
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Dette kan ogsa skrives pa matrixform:

,31 €11 CG2 ... Cin (63
ﬂz €1 C22 ... C2n Q2
. = 9
By Cpl Cp2 ... Cpn On
eller kort
B = Aq,

hvor a-sgjlen er.z’s koordinater i a-basen i R™, og (-sgjlen er F(z)’s koordinater i b-
basen 1 R?, og hvor A er en p X n matrix der er karakteriseret ved at dens j’te sgjle
udgpres af koordinaterne til billedet af a;, F(a;), i b-basen.

Dette viser, at enhver linezer afbildning F : R® — RP? kan beskrives ved hjeelp af
en matrixfremstilling 8 = Aa, hvor a og B betegner koordinaterne for z, henholdsvis
F(z), i forhold til vilkarligt valgte baser i henholdsvisR" og R?. Fremstllhngen afhanger
naturligvis af de valgte baser. Laeg specielt meerke til, at det ikke er den samme matrix
A der optreeder i enhver situation. Vzlges andre ba.ser i R™ eller R? fas et andet A.

Resultatet geelder specielt, hvis vi fra begyndelsen har valgt grundvektorerne som
baser i begge rum. I sa fald er koordinatsettet for z lig med z selv, og tilsvarende er
koordinaterszettet for F(z) lig med F(z) selv. I denne situation forbinder matrixfrem-
stillingen altsa direkte vektoren z selv med dens billede F(z):

F(z) = Az.
Sammenholdes dette resultat med en tidligere bemaerkning om at enhver afbildning
defineret ved en forskrift af typen (%) er linezr, har vi indset at de linezre afbild-

ninger mellem to talrum netop er dem som er bestemt ved forskriften F(z) = Az nar .
grundvektorerne i de to rum er valgt som baser.
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LINEARE AFBILDNINGER OG LINEARE LIGNINGSSYS-
TEMER

Ved hjelp af matrixfremstillingen i det foregaende afsnit kan vi beskrive F’s billedrum
og nulrum pa en simpel made.

At y € R? tilhgrer F’s billedrum F(R"™) betyder, at der findes en vektor z € R", s3
at y = Az, eller med andre ord:

Vektoren y € R™ tilhgrer billedrummet for F hvis og kun hvis ligningssystemet y = Az
har en lgsning z € R™.

Ligeledes har vi, at £ € R™ tilhgrer nulrummet for F, hvis og kun hvis Az = 0, dvs.
hvis og kun hvis z er en Igsning til ligningssystemet Az = 0.

Om sammenhzngen mellem dimensionerne af nulrummet og billedrummet for en
linezer afbildning F' : R® — R? gelder fglgende vigtige resultat. Fgr vi kan formulere

det, minder vi om, at hvis et underrum U af et talrum udelukkende bestar af Q, tillaegger
vi det dimensionen 0.

Dimensionssatningen

SETNING (DIMENSIONSSETNINGEN). dimN(F) + dimF(R") = d&imR" = n.

Inden beviset bringes ser vi pa hvad seetniggen egentlig udsiger. Nulrummet og bille-
drummet for F skal altsé dele dimensionen n (som er et fast tal) mellem sig. Seetningen
udtrykker saledes i skarp form den lidt lgse intuition, at jo stgrre nulrummet for F er,
dvs. jo flere vektorer i R™ der ved F' sendes over i 0 i R?, jo “feerre forskellige veerdier”
kan F antage, dvs. jo mindre fylder billedrummet F(R™) i R?. Hvis nulrummet alene
bestar af nulvektoren, har billedrummet samme dimension som definitionsrummet for
F. I alle andre tilfzelde er billedrummets dimension mindre end definitionsrummets. En
linezr afbildning kan altsa aldrig “blaese sit definitionsrum op”.
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BEVIS: (Konsulter figuren ovenfor)

(1) Ferst betragtes den situation, hvor N(F') ikke kun bestar af 0. Lad z;,2,,...,2;

veere en basis for N(F).
I den ekstreme situation hvor k£ = n, udggr N(F) hele R", og sa vil F(R")
alene bestd af 0 og dermed have dimensionen 0. I sa fald passer pastanden i

seetningen abenbart.

Hvis k < n, ma der findes en vektor z; ., i R", der sammen med z,,z,,...,2;

‘danner et linezert uafhzengigt set. I modsat fald ville jo enhver vektori R™

veaere en linearkombination af z,,z,,..:,2; 1 strid med at dimensionen af R™ er
n > k. Hvis k + 1 = n udggr det linesert uathengige seet z,,2,,...,2;,Z541 €n
basis for R". Ellers er k + 1 < n, og der ma pa samme made som fgr findes en
vektor z; o, der sammen med z;,2,,...,2Z;,Z;; danner et linezert uafheengigt
seet. Saledes kan vi om forngdent fortsaette indtil vi har fundet supplerende vek-
torer 2, 4,Z;49,--,Zy,, 5a at det samlede saet z,,2,,...,Zf, Tpp1,Tpgr -2 Zn

er lineesert nathaengigt, og dermed - da det: bestar af n vektorer - en basis for R™.

Nu pastar jeg, at billederne af de tilf;zsjede vektorer:

' F(£k+1), F(§k+2)7 ey Fzy)

udggr en basis for billedrummet F(R"). Hvis det er rigtigt er saétningen bevist i
de betragtede tilfzelde. Der findes josa n—k = dim(R")—~dim N (F') basisvektorer
for F(R™).

Fgrst indser vi, at F(z,,), F(a:k+2) ., F(z,) er linezert uafhangige i R?.
Lad til den ende '

k41 F(2pyq) + kp2F(2pgs) + .-+ onF(z,) =0

veere en fremstilling af nulvektoren i R?. Pa grund af F’s linearitet, gelder sa,
at ' :

F(ak+1$k+1 + Af42T Lry2 +...+ angn) = -Q’

hvilket viser, at vektoren og41Zpy ) + Qr42Zpqg+-.. + anz, ligger i nulrummet
for F. Den ma derfor vaere en linearkombination af N(F')- basen z,,z,,...,z;.
Nu m3 alle a’erne veere 0. Hvis ikke, var ét af dem forskelligt fra 0, f.eks.
ap+j, sddan at g, ; ville veere en linearkombination af de gvrige z’er (altsd
Z1,Zose s Thpjm1s gl - ,Z,), 1 strid med at z’erne er linezert uafhengige.
Men nar alle a’erne er 0 er fremstillingen () triviel. Da dette geelder enhver sadan
fremstilling er F(z;,,), F(zry2),-..,F(z,) linesert uafhzengige, som pastaet.
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Dernzest skal det godtggres, at F(z;.,), F(Z342),.-.,F(z,) udspznder bille-
drummet for F. Det fglger af at hvis y € F(R"), eksmterer et z € R™, sa at
y= F(:c) Da z’erne udg¢r en basm for R™ harz en fremstllhng :

z=oz, +1 @zZy + ...+ arzy + ak+1 Zr4r t a’k+2$k+2 +...+aaz,

_ med »passende a’er som koordinater. Da F er linezr geelder, at

F(z)
= F(a1zy + azZy + ... + 0kZp + 0k 1Zp gy + Okg2Tpyy + -+ OnZ,)
= a1 F(z;) + 2 F(z,) +. .. + arF(zs)
F ok 1 F(Zp41) + kg2 F (i) + - - + anF(zy0).

Men her ligger z,,z,,...,z, 1 N(F), sa at F afbilder dem alle i 0. Derved
bliver

Y= ae1 F(Zyp) + ar2F(zpy) + - + anF(z,).

Men s3 er y jo ogsa frembragt af F(z;,,), F(zk+2) ., F(z,), som pastaet.
Alts3 udspeender disse vektorer billedrummet for F'.

(2) Vi mangler blot at behandle den situation hvor N(F') kun omfatter 0. I den
situation skal vil blot indse at dimF(R™) = n. Men her kan vi blot vzlge en
basis 24, Z,, ..., &, for R™. Dens billeder vil med ngjagtigt de samme argumenter
som netop er prasenteret udspzende F(R™).

Hermed er satningen bevist. Q.E.D.

Kender vi dimensionen af nulrummet for en linezr afbildning F', fortaller dimension-
sszetningen noget om hvor meget F' “klapper R™ sammen” under afbildningen.

Hvis N(F) = {0} klapper F overhovedet ikke R"™ sammen. Det leder os til en vigtig
definition.

En linezer afbildning kaldes injektiv, hvis to forskellige vektorer i R™ altid har forskel-
lige billeder i R?, eller for at vaere praecis, hvis og kun hvis F' opfylder:

(I) For alle z,y € R" vil F(z) = F(y) medfgre, at z = y.

(R"




Det viser sig ikke at veere ngdvendigt at undersgge kravet i (I) for alle par z og y. Man
kan ngjes med at undersgge den tilsyneladende svagere betingelse om andre vektorer
end 0 ved F afbildes i 0. Der galder nemlig

* F' er injektiv hvis og kun hvis F opfylder:
(Ix) For alle z € R™ vil F(z) = 0 medfgre, at z = 0.

At denne pastand er sand, ser vi saledes: For det fgrste er det klart, at (I) medfgrer
(Ix). (Ix) er nemlig et specialtilfzelde af (I) med parret 2 = z og y = 0 (hvor vi selvsagt
benytter, at F(0) = 0). Men (I¥) medfgrer pa sin side (I). For hvis z og y er vilkarlige
vektorer i R", sddan at F(z) = F(y), er F(z —y) =0, efterdi F er linezer. S& aktiverer
vi (Ix) pa vektoren z — y, og slutter deraf at £ — y = 0, eller anderledes sagt, at z = y.
Men det var et bevis for at (I) geelder. '

Da betingelsen (I*) kommer ud p4, at nulrummet for F alene bestar af 0, kan vi levere
en zekvivalent formulering af det netop fundne:

F er injektiv netop hvis nulrummet for F, N(F), kun bestar af 0.

Ved at sammenholde dette med d1mensxonssaetn1ngen kan vi skaffe endnu en ekvi-
valent formulering:

F er injektiv netop hvis dimensionen af F’s billedrum F(R") er lig n, dimensionen af
definitionsrummet for F.

Og dermed er vi tilbage ved udgangspunktet: F' er injektiv netop hvis F" ikke klapper
definitionsrummet sammen under afbildningen.

" En sidste sekvivalent formulering kan vi fa ved at inddrage en matrixfremstilling for

F(z) =

F' er injektiv hvis og kun hvis Ilgmngssystemet Az = 0 kun har den trivielle Igsning
z=0.

En enkelt vigtig observation:

* Hvis F : R™ — RP? er injektiv, afbilder F enhver basis for R™ pa en basis for F(R"™).
Lad nemlig b;,b,,...,b, vere en basis for R*. Sa er F(},), F(by),...,F(b,) en basis
for U = F(R"), pastar jeg.

For det fprste udspeender F(b,; ), F(b,),. .., F(b,) U. Thi hvis y tilhgrer U, eksisterer
per definition af U et z € R" sd at F(z) = y. Men nér b’erne er en basis for R*, ma
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z = a1b; + by +. ..+ anb, med passende koefficienter oy, az,...,an. Sa vil pa grund
af F’s linearitet

F(z) = a1 F(b) + aaF(by) + .o+ anF(b,),

hvilket demonstrerer at y=F (z) er udspeendt af F(b,), F(b,),...,F(b,). Leg meerke
til at denne del af reesonnementet ikke benytter, at F' er injektiv!

Dernast er F(b,), F(by), -, F(b,) linewrt uafhwngige. For hvis
a1 F(by) + a2 F(by) + ... + anF(b,) =0,

er ogsa
F(ogby + agby +... +and,) =0,

hvoraf, da F er injektiv (der var den!),

by + agby + ... + and, =0.

Men da b’erne udggr en basis er de linezrt uathengige, hvorfor samtlige o’er er 0.
Men si er vi feerdige (med beviset, altsa).

Dimensionssaetningen fortzeller noget om hvor stor en del F’s billedrum faktisk udger
af R? - det rum F afbilder over i. F.eks. fortaller den os at billedrummets dimension
hgjst er n. Hvis derfor p er stgrre end n kan billedrummet ikke udfylde hele R?. Men
det er ikke sadan, at bare p <n er F(R") = R?, f.eks. kan F’s billedmangde besta af
0 alene. Den situation, hvor F’s billedrum faktisk udfylder hele R? interesserer os sa
meget, at vi giver den et seerligt navn:

En lineeer afbildning F : R™ — R? kaldes surjektiv, hvis F”’s billedrum udfylder hele
R?, dvs. hvis og kun hvis F(R") = R?. Eller anderledes sagt, hvis og kun hvis der for

ethvert y € R? findes et £ € R", sd at F(z) = y. Vi benytter den malende sprogbrug,
at F' afbilder R™ pa RP”.

I matrixformulering (stadig med F(z) = Az) udtrykkes surjektivitet siledes:

* F er surjektiv hvis og kun hvis for ethvert y € R? ligningssystemet Az = y har en
lpsning z € R™.

* Af dimensionsszetningen slutter vi, at hvis F er surjektiv, er dim N(F) = n — p.
Hvis derfor specielt n = p, er dim N(F) = 0, saledes at F ogsa er injektiv. Dvs. en
surjektiv afbildning af et talrum pa sig selv er ogsa injektiv. Dimensionsszetningen
viser ogsa at, hvis F : R® — R" (altsa n = p) er injektiv, er den ogsa surjektiv. Thi
dimF(R") = n — dimN(F) =n — 0 = n. Sadan forholder det sig ikke i almindelighed.
Injektivitet og surjektivitet er uafthangige egenskaber, sadan at forsta, at en afbildning
kan veere surjektiv uden at veere injektiv, og injektiv uden at veere surjektiv. Se selv:
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Eksempel 1

Den linezre afbildning F : R?> — R* givet ved

1
F(z,9) = (2 +1, 2~ v, 22 + 3y, 12— 40)
(hvorfor er den forresten lineaer?), er injektiv. Thi

F(z,y) =

netop hvisz +y =0,z —y = 0, 2z + 3y = 0, %:c — 4y = 0, hvilket er ensbetydende
med at ¢ = 0 og y = 0, sddan at nulrummet for F' alene bestar af 0. Derimod er F' ikke
surjektiv, eftersom dimensionen af billedrummet er lig 2 (dimensionsszetningen slar til
igen), mens R* er 4-dimensional.

Den linezre afbildning G : R® — R? defineret ved

G(z.v,2) = (2,9)

er gjensynlig surjektiv, da enhver vektor i R?, (z,y), er billede ved G af en vek-
tor i R3, ja faktisk af uendeligt mange, nemlig af alle de vektorer der har formen
(z,y,hvad som helst). Det er i sarnme andedrag klart at G ikke er injektiv, da f.eks.
bade (z,y,0) og (z,y,1) afbildes i (z,y). *

De lineaere afbildninger der er béde injektive og surjektive er af stor vigtighed, hvorfor
de tildeles et szerligt navn: De kaldes bijektive. Ofte kaldes en bijektiv afbildning ogsa
en énentydig korrespondance.

% At en linezer afbildning F' : R™ — RP er bijektiv kan udtrykkes: enhver vektor i RP
er billede ved F' af netop én vektor i R™. I kraft af vores undersggelser kan dette kun
finde sted, hvis n = p.

Ovelse: Opskriv en raekke sekvivalente formuleringer af bijektivitetsegenskaben ved

at koble de forskellige formuleringer af injektivitet med de forskellige formuleringer af
surjektivitet.

* Selv om en injektiv afbildning ikke ngdvendigvis er surjektiv pa hele RP, vil den
naturligvis veere surjektiv pa billedrummet F(R"), idet jo enhver vektor i billedrummet
selviglgelig er billede af en vektor i R™. Den er altsd en bijektiv afbildning fra R™ til
F(R"). Vi siger at R" og F(R™) er i énentydig korrespondance. Enhver vektor y i
billedrummet er billede af netop én vektor z i R®. Denne vektor betegnes F~!(y).

Derved fastleegges en afbildning
—!': F(R™) —» R".
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Afbildningen kaldes den omvendte afbildning til F'. Enhver injektiv afbildning
har altsd en omvendt, defineret pa dens billedrum.

Omvendt afbildning

Sidste om lineaere ligningsystemer

Vi afrunder dette afsnit med analysere lgsningsforholdene for linezre ligningssystemer
ved hjezlp af det apparat vi nu har opstillet.

Lad os betragte et vilkarligt lineaert ligningssystem
Az = Q’

hvor A er en p X n-matrix, x en vektor i R™ opskrevet som sgjle, og b en vektor i R?
opskrevet som sgjle. Hvis b = 0 kaldes ligningssystemet homogent. hvis b # 0 kaldes
det inhomogent. Mangden af lgsningerne til (*) kaldes lgsningsrummet.

Fgrst betragter vi det homogene system, Az = (. Lgsningsrummet for dette system
udggr netop nulrummet for den linezere afbildning F' : R™ — R?, hvis matrix er A (nar
grundvektorerne er valgt som baser i begge rum). Lgsningsrummet for det homogene
system er altsa et underrum i R™. Et homogent ligningssystem har altid Igsninger, om
ikke andet sa kun 0. ’

Spgrgsmalet er nu: For hvilke andre b € R? har ligningssystemet overhovedet lgs-
ninger? Svaret er, at ligningssystemet har lgsninger netop hvis b tilhgrer billedrummet
for F. Eftersom

Az = 210 + 220, + ... + Tpa,

- hvor vi med a’er har betegnet sgjlerne p x 1- sgjlerne i A - er billedrummet for F
udspeendt af sgjlerne i A. Billedrummets dimension er altsd lig antallet af linezert
uafhaengige sgjler i A.
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Hvis billedrummet ikke udggr hele RP, har ligningssystemet ikke lgsninger for ethvert
b. Det kan altsa sagtens heende, at der ingen lgsninger er.

Man kan vise, men det vil vi afsta fra her, at antallet af linezert uafhaengige sgjler i
en vilkarlig matrix er det samme som antallet af linezert uatheengige raekker. Det faelles
tal kaldes matricens rang, og betegnes ofte med r.

* Med andre ord er billedrummets dimension lig med matricens rang r.

Ved hjelp af dimensionssztningen slutter vi, at lgsningsrummet til den homogene
ligning (der jo er lig nulrummet for F') har en dimension der er lig

n—dimFR*)=n—r.

Dette resultat fortjener at blive opstillet som

SETNING. Lgsningsrummet Lj, til et homogent ligningssystem Az = 0, hvor A er en
p X n- matrix, er et underrum af R". Dets dimension er lig n—r, hvor n altsa er antallet
af sgjler i matricen, og r er matricens rang.

Hvis et inhomogent ligningssystem Az = b, b # 0, overhovedet har lgsninger, kan lgs-
ningsrummet karakteriseres ved hjzlp af lgsningsrummet for det tilsvarende homo-
gene ligningssystem, som det kaldes. Lad nemlig z, vere en enkelt lgsning - vilkarlig,
men fastholdt under betragtningerne - til det inhomogene system. En sadan lgsning
kaldes ofte en partikulzer lgsning. S vil det om en eventuel anden lgsning, z, til det
inhomogene system geelde, at

T — z, er en lgsning til det tilsvarende homogene system,

thi A(z —zy) = Az — Azy =b—b=0. Derved t11h¢rer Z — 4 lgsningsrummet L, for
det homogene system, eller anderledes sagt,

z = z, + en Igsning til det homogene system.

Bruger vi skrivemaden z, + L, for meengden
{z€eR"|z =25+ 2, hvorze€ L},
og betegner L;, lgsningsrummet for det inhomogene system, har vi saledes
Liph =zy 4+ Ly.
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En sadan meengde, hvor en fast vektor uden for et givet underrum U er adderet
til samtlige vektorer 1 U, kaldes et sideunderrum til U. Mzngden er ikke selv et
underrum, da den ikke indeholder 0. Selv om et sideunderrum ikke selv er et underrum,
giver det ikke anledning til misforstaelser at tillegge det samme dimension som det
tilhgrende underrum.

Ogsa her er det pa sin plads at opsamle resultaterne i en sztning:

SETNING. Lgsningsrummet for et inhomogent ligningssystem Az = b, hvor A er en
P X n- matrix og b € R?, er enten tomt, nemlig hvis b ikke tilhgrer underrummet i R?
udspaendt af sgjlerne i A, eller et sideunderrum til lgsningsrummet for det tilsvarende

homogene system. Dets dimensionen er n—r, hvor n altsa er antallet af sgjler i matricen
og r er matricens rang.

Med disse seetninger samt de gvrige resultater i handen, kan vi ggre et par observa-
tioner:

* Hvis et homogent ligningssystem har fuld rang, dvs. samtlige sgjler er linesert
uafhaengige sa at r = n, har systemet ikke andre Igsninger end 0, thi lgsningsrummets
dimension er sa 0. Hvis et inhomogent ligningssystem har fuld rang, har det enten ingen
eller netop én Igsning.

* Hvis et homogent ligningssystem ikke har fuld rang, er r < n. Sa er der uendeligt
mange lgsninger, idet lgsningsrummet mindst har dimensionen 1. Hvis et inhomogent
ligningssystem ikke har fuld rang, har det enten ingen lgsninger, eller uendeligt mange,
idet lgsningsmeengden er et sideunderrum af dimension mindst 1.

Denne situation foreligger, hvis et ligningssystem har flere ubekendte end ligninger.

For hvis p < n, kan systemet ikke have fuld rang, eftersom antallet af lineaert uafheengige
sgjler er lig antallet af lineaert uathaengige raekker.
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SAMMENSATNING AF LINEARE AFBILDNINGER

Hidtil har vi kun beskaeftiget os med en enkelt linezer afbildning ad gangen. Nu vil vi un- .
dersgge hvordan to linezre afbildninger kan bringes i samspil. For at fa en fornemmelse
af hvad der er pa feerde, lazgger vi ud med at betragte et par eksempler.

Eksempel 1

Vi betragter to linezere afbildninger, F : R® — R* og G : R* — R?, defineret ved
forskrifterne F((z) = Az, hvor A er en 4 x 3-matrix, og G(y) = By, hvor B er en
2 X 4-matrix. Lad os se pa en situation med konkrete matricer:

-1 2 0 2 4 )1

2 1 3 0 1 -1 2
Fa=1 453 o 1 (‘”2) G(2)=(2 -3 3 0) Zi

0 -3 2/ \® 7

Tager vi nu et z € R?, vil det ved F afbildes i en vektor F(z) i R*, altsé i det rum G
virker pa. Derfor kan vi danne billedet ved G af F(z), det hedder G(F'(z)) og befinder
sig 1 R2. Alt i alt har vi dannet en afbildning fra R?® til R?, defineret ved

z — G(F(z)).

Vi vil nu bestemme en forskrift for denne sammensatte afbildning af F' og G, der ogsa
benzvnes G o F. ' ' -

Fgrst har vi

-1 2 0 oo —z1 + 222
|l 2 1 3 "\ | 221+ 2o+ 32
0 -3 2 3 —3z + 223
Sendes dette ind i forskriften for G, opstar
—z1 + 227

0 1 -1 2 2z1 + 2 + 323
G(F(ml)327x3))= (2 -3 3 0) 12:1;1:_3;3 ’

—33)2 + 2.'133

_ 2z1 + 22 + 323 — (221 + z3) + 2(—3z2 + 2z3)
2(~zy + 222) — 3(2z1 + z2 + 3z3) + 3(221 + 23)

[ —5zy+6z; \_ [ 0 -5 6 zl
“\-2z;4+z,-6z3) \-2 1 -6 x2 ‘
3
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Nettoudbyttet af denne operation er altsd en forskrift for den sammensatte afbildning
G o F af F og G (leeg maerke til at der i G o F er byttet om pa raekkef¢lgen, fordi F
benyttes fgrst - dvs taettest pa den vanable z - mens G benyttes 81dst) N

G<<>>( )()

Heraf ser vi bl.a., at G o F er en lineser afbildning fra R? til R%2. Nu er det klart, at
matricen for Go F er skabt ved hjelp af operationer pa elementerne i matricerne A og B,
men hvordan det nzermere er foregaet fortaber sig i de konkrete talregnerier. Nedenfor
vil vi treenge ind i mgnstret bag regnerierne. *

Men fgrst endnu et eksempel.

EkSémpel 2

I det foregaende eksempel var F' og G defineret direkte ved deres matrixfremstillinger 1
forhold til baser bestiende af grundvektorerne i alle rummene R2?, R® og R*. I det her
foreliggende eksempel er der tale om, at der i de involverede rum er valgt nogle andre
baser end grundbaserne.

Afbildningen F : R? — R3 er givet i forhold til, at der i R? er valgt basen u; = (1, 2),
uy = (0,—1), mens der i R? er valgt basen v, = (1,1,0), v, = (1,0,1), v3 = (0,0, —1).
F.eks. har vektoren z = (z;,z2) = (—5,9) koordinaterne £ = (—5,—19) i u- basen.

I disse baser er F : R? — R® givet ved matricen

1 1
0 -2].
-1 3

Det vil sige, at hvis z’s koordinater i u-basen for R? er £ = (&, £2), bliver koordinaterne

for F(z) i v-basen for R? lig
1
0 (61 )
3

P4 tilsvarende made antager vi G : R* — R? givet ved matricen

2 -4 0
3 1 =2)°
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Vi fandt, at F(z)’s koordinater i v-basen var givet ved

( 1 1) é 61 +€2
0 —2 (£1>= —2¢, .
-1 3/ \¥ —£1+ 36,

Sa bliver koordinaterne for G(F(z)) - ikke at forveksle med G(F(z)) selv, da vi ikke
arbejder i grundbasen - bestemt som

€ 4 0) Sre ) (a1 212D )
3 1 =2 ¢, +23€2 3(&1 + &) +(—262) — 2(—¢&1 + 362)
(251 + 1052)

5¢; — 5&,

(3 23)(8).

hvilket viser at ogsa denne gang er G o F' en lineer afbildning. *

Nu er vi rustet til at behandle den generelle situation.
Vi forestiller os derfor givet to linezre afbildninger
F:R" ->R?

og
G:R? - RY

jfr. vedstaende figur.
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Betragter vi et £ € R™ vil det ved F afbildes i Fi(z) € R?, hvor G kan fa fingre i det:
G(F(z)) € R?. Derved har vi i realiteten at ggre med en afbildning fra R™ ind i RY.
Denne afbildning kaldes den sammensatte afbﬂdmng af F og G, og benzvnes Go F.-
Den er altsa defineret ved - -

(GoP)2)=G(F@), zeR”

GOF IR"——»IRq

Der gezlder nu, at ogsa den sammensatte afbildning G o F' er linezr. Dette godtggres
ved at vi indser, at G o F' respekterer linearkombinering;

(G o F)(az + By) = G(F(az + By))

G(aF(z) + BF(y))
aG(F(z)) + BG(Fy))

= oG o F)(z) + B(G o F)(y),

0

hvor lighedstegn nr. 2 skyldes at F' er linezer, lighedstegn nr. 3 skyldes at G er linezer,
mens det fgrste og det sidste lighedstegn kommer af definitionen pa G o F.

Eftersom alle linezere afbildninger har en matrixfremstilling i forhold til givne baser i
de involverede rum, geelder det samme for G o F'. Lad der derfor i R™ vaere valgt basen
Uy, Usg, - - > U, 0g i RY - som G o F’s billeder jo ligger i - basen w;, w,, ..., w,. Der findes
sa en matrix ¢ X n-matrix C, sa at

ce

er koordinaterne for (GoF')(z) i w-basen for R?, hvis { = (1,62, - .,&n) er koordinaterne
for z i u-basen for R". Obs! Det er vigtigt at huske, at { ikke er identisk med z og C{
ikke med (G o F')(z), hvis ikke de valgte baser i de to rum bestar af grundvektorerne.

Vi vil nu finde ud af hvordan matricen C' konkret ser ud. Det vil vi ggre ved at
efterforske hvordan G o F virker pa et z € R® ud fra viden om hvordan F og G virker.
Denne viden er lagret i matrixfremstillinger af henholdsvis ¥ og G, nar der i R™ og R?
er valgt de navnte baser, og 1 R? ogsa er valgt en basis, v,,vs,...,0

yUp -
Vi har altsd, at F(z)’s koordinater i v-basen for R? er givet ved
A¢,
hvor A er en p X n-matrix.
P4 tilsvarende made er koordinaterne for G(y) givet ved

Br,
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hvor 7 = (11, 72,...,7p) er y’s koordinater i v-basen for R?, og hvor B er en ¢ X p-matrix.

Men eftersom 1 = A¢, har vi at G(F(z)’s koordinater - dvs. (G o F')(z)’s koordinater
-er

C{ = Br = B(A{)

For at udregne eksplicit hvad dette indébaerer, tenker vi os at matricerne A og B er
mgbleret saledes: :
a1 412 ... Qin

a2y Q22 ... Q2q
A=

Gp1 Gp2 --. Qpn

og ‘ ‘

b]l b12 o blp

b21 b22 . b2p
B =

bqj qu B bqp

Sa far vi, idet € = (¢1,&3,...,&n), at T skrevet som sgjle er givet ved

1 a11&1 + a12s + - - + a1aén
T2 a91&y + axés + -+ a2
Tp %151 +apfz + -+ apnn.

Denne sgjle er nu foderet for G’s matrix, B, sa at

T a1és + a12€s + - + a1nén
B f.z _3 ax € + 02252'+ <o+ agnén
Tp aplEl + ap2£2 + M + apnén f

Nu indsattes B. Resultatet af operationen bliver en g x 1- sgjle. Udtrykt ved 7-sgjlen
far vi ved anvendelse af reglerne for multiplikation af en matrix med en (acceptabel)
sgjle '

binTy + biaTe 4+ - + b1pTp

boiTi + baama 4 - -+ bopTy

bg171 + bgaTa + - - 4 bgpTy
Nar vi indseetter hvad 7’erne er -jf. sgjlen ovenfor - opstar et langt og derfor uover-

skueligt, men principielt letforstdeligt udtryk, ét for hvert element i ¢ X 1-sgjlen. Dens
fgrste element er

bi1(a11€y + ar2la + - - + a1a€n) + br2(a2181 + a22éa + -+ - + a2nn)+
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BRI o blp(a'plé-l + ap2€2 +--- 4+ apn{n),
som vi ved at samle efter {’erne kan omordne til B
(b11an1 + bizazy + - + blpaéi)ﬁl + (br11@12 + b12ags + - - - + bipap)éa+
o+ (br1a1n + b12a2a + + -+ + b1papn )n.
Inden vi angiver de ¢vnge elementer i sgjlen, er det nok veerd at se ngjere pa, hvad
det egentlig er der star i udtrykket lige ovenfor. Parentesen foran £; bestdr af den
forste reekke i B- matricen (matrix)multipliceret med den forste sgjle i A- matricen.

Parentesen foran £, bestar tilsvarende af den fgrste reekke i B-matricen multipliceret
med den anden sgjle i A~matricen, og sa fremdeles.

Det andet element i ¢ X 1-sgjlen er skabt efter samme princip som det fgrste. Den
andet element er

ba1(a11&1 + a12é2 + - - + a1nén) + bo2(a21é1 + @222 + - - - + az2nén)+

s bop(ap €y + apaba + - + apnén),

som vi ved atter at samle efter £’erne kan omordne til
(b21a11 + bazaz1 + -+ + bopapy )€1 + (b21a12 + baoage + - - - + bzpape )2+

-4 (bzlaln + bzzazn + -4 b2papn)§n'

Her er parentesen foran §;, hvor 7 = 1,2,....n, lig med den anden raekke i B-matricen
multipliceret med den j’te sgjle i A-matricen.

Og sadan fortseetter det, indtil det sidste - det ¢’te - element i sgjlen, som er
bor(a11€1 + a12éa + - + a1n€n) + bg2(a21€1 + az28s + - -+ + aznén)+
ot bgp(apiy + apabs + - - + apnn),
som ved ordning efter {’erne bliver til
(bgrayy + bgzagy + - - - + bgpapt )1 + (bg1a12 + byzagz + -+ + bgpape o+

et (bqlaln + bq2a2n +---+ bqpapn)fn-

Hermed har vi udtrykt samtlige elementer i koordinatseettet for G(F(z)) ved hjzlp af
£’erne og elementerne i matricerne A og B. Lad os samle hele molevitten i én sgjle:

(bi1a11 + bizagy + -+ bipapr)li + ... 4 (b1161n + b12a2n + -+ + b1papn )n
(ba1a1y + bagany + -+ bapap1)i + ... 4 (b21G1n + b22aon + -+ - + bapapn)n
(bqlall + bq2a21 +- 4 bqpap1)€1 + .o + (bqlaln + bq2a2n +- 4 bqpapn)ﬁ'n
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Hvis vi anstrenger os lidt for at se igennem tagerne i denne formelophobning, opdager
vi at sgjlens fgrste element er resultatet af en raekke tal (b, a-parenteserne) multipliceret
med £-sgjlen. Det forholder sig lige sadan med de gvrige elementer i sgjlen. Det viser,
at vi har at ggre med en ¢ X p-matrix multipliceret med £-sgjlen:

(br1a11 + bi2ags + - + bipap) ... (b11@1n +bi2azn + - 4 bipapn) &
(b21a11 + bggazy + -+ + bopapr) ... (ba1@in + b2z + -+ + b2papn) (2
(bra11 + bgzazs + -+ +bgpap) ... (bg181n + bg2@zn + -+ + bgpapn)/ \&n

Det vi her har fundet er ¢ x p-matricen C for den sammensatte afbildning G o F.
Denne matrix er skabt ved mangvrer med elementerne i A og B. Imidlertid sa vi jo, at
koordinaterne for (G o F)(z) = G(F(z)) er givet ved C{ = B(A£). Den fundne matrix
- C benzvnes derfor matrixproduktet BA af matricerne B og A og noteres:

C = BA.

Laeg meerke til at F’s matrix A star til hgjre og G’s matrix B star til venstre i dette
matrixprodukt svarende til reckkefglgen af F og G1Go F.

Matrixpi'oduktets egenskaber

Allerfgrst ser vi pa, hvordan matrixproduktet BA er fremkommet af A og B. Ved
direkte beskuelse af matrixproduktet som det er skrevet op ovenfor, ser vi at C = BA
bestar af ¢ rackker og n sgjler. Dette skal sammenholdes med at B bestar af ¢ rackker
og p sgjler, mens A bestar af p reckker og n sgjler. En simpel made at huske dette pa
er:

gxn=(gxp)(pxn),

hvor altsa antallet - p - af sgjler i B lig antallet af reekker 1 A, “gar ud” af regnestykket.

I samme andedrag konstaterer vi, at vi kun kan multiplicere en matrix B med en
matrix A (fra hgjre), hvis antallet af sgjler i B er lig antallet af rackker i A. Det er da
uden videre klart, at vi ikke kan vente i almindelighed at have lov til at multiplicere
B med A fra venstre. Dette er simpelthen kun muligt, hvis antallet af sgjler i A er
lig antallet af rzekker i B, dvs. hvis B er en ¢ X n-matrix samtidig med at A er en
n X g-matrix. Allerede af den grund er matrixproduktet ikke kommutativt. Men selv
hvis béde BA og AB kan dannes, er de sjzldent ens. BA er jo en ¢ X n-matrix, mens
AB er en n X g-matrix.

Na, men hvad star der nu 1 C = BA? Jo, ved fortsat ransagning af udtrykket for C
ser vi, at elementet anbragt pa plads (1,1), dvs. i den fgrste reekke og den fgrste sgjle
er dannet ved at den fgrste reekke 1 B er (matrix)multipliceret med den fgrste sgjle i
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A. De gvrige elementer 1 den fgrste raekke af C er dannet ved at den fgrste rackke i
B er multipliceret med de gvrige sgjler i A, én ad gangen. I den anden rakke i C er
= forholdene tilsvarende, bortset fra at det nuer den anden rakke i B, der multipliceres
- med sgjlerne fra A for at danne elementerne-i den anden raekke i C.-Saledes fortsaetter
det. Den almene regel, som vi vil nedfalde som en definition er altsa, at

elementet pa den (7,j)’te plads-i produktmatricen'C = BA er skabt ved at
den i’te raekke i B (matrix)multipliceres med den j’te sgjle i A.

For en umiddelbar betragtning kunne det se ud som om, der i selve definitionen af
matrixmultiplikation allerede indgar et begreb om matrixmultiplikation. Sadan star det
jo udtrykkeligt i formuleringen, som derved ser cirkuleer ud. Det er den imidlertid ikke,
idet der i definitionen kun benyttes multiplikation mellem en razkke og en sgjle (fra
hgjre), som vi tidligere bar indfgrt.

Lad os inden vi kaster os over et par eksempler ggre endnu en observation:

* Den enkelte sgjle i C, lad os sige nr. j, bestar af reekkerne i B multipliceret med
sgjle nr. j fra A, med andre ord af matrix-sgjleproduktet B(j'te sgjle i A) (som tidligere
indfgrt). Derfor kan vi anskue matrixproduktet BA som en sammeunstilling af de sgjler

der fremkommer ved at multiplicere B med sdjlerne i A, én efter én.

Nu til et par eksempler.

Eksempel 3

Matrixproduktet C = BA af 2 X 4 og 4 x 3 matricerne fra Eksempel 1:

o
Il
N
[
|
[JCREN
|
Lo M
[\
N’
N
I
QNN =
N WO

W o -

er 2 X 3-matricen

C_((0+2—2+0) (0+1+40-6) (0+3—1+4))_( 0 -5 6)
“\(-2-6+6+0) (4—3+0+0) (0-9+340)) \-2 1 —6)°

sadan som vi ogsa fandt det, men pa en mindre gennemskuelig made, i Eksempel 1. I
dette tilfeelde er det ikke muligt at danne produktet AB, da antallet af sgjler i 4 ikke
er lig antallet af raekker i B.
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Eksempel 4

Her ser vi pa matricerne fra Eksempel 2:

1 1
B=(§ _‘11 _g), A= 0 -2].
: -1 3
Produktmatricen C = BA fas sa som 2 X 2-matricen

e- (31013 61510 -(2 ).

som vi ogsa fandt i Eksempel 2. I dette eksempel er det muligt at danne AB, som bliver
en 3 X 3-matrix:

(2+3) (=4+1) (0-2) 5 -3 -2
(0—-6) ((0-2) (O+4))={-6 -2 4].

(-2+9) (4+3) (0-96) 7 7T -6
Det fremgar, at BA og AB ikke ligner hinanden seerlig meget.

Et par observationer i tilknytning til matrixmultiplikation byder sig umiddelbart til.

+ Hvis en vilkarlig matrix A multipliceres fra hgjre eller venstre med en nulmatrix,
dvs. matrix bestaende af lutter 0’er - og med et “lovligt” antal reekker, respektive sgjler
- bliver resultatet en nulmatrix. Dette fglger dbenbart af, at alle de produktsummer der
danner elementerne i produktmatricen er 0.

* Vi har tidligere set, at hvis en 1 x n-matrix ganges (fra hgjre) med en n x 1-matrix,
bliver resultatet et tal.

* Hvis en n X 1-matrix A ganges (fra hgjre) med en 1 x n-matrix B bliver resultatet
en n X n-matrix. Pa den (¢, j)’te plads i produktmatricen star jo den ¢’te raekke i A (der
jo her blot bestar af elementet a;;) ganget med den j’te sgjle i B (der her blot bestar
af elementet b;;), med tallet a;1b;; som resultat.

En slags matricer er af stor betydning i matrixregningen.  Det er de sakaldte en-
hedsmatricer. Enhver enhedsmatrix er en kvadratisk matrix, dvs. en matrix med
lige mange rackker og sgjler. Den n’te enhedsmatrix har 1-taller i diagonalen, altsa pa

pladserne (4,7) med samme raekke- sgjlenummer, mens alle andre pladser er besat med
O’er:

100 ...0
010 ...0
E,=|001 ... 0[],
000 ... 1
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hvor der er n rzekker og sgjler.

Det szrlige ved enhedsmatricerne - eller, hvis det af sammenhzengen klart fremgar at
der kun er tale omén, sa enhedsmatricen - er, at de er neutrale ved multiplikation fra
bade hgjre og venstre. Det vil sige, at hvis A er en vilkarlig p X n-matrix er bade

. - E,A=A, og- AE,=A.. . ..

Den fgrste af disse pastande indses siledes: Vi skal bestemme det (,7)’te element i
E,A. Det ggres ved at multiplicere den i’te rackke i E, med den j’te sgjle i A, dvs.

alj
(12]‘

(00 ... 1.0 = a;,
Qpj

idet 1-tallet i den i’te reekke i E, star pa den ¢’te plads. Da dette er situationen pa alle
pladser (i,7), stemmer E,A overens med A. Pa tilsvarende made finder vi det (z,7)’te
element 1 AE,;:
(2)
0

(ain a2 ... Gin) 1 = aij,

\o/
hvor 1-tallet i den j’te sgjle af E, star pa den j’te plads. Det konkluderes altsa igen, at
AE, stemmer overens med A.

For lidt siden blev det demonstreret at matrixmultiplikation ikke er kommutativ. Det
er til gengzeld det eneste der er “galt” med matrixmultiplikation. Ellers opfgrer den sig
peent. Der gzlder nemlig

SETNING. Matrixmultiplikationen opfylder egenskaberne (for de matricer, hvor pro-
dukterne er defineret):

A(BC) = (AB)C associativitet
A(B+C)=AB+ AC og (F + G)H = FH + GH distributivitet
A(AB) = (AA)B = AAB.

Her skal vi huske fra indledningsafsnittet, at addition af matricer af samme dimension
sker pladsvis. Pastanden i sstningen godtggres uden vanskeligheder ved udregning efter
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definitionen. Hvad associativiteten angar, er der dog tale om en besvaerlig udregning,,
som passende kan udfgres som en gvelse. For 1 gvrigt at belyse hvad der er pa feerde,
vil vi bevise den fgrste distributive lov.

Lad til den ende A vare en p X n-matrix, mens bade B og C er n x m-matricer (det
vigtige er n’et). For at udregne det (z,7)’te element i A(B + C) skal den ¢’te reekke i A
multipliceres med den j’te s¢Jle iB+C:

byj +cij
ba; + coj
(@1 aia ... @in .
bnj +cnj ) . .
=a;(bij + c1j) +aiz(bzj +c25)+ ... + Gin(bnj + Caj)
= aabij + aicyj +aizdsj +aizcaj+ ...+ Ginbnj + incn;

= (@i1bij + aizb2j + ... + ainbnj) + (airc15 + aizcz; +... + @inCnj)s

der netop er summen af det (¢, 7)’te led i AB og det (i,7)'te led 1 AC, dvs i alt det
(z,7)'teled i AB + AC.

Bijektive afbildninger og invertible matricer

Vi skal nu se lidt nzermere pa matricerne for bijektive linezere afbildninger. I et tidligere
afsnit konstaterede vi ved hjzlp af dimensionssetningen, at hvis F' : R® — R? er

~b13ekt1v ma n = p. Dvs. en leektIV linezer afbildning er en afbildning af et talrum R”
pa sig selv:

F:R"—>R".

I en hvilken som helst matrixfremstilling for en bijektiv linezer afbildning, ma matrlcen
derfor veere kvadratisk.

Nu har vi ogsa tidligere indset, at en injektiv lineser afbildning F' har en omvendt
afbildning

F-1:R" - R".
Denne afbildning er defineret ved at hvis y € R™ er F~'(y) = det éntydigt bestemte
z € R", som opfylder, at F(z) = y. Nu er ogsda F~! linezer. Selv om det naeppe er
seerligt overraskende, har vi faktisk ikke godtgjort det. Det ordner vi lige i farten:

Vi skal indse: hvis y, og y, ligger i R", og a1 og a; er vilkarlige skalarer, er

F‘l(algl +azy,) = alF—l(El) + O‘21:1—1(-312)
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Ved at benytte F' pa begge sider, ser vi at denne identitet er ensbetydende med iden-
titeten

PPy, +apy) = F@ P (g) + 2Py
Her er venstresiden (da Fo F~! = den identiske afbildning) lig med

e : S ‘aly_:rfl:,a,zy_y : S

mens hgjresiden i kraft af Fs linearitet er lig
a1 F(F7(y,)) + a2 F(F7(y,)) = a1y, + azy,.

Da altsd venstresiden og hgjresiden efter brug af F tydeligvis er identiske, er de oprin-
delige venstre- og hgjresider identiske. Derfor er F~! lineeer.

Eksempel 5
Hvis F: R3 — R? er defineret ved

y = F(z) = Az,

2 0 1
A=|-1 1 0],
03 2

er F bijektiv, da A er kvadratisk og dens sgjler linesert uafthangige (kontrollér selv det).
S& bestemmes F~'(z), lig det £ = (z1,2,23) for hvilket y = Az, som den entydigt
bestemte lgsning til ligningssystemet

2 01 Ty Y1
-1 10 To = Y2 .
0 3 2 I3 Y3

Ved udfgrelse af de seedvanlige gymnastiske gvelser finder vi, at

g ] 2 3 -1 Y1
‘x| = 2 4 -1 y2 }.
I3 _3 -6 2 Y3

2 3 -1
Fly=1| 2 4 1]y
-3 —6 2
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Vi slutter eksemplet med at multiplicere matricen for F og matricen F'~! bade fra hgjre

og venstre:
2 3 -1 2 01
2 4 -1 -11 0]=
-3 -6 2 0 3 2
2 01 2 3 -1 0
-1 10 2 4 -1} = 0].
0 3 2 -3 -6 2 0 0 1

At dette resultat ikke er nogen tilfzeldighed vil blive abenbart nedenfor. *

Vi vil nu studere situationen i almindelighed.

Fgrst minder vi om, at hvis F' : R™ — R" er injektiv, sa er den ogsa bijektiv. Thi da
dimF(R™) = n — dimN(F) = n (fordi F er injektiv) er F surjektiv.

Hvis derfor F : R® — R" er injektiv eksisterer ogsd F~! : R® — R™. Den er i fglge
det foregaende linezr, hvorfor den har en matrixfremstilling i forhold til en given basis
for R®. Har F i denne basis matricen A kan vi kalde matricen for F~! for B. Hvad kan
der nu siges om B?

Jo, matricen for F~! o F er efter det foregiende afsnit lig BA. P4 den anden side er
F~1o0 F = I, hvor I, er den identiske afbildning af R™ ind i sig selv, der lader alle

vektorer ubergrt;

In(g:_) =Z.

Den identiske afbildning har abenbart i enhver basis enhedsmatricen E, som matrix.
Nar derfor F~'o F =1, er s BA=E,.

Nu gelder der imidlertid ogsd, at F o F~! = F,. Eftersom matricen for F o F~1 er
AB, har vi s at AB = E,,.

Summa summarum har vi om matricen B for F~1, at
AB=BA=E,.
Det vil sige, at B er en slags reciprok til A. Derfor, og inspireret af at B er matricen

for F~1, betegnes B med
B=4"1,

og kaldes den inverse matrix - somme tider ogsa den omvendte - for A.
Da F og F~! er hinandens omvendte, ma vi have
A= B—l = (A_l)_l.
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Vi har altsé indset fglgende:

Hvis A~ér-en (n x n)-matrix for en injektiv (dermed her en bijektiv) afbildning
F : R*=-R", findes en invers matrix A™! til A. Vi siger, at A er invertibel. Den
inverse matrix A~! er matrix for F~!, den omvendte afbildning til F'.

- “Ernuomvendt A en n X n-matrix for hvilken der ‘ﬁ'rrd’és"‘e_en n X n-matrix B, sa at
AB=BA=E,,

er A matriﬁc for en lineeer afbildning F : R® — R" defineret ved F(z) = Az. Denne
afbildning er da injektiv. For hvis F(z) = F(z'), er Az = Agz', hvoraf:

z=FE,z = (BA)_.'I_I = B(A.'l:) =

B(Az') = (BA)z' = Ep,z’ =2/,
hvilket viéer, at £ = z'. F er altsa injektiv (dvs. bijekfifz). Sa findes A1, der jo ogsa

opfylder
AAT' = ATTA=E,.

Nu mi B = A~!, thi
B=BE,=B(AA™") = (BA)A™ ' = E,A"' = 4",

Konklusionen pa disse betragtninger er: Hvis der til n X n- matricen A findes en n X n-
matrix B, sa at

AB = BA = E,,
er A invertibel og A™! = B.

A er matrix for en injektiv (bijektiv) afbildning prezecis hvis alle sgjlerne i A er linezert
uathezengige (dimensionssztningen nok engang). Eftersom A er kvadratisk er dette ens-
betydende med at ogsa rakkerne er linezert uafhaengige.

Nu har vi sparet sammen til en saetning:

SETNING. For en n x n-matrix A er fplgende udsagn ensbetydende:

(1) A er invertibel, dvs. matrix for en injektiv afbildning F : R™ — R"

(2) Der findes netop én matrix B s at AB = BA = E,, (Denne matrix er B = A7},
matricen for F’s omvendte afbildning F~!)

(3) Sgjlerne i A er linezert uafhaengige

(4) Reekkerne i A er linezert uathezengige
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Eksempel 6

Matricen
-1 0 2 1
0 2 4 0
A=1 3 9 o -1
0 0 2 3

er invertibel, da dens sgjler er linezert uafhengige (godtggr selv det). Dens inverse er

5 -2 2 -1
- -9 I -3 2
A= 9 3 3 ]

2 2 2

-3 1 -1 1

Kontrollér selv denne pastand ved udregning.

+ Ovenfor sa vi, at (471)~! = A. En anden observation er, at
(AB)' =B'A™L
Der gaeider nemlig
(ABY(B™'A™) = A[B(B~'A7)]= A[(BB™)A™'] =

A(E,A™Y) = AA™' = E,

og
(B'A™')(AB) = [(B"'A™)A|B=[B~}(4A"14)|B =

(B'E.)B=B'B=E,,

altsa 1 alt :
(AB)Y(B™'A™Y) = (B—IA_I)(AB) = FE,.

Dette viser, at (B~1A™!) er AB’s inverse.

De kriterier for invertibilitet af en matrix som er indeholdt i sztningen ovenfor er
aldeles udmaerkede, men de er ikke szrligt operationelle, sadan at forsta at der ikke
uden videre er nogen automatisk metode til at afggre om de er opfyldt. I betragtning
af at invertibilitet er en sa vigtig egenskab ved matricer for bade teoretiske og praktiske
formal, er der behov for et mere operationelt kriterium. Derom handler naeste afsnit.
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Determinanter

- Et kriterium af den art vi efterspgrger har at ggre med begrebet determinant. Enhver
kvadratisk matrix far (om lidt, hav venligst talmodighed) knyttet et reelt tal, matricens
determinant, til sig. Dette tal er en karakteristisk stgrrelse for matricen pa samme made
som vaegten af en person er en karakteristtisk stgrrelse for personen. Determinanten
- forteeller en del vigtige ting om “sin”-matrix, bl.a. om den-er invertibel eller-ej:- Lidt
senere skal vi ogsa bruge den til andre formal.

Teorien for determinanter er omfattende og indviklet. Det er derfor kun muligt at
behandle dem ngdtgrftigt her.

Fgrst tager vi et meget lille skridt: Vi definerer determinanten af en 1 x 1-matrix (a).
Determinanten skal simpelthen veere tallet i matricen selv:

det(a) = a.

Derneest indfgrer vi determinanter for 2 X 2-matricer. Hvis A er en 2 X 2-matrix:
a a
A= 11 412 :
agz1 422

detA = aii1d292 — A21Q12.

seettes

Udtrykket ser maske bekendt ud for nogen af jer, enten fra en tidligere beskaeftigelse
med 2 x 2-matricer, eller fra lgsningen af to ligninger med to ubekendte.

Nu tager vi en elevatortur. Vi teenker os, at vi allerede har tillagt alle (n—1) x(n—1)-
matricer en determinant (én hver, altsd). Sa vil vi definere determinanten af en vilkarlig

n X n-matrix. Lad os betragte en sadan: -
a1 a2 ... Qin
A= a1 Q2 ... d2q
Gni1 Qn2 ... Qpn

Nu tager vi fat 1 den fgrste sgjle i A. Forestiller vi os dannet en matrix af A ved at slette
den fgrste reekke og den fgrste sgjle i A har vi at ggre med en (n — 1) x (n — 1)- matrix.
Den betegnes A;; og kaldes komplementet til elementet a;; 1 A. Som (n —1) x (n—1)-
matrix har den, efter forudsztningen, en determinant.

Dernzest gar vi til det neeste plads (2,1) i den fgrste sgjle. Igen sletter vi den
péageeldende raekke - her den anden - og sgjlen fra A. Herved opstar en ny (n—1)x(n—1)-
matrix, A;, komplementet til az;. Ogsa Az har en determinant.
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Saledes fortsattes ned i gennem fgrste sgjle for A. Derved har vi hgstet n stks.
(n—1) x (n—1)-matricer, Ay1, A21,..., An1, der alle har determinanter. Nu er vi klar til
at definere determinanten for A, men inden vil jeg give en advarsel: Prgv ikke at forsta,
hvorfor i alverden definitionen ser sadan ud. Det er ikke muligt pa det grundlag vi kan
skabe 1 dette kursus. Tag den i stedet til efterretning, og leer at omgas den gennem
eksempler. Sa skal definitionen ikke udsettes leengere:

detA = (—1)'*1ay detAs; + (-=1)*Tay detda; + ... + (—1)"* anidetAn.

Det er vist pakraevet straks at prgve definitionen af pa konkrete eksempler. Allerfgrst
er der grund til at undersgge om den passer for 2 X 2-matricer, dvs. om denne made
at danne determinanten af en 2 X 2-matrix pa, ud fra determinanten af 1 x 1-matricer,
stemmer overens med den tidligere definition. Til den ende betragtes igen

A= (an a12> )
az1 az2
Vi skal opsgge den fgrste sgjle og dens komplementer. Komplementet til a;; fas ved
‘at slette den fgrste raekke og den fgrste sgjle i A. Derved opstdr A;; = (ap2), hvis
determinant er az;. Komplementet til az; er Ay; = (a12), hvis determinant er a;s.
Dermed bliver efter den generelle definition '
detA = (—1)1+1a11detA11 + (—1)2+1021d6tA21 = 11029 — A2104173.

Minsandten! Det blev det rigtige.

Nar vi har defineret determinanten af en 2 X 2-matrix, kan vi definere determinanten

af enhver 3 x 3-matrix ved at benytte den generelle motor. Vi ser pa en vilkarlig 3 x 3-
matrix :

Igen gér vi til den fgrste sgjle i A og opsgger komplementerne. Komplementet til a;; er

2 X 2-matricen
Q22 A23
All = .
aszz d4ss

Pa tilsvarende made finder vi komplementerne til ay; og as;:

a2 a3 aiz 13
An = og Az = :
azz ass Gz2 Q423
Det er ingredienserne i detA:

detA ='(—1)1+1(111d6tA11 + (—1)2+1021 detAgl + (—1)3+1a31 detA31 =
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011(022a33 - 032023)7— 021(012033 - a32a13) + 031(012023 — 022(113)-
Ved at omordne efter fortegn m.m. bliver resultatet
detA = (a11a22a33 + 012023031 + G21032013) — (213022031 + @12021a33 + a23a32a11).
Denne opskrivningsraekkefglge er valgt fordi den ggr det muligt at visualisere beregnin-

gen. De positive led i determinanten er de tre “hgjreskrd” produkter af elementerne i
A, mens de negative er de tre “venstreskra”:

( w W 3
e,

- -

; ' ) }5{

Nu har vi defineret determinanten af alle 3 x 3-matricer. Sa kan vi ga videre til
4 x 4-matricer ... Nej, I skal nok blive skanet for det generelle. Et eksempel ma rakke.

Eksempel 7

Matricen fra Eksempel 6 sa sadan ud

ONN O
N O N
o

Dens determinant bestemmes ved

detA = (1)t (=1)detA1; + (—1)*T10det Ag; + (—1)*+13det A3y + (—1)*110det Ay,

= —detAy1 vt 3detAs;,
hvor
2 4 0 0 2 1
An = 2 0 -1 og A31 = 2 4 0
0 2 3 0 2 3

Heraf finder vi
detAy; = (2-0-34+4-(=1)-040-2-2)—(0-0-0-+4-2-3+2-(—1)-2) = —(24—4) = —20
og

detAs; =(0-4-3+2-0-0+1-2:2)—(1-4-0+2-2-3+0-2-0)=4—12=—8,
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som ved indszttelse giver
detA =20+3-(-8)=—4.%

Pa denne made kan man altsa rekursivt, som det hedder, tilleegge enhver kvadratisk
matrix en determinant ved at bygge pa determinanter for matricerne ét nummer mindre.

Den ovenstiende definition af determinanter tog udgangspunkt i den fgrste sgjle, et
for sa vidt vilkarligt valg. Imidlertid geelder det - men det ma vi afsta fra at bevise - at
vi lige sa godt kunne have benyttet en hvilken som helst af de andre sgjler, resultatet
var blevet det samme. Generelt betegner vi med A;; den (n — 1) X (n — 1)-matrix der
fremkommer af A, hvis vi sletter den i’te rackke og den j’te sgjle - den kaldes naturligt
nok komplementet til elementet a;;. Sa far vi ved at tage udgangspunkt i den k’te
sgjle, hvor k er ethvert af tallene 1,2,...,n, at

detA = (Fl)l+ka1kdetA1k + (—1)2+ka2kdetA2k + ... + (—1)"+kankdetAnk.
Man siger at determinanten er beregnet ved udvikling efter den k’te sgjle.

Men vi kunne ogsa have benyttet os af en vilkarlig reekke. Der gaelder nemlig ogsa
for den k’te rakke, at ‘

detA = (—1)* apdetAr + (=1)" 2agodetdra + ... + (=1 "ap,detAgy.

Man siger, at determinanten er beregnet ved udvikling efter den k’te rackke.

Nar det geelder beregning af determinanten for en konkret matrix, er det bekvemt
at have den frihed i valget af beregningsudgangspunkt som fremgar af de to sidste

resultater. Regnerierne vil blive lettest hvis man velger en rackke/sgjle med mange
Q’er.

En veesentlig motivation for at vi overhovedet interesserer os (moderat) for determi-

nanter, var deres evne til at karakterisere de invertible matricer. Den kommer til udtryk
i

SETNING. En kvadratisk matrix A er invertibel hvis og kun hvis dens determinant er
forskellig fra 0: detA # 0,

som vi ikke giver noget bevis for.
Afsnittet afsluttes med et par nyttige egenskaber ved determinanter.

* Hvis én af rekkerne eller én af sgjlerne i A bestar af lutter 0’er, er detA = 0. Det
fglger umiddelbart ved udvikling efter den pagaldende raekke/sgjle.
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* Hvis A og B er n x n-matricer gelder det(AB) = detA - detB. Dette bevises ikke.

* Med AT betegnes den transpbnerede for matricen A, dvs. den matrix der fremgar-
af A ved at opskrive dens sgjler som rakker: Elementet b, j pa. plads (4,7) 1 AT er givet
ved aj;. Hvis A er kvadratisk er ogsa AT kvadratisk:

a1 a2z ... 0GR\ o farr azi ... Qn1\ T
a1 aGz2 ... Q2n a2 az2 ... 0an2

A= og AT =
Qn1 Qn2 ... GQpn Qin OG2n ... QGnn

Der gzlder nu, at detAT = detA, som vi dog ikke vil bevise.

* Hvis A er en gvre trekantsmatrix, dvs. A har lutter 0’er under diagonalen:

aj; ai2 ... Qin
: 0 aze ... Q2n

A= ,
0 0 ... ann

kan determinanten beregnes pa en meget simpel made, idet den simpelthen bestar af
produktet af diagonalelementerne:

detA = a114a22 ...4pnp-

Dette fglger faktisk let af definitionen. Udvikler vi nemlig efter fgrste sgjle, er der
kun ét led, nemlig a;;detAy;, alle de andre bliver 0. Imidlertid er ogsa A;; en gvre
trekantsmatrix. Udvikler vi den efter dens fgrste sgjle, far vi dens determinant til at
vaere agp multipliceret med determinanten af den matrix der fremgar af A ved at slette
dens to fgrste sgjler og to fgrste rackker. Det er pa ny en gvre trekantsmatrix, hvor der
i gverste venstre hjgrne star azz. Pa denne made gnaver vi os ned igennem A4, indtil vi
har konsumeret den sidste bid, determinanten til (any), altsa tallet app.

*x Hvis A er en nedre trekantsmatrix, dvs. en matrix med lutter 0’er over diago-
nalen, er dens determinant igen lig produktet af diagonalelementerne. Det kan indses
enten ved at rasonnement helt magen til det foregaende, eller ved at leegge maeerke til

at AT er en gvre trekantsmatrix, netop nar A er en nedre trekantsmatrix, og udnytte
at detAT = detA.

* Enhedsmatricen er bade en gvre og en nedre trekantsmmatrix. Dens determinant
er derfor lig produktet af diagonalelementerne, altsa 1: detE, = 1.
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BASISSKIFT

Flere gange i det foregaende har vi strejfet det forhold at en linezer afbildning har forskel-
lige matrixfremstillinger i forskellige baser. I dette afsnit vil vi foretage en systematisk
undersggelse af spgrgsmalet. Vores interesse for sagen skyldes, at der i forbindelse med
en linezr afbildning ofte er “naturlige” baser som er forskellige fra baserne bestaende
af grundvektorerne. For at fa en fornemmelse af hvad der er pa feerde laegger vi ud med
et eksempel, fgr vi gar til den generelle situation.

Eksempel 1

I R? forestiller vi os givet basen b, = (1,2), b, = (=1,1), og i R® basen ¢, =
(2 0,-1), ¢ = (1,1,1), ¢ = (0,~2,2) (check selv at der virkelig er tale om baser
i de to rum). En linezr afbildning F : IR2 — R? er givet ved dens bllleder af den valgte
basis i R2:

_ F(b) =3¢ +2¢;5, F(by) = —¢; + 2¢; — 3¢5
Det betyder at F’s matrixfremstilling i disse baser er

3 -1 |
=10 2]¢,
2 -3/

hvor £ er z’s koordinater i b-basen for R2, mens T er billedvektorens, F(z)’s, koordmater
i c-basen i R®. Sa vidt sa godt.

Nu skiftes baser i bdde R? og R3. Vi forestiller os at vi gr over til den nye basis
by = (2,0), b, = (=3,2), i R?, mens vi skifter til basen ¢} = (1,2,0), ¢, = (3,0,1),
¢ =(0,0,-2) i R3.

For at undersgge hvordan basisskiftet foregar i hvert af de to rum ser vi forst pa R2.
Med z betegnes en vilkérlig vektor i R?. I den oprindelige basis har den koordinaterne

(€1,82):
z = &b, + &by,

mens den i den nye basis har koordinaterne ¢] og &:
z = &b + &b

Hvordan heenger nu {-erne og ¢'-erne sammen? Ja, det kan vi besvare ved at udnytte,
at de nye basisvektorer jo kan fremstilles i den gamle basis:

2 4 8
by ~ 3by, o8 Q;——§b+ 2b2-

o= 2
=1 3—1 3—-
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. (Koefficienterne heri findes ved at lgse ligningerne
Q,l = a1b; + Bid, T

og '
.’2’2 = agb; + fB2b,

i dl og agi.) Ved at indsette det i fremstillingen af z i b'-basen far vi

2 4 1 8 2 1 4 8
b - g’bz) + fé(—gbl + géz) = (gﬂ - §E§)Q1 + (“gfi + 55'2)92-

(s

L

— Dette er faktisk en fremstilling af z i1 b-basen. Sammenholdes den med den oprindelige

fremstilling af z i denne basis, ma der gelde - da der kun findes én sadan fremstilling -
at

2 1 4 8
£1 = 55; - 555; & = —gﬁi + ‘3‘55,

BRERIGRIE
& -3 3/\& &)°
hvor S blot er en kort betegnelse for matricen. Bogstavet S star for “skift“. Denne

matrix, der er invertibel (dens determinant er 4 # 0) angiver hvordan overgangen til en
ny basis forplanter sig til et skift 1 koordinater for en given vektor:

& ) ( & )
=S .
( &2 3
I matrixligningen udtrykkes de gamle koordinater ved hjzlp af de nye. Da S er invertibel
kan de nye koordinater lige sa godt udtrykkes ved hjelp af de gamle:

& ) -1 (61 )
=S5 .
( &2 &2
Derefter gar vi frem pa helt analog made i R*. Vi ser pé y, en vilkarlig vektor i R?, med

koordinaterne (7y,72,73) i den gamle basis, ¢-basen, og med koordinaterne (7], 75,73) i
den nye basis, ¢'-basen:

eller pa matrixform

I[N} 1t 1 1
Y =716 + Taly + T3C3, OF Y = Ty + oo + T3C3.
Eftersom

1 2 4 2
g'1=091+192—§g3, g’2=1g1+192+593, g’3=591—

592 - 5Q3a
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(prov selv efter!), er

2 4 2

1 1
y=1(0¢ + 1?2 - 5_3) +73(le +1c + 593) + 75(591 - '5‘92 - 54) =
2 4 1 1 4
(071 +1m + 73)er + (11 + 173 =~ £73)ep + (—571 + 572 — £73)es

Ved at sammenholde dette med y’s oprindelige fremstilling i c-basen finder vi

2
n 0 1 B\ (A r;
| = 1 1 -% | =T | 73
1 1 4 ! !
73 2 3 "5/ \Ts 73

Igen var resultatet af anstrengelserne en overszttelse af basisskiftet i R® til en angivelse
af, at de gamle koordinater er lig T' gange de nye koordinater, altsd en sammenheng af
samme art som i R%. Atter er koordinatskiftsmatricen, her T, invertibel (ses f.eks. af at
dens determinant er % # 0). De nye koordinater er udtrykt ved de gamle: 7/ = T-17.

Ved hjeelp af koordinatskiftsmatricerne i de to rum kan vi nu angive F’s matrixfrem-
stilling i de nye baser. Vi havde jo i de oprindelige baser

3 -1
=10 2} ¢
2 -3/

Heri skal vi blot indszette

hvilket giver

(3 -1
Tr'=|0 2] s¢.
2 -3

Multipliceres denne identitet pa begge sider fra venstre med T, fremkommer F’s
matrixfremstilling i de nye baser:

3 -1

=70 2)s¢,
2 -3
der ved indsettelse af T~ og S giver
' —é % _% 5 -l 2 -3 '
Tr = g 5§ g 0 2 (_g g) _{_ =
s —16 8/ \2 -3 s

o)
-



_20 65
37 167 !
7 —4 |&F

. _5 55 _ N -
12

24

I virkeligheden er det mere besveerligt at gennemfgre betragtninger som dem i eksem-
plet-med konkrete-tal (I skal ikke-tro at jeg-har'nydt udregningerne !), fordi de bzerende-
idéer camoufleres af taljongleringen. Her skal I se, hvordan man griber sagen an i den
generelle situation.

Lad os ga ud fra et der i R" er givet en basis b;, b,,...,b,. Den kalder vi den “gamle”

basis. Enhver vektor £ i R™ har sa en entydigt bestemt koordinatfremstilling i denne
basis: '

£=€1b1 +£2b2+---+€nbn

Derefter forestiller vi os indfgrt en “ny” basisi R™, b;,b5,...,b,. I forhold til denne har
z koordinatfremstillingen :

z=§b) + &0 + ...+ &b

De nye basisvektorer er alle linearkombinationer af de gamle:

é’l = s11by + 8210y + ...+ 5p1 by,
é'z = 51291 =+ 322.b_2 +...+ SnZ.IZm

b,n = Slnél + 32nb2 +...+ snnbn-

De indseettes nu i z’s b’'-fremstilling:

z =&1(s11b; + 82105 + ... + 5n10,,)
+&€5(5120; + S22by + ... + Sn2b,)

+£,(S1nby + S2nds + ... + Snaby),

som ved omordning efter b-erne bliver til
(s11€y + 51263 + ... + s1060)by
+(s21€ + s2263 + ... + 52n80,)by

+(3n1€; + 3n2€; + ... + snné.:-;)én-
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Sammenholdes dette med z’s oprindelige fremstilling i b-basen slutter vi at

& $116] + 51285 + ...+ 51, s11 S12 ... Sin &
[P $21&1 + s2285 + ... + s2a€}, S21 S22 ... S2p &
£n Snlﬁi + 3n2€é +...+ snnﬁig Sni Sn2 .- San é':,

Hermed har vi opnaet at forbinde de gamle og nye koordinater 1 R™ ved hjelp af
koordinatskiftsmatricen S:

§=5¢.
Matricen S er matrix for en linezr afbildning af R™ ind i sig selv. Sadan som S er
dannet, bestar den j’te sgjle i S af koordinaterne til den j’te nye basisvektor, b}, i den
gamle basis. Det betyder, at .S er matricen for den linezre afbildning af R™ ind i sig
selv - forsynet med den oprindelige basis - der afbilder den gamle basis pa den nye.

Matricen S er invertibel. Thi hvis Sg’ = 0, er £ = 0 koordinaterne i b-basen for 0.
Seettet §_' er sa koordinaterne for 0 i den nye basis. Men da nulvektoren har de samme

koordinater i alle baser, er é’ = 0. Dette viser, at S er matrix for en injektiv afbildning
af R™ ind i sig selv. Denne afbildning er sa bijektiv, hvorfor S er invertibel. Ethvert
basisskift er altsa en bijektiv lineaer afbildning af talrummet pa sig selv.

Enhver invertibel n x n-matrix S er matrix for et basisskift i R". Hvis nemlig
by, by, ..., b, er en given basis for R™, beskriver sgjlerne i S koordinaterne i denne

basis for n vektorer by, bs, ..., b,. Disse vektorer er linezrt uafhzengige - og dermed
en basis for R™. Thi er

0=a1b) +agby +... +asb),
=a1(s11b; + s2185 + ... + Sn1b,)
+aa (8128 + s22by + . 7. + Sn2by)

+an(51nbl + Sznbz +...+ Snnbn)a

der ved omordning efter b-erne giver .

(s1101 + s1202 + ... + S100,)b)

+(so1a1 + s2202 + ... + S2n0n )b,

+(Sn1a1 + Sppaz2 + ...+ Snnan)bn'

Dette viser, at




og da sgjlerne 1 S er linezert uafhangige fordi S er forudsat invertibel, ma samtlige a’er
vaere 0. Dette viser, at berne er linezert uaftheengige.

*Ud fra recsonnementerne ovenfor kan vi altsa konkludere, at de n x n-matricer S der
beskriver et basisskift i R" er netop de invertible matricer.

-~ ~Nu kan vi undersgge hvad der sker med en linezr afbildnings matrixfremstilling, hvis
der skiftes baser i begge de rum den arbejder 1.

Vi forestiller os givet F' : R" — R?, hvor R" og R? er forsynet med givne baser. I
forhold til disse baser har F' en matrixfremstilling bestemt ved p X n-matricen A:

T = AL

Nu skiftes baser 1 bade R™ og R?. Overgangen til den nye basis 1 R™ er beskrevet ved
& = S¢, hvor som fgr é’ er koordinaterne i den nye basis. Pa tilsvarende made er
overgangen til den nye basis beskrevet ved 7 = T'r'. Matrixfremstillingen for F' i de nye
baser fremkommer sa ved i den oprindelige fremstilling at indssette 7 udtrykt ved 7', og

€ ved £
. T.7_J — A(S§,),

hvoraf den nye matrixfremstillingen skaffes ved multiplikation med T~! fra venstre:
T = T—IAS'§_'.
Dette viser at F’s matrix i de nye baser er A' = T™'AS.
I det specialtilfaelde som egentlig interesserer os mest her, er n = p, dvs. F afbilder R™
ind i sig selv, og det er ét og samme basiskift der foregar i “begge” rum. Det bevirker, at

T = S, s& at vii dette tilfelde far A’ = S™1AS. Desuden er bade A og A' kvadratiske
matricer.

* I denne situation har bade 4 og A’ determinanter, og der geelder

detA' = det(S™'AS) = detS™'detAdetS
= detS~'detS detA = det(S™" - S)detA = detE, detA
= detA. '

Vi ser altsa at enhver matrix for F' har samme determinant. Dette viser at determinan-
ten er knyttet til den linezere afbildning selv, ikke blot til den “tilfeeldige” matrixfrem-
stilling afbildningen matte veere ikleedt.
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Egenveaerdier og egenvektorer

I et tidligere afsnit omtaltes en serligt venligsindet slags linezere afbildninger af et
talrum ind i sig selv, de sakaldte proportionaliteter. De er givet ved F(z) = az for alle
z € R™. Som vi ved er ikke alle lineaere afbildninger af et talrum ind i sig selv af denne
type. Alligevel kan det godt veere at en afbildning der ikke er en proportionalitet i hele
rummet kan veere det i dele af rummet. Denne mulighed vil blive naermere undersggt ‘i
dette afsnit. Alle de afbildninger der optreeder er linezre afbildninger F' : R™ — R™.

Fgrst et par begreber. Vi siger at en egentlig vektor z, altsa en vektor # 0, er en
egenvektor for F, hvis der findes en skalar A, sa at

F(z) = Az.
Skalaren A kaldes den til z hgrende egenveaerdi.

Hvis z er en egenvektor er ethvert multiplum az ogsa en egenvektor med den samme
egenveerdi: F(az) = aF(z) = a(Az) = A(az). Det betyder altsa at F' virker som
en proportionalitet pa underrummet udspeendt af z. Det forhindrer ikke at F' kan
have andre egenvektorer svarende til samme egenvaerdi, som ikke er et multiplum af z.
Mzngden af alle egenvektorer hgrende til en given egenveerdi A

Ex = {z|F(z) = Az}

kaldes det til A hgrende egenrum. Berettigelsen af betegnelsen “rum” ligger i at ethvert
egenrum er et underrum 1 R®. Thi hvis z € E) og z' € E) gelder det samme for
oz +a'z!, idet '

F(az +d'z') = aF(z) + «'F(z') = a(Az) + ' (Az")
= AMaz + o'z').

Dimensionen af egenrummet hgrende til egenvaerdien A kaldes A’s geometriske mul-
tiplicitet.

Som det fremgér opererer vi kun med egentlige egenvektorer. Der er jo ikke noget
(nyt) interessant i at F(0) = AQ for alle A. Derimod kan 0 godt vere en egenveerdi,
nemlig hvis der findes en egentlig vektor z sa at F'(z) = Q. Dette er tydeligvis ensbety-
dende med at nulrummet for F bestar af mere end blot nulvektoren, hvilket pa sin side
er ensbetydende med at F ikke er injektiv.

SETNING. Egenvektorer fra forskellige egenrum, dvs. svarende til forskellige egen-
veerdier, er linezert uathzngige.

Bevis: Denne pastand kreever et lille bevis. Lad A;, Ag,..., Ax veere forskellige egen-
veerdier for F. Er sa z,,z,,...,2; egenvektorer svarende til hver af disse egenvektorer,
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er z’erne lineaert uathzngige. Ellers findes et storste antal j, 3 < k, linezert uafhangige
blandt dem. Vi kan antage nummereringen foretaget siida.n at de j forste, z,,z,,...
er hneeert ua.fh&ng1ge Sa vil z;,, tilhgre span{:z:l,xz, Szi)

aﬁj’

Ty = oy tazy+...+ ak:'Ej,

_ hvor ikke alle o’erne er 0, da egenvektorer er egentlige vektorer. S3 benyttes F' pa begge
sider:

Atz = F(z;4,) = Flaag, + 022y + ... + arz;)
= a1 F(z)) + aaF(z,) + ... + akF(ﬁj)
=a1hizy +azdezy +... + ajAz;
Hvis A j+17 = 0 har vi at ggre med en ikke-triviel fremstilling af 0 (ikke alle a;\; kan
veere 0, da A’erne er forskellige og ikke alle a er 0) som linearkombination af de linezrt

uatheengige z,,2,,...,z;. Dette er ikke muligt. Hvis pa den anden side ;41 # 0, ville
vi ved division opna

12z a2, 4. 4 ade

& =015 a2 a; EX )

J+l A]+1 =1 A]+1 =2 JAJ+1 ]

der giver en fremstilling af z;,, som linearkombination af z,,z,,...,z;. Denne frem-
stilling er forskelhg fra den fgrste. For A’erne er indbyrdes forskellige, sadan at brgkerne
ﬁ;, -);)‘_2; . 3‘—’—- alle er forskellige fra 1, samtidig med at ikke alle @ er 0. Vi har
altsa to forskelhge fremstillinger af vektoren z,,, i en basis for span{z,,z,,...,z;}.

Heller ikke det er muligt. Modstriderne kom af antagelsen om at ikke hele sasttet af de
betragtede egenvektorer var lineart uafhangige. Det ma de derfor vzere.

Hvordan afggr vi nu om en linezr afbildning F' : R® — R™ har nogen egenvektorer?
Hvis A er F’s matrix i grundbasen i R™, er F givet ved F(z) = Az. At F har en
egenvektor kommer sa ud pa at der findes et tal A sa at ligningssystemet Az = Az
har en ikke-triviel lgsning z. Dette er det samme som at det homogene ligningssystem
(A — AE)z = 0 har en ikke triviel-lgsning. Men det er videre ensbetydende med at
matricen A— AF ikke er invertibel, hvilket slutteligt er eekvivalent med at det(A—\E) =
0. Summa summarum: A er en egenverdi for A hvis og kun hvis

det(A — AE) =
Lad os lige se lidt neermere pa det(A — AE). Vi har
a;; — A ai2 as r Ain
a1 az — A Gag3 ces a2n
det(A— AE) =det | @ a2 G- ... g
anl an2 an3 cer Gun— A
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Benytter man definitionen pa en determinant af en n X n- matrix, kan man indse at
det(A — AE) er et n’te grads polynomium i A. Vi afstar for at bevise dette her (det kan
gores ved induktion). Dette polynomium kaldes det karakteristiske polynomium for
F, eller blot for A. Vi har altsa at F' har egenvektorer hvis og kun hvis det karakteristiske
polynomium for F har reelle rgdder. Og A er en egenveerdi for F' netop hvis A er
rod i det karakteristiske polynomium. Antallet af gange A er rod i1 det karakteristiske
polynomium kaldes \’s algebraiske multiplicitet. Eftersom et n’te grads polynomium
hgjst har n reelle rgdder, har F' hgjst n egenverdier. Dette stemmer ogsa overens med at
egenvektorerne hgrende til forskellige egenveerdier er linezrt uafhengige, sammenholdt
med at dimR"™ = n.

Hvis )\ er en egenverdi for F er de tilhgrende egenvektorer bestemt som l¢sningerné
til ligningssystemet
(A-AE)z=0.

Eksempel 1

Lad F : R? — R? vere givet ved

Fo=(3 1)

Sa er det karakteristiske polynomium

2% -2 2 e
det(__,3 1_X)=%2—AX1—Ay—6=A2f3A—&

Det har rgdderne A =4, og A = —1, sa at F har egenveerdierne 4 og —1.

For at finde de tilhgrende egenvektorer skal vi lgse ligningssystemerne

2-4 =2\ _ . o (241 -2 __,
-3 1-¢4)%7= % {3 141)E75

der har lgsningerne henholdsvis

(1) = +(3)

for reelle t og u. Det betyder at 1) er en basis for egenrummet E;, mens 2 er

-1 3

en basis for egenrummet F_;. I de to egenrum virker F' som en proportionalitet, 1 E,
med proportionalitetsfaktoren 4,1 E_; med proportionalitetsfaktoren -1. Egenvektorer
fra de to rum er, i fglge de generelle overvejelser ovenfor, lineaert uathengige. Veelger
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vi b = _i og by = (g) udggr de en ny basis for R?. Eftersom F(a;b] + agbh) =

a14b; + az(—1)b,, har F i denne-basis matricen -

(5 2)

Det fremgér altsa at ved at overgd til en “naturlig” basis for F, nemlig dens propor-
tionalitetsretninger, fdr F' en meget mere handterlig matrixfremstilling.

Eksempel 2

Afbildningen F : R? — R2, defineret ved

F(£)=(§ -i),

har det karakteristiske polynomilim (2—=2)(1=A)+3 =X\ —3X\+5, der har diskrimi-
nanten -11 og derfor ingen reelle rgdder. F' har derfor ingen reelle egenvzerdier og ingen
egenvektorer. Der er altsa ingen retninger hvor F' virker som en proportionalitet.

Dette var altsa et eksempel pa en linezer afbildning der ikke har nogen egenvektorer.

I modseetning hertil star proportionaliteterne, F(z) = Az, der har alle vektorer som

egenvektorer svarende til én og samme egenvzerdi, A. Det naste eksempel giver et nyt
indblik i hvad der kan ske.

Eksempel 3

Afbildningen F : R® — R3? givet ved

1 2 2
Flz)=Az=[2 1 2}z
2 21
har det karakteristiske polynomium
1—-2A 2 2
det| 2 1-X 2 | =-A+32+91+5

2 2 1-A
(udfer selv mellemregningerne). For at ggre det lettere at finde rgdderne ggr vi den ob-
servation, at enhver vektor af formen z = (z,z, z) er egenvektor til F, idet F(z,z,z) =

5(z, z,z). Den tilsvarende egenveerdi er altsd A = 5, som altsa er rod i det karakteristiske
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polynomium. Det betyder at faktoren (A —5) kan “seettes uden for” i det karakteristiske
polynomium ved hjelp af polynomiers division. Derved finder vi —A3 +3X2 4+ 9A+5 =
(A=5)(=A2=2X—1) = —(A=5)(A+1)?, sddan at F ogsa har egenveaerdien A = —1 med
algebraisk multiplicitet 2. Nu skal vi finde egenvektorerne svarende til de to egenveerdier
(vi har allerede fundet nogle til A = 5, men maske kunne der vere flere?). Vi skal lgse

ligningssystemerne
-4 2 2 2 2
2 —4 2)1z=0, og 2 2]1z=0.
2 2 -4 2 2

Ved lgsning af disse systemer viser det sig at egenrummet E5 = span{(1,1,1)}, mens
E_; = span{(-1,1,0);(~1,0,1)}. Det sidste viser, at den geometriske multiplicitet
af A = —1 er 2, lige som den algebraiske. Kalder vi b; = (1,1,1), b, = (—1,1,0) og
by = (—1,0,1) har vi gjensynlig at ggre med en basis af egenvektorer for R®. Har z i
denne basis koordinaterne (z}, zh,z}), altsd z = z{b] + zhHb, + z4b;, er

N NN

F(z) = F(z1b) + zhb;, + z3b3)
= ) F(by) + 23 F(b3) + x5 F(b3)
= z15b; + x5(—1)b; + z5(—1)b;,

hvilket viser at F i egenvektorbasen har matricen .

Overgangen z = Sz’ fra den oprindelige basis af grundvektorer til den nye basis af
egenvektorer sker ved hjelp af koordinatskiftsmatricen

‘ 1 -1 -1
S=11 1 0
1 0 1

Leeg maerke til at den forste sgjle i S er en egenvektor for egenveerdien A = 5, mens de
to naeste sgjler er linesert uafhangige egenvektorer for egenveerdien A = —1. Dette er
ikke nogen tilfeeldighed, jf. nedenfor. *

Ovelse Undersgg hvad der sker med A’ hvis i eksemplet S mgbleres af egenvek-
torerne i en anden rakkefglge, eller af andre egenvektorer for de samme egenveerdier.

I betragtningerne om egenverdier og egenvektorer er vi gaet ud fra en lineser afbild-

ning F' med en given matrix A i en given basis. Hvad nu hvis vi i1 stedet havde F
givet ved dens matrixfremstilling i en anden basis, sddan at matricen havde varet en
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anden, A’? Finder vi s3 andre egenverdier og egenvektorer? P& forhand ma svaret
naturligvis veere nej. Egenvaerdier og egenvektorer knytter sig til selve afbildningen og
ikke til den “tilfzeldige” basis den matte veere givet i. Men sa ma dette forhold afspejles
i-matrixregneriet. Det ggr det da ogsd. Hvis nemlig-T er et vilkarligt basisskift i R"
(ikke ngdvendigvis ét der har med egenvektorer at ggre) gaelder om det karakteristiske
polynomium for A”:

det(A' — AE) = det(T"' AT — A\E) = det(T'AT — XT™'T)
= det(T~AT — T"Y(AE)T) = det(T"*(A — AE)T)
= detT'det(A — M\E)detT = det(A — AE)detT'detT
= det(A — AE).

(Hvis der er et af flere af lighedstegnene du er i tvivl om, sa regn fra hgjre mod ven-
stre.) Resultatet viser at F' har det samme karakteristiske polynomium i enhver basis.

Egenvardierne bestemmes altsa lige sa vel af den ene matrixfremstilling for F' som den
anden.

Gennem eksemplerne ovenfor har vi set at det nu og da er muligt at skifte til en basis
af egenvektorer for en givet linezr afbildning F. Derved fik F' en seerligt simpel ma-
trixfremstilling, nemlig en diagonalmatrix, hvor diagonalen er mgbleret af egenveerdierne
for afbildningen. I andre tilfzelde havde den betragtede afbildning ingen egenvektorer og
egenveerdier, og ingen diagonalmatrixfremstilling bgd sig til. Vi vil nu afrunde afsnittet
med en kort omtale af dette spgrgsmal i almindelighed.

Vi siger, at en linezr afbildning F' : R® — R™ kan diagonaliseres, hvis der findes
en basis for R™ hvori F kan fremstilles ved en diagonalmatrix. Fgrst og fremmest kon-
staterer vi, at hvis F' kan diagonaliseres findes en basis for R™ bestaende af egenvektorer.
Lad nemlig F have matricen

A 0 0 ... 0
0 X 0 ... O
0 0 M 0 :
: : ... 0
0O 0 0 ... A,

i basen b}, b5,...,b,. S3 er billedet af b; - der jo har koordinaterne (1,0, ...,0) i denne
basis - lig A1b), dvs. en egenvektor hgrende til egenveerdien A;. P& tilsvarende made er
b, ..., b, egenvektorer for henholdsvis Ag, ... A,. Det ses altsd, at b'-erne simpelthen er
en basis af egenvektorer.

Hvis omvendt F' : R®™ — R"™ har et sat egenvektorer der udggr en basis for R™,
kan F diagonaliseres. Thi lad b},b,,...,b,, veere en basis for R™ af egenvektorer for
F, hgrende til egenveerdierne Ay, Ag,..., A,, hvor A-erne kan vere forskellige eller nogle
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af dem ens, som det nu falder. Har vektoren z i denne basis koordinatfremstillingen
z = 1 by + zhbl + ... + = b, geelder

F(z) = F(z1by + 230y + ... 4+ 23b,) = 21 F(8) + o, F(by) + ... + 2, F(by,)
© =z b) +zhdabs + ...+ Th LD,

Kaldes koordinaterne for F(:z:) for (y1,95,---,yy) fremgar det, at F’s matrixfremstilling
i b'-basen er

, A, 0 0 0 o
% 0 A 0 ... 0 i
Zol_lo o x ... 0 2|
. : : 0 .
) * * !
Yn 0 0 0 A Tn

n

hvilket netop er en diagonalfremstilling af F'..

Vi har dermed overbevist os om at F kan diagonaliseres hvis og kun hvis R™ har
en basis af egenvektorer for F. Dette er ensbetydende med at der findes n linezert
uafheengige egenvektorer for F.

Hvis F' kan diagoﬁaliseres, men ikke i den oprindelige basis har en  diagonalmatrix,
sker overgangen til den nye basis som szedvanlig ved :

z =Sz,

hvor sgjlerne i S er koordinaterne for de nye basisvektorer, altsd egenvektorerne, i den
gamle basis. Raekkefglgen af vektorerne i § bestemmer rekkefglgen af egenvaerd1er Y
den resulterende diagonalmatrix.

Det-vil fgre for vidt i denne fremstilling at give en udtgmmende diskussion af hvilke
linezere afbildninger, eller anderledes sagt: hvilke kvadratiske matricer, der kan diago-
~ naliseres. Et par resultater fglger dog af den foranstdende udvikling af teorien:

* Hvis F' opfylder at summen af de geometriske multipliciteter for dens forskellige
egenvardier (altsa summen af egenrummenes dimensioner) er lig n, kan F' diagonaliseres.
Da egenvektorer hgrende til forskellige egenverdier er linezert uafthaengige, findes nemlig
i denne situation n linezert uafhangige egenvektorer for F. I kraft af deres antal udggr
de en basis for R®, og F kan diagonaliseres.

Et vigtigt specialtilfzelde heraf har vi i
* Hvis F' har n forskellige egenvardier kan F diagonaliseres. Thi egenvektorerne
hgrende til de n forskellige egenveerdier er linezert uathengige og dermed en basis for

R", sadan at F kan diagonaliseres.
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* En symmetrisk matrix er en kvadratisk matrix der er lig sin transponerede, dvs.
elementet pa enhver plads (z,7) er lig elementet pa plads (j,:). Enhver symmetnsk
matrix kan dlagonallseres Beviset for dette udelades. e

Vi slutter dxskussmnen med et eksempel der viser eksistensen af afbildninger der nok
har egenvektorer men alhgevel ikke kan diagonaliseres.

Eksempel 4

Hvis F:R? — R? i grundbasen er givet ved en matrix af formen

a 1

0 a)’
er det klart at det karakteristiske polynomium er (a—\)?, der har A = a som dobbeltrod.
F har altsd kun den ene egenveerdi a. De tilhgrende egenvektorer - F’s eneste - er

Igsningerne til ligningssystemet
0 1)\ .

(1) , t€R. Det er altsd ikke muligt at skaffe en basis for R?

bestaende af egenvektorer for F.

der gjensynlig er z =t

Vi kan forsta F’s adfeerd geometrisk. Der geelder jo, at F(x1,z2) = (azy + z2,az2) =
a(z1,z2) + (z2,0). Det viser at F afbilder en vektor pa et multiplum af den plus
vektoren (z,,0), der gdelegger proportionalitetsbilledet. Kun for vektorer pa z,-aksen
bliver denne vektor 0. *

N
a0xy,xp2 Fixq,x2)
/ //
‘xy/g) /
(0,)(8) —_—~—\- /
//
\
4 N
(XB,O)

108



LINEZARE DIFFERENTIALLIGNINGER

Indledning

En stor del af kapitlerne om linear algebra har direkte eller indirekte beskaeftiget sig
med lineaere ligningssystemer. I et sadant system er de ubekendte et szt af reelle tal,
som skal tilfredsstille de linezere ligningsband systemet bestar af.

Vi skal nu behandle ligninger af en anden type, de sakaldte differentialligninger
som udggr et af de matematiske emner som har stgrst betydning for matematikkens
anvendelse i videnskabelige og praktiske forbindelser. I en enkelt differentialligning er

den ubekendte en funktion. En sadan er altid deﬁneret pa en delmangde af R, evt. pa
hele R.

Der findes mange slags ligninger med funktioner som ubekendte uden at de af den
grund er differentialligninger, f.eks. ligningen f2 —2f+1 = 0 (hvor f er den ubekendte
funktion). Vi har fgrst at ggre med en differentialligning, hvis der er tale om band
der forbinder en ubekendt funktion med en eller flere af dens afledede. Hvis der kun
indgar afledede af fgrste orden kaldes differentialligningen, lidet overraskende, for en
1. ordens differentialligning. Hvis den hgjeste orden af afledede der indgar er n,
kaldes differentialligningen for en n’te ordens differentialligning. Generelt er en
differentialligning af n’te orden et band af typen

Ft,f f's..., f(™M) =0,

hvor t er den uafhzengige variable i den sggte funktion f, og hvor som szedvanlig f', f",...
f" er de afledede af f til og med orden n. Bandet er opskrevet som en funktion F' af
hele molevitten. Et helt vildt, tilfeeldigt og uvigtigt eksempel:

2 f(t)f"(t) — sin———= f";i(-t; 1989 = 0.

Nogle gange ser man i stedet for f, f', ..., f™ betegnelser som z(t), ‘fl—f, ‘f:Tf, e if‘;—,f, eller

z(t),z'(t),...,2(™(t). Leeg i de sidste tilfzelde maerke til at z-et star for en funktion og
ikke for den uafhzengige variable, som altsa er t. Det sidste valg skyldes at mange, men
dog ikke alle, differentialligninger beskriver feenomener der udvikler sig i tiden, som sa
betragtes som den uafhaengige variable. I denne fremstilling vil vi fortrinsvis benytte
den notation hvor de ubekendte funktioner betegnes med z,y, z,z;, 22, osv., mens den

uatheengige variable som nzevnt betegnes med t.

Ved en Igsning til en differentialligning forstas ganske enkelt en funktion med tilhg-
rende definitionsmeengde, som passer ind i differentialligningen. Neermere bestemt skal
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de lgsningsfunktioner vi interesserer os for skal vaere defineret pa et abent interval i R.
Vi medregner bade intervaller af formen }a, 0o[, ] — 00, a| samt R selv. Nar intervallet skal
veere abent, er det fordi vi skal kunne differentiere funktionen (det relevante antal gange)
i ethvert punkt i definitionsmaengden, uden at teenke pa om der mon kun kan gas til
gransen fra hgjre eller fra venstre. (Egentlig kan vi tzenke pa en differentialligning som et
st af uendeligt mange ligninger med uendeligt mange ubekendte. Differentialligningen
skal jo veere opfyldt for alle ¢ i et vist interval, det giver én ligning for hvert punkt ¢ som
den ubekendte funktion skal opfylde, og den ubekendte funktion skal have uendeligt
mange vardier, én for hvert t).

Hidtil har vi kun omtalt en enkelt differentialligning. Men lige som vi i beskeeftigelsen
med szedvanlige ligninger, med tal som ubekendte, havde god grund til at studere lign-
ingssystemer hvor flere ubekendte bindes sammen i flere “samtidige” ligninger, har vi
brug for at studere differentialligningssystemer. Et differentialligningssystem bestar
af flere sammenhgrende differentialligninger i flere ubekendte funktioner. En lgsning er
s et szt af funktioner, hver defineret pa et abent interval, som til sammen passer ind
i ligningerne. Et eksempel: Differentialligningssystemet af 1. orden,

: z(t) + y(t)
2(t) = ax(t)(1 - =)
y(2) = by - 2V,

giver en generel model af dynamikken i to konkurrerende biologiske populationer, der
til tid t har stgrrelserne henholdsvis z(t) og y(¢). Tallene a, b, K, L er konstanter.*

Et andet eksempel pa et differentialligningssystem har vi i:

Cy(t) = —aCy(t) + BCs(t) + v
C;(t) = 6Cv(t) - nCs(t)'

Dette ligningssystem danner den sakaldte Lorenzen-model for fosforomseetningen i en
sg. Cy(t) angiver gennemsnitskoncentrationen af fosfor i sgvandet til tiden ¢, mens C,(t)
angiver gennemsnitskoncentrationen af fosfor i sediment. Stgrrelserne «, 8, v, § og n er
positive konstanter.

Modellens fprste ligning udtrykker den antagelse, at sendringen af fosforkoncentratio-
nen i sgpvandet er sammensat af tre deleendringer: (a) en vis brgkdel af sgvandets fosfor
afgives til sedimentet, (b) en vis brgkdel af sedimentets fosfor friggres til sgvandet; en-
delig, (c), tilfgres spvandet fra omgivelserne en konstant mzengde fosfor pr. tidsenhed.
Modellens anden ligning forestiller sig, at sendringen i sedimentkoncentrationen er sam-
mensat af (a) en positiv tilveekst, hidrgrende fra at en brgkdel af vandets fosfor overgar
til sedimentet pa genoplgselig form, og en anden brgkdel bindes permanent i sedimentet,
og (b) en negativ tilvaekst der skyldes at en vis brgkdel af sedimentets fosfor friggres
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til vandet. Jeg er blevet opmarksom pa modellen, fordi den er blevet behandlet i et
2. semesters projekt 1 mit basishus (02.1, 1990).%

Desveerre er det kun en forsvindende brgkdel af verdens differentialligninger man kan
lgse. Det er dog muligt ad teoretisk vej at sige noget principielt og alment om lgsnings-
forholdene for en stgrre klasse af differentialligninger, end dem man kan lgse eksplicit.
Den samlede differentialligningsteori er uhyre kompliceret, mangesidet og righoldig pa
detailstudier. Pa grund af emnets vigtighed ogsa for anvendelsesformal er teorien enorm.
I dette kursus kan vi kun bergre et lille, om end meget centralt, udsnit af emnet. Dette
udsnit falder inden for klassen af de sakaldte linesere differentialligningssystemer,
hvor vi skal behandle den grundleggende teori, der helt hviler pa de resultater vi har
opnaet i lineser algebra. Lorenzen-modellens differentialligningssystem er et eksempel
pa et linezert system. Na, men nu er det vist bedst at ga til handgribeligheder.

Elementaere grundtrin. Funktionsrum

Verdens simpleste differentialligning er z'(t) = 0. Den er et eksempel pa en linezr
differentialligning - et begreb vi endnu ikke kender betydningen af. Ligningen kaldes-
homogen, fordi hgjresiden er nulfunktionen. Dens lgsninger bestar af alle konstante
funktioner defineret pa hele den reelle akse: {z : R — R|z(t) = ¢, t € R, hvorc € R}.
En lidt mere kompliceret differentialligning har vi i z'(t) = a(t), hvor a er en given
reel funktion defineret pa et dbent interval 1. Lad. os for nemheds skyld antage at a er
kontinuert. Ogsa denne differentialligning vil blive kaldt linezr, og inhomogen hvis a
ikke er nulfunktionen. Ligningens lgsninger bestar af samtlige stamfunktioner til a (de

findes fordi a er kontinuert): {z : R — R|z(¢) = ftt a(u)du +¢, t € R, hvorc € R}.

Her er ft a(u) du den stamfunktion til a der i ¢o har veerdien 0. Et specialtilfaelde har

_vi, hvis a er en konstant funktion. I s4 fald bliver lgsningsmengden {z : R — R |z(¢) =
at+c,t €R, hvor,c € R}, idet vi har valgt ¢, = 0.

Inden vi gar over til at behandle nogle lidt mere udfordrende problemstillinger vil
vi ggre en observation der er vzsentlig for det fglgende. Observationen har allerede
betydning i forhold til de ovenstaende simple eksempler. '

Vi betragter meengden af samtlige reelle funktioner defineret pd et givet interval I i
R (I ma gerne veere R)

F(I)={f1f:1-R}

Sddanne funktioner kan adderes pa seedvanlig made, punktvis som vi siger: Summen

af to funktioner pa I, f og g, er defineret ved (f + ¢)(¢) = f(t) + g(¢), t € I. Nulfunk-
tionen, altsa den funktion der er konstant 0 pa I, er gjensynlig neutral ved addition.
Additionen er kommutativ og associativ, og enhver funktion f pa I har en modsat funk-
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tion nemlig —f. Dette viser at addition af funktioner pa et interval opfylder preecis de
samme betingelser som addition i talrummene R™.

Vi kan ogsa -multiplicere funktionerne pa I med skalarer, dvs. reelle tal; pa den
seedvanlige made: Hvis igen f er en funktion pa I defineres Af ved (Af)(t) = Af(2).
Skalaren 1 er abenbart neutral ved denne skalarmultiplikation. I gvrigt opfylder den de
samme-regneregler-som skalarmultiplikation i talrummene. Den virker-distributivt-over
for addition: (A + )f = Af + uf og A(f +9) = Af + Ag. O (\)(uf) = (An)f.

Alt i alt opfylder additionen og skalarmultiplikationen i F(I) de tidligere oplistede
regler 1.-8. gaeldende for talrummene. Derfor er F(I) et vektorrum. Elementerne (vek-
torerne) i F(I) er altsa funktioner. Vektorrum bestaende af funktioner kaldes funk-
tionsrum. Begreberne linearkombination, udspanding, linezr uafhzngighed
(samt naturligvis athzngighed), basis og dimension lader sig uden videre overfgre til
denne situation:

Hvis M er en meengde af funktioner pa et abent interval I (dvs. M er en delmzngde
af F(I)), forstar vi ved span(M) mengden af alle linearkombinationer som kan dannes
ved hjzlp af endeligt mange funktioner fra M:

spG.Tl(M)= {A1f1+/\2f2++)‘kfk|kEN7 flvf2)'-',fk EM, Ala)\27"',Ak ER}

Laeg meerke til at antallet, k, af elementer i disse linearkombinationer er vilkarligt. Et
element i span(M) er altsa en funktion g, givet ved ¢g(t) = A1 fi(t)+ A2 f2(t)+. . .+ Aefi(t)
for alle t € I. I overensstemmelse med vores tidligere sprogbrug omtaler vi span(M)
som underrummet udspaendt af M. Det ses at underrummene i F(I) netop er de
delmangder af F(I) som er stabile, dvs. lukkede, over for linearkombinering.

Et seet af funktioner f1, fa,..., fr fraF(I) pa I er linesert uafhangigt, netop hvisen
linearkombination af f’erne kun fremstille nulfunktionen pa I hvis linearkombinationen
er triviel. Preecist sagt: Hvis

/\1f1(t) 4 )\Qf-z(t) +...+ )\kfk(t) =0, for allet &€ I,

ma alle A’erne vaere 0.

Det er veesentligt at ggre sig klart, at bade nar det gelder linearkombinering, ud-
speending, linezer uatheengighed osv., angar lighedstegnene hele funktioner, altsa samt-
lige funktionsvaerdier pa det relevante interval I, og ikke kun veaerdierne i et enkelt eller
nogle fa punkter.

En (endelig) basis for et underrum U i F(I) er et endeligt st af funktioner, der
(1) udspeender U, og (2) er lineeert uatheengigt. Antallet af funktioner i en sadan basis
kaldes underrummets dimension. Underrummet alene bestaende af nulfunktionen har
ikke nogen basis. Det tillegges dimensionen 0.
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I talrummene fandt vi at alle underrum (inklusive talrummene selv) besidder (en-
delige) baser. Sadan er det langtfra i funktionsrummene. Der findes f.eks. ingen endelig
basis for F(I) selv. Ingen nok sa stor samling af endeligt mange funktioner fra F(I) er
righoldig nok til at frembringe enhver anden funktion fra F(I) som linearkombination
af funktioner fra samlingen. De underrum af F(I) som ikke har en endelig basis kaldes
uendeligdimensionale.

Der findes en masse vigtige underrum i F(I). Et vigtigt underrum udggres af de
differentiable funktioner pa I, benzevnt D(I). At disse funktioner virkelig udggr et un-
derrum i F(I) fglger simpelthen af, at en linearkombination af differentiable funktioner
igen er en differentiabel funktion. Et endnu vigtigere underrum udggres af den mengde
af funktioner pa I, der ud over at veere differentiable ogsa opfylder at deres afledede
funktion er kontinuert. Igen er det klart at denne delmengde er stabil over for linear-
kombinering. Funktioner af denne type kaldes kort kontinuert differentiable. De
betegnes med C(I). Der galder abenbart at C(I) er et underrum i D(I), der pa jo pa
sin side er et underrum i F(I). Heller ingen af disse underrum har endelige baser.

Ser vi nu pa lgsningsrummet {z : R — R|z(t) = ¢,t € R, hvorc € R} for den
homogene differentialligning z'(t) = 0 er det gjensynlig et underrum i C(R). Hvis vi
med 1 betegner funktionen det er konstant lig 1 pa R har vi simpelthen {z : R —
R|z(t) = ¢,t € R, hvorc € R} = span{l}. Da elementet 1 desuden danner et
linezert uafhaengigt seet (funktionen er jo ikke nulfunktionen), har vi fundet at 1 udggr -
en basis for underrummet. Dette er siledes 1-dimensionalt. Lgsningsrummet {z : R — -
R|z(t) = ftto a(u)du + ¢,t € R, hvorc € R} til den inhomogene differentialligning -
z'(t) = a(t) er det sideunderrum til span{l} i C(I) der “gar gennem” elementet zq, -
givet ved zo(t) = ftto a(u) du, hvor t € R.

De fgrste ikke-trivielle differentialligninger man stgder pa, generaliserer de oven-
neevnte. Ligningen z'(t) = az(t), hvor a er et vilkarligt reelt tal, har z'(t) = 0 som
specialtilfeelde (nar a = 0). Som bekendt har lgsningsmeengden til z'(t) = az(t) formen
{z:R->R|z(t) = ce*,t €R hvorce R}. '

(Hvis du ikke kan huske hvorfor, sa se her: Allerfgrst konstaterer vi at nulfunktionen
pa R er en lgsning. Dernzst sgger vi de eventuelle positive lgsninger z. For dem er
differentialligningen ensbetydende med ligningen fri(%l = a. Men da %t-? = (Inz(t))’
kommer dette ud pa at (Inz(t))’ = a. Dette er ensbetydende med at Inz(t) er en
stamfunktion til @, dvs. Inz(t) = at+b, t €R, hvor b er en vilkarlig reel konstant. Men
det viser, at z(t) = e®**? = ebe?? |t € R, og da € genneml¢ber de positive reelle tal
nar b genneml¢ber IR kan vi lige s& godt skrive c i stedet for eb. De positive lpsninger
har altsa formen ce®, ¢ € R4. De negative lgsninger er (zsjensynhg ce*t,c € R_. Bortset
fra disse - og fra null¢sningen - findes der ikke andre lgsninger pa R. Thi hvis z er en
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lgsning pa R, ma der om funktionen w, givet ved w(t) = e **z(t), t € R, geelde at

w'(t) = (e7%z(t)) = —ae™**z(t) + e~ *2'(t) = —ae**z(t) + e **az(t) = 0,
hvor det neestsidste lighedstegn skyldes at z er en lgsning til differentialligningen. Vores
udregning viser at funktionen w er en stamfunktion til 0. Der gelder derfor at e~**z(t) =
w(t) = ¢, hvor c er en vilkarlig reel konstant. Men sa har = den pastaede form. Faktisk
kunne vi, bagklogt, have ngjedes med de sidste betragtninger, der jo udpeger samtlige

lgsninger. Men idéen til at inddrage w fik vi forst efter at have fundet at zo, givet ved
z(t) = e®, t € R, er en nulpunktsfri lgsning til differentialligningen.)

_
—
\\\

<

Lgsningsrummet til differentialligningen z'(t) = az(t) er altsa
{z:R->R|ceR,z(t) = ce®, hvort € R} = span{zo},

hvoraf det fremgar at lgsningsrummet er et 1-dimensionalt underrum i F(R). Vi
kan ogsa skrive ligningen som z'(t) — az(t) = 0, hvilket begrunder at vi kalder den en
homogen differentialligning af 1. orden med konstante koefficienter.

Hvis der er givet et vilkarligt “tidspunkt” ¢y og en vilkarlig funktionsveerdi zo, findes
der netop én lgsning z til differentialligningen, som til tidspunktet ¢y har veerdien z,. Vi
skal nemlig blot vaelge parameteren c, s& at ce®® = z¢, dvs. ¢ = zge™*. Det problem at
efterspgrge, blandt lgsningerne til en differentialligning, den/de lgsninger som til et givet
tidspunkt to har en given veerdi zo kaldes et begyndelsesvardiproblem. Vi har just
indset, at for en homogen 1. ordens differentialligning har ethvert begyndelsesproblem
en entydigt bestemt lgsning.

En inhomogen differentialligning af 1. orden med konstante koefficienter
er en ligning af formen z'(t) —az(t) = b, hvor bade a og b er konstanter. For at ligningen
virkelig skal veere inhomogen, ma b # 0. Lad os minde om dens lgsninger. Qjensynlig
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er den konstante funktion t — -—%,t € R én lgsning pa R. Hvis  er en anden lgsning
til ligningen, defineret pa R, ser vi at = + % er en lgsning til den tilsvarende homogene
ligning, idet (z+ 2)'(t) = 2'(t) = az(t)+b = a(z(t) + 2) = a(z + 2)(¢). Dette indebzerer
i fglge det foregdende, at z(t) + & = ce®, t € R, eller med andre ord at

b
z(t) = ce®t — = t eR,

der er et sideunderrum til lgsningsrummet for den homogene, “gaende igennem” funk-
b

tionen ¢t — —_.

Ogsa her har ethvert begyndelsesvaerdiproblem netop én lgsning. Er nemlig ¢y og z,
givne, vil den lgsning der er givet ved at ¢ = e~ %% (¢ + b) lgse begyndelsesvaerdiprob-
lemet.

I behandlingen senere i dette kapitel har vi brug for at kunne lgse en inhomogen
1. ordens d1ﬂ"erentzalhgnmg som ikke har konstante koeflicienter, nemlig en ligning af

formen
2'(8) - ka(t) = g(2),

hvor k godt nok er en reel konstant men hvor ¢ er en kontinuert funktion givet pa et
interval I. For at lgse denne ligning benytter vi os af et lille trick. Enhver funktion
z pa et interval kan skrives som z(t) = y(t)e** for en passende funktion vy, idet vi
jo simpelthen kan swtte y(t) = z(t)e™*t, ¢+ € I. Vi undersgger nu betingelsen for at
z(t) (= y(t)e**) er en lgsning til den betragtede differentialligning pa I. Det kommer jo
pr. definition ud pa at

(y(t)eFY = ky(t)ek + g(t), dvs. y'(t)eF + ky(t)e* = ky(t)er* + g(t), t € I.

Dette er dbenbart det samme som at y'(t)e¥* = g(t),t € I, hvilket er ensbetydende

med at y'(t) = g(t)e™¥!, t € I. Men dette sidste er et rent stamfunktionsproblem, hvis"
lgsning er

y(t) = / g(t)e Mt + B, t € I, B ER.
. to
Her er ty et vilkarligt, men fast tal i I.

Vi har altsa at lgsningerne til den inhomogene differentialligning er givet ved
t
z(t) = eFy(t) = e / g(t)e ™ dt + B), te I, BeR.
to

Begyndelsesveerdiproblemet svarende til denne situation har en entydigt bestemt lgsning
for to € I og z¢ vilkarlig i R. Den fas ved at opsgge den blandt stamfunktionerne der
til “tid” tq er 0, og seette B = zgekto.
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Linexre differentialligningssystemer af 1.orden med konstante koefficienter

Vi vil fgrst se pa et overmade-simpelt hombgent system af linezere 1. ordens differen-
tialligninger med konstante koefficienter, nemlig

z3(t) = a1z1(2)
T z5(t) = azza(t) T - '

Tn(t) = anzn(t),

hvor ay,a,,...,a, er reelle konstanter. Som det fremgar har ligningerne i virkeligheden
ingen ting med hinanden at ggre, de er helt afkoblede. Hver ligning kan lgses for sig
efter de tidligere beskrevne retningslinjer. Saledes finder vi '

z1(t) = c1e™t) zo(t) = et .. z,(2) = cpe®,

hvor ¢;,¢a,...,c, er vilkarlige reelle konstanter, og hvor alle funktionerne er defineret
fort € R.

I det fplgende vil vi ggre rede for at lgsningen af en vigtig klasse af komplicerede og
steerkt forbundne linezre 1. ordens differentialligninger kan fgres tilbage et system af
den netop behandlede art, ved anvendelsen af, ja hvad mon, linezr algebra!. Fgrst vil
vi dog skrive det ovenstaende system pa matrixform:

21(4) 0 a 0 .. z2(1)
2. — 0 0 as .
Za(t) 0 0 0 .. a) ‘=(®

Dette fortjener et par kommentarer. Tidligere har vi kun arbejdet med raekker eller
sgjler hentet fra talrummene R™. Tilsvarende har vi kun opereret med produkter af
matricer og sgjler, hvor sgjlerne var dannet af tal. Der er selviglgelig intet som helst 1
vejen for som specialtilfzelde heraf at betragte sgjler som er talseet af funktionsvzerdier,
én sgjle for hvert ¢ i det relevante interval. Matrixoperationerne og reglerne for dem
virker selv sagt lige sa godt hvis tallene i sgjlerne tilfeeldigvis er funktionsveerdier. Hvis
vi for ethvert t betragter vektoren (z,(t),z2(t),. .., zn(t)), skrevet som raekke eller sgjle
som det nu passer os, har vi fastlagt en afbildning fra R ind i R®. Denne afbildning
betegnes (z1,x2,...,2s) og kaldes gerne en vektorfunktion. Undertiden vil vi bruge
den korte notation x for vektorfunktionen (1, z2,...,z,) (1 analogi med at vi tidligere
har indfgrt den korte betegnelse z for talrumsvektoren (z1,z2,...,%s), nar z-erne star
for tal). Det er endvidere nerliggende at benytte notationen x' for vektorfunktionen

116



af de afledede: (z},zh,...,2},). Pa denne made kan vi sammenfatte det ovenstiende
saledes

x' = Ax,

hvor A er den opskrevne diagonalmatrix. (Pas pa ikke at forveksle dette med basisskift,

bare fordi der star ’ i ligningen.) Lgsningsseettet kan opskrives som vektorfunktionen

bestemt ved

cre®t

2 eazt
x(t) = } , teR

cnea,-.t

hvor ¢;,¢2,...,c, er vilkarlige reelle tal.

Ogsa her kan vi formulere - og besvare - et til situationen hgrende begyndelses-
veaerdiproblem: Lad der vaere givet et ¢ € R og en vektor zy = (21,22,...,2,) 1 R™.
Bestem den/de eventuelle lgsningsvektorfunktioner x defineret pa R, som opfylder, at

X(to) = z,y. Det ses at ethvert sadant problem har netop én lgsning, nemlig den som er
fastlagt ved at ¢; = z,e7 %1%, ¢y = z9e7 2%, .. ¢, = Tpe 000,

Den generelle lgsning til det oprindelige problem kan skrives som

eaty 0 0
0 e®2? 0
x(t) = + ¢ 0 +...4cp ,0
' 0 : :
0 -0 eont
Det fremgar altsa, at enhver lgsningsvektorfunktion x til differentialligningen x' = Ax
er en linearkombination af lgsningsvektorfunktionerne x;,xs,...,X,, givet ved
et 0 0
0 eo?t 0
xit)={ 0 |,xo)=| O |,...og x.(t)=]| O
0 ) 0 eant

Dette lzegger op til et lille

Indskud: Ligesom vi i det foregdende afsnit har organiseret de reelle funktioner p3 et
givet interval I som et vektorrum ved (punktvis) addition og skalarmultiplikation, kan vi
organisere vektorfunktionerne - med n komponenter - pa I som et vektorrum ved punk-
‘tvis addition og skalarmultiplikation pa hver af de n pladser. Dette er aldeles analogt
til den made hvorpé vi organiserede szt af reelle tal, ved at addere og skalarmultiplicere
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tallene pladsvis. Benytter vi betegnelsen F,(I) for mengden af vektorfunktioner med
n komponenter pa intervallet I, er F,(I) altsa et vektorrum med den netop indfgrte
addition og skalarmultiplikation. - e

Begreber som ”linearkombination”, ”udspezending”, "linear (u)afheengighed”, "basis”
og ”dimension” m.m. overfgres uden videre til den nye situation. Vi bemzerkede tidligere

at~F(I); der-for resten-er lig Fy(I), ikke-har nogen-endelig basis. Derfor har Fz(T)

selviglgelig heller ikke nogen endelig basis.

I fortseettelse af betegnelserne for de forskellige rum af reelle funktioner pa et interval
I, betegner vi med D,(I) underrummet af F(I) bestaende af de vektorfunktioner, hvis
komponentfunktioner er differentiable pa I. (At der virkelig er tale om et underrum
skyldes at en linearkombination af sadanne vektorfunktioner har komponenter der er
en linearkombination af differentiable funktioner.) Ligeledes betegner vi med C,(I)
det underrum af D, (I) (og dermed af F,(I)) der udggres af de vektorfunktioner hvis
komponentfunktioner alle er kontinuert differentiable. Indskud slut.

Denlgsninger X1, X, ..., X, er linesert uafhangige. Thilad os betragte en fremstilling
af nulvektorfunktionen 0 som linearkombination af disse vektorfunktioner

0=ox1 +aXo + ...+ apXp

Dette er ensbetydende med at der for ethvert t € R geelder

ayt
0 e01 t?zt g alealt
0 ¢ ape???t
= | 0 J4a 0+ 4| O |=
0 ; ;

Eftersom de indgaende eksponentialfunktioner ikke ligefrem er konstant 0 (de antager
som bekendt overhovedet ikke veerdien 0, sa chancerne er sma), ma a-erne alle veere 0.
Men sa er x-erne linezrt uathangige. Samtidig fandt vi ovenfor at x-erne udspzender
mengden af lgsninger til differentialligningen. Dette viser at lgsningsmaengden er et un-
derrum (i C,(R), da alle komponentfunktionerne abenbart er kontinuert differentiable)
med X3,Xa2,...,X, som basis. Lgsningsrummet, som vi nu er berettiget til at kalde det,

har sdledes dimensionen n.

Nu er vi rede til at behandle et generelt homogent system af 1. ordens linezre
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differentialligninger med konstante koefficienter. Derved forstar vi et system af formen

z;(t) = auml(t) + a12.'L‘2(t) +...+ anlzn(t)
a:'z(t) = aglzl(t) + azzmz(t) 4+ ...+ anzzn(t)

T (t) = ap121(t) + anaz2(t) + . .. + anaza(l),

hvor alle a’erne er konstante, og hvor ¢ € R. Efter helt samme retningslinjer som fgr
kan vi skrive dette system pa matrixform

x' = Ax,

hvor A - der gerne kaldes koefficientmatricen - her star for matricen

ali ai2 e din
agq ag9 e Aoy
anl an2 P ann

Lidt senere skal vi se nogle eksempler pa at sadanne systemer kan opsta som modeller
for feenomener og problemstillinger uden for matematikken selv. Men inden da er det
bekvemt at have onduleret den matematiske behandling af systemet.

Idéen i behandlingen er at foretage - hvis det er muligt - et basisskift i R™ sa at
systemet ovenfor bringes pa diagonalform. Dermed menes at det oprindelige system
erstattes med ét pa diagonalform - som sa kan lgses som ovenfor - der har en brugbar
forbindelse til det oprindelige system. Vi gar til veerks sadan her:

Vi ved at matricen A kan diagonaliseres netop hvis der findes en basis for R™ bestaende
af egenvektorer for A, hvilket jo ikke altid er tilfeeldet. Diagonaliseringen udfgres ved
anvendelse af den matrix S, hvis sgjler er egenvektorerne for A udtrykt i den oprindelige
basis - og her valger vi som denne basis simpelthen grundvektorerne i R™. I fglge den
tidligere udviklede teori opnar vi at matricen D, givet ved

D=S8"148S,

er en diagonalmatrix, hvor der i diagonalen star egenverdierne for A i en rackkefglge
der svarer til egenvektorernes reekkefglge i S. Sa kan vi udtrykke det oprindelige differ-
entialligningssystem ved hjelp af D og S, idet

x' = Ax = (SDS™1)x,

hvoraf :
S-1x' = DS x.
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Fgr vi gar videre, mé vi sikre at der er mening i galskaben. Hvad er der egentlig
~ pa feerde med vektorfunktionen S7!x osv? Jo, hvis vi har givet en vektorfunktion x
—--defineret pa et interval I, og en kvadratisk matrix M, er Mx en vektorfunktion, bestemt

ved at
my1z1(t) + m12x2(t) +...+ mln-'Bn(t)

Mx(t) = m2171(t) +m22$2(t) + ...+ mopzp(t)

Mp1Z1(t) + Mp2z2(t) + ... + MpaZa(t)
for t € R. Her ser vi, idet differentiation foregar komponentvis, at
m1121(t) + mu2zh(t) + ... + muazi(t)
- ma12)(t) + maazy(t) + ...+ m2azy (1)
(Mx)'(t) = 1 = = Mx'(t).
M1 21 (1) + Ma2zh(2) + ... + Manzi (1)

Konklusionen er, at (Mx)' = Mx'. Benyttes dette med S™! i M’s rolle, har vi altsé
(S~1x) =S~ 1x".

Resultatet fra for S™!x' = DS~ !x kan altsd udtrykkes (S~1x)’ = DS™!x. Men
det viser, at vektorfunktionen S~!x er en lgsning til et differentialligningssystem pa
diagonalform: y' = Dy, hvis lgsninger vi allerede kender. Hvis diagonalelementerne

i D, dvs. egenveerdierne 1 A, er Ay, Ag,..., A, (som ikke ngdvendigvis er forskellige)
geelder
a ettt
Azt
o€
S_lx(t) = 3
apernt

hvor a-erne er vilkarlige reelle tal. Multiplikation med S fra venstre giver os Igsningerne
til det oprindelige ligningssystem:
Mt
iy et
x(t)=S . ,

a,ednt

hvor a-erne er vilkarlige reelle tal og t € R. Det ses at alle lgsningsvektorfunktioner har
kontinuerte afledede, dvs. x € C,(I).

i€

Ogsa i1 denne situation har begyndelsesvzerdiproblemet en entydigt bestemt lgsning.
Er nemlig tp € R og 0 € R" givet, kan vi bestemme a-er sa at
Arto
Aato

Qjée

a2¢€
Xo =X(tg)=S

a eAn to
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Ar1to
Aatg

idet
. { 1€
Qg€

apeinto

uden videre bestemmer a-erne pladsvis.
Dette vaesentlige resultat er forst og fremmest frembragt ved hjelp af metoderne
fra lineeer algebra. Men bagved det hele ligger det afggrende moment at differentiation

foregar linezert, dvs. den afledede af en linearkombination af funktioner er lig den samme
linearkombination af funktionernes afledede.

Lad det endnu engang vzere understreget, at forudsaetningen for at denne behandling

er mulig er at A kan diagonaliseres. Det fordrer dels at det karakteristiske polynomium - |

har "tilstreekkeligt mange” reelle rgdder - faktisk skal summen af deres geometriske
multipliciteter veere lig n - og dels at der findes en basis for R" af egenvektorer for A.
Imidlertid er det ogsa muligt at lgse visse klasser af 1. ordens linezere differentialligninger
med konstante koeflicienter, hvor koefficientmatricen ikke opfylder disse forudsztninger.
Vi ma afstd fra at give en systematisk behandling af disse tilfzelde her.

Vi foretager en omskrivning af lgsningsforskriften som givet ovenfor:

et 0\ 0.
. 0 erzt . 0
X(t) = S(al‘ : +az : +an, : )a teR
0 ' 0 et

der ved videre anvendelse af reglerne for matrixregning giver

et 0 0
0 er2t ) 0
x('t) =a;S . + a8 : + a,S . ,t €ER.
0 o 0 : eAnt

Dette viser, at enhver lgsning x til differentialligningen er en linearkombination af lgs-
ningerne (skrevet lidt uformelt): '

et 0 0
0 er2! 0
S : , S . ,...og S : ,
0 \ 0 , eAnt

som dermed udspzender lgsningsmangden. Disse lpsninger er ogsa linezrt uafheengige.
Thi antag, at nulvektorfunktionen 0 er fremstillet som linearkombination af dem, s& at
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for ethvert t € R

etty 0

, , 0
B 0 | ezt 0
0=a1S . T+ a3S . + an,S 7

0 0 ernt

"Ved at szette S uden for pa,réxrﬂ-:“e-s' Bg' atter samle de linearkombinerede sgjler til én, finder

vi at for ethvert reelt ¢ er At

Azt

1€
Q€
0=S

apetnt

Da S som koordinatsskiftsmatrix er invertibel kan vi multiplicere med S~ fra venstre
pa begge sider, hvorved

aget
ager?t

0=5""0= : ,t€R.

anernt o
Da dette som fgr kun er opfyldt hvis alle a-erne er 0, er de betragtede lgsninger linezert
uathengige. De udggr altsa en basis for Igsningsrummet. Ogsa i dette tilfeelde har vi
derfor indset at lgsningerne til det homogene differentialligningssystem x' = Ax er et
n-dimensionalt underrum i C,(R).

Vi er er nu i stand til at lgse en omfattende klasse af 1. ordens linesere homogene
differentialligninssystemer. Hvad kan vi stille op med de tilsvarende inhomogene sys-
temer af formen

x'= Ax + b,

hvor b er en ikke-triviel konstant, dvs. en vektor # 0 i R"*? Jo, forst og fremmest kan
vi konstatere, at to vektorer x og x¢ er lgsninger til dette inhomogene system, hvis og
kun hvis deres differens er en lgsning til det tilsvarende homogene system. Thi

A(x — x0)' = Ax' — Axy = (Ax + b) — (Axo + b) = Ax — Axy = A(x — Xp).

Betegner vi lgsningsrummet for det homogene system med Lj og for det inhomogene
med L;p, har vi altsd fundet: Hvis xo € L;; geelder, at x € L; hvis og kun hvis
X—Xg € L.

Det indebzerer at hvis vi blot kender én enkelt lgsning - en partikulaer lgsning - til
det inhomogene system, f.eks. Xg, fas samtlige andre lgsninger x ved til den partikuleere

lgsning at laegge lgsningsrummet for det tilsvarende homogene. Vi kan formulere dette
som en
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SETNING. Lgsningsmeengden L;), for det inhomogene differentialligningssystem x' =
AX + b er sideunderrummet til L, gennem en vilkarlig partikuler lgsning xq til det
inhomogene system:

Lin = L + %o

Safremt der findes en konstant vektor ¢ € R sa at A¢c = —b (det drejer sig altsa om
at lgse et ligningssystem), vil den konstante vektorfunktion x, givet ved x(t) = ¢ for
t € R, veere en partikular lgsning til det inhomogene system. Indsattes dette i det
inhomogene system far vi jo, at

x'(t)=(c))=0=-b+b=Ac+b=Ax+b.

Denne mulighed indtreeffer altid hvis A er invertibel. I sa fald kan vi ved at velge
¢ = —A~1} angive en konstant, partikuleer lgsning til det inhomogene system, nemlig
vektorfunktionen givet ved x(t) = —A~'} for alle t € R. Dette kan kombineres med
resultatet for lgsning af homogene systemer, hvor koefficientmatricen kan diagonaliseres.
Derved opstar resultatet:

SETNING. Hvis matricen A er diagonaliserbar, og der desﬁ_den findes en vektor ¢ sa at
Ac = —b (det er f.eks. tilfeeldet hvis A er invertibel), er alle lgsningerne til det linezere
1. ordens differentialligningssystem x' = Ax + b givet pa formen

apeMt

apett

apernt

hvor a-erne er vilkarlige reelle tal, og t € R.

Dette resultat dackker ogsa det homogene tilfzlde, idet vi for b = 0 genfinder det
tidligere opnaede. '

En konstant lgsning til et differentialligningssystem kaldes ofte en ligevagtslgsning.

Eksempel

Lad os betragte det homogene differentialligningssystem

zi (%) 1 2 2 z1(t)
) =12 1 2 z2(t)
zy(t) 2 21 z3(t)
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I et tidligere eksempel fandt vi egenveerdierne for koefficientmatricen til A = 5og A = —1
(dobbeltrod). Vifandt ogsa at den kan diagonaliseres ved anvendelse af koordinatsskifts-
“matricen s o s

1 =1 -1\

S=11 1 0
1 0 1

Efter de opnaede resultater har differentialligningssystemmet s& lgsningerne

5t 5t t t

z1(t) aje are’t — aze”t — aze”
z2(t) | =S | aze™t | = a €5t + aget ,
.'L'3(t) ) a;;e"t GICSt + Olge_t

hvor ¢ € R. (Kontrollér selv ved differentiation at resultatet passer).

Derneest kigger vi pa et tilknyttet inhomogent system

0 12 2\ [z:i(t) 5
@ =121 2)|z@®]+]5

Eftersom A er invertibel, med

A7l =

QI
o ajwan|n
AP

kan vi udnytte sztningen ovenfor. Vi finder samtlige lgsninger til det inhomogene
system.:

l‘l(t) ale“ )
$2(t) =S age“‘ - A_l ) )
.’L‘3(t) 0!36_t 5}
teR,ay,az,a3 € R. Ved indszettelse af S og A opnas
1€’ — age”t — age? 1
= et + age™? +11]},
a1 e’ + aze™? 1

hvor t € R og a3, a3, as er vilkarlige reelle tal.

Par af 1.ordens differentialligninger med anvendelser

Efter nu at have behandlet hovedsporet i den generelle teori for linezere differentiallign-
ingssystemer af fgrste orden, er det tid at betragte et par anvendelseseksempler. Ud
over at illustrere hvad apparatet kan bruges til, laegger eksemplerne op til formuleringen
og lgsningen af problemer som ikke endnu er blevet behandlet i hovedsporet.
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Eksempel 1

Lad os forestille os en population der er opdelt i1 to grupper, bgrn og voksne. Hvis
antallet af bgrn til tid ¢ er u(t) og antallet af voksne er v(t) tillader vi os - med en kraftig
idealisering - at betragte u og v som differentiable funktioner af tiden. Tilveeksten
(regnet med fortegn) pr. tidsenhed til voksenpopulationen forudsattes at bestd i en
positiv tilvaekst hidrgrende fra at nogle af bgrnene bliver voksne, og en negativ tilveekst
hidrgrende fra at nogle af de voksne dgr eller udvandrer. Ggr vi den antagelse at den
positive tilvaekst er proportional med den tilstedevzrende bgrnepopulation, mens den
negative tilvaekst er proportional med voksenbestanden, far vi differentialligningen

v'(t) = au(t) — bu(t),

hvor a og b er ikke-negative konstanter. Ggr vi tilsvarende den antagelse at den positive
tilvaekst i bgrnepopulationen hidrgrer fra at voksenpopulationen far et afkom propor-
tionalt med dens egen stgrrelse, og at den negative tilveekst skyldes at en vis brgkdel af
bgrnene bliver voksne, dgr eller udvandrer, far vi yderligere differentialligningen

u'(t) = cv(t) — du(t),

med ¢ og d som ikke-negative konstanter. Disse to diﬁ'eréntialligninger udggr et linesert ,
homogent system af to 1. ordens differentialligninger:

V') _(-b a v(t)
(wt0) = (¢ &) ()
Koeficientmatricen har det karakteristiske polynomium A? + (b + d)X + (bd — ac), hvis
diskriminant - med en lille smule udregning - er D = (b — d)? + 4ac. I alle "typiske”
tilfeelde er D positiv - skal den veaere 0 ma b = d samtidig med at a eller ¢ er lig 0, hvor
det sidste svarer til at ingen bgrn bliver voksne ellér ingen voksne far bgrn, hvilket giver
en lovlig ucharmerende population. I de typiske tilfzelde er der to forskellige egenveerdier
(den ene negativ og den anden positiv), og vi kan fare frem i overensstemmelse med den

ovenfor udviklede teori. Eftersom vi lidt senere skal betragte to-dimensionale systemer
generelt, skal vi afsta fra at ga videre for gjeblikket.

Eksempel 2

I den mekaniske fysik forestiller man sig et lod af massen M ophzengt i en vaegtlgs fjeder,
der enten er sammentrykket eller udtrukket. Slipper man fjederen vil loddet udfgre en
bevaegelse langs sin lodrette akse. Beveegelsen er underkastet Newton’s 2. lov: den
resulterende kraft er lig masse gange acceleration. Hvis z(t) beskriver loddets afstand
til et givet maleniveau til tid t, er dets acceleration (som er rettet lodret, opad eller
nedad) z'/(t), hvorfor den resulterende kraft er Mz"(¢). Denne er imidlertid lig med
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summen af tyngdekraften pa loddet, altsa Mg, hvor g er tyngdeaccelerationen, og den
sakaldte fjederkraft, idet vi i fgrste omgang ser bort fra alle former for friktion. I fglge
Hooke’s lov er fjederkraften proportional med loddets flytning fra udgangsstilliingen,
med en positiv proportionalitetsfaktor k. Vi har altsa -

Mz"(t) = Mg — ka(t),

eller m.a.o. L
''(t) =g - -A—lx(t)

Denne 2.ordens differentialligning er akvivalent med et system af to 1. ordens differen-
tialligninger. Saetter vi nemlig '

z,(t) = 2'(¢)

ma (idet 2" = z}) z og z; jo tilfredsstille systemet
z'(t) = 21(t)
k
(1) = g — ().

Hvis omvendt z 6g z; tilfredsstiller dette system, ma abenbart z"(t) = z{(t) = g —
%m(t), sadan at z tilfredsstiller den oprindelige ligning. Dette viser ackvivalensen

mellem 2.ordens ligningen og 1.ordens ligningssystemet. Denne zkvivalens er ikke en til-
feeldighed knyttet til netop dette eksempel, men af en almen natur. Enhver n'te-ordens
differentialligning er akvivalent med et system bestaende af n 1. ordens differential-
ligninger.

Dette system kan nu skrives pa matrixform

(50) = (-4 o) (56) ()

altsa et linezert, inhomogent system. Eftersom koeflicientmatricen gjensynlig er invert-
ibel (determinanten er jo 77 # 0) med den inverse

0 -4
1 0/’

har viifglge den opstillede teori en partikuleer lgsning til den inhomogene 1 den konstante

vektorfunktion
(0 RN (0 _ (5K
1 0 g/ \ 0 /)

Hvad nu med den homogene ligning? Ja, det karakteristiske polynomium er jo A% + kai
Det har jo desvzerre ingen reelle lgsninger, sa her kommer den hidtil udviklede teori til
kort. Lidt senere skal vi se, hvordan den sag gribes an.
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Inden da vil vi se pa den variation af den ovenfor beskrevne situation hvor der tages
hensyn til friktion. Ved sma hastigheder for loddet far man en god tilnsermelse til
virkeligheden ved at tilfgje en friktionskraft der er proportional med (og modsat rettet)
loddets hastighedsvektor. Derved far vi at ggre med differentialligningen

Mz"(t) = Mg — fz'(t) — kz(t),

dvs.

'(t)=¢g - %x'(t) - Xk/_f_z(t)’

hvor friktionskoefficienten f er en positiv konstant. Pa tilsvarende made som fgr om-

seettes denne 2.ordens differentialligning til et linezert 1. ordens system ved at vi szetter
!

=z :

(1) = 21(1) |
2() =9~ Lo (t) = 122(0)

(50) = (4 ) (0) ()

Ogsa dette system har en invertibel koefficientmatrix (determinanten er stadig lig —A’-‘I),

" nemlig ,
L M

2 E )

(1 %),

hvilket giver den samme partikuleere lgsning som for

)

Hvad den homogene ligning angar, har koefficientmatricen her det karakteristiske poly-
. 2
nomium A2 + ?\'t/f)‘ + %, hvis diskriminant er D = L;;—fM. Hvis D > 0 har systemet to

forskellige reelle egenveerdier A\; og A,, som begge er negative (\/( f2—4kM) < f, da
k > 0). I den situation duer den hidtil udviklede teori. Koordinatskiftsmatricen bliver

1 1
A oA )]
sa at lgsningen til systemet bliver

z\_(1 1 ajeMt + Mk-‘l
I - )\1 )\2 a2€A2t 0 )
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Heraf ses at = (som jo var den stgrrelse vi er interesseret i), z; er blot en hjalpestgrrelse,
bestemmes som

My
k

Da X-erne begge er negative ser vi, at udsvinget z gar mod konstanten ME-"- Man siger
at der foreligger eksponentiel deempning mod ligeveegt.

z(t) =areMt + age® + =L teR. T

Hvis D = 0 er A = — 547 reel dobbeltrod, og der er ikke en basis for R? af egenvektorer

for koefficientmatricen. Er endelig D < 0 er der ingen reelle rgdder. I de to sidste tilfzelde

“har vi (endnu) ingen redskaber til at lgse differentialligningssystemet. Men nu har vi
efterhanden opsparet et behov for at komme videre med teoriudviklingen.

Et generelt system af to lineaere 1. ordens differentialligninger er givet ved formen

i\ _[a b\ [z
: :v'2> - (c d .’172) ’
hvor a, b, ¢,d er vilkarlige reelle konstanter. Koeflicientmatricen for systemet betegnes
kort A. Det karakteristiske polynomium for dette system er (a — A)(d — A) — bc =
A% — (a+d))X + (ad — be), hvis diskriminant er D = (a+d)? — 4(ad — bc) = (a — d)? + 4be.
Lgsningsforholdene falder i tre forskellige klasser, afthaengigt af D’s humgr. Vi behandler
én ad gangen.

I. D > 0. I dette tilfeelde er der to forskellige reelle egenvaerdier, med tilhgrende
linesert uatheengige egenvektorer, hvorfor tilfzeldet falder ind under den allerede behan-
dlede generelle teori. (Lorenzen-modellens ligninger falder ind under dette tilfzlde.)

II. D = 0. At D =0 vil sige at (a — d)? + 4bc = 0, eller m.a.0. at bc = —1(a — d)%.

I denne situation er der en reel dobbeltrod A = %4. Egenvektorerne for A hgrende til
denne egenvaerdi findes som lgsningerne til ligningssystemet

(T ) 0)-(T 50 (0)-6)

a—d

dvs.

u+bv=0

a—d
2

cu — v=0.
Her optrzeder nu flere undertilfzlde.

Hvis ¢ = 0, er - 1 kraft af identiteten i begyndelsen af afsnittet - a = d. Er nu ogsad
b =0, er A faktisk en diagonalmatrix fra begyndelsen og vi er tilbage i grundtilfzeldet.
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Hfris b # 0, har ligningssystemet lgsningerne v = 0, ufri iR. Egenrummet er altsa
éndimensionalt, og vi kan ikke finde to linezert uafhaengige egenvektorer for A. Men vi
klarer os endda. Differentialligningssystemet har i denne situation skikkelsen

(4)-(G 2 E)

eller skrevet ud:
z1(t) = azq(t) + bza(2t)
z5(t) = aza(t).

Her kan vi forst lgse den sidste ligning, som jo alene omhandler z;. Vi far z,(t) =
a1e®, t € R, hvor ay er et vilkarligt reelt tal. Dette kan nu indseettes 1 den fgrste
differentialligning, som derved alene omhandler z;:

i (t) = az1(t) + bae®.

Men denne type differentialligninger har vi lgst i et tidligere afsnit. Lgsningen er
) . .
z1(t) = eat(/ bone®t e dt + az) = e**(a1 bt + a2), t € R.
to . ’

Lgsningen til differentialligningssystemet er altsa, nar ¢ = 0, b # 0, givet ved

z1(t) = e** (o bt + )
z9(t) = aye®,

.t_ElR,al,ag ER.

- Hvis ¢ # 0, finder vi igen at egenrummet for den enlige egenvaerdi A = %’—d er
éndimensionalt. Det er udspandt af vektoren

(%)

(check selv det ved at lgse det opstillede ligningssystem i u og v). Atter engang kan
vi ikke diagonalisere A. Men erfaringerne ovenfor viser at vi kan klare os med mindre.
Kan vi nemlig finde en koordinatskiftsmatrix S, sa at

as_ (%
2

kan vi komme igennem med den samme teknik som i det umiddelbart foregaende un-
dertilfzelde. Men en sadan matrix S findes faktisk. Regnearbejdet er ikke stgrre end at
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man kan prgve sig frem (men der findes nu en - i sin generelle form frygteligt indviklet
- teori for sagen). Vi finder

e ..fa=d 1 -
. —_— 2¢ c
5= ( 1 0) '

(Kontroller selv ved ﬁdregning at AS = SJ. Heraf fglger det ¢ﬂskede, idet S er invertibel
- fordi dens determinant er lig —1.)

Benytter vi nu den fundne matrix S til at skrive (an) =S5 (yl ), far vi at differ-

z2 Y2
(w’l ) ! (:1:1 >
zh Tg

er ensbetydende med det transformerede differentialligningssystem

S(M)zAS(w).
Y2 Y2
Men dette system kan skrives

o ETAA atd 1 y
ere(z)- (1 )0
(%) kw) 0 )\
Dette system har vi faktisk lgst 1 undertilfecldet ovenfor, blot med ﬂzi iasrolleogli
b’s. Vi opnar derfor

entialligningssystemet

yl(t) = eﬂ;'d'i(alt + 0(2)

yz(t) = aleﬁ;—dt,

t € R, a1, @y € R. Lgsningen til det oprindelige system fas sa ved at transformere

y-erne med S:
TiY o V) = aQ—_Cd : eg#t(alt + o)
T2 Y2 1 0 are 5 '

Ved udfgrelse af den sidste matrixmultiplikation slutter vi, at hvis ¢ # 0 er lgsningerne
til det betragtede system

()= (ei‘z‘—"‘(a1<%4t+%)+az“;d )

T2 e (art + as)

hvor ¢ € R og o4, oy er vilkarlige reelle konstanter.
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III. D < 0. I dette tilfeelde kan vi ikke ggre rede for Igsningsovervejelserne uden at
inddrage komplekse tal, og det er der ikke tid til i denne forbindelse. Vi ma sla os til
tals med resultatet. Man kan vise at lgsningerne til differentialligningssystemet i dette
tilfzelde har skikkelsen

(xl(t)> e* T Y (g cos Y52t + (a—d)a,-—-_‘$2b“’ sin¥5Dt)
22(t) ) T \ e"$*4(apcos 5Pt 4 Zeatioalen iy V=D |

hvor «;, ay er vilkarlige reelle konstanter. Ved at ommgblere dette udtryk kan man
fremstille resultatet som en linearkombination af to vektorfunktioner med koefficienterne
a1 og ay. Idet det ikke er vanskeligt at indse at de to vektorfunktioner er linesert
uatheengige, viser dette at lgsningsrummet ogsa i1 dette tilfeelde er todimensionalt.

'Vi har nu erhvervet tilstreekkelig baggrund for at behandle de situationer i Eksempel
2 som vi fgr matte lade ligge.
Eksempel 2, fortsat

Fgrst behandles tilfeeldet uden friktion. Dér fik vi det karakteﬁstiske polynomium

A2 + ﬁ, hvis diskriminant er D = —% < 0. Situationen falder derfor ind under det
netop behandlede tilfselde. For at finde lgsningerne til det homogene system,kan vi
indszette direkte i den opnaede formel, idet a=d=0,b=1, ¢ ='—ﬁ og —D = %4’5:

t) = 03\/.kt+ ! '\/kt
)= &1C M (6 5] \/jk—_S’ln M
: M
z1(t) = azcos/ %t — a1/ —]\—Z—sin‘/ —Jéf—t.

Lgsningerne til det inhomogene system er derfor

( x(t) ) _ 1€084/ ﬁt + a2_1ﬂ1=5in\/'ﬁli[_t N (M%) |
z1(t) agcos\/—f—l—t - a”/—ﬁlf[—sin\/ﬁt 0

hvor det i virkeligheden kun er udtrykket for = vi efterspgrger, idet z; jo simpelthen
er z’s afledede. Det fremgar at z som linearkombination af trigonometriske funktioner
udviser periodiske svingninger.

I den situation hvor der indgar friktion skylder vi at ggre rede for tilfaeldene D = 0
og D < 0.
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{7 . Det homogene

D = 0: Her erf=2\/kM,a=0,c=——A"7,d=—
system far efter den generelle analyse af dobbeltrodssitpationen l¢snmgerne

( 2() ) ~ ( VI (- Y) + oy ))
z1(t) e \/—’(alt—{-ag)
hvorefter det inhomogene system far lgsningerne

()= (T ) e

e \/—‘(alt +az)
Laeg meerke til at der geelder eVt 1 0 for t — oo sidan at z(t)

—>Mk‘lfort—+oo.

D < 0: I dette tilfeelde er v/—D = @, mensa=0,b=1,c= —%, d= ——]{7.

fait2Mas .0 \/4kM I2 £)

Lgsningen til det homogene system er sa

= M 2,
(.’I)(t) ) 3 ezM (CY]COS + \/4kM T
(E](t) e{x}t(a2cosv4kﬂl_f2t_ 2ka 1+ foz Sin V4kM fzt) ’
M VikM -2
og til det inhomogene
\/4kM—f2t+ _fa1+2Maz \{4kM f"’ ) "
VakM—f2 " T‘l)
IR

z(t) ez_—lét(alcos o
= fnis i +
(ml(t)> efﬁt(agcos 4’;1\]3[—f2t - f/’“:kl;J"; V‘”CM 2 t) (

Ogsa her er det egentlig kun = der interesserer os

m(t)=e%t(alcos\/mf—2 fal+2Ma2 mt) Mg
AN Ty

hvoraf man bl.a. ser at eksponentialfaktoren e~ ¢ for t — oo leverer en daempning af

de svingninger der hidrgrer fra sin— og cos—leddene
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