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1. INDLEDNING.

Dette projekt har som sit hovedsigte,at undersege det fornold der bestar
.mellem mavematikkens udvikling og udviklingen af de samfund ,hvori de im-
plicerede videnskabsfolk feerdes.Specielt ensker vi at belyse forholdet
--mellem et samfunds optimeringsproblemer,udviklingen af matematiske resul-.
tater til losning af disse problemer og de udviklede resultaters anven—

-delse i praksis. ) e— -

I arhunidrede har det veeret forbenoldt videnskabsfolk og filosoffer at. be-
skeeftige sig med begrebet optimering.Ferst i de sidste er begrebet blevet
almeht kendt ,og i de sidste &r nar man endda kunnet hgré begrebet opti-~
mering anvendt i det daglige sprog.Dette faktum skyldes utvivlisomt at
optimering benyttes i lengt storre udstrelming i dag,end men tidligere

har gjort.

Den stadigt stigende shvendelse af optimering kan ses som udtryk for
to ting.For det forste har den stigende kompleksitet i vores moderne sam—
fund medfert et eget behov for oprimering.For det andet,at den teknologiske
og matematiske udvikling har medfert,at det overhovedet er muligt at finde
optimale lgsninger pa mange af de komplicerede problemer som findes i sam-—
fundev. . )

Saledes gwlder det indenfor si forskellige omrader som nationalgkonomi,
stor-industri og trénSportsektoren,at plenlegningsproblemerne er blevet
sé& store,at det er nedvendigt,at finde optimale lesninger pa planlegningen.
Men ogs& indenfor plamlegning og styring af mindre foretagender,findes
onsker om optimale lgsninger,siledes at materialeforbruget bliver mindst
og/eller gevindsten meksimal.Tenk f.eks. pd styring af et landbrug,hvor
man gnsker at udnytte sine ressourcer (Jjord,maskiner,vand;gedning,ect.)
optimalt,og derved opn& det maksimale udb}ﬁ:te. ’

At begrebet optimering virkelig benyttes i stadig sterre udstrekning,
kan f.eks. ses af programmet for den 8. Internationale Konference for An-
vendt Matematik i Ingenigrvidenskaben,hvor tredive procent af foredragstit-'
lerne indeholder ordene optimal eller optiméring. Som et andet eksempel pa
optimerings centrale placering er at det nmvnes som et af tolv vesentlige
videnskabelige problemer i en rapport fra UNESCO (UNESCO,1972).

Hvad er begrebet optimering?

At optimere er, ifelge Gyldendals Fremmedordbog:

"gt bringe til optimum" (det under de givende betingelser, bedste ~resultat).

Om samme emne skriver Encyclopedia Britannica:
"Optimization consists in the study of tne extremal (greatest or
least) values of functionals on sevs of generelly very complex
.structure." (Great Soviet Encyclopedia,vol. 5,s. 78)

Vi folger her et lidt bredere optimalitetsbegreb:
"Optimization is & technique for improving or increasing the value
of somé numerical quantity that in practice may take tne form of
temperavure,air flow,speed,pay-off in a game,polivical appesal,
destructive power,information,monetary profit,and the like."
(Encyclopedia Britamnica,Macropedia,optimization)
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vekselv1rkn1ng med naturen.

~ Som det ses,kan optimering altsd opfattes som:

l.-den aktive proces ,nvor men bevidst seger at bringe til optlmum.
2.-den mere generelle snalyse af optimalitetsprincipper,som de fore-
¥kommer i naturen. : i '

Imidlertid er mange.métodér,som vi'vil'opfatte som herende til bevidst op-
timering,fremkommet ved en aﬁalyse af.nafﬁrﬁinomener.Det ken derfor vere
problematisk at foretage en skaip skelnen,og det er da ogsa kun for at kun-
ne omtale de to opfattelser af begrebet optimering,at vi foretager felgen- -
de inddeling: ) . : :

)

Aktlv optlmerlng- En aktiv proces der har til form&l at bestemme det nand-

llngsmanster, dér vil bringe en glven funktlon til dens, optlmum Menneskets
beslutnlnger, planlmgnlng og styring af processer, det wvil 51ge menneskets

Naturglven ogtlmerlng. hvor optlmum forstas .som et naturprlnclp,nvoraf manm
kan aflede egenskaber ved naturen..’&bler falder af trmer, bier bygger bi-

kuber og lysbslger gar den hurtlgste veg,‘det vil sige naturens "vekselvirk-
ning" med naturen. ' '

Det er imidlertid et gammelt filosofisk problem,om man i det hele taget kan
afgore,hvilken type optimering en given optimeringsproces tilhgrer.Se f.eks.
"Materialen zur analyse der berufsprax1s des matnematikers",hefte 15(Bege,
1975,s.137), ner lettere omskrevet. i

"En prognose med tilbagekobling;én anbefaling (Empfenlung),byéger
pa en aktiv optimering,dér sigef-"Jeg anbefale},at du ger det og -
det,for s& vil den optimale tilstand opsta." . ' :
En prognose uden tilbagekobling 51ger derimod:"Jeg formoder,at

du v11 gore det og det,for sd vil den optimale tllstand opsta".
Vi ner altsé her en naturgiven optimering.

1

Sammenh@ngeh mellem begge sider af optimeringsbegrebet er ikke belt klar,‘i
Men det er helt klart at naturens ekstremalprincipper altid gélder, mens
optimering af menneskelig aktivitet kun ‘er et afledet princip. En forkert

. forstaelse af dette forhold kan tjene som ant1v1denskabe11ge, rellglese
- opfattelser.

Det ses ogséd flere steder,at extremalitetsprincipper;som de ken -observe-

res i naturen,kan give anledning til overvejelser af mere religieos karak-
ter.Se f.eks. Klaus Bunar,"Philosopuisnes-Wdrterbuch" under Optimal(Bunr,

1972,s. 811) ‘ '

"Sowohl die organishen systeme als auch die systeme der Gesell-
schaft streben einem optimalen Zustand zu.Da das Aufsuchen von
optimalen IOsungen,Wegen usw. am augenfdlligsten mit der zweck-
setzenden gesellschaftlichen Tdtigkeit des Menschen verbunden ist
und aus dieser auch hinreichend erklért werden kann,wurde das
Streben organismisher Systeme nach struktureller und funktiona-
ler Optimalitdt in der Geschichte der Biologie und Philosophie '
vielfach idealistisch auf eine transzendente,das Ziel der Ent-
wicklung vorgebende Vernunft zuriickgefiithrt."



‘Udover de to hovedtyper af optimering kan systematiseres under en generel
matematisk teori,nar de imidlervid ogs& andre fwlles trek.Det er siledes
oplagt,at den aktive optimering krever et indglende kendskab til de proces;
ser ,man gnsker at optimere.Man kan med andre ord sige,at onsket om at op-
timere kun kan formuleres,ndr processerne der indgldr ,er forstéet og afmy-
stficeret,eller i en vis grad er blevet trivielle.P4 den anden side kan man
opi‘atte forstéelsen og fomulermgen af den naturgivne optimering som et led
i dens tmv:.alisermgsproces. o )

Optimering som emne for et projeict;,der er vidsmessigt begremset tvil fire
méneder,er for omfattende vil,at vi kan give emnet en bare rimelig dybt- .
giende behandling.Dette skyldes for det ferste,at et meget bredt spekvrum
af matematikken indgdr i emnet.For de. andet,at optimeringens nistorie ns-
sten er lige sd lang som menneskets,og som det tredie,at optimering indgir *
i en uendelig rekke af anvendelser.
. Af ovennzvnte grunde,har vi valgt,kun at arbe;jde med et begr&.-nset antal
optimeringsmetoder og vil ligeledes ngjes med at belyse et enkelt anvendel-
sesomrade '

Ovenstéende overvejelser ferer os frem til folgende problemstilling:

1. Hvorledes nar gamfundets udvikling og udviklingen
indenfor endre videnskaber end matematikken pA-Q
virket udviklingen af optimering metoder,specielt
hvad er det for tvyper problemer,der nar gjort det
det nedvendigt at udvikle optimeringsmetoderne?

2. Hvordan systematiseres matematisk optimering under
en generel teori,og har en sidan sysvematisering
nogen betydning for den videre udvikling?

3, Hvilke behov er der i daensk landbrug for anvendelse
. af optimering,og hvordan tilfredsstilles de?Herunder
en digkussion af forholdet mellem forskningens stade "
og den fektisk forekommende anvendelse.

I forbindelse med besvarelse af ovennzvnte tre problemer vil vi sege
at besvare nogle mere generelle spergsmdl som: Hvad er det begrebslige ind-
hold af "optimum" og "optimering".

Vores tre problemstillinger giver anledning til tre undersggelser:en
historisk,en strukturel og en undersegelse af landbrugets forhold.

Den nisvoriske undersggelse:

I den historiske undersegelse nar vi forseggt atv klargere fornoldet mellem
et givet samfundssystem med dets problemer og dets vidensksb.Her specielt
selvfolgelig udviklingen af forskellige optimeringsmetoder:men ogsi udvik-
lingen i forstéelsen af optimering.

Vi vil ligeledes se pAd ,hvorndr forskellige problemer er blevet erkendt
som optimeringsproblemer,og i nvilken samfundsmessig semmenheng de er ble-
vet dels formuleret,dels lesv.
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‘mer:

" Landbrugsundersegelsen :

Den strukturelle undersggelse:

. I denne undersegelse vender vi problemet om,séledes at vi ser pa.optime-

ringsproblemernes internt matematiske semmennzng,uden at skele- til deres
nistoriske udvikling.Dette forer til en generel formulering af optimerings-—
problemet ,sdledes at det bliver muligt at redegere for fofskelle og ligneder
mellem enkelte optimeringsproblemer.Dénne fremstilling biiifgéi vi til en 7
diskussion om betydningen af de strukturerende bestrebelser for matema-—
tikkens udvikling ,specielt med henblik pa& generalisering og pmcis_erings—l
bestrebelserne ,har nogen betydning for anvendelser af matematik,eller om

de kun har akademisk betydning. '

Vi par i denne forbindelse specielt set p& falgende optimeringsproble—~

1. Ekstremum. for funktioner af een-reei'variabel
2. Ekstremum for funktioner af flere reelle variable
'%3. Ekstremum for fu.nktloner af flere reelle varisble med blbet:_ngelser

" 4, Lineesr programmern_:g

5. Ikke-linear programmering.Herunder konv'eks programmering.
6. Klagsisk variationsreénmg‘ ' ' ’
7. Lagrangeproblemet

8. Lagrangeprobleniet -med non-holonome. bibeti.ngelser

9. Optimal control ) -

'.Fbr at se konkretv pa vékselvirlmingen mellem den matematiske forskning inden~

for optimering,og anvendelsen af samme,har vi valgt at se p& de optimerings—
metoder der benyttes i landbruget. ’
Valget af detve omrade skyldes en rekke faktorer:

1. At udviklingen indenfor dansk landbrug de sgenere ér er giet mod sterre
enneder,nhvor planlegning og.styring derfor er blevet mulj.g.‘

2. At mformatloner om pla.nlaegnlngsmetoder og deres anvendelse v111e
veere lettere tllsangellge end f.eks i :Lndustrlen.

3.At planlzgningen for detv enkelte brug,vil vere mere "moralsk",idet
. det er landmenden selv,som arbejder,der i sidste ende skal tvage stil-
ling til,om planlegningstilbuddetv skal benyttes eller ej.

4. For at‘kunne konstatere,om en "optimal" plenlegning,ensidigt for-
soger at meksimere det gkonomiske overskud,eller ogsd tager nensyn
til andre faktorer,f.eks. milje og ekologiske nensyn.

Vi har som led i denne landbrugsundersegelse,og som led i afviklingen af
vores %o-timers praktik bl.a. besagt flere landmend,for at ‘kunne konstate-
re,nvorledes de oplever anvendelsen af forskellige opvimeringsmetoder i de-
res nverdag. ' ‘



Sammeﬁfatning: N o _

For atv undersege vekselvirkningen mellem matematikkens indre dynamik og
samfundets behov for mavematiske resulvater,tager vi vort udgangspunkt i
udviklingen af opvimeringsmetoder under forskellige samfundsfornold,for . -
at summere denne udviklingop til en moderne generel formulering,der sam-

tidig er et udtryk for matemetikkens strukturelle egenskeber. For igen atv
belysevveic.selvirlmingen mellem produktion og matematik ser vi p& en
nutidig envendelse af matematik i landbruget,og problenieme med at
" overfgre generelle problemer til konkrete anvendelser.

Derved er vi sd at sige ndetv nele vejen rundt, idet vi tager udgangs;
punkt i samfundsproblemer, ser pd deres oversmttelse til matematiske
(optimerings) problemer, underseger generaliseringen af det matematiske
probiem,til det fjernmer sig fra dev konkrete,og forvsmtter med at belyse
problemerne ved igeﬁ at anvende den generelle teori pd et nyt snvendelses-
omrade.
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2. DEN HISTORISKE UDVIKLING AF OPTIMERINGSMETODER.

I dette kapitél vil vi forsege at belyse hvordan og hvorfor matematik,
eksemplificeret ved optimering,opstdr.Dette er selvfglgeligt et stort em-
ne,da menneskeheden gennem nele sin historie med sterre dg sterre inten-
sitet har beskeftiget sig med at finde bedre og bedre strategier for sine
handlinger. ' .

- Vi nar derfor for at holde hovedlinierne klare,bestr=bt os pi at fremstll—
le udviklingen pa kort og over51gtSM£551g form.

Som det ferste vil vi forsage at gere rede for,hvorfor det overhovedet
er relevant at foretage historiske underswgelser af videnskabsudviklingen,
Derefter vil vi kort begkrive,nvordan vi nar foretaget analysen, inden v1
gd&r igang med selve undersegelsen.

5.1 HVORFOR HISTORISKE (NDERSQGELSER.

Et ferste og temmeligt unuanceret gvar pd ovenstiende spergsmil er,at hié
storien er inveressant i sig selv,og at det. derfor er legitimt at studere
den uden noget andet .formdl end 1nteresse Denne 1nteresse giver sig normalt
udslag i’ en personorienteret historieforskning,der opremser enkelte store
mends resulvater,her forstéet som internt v1denskabe11ge resultvater.
Interesse er .selvfelgelig. en forudsetnlng for at lave nistoriske undersw—
gelser,men uden et formdl med studierne bliver: a11e oplysnlnger 11ge re-
levante og resultaterne kan drukme - i detaljer. '

Hvis man ansker at benandle og formidie den moderne matemavik pj en bevidst’
og rationel mide, er det nedvendigt at have en nistorisk korrekt opfattelse
af fggets udvikling.En sédan fagopfattelse,formidlet-gennem de nistoriske
analyser,vil give en forstdelse af matemavikkens udvikling som en kreativ
proces,hvor begreber og metoder ofte nar weret Arhundreder om at f4 et klarc
og precist indhold.. ’ o A

Dette formdl er dog stédigt_set pa fagets egne betingelser,og de drivkref-
ter man ser pa demne made, begremser .sig tilrfégets egne. For at f& en i’
vore gjne realistisk fagopfattelse, er det nedvendigt :at se faget som en
del af det omgivende samfund, og altsd ikke begrense sig til at. studere,

.hvordan matematiker N.N. kom fra A til B i 1735, men ogsi se p& i hvilket

samfundssystem hun levede, hvad det var for: udv1k11ngsprob1emer videnska-

. ben besk&ftlgede sig med.

Et andetv perspektiv af hietoriske underseogelser er,at erkendé vekseivirk—
ningen mellem videnskaben og produktionen sdledes at fremcidigé handlinger
bl.a. kan beslutves ud fra denne erkendelse.Som eksempel p& en sadan er-
kendelses~"opgave" ,kan nzvnes Harald I Sharlin's spergsméli

"Between the discovery of electromagnetic induktion and the

_ development of the electromagnetic'generator So years elépsed.
Why did iv vake so long for Faraday's basic work to be applied?
(Sharlin,1961,s8.107)



Det er pé grundlag af et sddant formdl,at J.D. Bernal har skrevet "Science
in History",idet han skriver:

"Scientist in the past were able to neglect all but their
immediate predecessors' work and even to reject the tradi-
tions of the past as more likely to block than assist pro-
gress.Now,however,the troubles of the times,together with
the inescapgble connexion between them and the advance of
gcience, have focused. attention on the historical aspect
of scierice.To find how to overcome the difficulties that -
face us,and to reiease the new forces of science for wel-
fare rather than destruction,it is necessary to examine anew
how the present came about.” (Bernal,1954,s.1)

Endvidere citerer B.V, Gnedenko i (Gnedenko,1977,s5.122),Leibniz for at ha-
ve sagh: :

"It is extremely useful to know the true. origin of remarkable
discoveries, particularly those which were not by chance, but
through the force of intellect.This is beneficial not so much
in that history renders to each his own and stimulates others
to acieve the same renown,but rather in that knowledge of me-
thod,based on outstanding examples,develops the art of discovery!

Som en opsummering har vi opstillet felgende formdl med at lave historiske
undersggelser:

1. Historiske undersegelser af matematikkens udvikling ger
indlering af matematik nemmere og giver desuden en bedre
forstéelse af hvorfor matematiske argumenter er som de er.

2. En undersggelse af vekselvirkningen mellem matematik og det
ongivende samfund er medvirkende til en erkendelse af det sam-
fund vi lever i, og hvordan det udvikler sig,

2,2 DEN ANVENDTE UNDERSOGELSESMETODE.

I vores forseg p& at gennemfgre en matematikhistorisk undersegelse, vil vi
sammenholde samfundets generelle udvikling med udviklingen indenfor matema-
tik.Men da der dels er en tradition indefor den alminhdelige historieviden-
skab til at focuserepé den politiske og ekonomiske historie og kun perifert
berere videunskaben, og dels en tradition for at dyrke videnskabshistorie,
der s& vidt muligt er stevsuget for henvisninger til de konkrete samfunds-
systemer videnskaben er udsprunget af,ligger der noget af et dedektivar-
bejde foran en, nir man onsker at fore de to ting sammen, hvis eneste f®l-
lesnzvner er nogle arstal.

Vi har valgt at begkrive udviklingen af optimeringsmetoder kort og overw
sigtsmmssigh,s4ledes at hovedlinierne trmder tydeligt frem,og segt at fin-
de frem til de problemer forskellige tiders matematikere har arbejdet med,
og udfra dette kendskeb at sammenknytte dem, med matematikkens funktioner
i det givne samfund.
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2.% DEN HISTORISKE UNDERS@GELSE.

I den historiske undersegelse har vi foretaget én‘periodisering efter
Hans Wussing: Biographien bedeutender Mathematiker.(Wussing,1975)

1. Oltiden (frem til 400 e.v.t.) )

2. Middelalderen (400 = 1400) BN
3. Renmssancen (l4oo - 1600) .

4. Den rationelle tidsalder (1600 - 1700)

5. Det 19. arhundredes matematik (18oco - 1917)

7. Efter 1917.Moderne optimeringsmetoder.

Hver peribde er seght behandlet efter fuigende tre hovedemner:

A. Matemétikkens placering i samfundet.,
B. Hvilke optimeringsproblemer fandtes.
 C. Hvilken matematik udvikledes.

2.3.1. Oltiden.

‘Matematikkens placering i samfundet.

Med opkomsten af organiserede samfund og dermed af klassesamfundene,
opstod der muligheder for at skabe en merproduktion, saledes at der kun-
ne frigeres arbejdskraft fra p;oduktionen.Detté forte til dannelsen af en
overklasse, som ejede, men ikke producerede.Denne overklasse fik. hermed mu-
lighed for en udvikling af videnskaberne.Matematikken startede som kobmands—
regning (arltmetlk) og landmiling (geometri).

.I Mesopotamien havde man allerede forstéelse for kontrolproblemer

" As long as human culture has existed,dontrol has always
meant - some kind of power over man's environment.'Cuneiform
fragments suggest that the comtrol of irrigation systéms in
Mesopotamia was a well-developed art at least by the 2o th.
century BC. (Brltannlca s. 634) ’

De metoder der har varet anvendt i Mesopotamlen har glvetv1s ikke varet,

‘hvad vi vil betegne som matematlske.Der har snarere veret tale om handllnger

udfra en forstaelse af problemerne som er udsprunget af erfarlnger.

De eneveeldigt styrede‘orientélske samfund,Mesopotamien,Egypten,Kina,In—
dien,blev administreret:af en overklasse.Denne overklasse bestod hoved-
sageligt af embedsmomd og presteskabet, der ved hjxlp af deres kendskab
til astronomi,landmiling,arstidernes skiften osv.,styrede samfundet.

Embedsmendene ville vide hvordan de skulle udfere bestemte ting,ikke
hvorfor, idet samfundet var bygget op omkring rellglonen, som" gav svaret
pa det sidste spergsmil.

I modsstning til dette havde k¢bmmndene i de grmske by-og landsdelskulturer

- sterre udfoldelsesmullgheder . <




"Den handlende havde aldrig tidligere veret s& uafhemgig,
men han var klar over, at denne uafhmngighed var et resultat
af en konstant og hé&rd kamp.Orientens statiske livsanskuelse
¥unne aldrig blive hans.Han levede i en epoke, hvor der blev
‘giort geografiske opdagelser af et omfang som i det sekstende
&drhundrede i Vesteuropa.Han anerkendte ingen absolut monark
eller nogen guddomelig overhgjhed.Desuden havde hah et vist
SLzEat . ~—mil af fritid takket veret rigdom og slavearbejde.Han kunne

- filosofere om den verden han levede i.Mangelen p& en fast

© forankret religion ferte mange af indbyggerne i disé% kyst-
byer ind i mysticisme, men samtidigt beforderes en ﬁdvikling
i modsat retning henimod rationalisme og en videns. belig
"livsanskuelse. (Struik,1966,s. 45).

Videre skriver Struik:

"Den moderné matematik fodtes i denne atmosfere af ionisk
rationalisme-den matematik,som ikke kun stillede det orien-
talske spergsmdl:hvordan? men ogsd det moderne videnskabelige
hvorfor?". A

Den grmske matematik var altsd en metode til at forsta, ikke til at styre.
Videre siger Struik:

"De tidligste greske studier af matematik havde det hoved-

sigte,at f& bestemt menheskets plads i universet i overens-

stémmelse med et rationelt system.Matematikken tjente til at

f& skabt orden i kaos, til at ordne ideer i deres logiske

sammenhzng og til at finde grundl=ggende principper.Det var

den mest rationelle af alle videnskaber." (Struik,1966,s.46).
Hvad angar de teknologiske fremskridt,bsr fremhmves,at der i tidlig helle-
nistigk tid skabtes nyt og mere effektivt krigsmaskineri.Desuden var ro-
mernes vandledningsnet til deres storbyer et meget stort teknisk fremskridt.

Hvilke optimeringsproblemer i samfundet.

De orientalske samfund havde, som tidligere nmvnt, brug for en planleg-
ning og styring af deres vandingssystemer. Herudover havde man forskellige
problemer med at finde tilnsrmede volumener, som senere i den greeske mate-~
matik blev formuleret til abstrakte optimeringsproblemer.

I Grekenland var problemerne af en lidt anden karakter, idet man her for-
segte,at formulere militere problemer som matematiske. For eksempel disku-
terer grakeren Proklos (Geminus de Rhodes,1976,:.°113,l00 f.vit.-loo e.v.t.)
om militertaktik herer med til matematikken. Han afviger dette, men viser
som et eksempel pd forbindelsen, af man kan bruge matemabtikken til at finde
den bedste mide at opstille sin her pa.Hvis den opstilles i en cirkel ser
den ikke ret stor ud-og kan derved narre fjenden!Ved angreb kan hazren sé
opstilles pa linie, slledes at der kommer til at "fylde mepget'.
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Hvilken matematik.

Det er ferst indénfor den greske matematik, at man kan tale om at op-
timeringsproblemer er formuleret;men her gelder det, som for meget af
den greske matematlk ‘at det 1kke ‘var anvendelsesaspektet, men forstaelsen
2 ' : der var drlvkraften.: ) }
- - Puklid(cs.350-256 f.v.t.),Appollonius (ca. 260-170 f.v.t.) og Zenodoros
(ca. 200 f.v.t. -loo e.v.t.) beskeftigede sig med forskellige-maksimums-
S ) o og minimumsproblemer.l&ledes skriver Struik om Euklids "Elementer":
"Af smrlig 1nteresse ‘er theoremet VI 27,som indeholder det
forst kendte mak81mumsproblem med et bev1s for, at kvadra—
tet blandt,alle rektangler med en given omkreds, har det
storste aveal.” (Struik',l%e,s.el) '

[

e ’ . . 'Apollonlus beskwftlgede sig 1 bog V om keglesnlt med at finde mak31mum—
. og minimumglsngder, der kan tegnes fra bestemte punkter til et kegle- -
snit,uden dog at dette anvendes for af Kepler i middelalderen..

I samme linie som Euklid beskwftlgede Zenodoros' sig med forskellige
1soper1metrlske flgurer(flgurer med samme omkreds se flgur)

- . >

Figur:Isoperimetriske figurer.
' ‘og -han beviste folgende theoremer:

C ] . ' s 1, Among n-side polygons of 'the same perlmeter, the regular
' one has most area.

2. Among regular pqugons“og equal .perimeter, the one having
" more sides has greates area. ’

3. The circle has greater. area than a regular polygon of the

same perimeter. ‘

i 4. Of all solids with the same surface,the sphere has the
. greatest volume. :

The subjekt of the theorems,which today we would describe as maxima and
minima problems.was novel i Greek mathematics.(Kline,1972,s.126).

Sammenfattende kan man sige, at optimeringsmetoder var kendt i An-
tikken.Men de var for abstrakte og fjermei forhold til virkeligheden :-
til at kunne anvendes til andet end teoretiske overvejelser.




<7

_divisionsalgoritmen, og man indferte dobbelt bogholderi.Il forbindelse
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2.3.2 Middelalderen.

I middelaldren sker en oplwsnlng af det store romerske rige,og en decen—

“trallserlng af magten pé en lang rekke feudalherrer, hvis ekonomi byggede

pa livegne bender.Samtidig sker der en opblomstring af handlen i Vesteuro-
pa i og omkring de store handelsbyer i Italien, Tyskland, Holland og England.
Til.effektivisering og udvikling af handelen udvikledes multiplikations-og

med de store katedralbyggerier er der en matematisk skole der beskmftlger

77515 med statik, og det bliver det nzrmeste middelaldrens matematikere Kom="

mer pa optlmerlngsmetoder og principper.

2.3.%3. Renmssancen. (1400-1600).

Matematikkens placering i samfundet.

Renzssancen er en af de mest frugtbare perioder i Europas historie.
Borgerskabet i byerne reprmsenteret ved rige kebmend og andre handels-
folk overtog den ledende og styrende indflydelse fra adelen, af felgende
Arsager:

1)-man havde udviklet en meget bedre teknologi til sefarten:

bedre ski e, bedre sejlbare veje (bl.a. kanaler).

2)—ved opdagelsen af Amerika blev Europa forsynet med store guld-og
mlvm&ngder, der ferte til en enorm inflation, hvorved adelen, som for--
trinsvis levede af faste pengeafgifter fra festebenderne, led store tab
(Hoyrup,1973,5.62)

3)-bogtrykkerkunstens opfindelse i 1450 har givetvis ogsa haft en gunstig
ind lydelse til fordel for borgerskabet.

I Renmssancen ses for ferste gang, at matematikere proffessionaliseres.
Dette sker ved at "markedet" (f.eks. kebmend) ansatter matematikere
(regnemestre,mdlemestre ect.) til legsning af forskellige praktiske pro-
blemer ,indenfor regnekunst og navigation.

Ogsd hzrferere far pludselig brug for matematikere til beregning af
krudtmengder og affyringsvinkler for kanoner.Dette sidste problem blev dog
ikke lgst, skent flere forsegte (Tartaglia,Galilei,m.fl.).

"Eg ist sehr unwahrscheinlich, dass die theoretischen Uber-
legungen der Mathematiker irgend etwas #nderten an den vielen

- Praxisregéln,_Kahnierweisheitet und Quasi-Theorien, mit dénen
der Artillerist die Elevation des Geschiitzrohres und die
Quantitidt des Schiesspulvers fiir den Schuss auf das vor-
geschriebene Ziel wihlte." (Bos,1978,s8.11).

Hvilke optimeringsproblemer i samfundet.
N. Tartaglia fandt (Wussing,197%,8 91 ) at den sterste skudlengde med en’
kanon opnds, nar den blev affyret i en vinkel pa 459%;(se figur nmste side).
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] .
Det var vigtigt at vide, hvor langt man

skod,og hvordan man sked lemgst, fordi
hvert skud var meget dyrt.

De lange serejser over oceanerne skabte
et behov for palidelige navigationsmetod-
der og god korttegniné.Derved blev Jord-
kuglens geometri et helt centralt problem.
(Vi vil vende tilbage til dette i nzste

periode med Bernoullis arbejder med geodster, der var en matematlserlng af
disse overvejelser fra Renmzssancen).Dette arbejde forte til anvendelsen

og udbygningen-af astronomien.Tidligere var breddegradsbestemmelse alminde-
lig kendt ud fra solhejden, ellerAstjernernés hgjde, medens lengdegrads-
bestemmelse forst blev muligt ca. Ar 1l6oo ud fra Jupiterménernes bev&geiser.
J. Kepler studerede i denne fbrbindelse'plagetqfnes'bevmgélserr,-og for-
sagté at finde den sterste og mindste afstand en given planet havde'fra
solen.Kepler var ogsé beskeftiget med at beregne det nejagtige volumen af
vinfade, idet han havde bemzrket, at vinhandlernes metode til dette var me-

" He was interested in the shape of casks for wine;in his-
Stereometria Doliorum (1615) he showed that, of all right

" parallel. plpeds incribed in a sphere and having square ba-
ses,the .cube is the largest. His method was to calculate the
volumes for particular choices of dimensions,This in 1tse1f
was not significant;but he noted that as the maximum volume
was approached, the change in volume was.abpfoached, the

" change in volume for a fixed change in dimensions grew
"smaller and smaller. . )

Dette var ferste gang, at max. min. betragtnlnger for en funktlon
af een variabel forekommer.

Hvilken matematik.

Grundlaget for periodens matematik var den'greéke geometri.Taftagliq's
og Galilei's forseg pid at lése bevegelsesproblemer kan dog betragtes
som de forste skridt mod differentialregning.

Keplers beregning af vinfades runfang er en direkte forleber for
infinitisemalregning, som dog blev formuleret precist i den rationelle
tldsperlode af Newton og Leibniz.

2.3.4 Den rationelle tidsalder.

Matematikkens placering i. samfundet.

Med den voksende handel mndredes magtforholdene i Europa,séledes at
borgerskabet i byerne ogede deres indflydelse og mange steder endda tog
magten fra feudalherrerne..




Samtidig med borgerskabets fremmarch i byerne, med sget international
handel til felge, blev den hindveerksmessige produktion nyorganiseret, for
at kunne fglge med efterspergslen.Produktionsudvidelsen ferte til en vold-
som teknologisk vekst, og en voksende del af befolkningen konsambidigt til
at beherske den elementere matematik (aritmetikken), dvs. der skete en tri-
vialisering af dele af matematikken, nemlig den simple aritmetik.(Hoy-
Tup,1973,s.73)

I denne optimistiske atmosfare havde videnskaben gode kar, og fysikken
(mekanikken og astronomien) udvikledes starkt af folk som Galilei og Kep-
ler..

De grundlmggende matematiske ideer udvikledes nzrmest eksgplosivt, i le-
bet af f& &r omkring 1650, sdledes grundlagdes bade sansynlighedsreg-
ning og infinitisemalregning.

Det er et uafklaret spergsmédl, hvad denne videnskabelige eksplosion skyld-
tes; men man mi nok sige, at den borgerlige optimisme med dens forkastelse
af feudalsystemet, og den ortodokse kirke, simpelthen har dannet en helt ny
type mennesker, der var praget af skepticisme overfor religiese argumen-
ter, og med tillid til egne evner. Det har selvfelgelig ogsd haft betydning,
at de enkelte stater, for ferste gang i historien, s& en okonomisk interesse
i at stette forskningen.Saledes blev forskellige videnskabelige selskaber
(f.eks. det engelske Royal Society) skabt i denne periode,og skonomisk un-
derstette.

Hvilke optimeringsproblemer.

Forst og fremmest var fysikken inspireret af naturvidenskaberne, iszr fysikken.
P. PFermat bidrog til udviklingen af begrebet optimering ved sin bog:'"Meto--
der til bestemmelse af maxima og minima",(1638).Desuden formulerede Fermat
et princip, som kunne anvendes i optikken.Fermats princip siger, at lysets
veJ fra et punkt til et andet er karakteriseret ved, at det velger den vej
som tager kortest tid.(Wussing,1975,s.159).Dette medferte, at man nu havde
et princip, udfra hvilket man kunne fastlmgge lysets bane ved at minimere
en funktion.
Newton arbejdede i samme periode med at finde:

"The shape that a surface of revolution moving at a constant
velocity in the direction of its axis must have, if it is to
offer the least resistance to the motion."(Xline,1972,s.573).

Af andre optimeringsproblmer i tiden kan nzvnes brachistochronproblemet (se
afsnit 3.2.6) og forskellige geodsmsiproblemer.Disse sidste problemer har
dog , trods deres navn, ikke varet anvendelsesorienteret;men man kan maske
sige, at der er kommet en vis inspiration fra navigation, hvor det selv-
folgelig havde stor betydning at velge en kort rute,f.eks. fra Europa til
Amerika.
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Hvilken matematik.
Den vigtigste nye landevinding indenfor optimerihgsmatemétik i det.17.-
drhundrede, .var Newtons og Leibniz infinitisemalregning, som gjorde det

~ muligt at samle de hidtil kendte optimeringsproblemer under en felles

- . o . ‘teori.Infinitisemalregningens hovedide stammer ikke fra Newton og Leib-
niz, idet regning 'med uendeligt smé sterrelser er diskuteret af Leonar-
do da Vinei , Galilei, Kepler, og mest Eystematisk af Fermat.Nar Newton
og Lelbnlz ofte tildeles @ren, skyldes det, at de har formuleret deres. teo—
rier precist, og vist dens store anvendelsesmullgheder.

Principperne for infinitisemalregning blev ogsd brugt til at lese vari-
. ationsregningsproblemerne i slutningen af Arhundredet.

2.3.5 Afklaringstidsalderen. (1700 ~ 1800)

!
Matematikkens placering i samfundet; ) . :
I lpgbet af det 18. drhundrede styrkedes borgerskabets ‘magt, og med den
industrielle revolution, specielt i England, flyttédes-végten'fra handels-
kapltallsme til den sékaldte manufaktur, eller sma v1rksomheders produk-

tion, .
- I slutningen af arhundredet kunne man endda spore enl begyndende mono-.
pollserlng Under den "oplyste enevezlde" fik netop matematik en stor betyd-

nlng.

" "Det var en periode, hvor en rekke af de forende europwiske
nationer blev styret af, hvad man si pznt kaldte de "oplyste
despoter": Frederik den,Storé; Iudvig XV og Ludvig XVI. Den .
glorie; disse despoter smykkede sig med, fik en yderligere
glans ved at de som regel var omgivet af lmrde. Dette var ik-
ke alene en slags intellektuelt snobberi, men ogsa et udtryk
for en vis forstdelse for den betydning naturvidenskaben og
matematikken havde for industrien og militeret. Man pastod
f.eks., at den franske flades overlegenﬁed beroede pa, at man
ved konstruktion af fregatter og linieskibe havde ladet sig
lede af matematiske teorier."(Struik,1966,s,144)

*

Hvilke optimeringsproblemer..

Det var fortsat naturvidenskaberne; der var den dominerende drivkraft i
optimeringsproblemerne, og nogle matematikere,som Euler og senere Gauss,
mente, at alle naturlige feenomener opferte sig sdledes, at de kunne beskri-
ves ved at maximere eller minimere en eller anden funktion. )

Specielt fysik havde stor indflydelse pa opfimeringsmatematikken, idet der
netop i det 18.-4rhundrede blev diskuteret forskellige principper, som kun-
ne bruges til at udlede fysiske resultater. S&ledes formulérede Maupertuis i
1744 et enkelt generelt princip til at beskrive dynamiske systemer:
Princippet om den mindste virkning.

Ogsé.Euler formulerede et lignende princip;men selvom begge principper



var vage, og ikke serlig slagkraftige ,var de dog medvirkende til en
- forsget interesse i at lese optimeringsproblemer. Forst med den prwmcise
formulering af princippet om den mindste virkning af Lagrange, kan man
- sige, at det fysiske problem er oversat fuldstendigt til et matematisk.

Hvilken matematik. . . .

“Den mindste virknings princip h#nger meget tet sammen med variationsregnin-

A'gen, og grundlaget for variationsregningen skabtes derfor i denne période.

Sadledes leste man bade specielle (Brachistochronen, kazdelinien) og generel- .
le (det klassiske variationsregningsproblem 3.2.6, og variationsregning med

bibetingelser), problemer, som blev formuleret ud fra fysiske principper.

. Det generelle udtryk for den nedvendige betingelse for at lese det klassis-
ke variationsregningsproblem m. og uden bibetingelser, blev formuleret af
Euler og Lagrange,og er grundlaget for den moderne variationsregning. De om-
formulerede variationsregningsproblemerne til ordinzre differentiallignin-
ger,dvs. til problemer der kunne formuleres i den ordinsre differentiallig- |
ningsteori.Det nye ved Lagranges formulering er, at den er rent analytisk - 1
og ikke som tidligere, en blanding mellem geometriske og analytiske metoder. |
Han skriver selv i indledningen af sin bog,'"Mecanique analytige":

"On ne trouvera point de figures dans cet ouvrage, seule-
ment des opérations algébriques."(Lagrange,1788,fra Struik,
1966,s5.168).

Lagranges arbejde p& at fremstille variationsregningen analytisk ferte til,
at der nu kunne formuleres en lang rekke nye spergsmial indefor optimerings-
" teorien, nemlig

1. Eksistens af lesninger

2. Entydighed

3. Nedvendige betingelser

4, Tilstrekkelige betingelser

5. Afhzngighed af nzrhedsbegreb.
Lagranges arbejde skulle, netop p& grund af dette, vise sig, at vwre meget i
frugtbart for den rene matematik i det 19. &rhundrede.

2.%.6 Det 19 Arhundredes matematik (frem til 1917)

I det 19. a&rhundredes begyndelse var England ferende 1 den industrielle
udvikling, men dette feorte ikke til en tilsvarende fererstilling inden~
for videnskaberne.

Den videnskabelige udvikling var mere inspireret af de ideologiske streom-
ninger pé kontinentet. Bpecielt i Frankrig og Tyskland, hvor man markant
havde brudt med feudalsystemet.
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Tegningen®, dlskuteres bredt hvilke omrader af varlatlonsregnlngen der ik-

_'47 -

_Med kontrarevolutionen i de ferende europmiske stater opstod et nyt fee-

nomen indenfor det v1denskabellge samfund, idet’ fmrst matematik og senere

.fy31k delte sig op i to greneé, ren og anvendt videnskab.

. Det er et ubesvaret sporgsmél,'hvad det var for drivkrefter, der'gjorde,

at tidens forende matematikere nzrmest skyede praktiske problemer. Séledes'
ndtte fysikere, og andre videnskabsfolk som anvendte matematlk, selv ud-
vikle deres metoder.

" Vores bud pa en forklarln af fenomenet er, at dels har den romantiske

- naturfilosofis pév1rkn1ng vaeret stor, og dels-hvilket méske er mere vesent-

ligt-har skuffelsen over knzegtelsen af de borgerlige frihedsidealer gaort
at matematikere er flyttet fra den Teale verden ind i teoretlske spldsfln—
dlgheder. '

Hvilke optimeringsproblemer. -

Det var stadig. indenfor fysikken. at hovedparten af optimeringsproblemerne
opstod. Hamilton formulerede et generelt‘fysiék princip for mekaniske sy-
stemer, hvorfra man kunne udlede alle bevmgelsesligninger. Dette prinéiﬁ
kunne endda generaliseres til andre grene af fysikkeh; saledes at-matéma—;
tikken fik én lang rekke variationsregningsproblemer, som skulle loses.,

I &r 19o0 formulerede D. Hilpert 23 probleﬁer,'som han meﬁte,)man burde

lese i det 20. arhundrede, under mottoet:

" Das ist das problem, suche die Lﬁsung.Du kannst sié durch
reines Denken finden; denn in der Mathematik gibt es kein Ig-
norabimus.” (Hilbert,l9oo,fra Alexandrov,197l,s‘34)

Mindst 6 af disse 2% problemer indeholder optimeringsaspékter og i
det sidste problem, ellér omrade: "Viderefsring af metoderne i variations-

ke var tllfredsstlllende lest.

Hvilken matematik.

Dels pd grund af formuleringen af generelle fysiske ekstremalitetsprincip-
per, og dels pa grund af de uwafklarede spergsmdl fra Lagrange, havde varia- |
tionsregningen en hej prioritet blandt det 19. &rhundredes matematikere.

Det var, som nEvnt ovenfor, hovedsagligt internt videnskabelige préblemer,
der pregede matematikken. Dette slog ggsé'igennem hos de matematikere, der
beskmftigede sig med variationsregningen.Det var de problemer, som Lagranges
arbejde.stillede (eksistens,entydighed,nedvendige og tilstrekkelige betingel-
ser og marhedsbegreber), som man bearbejdede, og i vid udstrzkning fik lest.
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2.%.7. Efter 1917. Moderne optimeringsmetoder.

I dette Arhundrede har den teknologiske udvikling veret nmrmest eks-
plosiv, og det gelder ikke alene kvantitativt, men ogsa kvalitativt.
Med udviklingen indenfor elektronikken er det blevet muligt at styre
og effektivisere forskellige dele af produktionen.

Matematikken har fuldstendigt frigjort sig fra den nsre tilknyt-
ning til fysikken og astronomien, og er indgéet i flere og flere sam-
menhsnge. .
Som vi omtaler i afsnit 2.3.4 formuleredes indenfor en ganske kort tids-
periode omkring 1650-uvigt af hvilken grund-en rekke af matematikkens
fundamentale problemer.PA samme mide udviklede matematikken sig bade kva-
litativt og kvantitativt i lebet af den korte Aarrekke fra 1940 -50, og
fik ogsd her en enorm betydning for den videre samfundsudvikling.
Saledes bliver optimering pa denne tid, til en bzrende del af sével in-
geniprvidenskab som samfundsvidenskad (gkonomi,produktion evt.).

Det er ikke klart hvad det er for drivkrefter, der ger, at matematik og i
serdeleshed optimering, far denne centrale placering.

Det har selvfslgelig haft stor betydning at den teknologiske udvikling,
dels har muliggjort de store beregninger (datamaskiner), der er nedvendige
" for optimering, og dels har oget antallet af styreparametre enormt; men vi
er ogsd af den opfattelse, at udviklingen mid ses i lyset af konkurrencen,
ikke kun firmaer imellem, men ogsi mellem de kapitalistiske lande p& den
ene side, og de socialistiske lande p& den anden.

Hvilke optimeringsproblemer.

I denne periode har der veret et utal af problemer, som har givet anled-
ning til udvikling af nye optimeringstekmikker.
I 2o0'erne og 30'ernes Sovjet forte onsket om en rationel planlegning frem
til formuleringen af det linemre programmeringsproblem. I praksis var det
dog ikke muligt at anvende resultaterne, da man p& daverende tidspunkt mang-
lede tilstrakkeligt effektive regnemaskiner.
Med krigen opstod en rekke problemer, som blev omformuleret til optimerings~
problemer. For eksempel kan nmvnes folgende (McCloskey,1956)

-bedste placering af radaranleg

-udlegning af miner

=konvojsterrelser

-navigation ved kamikaze-angreb

~bombning af U-bédde med dybvandsbomber fra fly
~bombeformationer -
~forskellige strategier for bombeangrebh

~rationel patruljeflyvning

~dimensionering af bombeangreb

Disse problemer blev dog ikke lgst ved matematiske argumenter, men snarere
% ud fra snsfornuftige argumenter. De kan do alligevel siges at vere begyndel~
ses til efterkrigstidens store forskningsomrade, operationsanalysen.
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I perioden efter krigen har matematisk optimering faet stlgende betyd-
ning. Dels har man udviklet systemer til styring af raketter (bade med
mllltame og Vldenskabellge fo:mél), og dels har optimeringsmetoderne ve-
ret en af forudsstningerne. for automationen i dele af industrien. I dag
lgser man ved hj®lp af optimeringsproblemer indenfor si forskellige om-

. rédder som industri, landbrug, transport, fysik, biologi og kemi.

Hvilken matematik.

Hilberts formulering af hvad han mente ville vere det 20. Arhundredes
23 sterste matématiske,problémer, har vist sig i stor udstrekning at

_holde stik. Dette kan selvfslgelig skyldes, at Hilberts autoritet har

gjort, at en masse matematikere har kastet éig over de problemer, han
har vurderet som de vigtigste; under alle omstandigheder har det dog vist

:51g, at varlatlonsregnlngen, ligesom alle andre optimeringsmetoder, har

faet stor betydnlng.

I 1939 formulerede og loste Kantorovich_det.lineéme programmeringspro-

"blem, dog pa en sidan made, at det ikke fik praktisk betydning. Samtidig

fik man’'klarhed indenfor varlatlonsregnlngen, idet McShane angav et be-

vis for de nodvendige’ betlngelser for at legse det kla5515ke varlatlons— ‘ .
'regnlngsproblem med og uden blbetlngelser (Clarke 1978 Se 49)

Det fwrste forte til udviklingen af Simplex—modellen indenfor linesr pro-
grammering og videre til ikke-linesr programmering. Afklaringen indenfor
varlatlonsregnlngen farte il udv1k11ngen af optimal control, og det nzrt

‘beslegtede dynamlsk programmerlng, i 50 erne og frem til i dag.

2.4 UDVIKLINGEN I BEGREBET OPTIMERING. -

Optimering som centralt begreb i vores hverdag er af forholdsvis ny dato,
men som vi har set, har man i forskelllge haft andre fordele af det vi 1
da. sammenfatter ‘under betegnelsen optlmerlng.

'I den orientalske oidtide havde man problemer,‘éom'i_dag ville here -under

optimal control, men som man dengang'ikke erkendte var optimerirngsopgaver.
Man valgte ikke mellemen rakke muligheder,.for at tage den bedste, derimod
byggede man pad Arhundredes erfaringér, ndr man igangsatte projekter.

Man kan med Struiks ord éige, at de var interesseret i hvordan de skulle
gore,for at noget virkede, men ikke om det var den bedste made at gore det
pa. : :

I mods&tning til dette sker der i antikkens Grakenland et kvalitativt
spring i udviklingen. For ferste gang stiller man spergsmil om maksimale
of minimale afstande, arealer og rumfang. Det gwlder at disse spergsmil
udelukkende er af teoretisk 1nteresse. Det at finde meximum og minimum er
ikke et spergsmdl om at finde en, i en eller anden forstand, bedste lzngde,
men et problem af samme karakter som vinklens tredeling.
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i middelalderen var forholdet det samme; man udviklede godt nok bedre - -="=" - .
regnekundskaber, men der blev ikke formuleret problemer, hvor man skul-
le finde den bedste lesning. '

I Renzessancen sker der igen en udvikling, idet vi her for ferste gang

steder p& praktiske spergsmdl: " hvordan skyder man lengst med en kanon",- . L=
og"hvordan tilnmrmer man bedst den kendte rumfangsberegning af_'parall’el—A

epipeder til vinfade. Sidanne problemer sgger man at oversmtte-til-matema—=—-—~-:=~ —5 =

tiske maximumsproblemer. L s
De problemer man leste, havde i deres praktiske formulering karakter af

at vere maximumsproblemer. Der er derfor ikke tale om en egentlig gene-
ralisation af nogle maximumsproblemer; men snarere en lgsning af pro-
blemer, pd lige fod med andre praktiske og matematiske problemer.

Renmgsancen ferte til en fortrolighed med begreber som maximum og minimum, 7
og dette udnyttedes i de folgende perioder til at omformulere praktiske pro-
blemer (fra fysikken), som ikke umiddelbart var ekstremumsproblemer, til

at vere det. Dette forte til, at man begyndte at formulere naturlove som
verende ekstremalitetsprincipper, og herved faAr optimering et helt nyt as-~
pekt, idet det pludselig er en metode til at forstd og beskrive forskellige
systemer. ’

Denne udvikling fortsmttes i det 19. Arhundrede, men nu med det tilsnit,
at beskrivelsen af naturen ved hj=lp af ekstremalitetsprincipper far
en religies og en filosofisk betydning, mere end en egentlig praktisk.

Ferst i vores &rhundrede, med dets intensive udnyttelse af ressourcer

og store beregningsmuligheder,(datamaskiner), er optimering blevet et begreb,
der indebzrer en aktiv handling. Optimering er blevet metoder til at finde
de bedste lesninger pA praktiske problemer.
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3, STRUKTURERING AF UDVALGTE OPTIMERINGSMETODER.

4

I dette afsnit vil vi, efter i afsnit 3.1. at have‘diskuferet formalet med
aksiomatisereing af matematiske metoder, i afsnit 3.2. gennemgi en liste’
af udvalgte optimeringsmetoder, samt vise eksemplér pé disse problemer. I
afsnit 3.3. vil vi behandle den generelle lesning af de af de i 3.2.. nmvn-
te problemgr, samt konkret lese nogle af de viste eksempler. Afsnit 3.4.
: handlqr om numerisk lesning af nogle typer optimeringsproblemer, mens af-
snif 3. 5. er en mere ngjagtig gennemgang af en metode til numerisk lesning '
. af det lineare programmerlngsproblem, nemlig SIMPLEX~algoritmen.

For at.gere teksten. mere tllg&mgellg har vi- udv1klet et program til at
lave illustrationer til afsnit 3.2. og 3 3.

2.1. FORMAL MED AKSIOMATISERING 0G STRUKTURERING AF MATEMATIK. .

. Det er vores‘grundlmggende opfattelse, at matematikken har sit udspring i
virkelige problemer fra samfund og produktion, og at de matematiske meto-
der og teorier, der- er taget i anvendelse til lesning af problemerne, sene-
re er blevet indpasset i en akslomatlsk-deduktlv Tamme. Akslomatlserlng og
strukturerlng er derfor en opsamllngsfase, som 1kke har meget at g¢re med
praktiske.problemer. C

Om dette siger R.A. Flsher

"Den sksiomatiske matematiske teéri or ikke blevet - og ber hel—
ler ikke blive ~ taget smrligt alvorligt indenfor de omrdder af
matematikken, hvor man har anvendelsér i virkelige situationer
.for eje. I anvendt matematik -kan man neﬁiig'ikke komme  uden om,
fra tid til anden, at indfere nye begreber, efterhinden som an-
vendelsesvidenskaben udvikles, og enhver ny definition med aksi-
omatiske implikationer er uungieligt en'trussel mod den indre
konsistens i hele det system af aksiomet, hvori den skal indlem~
mes.' Vi har set, at ‘indferelsen af begrebet séndéynlighed‘har af-
stedkommet netop en sédan aksiomatisk forstyrrelse, som kun kan
afhjelpes gennem en grundlg analyse af dens betydning. I 51ne an-
vendelser kan‘matematlkken derfor ikke uden videre reduceres til
ot afslﬁttet’og statisk system, men m& udvikle sig som et led i
den menneskelige ﬁgnknings udvikling; hvor den spiller en vigtig
befordrende rolle." (R.A.Fisher:De Iogiské_felger af uvished; o~
. versat af Jergen Larsen,jan.1978). ’ ‘
N&r vi taler om aksiomatisering, er det ogsd vigtigt at skelhe mellem aksi-
omatisering af enkeltdicipliner og af matematikken som helhed. Man kan po~
pulart sig, at aksiomatisering fgrer til en bedre strukturering og omvendt
at har man struktureret har man mulighed for en bedre aksiomatisering. Selv-
om man ikke aksiomatiserer for at lgse praktiske problemer, kan aksiomatisef
‘ringen, sdvel som struktureringen, godt fgre tll opdagelsen af nye proble-
mer af essentiel betydning for matematikken: Ak31omatleer1ngen kan ogsé be-
tyde at tidligere seperate problemer nu kan lgses samtidigt i en generali-
seret, teori .
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Som et eksempel kan nmvnes Kolmogorovs anvendelse af mil- og integralteo--
ri, som medferte at et problem nu kunné loses samtidigt for diskrete og
kontinuerte sandsynlighedsfordélinger, idet Kolmogorovs teori var en gene-
ralisering og aksiomatisering af disse teorier. '

Man kunne sluttelig sperge, om strukturering, systematisering og aksiomati-

sering forer til en indsnesevring i matematikkens bevegelsesfrihed, s& man

ikke kan se nye strukturer, p& nye problemer. Til dette vil vi svare med -
et citat:

"Frihed besthr ikke i en drem om uwafhmngighed fra naturlovene,

men i en viden om disse love, og den mulighed detfe giver for - .
gystematisk at lade dem arbejde mod definerede mdl." (F.Engels

fra SELSAM,1974,s5.391)

3.2. OPTIMERINGSPROBLEMER.

Dette afsnit indeholder en gennemgang af nogle udvalgte typer af optime-.
ringsproblemer. Gennemgangen af de enkelte problemer bestir af en matema-
tisk formulering af problemets objektfunktion (m&lfunktion), samt eventuel-
1e4restriktioner, og en mere intuitiv fortolkning af hvilken type proble-
mer, der falder ind under det behandlede optimeringsproblem. Endvidere er
der til ethvert problem givet et eksempel, der er tilpasset den matemati-
ske formulering. I de matematiske formuleringer er de indgdende funktioner
defineret pi R (R™), selv om det i mange tilfelde er tilstrakkeligt, at de
er defineret pa dbne delmsengder af R.(RY). Denne forenkling er foretaget
for ikke at gore fremstillingen for uklar ved indferelse af en unedigt de-
tailleret notation.

Den veesentlige inspirationskilde til dette afsnit, er hentet hos (Girsanov,
1972), men for at opnA ensartethed for alle problemer, er der ogsi hentet
ideer fra andre. )
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3.2.1.Funktioner af en reel variabel.

‘:Givé; : en funktion
FO: R--~R
Problem : find et x € R, sdledes at Fo har lokalt ekstremum i X,
.Eksempel : En kanons skudvidde, F(x), kan opfattes som en'funktion af -ele-

vationen, x. Find den elevation, Xgs
for hvilken karionen skyder langst.
Altsd, find<x°€ R, s8ledes at

) ‘-voz C .
Fylxy) = ) Sin(xo) cos(xo)

. g o
. har maksimum, idet Ve er kuglens

starthastighed, og g er tyngdeaccel-
leragionén. ’ s

3.2.2. Ekstrema for funktioner af flere reelle variable.

Givet : en funktion

R ¢
F.: K"~ R _ 7
‘ \ o
Problem : find et x € K", siledés at F_ har lokalt ekstremum i x

Kommentar : er m = 1 svarer til problemet ovenfor.

Eksemﬁel: s A“i . o o ' I r‘,-

Tre byer skal forsynes med el-kraft fra et kraftverk. Hvor skal
kraftverket placeres, s8ledes at der skal benyttes mindst muligt
kabel for at forsyne de tre byer.*

Det kan nzvnes, at man ogs& har problemer af denne type indenfor
. statistik (regression) og indenfor termodynamikken.

%.2.3. Ekstrema for funktioner af flere variable med bibetingelser.

Givet : 1. n+l differentiable funktioner’

F;: R® R, (i = 0,1,2,.....,n)

2. en mengde Q c Rm,

Q= (x€R™| Fi(x) = Fy(x) & ... 2 Fr(x) = 0)

€ Q, sdledes at FolQ har et ekstremum i x

Problem ¢ find et Xq
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Kommentar : Det ses at hvis Q = Rm, altsd hvis der ikke er nogen bibetin-
gelser, svarer problemet til problem 3.2.2.

Eksempel

En kasse skal fremstilles af et stykke kvadratisk pap med side
a. Kassen skal vare uden 1&g, og vi ¢gnsker den fremstillet sdle-
des at den fdr maksimalt volumen.

Volumen = Fo(x) = X1X2x3

og

Fl(x) = 2xl + Xy, - as 0
- = - =0

F2(x) 2x1 + Xy a

Vi skal nu finde x € R3”séledes, at F_ bliver maksimal, og x,
opfylder bibetingelserne, idet x = (xl,xz,x3) er langderne af
kassens sider.

3.2.4. LINEZR PROGRAMMERING.

Givet: 1) n+i linesre funktioner
It .
F, t R, ~R , (i = 0,1,2,....,n)

~. 2) en mengde Q © R , (og 0 < k £ n) hvor
Q@ = {x € R} | F;(x)=0 for i=1,..,k og F;(x)<0 for j=k+1,..,n)

i Problem: find et x,€ Q, sdledes at F0|Q har et ekstremum i x
Kommentar:Hvis k=sn kan problemet l@gses som prcblem 3.2.3.

Eksempel 1.

3x; ¢ 2my e 30

Oodny ¢ Telny = 136

T WA ) ]

30x) + 100k, = 33.300

130, + 100x, = 10.400

W ¥
10x, - oeny - 0




. Et andet

eksempel:

Py (xgaxp) = 3k 4 4?"2,"'."2“0 0

og hvormange pund alm. blanding, .x

»Fo(xl,xz) = 100x; *+ 32x,
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Et firma szlger to varetyper, der produceres p& tre. forskellige

maskiner. Vi ¢gnsker at finde, hvormange enheder, Xis af varety-
pe 1, og hvormange: enheder, X5, af varetype 2, der skal produce-

" res pr. uge, for at maksimere 1ndt1en1ngen, Fo' Fo er glyet ved:

Fo(xl,xz) = 130x; + 100x, ,
da varetype 1 giver en fortjeneste pd 130 kr. pr. enhed, og vare-
type 2 giver en rortjenesté pd 100 kr. pr. enhed.

Produktionen .er begrenset af, at varetype 1 krzver 3 timer ved .
fgrste maskine, 0.1 time ved anden og 1.3 timér ved tredie maski-
ne, mens varetype 2 kraver henholdsvis 2, 2.2 og 1.8 timer p&
hver maskine. Maskintiden'er begrehset af, at maskine 1, 2 og 3"
er til rédighed i henholdsv1s 240, 156 og 156 timer pr. uge.

Disse begrensnlnger kan formuleres som blbetingelserne

Folxq,%,) = 0.1x; + 2.2x, = 156 <0
F3(xl,x2)-= 1.2xq + 1.8x, - 15§ <0

Problemet er nu at finde deh,pfoduktionsplan, (xi,xz), der op-
fylder bibetlngelserne Fl,'F2 og FS og ggr -objektfunktionen, Fo,

st¢rst mullg.

4

-

En k¢gbmand fremstiller to n¢ddéblandinger, séiskabsblanding og
alm. blanding, der blandes af b. slags n¢dder paran¢dder, Jord-
ngdder, hasse1n¢dder og. va1n¢dder. Han gnsker at vide, hvormange

.pund selskabsblandlng, X1 til en fortjeneste pé 100 cent/pund

59 til en fortaeneste pa 32

vcent/pund han skal blande af en glven mengde n¢dder for at mak-

simere fortjenesten, Fo’ der altsé er glvet ved

Da der til 1 ‘pund sélskabsblanding bruges 6 oz parangdder; mens
der ikke bruges parangdder i<a1m.'blanding,”og‘da.k¢bmanden i alt
har 1200 oz parangdder, kan bégrensningenﬂmht. parangdder udtryk-
kes sdledes: o ' ’

F1(x)%p) = 6% - 1200 <0

Tilsvarende begransnlnger mht. de .andre n¢ddesorber glver fgl-
gende uligheder:

Fylxy,x5) = 8x, - 2400 5'9
F3(x1,x2) =>le +»6¥2 - 2000 < O
Fu(xl,xz) = 6x1 + 2%, - 1400 < 0
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Problemet er nu at finde en blandingsplan,.(xl,xé), der tilfreds-
stiller ulighederne Fl,Fé,F3 og Fy, og som ggr Fo(xl,xz) stgrst
mulig.

s B

7
!
ME

675 S
3.2.5. IKKE'LINEER PROGRAMMERING;
Givet: 1) n+l differentiable funktioner
m i .
F, : R~ R , (i=0,1,2,...,n)

2) en mazngde Q rR® s (0g 0 2 k < n) hvor
Q= (x € R | F;(x)=0 for iz1,..,k og F;(x)20 for j=k+l,..,n}

Problem: find Xy € Q s8ledes at F°§Q har ekstremum i X

Kommentar:a. er k=n er problemet det samme som i 3.2.3.

|

b. er F;(x) lineamre for i=0,1,..,n, er problemet det samme som
i 3.2.4.

¢. hvis Fo(x)=cox + xTCx, hvor ¢ € R og C er en (m x m) -
matrix, samt Fi(x) er linezre for i=1,2,..n, kaldes problemet
et kvadratisk programmeringsproblem. L

d. hvis Fi(x) , (i=0,1,..,n) er konvekse funktioner, dvs.

VX)X, € KU VA € [0,1] ¢ F;Oxg + (1-1)x) < AF, (x9)+(1-2)F, (x,)

er problemet et konvekst programmeringsproblem.

'y
Fexy '—’:§
F(axgs (1-3),)
Fex) - -

 odd

Xy (Axg s (1-0x) X2 y

Eksempel: Der skal bygges en flyveplads, hvorfra der dagligt skal flyves
til de seks flyvepladser A-F. Vi gnsker at placere flyvepladsen
s8ledes, at det dagligt tilbagelagte antal flyvekilometer mini-
meres. De seks flyvepladsers placering er angivet 1 nedenstiende
tabel, der ogsd angiver det daglige antal fly til pladsen.
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flyveplaas i | x; (km) ¥y (km) antal fly, z;
A 40 200 40
B 160 ' 210 10
c 250 _ 160 ‘ 20
D 220 80 20
E 100 40 20
F 30 100 | . 10

Objéktrunktionen, Fo, ses'at blive:

’ 6
= ¥uz.Y {X=%x.)* -y, )2
F (x,y) Loz (xmx3 )%+ (y-yy)
Et §umpomr§de; der kan defineres ved uligheden x + y 3.é50 )
" er uegnet til flyvepladsen, lige som en sg, der kan defineres
ved uligheden (x-100)2 + (y-100)2< 400 . Dette giver fglgende
betingelser for l@sningen: '

Fi(x,y) = x.+y-250 <0

CFlx,y) = -((x-100)% + (y-100)2)" + 400 < 0
Det er tilstrekkeligt at bestemme flyvepldadsens placerihg ins-:
" denfor 10 km. ’ '

3:2.6. KLASSISK VARIATIONSREGNING.

-Givet: ., 1) en funktional

Fo X A~ R' B

. ty
F (x) =t}o(x(t),g§(p),t) at ,
0 : )

hvor x € X,

X = (x| x i [t,,8)] ~R og X er éirrerentiabel }

og |

0 RO ~R er éifferéntiébél og cé, ti €R og_t6 <t
é) en.m&ngde d c x. hvor

Q= ix € X | x(t)) = c og x(t)) = d} , (c,d) € R

4



Problem:

Eksempel:
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find x, € Q s& FOIQ har et lokalt ekstremum i x

En partikel med massen m skal under pévirkning af tyngdekraften
beveges fra punktet A til punktet B. Idet punkterne A og B gives
koordinaterne (0,0) og (bl’bz) iet koqrdinatsystem i det lod-
rette plan gennem A og B, skal man bestemme den kurve, y{(x), som
partiklen skal fglge for at komme hurtigst fra A til B.

<

4

Partiklen bevager sig stykket ds p& kurven y(x), ndr den bevager
sig stykket dx i x~aksens retning.

ds = dx /I + y'2(x)

Den hertil anvendte tid, dt = 9% , kan, idet den gjeblikkelige

hastighed v = /2gy, skrives som:

at = L1t Y7 gy , hvoraf f&8s den samlede tid
Y 2gy
Y g
T = 1 g V1 + J dx
/2g y

Problemet er nu at finde Yo €Q,

Q= {y(x) € Y| y(0) = 0 og ¥(by) = by} , hvor

Y={y | y: [0,b;] ~Rogy er differentiabel} , sdledes at

TlQ(yo) er et ekstremum, idet

b:
T(y) = . f Q(Y(X),%X(x),x) dx , hvor
T3 x

oy (), (x) ,x) = LIEIE
%l

3.2.7. LAGRANGE-PROBLEM.

Givet:

1) en funktional

Fo : X ~R

171 dxl dx2
Fo(x) = & O(Xl(t),Xz(t),ag—(t),af—(t),t) dat ,

hvor x = (xl,xz) €X,
X = (x| x: [t,,t41 ~ R? og x er differentiabel.}

og @ : RS ~ R er differentiabel.




Problem:

Kommentar

Eksempel:

'_og L,, og indbyrdes induktionskoeffici~.

.og den ledende vag (som er forbundet
'tll jord) er C.
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2) en mengde Q < X ,
Q= {x € X ] Glx),x,,t) = 0},
hvor G : R> ~ R er differentiabel. -

fingd X, € Q sdledes at Fo Q har et ekstremum i xg

:Idet (xy(t),x,(t)) beskriver et systems tilstand til tiden t, og

Fb er en funktion af tilstandens forlgb gennem et tidsinterval,

(f'éks en energifunktion), gnsker vi altsd at finde den fuhktion,
systemets tilstand skal fglge, for at m1n1mere F idet systemets

_bevagelsesfrihed er begranset af G(xl,x2,t) .

Lad os betragte et elektromagneﬁisk system (seffig ) bestdende -
af tre ledere, a, b og c. De er alle rorbundet til en generator
V(t), a og b gennem spoler med selvin- - ;
duktlonskoefflclenter henholdsvis, L

11

ent L Kapaciteten mellem a, b og ¢

12°

Fgr vi sztter generatoren 1gang er -
ladnlngen pa de tre ledere 0, og da sys*
temet er isoleret, vil det il enhver

tid gelde, at den totale 1adn1ng i sys- .
temet er 0. Vi har altsd’ f¢lgende blbetlngelse

q, '+ qb'f q, =0, hvor q'erne er 1adhingen P& a, b og c.

For at se hvordan systemet vil opf¢ré sig, néf generatoren;
V(t), giver en impuls, ser vi pd Lagrangéfunktionen, L.
(L'= T - V, hvor T er den magnetiske energl og V den potentielle
elektriske energi.)

3L

2 2. 1 22 2yl .
129 * #ppap” T Lypa5a8 ¢ 3y ray T ra (e ey td)

Systemet vil opfgre sig s8ledes at
6 .
f L(qa,qb,qc,q;,qg,qg,t) at

bliver minimalt,

Vi wvil ikke l¢se dette problem, da det er temmelig pladskrm-
vende, og vi har kun medtaget problemet her for, at vise hvilke
typer problemer Lagrangeproblemer er.

3;2.8. LAGRANGE-PROBLEM MED NON-HOLONOME BIBETINGELSER.

Givet: .

1) en funktionél

T U~R,.
.FOA X x s
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£
S F (x) = fw(x(t),u(t),t) dt
: to

hvor x = (XI’XZ""xn) €X,

X = {x | x o [t ,t,] ~ R" og x er differentiabel.} - .
og u = (ul,uz,...ur) ev,

- i B -
U= (uw|ouz: [t ,6] ~ R" og u er differentiabel.} s

samt

Rn+r+1

-3 ~ R er differentiabel.

2) en mengde Q € X x U - » .
Q= (x €X | § = ox(t),ult),t) og x(t,)=c, x(t,)=d}

3 4 hver c,d € R ogucU , samt

Rn+r+l ~ Rn

-5 Problem: find x  og u, sdledes at F°|Q er minimal i (xo,uo)

Kommentar:Lad x(t)Abetegne systemets tilstand til tiden t, og u(t) beteg-
ne den styring, hvormed vi til tiden t gnsker at p&virke system-
ets tilstand. Tilstandens afhengighed af styringen er angivet
ved differentialligningssystemet, der bestemmer Q.

Eksempel: Hvis vi i eksemplet fra 3.1.7. fjerner de to ledende legemer gv-
erst (se figur) og forbinder spolerne
direkte til den ledende vag, vil vi op-
n& en situation med non-holonome bibe-
tingelser. Der er nu kun et ladet sys-
tem G- Ifglge Kirchoffs lov for sum-
mation af strgmme er strgmstyrkerne
forbundet gennem fglgende non-holono-
me bibetingelse: qé - qé - qé =0,
hvor q' erne er strgmstyrkerne i led-
erne a, b og c.
Systemet er oprindeligt i hvile med q, *© 0. Det smttes i be-
vegelse via en generator, V(t). Defineres Lagrange~-funktionen
som i 3.2.7. fés:

_ 2 2 _ _ 1 - -
L= 3Lyqap” + 3Lppaf” - Lypaiay 7 gde * Mg - 95 - ag)
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og igen har vi, at Systemeb vil opfgre sig sdledes, at

\

Jrﬂ L(d,58y59,594295:9,,8) dt er minimalt.
to . ' .

. ©3.2.9. OPTIMAL CONTROL-PROBLEMET.

Givet:

1)-.en funktional .

Fo: X x U ~ R
Fo(x) = 1Ja'@(x(t),u(t),t:) dt

. |
hvog,x =‘(xi;x2,...;xn) €X .
X = {x ] x :'[tc,tl] ~ R og x er differentiabel.}
og u'=‘(u1,u2,..,ur)'€ McU,

U = {u_\‘u»; [to,fi] ~ R?fog u er. stykvis kontinuert.}

.samt

Q= (x €X | %= =.wkx(ﬁ},u‘t),t) og x(to)=c, x(ty)=d .}

“hvor ¢,d € R" og

Problem:.

Kommentar:

Eksempel:

o : Rn+r+1 ~ R er differentiabel.

2) en mangde Q c X.x M

3

dx
dat

N

o : RAFTHL . g

find x, og ug sdledes at Folg e minimal i (xo,uo? R

problem 3.2.8. er indeholdt i dette for M = U. Problemet adskil-

ler sig fra 3.2.8. ved, at der kan l&gges'begrmnsninger pd styre-
funktionen u, samt at u ikke kreves differentiabel.

Et legeme med den konstante masse m, i det fglgende betragtet

som et massepunkt, udfgrer en vandret,. retliniet bevagelse. Idet

vi betegner legemets afstand fra et fast punkt 0 med Xq vil Xy

#ndres som funktion af tiden, ndr legemet bevages, og xi vil be—%
skrive legemets hastighed. Vi vil antage, at der pd legemet vir-
ker to ydre krefter, nemlig en gnidning -bxi og en elastisk

kraft -kxl, samt at legemet er udstyret’med en motor. Motoren
udvikler en kraft, u, der virker p& legemet, og kan styres som
funktion af tiden. Ifglge Newtons 2. lov kan legemets bevagelse
beskrives ved differentialligningen: A



i

- l
! - - Pl
(X5 = - Xy X, + &u
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mxy = - bx! - kx, +u e .
1 . 1 1 ; X - —g 7 Xy

b
n - o B, X P _
X3 ml T omfy Yt Xt

Idet vi indfgrer en ny tilstandsvariabel, X, for hastigheden,
xi, kan differentialligningen omskrives til systemet:

Legemets tilstand x er nu beskrevet ved tilstandsvariablene
(sted,hastighed) = (xl,xz), mens u betegner styringen'af legemet.
Inden vi gdr videre i eksemplet, vil vi, for at lette regnin-
gerne, antage, at gnidningen og den elastiske kraft er 0, samt
massen m = 1. Styreparametren u er endvidere underkastet begrans-
ningen |uf < 1.
Legemets bevegelse kan altsd nu beskrives ved:

t -
X3 % %
xé = u s ~l<u<l.
Vi ¢nsker nu at bestemme, hvilken styring, u(t), der skal anven-

des. for hurtigst muligt at bringe legemet fra tilstanden Xy s

X, = (xoﬁ%a til tilstanden x; = (0,0). Altsd fra stedet x; med

hastigheden X5 til stedet 0 med hastigheden 0.
For at l¢gse problemet under den generelle problemformulering,
indfgrer vi det 1idt s¢ggte integral:
T = ? o(x(t),ult),t) dt = E 1 at
idet sluttidspunktet ty er variabelt.

u(t) € U={u | u: [0,£4] ~ [-1,1] og u er stykvis kontinuert.}

Tilstandsfunktionens afhangighed af styrefunktionen u(t) er be-
skrevet ved betingelsen: '

_ ax_ - -
x(t) € Q = {x € X | I (x(t),u(t),t),x(O)?(x1&x28,x(tl)-(O,O)}
idet X = {x | x : [0,t;1 ~ R® og X er differentiabel.} og
e(x(t),ult),t) = (x,(6),u(t)).

Problemet er nu at finde en optimal styring u,(t), sédledes at
den tilhgrende bane x,(t) € Q gg¢r tiden T minimal.




- 35 -

3.3.LPSNING AF OPTIMERINGSPROBLEMER. |

Dette afsnit 1ndeholder de matematiske 1¢sn1nger p& de problemer, som v1
har gennemgdet i 3.2. ) A _

Med en lgsning mener vi fglgende: Vi definerer fgrst, hvad optimqm er,
for efter en kort kommentar at angive en n¢dvendig-betiﬁgelse for optimum,
og i nogle tilfelde tillige en tilstrzkkelig. Derefter.vil'vi for at vise
gangen i anvendelsen af metoderne gennemregne et af de eksempler, som er
nzvnt i afsnlt 3. 2. ' '

Til dette afsnit har vi hovedsagellgt brugt f¢lgende referencer. (Tolle,
1975), {Miller-Merbach;1971), {Kruse Jacobsen,1976), (Krarup,1974), (Girsa-
‘nov 1972), (Erlksson 1968), (Collatz 1975), (Bronsteln 1971), (BoltJanskl,
1972), (Berkov1tz 197“)

3.3.1. Ekstrema for funktioner af en reel variabel.

Definition af optihum.

Lad F : R~R v&re defineret i et 1nterva1 I og lad X, v&fe et
indre punkt iI. Fo siges at have lokalt maksimum (m1n1mum) i-x

- o’
dersom -der flndes en omegn U om X ‘88:

"¥x € U : Fo(x) i Fo(xé) (vx € U-{ Eo(x) > Fo(x;) )

Har Fo enten maksimum eller minimum i,xo, siges X, at.veare et
ekstremumspunkt og Fo(xo) at vere ekstremum. - - .

* Det vil sige, vi.har ai@sé et optimum, ndr alle-punkter i nzrheden har min-
dre henholdsvis st@¢rre funktionsverdier end optimumspunktet. Vi vil ikke
l¢se dette problem generelt, skgnt det ikke er vanskeligt, men derimod ind-
skranke os til at finde optimum. for "p&ne" funktloner, det vil sige, Fo
skal vere differentiabel.

Ngdvendig betingelse.

Er FOA: R ~ R 'en differentiabel funktion, og er kd et ekstremums-
punkt for F , gelder FO'(xo) = '

Den ngdvendige betingelse siger, at i et punkt, hvor der er optimum, vil

funktlonens tangents h&ldnlng vere O. (se figur). Vi kan desverre ikke vare
sikre p4, ‘at alle punkter, der opfylder, at funktionens’ afledede i punktet

forsvinder, ogsé er ekstrema (se figur). o




Il

For at kontrollere, om et givent bud p& et ekstremum ogsd er et ekstremum,
har vi fglgende tilstrzkkelige betingelse.

Tilstrzkkelig betingelse.

Er F,o: R ~ R en to gange differentiabel funktion galder: X, er
et ekstremumspunkt hvis FO'(xO) = 0 og Fo"(xo) £ 0.

. " ra— - n y
(Er Fo(xo) > 0 er Fo(xo) et minimum,- og er Fo (xo) < 0, er Fo(xo)
et maksimum.)

Lad os‘se lidt pé et eksempel fra afsnit 3:2.1.;Hvilken vinkel skal man

indstille en Kanon i for at f& den til at skyée lazngst muligt? Vi f&r af-

standen, Fo(x), mellem kanonen og nedslagspunktet givet som en funktion af
vinkelen, x.
v 2

_ o .
Fo(x) 5 sin(x) cos(x)

Den maksimale verdi af F0 f&s ved anvendelse af den ngdvendige betingelse:

dFO

ax -0
eller

dF 2v

o _ [¢] 2 _ a3l -

™ " g (cos“(x) sin“(x) ) = 0
som giver

X = % + % n (n= 0,1,2.....)

eller, da vi af indlysende grunde begrznser os til intervallet (O,%) )

. nn
X 7

Sztter vi dette punkt ind i den tilstrazkkelige betingelse, ser vi at

FO(-B-)=11¥114m,(g=10-:—2,v =100’§)

0

er maksimum for FO.
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3.3.2. Ekstrema for funktioner af flere reelle variable.

Definition af optimum.

At funktionen Fo : R~ R har lokalt maximdm_hgnhqldsvis‘minimum

‘ i punktet X € R" betyder, at der findes en omegn U < RY om x
hvor det gzlder: )

. . . n

F,(x) = F,(x,) henholdsvis F_(x) > F (x,) for alle x € q < R.

Lokale maxima og minima kaldes under et for ekstrema.

o?

Igen begranser vi os til "pzne" funktioner, idet vi vil krave, at F, har'
. partielle.afledede af f¢rste orden. Definitionen ovenfor svarer igvrigt
fuldstendigt til definitionen for 6ptimuﬁ af’ funktioner af en variabel.
vi far fglgende ngdvendige betingelse.

Ngdvendig bétingelse. _ S N
' - Er Fo :‘Rn ~ R en funktion med kontinuerte bartielle~afledede
° € R" et ékstremumspunkt, da gazlder:
grad Fo(xo) = 0 (hvor 0 er nulelementet i r™M).

. af f¢rste»ordén; ogler X

Det ses, at forn = 1 er denne betingelse den samme, som blev givet i sid-
ste afsnit, idet grad F, for F . : R ~ R netop er F'. . o )
Ideen i betingelsen er, at et tangentplan lagt i optimumspunktet har

heldning 0. (se figur). Desverre optrader der ogs& i hgjere dimensioner
fanomener af samme slags som navnt ovenfor,; idet gradienten ogs8 forsvin-
der i sikaldte saddelpunkter (se figur). B )

" Vi formulerer derfor fglgende tilstrakkelige bétingelge, hvor vi ‘dog

yderligere‘antager; at Fo har partielle'afledede af anden -orden.

Tilstrekkelig betingelse.

' Antag at funktionen F, ¢ R"~% R har kontinuerte partielle afle-
dede af anden orden-Fagj i eg omegn om punktet X € R?, hvor
grad Fo(xo) = 0. Hvis A er den symmetriske (n x n) matrix med
elementer ajy = Fofﬁ(xo), da gelder: . .

1. Hvis alle egenvardier til A er positive, er Eé(xo) et strengt
lokalt minimum.
2. Hvis egénverdierne alle er negative, har vi et maksimum.
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Definition af optimum.

At funktionen Fo : R
gelserne Fi(x) =

1.

m

0 (i=1,.

.,n) betyder:

X, opfylder bibetingelserne

bibetingelser.

~ R har lokalt minimum i e under bivetin-

2. x, har en omegn U < R™, sidan at Fo(x,) < F (x) for alle

x € U, som tilfredsstiller bibetingelserne.

I princippet kan man lgse ekstremumsproblemer med bibetingelser ved at ud--

trykke k variable ved de resterende n-k i bibetingelserne, og derefter ind- -

sztte 1 Fo‘ Derved fremkommer en funktion af n-k variable, som man sd kan
finde ekstrema for ved samme metode, som er angivet i afsnit 3.3.2.

Denne fremgangsmdde er i reglen upraktisk og normalt endda uigennem-
fgrlig, da det jo ikke altid er muligt at udtrykke de k variable explicit’
som funktioner af de n-k.

I stedet bruger vi den ngdvendige betingelse, som er udviklet af

Lagrange.

Ngdvendig betingelse.

Antag:

1.

Da

at funktionen Fo(x) N

at samtlige funktioner
kontinuerte gradienter
gelder:

at enten findes reelle

Apshgseenshy
G = Fo + AlFl + oie.. *
altsd at x
3 o

(F, +

, s& det

er lgsning

AlFl+

X

+ AnFn) =0

(F0 : R
under bibetingelserne Fi(x) =0, (i=1l,..,n) i et punkt x
F, (i=0,1,.

i en omegn om x

o]

~ R) har lokalt ekstremum

o’

.,n) er definerede og har

tal (Lagrange-multiplikatorer)

ix,
A FL (G : R

til ligningssystemet:

m+1n

for h = 1,2,.
el?er ogsd er alle funktionaldeterminanterne af bibetingel-

gelder at hjzlpefunktionen
~ R) har ekstremun,

. ,m.

sesfunktionerne med hensyn til n af variable Xy lig 0.

Vi vil ikke anfgre en tilstramkkelig betingelse her; dette ggr, at man skal
vere forsigtig med denne metode, da man ikke har anden kontrol pd, om man
har fundet et optimum, end at den situation, man beskriver, ser ud til at
have et optimum.

Vi vil nu se p& eksemplet p& anvendelse af Lagranges multiplikatorer
fra afsnit 3.2.3. Problemet var givet ved:

Fo(x) = volumen = X1 XX
og

Fl(x) = 2xl + ¥, —a= 4]
F2(x) = 2%y + X5 - a =
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Vi skal nu finde Xg € R3 sdledes, at Fo bliver maksimal, og Xq opfylder
bibetingelserne.
3 ' Say) -
Efl(xl 2%3 + A (2x + X, a) +‘A2(2x1 + X3 - ‘a)) =0
a L -_ -.
5§2(x1x2x3_+ Al(le + X, a) + Ay(2xy + Xs. a)) = 0

3 , _ .
-373(xlx2x3 + ;\1(2x1 + X, a) + A2(2x1 + X5 a))‘- 0
og vi har nu fem ligninger med fem ubekendte'(xl,xz,xz,xl,lé).

+2a, 420,20

Xo¥3 1 27
X3t M = 0 ’
x1%2 f A2 =0 l
2x1 + *2 - a =0 _
2xq + i3 - a = 0

som har lgsningerne . . . :
: ) ' 2, : 2
Xy = al/’3 , X, = a/3 X3 = al3 , A= -a:/9 s Ay = -a%/9
Da vi kun har brugt en ngdvendig betingelse til at finde dette punkt, md
T vl samtldlg g¢re os nogle overveJelser, om F med disse b1bet1ngelser over-
“hovedet har et maksimum. Hvis vi ser p& den fys1ske realltet i dette til-
felde, er det temmellg oplagt; men det er ikke altld tllfaldeb, at det er

s& nemt at overskue

'

3.3.4. Det linesre pfqgrammeringsproblem.
Definition af optimum. \ )
At funktionen'Fo : Ry ~ R har minimum i x

o € Ry under bibetingel-

serne F.(x)-i 0, (i=1,2,..,n) hvor F. (j:O,l,...,h) er lineare,

R J
betyder
1. Xq opfylder bibetingelserne

2. F (x ) < F (x) for alle “x, som £1lfredsstlller blbetlngelserne.
Dabde iﬁdg&ende'rudktioner alle er‘line&re, kan de'skrives:.
Fo(x) = ¢ X ?,}c € Rm, x € ﬁT.)
og bibetingelserne:
Ax<t , (A er en (6 X m)-matrii.)
Ved’ 1ndf¢relse af n sdkaldte slackvariable kan dette problem omformes tll

Find minimum for F_(x) =-¢ x , under bibetingelserne A x =b, hvor

o
F, : RN . R, c,x € Rm+n og A er en (n x (m+n))-matrix. (For den konkrete
omformning, se¢ eksempel nedenfor og afsnit 3.5.)

Vi kan nu formulere fglgende ngdvendige betingelse:
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Ngdvendig betingelse.

En optimal lgsning til et lineart programmeringsproblem findes

i et ekstremt punkt, dvs. et punkt som tilfredsstiller bibeting-
elserne, men som ikke kan dannes som en konveks kombination af
andre punkter, der tilfredsstiller bibetingelserne. S&fremt en
optimal l¢gsning findes i flere ekstreme punkter, sé& er enhver
konveks kombination af dissé ogsd en optimal 1gsning.”

Denne satning siger, at en optimal 1dsning vil ligge i et hjgrne, dog s&-
ledes at forstd at der ogsd kan vare andre punkter, der er optimale; men
at vi har 1l¢gst problemet, hvis vi kender de hjgrner, der giver optimale
lgsninger. Denne betingelse er desvarre ikke s& god til at bruge til at
finde optima, til det brug er fglgende sztning mere velegnet, idet den ka-
rakteriserer hjgrnerne, som de optimale pﬁnkter er en del af.

Ngdvendig og tilstrzkkelig betingelse (for hjgrnepunkt). )
Séfremt g < m sgjlevektorer i A, f.eks. al,az,..ag, er lineart

uafhangige og

% ajx. = b, hvor x, > 0 for j=1,2,..,g8 , og x.=0 for j=g+l,..,n,
F1 J J - i ) J

.da er x = (xl,xz,...xg,0,0,...,O) et ekstremt punkt af lgsnings-
omrddet. Omvégdt gelder, at hvis x er en ekstremlgsning, da er

de vektorer aJ, der er knyttet til de positive elementer x'j i
lgsningen, lineazrt uafhangige.

Vi vil nu se p& ldgsningen af det fgrste eksempel i afsnit 3.2.4., hvor vi
havde f¢lgende problem:
Find (xl,x2) s&

z(max) = 130x1 + 100x2
3x1 + 2x2 + X3 = 24p0
O.lx1 + 2.2x2 + %y = 156

l.2x) + l.8x2 + x5 = 156

idet 240, 156 og 156 er antallet af timer maskinerne er til rédighed pr.
uge, 0g X3, X og x5 er uudnyttet kapacitet p8 de tre maskiner (slack-
variable).

Bay o toeny 0t

Ifglge den ngdvendige og tilstrazkkelige betingelse nr.2 galder, at
vektorerne
1 0 0

i matricen




REE

1.8 0- o .1

N

"' er linesrt uaghzngige, og derfor kan vi fastsld,.at x = (0,0,240,156,156)
er et ekstrempunkt (et hjgrne). Den-er givetvis ikke maksimal, da den inde-
bzrer, at der ikke skal produceres noget. Men vi kan nu ved hjelp af .
Simplex- algorltmen (se 3. 5) s& at .sige kravle fra hjgrne til hjgrne, og til
sidst' £f4& x = (40,60,0,20,0) som optimal lgsning, med z(max) = 11200.

-3.3.5. Ikke-1linesr programmering.

Definition af 6ptimum . .
At funktionen F :3hm“~ R har minimum i X, € R™ under blbetlng—
elserne Fy (x) < O (F : R~ R), (1 1 32450+ 50) betyder
1. x0 opfylder blbetlngelserne
2. o har ‘en omegn U & R , s8&dan at F (x ) < F (x) for alle.
: X € U som tilfredsstiller blbetlngelserne,

Sammenligner man problémformulering-og definition af optima for dette pro= -
blem og for problemet med at finde ekstrema for funktioner af flere vari-
able med blbetlngelser, ses. det, at de mlnder meget om hlnanden, blot er'i
dette problem blbetlngelserne ullgheder og ikke 11gheder

Ligheden fortsetter ogsé p& 1¢sn1ngsmetoden, 1det vi ogs& her danner
.haelpefunktlonen (Lagrange funktionen)

G = Fo + ulFI f hees * unFn‘

og far fglgende ngdvendige betingelse:

Ngdvendig betingelse.
Saddelpunktsteorem:

Antag:

1. at der eksisterer et X 2 0, hvorom det gelder, at

COFy(xg) <0 Jfor  is1,2,...,n ,

2. at xo > 0 er en 1¢sn1ng til det 1kke ~linesre programmerzngs-'
problem :

Da galder at o

for alle x > 0, u > 0 eksisterer et u, sé

‘ G(xo’u). = G(Xo’go) 2 Glx,uy)

Som det ses adskiller denne satning sig fra s®tningen i afsnit 3.3.3., idet
der ingen krav er til de-indgdende funktioner om differentiabilitet. For
. differentiable funktioner gzlder den mere operationelle sztning:
Ngdvéndig betingelse.
Lokale Kuhn—Tubker betingelser: !
Antag: : ' .
1. at der eksisterer et Xy >0 hvoroh det gzlder, at
Fi(xl) <0 fori=1,2,....,n,




2. at Fi : R" ~ R , (i=0,1,....,n) har kontinuerte partielle
afledede, :

3. og at Xy 2 0 (x0 € R™) er en l¢sning til det ikke-linezre
programmeringsproblem.

Da gelder at l 7'7; .

der eksisterer et Uy 2 0 (uo € B?) sé}edes at

a6 (xo,u ) =0 (i=1,2,..

u, 28y Su) = 0 (i=1,2,.,..n)
i3us"o

Det gelder specielt for konveks programmering (herunder kvadratisk og
linezr programmering), at saddelpunktsteoremet og de lokale Kuhn-Tucker
betingelser udover at vere ngdvendige tillige er tilstrazkkelige betingelser.

Men lad os se 1idt p& eksemplet med at anlagge en lufthavn (3.2.5.).
Problemet var at minimere

] - -
Fo(x,y) = f z4 Ax-x )7+ (y=y;)*

under bibetingelserne

Fi(x,y) = x +y - 250 <0
i 2 2 4
Fy(x,y) = -((x = 100)° + (y - 100)%) + 400 < 0 .

Vi danner hjslpefunktionen (Lagrange-funktionen)

EX)E F (y-y 7 + Ay (x ¢+ y = 250)

_ 6
G(x,y,xl,xz) 5 f z3

+ A2((x-100)2 + (y-100)2 -400)

og den ngdvendige betingelse (ikke tilstrakkelige, problemet er ikke
konvekst), giver fglgende ligningssystem:

g & 230x7x%;)

o>

L . + A, = 2x,(x-100) = 0
X 7 —7 — e 1 2
Ylx-x 07+ (y-y5)
. zi(x—xi)
3G _ - - =
3y % + Al - 2%2(y 100) ¢}

/\X-Xi)z + (Y'yi)z'

x +y -250 <0

2 2
=((x=100)" + (y-100)° -400) < 0
Map = Mx +y -250) = 0

3G _ e 2 _ 2 _ -
x2372- Ay (= ((x-100)° + (y-100) 400)) = O




Systemet kan lgses iterativt pd datamaskine, og den optihale verdi fis
£il 13961 km i punktet (x,,y,) = (120,130), der er bestemt med 10 km.
ngjagtighed. (se igvrigt nedenstdende figur med niveaukurver for
mdlfunktionen ). ' .

3.3.6. Klassisk vafiatibnérégning.

Definition af optimum.
T - ‘ Lad F, : X ~ R vare

ot

Fo(i) = 7 o(x(t),x'(t),t) dt

S

og lad x, € X. F, siges at have minimum i x; dersom:
vx € X i Fo(x) > Eo(xq).

; ' Vi sgger altséd nu en fﬁnktibn i.Xfisbedét for et punkt i-R™. Antager vi,

) at ® og'x er dirfereﬁtiable, har ‘vi fglgende ngdvendige betingelse.

i ) o ) : o
'N¢dvendig betingelse.
'Eulers'ligning:

‘Er Fo(xo) et minimum, gzlder at X, er en 1lgsning pil Eulers. o
ligning: = o
3'—&»( t,t) = - & (2 o(x,x",t) = 0
axv XXy = T e s X700 = .

Specielt har vi, at hvis ® ikke indeholder t eksplicit

bliver Eulerligningen til:

o - x'i—-o = kbnsta t !

5% = nt.

Som eksempel pd et klassisk variationsregningsproblem (klassisk i mere end

en forstand), kan navnes det s&kaldte Brachistochrone-problem (se 3.2.6.).
" Vi skal finde minimum for o

??-;L7§41!i- dx

x

Y€x) =¥y s Volxp) =y,



Ar gz

Da ®(y,y',x) = —7y—l—- ikke indeholder x eksplicit, har vi Eulerligningen,
som den sggte funktion skal tilfredsstille. '

IvyiZ 12 2o
e e sl
. Y O YL
hvoraf y' o= == C1”
c
. 1
cy vy

eller dx = f A= dy::;;f:?: S
¢ %y A

som med substitutionen y = % sinz(%) =§%51 - cos(u)) integreres til
1 1
X = kl(u - sin(u)) + k,
y = ki(l - cos{u))

som er parameterfremstillingen for en cykloide.

3.3.7. Lagrange-problemet.

Definition af optimum.
Lad Fo + X ~ R, hvor

t dx, (t) dx,(t)
F_(x) = {;o(xl(t),xz(t),T, —2.6) at

Fo(x) siges at have minimum i X, = (dexdz) hvis
1) X, opfylder bibetingelserne, og for alle x:
2) Fo(xo) < Fo(x)

Ngdvendig betingelse.
Hvis vi i det oprindelige udtryk for Fo(x) erstatter ® med:

o= -1 0 + 5;5 2565 (x(£),x" (£),8)

(hvor Gj(x(t),x'(t),t) er et s®t ordinsre ligninger som bibetin-
gelser, Ao’*j er Lagrangemultiplikatorer), kan vi komme til
Eulers differentialligning, der udtrykker den ngdvendige betin-
gelse for optimum:
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3.3.8. Lagrange-problemet med non-holonome bibetiggelser.‘

Deflnltlon af optimum.

Ngdvendig

‘Lad Fo : X X U ~ R “hvor-

Fo(x,0) = [ o(x(8),u(t),8) ab
S

-F, siges at have minimum i (xo,uo) hvis -

dx .
1) EE_' w(x (t), ug (t),t) , x (t Y=e¢ , xo(t Y=q. -

'2) V(x,u)_e X x U : _Fo(io,uo) < Fa(x,u)

betingelse.

@ _ 3o _d'(ao.)
3%y 9%; dt 3ult)

Hvis vi i det ordinmre_udﬁryk for Fé_erstatter ® med:

D= -2 0+ E'A.(t)w(x(t),u(t),t) , hvor
o 1 J .

Agakyseendy er funktiongr,~der svarer til Lagnange~multiblika-

torer, kan vi komme frem til Eulers ligning:

i= 1,2,..,n ,

. der udtrykker den n¢dyendige,betingelse for et optimum.

3.3.9. Optimal_Controi. . B . _” .

Definition af optimum. -

Et par af funktioner (x (t) Ug (t)) t11h¢rende X x U 31ges at vere

‘et optimalt par, hvis

1. x_ er en 1¢sn1ng til

(o]

&= (x(t)u(t)),x(c)-cl,xu)=d'

N

u (t) €EMecU
3. F (xo,u ) < F (x,u) for alle (x, u) X xM

'(uo kaldes en ogtlmal control og X, en optimal bane.)

I punkt 1) kan x (t ) = d evt. erstattes af. andre slutbetingelser.

Vi sgger altsd nu en kontrol (styrlng), uo, som giver en bane, x sdledes

at (xo,uo,

Til dette

o’
tl) minimerer omkostningsfunktionen Fo'

brug har vi fglgende ngdvendige betingelse. -

Ngdvendig betingelse.

Pontryagins maksimumsprincip.

i

‘Antag: .

1) Funktionerne ®(x,u, t) og w(x u,t) er deflnerede pa RO+THL
med verdier i henholdsvis R og R , er kontinuerte i u og kon-.
tinuert differentiable i x.

2) x (t), u (t), ) er en l¢sning til optimal control problemet.

S& ek81sterer en funktion w(t) og A, 2 0, ikke begge o, s&
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dy . _,do 4o
at vax(XooYUo) * Agax

og s8ledes at u_(t) opfylder
) (o]

H(xo(t),uo(t),w(t),t) = mgx H(xo(t),u(t),w(t),t) hvor
H(X,u,9,t) = o(x,u)y - A 0(x,u)

Som for de andre optimeringsproblemer gzlder det ogsd her, at problemet

7ikﬁ;xé;”légt ved at udlede en ngdvendig betingelse. I praktiske probleméft
mé maninormalt anvende sin viden om problemets specielle karakter. ST
Vi vil nu ‘se p& 1dsningen af et eksempel, som ikke er spor realistisk, men

som gerne skulle vise gangen i lgsningen af et kontrolproblem. (se 3.2.9.)

Vi skal minimere "integralet" Fo(xo’uo) = t under bibetingelserne

0 () = g = %,

0y (x,u) = ¢ u og -1l <ux<l
Hamiltonfunktionen bliver:

HX,U,958) = 9y (8)x5(8) + woltdult) - Ay

3ax %X, | 1 0 1
de _ 1 2 .
= O
dx 20 20, - |
2 2 .
ax 3 0 0
1 X2
og derved
d 4 do
E A '(“‘1"“2)<8 cl)) + 0= (0,mpy (D)

som medfgrer ¢(t) = (dl’ -dlt + d2) hvor d, og d2 er reelle konstanter.
Da det for en optimal lgsning (xo,uo) skal g=lde at

H{x_,u_,¥,t) = mﬁx H(x,,u,¥,t) har vi
dixp + (=8 + dydug = Al = max (dyxgp + (=dt + dydu = 2)
Da dyx, og A, er uafhengige af uy skal vi bare finde uoséledes at
(-dlt + d2)uO er maksimal.
Det ses, at er (—d1t+ d2) positiv, skal u, vare 1, og er (-dlt+ d2) nega-
tiv skal u, vare -1.

Vi har altsd nu fdet fastlagt en optimal kontrol, vi mangler blot at fast-
lzgge den til den optimale styring svarende bane, Xy, samt tidspunktet for
omskiftning af motoren. (Fra u,s 1 til1 u°=-l, eller omvendt.)

dxl dxl dat
For u = 1 gzlder: Eiz = E;E = X, og man far

i 2
%y = 3 X" 4 e
Tilsvarende fds for u = -1: : |

- 2
¥y = ) X," 4 ey,




Blandt disse skarer (se figur) af parabler er der kun to, der skarer i

(xl,xz) = (0,0), nemlig for ¢ = 0 og ¢y = 0 (0B og OA ).

Da vi ved, at u kun antaéer to verdier (1,-1), skiftef vi kun en gang fra
en parabeibué til en anden, og vi skal derfor fglge en bue, til vi mgder
enten OB eller OA (se figur), som s fgrer os til (0,0). '

Lad os se lidt pﬁ_en‘startéituation, hvor (xi,xz) = (a,b) og a;b'>0,'sé
vi ligger i 1. kvadrant. o
Her er u = -1, og vi skal bevage os af parablen ?1', altsd
Axl = §x22 ;’c , hvor ¢ pd grund af sta?pbetingelserne er f
c = a + ib". '

Vi skifter pafabel i skeringspunktet mellem Pl og AO, som er givet ved
. +

B°
(-va-1b , ta +'gp ).
‘Ser vi lidat pé_bevegelsesligningeh' x2' =u = -1, f&s Xy ® -t + b,
 hvoraf vi f&r den tid, det tager at nd fra udgangspunkt til sk&ringspunkt
til t = b +/a 7 I6Z . , som er det tidspunkt, hvor vi skal skifte
] accellerationens retning for at nd til (0,0).



3.4 NUMERISKE L@SNINGSMETODER.

De matematiske metoder, som er gennemgdet i afsnit 3.3, er ikke altid til-
strakkelige til lesning af praktiske problemer. Der kan f.eks. vere forud-
swbtninger, der ikke er opfyldt. Det har derfor veret nedvendigt at udvikle
forskellige numeriske metoder, der ved hj=lp af datamaskiner kan beregne
lgsninger til forskellige optimeringsproblemer. )

De numeriske metoder er nmrt knyttet til de konkrete optimeringsproble-
mer, og man kan derfor ikke angive en generel metode til lesning af disse.
Dette har medfert, at der i dag findes et utal af forskellige m toder til
lesning af numeriske problemer. Nogle bygger direkte pa ideerne fra den ma-
tematiske behandling, mens andre gar helt andre veje.

For at belyse problemerne vil vi i det folgende gennemgd nogle udvalgte eksem-
pler p& numeriske optimeringsmetoder. Som det ferste vil vi se p& nogle me-~
toder til lesning af optimeringsproblemer uden bibetingelser, og derefter

i afsnit 3.5, behandle en generel metode til lesning af linezre programme-
ringsproblemer, nemlig Simplex-algoritmen.

3.4.1 Ekstremum for funktion af een variabel.

Lad os som start se pd hvordan man kan finde et maximumpunkt for en funktion
af een variabel.Om funktionen f ved vi:

a) Den er kontinuert og differentiabel

b) f' kendes

¢) £ har kun eet maximumpunkt (hvor f' = o ) i intervallet [a,b]
d) Er ievrigt "pam" ( se fig. 1).

Hvad vi seger er altsd et x, hvor f(x) er £(x)
maxpunkt. Dette er som bekendt opfyldt for
et x, hvor f'(x) = o. Med andre ord, vi skal
finde et nulpunkt for funktionen f'.

Dette nulpunkt kan findes p& en rakke mi-

der. Her skal vi blot n=mvne nogle enkelte.

o]
o’

Bisektionsmetoden.
Her flytter man intervalgrzngerne a eller b til 1}

X = —3—

Man vzlger a, hvis £'(x) Yo, b,hvis £'(x) o .Ved b

en séden fortlsbende proces, kan det interval, hvor 4 =

nulpunktet befinder sig i, indsnsvres til en on- %o ?
sket sterrelsc. Ved en sddan fortlebende proces, a_+b
kan det interval, hvor nulpunktet befinder sig sig 0-'=> <
i, indsnmvres til en ensket sterrelse.
Dermed kan mulpunktel findes med den enskede nejagtighed.

\j




En anden, og mere'éffektiv metode, kan komme pd tale hvis man kender f''.
Den sadkaldte, Newton's metode (efter den herre Isaac Newton (leu2- 1727)
"naturligvis).

Fra Taylors formel, med den forste aflededel

' =
£f'(x) = f'(xo) + (x - xo) f"(xo) + Ty
har vi at x er nulpunkt for f', nir tilnarmet:

f'(xo) + (x - xo) f"(xb) =0 ;ellér nar f"(xé) =

A i"?x )
0
Hpjresiden kan da udregnes for et givet X,108 X vil da i almindelighed
ligge tzttere pa nulpunktet end x .Metodep '
kan illustreres som vist pa flguren Veerdien
x er skeringspunkt mellem x-aksen 0g tangen—
ten til £' i punktet (x,, £(x,)). Man ken' alt-
sé& beregne en rzkke tilnzrmelser udfra udtryk-.
ket;

't X, —x,_.i.:.(.)_(j_'.l

i+ 1 i
()

for i = 1,2,3...til den enskede nej-
agtighed opnés. '

De her omtalte metoder krever begge, at funktlonen er dlfferentlabel. Dette
krav kan imidlertid ikke altid opfyldes i praktlske sltuatloner. Der ma alt-

s& andre metoder til i disse tllfmlde.

Vi vil her beskrive en slags "standard"-metode, hv1s fllosofjﬁgsé kan be-
nyttes.tllAfunktloner af stwrrelkomplek51tet. (mere om det senere).

Metoden gdr i alt sin enkelthed ud pd at tage et skridt afien vis leng-
de, ud fra et begyndelsespunkt, og derefter afgmre‘om man har "skridtet"
forbi max-punktet.lad os skitsere princip-
pet. Vi tager et skridt ud fra punktet x,
(med lengden x; - x, ) og lander i punktet |
x;. Er f(xl) > £(x,) ligger maxpunktet i’
intervallet - Xy 0 X eller lengere fremme.
Intet er altsd afklaret endnu. Vi tager
derfor et skridt til, af samme lengde, og
ndr x5. Er f(xz) > f(xi) ligger maxpunktet

.1 intervallet Xy 1%, eller langere fremme.
Denne fremgangsmade kan benyttes indtil
f(xn+l) < f(xn), hvilket indicerer, at vi
er kommet forbi maxpunktet. Maxpunktet ma
da ligge i intervallet [x;_4 ’xh+l] Dette interval kan sd igen formlndskes
udfra de samme principper, dog med en mindre skridtlemgde og startende i
punktet x__q.
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3.4.2 Ekstremum for funktioner af flere variable.

I det felgende vil vi kun behandle funktioner af to variable, idet disse
kan visualiseres. Problemer og metoder er ievrigt de samme, selvom der
indgdr mere end 2 variable.

Vi vil starte med at beskrive nogle problemer, som forekommer ved disse
funktioner. I en stor del af litteraturen omtaler man disse problemer, som
"den blinde bjergbestigers problemer" med at n& toppen af et bjerg.

Funktionerne identificeres altsi med bjerge, hvilket pmdagogisk set er
en veldig god fremstillingsform.

Situationen er den, at man stir midt
pd et pent-glat bjerg.(punkt P).Kon-
tourlinierne er hgjdekurver. Man gnsker
nu at komme nzrmere toppen.af bjerget.
Dette kan ggres ved at tage et skridt
ind i det skraverede omréde, hvor al-
le punkter er en bedretilnzrmelse til
max-punktet end P. Problemet er selv-
felgelig, at man som "blind", ikke kun
"se" det skraverede omrade.( man mi
fole sig frem med stokken. Der findes
en razkke metoder til at fele sig frem.
Her vil vi gennemgd nogle f& af de me-
re simple.

Den forste kaldes ofte "en variabel af gangen", og er, som navnet an-
tyder, en metode, hvor man zndrer een variabel ad gangen.Med andre ord,
man endrer en variabel med en eller anden veerdi, og lader de ovrige u-
endret. Herved "feler" man et skridt frem (med stokken) i den aktuelle
variables retning. .

Hvis dette skridt, vil fere os o-
ver i et punkt, som er bedre, f.eks.:
f()g1 + "skridt",yn)\< f(xn,yn), tager
vi skridtet. I modsat fald bliver vi
stdende. Herefter kan vi forsgge at ta-

ge et skridt i en ny variabels retning,
osv. Dette kan fortsstte til vi ikke
kan forbedre vores "position", og altsa
nid vere i max.-punktet.(I hvert fald
det bedste max.-punkt vi kan finde med
denne metode).

Gradientmetoden

Den nzste metode vi vil nmvne, er den sdkaldte "gradienttmetode". Princip-
pet i'denne metode er, at tage et skridt i gradientens retning. Gradienten
er som bekendt en vektor, som peger i den retning funktionen(bjerget),sti-
ger mest. Gradienten kan findes ved partiel differentiation.




G = af of ceevseens 2F
oxl axz’ ‘ Xy,

Vi stér altsd igen i et punkt P, og skal
tage et .skridt mod maximum. Skridtet ta-
ges denne gang i gradientens retning,
hvor landingspunktet kan beskrives med
feglgende rekursive .formel: .

PCALTIEC I st(Xj)

hvor s; er lwngden;af det j'te skridt.

Menstersegning og Raﬁdohsagﬁing.

1
=

Endelig vil vi na&ne to metoder, som minder en del om hinanden: "Menster-

segning",og "Randomsmgnlng"

Mgnstersegningen giver mulighed for, at- soge bedre punkter, efter et -
bestemt menster. Med andre ord, hvor "En variabel ad gangen"-metoden, gn—

stemt mwnster, som ogsd kan vere dynamisk.
Vi Kan foreksempel veelge at tage "springer-
‘skridt", dvs. to skridt frem og en til hej-
‘re. (Ikke skaksplllende lesere mA her bere
over med os)

Randomszgningen er en metode, hvor man
forseger gig med helt tilfeldige skridt.
(se figur). Man tager altsd et skridt i den
tilfeldige retning, hvis det kan forbedre
positionen. Ellers forseger man sig med en
ny. tilfeldig retning.Visse metoder indenfor
denne kategori benytter bade tllfaldlg ret-
nlng og skrldtlwngde.

Fn ofte benyttet forbedring,(metoden er fak-

tisk kun brugbar med denne forbedring), er at

* drer een varlabel kan Menstermetoden endre flere varlable, efter et be-

indfere .en "historie-vektor".Denne vektor skal serge,for, at.de helt tll-
feeldige forsgg ikke bliver fuldstmndlgt tilfeldige. Vektoren skal med andre
ord pav1rke forgzgene i den retning, man erfarlngsm3531st véd forbedrer

positionen.-
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3.5 SIMPLEXALGORITMEN.

Vi vil i det folgende vise, hvorledes lesningen af det generelle line- .
zre programmeringsproblem kan formuleres i tre niveauer:

1. En beskrivelse af det linemre programmeringsproblems
losningsegenskaber, der ikke umiddelbart viser hvordan
problemet skal leses. ’

2. En beskrivelse af hvordan man, ved hjelp af aritmetiske
operationer kan lese problemet.

3. En algoritmisering af lesningsmetoden, der ved hjelp af
en strukturering af problemets, ferer til at lesningsme-
toden bliver generelt anvendelig.

Forinden vil vi dog kort redegere for det linemre programmeringsproblem:
I det generelle LP-problem skal bestemmes en vektor

n

X €R x5 ¥ O fori = 1,2y0e00e000eel

som maximere (minimere) funktionen
T

z = ¢cX cte RP

og opfylder et system af linezre ligninger og uligheder:

ay1%) + 815%y + .......................alnxh{6 y = 4 > } bl
apiX; + asXs + .......................amnxn{$ s = a2 } b,

For at dette problem kan leses med Simplex~algoritmen, og andre algoritmer,
bringes det, ved indferelse af en slack-variabel for hver ligning eller u-
lighed, p& en sékaldt standardform, hvor problemet formuleres séledes:

n: = m+n

Find x @€ R®, x% O
séledes, at

7z = CX maximeres, épe R® og Ax = b er en m x n~ matrix, be R®

Denne omskrivning kan udferes for alle gencrelle LP-problemer. Vi har yder-
ligere behov for at definere en sdkaldt pivotoperation, som er et s=t reg-
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neregler, hvormed man kan transformere et ligninéssystém til et der-
med ekvivalent ligningssystem, d.v.s. med sahme lgsninger, og som er
karakteriseret ved, at en given varisbel optrder med koefficienten 1
‘i én ligning, og O 1 alle andre: )

leet et ligningssystem Ax = b, hvor A er en m.x n—matrlx, x€ R , b€ RE
Vi vil skrive dette 1lgn1ngssystem ud for at klargare .trinene i en pivot-
operation: :

;817X HeeceecicnnceeesB) Ko FeaeedieseneeBy X = Dy

arlxl +...........',....arsxs..........‘....arnxn

n
o
n

. . e . -
» . - . . » .
]

amlxl Heoerrersacrenoee@  KoooorecnnesaceeBy X = bm

En pivotoperation kan opdeles i tre trin.
i. Udvalgelse,éf et element, 8. # O, det sékaldte pivotelemept.

2. DlVlder den r'te llgnlng med ar y.dvs. erstat den r'te 1ig-
nlng med . ’

( arl / aLg )x1>+............1x .°°'°". 8 / tg )xn b /ars

3. For i = 1,2,4ee0ues,r=1,7+1,e....n. Erstat den i'te ligning
b med summen af den i'te ligning, og den nye r'te ligning ganget
: med. (—ais):
(a5; - 2

x br/ars

x 8.,/ ars)xl touennresOXg teenens by - A

is‘
Pivotelementet ses undertiden undér navnet "akseelementet". Ordet "pivot"
kan nzrmest oversmttes ved "tap", den tap hvorom processen drejer sig.
Hver af disse elementaroperationer smndrer naturligvis ligningssystemet
til et ekvivalent ligningssystem, og‘derfor endrer den samlede pivot-
operation ogsi systemet til et skvivalent ligningssystem.

Ad 1 : LP-problemets lesningsegenskaber.

Et LP-problem har folgende lesningsegenskaber:

1. Hvis lesningsomradet ikke er tomt, vil en optimal lesning
altid kumme findes i et extremt punkt af lesningsomradet
(et hjerne). Hvis der. findes flere extrempunktlesninger, som
er optimale, vil enhver konvex-kombination af disse oésé
vere en optimal lesning. (men ikke et hjerne).

2. Enhver mulig 1¢sn1ng(ba51slasn1ng) svarer til et extremt punkt
i lesningsomridet.



3. Til ethvert extremt punkt i lesningsomridet, svarer m
linezrt uafhzngige sejlevektorer blandt de givne n vek-
torer i A, hvor de elementer i lesningen, der svarer til
de m linesrt uafhengige sejlevektorer er # 0, mens de ov-
rige = O.

4, En legsningsalgoritme behover kun at undersege extrempunkt-
lesninger, altsd mulige basislesninger med m dertil heren-
de linezrt uwafhzngige vektorer.

Ad. 2 Eksehpel pa aritmetiske operationer

Antag at et firma szlger to varetyper, der produceres pa tre maskingrup-
per. Dekningsbidraget for ferste vare er 130 kr. ved produktion og salg,
og loo kr. pr. stk. for den anden varetype. :
Hver enhed af vare 1 beslaglsgger maskingruppe 1 i 3 timer, maskin-
gruppe 2 i o.1 time og maskingruppe 3 i 1,2 timer. De tilsvarende data
for maskintidsforbruget pr. enhed for vare 2 er hhv. 2,0 2,2 og 1,8.
Maskingruppe 1 kerer pd toskift, og har en maskinkapacitet p& ialt
240 timer pr. uge. Maskingrupperne 2 og 3 kerer pi enkeltskift og har hver
en maskinkapacitet p& 156 timer pr. uge.

Problemet er nu at udarbejde en produktionsplan, der maximere det totale
deekningsbidrag pr. uge under de givne betingelser. Problemet kan formuleres
p& kanonisk form siledes:

5x1 + 2x2 + x3 = 240
o.lxl+2.2x2+ Xy = 156 -
1.2xl+l.8x2+ x5 = 156
130xl+ loox? , =2 -z (=0) .

hvor vi har indfert objektfunktionen z = 130xl + 1oox? + ox3 + 0x, + ox5
i ligningssystemet, idet vi har omskrevet den til formen:

Z - %, = 130xl + loox2 )
hvor z, er verdien af objektfunktionen for den nuverende basislesning.

Det ses, at lesningen x = (0,0,240,156,156) er en mulig basislesning, da
der til x3,x4,x5, de tre basigvariable, svarer 3 linezrt uafhengige sgj-
levektorer. Vi kan nu ved at betragte ligningssystemets sidste ligning se,
at Xy er den variabel, der ved at oges en enhed, giver den sterste eogning
af objektfunktionen. Vi ensker derfor nu at transformere ligningssystemet
p& en sidan mide, at vi nemt kan finde en mulig basislesning, hvor X, er
positiv. Dette kan geres ved at lade sejlevektoren, svarende til Xy blive
en af de tre linesrt uvafhmngige sejlevektorer, den skal erstatte, altsa

i hvilken af de tre ferste ligninger Xy skal have koefficienten 1. Det vi
ensker at gore, er altsé at ege X, meus x, or uxndret. PA grund af de tre
ferste ligninger, og ikke-nagativitetshetingelserne, kan dette kun geres,
til en af de tre basisvariable bliver O.

(Kender De den om badebyggeren, der ikke kunne holde sig i ro, s& han matte
legges pd kel?)
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Dette bliver netop i den ligning, hvor koefficienten til X, er positiv,
og kvotienten mellem haare31den og koefficienten til xl er mindst.I den-

- ne ligning velges koefficienten til Xy som plvotelement, og hele lignings-
systemet transformeres ved en pivotoperation til et mkv1valent lignings-
system ‘II, hvor sejlevektorerne svarende til X 9%y, og- x5 Ses dt vere line-
art uafhanglge, hvorfor lesningen x = (80 0,0,148, 60) er en oy mulig ba51s—
lmsnlng. : :

i

X, + 2/3 xé + 1/3 8o

Xy =
'.‘32/15 #2 4+ 1}36 xB‘ + Xy ‘ = 148 K
‘ x2 - 2/5 .x3 + %g = Gc; :
40/3 #2 —13023 X3 ='z - io#oo:

Af dem fundne basislbéning ikke er optimal, ses af, at verdien af z

" vil pges med 40/3 for hver enhed X5 @ges med. Vi vil derfor endnu en~
gang transformere 1lgn1ngssystemet, s& vi kan finde en mulig basis-
lgsning, hvor. X er positiv. Vi transformere ved hawlp af en pivot-
operation, med koefficienten i ligning 3 som pivotelement,II til III.

%) +3/5x3 o _2/33(5:40
. i23/150 ‘x3>.+ x4v: - 32/i5 X ; 29‘
%5 - 2/5 Xz : ‘ E + .k57= 60

- 114/5 _AxB' : - 40/3 xb.='z - 11200

Den fundne baslsl@snlng x = (40,60,0,20,0) ses at vere optlmal , da
vwrdlen af z kun vil mindskes ved at oge x3 eller x5 Verdien af z fin-
des af sidste ligning at ) 11200.

Disse operatibner,.der virker pa matricen A samt ligningens hejreside
b og'dbjektfunktionen, kan formuleres som en aigoritmé,:SIMPLEX-aISOv
ritmen, der arbejder pa en tabel, SIMPLEX-tabellen, der netop indeholder
A, D og‘objektfunktionen svarende -til de zkvivalente ligningssystener,
der skabes undervejs,fra‘standardfbrmen til den optimalellesqing.

Ad 3. Algoritmisering af lgsningsmetoden. Simplex—élgoritmen.

Vi har i det foregdende eksempel set, hvorledes hver iteration medferer
beregning og nedskrivning af en komplet Simplex-tabel,se tegning pa neste
side, styret af et efter visse regler udvalgt pivotelement. Disse regler>
vil vi nuiformalisere i falgendé 4 theoremer:
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oprindelige omkostningskoefficienter

basisvariable navne pa de transformerede sejler
* ejebliks~ R transformerede
. vaerdi af ) sejler o
. 77| vasis- T svarende til de
. - | variable " . BASIS variable
. == . NxM- der ikke er
. " enhedsmatrix basisvariable
Xp

relative omkostningsfaktorer

LAl .
altid nuller her

objektfunktionens gjebliks-~
verdi m. modsat fortegn

Theorem 1.

Koefficienterne svarende til de (n-m ikke - basisvariable i en Simplex-
tabels rekke (m + 1), kaldet de relative omkostningsfaktorer, representerer
det beleb, som objektfunktionens verdi endres med, hvis variablens verdi
oges med en enhed, mens alle andre ikke— basisvariable forbliver nul, og
de m basisvariable sndrer verdi, séledes at ligningssystemet stadig holder.

Theorem 2.

For en given basis,B, kan alle relative omkostningsfaktorer beregnes ud
fra de oprindelige 8 i standardformen ved

m
c.=c.-2|£q_.j for alle J

=]
Theorem 3.

En mulig basislesning er optimal, hvis alle c. & O (hvis z skal mini-

meres vil lesningen vere optimal, hvis alle ey » 0).

Theorem 4.

Lad x vare en mulig ikke-degenereret basislesning, med B som basis. T
den dertil herende kanoniske form antages Es ) O. Endvidere antages eksi-

stensen af et . 7 O.

Idet Ek (der er en enhedsvektor med et 1-tal i rekke k) forlader basis
og a® indferes i basis , kan vi frembringe et nyt kanonisk system ved trans-
formation af samtlige (m + 1 ) x ( n + 1 ) elementer i den nuverende kano-
niske form (Simplex-tabel):

;
%
!



a, .
= kJ
8ij ﬁ‘aij T — g4 i=12c0cccucreem + 1,
8ks - ’
itk
By . _ J = 0yewen

Simplex-algoritmen kan herefter beskrives formelt pa folgende made:

Lad os antage, at vi beflnder os midt i den 1terat1ve proces, og at vi- har
et kanonlsk system med B = (a s a2 ,.........a ) som basis, hvor B er en
enhedsmatrix. T T

1. Hvis alle cJ £ 0 er den nuverende lwsnlng optimal, og den

"

1terat1ve proces stopper.‘
Regelen for valg‘af'S ( og dermed is) , hvis'derver‘flere kandidater:

soanfels, a3l 0))
e~

veelg sterre relative omkosthingskoeffiéienter

Hvis. valget ikke er entydlst, v%ﬂgden blandt
de’ st¢rste, hvis index er mindst.

2. Der konstrgerés en ny legsning, hvor Xg bliver positiv,
og hvor alle evrige ikke-basisvariable forbliver nul.’

Foreg X fra nul til

‘gk / g =‘m;n{ %i / ais}

' Hvis alle 8y g £ O kan *g oges. vilkérligt, uden at nogle af de ovrige
basisvarisble bliver negative. Dette betyder, at der eksisterer en los-

ning, hvor z ikke er opadtil begreﬁset._l s4 fald stendses beregningerne.

3. Den kfte'ligning i det kanoniske éystem, med By > 0 soﬁ
pivoelement benyttes til elimination af Xg fra de ovrige ;
ligninger.

Denne procedure’ gentages til:
- enten 1) z > a0
‘eller 2) en optimal basislesning er bestemt. (alle c < 0 )

Under forudswtning af ikke-degeneration i hver iteration vil processen
afsluttes med enten 1) eller 2) efter et endeligt antal iterationer, fordi
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en basis kun ken udtages pa .(g) mider, og da z foreges efter hver iteration,
vil en bestemt basis ikke kunne “gd igen".

For at gere Simplex-algoritmen operationel, for et hvilket som helst
LP-problem, m& vi fjerne den tidligere antagne forudssztning om at alle
lgsninger var ikke-degenerede. I s& fald kan en eller flere bi antage ver-
dien nul, og hvi§ de tilsvarende elementer raifsfif a® er positive, Vil en "--—--
fomgelsg af Xg _ikke kunne gennemfores uden atr,ien eller flere variable --
i basis bliver negative. Dette medferer, at anvendelsen af de tre trin

kan resultere i en ny basis (extrempunkt) lesning, og derfor i en mu
simplex~tabel, uden at objektfunktionén bliver forsget. Teoretisk set

kan det bevirke at antsllet af iterationer kan blive uendeligt. En basis

fra en tidligere Simplex-tabel vil kunne genopsta som basis i en senere

tabel hvorved iterationerne gentages i en cyklxis. I preksis er det uhyre
sjeldent at "eykling" finder sted, og de allerfleste standardprogrammer er
forberedt herpd, séledes at der ved hjelp af en sikaldt perturbation ogsé

kan opnds konvergens selv hvis cykling skulle finde sted. ;




4, OPTIMERING I TLANDBRUGET.

I nmrverende afsnit vil vi forszge at’ gare rede for en praktlsk anven-
delse af optlmerlng. C

Behandlingen af dette emme har to hovedformal:

¢ ) 1. At udvikle en erkendelse om samspillet mellem den udviklede
o teori og teoriens praktiske anvendelse, herunder specielt
problemerne i forbindelse med: oversmttelsen fra teori til

praksis, samt problemer med formldllng af opnaede resulta-

ter.‘ ’ : ’

2..1 forbindelse med. ﬁnderszgelserne omkring den praktiske anven-
' delse af optimering, at afvikle den i bekendtgwrelsen nsvnte .
30 - timers praktik.
Som nmvnt i indledningen har det af arbejdsmwssigeAhensyn veret nwdvendigt
at begrense undersegelsesomradet til landbruget.’
I det felgende vil vi derfor kun beskxftige os'med de optlmerlngsmetoder
'og problemer som- forekommer 1 landbruget.

Vdre opgave:i'dette afsnit bliver derfor at belyse hvilke styringsmuligheder
af produktionen, der findes pa en landbrugsejendom, hvordan man i praksis
planlmgger, samt hv11ke mullgheder man har for at planlagge v.hj. a. matema—
tiske optlmerlngsmetoder.

Igennem vores arbejde méd‘dette»emne, viste det sig imidlértid hurtigt, at
det Qar nedvendigt, at sette sig ind i landbrugets. organiéationshierarki,
for at kunne finde frem til relevante oplysninger. .

Vi-vil her glve en meget forenklet fremstilling af dette organlsatorlske
system, da et sadant kendskab vil lette den videre behandllng.

S

Planlagnlngsflrmaerne.

Landbrugets EDB—central (LEC)
. ' v Regnecentralen (RC)
" : T : o Jordbrugets EDB-Central

4 ' Konsulenttjenesten.
2. - I landbrugets egne organisationer
niveau ' ’ som: Landboforeninger, Husmandsfor-

eninger og Kontrolforeniuger, er an-

Planteavl
Kveeghold -
Grisehold
EtaBlering, gkonomi

3.
aiveau . Landmanden. .-

1., : _EDB-firmaer der Har speclallseret sig
niveau [ ‘ ) i landbrugets planl&gnlngsproblemer.
‘ ‘ F.eks.:

sat konsulenter indenfor omréder som:

3
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De npdvendige informationer til demne undersegelse er hovedsageligt ind-
kommet ved interview af landmm=nd og konsulenter. Dog kan det nzvnes, at vi
ogsad har haft kontakt til LEC og til enkelte personer pad Landbohejskolen,
som har forsket i disse ‘planlzgningsproblemer.

I det _felgende vil vi se p& de enkelte niveauer, hvilke problemer og mulig-
her 1§pdmanden har, hvad konsulenternes opgaver er,rég hvad EDB-firmaerne
tilbyder. S el

4.1 PROBLEMBESKRIVELSE.

En landbrugsejendom er somregel en virksomhed, hvor der findes et stort
antal variable (gedning, vand ect.) til styring af produktionen. For at
f& et overblik ovef, hvad det er for typer variable, vil vi liste nogle
typiske og preve og gruppere dem efter, om de er variable, som kan styres
af landmanden, staten eller slet ikke kan styres.

Variable som landmanden kan styre.

Jordareal, Jjordkvalitet, staldplads, maskiner, dyr, gednings-
mengde, fodermengde, planternes fordeling pi jordarealet, ar-
bejdstimer, medhjazlp. )

Variable gsom staten til en vig udstrekning kan styre.
Lanemuligheder, geld og 1 det hele tagef forskellige finansie-
ringsmuligheder.

Variable som ikke er styrbare.
Klima (regnmengde, jordfygning ect. ).

Udfra sit kendskab til ovennmvnte variable har landmanden hidtil skullet
tage stilling til problemer som:

-hvad- skal der sas p& markerne

-hvor mange svin skal der kebes

-hvor meget kveg skal der kebes/selges

-evt. investeringer i maskiner

—hvor meget foder skal der kebes/szlges

~hvordan skal der gedes

-skal der investeres i ny jord, nye maskiner eller en ny stald
-hvordan skald foderet blandes

-ect.

Disse sporgsmdl er dog kun detail-spergsmdl i hovedproblemet for laundmanden:
Hvordan planlsgger jeg mine investeringer, afgrede~fordelinger og
dyrehold sdledes, at mit udbytte under de givne begremsninger (her-

under ogsd min arbejdstid) bliver optimal.

Lesningen pa dette spergsmil bliver i disse &r mere og mere aktuel, idet for-
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tjenesten.pr. produceret enhed bliver mindre og mindre, og landmanden der-
. for mé udvide/smndre sin produktion for at opretholde sin arsindtegh.

I sine bestr&ﬁelser pé at kunne lese sédahne plénl&gningsproblemer har
man dels. p4 landbohsjskolen, dels i et under landbrugsministeriet nedsat
driftsekonomiudvalg segt, at udvikle optlmerlngsmetoder, der spec1elt er -
anvendelige i landbruget. Hvad det er for problemer man spec1elt onsker
belyst og lest, ses af formalsformuleringen for driftsekonomiudvalget:

1. Udv1k11ng og forbedrlng af metoder til brug for planl&gnlng
pa den enkelte bedrlft

-2. Udv1k11ng af metoder til brug for kontrol med og styrlng af

v

produktlonen pa kortere og lengere sigt.

!
Y

5}.Vurdering af nye teknisk-biologiske. produktionsmetoder i
forhold til eksisterende metoder (gennem modelbrugsstudier),

4. Udv1k11ng og ajourfering af materialer til brug i arbeadet med
analyse kontrol 0g planlzgning.

-5.,Underv1sn1ng i o8 1nformat10n om brugen af de udV1k1ede me-

toder og arbeadsmaterlaler. )

(Fra beretnlng,76—77,s 249) -
~ Imidlertid er det ikke mange'landm&hd, der seger denné:bptimale planlegning.
" Derimod tilrettelsmgger de deres produktion ved at tage isolerede beslutninger
angéende de tidligere nzvnte detaiiproblemer.'Dette skyldes ikke alene konser-
vatisme, men sikkert ogséd et onske om selv at have indflydelse pd beslutnin-
gerne, sdledes at det ikke alene er okonomiske betragtninger der ligger til
grund for pianlwgningen, men ogsa miljzmmésige. Dette sidste skal nok (des-
veerre) ikke si meget ses som det totale miljs, men snarere som landmandens
eget arbejdsmilje, hans lyst til og glede ved arbejdet. » 4

Disse forhold har fert til at man har mattet udvikle systemer til be-

regning af planlegninger p& forskellige niveauer.Ikke alaene kan man give
svar de enkelte épgrgsmél, uden at se pa relationerne mellem dem, men der
er ogsd udviklet éystemer til generelle korttids-savel som lahgtidsplan—
legninger for de Jlandmend, som er interesseret.

4.2 OPTIMERINGSBESTRABELSER I LANDBRUGET.

Det sted, hvor man i landbruget forst og fremmest ser et reelt udtryk for
optimeringsbestrebelser, er i de kvegholdende landmends medlemsskab af kon-
trolforeningerne.Ved medlemsskab af en kontrolforening far landmanden med
Jjeevne mellemrum kontrolleret de enkelte koers ydeevne, og pa dette grundlag
beregner kontrolforeningen, gennem LEC, hvilken fodérsammens&tning de en-
kelte keoer skal have. ) :

Det siges, at de landmmnd der felger foderanvisningerne,. kan opnd et dak-
ningsbidrag pa 25 kr. pr ko pr. dag,mens andre er nede p& 3-5 kr pr. ko pr.
dag.
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-Der er altsa virkelig penge at hente, -
hvorfor det kan virke absurd, at der
er landmznd, der betaler for medlems-
gkab af kontrolforeningen, ca. 70 kr.
- pr. ko pr. &r, uden at benytte sig af
kontrolforeningens foderanvisninger.
~=¥-""Denne absurditet forklares med, at en
© = .-del specielt zldre landmsnd, ikke synes,
-at den foregede fortjeneste er det ek~

stra arbejde med individuelle forderblandinger verd.Denne holdning hos el-
dre landmsnd hznger selvfelgelig sammen med, at de ikke har de samme store
faste udgifter, som de yngre nyetablerede landmeend.

Kontrolforeningens resultater bygger ikke pé‘en egentlig matematisk op-
timering, men pa mange &rs erfaringer, der er gjort tilgemgelige i tabeller.
Der.er altsd tale om nogle beregninger, som landmanden i princippet godt selwv
kunne udfgre: Den store fordel ved at lade kontrolforeningen udfere arbejdet,
er imidlertid, at det s& bliver gjort, hvorimod ‘landmanden ikke kan overkom-—
me efter en hel dags arbejde at tilbringe aftenen med at udfere kedelige
beregninger.

Andre bestrzbelser, der heller ikke er udtryk for en egentlig matematisk op-
timering, er konsulenternes radgivning af landmsendene, nidr det f.eks. gmlder
gedning af markerne. Man bygger her pd erfaringer, der siger, hvilken gedning
man skal give en bestemt slags jord, for at opnd et bedre udbytte af en be-
stemt afgrede.
Endelig kan man nmvne de senere Ars sterkt stigende antal anskaffelser

af markvandingsanleg. De giver selvfglgelig mulighed for et sterre udbytte
pa et givet areal,\ men de giver samtidig landmanden mulighed for en langt
mere effektiv arealudnyttelse. Hvis landmanden f.eks. har meget kveg, skal

~ han til dette kvag benytte en bestemt msmngde grees. Hvis han ikke vander gres-
markerne, er han nedt til at legge et uforhoidsmeessigt stort gresareal ud,
for at vereé sikret i tilfelde af torke. Ved vanding kan han derimod styre
gresudbyttet utroligt sikkert, og derved dyrke andre afgreder p& det fri-
givne areal.

4,3% PRODUKTIONSPLANLAGNING VED LINEFR PROGRAMMERING.

For at kunne lose et optimeringsproblem med linezr programmering, er det en
betingelse, at bade objektfunktionen og begremsningerne kan beskrives ved
linémre udtryk. For at opnd dette, er det tit nedvendigt at tilnmrme de vir-
kelige forhold , som man miske ikke engang kender serlig preecist, med linewre
udtryk, som man mener er tilstrskkelig ; i hvert fald indenfor det interes-
sante omride. )

Af denne grund er linezr programmering ikke velegnet ved optimeringspro-
blemer af biologisk art, hvor det f.eks. ikke er givet, at der er et lineart
forhold mellem det enkelte svins veksthastighed og fedemsngden. Derfor an-
vendes linesr programmering mere ved driftsplanlsgning af mere makroskopisk
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art, hvor det kan vere rimeligtAat'antage, at der er en linesr sammen~
heeng mellem f.eks. antallet af svin og den nedvendige fodermemgde, el- -
ler mellem meengden af dyrket korn og det nedvendige markareal.

Det er séledes forst og fremmest ved planlegning af léndbrugets sam-
lede drift, herunder ogsd investeringsplanlegning, at linezr program-
mering kan komme til anvendelse. Det er dog ofte p.gr. af 6ptimerings—-
~ problemets natur,f.eks. kob af en traktor eller ej,ncdvendigt at kremve
at nogle af lesningens parametre er heltallige,‘altsé linesr heltaléprof
grammering.

De optlmerlngsproblemer der herved kan lases, kan kort eksemplificeres
saledes )

Til garden er knyttet et bestemt markareal og en given staldkapacitet.

Der kan veelges mellem dyrkning af et antal forskellige afgreder, for

hvilke markkrav, arbejdskrav og daknlngsbldrag er kendt.Bedriftens nuveren-
de besztning kendes, og kravene tllAstaldkapac1tet og arbejdsinsats samt
dekningsbidraget ved smdret besetning kendes. Girdejeren gnsker nu.at fa

. at vide, hvordan han skal sammensmtte afgrederne, og hvordan kvwgbeswtnin—
‘gen skal vere, for at. han kan opné det maks1male d&knlngsbldrag, nar han
hagest vil arbejde 60 tlmer pr. uge.

Et konkret eksempel med realistiske tal kan ses, i (Stryg o8 Haortshwa,
Landbrugets operationsgkonomi,1975,s.143) mens en samlet over51gt over,
hvorledes man far en sadan- dr;ftsplanlagnlng udfert af Landbrugets EDB-
,'Center kan ses i "Driftsplanlmgning med anvendelsé af linemr programme-
ring", LEC 1974. Denne bog indeholder endvidere oplysnlnger om, hvilke

typer informationer man fér fra LEC, samt hvordan- EDB-udskrlfterne skal
leses.

Specielt med henbllk pa 1nvester1ngsplanlwgn1ng kan man se:

"Seminar om 'Belysning af investeringstakten for den enkelte landbrugs~
bedrift under forskellige vekstforudsstninger' » Erik Maegaard,@konomisk
Institut, Den Kgl. Veterinmr—og Landbohe jskole, marts 1976."

4.4 LANGTIDSPLANLEGNING I DANSK LANDBRUG.

Indledende bemserkninger

At planlegge indebarer opstlllelsen af et beslutnlngsprogram, der farer
til de valgte mal.

Det forste store problem man i den forbindelse steder pd, er det fantas-
tisk vanskelige i, at gennemfere en lantidsplan for landbruget. Dette skyl-
des at andre af samfundets sektorer ikke handler koordineret med landbrugs-
sektdren, hvorved disse sektorer sammen med udviklingen i aftagerlandene,
modvirker beslutningernme i landbrugssektoren.

En lantidsplanlegning af landbrugets udvikling pa landsplan kan natur-
ligvis kun'foretages af staten, hvilket med Danmarks medlemsskab af EF

vil sige pa felleseuropwmisk plan.Da dette gor problemet meget kompliceret



pé grund af modstridende interesser i EF, og da man efter alt at dem-
me ikke kan blive enige om en fwlles linie, har vi ikke set dybere i
problemet. )

Langtideplanlegning for den enkelte bedrift. A
Som gfuﬁdlag for en prognoéeafor landbrugets udvikling frem til 1985 har -
man ment, at derskulle ske en nedgang i antallet af bedrifter, hvorved der . .
skulle ske en ggning i bedrifternes stdrrelse, med heraf faigende voksen-

de planlmgningsmulighdep. Denne prognose har imidlertid allerede nu vist

sig at sla fejl, da den store arbejdsleshed i i de typiske byerhverv har
nedsat vandringen fra land til by.

Formodningen om, at udviklingen vil gd imod sterre bedrifter, har fert til,
at man bl.a. har arbejdet med metoder til bestemmelse af den optimale in-
vesteringsstrategli for ekspanderende bedrifter. Man vil her bl. a. tage
hensyn til varierende forudsmtninger som : lanemuligheder, markedsrente,
inflation, afsztningsmuligheder og produktionsformer.

Til disse langtidsplanlegningsproblemer, der strekker sig over perioder
pé op til 12 &r, anvendes ofte de sdkaldte flerperiode-LP modeller, der i
princippet bestadr af et antal enkeltperiode LP modeller, der er koblet sa-
ledes sammen, at beslutninger truffet i een periode, fé&r indflydelse pa de
neste perioder.

De er altsd i princippet traditionelle linemre programmeringsmodeller, men
de indeholder ofte sd mange variable og restriktioner (op til 2500 X 2500 ),
at det selv med en datamaskine er en langvarig affere at lese det enkelte
eksempel,

4.5 PLANLAGNINGSPERSPEKTIVER I DANSK LANDBRUG.

En af de meget store endringer i landbruget indenfor de sidste ti ar,

er anvendelsen af elektronisk databehandling indenfor specielt regnskabs—
foring, men ogséd i stigende grad i planlmgningen. Endnu er denne udvikling
kun i sin vorden. P4 lemgere sigt er det meningen, at hele bedriftens pro-
duktionsplan kan lzgges via et "optimeringsprogram", der er opbygget pa
grundlag af de oplysninger om bedriftens sterrelse, sammenssbning, investe~
ringer i bedriften osv. der er indsamlet.

Vi mener endvidere, at man i de kommende 4r md endre fremgangsmide ved
den kortsigtede produktionsplanlmgning, idet man hidtil har planlagt ud
fra et kortsigtet onske om maksimalt deskningsbidrag, uden at man har sken -~
ket langtidskonsekvenserne af et stort ressourceforbrug den helt store op-
merksomhed. Denne situation mener vi er uholdbar pd lemgere sigh, idet det
md blive ngdvendigt at inddrage overvejelser over ressourceforbrugets lang-~
tidskonsekvenser for at opnéd et maksimalt dmkningsbidrag over cn lsngere

Yow

periode.



5. SAMMENFATNING OG DISKUSSION.

I denne rapport har vi bearbejde; tre'forskelliée4indgangsVinkler for
at forst8 det abstrakte begreb "optimering", nemlig en historisk, en mate-
matisk og en anvendelsesmessig indgangsvinkel. '

Det har vist sig, at begrebet optimefing ikke er et en gang for alle
fast defineret'begreb, men et begreb med en udvikiingshiétorie, som sand=-
synligvis vil fortsaztte.- S&ledes har optlmerlng fgrst féet en central be=

. tydning i dagllgdagen 1ndenfor de sidste &rtier.

For at forsté, hvad optimering er, m& man se pd to sider af begrebet,
dels dets rent matematiske deflnltloner og dels dets meget konkrete sam-
menheng med virkeligheden.

" De matematiske. deflnltloner fremstiller klart, hvad man ved ‘'en matema-.
tisk behandling af et matematisk problem skal forstd ved et optimum. Der- -
imod er det normalt ikke klart, hvad man skal forstd ved optimum i et’
praktisk problem, da det her ofte er s8ledes, at forskellige kriterier
prioriteres forskelligt af forskelllge 1nteressegrupper, eller der kan ve-
re kriterier, der ikke kan s&ttes pé matematlsk form.’

Vi har dog i kap. 2 set, at de matematiske formulerlnger af optlmalltet’:
er udsprunget af praktiske problemer, og deflnltlonerne af optlmum m8 der-
for vare et bud pd en beskrivelse af disse problemer. Men det faktum, at
den matematiske problembe;krivelse udspringer af'praksig, er ikke s&nonymt
med, at den beskriver praksis, idet der'ogsa ligger et andet kriterie tii
grund for en matematisk fofmulering; nemlig at problémet skal kunné lgses.

‘Som et ‘eksempel pd det sidste kan névnes, at linear programmerings sto-,
re ‘udbredelse i hgjere grad skyldes den effekﬁive Simplex-algoritme end en-
ngjagtig problembeskrivelse Eller med andre ord: ‘antagelsen om, at det
praktiske problems sammenhznge er linezre, md sluges til geng&ld for l¢s-
ninger. N .

Vi er her inde p& noget helt centralt ved optlmerlng, nemllg dets be-
grebsmessige placering p& greznsen melleﬂ praktlske 08 matemat iske proble-
mer. I dette ligner optimering begreber som "bevaegelse" og "sandsynllgped",
som begge er fuldstendigt fastlagt matematisk, men hvis tolkning 1 prak-
tiske problemer ikke er tilsvarende entydig.

For at forstd den dialektiske vekselvirkning mellem den matematiske
formulering af optimalitet p& den ene side og praktiske problemer pd den.

'anden, m& man se emplrlsk p& den historiske udv1k11ng af sével de matema-

tiske som de praktiske optlmerlngsproblemer



- understettelse.

Vekselvirkningen mellem samfund og optimeringsmatematikken.

Vores historiske underssgelser viser, at der har veret en meget tet

forbindelse og vekselvirkning mellem de konkrete samfundsforhold, og

den udviklede optimeringsmatematik. e e— e -
Denae vekselvirkning har veret mere eller mindre umiddelbar, idet man - -
direkte har benyttet matematiske optimeringsmetoder til lpsning af prak- i
tiske problemer, og mere inddirekte, ved at en ekonomisk og ideologisk
understottelse af matematikken har styret denne i bestemte retninger, af-
hzngig af magthavernes ideologi, og omfanget og arten af den gkonomiske

Dette gmlder ikke kun specielt for optimeringsmatematikken. ;'men det
fascinerende ved optimeringsmatematikken er, at den som fglge af samfundenes
udvikling, har fiet en stadig mere central placering i disse, som felge af
de hagede behov for styring og planlsgning af vore dages komplekse samfunds-
gystemer.

Det generelle problem i denne vekselvirkningsproces, har veret at oversztte
de praktiske problemer til matematiske optimeringsproblemer, og at anvende
den udviklede optimeringsmatematik P& nye problemer. Som et eksempel pa
dette dialektiske forhold kan vi nmvne, at Nicolo Tartaglias lesning af
kanonproblemet (se under Renmssancen), kun havde matematisk interesse, fordi
han ikke i sin model tog hensyn til vindmodstanden. Men senere, ved udvik-
lingen af optimeringsmatematikken, har det veret muligt at lese dette pro-
blem tilfredsstillende, set ud fra kanonérerens synspunkt, séledes at kano-
nen kan stilles i den rette vinkel nér den skal skyde lmngst.

Som et andet eksempel kan vi nevne, at det i det gamle Grekenland ikke
var af szrlig vital betydning at kunne planlegge sine aktiviteter for at
opnd et maksimalt udbytte. Men den ideologiske fortolkning af matematikken
som en guddommelig beskeftigelse, uden nogen praktisk relevans, ferte til
en frugtbar teoretisk udvikling, ogsi indenfor optimeringsmatematikken.I
dette tilfelde, var der ingen problemer med at "oversztte" matematikken |
til anvendelse p& praktiske problemer. Men alligevel er der en meget sterk \
vekselvirkning mellem samfund og matematik, blot pd det ideologiske plan. |

Udviklingen af optimeringsmatematikken har, som en samlet vurdering, giet

fra at vere underproblemer i en sterre teori (Apollonius, over at vare en
metode til beskrivelse af naturen (Lagrange), til at vmre et stadigt mere

effektivt verktej til styring og planlegning af menneskelige aktiviteter .
(Pontryagin).

Systematisering af optimeringsmatematikken.

Dette vexrktej, optimeringsmatematikken, bliver mere og mere effektivt
via en systematiserings-og struktureringsprocedure, af de forskellige
teorier der er udviklet. Vi har i kapitel 3 vist, hvorledes 9 forskel- .
lige optimeringsproblemer kan samles som s=rtilfelde af en generel ma-~
tematisk teori. Disse 9 problemer representere dog kun et meget 1lille
hjerne af optimeringsmatematikken, men viser dog klart udviklingsten-
denserne i optimeringsmatematikken.
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Det betyder,'at selvom vi far flere og flere optimeringséituationer',
og der sker en kvalitativ og kvantitativ vekst af optimeringsmatematik-
ken,kommer vi - via struktureringen til .en triviélisering af det ma-
. tematiske begrebsapparat. Noget tilsvarende kan ses, ndr de sociale forhold
4 ' i et land bliver meget udbyggede og komplekse,idet man derved opnér, at
’ det bliver mere simpelt. for det enkelte menneske at overskue sin situ-
atlon. y

- L Ser vi‘konkret pa optimeringsmétematikkens nuveerende stade;ﬂhar (Girsanov,
1972) givet et bud pd, hvorledes vores 9 problemer samt -et par stykkér‘mére,
kan samles under en fellesnsvner, via en fwlleé bevisforelse for de nedven-
dige og tilstr=kkelige betingelser for at lese problemerne. Heri anferes

en generel fremgangsmadde til bevis af ‘de nzdvendlge og tllstr&kkellge
betlngelser for optlmerlngsproblemernes lmsnlng.

_ P . - Der er ingen tvivl om, at systematiseringen af optimeringsmatematikken vil
’ fortsztte, serlight i de 1ahde, hvor en total samfundsplanlegning er mulig,
og ikke kun som i Danmark, hvor den er enskverdig men desverre nsppe. mﬁlig;
Gennem en systematiserings-og struktureringsproces afslorer matematlkken sig
. - som en bevidst og systematisk. médeé at beherske. natur og samfund pa.

Anvendelse af optimeringsmetdder i landbruget.

Som udgangspunkt for vores. unders¢gelse af anvendelsen af optlmerlng i
1andbruget, stlllede vi spgrgsmilet :
Hvilke behov er der i dansk landbrug for anvendelse af optlmerlng,
og hvordan tllfredssbllles de 2. Herunder en dlsku831on af forhol=.
det mellem forskningens stade og den faktisk forekommende anvendelse..
Det viste sig, at landbruget var dirligt valgt som eksempél pé et anvendel-
sesomrdde- for optimering, da det faktisk kun er linear programmering, og
det endda i ringe udstrazkning, vi rent faktisk har set eksempler pd anven-
._delse af. Det er ikke afklaret, hvilke typer optlmerlngsproblemer, i mate-
matisk forstand landbruget spec1elt har behov for at f& 1gst; men det er
tydeligt, at der er behov for en eller anden form for optimering. F.eks.
pbetyder de d&rlige financieringsvilkdr for unge landmand, at de md klare
deres leveomkostninger ved 18n i de fgrste &r, og de har derfor brug for.
en planlagning, der hurtigst muligt f&r bedriften til at give overskud.
Vi kan alts& ikké sige, at de optimeringsbehov, landbruget m& siges at
v have,‘bliver 1gst tilfredsstillende; men det er pd den anden side vanske-
1igt at sige, om problemet ligger i de udviklede metoders ﬁbilstr&kkelig—
hed, eller om den manglende anvendelse skyldés, at der endnu ikke er sar-
.1ig mange fardige konsulenter med uddannelse i operationsgkonomi.

Det eneste, vi kan konstatere, er, at den nuverende forskning p8 omrd-
det llgger langt fra den faktlske anvendelse, men at den p& den anden side
beskmftlger sig med nogle af de problemer, som man med rimelighed kan an-
tage vil blive mere fremtradende fremover. Der er dog en tendens til, at
forskningen indenfor optimering i landbruget gér i retniﬁg af rent gko-~
nomiske overvejelser, og ikke i retning af ressourcemzssige overvejeiser.
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Vi mener, at det ville havé stor betydning for udbredelsen af anvendelsen
af optimering, hvis.struktureringen af optimeringsmetoderne, som Girsanov
har p&begyndt, blev udvidet til et bredere felt af optimeringsmetoder.
Girsanovs bog lider dog af den mangel, at den totalt mangler eksempler,
hvilke vi mener er en vesentlig del af den trivialisering, som struktu-
reringen er en anden del af. T
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