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ForoxraAa

Nerverende tekst er den (mest) internt faglige del af ét
fysikspeciale af Jimmy Staal, Andy Viered og Seren Broend. De
svrige dele ér kort beskrevet i abstracfet pa omslagets indef?
side. Specialété dele skal ses som resultatet af arbejdet~ﬁé§
dels at etablere apparatur og undefvisningsmateriale til dét,

ksperimentelle forleb om kaos som RUC skal tilbyde gymnasie—'
klaeser. dels opstarten af kaos, som nyt teoretisk og eksperi—
mentelt forskningsomrade p& RUC. Det er vort hab, at speoial—._
eté'déle'kan bruges som en introduktion tilvanalysen df kaos i
fysiske systemer af savelb elever éonx lerere pé forékeliigé'
niveauer af uddannelsessystemet. Hvor undervisningspaterialet.
primért sigter til gymnasiet, regner vi med, at den anden del
ikke mindst  kan finde anvendelse blandt studerende p& RUC

eller andre universiteter og hajere lwreanstalter.

Vi skal udbringe en varm tak til vorés vejledere Karin
Beyer og Peder Voetmann Christiansen, til Albert Paulsen for
hans konstruktive kritik af undervisningsmaterialet, til Frank
Olsen for‘samarbejde omkring Simulationer af torsionspendulet,
til Bjern Felséger for hjelp med iterativ funktidnsgenérator.
Og ikke mindst vil vi takke Heine.Larsen.for hans uvurderlige
hjelp, na&r computerne gik ned pa de underligste madér. | |
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KA T TEIL 21
Indledning

Som nevnt i forordet er specialet, hvoraf nsrverende del
omhandler analysen af et torsionspendul og et dobbeltpendul,
et resultat af det arbejde vi har udfert i forbindelse med
" etableringen af kaos som et nyt teoretisk og eksperimen%elt
forskningsomrade p& IMFUFA p& RUC. Der foreld sAledes hverken
forudg&ende arbejder, eksperimentelle opstillinger eller anden
ramme for arbejdet. Der har derfor heller ikke v&ret nogen
egentlig styrende problemstilling for specialet udover netop
det at etablere omraddet. FormfAlet med arbejdet har saledes
veret at udarbejde en introduktion +til omraddets teorier,
bringe disse i1 anvendelse 1 analysen af nogle eksperimentelle
opstillinger og computermodeller heraf, og opstille nogle
problemstillinger, andre kan tage afsmt fra. Der er derfor
heller ikke nogen egentlig samlet konklusion p& specialet, men
derimod fremlegges undervejs delkonklusioner omkring afgrense-
de emner, bla. analyserne af de nevnte pendulers bevagelses—
menstre. Specialets afslutning er s&ledes en opsummering af
det opstillede begrebsapparat, de opnéede resultater og af

problemstillinger, der kan arbejdes videre med.

Rapportens opbygning.

Nerverende del kan betragtes i tre afenit, nemlig forst et
generelt teoretisk afsnit (kap. 2, 3 og 4>, der giver baggrund
for simuleringer af torsionspendulet og dobbeltpendulet og
vurderingen heraf. I indledningen 1 kap. 2 "Dynamisk system—
teori" diskuterer vi opkomsten og betydningen af kaosteorierne
i lyset af den naturvidenskabelige tradition. Desuden diskute-
res selve det at modellere og vi introducerer de begreber og
topologiske betragtninger, vi anvender i analysen af penduler-
ne. Endvidere gennemferes en illustrativ matematisk analyze af
en opstillet model for torsionspendulet. I kap. 3 introducerer

vi begreberne Liapunov-eksponent og -spektre og demonstrerer
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deres brugbarhed i wvurderingen af dynaﬁiske systemers adfwfd
gennem ffemdragelsen. af en r&kke eksempler bl.a. Lorenz
ligningerne og torsionspendulet. Endvidere anvises en génerel
numerisk metode til bestemmelse af Liapunov—spektfe og deﬁpes‘
implementering i simulationsprogrammet "CTS". I kap. 4 dis-
kuteres begrebet intermittens savel udfra en fznomenologisk
som fré en statisktisk synsvinkel, igen eksemplificeret bl.a.
med intermittente forleb 1 modellen for torsionspendulét.

Det andet afsnit udgeres af kap. 5, thri vi ferst disku—
terer og sammehligner modellen med det virkelige torsionspen-
dul og derefter giver en samlet gversigt over udvalgte simula—‘
tionér og analyser som leder frem til vurderingen af kaos i
modellen. ' ’ | ‘ |
o Hvor andet afsnit omhandlede det diésipative.torsionspen—
dulvomhandler tredié'afsnit konservative systemer, eksemplifi-
ceret ved dobbeltpendulet. I kap. 6 giver vi ferst en intro-
dﬁktion til kaos i kdnservativé systemer. Det vil idét
vésentlige sige en diskussion af et centralt teorem - det
sakaldte KAM-teorem. I kap. 7 gennemgdr vi modelleringen af
dobbeltpendulet. Dette gores gennem intrdduktidn, bg'anVQndel—
se -eﬁergibandsteknikken. Specielt udnytteé ‘den sakaldte La-
grange-reticulation. Endvidere gennemgér vi modellens imple-
mentering i simulationsprogrammet “CTS"; Inden afslutningen
sammenligner vi 1 kap. 8 modellen af dobbeltpéndulef med det
fysiske, 08 gennemgar desudén en rekke simulationer af

dbbbeltpendulet og giver en vurdering heraf.

Vi hAber at ovenstlAende gennemgang af rapportens opbygning
kan hjzlpe lmseren til at bevare overblikket og lede til de

for ham eller hende relevante dele.
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KAarITEL. =2
DYNAMISK S YSTEMIEORI
- en introduktion

Indledning

Naturen - bade dens levende og dens 1livlese dele - har
givet utallige - og giver til stadighed eksempler - p& selvor-

ganisering og spontane strukturdannelser. F.eks. kan en encel-

let organisme i et naringssubstrat undertiden momentant omor-
ganisere sine indre kemiske forhold, hvis der er positive kon-

centrationsgradienter i retning af et for cellen attraktivt
stof. Cellen vil derved kunne bevazge sig hen mod de kemisk
mere lukrative omrader.?*

Isblomster p& vinterruden er skabt ved, at en ustabil til-
stand - underafkelet vand - af omgivelserne udsattes for en
lille men kritisk pavirkning, der fa&r vandet til at krystalli-
sere til de smukke menstre, vi kender sa godt.

Men det er ikke kun naturen, der danner ordnede strukturer.
Det moderne menneskes mAde at interpretere sine omgivelser og
sig selv pa, bygger bl.a. pA strukturering, kategorisering og
klassifikation mv. Et led i en s&@dan strukturering kunne vare
at afdakke og fortolke disse i naturen sa almindeligt forekom-
mende ’instabiliteter’® - is@r med henblik pa& at finde falles-
trek, at finde en falles struktur i fenomenerne.

En af og til gangbar vej mod en forstaelse af den slags fa-
nomener er at opfatte dem som systemer, der kan modelleres med
matematiske termer. P& denne mAde kan der muligvis skaffes
mere eller mindre generelle udsagn om,; hvorfor systemerne
undergar pludselige forandringer.

Det matematiske redskab, som prim@rt anvendes 1 disse sam-

~menhange, er dynamisk systemteori, der bl.a. omfatter alminde-
lig differentialligningsteori, stabilitetsteori - herunder bi-
furkationsteori - samt kaosteori. Med et dynamisk system mener
vi dels en afgranset del af virkeligheden, der udvikler sig 1
tid og som kan modelleres ved brug af matematiske metoder, og
dels den skabte matematiske model selv. Mere pracist skal det
faktiske fanomen - systembeskrivelsens objekt - kunne reduce-

res til et sat af matematiske ligninger.

1) Serensen, 1982, s. 108,
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Det sted, hvor matematificeringer af naturens fanomener’ﬁdk‘
har haft sterst gennemslagskraft og skabt ny og bfugbar “ef;. 
kendelse, er i beskrivelsen af den livlese natur - i fysikkeﬂ;5
Set fra stor lufthejde™ kan vi for et sjeblik grovinddele fy—
sikkens aktivitetsomrAde i 3 kategorier. Den . forste er den,
der .fokuserer pa de mindste dele, naturens elementéré
partikler: atomerne og disses bestanddele, molekyler etc. Vi
kunne kalde omradet for det mikroskopiske niveau '

Den anden handler om de ting, der er umiddelbart tllgange—
lige for de menneskelige sanser. Alts& synlige og handgrlbe-
lige objekter og samlinger af sAdanne. Noget, der kan undeq}
soges eksperimentelt i sadvanlige ’®skolelaboratorier’. Et oﬁ-
rade vi passende kunne betegne det makroskopiske niveau. -

Den tredie kategori er det supermakroskopiske® niveau -
astronomiens og kosmologiens felt. Genstandehe er her univéf—
set, dets byggestene (og nogle af tilverelsens helt store
spergsmal). ' -

Den ferste kategori fik et stort gennembrud i dette arhund-
redes begvndelse i form af kvantemekanikken. Den tredie fik eh
renaissance gennem opdagelseh af den generelle relativitetété—
ori ligeiedes i starten af det 20. &rhundrede. '

Den midterste kategori ansas indtil for cirka en snes ‘ér
siden for at vare fardigudviklet og har derfor i en lang peri-
ode ikke haft den store grundforskningsmassige interesse. Ohf
radets téoriapparat er den klassiske mekanik,é hvis grundleg-
gende ideer er mere end 300 A&r gamle. Siden Newton er der dog
skabt generel systematiserende teori - Lagrange’®sk og Hamil-
ton’sk formalisme, som vi isvrigt senere demonstrerer brugen

af . Men ogsad disse er aldrende og er ikke egentlige nybrud i

teorien.
En uhyggelig fortolkning af den klassiske mekaniks betyd-
ning er ideen om den ’'Laplace’ske de&mon’ - at alting er be-.

stemt til evig tid. hvis blot begyndelsesbetingelserne kendes
til et givet tidspunkt. Denne dazmon blev delvis invalideret af
kvantemekanikken med Heisenberg’s ubestemthedsrelationer. Men
med kaosteorien som vadben mA den nu anses for at vare bade ded

og begravet.® Dette, fordi (langt de fleste) fysiske 'sysfe—

2) En udmerket diskussion af Laplace’s demon og nedvendighedens doktrin
findes i Christiansen, 1986.
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mer - udover at have indbyggede instabiliteter - ogs& kan ud-
vise kaos. Og netop kaos implicerer, at systemets uforudsige-
lige adfard og dermed tabet af information om systemet. i gen-
nemsnit stiger eksponentielt med tiden (se kap. 3).

Kaosteorien har i den grad genoplivet forskning i klassisk
mekaniske systemer. Man kan derfor sige, at den har givet den
nare fysik et (nyt) gennembrud. Det er imidlertid ikke s&dan,
at kaosteorien kun handler om klassiske (endsige mekaniske)
systemer. Den finder ogsa anvendelse i de evrige kategorier.
Kategoriseringen skal derfor ikke opfattes strengt kategorisk!
Der er vasentlige overlap pa& alle leder af kategorierne. Men
det er kaosteorien, der "mest™ overlapper de pvrige kategori-
er, idet der baAde kan optrade kaotiske fanomener i kvantemeka-
niske systemer og i1 universets systemer, f.eks. i vort eget
solsystem.® Begge disse systemtyper er almindeligvis karak-
teriseret ved energibevarelse - de er konservative. Netop den
type systemer er emnet for kapitel 6 og fremefter,

Et forseg pad at n& en forstl@else af instabiliteter i et
bredt spektrum af fanomener 1ligger 1 synergetikken®, der
samtidig er en vidtfavnende tvarvidenskabelig disciplin. Her
opereres med instabiliteter i s& forskellige omrader som fy-
siske, kemiske, biologiske og saAgar sociologiske systemer samt
i lingvistik og genetik mm.®

Synergetikken beskaftiger sig overordnet set med at redegs-
re for dramatiske @andringer i makroskopiske systemer ved at
studere og undersegge forhold og adfard i subsystemer til sy-
stemet. Et for kaosteorien relevant eksempel (et Bénard ekspe-
riment) kan hentes fra hydrodynamikken.

Ved at anbringe et tyndt lag vaske i en flad skaAl uden 1lag,
kan der under opvarmning fra neden pludselig indtrade ordnede,
rumlige strukturer. Fra at vare en uordnet samling af moleky-
ler (det mikroskopiske niveau), nar temperaturen er lav, bli-

ver vasken med et makroskopisk ordnet: Der dannes sekskantede

3) Omtale af kaos i kvantemekaniske systemer kan bl.a. findes i Schuster,
1988, Om stabiliteten af solsystemet, se f.eks. Moser, 1979.

4) Synergetik betyder noget i retning af samarbejde - forstlAet som, at mi-
kroskopiske systemer kan arbejde sammen og udmente dette teamwork i makro-
skopiske konsekvenser. Se f.eks. Haken, 1977.

5) Haken, 1977 og Serensen, 1980a og b, samt Serensen, 1982.



ringe i vaskens overflade (se fig. 1),

FEig. 1: Resultatet af et Bénard eksperiment.
(Serensen, 1980a)

Fenomenet kan forklares med andringer i overfladespendiné—
en. Disse kan kort sagt etablerés ved, at temperaturgradientén
opnAr en kritisk vardi. S

Hvis skAlen har lAg pA, opstAr et tilsvarende fanomen, men
den‘fysiske forklaring p& fznomenet er vasensforskellig fra
Bénard eksperimentet. Eksperimenter af denne aft er undérszgt
~af’Lofd Rayleigh.® ' . -

Dér_forekommer ogsa temporare (tidslige) instabiliteter. Et
kendt eksempel er laseren, hvor det emitterede lys véd iév
energi flux er uordnet. Ved en kritisk vardi af energi fluXen
bliver det udsendte lys monokromatisk - det bliver ordnet, sa&-
ledes at bslgelangden (og dermed frekvensen) bliver konstant..

De hidtil navnte instabiliteter har varet eksempler pA sy-
stemers overgahg fra uorden til orden. Men naturen har adskil-
lige bud pad instabiliteter, der udtrykker overgang fra orden
til‘uorden{ dvs. kaos. '

Kemiske reaktioner er almindeligvis kendt for at g& mod en
stationar tilstand (makroskopisk set), dvs. en ligevegt, hvor
‘koncentrationerne af de implicerede reaktanter er konstante
efter, at ligevagten er indtradt. Det er imidlertid ikke en
sand erkendelse, hvis man studerer Abne kemiske reaktioner. Med
Abent menes, at blandingen kontinuert tilferes og téppes for
stof (og evt. energi). I den seneste snes ar .har en stadigt
voksende del af den kemiske forskning helliget sig disse &bne

6) Se Serensen, 1980a, s. 146-148.



kemiske systemer, som jo udger en betragtelig del af den
levende natur,

Et par kendte eksempler pad undersasgte Abne reaktioner -er
ioduret” og Belousov-Zhabotinskii (BZ) reaktionen. Is@r BZ-
reaktionen har nydt stor forskningsmasig interesse. Der er ta-
le om en tilsyneladende ukompliceret reaktion bestéende af 4

almindelige stoffer. Men man har (endnu) ikke fastlagt alle
hastighedskonstanterne for blandingens elementarreakt?gngr.

Vesentligst i denne sammenhang er, at koncentrationerﬁekéf: de

indglende stoffer enten kan g& mod en ligevagt, antage péfio-
diske bevagelsesmenstre eller udvise kaotisk adfard.

Bade BZ-reaktionen og ioduret er eksempler p& temporzre in-
stabhiliteter. Der eksisterer imidlertid ogs&4 f&nomener, hvor
et samspil mellem rumlige og temporare stabiliteter pludselig
kan give markante strukturforandringer og f.eks. udmentes i
turbulens eller kemiske bslger.

For at fa& rede pA disse f@nomener synes det relevant, at
opstille ligninger for systemets mikroskepiske bestanddele. U-
den vi vil komme narmere ind pd det, skal blot navnes. at der
findes metoder til at komme fra de mikroskopiske ligninger til
ligninger for det makroskopiske system. Det kan ske ved brug
af *adisbatisk approximation’® og ’®coarse graining’®.®

Et essentielt formadl med at skridte fra den mikroskopiske
til den makroskopiske beskrivelse er reduktionen i dimension.
F.eks. er der tale om en v&sentlig reduktion, hvis man ved be-
skrivelsen af en gas gar fra generaliserede koordinater til
makroskopiske variable som tryk og energi mm. Vi forestiller
os derfor, at vort tankte system er beskrevet ved et sat af
(sadvanlige) differentialligninger i makroskopiske wvariable.

7) Bvelsesvejledning A3 fra IMFUFA tekst 179a.
8) Adiabatisk approximation gir ogsad under navnet ’slaving principle’. Se
f.eks. Schuster, 1988, s. 15-16, eller Haken, 1977, s. 9ff.

Coarse graining hanger sammen med distinktionen mellem klassisk mekani-
ske systemer og kvantemekaniske systemer. 1 klassisk mekanik kan de gene-
raliserede koordinater og impulser i princippet fastlagges “uendelig™ nsj-
agtigt, og faserummet er i princippet en glat mangfoldighed. I kvantemeka-
nikken bryder dette sammen, idet punkter i faserummet - ifslge wusikker-
heds relationerne - i rumfang af sterrelse #9 ikke kan holdes ude fra
hinanden. Faserummet bliver pA denne mAde grovkornet - coarse grained.

”




Nogle Ar fer teorierne om ’>det mindste’ (kvantemekanikkeh)4
og 'det sterste’ (den generelle relativitetsteori) kom til
verden, sad den franske matematiker Henri Poincaré (1854-1912)
og arbejdede med det klassiske 3-legeme problem. Det havde
mange gjort fer ham, men han gik til varks ad lidt andre veje
ved at anskue problemet med geometriske (topologiske) ajne. En
vigtig ting, hans arbejde affadte, er det, der i dag kaldes
Poincaré. afbildninger. |

I modsatning til kvantemekanikken og relativitetsteorien
gik Poincaré’s arbejde stort set i glemmebogen i omtrent 60-70
Ar.” Det kan skyldes mange ting, men een afgerende Arsag
skal fremhaves. De ligningssystemer, der har interesse, er de
ikke-linezre. Af dem er der mange, og de er almindeligvis ikke
mulige at leose analytisk. Derfor er man hovedsagelig henvist
til numeriske algoritmer og dermed computere, der Jjo hverken
eksisterede pA Poincaré’s tid eller i mange Ar derefter. Det
forholder sig pa& samme made med etableringen af Poincaré af-
bildninger, idet de sadvaligvis ogs& fordrer brug af compu-
tere. Anskuet sAledes, falder den nu rivende udvikling af ka-
osteorien ganske i tradd med opdagelsen og isa@r udviklingen af
mikrochips. ' ' C

Poincaré afbildningernes helt afgerende betydning ligger i,
at det makroskopiske systems dimension yderligere kan reduce-

res ~ uden at betydeiig information om systemets tidslige ud-

‘udvikling gar tabt.:®

Felles for de ovenfor omtalte systemer er, at instabilite-
ten indtrader, nir en parameter - en sakaldt bifurkations pa-
rameter, der er styret af omgivelserne, fa&r en bestemt (kri-
tisk) vardi. Vi beskriver i afsnit 2.2, hvorledes parametrise-
rede systemers gransemengder kan @andre sine stabilitetsfor-
hold. Det handler altsad om at underssge; hvad der sker med sy-

stemets grenseadfard, ndr systemets parametre varieres inden-

9) Det er en lettere overdrivelse. Der er bygget videre pa ideerne, men

primert af matematikere som f.eks. Birkhoff, Kolmogorov og Arnold.

10) Vi har omtalt Poincaré afbildningen i Elevheftet (IMFUFA tekst 179b),

men vi genindferer ferer begrebet i afsnit 2.1. -




for et fysisk relevant omrdde. Den matematiske teori, som ta-
ger sig af denne slags undersggelser herer under bifurkations-
teorien, hvilket primart er temaet for afsnit 2.2.

Det er som navnt ikke kun orden, der kan opsta i de dynami-
ske systemer, vi her beskaftiger os med. Et system kan un-
dertiden undergéd en hel serie af bifurkationer, og f.eks. ad
den vej blive kaotisk. Vi vil i afsnit 2.3 behandle modellen
for torsionspendulet analytisk.

1 dette kapitel sigtes hovedsageligt pd4 dissipative (dvs.
energiforbrugende) systemer. Til denne kategori herer torsi-
onspendulet. Dobbeltpendulet er derimod et konservativt sy-
stem. En n@zrmere omtale af de Hamilton’ske systemer, der +til-
fredsstiller Liouville’s teorem er henlagt til kapitlerne 6 og
fremefter.

Kapitlet her har til hensigt, at danne en overordnet og
teoretisk baggrund til forstaelsen af specielt torsionspendu-

lets men til dels ogsa dobbeltpendulets opfarsel.

2.1 Det matematiske fundament

Emnet for dette afsnit er at tilvejebringe en nomenclatur
og en matematisk begrebsramme, som resten af rapporten gar
brug af.

Gennem opstillingen af et generelt, ikke-lineart 1. ordens,
autonomt differentialligningssystem, wvil vi komme ind pa,
hvorledes et sadant kan opfere sig, nar dynamikken har virket
i lang tid. Kort sagt vil vi karakterisere nogle af systemets
mulige gransemzngder. Dernast indferer vi det sakaldte Poinca-
ré snit og angiver, hvorledes gransemengderne for det kontinu-

erte system tager sig ud i dette snit.

Et almindeligt sat af sadvanlige 1. ordens differentiallig-

ninger kan p& vektorform skrives:

(1) X = F(D,
hvor ®=(Xi:5...,%Xa) er et punkt 1 systemets d-dimensiona-

le faserum, mens F er et vektorfelt. Til hvert punkt X er
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der knyttet en tangentvektor F(¥), hvorfor vektorfeltet.‘ﬁéi.
denne vis udger tangentrummet til faserummet. ‘ j"

Vi har forlangt, at systemet er autonomt (dvs. eksplicitib;‘
afhangigt af tiden t), og at systemet bestar af 1. ordens lig-~-
.ninger. Modellen for torsionspendulet opfylder ingen af disse
krav. Men da bAde n’te ordens og ikke-autonome systemer aitid
kan transformeres til et sat af autonome 1. ordens ligningef3
har vi ikke mistet i generalisation ved at betragte systemer
af typen (1). .

Vi vil i overensstemmelse med sadvanlig praksis betegne

me&ngden af lzsninger til (1) for systemets flov7¢t (fig. 2).ﬁ

Fig. 2: En l@sningskurve og et flow, ¢ﬂ.
: (Guckenheimer og Holmes, 1983)

. A solution curve and the flow. (a) The solution cufve ¢,(xo); (b) ihé flow lﬁ,.

Et system som (1) har ofte en mangde 'af ligevagtspunkter
(eller stationazre punkter), dvs. punkter, hvori systemet 1lig-

ger stille for alle t. Disse punkter er lessningerne til 1lig-

ningen:
21 F(®) =0

At lmse (2) kan undertiden vare en analytisk uoverkommelig
opgave, men kan s gennemfeores ved brug af numeriske metoder.

Udover mangden af stationzre punkter eksisterer et par an-
dre gransemazngder. En losning til (1) kan tankes at vere peri-
odisk i tid. Betragtes en sddan i faserummet, vil man se en
lukket kurve kaldet en gransecykel.

En tredie type graznsemangde, vi vil omtale her, er den ka-
otiske tiltrakker. (eng.: strange attractor). Selve ﬁengden ef

kompakt - dvs. begranset og afsluttet - i faserummet, og ‘dens
vyolumen er O, Bevegelsen pa attraktoren er temmelig komplicéf

ret, hvilket felger af, at attraktoren er kompakt, 1zsningefne




er uendeligt lange samt, at nartliggende l@sningskurver p& at-
traktoren i gennemsnit divergerer eksponentielt i tid. Men det
.vender vi tilbage til flere gange 1 rapporten - iser i kap. 3.
Et eksempel pd en dissipativ model er Lorenz modellen®*?*,
- der afbilder konvektionsfaznomener (jvf. Bénard eksperimentet

omtalt i indledningen). Lorenz ligningerne er:

x = P(y =7%) )
(3) v =RXx -y - xz 3 P.R,B>0
z = -Bz + xy

Eventuelle ligevagtspunkter til (33 findes altsa ved at
sette (x,y,2)=(0,0,0). Derigennem findes 3 stationare punkter,

nemlig:
(030)0) og (iVE(R*l) sivi (R-1) 3R"1)

Mens origo er et globalt ligevagtspunkt, er de 2 eavrige
afhangige af parametrene R og B, og de eksisterer ikke for
R<1, idet sterrelserne under kvadratroden da bliver negative.
Med globalt menes her for alle valg af parametervardier.

Lorenz systemet kan ikke lgses analytisk, men m&d integreres
numerisk. Man kan derved for forskellige sat af systemets pa-
rametre finde gransecykler og Kkarakteristiske kaotiske +til-

traekkere (jvf. fig. 3).

11) Lorenz modellen anses almindeligvis som modellen, der fesrst gav anled-
ning til principielle overvejelser om (uendelig) aperiodisk adferd i dif-
ferentialligningssystemer.
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modellens graznseadfard.

y

——
a) En gransecykel b) En kaotisk tiltrekker .
P=10 .. ' P="10
R= 166 R= 28
B= 8/3 _ ‘ B= 8/3
Fzlles for de navnte gransemangder er, at de er ihvarian—
te dvs., hvis sYstémet een gang er 'havnet® der, .vil det

blive der.

Karakteristisk for en gransecvkel er, at den gennemlsbes
med en periode T, mens en trajectorie (en lesningskurve i fa-
serummet ) pa.deh kaotiske tiltrakker aldrig vil vende tilbége
til et punkt, den tidligere har gennemlgbet (dvs. T = 09). Det
sidste er dog ogs& aktuelt for kvasiperiodiske trajebtorier.
Sa der skal bruges en anden indikator til at afgere, hvorvidt

en trajectorie er kaotisk eller kvasiperiodisk.

En mdde at besigtige systemets langtidsadfard pa er ved at
indlejre en hyperflade i det d-dimensionale faserum. En sadan
flade kaldes et Poincaré snit - og er ikke nedvendigvis en
plan. Vi vil i det folgende betegne Poincaré fladen/snittet
med symbolet;ii. |

Man kan i princippet anbringe sit Poincaré snit .hvor som
helst i faserummet, blot det skarer trajectorierne transver-
salt (pa tvars®), dvs. 2. ikke mA tangere men reelt skai skae-



re trajectorierne.*#
Det vil vare yderst dsandsynligt, at et givet stationart
~punkt kan ses pa et tilfaldigt” anbragt Poincaré snit i fase-
rummet. Det vil svare til, at et bestemt punktfi planen ligeger
pd en tilfaldig anbragt linje. Derimod vil en gransecykel 1
Poincare snittet vise sig som et enkelt punkt, der repeterer
sig selv, hver gang perioden T er gaet.
=~ - For kontinuerte flows p& kompakte 2-dimensicnale mangfol-
digheder (dvs. afsluttede-og begransede punktmangder’) f.eks.
en torus, T%, kan det vises, at en kvasiperiodisk bevagelse
vil ytre sig som en lukket kurve i Poincaré snittet.

En kaotisk tiltrakker vil i Poincaré snittet almindeligvis
adskille sig fra kvasiperiodiske forlsb, idet der pa 2 vil
vise sig en “Cantormengde® lignende punktmangde.*™

Et Poincar€ snit affesder opfattelsen af det kontinuerte

flow ¢t som en iterativ afbildning:
(4) Kows = £(€.) , K.€Ru?

hvor d er dimensionen. R erne reprasenterer skaringspunkter
mellem 2. og en losningskurve. f er da en afbildning pa 2, og
kaldes herefter for en Poincaré afbildning.

Der er (mindst) 2 grunde til, at det er smart, Dels bliver

dimensionen, d, af rummet, hvori bevagelsen undersgges, redu-
ceret, og dels er iterative afbildninger et mere behageligt
objekt at haAndtere matematisk. Det er imidlertid sjzldent. at
man kan fremskaffe et analytisk udtryk for sin Poincaré af-
bildning. Vi vil dog give et eksempel pd en afbildning, der
siges at have visse af de samme kvalitative egenskaber som Lo-

renz modellen.

12) Det tekniske krav er. at F(X) e R(®)#0, hvor T er en normalvek-

tor til & i punktet ¥.
13) En Cantormengde er f.eks. det der bliver tilbage af intervallet fra 0

til 1 ved gentagende at tage midterste 3. del ud:

|
l,..

Processen kunne f.eks. ogsa udferes i et kvadrat etc. Karakteristisk for
Cantormengder er, at de har mdl O, overtallig mange elementer samt fraktal

dimension,
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Modellen har udtrykket:

b 1 - alx.)® + y,
(5) ‘

Yeraen = bx.—.

og kaldes Hénon afbildningen efter dens skaber.'4 Modellen
kan alt efter parametervardierne bringes til at udvise perio-
disk eller kaotisk adfard. Vi har pa fig. 4 vist en kaotisk
tiltrakker kaldet Hénon attraktoren. -

Fig. 4: Henon attraktoren. ‘ : o4 .

(o)

BER Y
2000 sees ,' -CQ .

P
P ///
- // i
. ) "./ :.N"
a=1.4 og b=0.3. -19 s X
Nogle af de navnte gransemengder - ligevegtspunkter og

gransecykler - kan have forskellige stabilitetsforhold, sém
desuden kan @ndres radikalt, naAr en (eller flere) af systemets

parametre varieres., Dette er temaet for naste afsnit.

2.2 Grensem®ngders stabilitetsforhold
Ferst skitserer vi betingelserne for stabilitet af et sta-

tionart punkt. Dernast ser vi p& mulighederne for, at et sta-

14). Hénon, 1875, introducerede afbildningen mhp. at frembinge en Poincaré
afbildning for Lorenz flowet. Den er siden undersegt af flere. Se f.eks.
Feit, 1978 og Curry. 1979. :




tionart punkt kan bifurkere (dvs. @®ndre stabilitetsforhold.,
s8ledes, at flowet @&ndrer topologisk karakter). Specielt ind-
drager vi Lorenz modellen med henblik p& 2 forskellige slags
bifurkationer. Afsnittet rundes af med en prasentation af

gransecyklers mulige bifurkationer.

Et stationart punkt p kan have forskellige stabilitetsfor-
hold. Det kan vare asymptotisk eller neutral stabilt, gller
det kan vare ustabilt. At p .er asymptotisk stabilt betyder. at
alle nartliggende trajectorier efterhidnden suges ind til p
(fig. B5a og d}).*™ Er p neutral stabilt, vil nartliggende
trajectorier blot vedblive at vare nartliggende - de vil kred-
se om p (fig., 5f og til dels Bg). Denne slags ligevagte kaldes
ogsd centre. Hvis p hverken er asymptotisk eller neutral sta-
kilt, siges det at vare ustabilt (fig. Bbh., ¢, e og punkterne g
og r i fig. 5g».

Fig. 5: Forskellige faseportratter i planen.

a) stabilt b) ustabilt c) ustabilt (saddelpunkt)
d} stabilt e) ustabilt f) neutral stabilt

(@ \©

g) p er neutral stabilt, mens g og r er saddelpunkter

15) For en mere pracis definition se f.eks. Guckenheimer og Holmes, 1983.
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Man kan uhdertiden fastsld et stationart punkts 1inééﬁe:
stabilitefsforhold ved at linearisere systémet om punkte£' pT
Den lineariserede afbildning kaldes Jacobi (eller funktional)
matricen, J=( dx./ dx,) og afhanger af systemets parame-
tre. Fortegnene af egenvardierne til J afgar, hvorvidt p er -
stabilt eller ej. Hvis blot en egenvardi eller en’ realdell er
positiv, da er p ustabilt. p er kun stabilt, safremt samtlige
egenvardier og/eller alle realdele er negative. '

Vi fAr med mellemrum brug for et par matematiske begrebeﬁ,“
der karakteriserer visse af faserummets punkter»og som KkKan gi—
ve en kvalitativ forstaelse af et flows udseende. Det drejer
sig om et stationart punkts lokalt stabile og lokalt uéta-
bile mangfoldighed, Wiww OE W . hhv. De er defineret ved -

(6) w], e (p )

{§6U|¢t(?) - p for t—= 0 og ft(ﬁ)eU for t>0}

(6 ) Wyouw(p) [ReUlp.(x —» p for t—-o0 og $.(R)€U for t<0}
Den lokale stabile mangfoldighed er alts& mangden af punk-
ter i en omegn U af p som fra et vist trin (t=0) dels vil vare
indeholdt i U og dels - gennem dynamikken (flowet ﬁt) vil
konvergere mod p (for tiden t gaende mod uendelig). Pa tilsQa—
rende médde kan (6') oversattes™.
En generalisering af disse begreber til hhv. (glqbal) sta-

bilbmanafoldighed, W3, og ustabil mangfoldighed. W', er

(7) | W (p)

U bl D w.‘l, ey b ( p ) Og

(7)) Wip) U oo Weowip)

(7) udtrykker blot, at man lader flowet virke baglans i tid
paA de punkter. der er indeholdt i den lokale stabile mangfol-
dighed. Derved f&r man samling p& samtlige punkter. der kon-
vergerer mod p; ogsA dem der er i °’begyndelsen® er (meget)

langt fra p. Derfor betegnelsen gldbal.

En sztning udsiger, at lokalt (i nazrheden af p) vil den

stabile mangfoldighed, W®, 1ligne det egenrum, E¥, der wud-



‘spandes af vektorerne heorende til de negative egenvardier for
Jacobimatricen, mens den ustabile mangfoldighed, W', lokalt

ligner egenrummet, EY, udspandt af vektorerne hsorende til de

positive egenvardier (fig. 6).

:Fig.'S: Lokalt ligner (tangererii WE og WY hhv. E® og
ELJ .

Det betyder, at et ustabilt punkt bade kan have en stabil
og en ustabil mangfoldighed (se fig. 7)., f.eks. et saddel-

punkt,

Fig. 7: Et saddelpunkt, p. og dets mangfoldigheder.
S
Wip
W5

For Lorenz ligningerne kan egenvardierne af Jacobimatricen

om p1=(0,0,0) bestemmes til:

A‘= -B, Az,s" 1/2(-(P+13+V(P+1)7+4F(R-1 1)

Som man ser; afhanger egenvardierne af systemets parametre.
Opgaven handler nu om at efterse, om systemet for visse valg
af parametre giver @ndringer i det stationzre punkts stabili-
tetsforhold. Findes der et sadant s=t, siges systemet at bi-

furkere (=gaffeldele. et navn der har sin naturlige forkla-
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ring. nAdr man ser pad visse af de felgende bifurkationsdiagra;
 mer). I tilfazldet ovenfor nsjes vi med at undefsege,: vafvidt,_

der sker bifurkationer for variation af parameteren R.

For R<1 eksisterer kun ligevagtspunktet p, (se sidé'“{(d¢A$f77”

oz dette vil vare stabilt, idet alle egenvardierne da er nega—5:_'

tive. For R>1 er der 2 negative vardier og en positiv;' Dvs.
p:» er ustabilt - et saddelpunkt med en 1-dimensional ustabil
mangfoldighed, W (p.) o

For R=1 bifurkerer systemet - en sakaldt pitchfork bifurka-
tion (fig. 8), hvor det stabile stationare punkt bliver usta-
bilt, og der opstadr to nye ligevagtspunkter - een pa hver side
af det ustabile. Dette kan angives 1 et bifukationsdiagfam '
(pilene i de felgende diasgrammer angiver stabilitetsfbrholdé—

ned:

Fig. 8: Superkritisk pitchfork bifurkation.
Systemet har pd den ene side af en bestemt parametervardi et stabilt lige-
vagtspunkt, der p4 den anden side af den kritiske parametervardi bliver
ustabilt, samtidig med at to andre, ikke tidligere eksisterende, ‘stabile
punkter opstar. : ' ' :

E4

\i( ¥ ‘# X STARILE
.;.uahn' ; POAMTER
UnNkT |
Y 1
| mmnem
A A ‘l usm el
i PUNKT
4

De to dannede 1igevagtspunktér er naturligvis de'parameter—

afhengige, vi bestemte i forrige afsnit:

(Xn s Ym, w2 ,m ) = (IVB(R-l 7:1’.VB(R—1 JoR-1D

En stabilitetsundersggelse af disse viser, at de er stabile
for R € (1,P(P+B+3)/(P-B-1)). Nar R har dette intervals hsgjire
endepunkt som verdi, bliver realdelene af komplekst konjugerede
egenvardier lig med O, og der vil i dette tilfazlde ske en sub-
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kritisk Hopf bifurkation'* (se fig 9.1.

Fig. 9: Hopf bifurkationer.
a) Fer bifurkationen spiralerer lesningskurverne ind mod et ligevegts-
punkt. Dette bliver ustabilt, og der opstadr en gransecykel omkring punk-
tet. b) Her er der et mellemstadium, hvor det stabile punkt sameksisterer
med dels en ustabil og dels en stabil gransecykel. I begee tilfelde vil
losningerne spiralere vak fra det ustabile og ind mod det stabhile.

4 - X
BYL. GRAABECYKEL
PARAH EYER
— aww Al ’
1 ‘\usmsﬂ:
STENT PLAILT
PUNKT
USTARTL
GRAEDSE e,
a) superkritisk b) subkritisk

Vi angiver nedenfor strukturen af endnu et par bifurkatio-

ner, der ievrigt ikke vil blive yderligere diskuteret,

wa

161 Om en bifurkation er super- eller subkritisk haznger pA nogle teknizke
betingelser. %Se iavrigt App. I.




Fig. 10: Bifurkationstyper. .
a) Saddelpunktsbifurkation og b) transkritisk bifurkation.

, X s
a) :
Y
P
Y : \\ ' PRRAUCTER
‘} \\\ .
b)
! X
v LTt .
-7 PRRAMETER

Hos det drevne, 2-dimensionale torsionspendul findes 1ingen
 stationare punkter. Der er derimod graznsecykler. I ét>Poincafé
snitvoptrader disse som enkeltstaende punkter{ Da grensecyk-

lerneténten er stabile eller ustabile, vil skeringspunkterhe
have de tilsvarende stabilitetsforhold. Lad os for"dverskué—
lighedens skyld antage, at der er et enkelt skaringspunkt, jo X
mellem Poincaré snittet & og cyklen Y. Poincaré afbildningen
betegnes f. Vi forestiller 0os, at det er iykkedes at etablere
et formelt udtryk for afbildningen. f. Afbildningeh’tankes " 58
lineariseret (re@kkeudviklet til ferste orden) om punktet p.
Den derved dannede lineare afbildning kan skrives som en ma-
trix, M. hvis egenvardier bestemmes. Hvis blot een af égen—
verdierne har modulus sterre end 1 er p og dermed ¥ ustabii.
Stabilitet fordrer nemlig, at alle egenva@rdier har norm min-

dre end 1."” Bade punktet og cyklen selv har stabile og u-

17) Bemzrk, at der nu er tale om modulus og ikke - som fer - fortegnet af
egenvardierne. Det skyldes, at objektet her er iterative afbildninger og
ikke kontinuerte flows. : :




atabile mangfoldigheder (se fig. 113} svarende til egenvardisr

med modulus hhv. mindre end eller sterre end 1.

Eig. 11: Et Poincaré snit gennem en gransecvkel,

I selve snittet & ligger punktets (p) stabile og wustabile mangfoldighe-
der. UdeYor snittet er der optegnet en del af badde den stabile oz den
ustabile mangfoldighed herende til cyklen. (Guckenheimer og Holmes. 1933).

part of Wl(y} _

Et station®rt punkt i Foincaré snittet kan bhifurkere péa
flere mader end et tilsvarende i faserummet. Bifurkationer kan
optrade. nar en egenvardi bliver +1 eller -1. eller nar to
komplek=t konjugerede egenvardiers moduli bliver 1.

Bifurkationer hidrerende fra. at en egenvardi bliver +1. ar
helt analoge til dem af de ovenfor navnte. hvor egenvardisn er
0. Dvs. saddelpunktsbifurkationen. den transkritiske og pitch-
fork bifurkationen. Hvis egenvardien bliver -1 f4s en birurks-
tion. der =plitter punktet op 1 to. en pd hver side af punk-
tet. Dette svarer til, at den oprindelige cvkel bliver fordob-
let (se fig., 12). Derfor kaldes bifurkatiocnen for periocde for-
doblings bifurkationen - eller en flip bifurkation, fordl var-
dien -1 giver anledning til at punkterns i snittet &alternerer

- *flipper’ - mellem to positiocner.

Fig. 12: Flip (periodefordoblings) bifurkation.

Far bifurkationen ses en stabil gransecykel - et stabilt punkt i Poincaré
=nittet. Denne splitter til en periode 2 gransecykel omkring en nu ustabil
rvkel. Dette er det superkritiske tilfalde.




I analogi med at et ligevagtspunkt for systemet kunne vHépf
bifurkere {(super- eller subkritisk). kan ogs8 en gransecykel

bifurkere gennem en sakaldt sekundar ‘Hopf bifurkatién. ,Qg.

ligesom far har det med komplekse egenvardier at gzre,"HVOr »llT

det fter handlede om, a3t realdelene blév 0O, drejer det sig‘nher
om, at to komplekst koniugerede egenvardiers moduli  simu1tant
bliver 1. Ogsa i denne situation er der mulighed for to  for-
skellige slags: Super- eller subkritisk afhengig af nogle tek-
niske betingelser pad egenverdiernes afhengighed af parameté-

ren, der varieres. (Se f.eks. Marsden og McCracken, 1976, )

Fig. 13: Superkritisk (sekunder) Hopf bifurkation. ,
For bifurkationen ses en stabil gransecykel, der efter bifurkationen
splitter op til en stabil torus, hvori der er en ustabil gransecykel.

Vi afslutter kapitlet med i naste afsnit at analysere mo-

dellen for‘tdrsionspendulét.

2.3 Torsionspendulet og kaos
Vi indleder med nogle analytiske betragtninger over model-

len for torsionspendulet. Det vil sige, at vi anvender en del
af det hidtil omtalte matematiske apparat specifikt -pad denne

model.
Af fig. 14 kan vi uddrage, at pendulets potentiale er:

V(e) = 1/2 K-8* - mgR(1-cos © )

hvor K er fjederens kraftkonstant.




Fig. 14: En model af torsionspendulet.

Vi erstatter mgR med T. og - ‘finder af Newton’®s anden lov, at

(83 1® = -grad V(@) = -(K®- ¥sin®’) = T3in® - K6
eller med &=K/1 og p=f/1:
(9) é+a,-9-/3.sine= 0

Denne 2. ordens. ikke-linezre ligning kan transformere=z med x=

e, y=é til 1. ordens systemet:

(10)
y = - X +ﬂsin(x)

Ligevegtspunkter findes af (x%,y)=(0,0), dvs.

q - . oL
(11 y=0 og sini(x) = —x

A
hvor den sidste er en transcendent ligning og derfor ikke kan
lgses analytisk. Men det ses umiddelbart, at (0,0) er et sta-
tionart punkt. Jacobi matricen for systemet er:
0 1

1123 J=

cos(xI~- O
F

hvoraf egenvardierne for x=0 findes til:



LT
= +- - .= ""v - L f i
A- Ve - siVa-g s for 2>y

Pa Re(A)=0 kan vi ikke pA denne baggrund udtale os om sté}. -
hbiliteten af (0.07'. Men det er muligt med andre ﬁetoder»at.Qi—
se, at punktet er neutral stabilt.*™ Fig. 1ba visér et fése4'
faseportrattet af =zituationen.

A
sin(x’i= x (se fig. 15).

For =<1 opstdr to nye  stationzre punkter bestémt.'af

Fig. 15: Bestemmelse af ligevagtspunkter.

[

Egenvardierne herende til disse punkter er:

A = :r_V/scos(x) - &

hvor x er et af ligevagtspunkterne. Med de eksperimenﬁelt be -
stemte fysiske konstanter, vi har brugt i modélkzrsletné er ok

=10.45 ogp’=15.40, hvoraf x™=11.462 sa:
A=t i.2.96

Svetemet bifurkerer for c(.=p s hvor det stabile origo bliver
ustabilt, mens 2 nye neutralt stabile ligevagtspunkter obst&r-
- et eksempel pA& en pitchfork bifurkation. Faseportrattet af

den nye situation ses i fig. 16b.

18) F.eks. ved brug af en Liapunpov funktion.




Fig. 16: Faseportratter fer og efter bifurkation.
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Vi indferer nu en hastighedsafhangig friktion, som indtil
videre antages proportional.med hastigheden. Desuden driver vi
systemet med en periodisk funktion (motoren). Derved bliver

modellen:
(13) 6+ B+ - ASin® = Bcos (wt)

eller i en transformeret udgave:

kS
]
‘<

(14)

Qe
i)

/ssin(x) -xx -4y + Bsin(wz)

Antages B=0, dvs. motoren er endnu ikke sat igang. bliver

egenvardierne til linearicseringen af (14):

A

) )

1/2(-Y ¢ \/'Y‘— 4/y( cos(x“‘)—%

172(-Y +V A +15 )

Da realdelene er negative, er de stadigt identiske lige-
vagtspunkter endnu stabile, men faseportrazttet ser lidt ander-
ledes ud end for, idet de nu er asvmptotisk stabile (se¢ fig.
17).
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Fig. 17: Faseportrat - pendul med dezmpning.

Modellen for torsionspenduet er egentlig et'2—dimensionalt,
ikke-autonomt differentialligningssystem, idet t er ‘en Uaff
hengig variabel. Derfor reprasenterer (14) ikke et 3-dimensio-

nalt system. En miske smartere transformation ville vare fzig—

-ende:
f o
X =y
v = @sin(x) -ax - Yy + Bu
(15) { :
U = -~wv
LG = wu

. hvor u=cos(wt) og v=sin(wt). Herved opnds dels, at motoren

fungerer som det. den er: En uvafhangig harmonisk oscillator,
som tilferer pendulet energi uden, at motoren. fAr noget 1i-
gen”; Dels bliver systemets grznsemangder i dette 4-dimensid—
nale rum kompakte me&Engder. Dette hanger dog ogsé sammen med,
at systemet er dissipativt, hvilket folger af, at divergensen
af flowet er negativt: '

-

divix,ysu,v) = -¥ < 0

Dette reéultat er - selvfelgelig - vafhengig af om motoren
er igang (B»0) eller ej. Sattes motoren igang., kan vi fore-
stille os, at systemet for smA B vil vare strukturelt stabilt
- familien af flows for disse B ligner hinanden. Dette, fordi
en lille periodisk pavirkning ikke vil ‘rokke synderligt ved
stabiliteten af af de for B=0 stabile, stationare punkter. Til




‘geng2ld, hvis B er tilpas stor, vil der meget sandsyvnligt ind-

trazde bifurkationer - f.eks. periddefordoblings (=pitchfork-)

bifurkationer.*”

Spergsmidlet =r nu, om der kan forekomme kaos i modelien. Et

7éystem kan blive kaotisk ad en af flere mulige veje. En made

er, at det gennemgir en uendelig kaskade af pitchfork bifurka-

tioner (ée App. I). En anden er gennem intermittens (se kap.

-4, Det er ogsd muligt for et system at blive kaotisk. safremt

. systemet undergdr specielle kombinationer af forskellige bi -

furkationstyper. En teoretisk forudsatning for kaos er, at en

eksisterende grensemangdes (f.eks. et fixpunkts) stabile oz
ustabile mangfoldighed skzrer hinanden transversalt i blot eet
punkt udover filxpunktet. p, selv, Sadanne punkter kaldes
homokline. Er der nemligz eet homoklint punkt, qg¥fp, vil der
vere uendeligt mange. Dette kan ses af. at hvis gew' (p) 0\
W ip) med g#p, da vil G ig)-»p for n—+°0 (se fig. 183,
Og da G"(g? baAde er indeholdt i den stabile og den ustabile
mangfoldighed for p for alle n, md der vare uendeligt mange

skaringspunkter.

19) Vi har ikke haft mulighed for at variere pA motoramplituden (7B») i
eksperimenterne og har derfor heller ikke gjort det i modelkersler.

20) Afbildningen G er en iterativ afbildning - for torsionspendulets ved-
kommende vil det vare en Poincaré afhildning. De lokale stabile og ustabi-
le mangfoldigheder for afbildningen G til fixpunktet p er definerede ved:

{ XxE&UIG (x)-dp for n-dee og G"‘(x)e.UsVnanf

m: ke (p)

Wi ar(p) { x€UIG"(x)-9p for ndrco og G““(x)eU,VnéNof

hvor U er en omegn af p. De stabile og ustabile mangfoldigheder er define-
rede ved:

W (p)

"

U ngnG (W en(p))

W(p) = U nenG (Whoulp)

H

Det skal bemzrkes, at mangfoldighederne er invariante, dvs. nar et punkt g
er indeholdt i mengden, vil ogsad G'(g) samt G "{(g) vare i mangfoldig-
heden.
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C Fig. 18: Homokline punkter.

qew" (p)Nw3(p)

Vi har dog. ikke mulighed for at konstatere, om én eller
flere af +or51on¢pendulmode1]ens flxpunkterq qfahlle og uStée

Jlle.mangfoldlgheder skarer hinanden.

“om modellen er: rldqet op, er der 4 parametre., der er mdli;
ge at sklue pPa. Man 51ger~'at sys+emet er af kodlmenalon 4, ‘Vi
har-valgt “kun> at skrue pd een (kodimension=1), nemllg frik-
tionen. Og i et forseg pad at f& modellen til at gengive de

amme ting, som det “rigtige” pendul, har vi tilfojet endnu'_et
1ed i modellen ovenfor. Et led., som skulle reoresen+ere effek—
ten af faststofznidningen Da verdien af denne gnidning brat
5?11+er fortegn hver gang v1nkelha=t1zheden skiftef -fetning,
skal leddet vere en sign funktion. En sadan kan man naturlig—
vis ikke lzgge ind i en integrationsalgoritme, hvoffor vi har
approximeret med en stejl funktion:'Ntanh(5y5, hvor N er'_én
méit verdi af fastctofgnidningskoefficienten' Denne +i1fzje15é
Pompllcerer en videre analytisk behanﬂllnk uforholdsmassig me-
get. Vi =topper derfor med analysen og gar i nast Kap1+el o-
ver til at se p&, hvorledes bevagelserne opforer sig pa den
kactiske tiltrakkér. Der gives endvidere et mere kvalificeret
argument for, at der er tale om kaos i modellen. Dette sker
genném en numerisk_fastleggelse af systemets liapunoveksponen-

ter.
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KarFITEL 3=

Liapumnoy sskspornmnent

‘Indledning

I dag .er man ikke i tvivl om, at faznomenet deterministisk
 kaos eksisterer. I de senesfe'artier er der ‘udfgrt adskillige
forsgg, som udviser fenomenet.* Derimod er problémet omkring
detekteringen og kvantificeringen af kaos stadig yderst
aktuelt. En af de mere slagskraftige metoder til detektering
(sd&vel som kvantificering) af, hvorvidt en bevagelse er kao-
tisk eller ej, er fastlzggelsen af bevagelsens spektrum af

Liapunov-eksponenter.®

Vi vil i dette kapitel definere begreberne Liapunov-eks-
ponent og en given bevagelses spektrum af Liapunov-eksponen-—
ter. Vi vil beskrive, hvorledes stgrrelsen af Liapunov-eks-
ponenterne forteller noget om informationstabet og dermed om
forudsigeligheden — eller manglen p& samme - af det dynamiske
system, samt Dbeskrive sammenhzngen mellem Liapunov-eksponen-—
terne og den kaotiske tiltrakkers dimension.=

Derudover beskriver vi en numerisk metode (udfra szttet af
differentialligninger) til beregning af spektret af Liapunov-
eksponenter, samt implementerer denne i "“CTS". Som regne-—
eksempel benyttes Lorenz-ligningerne, hvor dets spektrum for
et st af begyndelsesbetingelser beregnes. Afslutningsvis
beregnes og diskuteres Liapunov-spektre for torsionspendulet.

1) Se fx. referencerne i Bergé m. fl., 19846 og Thompson og Stewart,
1986,

2) Wolf¥ m. 1. 1985, gar ga vidt til at skrive, at spektret af Liapu-
nov—eksponenter: “...has proven to be the most useful dynamical diagnostic
for chaotic system.” (5. 285). Andre metoder bliver dog ngsa anvendt,
bl.a. power spektre, entropi og fraktal dimension, herom fortsztier Wolf:
“We have tested many of these algorithms on both model and experimental
data, and despite the claims of their proponents we have found that these
approaches often fail to characterize chaotic data." (s. 286.1.

) I kapitel 4 - "Intermittens" - diskuteres sammenhm:ngen mellem
Liapunov eksponenterne og fznomenet "Intermittens".

e




3.1 Definition af Liapunov—eksponent

Et af kendetegnene ved bevzgelser pa en kaotisk tiltrakker*
er, at de er fglsomme overfor begyndelsesbetingelserne. '

En given usikkerhed p4& begyndelsesbetingelserne vil vokse
med eksponentiel hastighed. Eller med andre ord: To punkter
Xo 09 Yo P& tiltrekkeren, som ligger tet ved hinanden i fase-—
rummet, dvs. IXo—Yoll =& er lille, vil som funktion af -tiden
fierne sig fra hinanden med eksponentiel hast (fig. 1).

Fig: 1: Eksponentiel afvigelse.
: . n o . » ' o Q_em_<§°>-t', )
_ KXo (L) ’ Yo (T)°
Tiden t o :

Ko Yo

Denne egenskab er et af de vigtigste karakteristika ved dé
kagtiske tiltrekkere, og det er den egenskab, der betyder, at
det kun vil vere muligt at forudsige systemets udviklihg i

sterkt begrensede tidsrum.™

_ Det kan wumiddelbart lyde som en mods&tning, at en kaotisk
tiltrakker kan have en egenskab som eksponentiel afvigelse
(et sakaldt "strek'") mellem to nertliggende punkter — eller

to baner i faserummet. Forklaringen p4 denne tilsyneladende
modsztning ligger i den kaotiske tiltrakkers specielle struk-
tur. For dissipative systemer er tiltrakkeren en veldefineret
kompakt punktmengde i faserummet. Da lgsningskurverne ikke ma
overskride udstrakningen af punktmzngden 1 faserummet, mé en
s8kaldt (tilbage) foldning forekomme. Denne form for strek og
fold er et andet vigtigt karakteristisk fr&k ved en kaotisk
tiltrakker. I figur 2 er illustreret strakkets og foldningens

%) Ved "tiltrakker’ forstas, at beviegelser styret af det dynamiske
system, der ikke befinder sig pa tiltrakkeren, vil n2rme sig denne.

- %) Mere herom i afsnit 3.3,
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) geometriske konstruktion i Rossler tiltrzkkeren.®

Fig. 2: Konstruktionen af Rdssler tiltrzkkeren.”

Stages in the construction of a strange attractor.
a) Countraction (attraction) along 3y’ and dilation (divergence) along xx'.
b) Sheet on which the dynamics display SIC (here CE = 248).
¢) First folding of the sheet (the length of CE folded along CDE becomes close to that
of AB).
d) Second folding connecting the exit (CDE) with the entrance (45).

We end up with the same kind of object as that in Figure 3_
From R. Shaw.

Punkter, der 1ikke er pd tiltrazkkeren (planen (y.y'.,z) i
fig. 2), vil tiltrazkkes denne (planen (x,x',2)). Er punkterne
fgrst pa& tiltrazkkeren, strakkes og foldes deres Dbaner i
overensstemmelse med tiltrakkerens begr®nsede udstrakning.
Denne proces gentager sig i det uendelige.

) Ligningssystemet for Rissler tiltrakkeren er:
T=—-Y-1
Y’ =X+a¥
2’ =b+XI-cl
hvor X,Y og Z er variable. Kaos opstar bl.a. ved parameterverdierne a=
0.15, b=0.20 og c=19,0.

7) Figurerne 2 og I er taget fra Bergé m., fl. 1986, s. 120-121.
Forkortelsen "8IC" i fig. 2 star for "gensitivity to initial conditions".
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En s8dan konstruktion medfgrer som sagt, at fo‘banerﬁhur—

tigt vil divergere fra hinanden (fig. 3).

Fig. 3: To baner, der divergerer pa& ROssler tiltrakkeren."

Schematic representation of the divergence of two trajectories in 8
three-dimensional phase space.
The neighboring trajectories 1 and 2 emerge from the horizontal plane, “cross™
without intersecting and return to the spiral. These curves are drawn on a simplified
view of the Rossler attractor. o ,

Hvor hurtigt to punkter i et gystem henholdsvis vil kdﬁtfa—
here ind pad tiltrazkkeren og divergere fra hinanden pa dénne,
er bestemt af stgrrelsen af systemets Liapunov—eksponenﬁerq:

Liapunov-eksponenten kan forstds udfra fglgende betragt-
ninger: Indlsegger vi en infinitesimal d—dimensional'kugle i
det d-dimensionale faserum, vil Liapunov-eksponentens fortegn
og stgrrelse i hver dimension bestemme, hvorledes denne kugle
— gennem det dynamiske systems wudvikling - transformeres til
en d-dimensional ellipsoide (fig. 4). '

Fig. 4: Positiv og negativ Liapunov—-eksponent.

Et eksempel (i 2 dimensioner)
pa en transformation af en
cirkel til en ellipse. Den
stdrste o0g mindste radius i
ellipsen bliver transformeret
i1 overensstemmelse med hen-
holdsvis den positive 0g
negative Liapunov-eksponent.

L. > 0; L. <0

———

L
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Den i'te l=-dimensionale Liapunov—eksponent kan da udtrykkes
i termer af lzngder pd ellipsoidens halvakser p. .

i 1 ps (t)
(1)=® L, = lim —‘logs{|{——m—m
trw t ps (0) -

-

®) Ligning 1 kan forstas udfra figur 1. Heraf ses, at

il

Hre tt)-¥o (t1]]

| oyl |« = @arcior s =

i

i.

1/t 1n || ffo=Yol |« /0|
Brugen af Z2-tals logaritmen i ligning 1, fremfor den naturlige logarit-
me, har fordele, som vi senere vil komme narmere ind pa.

For iterative systemer kan ovenstaende for Q-0 og tvhloo omshkrives til
det formelle udtryk for Lixe) (Bchuster, 1984, s. 18-19):

Q-eNTLOnd = [N (ot) ~ FN(xo)]

lim lim 1/MN-ln | (fN{xoH) - fN(xe)d/al| =7
N*eo Q90 °

L ()'(o)

1]

Lixe) = lim 1/N-1n |df™(x)/dx|

Neoo o,

df 2} /du = d+ (£ (x)) /dn
Lo Rt o ™Y

= 7 (Flxo)) - 7 (o)
ania Y

= £ {xs) ¥ (ol K1 = fino)

v.hi.a. kadereglen bliver
hermed bliver Liapunov-eksponenten
1

L(xo)= lim 1/N-1n | dfN(xo) /die]|
N0

lim 1/N-1n |‘l"1'*‘-1 £7 (el
N>oo

lim 1/N-ZN-% In |7 (x4,
N+co 1m0

|
Denne ligning er altsa kun anvendelig overfor en—-dimensionale iterative
afbildninger. Generaliseres den til d dimensioner, hvor vi sa ogsa har d
Liapunov-eksponenter, far vi

(et-2, et2,..,e"9) = lim (stagrrelsen af egenverdierne af I[IN-? J(in))"N
N')OO N

hvor J(X,) er Jacobi matricen for systemet.
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hvor p. (0) er radius 1 kuglen, og p:(t) er langden'af,dehvj'te
halvakse i ellipsoiden. - I
Liapunov—-eksponenterne er derfor relateret til den sammen—
tr&kkeﬁde 6g udvidende struktur, tiltrekkeren har i de for-
skellige retninger i faserummet. o |
Da orienteringen af ellipsoidens akser konstant &ndres,
mens den "transformeres af det dynamiske system, kan man ikke
knytte en bestemt Liapunov-eksponent til en bestemt retning i
rummet. Liapunov-eksponentens fortegn udtrykker altsd  kun
noget om, hvorvidt to punkter fjerner sig fra eller nermer sig

hinanden.

3.2 Liapunov—spektret

Et d'te ordens differentialligningssystem (ODE) har d
Liapunov—eksponenter. De er alle reelle tal, ordnede'éfter
konventionen:?

Li 2Lz >Ls > ....2 La.

Liapunov—ekséonenten kan antage én af tre kvalitativt for-
skellige vardier: Negativ, nul eller‘positiv.

Har det dynamiske system en tiltrazkker, mad systemet have
mindst én negativ eksponent, s& punkter udenfor tiltrzkkeren
kan nerme sig denne. | ' o

Er Liapunov—eksponenten negativ, vil punkter konvergere med
eksponentiel fart mod tiltrakkeren.

Er systemet dissipativt skal summen af alle eksponenterne

vEre mindre end nul,*® hvilket svarer til, at volumen af fase-—

®?) "Direction in Chaos vol. II", 1988, ed. Hao Bai-Lin, s. 306. "0DE’
star for “Ordinary Differential Equations®.

1°) For konservative systemer vil summen af alle eksponenterne blive
nulz: a ’
> Ly = O,
4w
svarende til, at volumen af faserummet, hvori bevagelsen foregar, er kon-
stant. Er .systemet hamiltonsk ophever eksponenterne hinanden parvis.
"“Directions in chaos vol. II", 1988, s. 306.



rummet, hvori bevegelsen foregdr, uafbrudt formindskés. Efter
indsvingning vil alle punkter vere p& en s&kaldt *nul volumen'
grensemengde — en tiltrekker/attraktor.*?*

Er eksponenten nul, betyder det, at to nertliggende plnkter
vil holde samme afstand fra hinanden, eller fjerne/n&rme sig
fra hinanden med en hastighed, der ikke er eksponentiel.:=®

Ethvert kontinuert dynamisk system — uden et fixpunkt - vil
have mindst en eksponent, der er lig nul. :

Er Liapunov-eksponenten positiv, betyder det, at to punkter
" p4 forskellige nzrtliggende banekurver fjerner sig fra hin-
anden med eksponentiel fart.

Hver positiv eksponent svarer til en '"retning'", hvor
systemet gennemgdr den gentagende strak—- og foldnings proces,
der dekorrelationerer tetliggende tilstande p& tiltrakkereén.

Har et dissipativt system en tiltrazkker, med en ellér flere

11} Mere herom i afsnit 3.4 - "Den kaotiske tiltrekkers dimension”.

12) Retningen for "nul eksponenten' er langs tangenten til flowet.
Eksponenten vil som skrevet ogsa vere nul, hvis to punkter fierner sig
fra eller nermer sig hinanden, med en anden hastighed end eksponentiel.
Dette skyldes den snavre definition af Liapunov-eksponenten, der natop
kraver en eksponentiel sammenh®ng. Som bevis herfor, ser vi pa et l-dimen-
sionalt iterativt system:
Hmer = Fixa)

hvor vi antager, at afstanden mellem to lgsninger vokser linewsrt:
I%o=Yol =0 30 =3 |[#N(xo+tD~FN(xo)|l = Q-N + p

Af definitionen pa Liapunov eksponenten (se note 8) ses, at

lim lim 1/N-1n | (FN(xot+ ) =FN(xo) ) /0]
N2co 120

Lixal

lim lim 1/N-1n [N+p/a]
Moo (120

Da potensfunktionen ‘N vokser hurtigere end ln-funktionen, bliver granse-
verdien:

lim lim (ln lN+ﬁAnl) = 0
MNeco 920 N

dvs. Liapunov eksponenten er lig 0.
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positive Liapunov—eksponenter, siger man, at tiltr&kkeren_er
"underlig" (engelsk: strange attractor) - dvs. systemeﬁ"er
kaotisk. ' : 
Fortegnet af Liapunov-eksponenterne giver os et kyalitaﬁivt
overblik over de mulige overordnede tilstande, systemet{kan
vere 1 — ogsd kaldt Liapunov-spektret for systemet.
I figur 5 har vi gengivet spektre for de mulige tilstaﬁde,

3~ og'4—dimensiona1e systemer kan vere 1i.

Fig. 5: Liapunov—spektre.*™

Typen af tiltrakker ' Spektre

3 dimensioner: _ :
Fix punkt (=.,—.-)
Grznse cykel (0,-.-)
Kvasiperiodisk (torus) (0,0,-)
Kaos (+,0;,-)

4 dimensioner:

Fix punkt (=,=,=.=)
Graznse cykel (0,-,~-,-)
Kvasiperiodisk (torus) ' (0,0,0,-)
Kaos (+,0,-,-

(+,0,0,-)
Hyperkaos*“ (+,+,0,-)

3) Wolf m. fl., 1985, s. 287 eller Bergé m. +fl., 1986, s. 287 samt
(for 4 dim.) "Directions in chaos vol. II", 1988, s. 307. :
Bevegelsen pa torus er en sakaldt kvasiperiodisk bevegelse. Det er en
bevagelse, der vil kunne beskrives som sammensat af flere enkeltsvingning-
er. Hvis +forholdet mellem disse svingningers perioder er rationalt, vil
bevegelsen vere periodisk - en fast kurve pa torus (en grensecykel). Er
forholdet irrationalt, vil systemet aldrig gentage sig selv - kurven vil
langsomt "skride" og efterhanden fylde hele overfladen af torus. Se end-
videre afsnit 3.4. '

14) Et eksempel pa et 4-dimensionalt system, med to positive eks-
ponenter er Rossler’s hyperkaos tiltrakker (a=0,23, b=3, c=0.03, d=0.3):
X?=-Y-1 ' =b+XZ
Y =X+aY+W W =cW-dZ

Her er Ly=0.16, L2=0.03, Ls=0.00 og L4=-39.0, Wolf m. fl., 1983, s.
289.

Dobbel tpendulet, som vi heskriver senere, er ligeledes et 4-dimensio-
nalt system. Liapunov-spektret for en kaotisk bevagelse af dette system
kan kun (jvf. note 10) antage spektret (+,0,0,-).
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3.3 Informationstab og uforudsigelighed

Uforudsigelighed er et andet af de specielle karakteristi-
ka, vi kan knytte til fenomenet deterministisk kaos.*® Uforud-
sigeligheden skyldes den kaotiske tiltrakkers specielle strak-
og foldningsstruktur. For at illustrere dette, kan vi betragte
Lorenz—tiltrekkeren (fig. 6), som er et ikke-linert differen-
tialligningssystem (med kontinuert tidsafhengighed) beskrevet

ved:

X' = P-(Y-X)
Y' = X-(R-2) - Y
Z' = XY - B-2

Fig. 6: Lorenz-tiltrakkeren.

[Figde; o7
Brezde: 19

Lorenz-tiltrakkeren for P=10, R=28 og B=8/3. Begyndelses-
betingelser {(1,1,1). Bevagelsen skabes, ved at et punkt
tager et eller flere omlgb omkring et af de ustabile
fixpunkter P eller P°, hvorefter den springer over i omlab
om det anden etc.t'®

13) Forudsigeligheden er ellers den egenskab, man normalt till=sgger
deterministiske systemer (i modsetning til stokastiske), men for deter-
ministisk kaos gar begrebet ‘“deterministisk" pa, at man principielt (men
ikke 1 praksis}) kan beregne sig frem til fremtidige tilstande i faserum-
met.

18}y Modellen er fra 1943, og simulerer cirkulationer 1 atmostersn
(eller i veskel, nar denne bliver opvarmet fra neden.
Ligningerne for systemet er implementeret og simuleret 1 programmet
“CTS". En programudskrift findes i appendix II.
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For at f& et overblik over, hvordan bev&gelsen str&kkes og-':

foldes, kan man afbilde systemet i et retur-plot (flg 7)

Fig. 7: Retur-plots af Lorenz-tiltrakkeren.

a) Afbildningen Zuss=f (L) b) Strek- og foldningsprocessen.

Zy.s

Zgay -

S HALDNING = |

¢« FOLDNING '

\

Zg

Figur a er fremkommet ved at afbilde successive maksi-
mum vaerdier af I (i.e. Zp+:), som funktion af det forega-
ende maksimum Z.. Zmax-verdien er koordinaten af punkter
pa Foincaré-snittet med fladen X-Y - B:Z = 0 {(dvs. I'= 0 i
3. ligning i Lorenz-modellen).?”

Figur b er den ‘“kontinuerte" tilnarmelse til figur a,
her indtegnet med illustration af strak- og foldningspro-
cessen, o

Venstre del af figur 7a svarer til, at banen starter n&r
enten P eller P' for derefter at spirallere ud. Bemxrk, at
Zw+i—-verdien altid er stgrre end Z.—-vardien (strakprocessen).
I midten er grafen reelt diskontinuert, svarende til et spring
i Z-verdien. Nar Z-vardien ndr tilstrazkkelig hgjt op, krydser
banen nemlig over (foldningsprocessen) og begynder at spiral-
lere omkring det modsatte ustabile ligevagtspunkt - strakpro-
cessen gentages. N&r Z-verdien igen her ndr en vis stegrrelse,
foldes banen igen og starter endnu en spirallefing omkring det

17) Plottet bygger pa Lorenz’ eget fra 1963 (s. 139, her kopieret
fra Berqgé m.fl., 1986, s. 127. '




fgrste ligevaegtspunkt.

Billedligt talt gvarer denne situation til, at kurven efter
et vist antal omlgb né&r randen af tiltrakkeren og derfor ma
foldes tilbage, hvis denne ikke skal overskrides (fig. 7b.).

Udfra figur 7b kan uforudsigélighed p& Lorenz-tiltra&kkeren

- 'let illustreres: ”
. To n&ftliggeﬁ&gybunkter (baner) p& tiltrekkeren (pd Z.-
aksen) wvil efter et omlgb omkring et ligevegtspunkt blive
adskilt svarende til h®ldningen pé& grafen. Denne hzldning er
(for de valgte parameterverdier) her altid stgrre end 1
(venstre del af figuren) og stigende, s& punkterne bliver hur-
tigere og hurtigere separeret (strakprocessen). Efterhanden
som punkterne ndr randen af tiltrazkkeren, "springer"' de over
dvs. foldes over og er s@ledes klar til omlgb om det andet
ligevegtspunkt. Under foldningsprocessen bliver punkterne
yderligere spredt. Denne proces (strek-fold-strak-.. etc.) vil
gentage sig, indtil punkterne er adskilt sd meget, som gr&nsen
for tiltrekkeren tillader (fig. 8).

Fig. 8: Sensitivitet overfor begyndelsesbetingelserne

‘2
Iz,

Ly

———— e e

Af figur B8 fremglr det, hvorledes en usikkerhed p& begynd-
elsesbetingelserne til lgsningskurven spredes (eksponentielt)
udover hele definitionsomr&det og s8ledes hurtigt umuliggegr
forudsigelse om den fremtidige tilstand af systemet (udover
den konstatering, at bevazgelsen foregdr pad tiltrazkkeren).

Med andre ord: Har man et kaotisk system, vil dette system
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pd en uforudsigelig madde udvise forskellige forlgb for hver 
uende11g lille &ndring af begyndelsesbetingelserne, man udSat—
ter systemet for. Derfor siges et kaotisk system at v&re

sensitivt overfor begyndelsesbetingelserne.

Denne uforudsigelighed kan man ved hjzlp af Liapunov-eks-—
ponenterne formulere i mere informationsteoretiske termer.

Eksponenterne er nemlig ogs& et mal for, hvor hurtigt
systemet pad to kvalitativt forskellige madder mister informati;

on.

Den positive Liapunov—eksponent udtrykker den fart hvormed:
en usikkerhed i begyndelsésbetingelserne vokser. ‘

Eksempelvis harALorenz—tiltr&kkeren p4d figur 6 en Eositiv,
Liapunov-eksponent*® pa 1.33. Udfra formlen i fig. 1 kan vi
beregne, hvorllangt tid vi kan 1lokalisere et givent punkt i
faserummet . Fastlegges punktet med en begyndelsesnwjagﬁighed
pd 10-=, skal vi altsa undersgge, hvornar denne ungjagtighed
har spredt sig over hele definitionsrummet (dvs. hvornar

usikkerheden bliver 1):*%

1 1 1 1
t = — -log= = ——-]l0gz { —— = 15~
L. o 1.33 \ 10~ o

dvs. efter 15 sek. _
Med en gennemsnitsomlgbstid p& 0.5 sek. har man altsa

=

18) Metoden til beregning af eksponenterne beskrives i atsnit 3.3,
Metoden er implementeret i "CTS". Se appendix I1II.

1?) 1 kap. 2 og app. F i Schuster, 1984 gennemgas i detaljer sammen-
h&ngen mellem Shannon®s informationsbegreb og Liapunov-eksponenterne.
Konklusionen er, at: _

L=1n2)|all,

hvor al er gennemsnitsendringen 1 information, malt i1 bit/sek.

Bestemmer man — som vi - Liapunov-eksponenterne v.hi.a. 2- tal:logarlt-
men fremfor den naturlige, som Schuster, er elsponenten og #ndringen i in-
formation, malt i bit/sek, identiske.



41

allerede efter ca. 30 omlgb®® fuldstendigt mistet kendskabet
til, i hvilken tilstand systemet er. :Det eneste, - man kan
fastsla er, at punktet er et sted pad tiltrzkkeren. Den lille
ungjagtighed 1 Dbegyndelsesbetingelserne er blevet spredt
udovér hele tiltrakkeren.

Den negative Liapunov-eksponent udtrykker den fart, hvormed
et givet omrdde i faserummet (under indsvingningen) ‘kontra-
herer og drives ind p4 tiltrakkeren.#?

For Lorenz-tiltrakkeren pad figur 6 er den negative Liapu-
nov-eksponent lig —-21,03. Denne numerisk store ve&rdi betvyder,
"at et punkt udenfor tiltrxzkkeren meget hurtigt ikke vil vere
til at skelne fra denne. Dette fremgdr tydeligt af fig. 6,
hvor indsvingningen stort set er overstédet efter én omgang.

3.4 Den kaotiske tiltrekkers dimension

For dissipative systemer gzlder det, at volumenet, udspendt
af de generaliserede koordinater i faserummet, formindskes som
funktion af tiden. Formindskelsen af faserummet behgver dog
ikke ngdvendigvis at have s8 simpelt et '"henfald" som det
eksponentielle, vi kender fra det dempede pendul, hvor til-
trekkeren/attraktoren er et fixpunkt.®# Er pendulet drevet
(som torsionspendulet) kan "henfaldet" have et anderledes

=20) Dette kan beregnes 1lidt smartere, idet 10-*~N 20 bits ngiagtighed,
sa den fremtidige udvikling, kan ikke forudsiges efter

20 bits = 15,0 s ~ 30 omlazb
1,33 bits/s

21) 8@ endvidere afsnit =.4

22) Se elevheftet "Noter til...", IMFUFA tekst 17%b, 1989, fig. & og
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kompliceret forlegb.#

For drevne dissipative systemer g:lder det, at de kan.ind—
stille sig i en situation, hvor bevagelsen er periodisk. Bgneh
i faseplanen (y,y') bliver da en gransecykel. .

Starter vi et sAdant system med begyndelsesbetingelser,. der
optager et areal M i faseplanen, vil detge areal formindskes
p.g.a. gnidningen og tilsidst ende p& den periodiske tiltrek-
ker C. Den 2-dimensionale plan skrumper ind til et 1—dimen—
sionalt liniestykke pa kurven C (fig. 9 ), I

Fig 9: Sammentrekning af areal under indsvingning.#=4

I Dbegyndelsen (hvor bevagelsen ikke er pd tiltrzkkeren)
kreves der altsd to dimensioner til karakterisering af til-
standen af det dynamiske system. Efter indsvingning, dvs. nar
tiltrekkeren er ndet,®> kraves der kun én dimension: En koor-
dinat langs kurven C er tilstrakkelig til fastlaggelsen af
tilstanden 1 faseplanen. Dette illustrerer det generelle

23) Gammentrzkningen af volumenet i faserummet er ikke nadvendigvis
synonymt med en formindskelse af alle "langder" men kan ogsa forekomme ved
formindskelse af nogle "lengder", samtidigt med at andre "la#ngder" vokser
{dog med mindre hastighed). Var dette ikke tilfeldet, kunne to punkter
(baner) i faserummet ikke divergere i et dissipativt system.

24) Figuren er taget fra Bergé m.fl., 1986, s. 113,

2z5) [ teorien er tiltrakkeren gransen for sammentrakningen for tiden
gaende mod uendelig. I praksis "nas" den dog efter endelig tid, idet man
kan betragte tiltrakkeren som "naet", nar stgien er af samme stgrrelses-
orden som den teoretiske afstand, punktet er fra tiltrekkeren.




princip, nemlig at dimensionen af en tiltrakker altid er

mindre end dimensionen af faserummet.
Mere kvantitativt formuleret m& det gzlde, at den relative

endring 1 volumenet er lig

Qv - 2X's
(2) 2 Ly (._____)
) . dt e 0Xa

hvor X. er det i'te komponent i faserummet R®. For dissipative
systemer er denne rate som sagt negativ og maler graden af
sammentrekningen. For tiden gdende mod uendelig - nar be-
vegelsen er p& tiltrekkeren - mA volumenet af begyndelses—
betingelserne®“ s8ledes blive lig 0: Hvilket er det samme som,
at volumenet af tiltrakkeren er lig O.

En ngdvendig, men ikke tilstrakkelig, betingelse for, at et
autonomt dynamisk system kan udvise kaos er, at faserummet,
hvori bevazgelsen lgber, mindst har tre dimensioner.®” Sammen-—
holdt med, at dimensionen af en (evt. kaotisk) tiltrakker skal
vere mindre end antallet af dimensioner i faserummet, betyder,

at et system med 3 variable (som Lorenz-ligningerne) — hvis

2&) Ved begyndelsesbetingelser forstas her et givent volumen 1 fase-
rummet.

27) En bevegelse pa en 2Z-dimensional kompakt mangfoldighed kan godt
vere yderst kompliceret, men et af kriterierne for kaos kan bevagelsen
aldrig opfylde, nemlig kravet om, at to nartliggende baner i faserummet
(planen) skal divergere eksponentielt fra hinanden. En ufravigelig konse-
kvens af den deterministiske hypotese omkring dynamiske systemers natur er
nemlig, at to baner i faserummet aldrig vil krydse hinanden (undtagen i et
evt. fixpunkt). En evit. skaring mellem to kurver ville ellers kunne fgre
til vidt forskellige udviklingsforlemb, som ikke ville kunne beskrives
udfra en endelig rekke af ordinere differentialligninger. I et flow pa en
?-dimensional kompakt mangfoldighed er l#sningskurvernes mulighed for
divergens saledes kraftigt begranset af, at bevegelsen skal forega pa
mangfoldigheden {(pg uden at krydse hinanden).

I et topologisk teorem af M. Peixote 1 1962 udleder han pointen i
ovenstaende pa anden vis: I dette star der, at i et 2 dimensionalt faserum
er der kun én bevagelse (udover bevegelsen mod et fiwpunkt og den perind-
iske) mulig, nemlig den kvasiperiodiske (altsa ikke den kaotiske). Denne
type bevegelse er dog strukturel ustabil, idet en arbitrar lille perturba-
tion af de styrende differentialligninger vil medfdre frekvenslasning og
dermed en tilbagevenden til en periodisk bevegels=2 (Thompson oag Srewart,
1986, s. &4). Se endvidere afsnit 3.2
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det overhovedet har en kaotisk tiltrakker — md have én dimen—
sion mellem 2 og 3. En sddan ikke-heltallig dimension kaldes
en fraktal dimension. Et system, der har en fraktal dimension
- en fraktal struktur - er selvsimil®r, dvs. at man ved igen
og igen at forstegrre dele af dens tiltrazkker kan genfinde den
samme struktur. Finder man en s&dan sammenhzng ved en afbild-
ning af en serie modeldata eller eksperimentielle‘data;'har

man altsd et indicium for, at systemet er kaotisk;

Spektret af Liapunov-eksponenter er snevert knyttet til
den fraktale dimension af den kaotiske tiltrekker. En (af
flere) metode (-r) til Dberegning af denne er informationsdi-

mensionen de. Den er foreslet lig:=®

2 L.
dmmd
(3) e = j + —m™m—,
| Lawa ]
hvor j er defineret af=®
57 L. >0 og 3 7Y L. <oO.
d ws} d wms

Beregningen af dimensionen kraver altsé kendskab til hele
spektret af Liapunov—eksponenter.
Eksempelvis er vores Dberegnede fraktale dimension af Lo-
renztiltrekkeren pad figur 6 (for P=10, R=28 og B=8/3) lig:
1.33 - 0.02

de = 2 + = 2.06.
|- 21.03]

Det Dbekrazfter, at Lorenz-ligningerne modellerer et dissi-
pativt system, og at dette system har en kaotisk tiltrekker.
Udfra ligning (2) bliver raten, hvormed volumenet ®ndres,

lig:=@

28) Wolf m. fl. 19835, s. 289.

2?) Liapunov-eksponenterne er ivf. afsnit 3.2 ordnet saledes, at L, >
Lz » Lz *veuer La. J er da det starste heltal, for hvilket ulighederne er
opfyldt. C

*°) Sporet af Jacobi-matricen for systemet
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oX' oY 2! N
tr J = + + = —(P + B +1) = -13.66,
oX Y dZ

hvilket svarer til, at wvolumenet af faserummet er reduceret
med e *=-%7 ~, 10~*, efter en tidsenhed (typisk et omlgb om-
kring P eller P',. se fig. 6), hvilket er en kraftig volumen-—
sammentrakning.

Raten for volumensammentrzkningen kan ogsd beregnes udfra
Liapunov—eksponenterne. Udfra ligning (1) kan man se, at den
tidslige udvikling af den tidligere betragtede kugles/ellip-
soides halvakser @&ndres med en faktor exp=(L.-t). Sammenlagt
for et 3-dimensionalt system f&r vi expz((Li+le+ls)-t), hvil-
ket for Lorenz—-ligningerne ogsd giver en volumensammentrak-
ningsrate pa:

exp=(1.33-0.02-21.03) =~ 10~=.

3.5 En numerisk metode til beregning af Liapunov-gpektre.®*

I afsnit 3.1 anskuedes Liapunov—eksponenterne udfra, hvor-—
ledes akserne i en d-dimensional sfare udvikledes for t-ua
Denne procedure med at lave en lille forskydning 1 begyndel-
sesbetingelserne i hver retning og sd undersgge, hvorledes
disse @&ndrer sig under udviklingen af de ikke-linzre differen-
tialligninger, er dog ikke uproblematisk. Den kraver nemlig,
at man med sikkerhed ikke forskyder mere, end at de forskudte
begyndelsesbetingelser stadig befinder sig p& den samme
tiltrakker. Dette krzver enten et indgdende kendskab til
tiltrekkerens struktur og udstrazkning, s& man lgbende kan

*1) Metoden har vi fundet i Wolf. m.fl., 1985, s. 290-292, men er dog
ogsa (meget) lgseligt beskrevet 1 savel Bergé, 1986, Schuster, 1988 og
"Directions in chaos vol II", 1988. Metoden ma som sadan betragtes som
verende alment accepteret.

Metoden er dog kun beskrevet anvendt pa autonome systemer, hvor vi ogsa
har fundet fin konvergens (se fx. fig. 11 og 12) helt i overenstemmelse
med Wolf s resultater.

Vi har dog haft problemer med at fa metoden til at virke i overenssiem-
melse med teorien for ikke-autonome systemer som torsionspendulet. Mere
herom senere.
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&ndre forskydningens stgrrelse, eller en computer, der:régner
med s8 stor ngjagtighed, at en tilstaekkelig lille forskydning
kan foretages. Alligevel har man ingen garanti for, at for—
skydningen - fx. efter 100 omlgb,®™ som der kraves, hvis en
ordentlig Xkonvergens skal opnds - stadig er tilstrekkelig
lille. For at komme udover dette problem benyttes de lihéari—
serede ligninger. Per definition svarer en forskydning defi-
neret i det linexre system altid til en infinitesimal for-—
skydning af trajektorien. -

Proceduren til bestemmelse af Liapunovfeksponenterne er
derfor som fglger:

Samtidigt med, at man integrerer det d-dimensionale ikke-
linezre ligningssystem (der er sat igang med bégyndelségbe—
tingelser (xi,x%,..... ,Xa), Som er pa tiltrakkeren3=),'inte—
greres sxttet af de d lineariserede ligninger for d forskel-

lige begyndelsesbetingelser. De d forskellige begyndelsesbe—

tingelser til de lineariserede ligninger skaliudg¢re et.afbi~r

trert orienteret ortonomeret szt af basisvektorer - svarende
til den fgromtalte 1lille kugle, vi vil lade deformere. Nu
behgver kuglen blot ikke langere at vere lille, da lineari-
seringen oveff1¢digg¢r dette krav. Efter et givent tidsinter—
val (se note 32) beregnes, hvorledes disse vektorer transfor—
meres — svarende til den fgromtalte ellipsoide. Herudaf kan
man v.hj.a. ligning (1) beregne Liapunov-eksponenterne.

Udfra Jacobi-matricen J (af en dxd matrix) af de ikke-
line®re ligninger wudledes de lineariserede ligninger omkring
(X1 ,%X%,...,%3):

_ Y - Vet 1
(4) Ra = Yaz = J-Vg = J- Veaz
Yoo Vo

32) Kender man ikke gennemsnitsomlgbstiden, kan en karakteristisk tid
enten vare den gennemsnitstid, der er mellem to skeringer af et Poincaré-
snit, eller den dominerende frekvens i et power-spektrum.

=) Svarende til et punkt i faserummet.
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hvor Va er én basisvektor 09 Rs er billedet af basisvektoren.

Under integrationen vil basisvektorerne s&ledes @ndre savel
stgrrelse som retning. Retningen af hver vektor vil pga. pro-
duktet med J (for et kaotisk system) efterhd&nden orientere
sig ind efter den retning, hvor #ndringen vokser mest (stgrste
positive Liapunov-eksponent) .

Problemerne omkring vektorernes stgrrelse (dé ma ikke over— -

skride computerens begr&nsniﬁg) samt sammenfaldet af oriente-
ringen af vektorerne (vi ¢gnsker at bestemme hele Liapunov—
spekret), kan lgses v.hj.a. en Gram-Schmidt reortonormali-

" serings (GSR) procedure.

Under integrationen af de linexre ligninger bliver de
ortogonale basisvektorer Vi, Va,...,Va altsa transformeret til
settet af vektorer Ri, Re,...,Ra.

For at begr&nse st¢rreisen af dem og bevare dem ortogonale
normaliserer og reortogonaliserer GSR proceduren dem pa

fglgende made:

() T, = R:
* HR.I 7
— ﬁ'z - <§2'v.1 >'V'1
Vie = — = ~ r— ’
” o "<R2'V‘1>'V'1“
V' _ ﬁu - <ﬁd'\7'd-—-1>'v [=- o Shan iSO "<§u'\_,'1>’\—/'1
“ l'ﬁd - <§d'\7'd«—1 >'V'm-—-1‘ ..... -<§d'V‘1 >“7'1”’

hvor tegnet <...> representerer skalarproduktet. Vektorerne
Vie, V'z,...,.V'a er nu de nye basisvektorer, der benyttes

under den videre integration.

Det er ikke afggrende, hvor tit denne reortogonalisering
foretages. Typisk bruges en tid svarende til bevagelsens
periode (se note 32).
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Af ligningerne (5) ses, at GSR ikke pavirker den fgrste
vektors (R:) retning, og denne vektor vil rette gig ind éfter
den retning, hvor systemet vokser hurtigst. Lzngden af .denne
vektor er (jvf. ligning (1)) proportional med exp=(L.:* tfj“Ud—
fra dette beregnes den stgrste Liapunov—eksponent‘Li. '

Den anden vektor R fA&r fjernet sin retning langs ﬁ;, og
bliver s& normaliseret. P& denne vis undgadr man, at ogsa denne
vektor retter sig ind mod den hurtigst voksende retning. P&
den anden side kan man ikke - pga. maden hvorpad vi &ndfer
Qrienteringen — vere sikker pda, at den vil rette sig mod den
nestmest vokéende fetning. Derimod vil arealet udspzndt af-
vektor V's og V'z vere dét samme som arealet udspendt af Ra
09 R=. Under integrationen wvil arealet, defineret af disse
vektorer, kontinuert rette sig ind mod den to—dimensidnale
‘delmengde af rummet, hvor der sker den hurtigst voksende
#ndring. Dette areal er proportionalt med expz ((Li+le)t) .
Sammenholdt med ovenstdende beregning af L. kan Ls nu bereg-
nes, og sadledes har vi bestemt den neststgrste Liapunovekspo—
nent L. Denne procedure kan s& gentages det antal gange, som
faserummet har dimensioner. |

1 praksis, da V's og V'z .er ortogonale, er det dog hur-
tigere blot at beregne L= direkte udfra &ndringsraten af
projektionen af R= pd V'z — etc. for hgjere dimenéioner;

Saledes opnds en korrekt opdatering af, med hvilken rate
der sker ‘&ndringer i hver dimension, og hermed Kkan hele
spektret af Liapunov-eksponenter — ofdnet fra den stgrste til
den mindste — bestemmes.

3.6 Implementering i "CTS",

Som illustration af ovenstdende procedure anvendes igen
Lorenz ligningerne. De ikke-linexre ligninger indskrives med
systemdynamisk terminologi (rate~ o0g levelvariable) i rate
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omrédet :=4

X' = P-(Y-X) . RA(1) = P-(LE(2)-LE(1))
Y' = X-(R-2) - Y => RA(2) = LE(1)-° (R-LE(3))-LE(2)
Z' = XY - B-2 ) RA(3) = LE(1)*LE(2)-B-LE(3),

—<~hvor LE(1)=X, LE(2)=Y, LE(3)=Z.

. Jacobi matricen for ligningerne er:

-P P 0
J = R-Z -1 -X
Y X -B

Da systemet er tre—-dimensionalt, kr&ves tre basisvektorer
Vi, V= og V=, hvilket svarer til 3 s®t af lineariserede lig-

ninger:

—_ Vlu — V.’a.‘u —_ v:r.u

Ry = Je V:.y , Rz = J- V:zy ’ Rs = J - V:sy =3
sz V2x Vm;z

- LE(4))  _ LE(7) _ LE(10)

R, = J.| LE(5) , Rz = J+| LE(8) ’ R = J-|LE(11)] .==
LE(6) LE(9) LE(12)

De tre fgrste lineariserede (rate~) ligninger bliver da:

_ RA(4)
Ra = RA(3)
RA(6)

P-(LE(5)-LE(4))
(R-LE(3))°LE(4)-LE(5)-LE(1): LE(6)
LE(2)-LE(4)+LE(1)- LE(5)-B-LE(6)

U

Ved start af integrationen s&ttes basisvektorerne lig:™<

34) Levelvariablerne LE(d), er bevegelsens variable. Raterne RA(d),
er de tidsafledede af de variable.
Terminologien er introduceret i Christiansen, 1978. Se endvidere kap. 7.

35) Levelindeksene 4 til 12 svarer til de benyttede i modelleringen.
Vi starter med 4, idet rateligningerne for de Z ikke-linemre ligninger har
indeks 1 ti1l 3.

Se) Level 1, 2 og I startes som sagt pa verdier, der ligger pa til-
trakkeren.




_ LE (4) 1\ _ LE(7)) (o) _ LE(10)\ . (o)
Vo =[LE®) ) =[0). Va ={LE®|=|1]. V= = [LEQD]| = {0}
LE(6) 0 LE(9)] \0O LE(12)/.  \1,

Under integrationen transformeres vektorerne, og efter hver

periode (her 0,5 sek) reortogonaliseres de v.hj.a. GSR pro-.

ceduren.®”

Udfra langden af de transformerede basisvektorer projicéret

ind p& de nye ortogonale retninger (V'i, V'z og V's, se lig-

ningerne (5)), beregnes de "gjeblikkelige" LiapunovFeképqnen—
ter: '

Ly = 1092 “E;II _

le = logz KRz-: V'z2)>l

L« = logz [KRx « V'x>|

For tiden géende mod uendelig (i praksis nogle hundrede

perioder) midler man og finder de konvergerede verdier: .

1 = .
Li = —€—~§:¢ log= || Rslln , etc.

I praksis regner man Liapunov-eksponenterne for v&fende
konvergerede, ndr nul-eksponenten (-rne) er et par stgrrelses-
ordner mindre end den mindste positive eksponent . ®

- Den (mest) negative eksponent er den eksponent, der konver-
gerer hurtigst, idet den repr&senterer den vedvarende bevag-
else mod tiltrzkkeren. Som regel er den konvergeret'efter fa
omlgb.

Den positive eksponent og nul-eksponenten konvergerer
betydeligt langsommere og skal bestemmes efter flere hundrede
omlgb. 7
- For Lorenz tiltrakkeren fik vi bla. fglgende resultater:

>7) Se den konkrete implementering i appendix III.

se) Wolf m.fl., 1985, s. 291.
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Fig. 10: Bestemmelse af Liapunov—-spektret for en periodisk
Lorenz tiltr&kker (P=10, R=166, og B=8/3).
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Af figur 10 ses, at Liapunov—eksponenterne som forventet
for et 3-dimensionalt periodisk system henholdsvis konvergerer

mod en nul- og to negative eksponenter.

PA figur 11 ser vi ligeledes en hurtig konvergens, hen mod
det karakteristiske for en Kkaotisk bevxgelse, nemlig en
positiv, en nul- og en negativ eksponent. Bemxrk, at savel i
figur 10 som i figur 11 er det den (mest) negative eksponent,

der konvergerer hurtigst.

Fig. 11: Bestemmelse af Liapunov—-spektret for en kaotisk
Lorenz-tiltrazkker (P=10, R=28 og B=8/3) svarende
til fig. 6.

]

1.33
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$ ~21.03
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Vi har prgvet metoden for andre autonome syétemer og‘i a11e'
tilfelde fundet bade de forventede fortegn og sikker konver—-
gens. Indtil wvidere m& vi sdledes konkludere, at metéden,
ihvertfald for autonome, dissipative systemer, er paiideiig.

3.7 Liapunov—-spektre for torsionspendulet.

Torsionspendulet er et to-dimensionalt dissipativt,nikke¥
autonomt system med ¢én frihedsgrad og'to generalisefedg.koor—
dinater: U - udsvinget (LE(1))., L - impulsmomentet (LE(Z)}.E?

Tiden T fastlegger motorpositionen P, der er uafhangié af

de gvrige koordinater.
Modellen for torsionspendulet Dbeskrives ved to 1. ordens

differentialligninger:¢<

LE(2)
RA(1) =

ITOT
RA(2)=K'(A'sianmot-LE(O))—LE(l))+KRMO-sin(LE(1))—ccc-LE(Z)

—-N - tanh(5:RA(1))

For at give fysisk mening, foretager vi en koordinattrans—
formation, s&8 ligningerne fdar samme dimension, inden vi line-
ariserer. Dette ggres ved at indfgre to nye levels:

Xy = KU og

X= = L /VITOT (hvor ITOT er inertimomentet),

der midlertidigt indfgres i de fgrste to rateligninger. Udfra

3?) Modellen for torsionspendulet (samt implementeringen i CTS)
diskuteres i kap. 2 o0og 5 og gennemgaes grundigt i elevheftet "Noter
til...", IMFUFA tekst 179, 1989. PFrogrammet til Liapunov-eksponent
bestemmelsen for torsionspendulet findes i appendix III.

4°) Hvor LE(O)=tiden, P=A. sin(Wmot- LE(M), K {fiederkonstanten, A
motoramplituden, Wmot motorvinkelhastigheden, KRMO kraftmomentet fra
loddet, ccc=dempning/inertimoment og N faststofgnidningskoefficienten.
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Jacobi—matricen af disse udledes s& de lineariserede ligninger
{her de fgrste to):

K
RA(3)= LE(4) * \/——————
1TOT
[ KRMO JK
RA(4)= LE(3) * | —————— cos(LE(1)) - papep—
ITOT

\ITOT K

5-N 1
ITOT  cosh®(5-RA(1))

+ LE(4) - [ccc - 4

Torsionspendulets bevegelse Dbetragtes altsd som verende 1
et to-dimensionalt faserum — en plan — og som sddan skulle vi
ikke (jf. afsnit 3.4) kunne finde kaotiske bevagelser. Planen,
hvor bevegelsen foregdr pd, opfylder dog ikke den determinis-
tiske hypotese, hvis konsekvens er, at to baner i faserummet
aldrig krydser hinanden (se note 27). Nar man betragter
torsionspendulets faserum som en plan, md trajektorierne gerne
krydse hinanden,®** og dermed bliver divergens mellem to baner

mulig, og en kaotisk bevagelse kan forekomme.

Under en kaotisk bevagelse m& Liapunov-spektret for tor-
sionspendulet have netop én positiv eksponent. Da systemet er
to-dimensionalt, og summen af alle eksponenter skal v&re
negativ, md den anden eksponent v&re negativ o0g numerisk

stgrre end den positive.®=®

For de kaotiske situationer i begge grgfter - som i kap. 5
er vist pA figur 9a og i den hgjre grgft pd figur 10a- fik vi

41) Y¥i mister dog ikke determinismen ved disse betragtninger, idet
motorpositionen (og retningen), i et kryds meliem to baner, nzdvendigvis
ma vare forskellige og saledes fastlegge det videre forlab.

42) Betragter vi torsionspendulet i et 3I-dimentionalt faserum, med
motorpositionen som tredie dimension, ma eksponenten langs denne "ret-
ning" vere nul.
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fgalgende bestemmelser af Liapunov-—eksponeriterne:“'3

Fig. 12: Bestemmelse af Liapunov eksponenterne for torsions-
' pendulet — kaos i begge grgfter (D=1,737V, Q=6.2V) ..

4

r\—'\m 0.2Y4

-1y

[ 1o T 1w |

Fig. 13: Bestemmelse af Liapunov eksponenterne for torsions-
pendulet — kaos i hgjre grgft (D=1.766 V, Q=6.2 V).
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Bevaegelsen hgrende til figur 13 er netob den, hvor vi
finder fraktale Poincaré-snit.#* Informations-dimensionen af

denne bliver, jvf. ligning 3:

4%) For en periodisk bevagelse er det hverken lykkedes os at finde
entydig konvergens eller fortegn af eksponenterne. Dette tyder muligvis
pa, at der for ikke-autonome systemer kraves en positiv eksponent, for
at metoden virker. Umiddelbart finder vi det dog besynderligt, idet vi for
de autonome systemer fandt metoden velegnet i alle situationer? Det kraver
en narmere underswggelse, som vi dog ikke skal foretage i denne sammenhang.
Det vigtigste er dog ogsa, at metoden kan detektere kaos. Har vi en kao-
tisk situation, giver metoden altid konvergens til én positiv eksponent.

44) Se kap. 3 figur 13a, b og c.




{?5

0.112
1-0.713]

For bevagelsen p&d figur 12 er dimensionen de = 1.21.

Den numerisk set lille negative eksponent i begge kgrsler
viser, at systemet er lang tid om at indsvinge (hvilket stem—
mer overens med savel simulationer og iagttagelser af det vir-
" kelige pendul). o )
Faserummet skrumper (i fig. 13) med en faktor:

exXpz (Li +La) = exp=(0.112-0.713) = 0.7

Systemet mister alts& kun langsomt information.

Starter vi med et Dbegyndelsespunkt fastlagt med en ngjag—
tighed pa 10°*, wvil wvi altsd kun kunne sige noget om til-
standen i faserummet i ca.:

1 1 1 1 ]
'109’2 — = e ¢ 109'52 e = 178 sek.
L1 0 0.112 10—

Herefter er "ngjagtigheden" spredt over hele tiltrazkkeren.

3.8 Opsummering

Er det muligt at bestemme en bevagelses Liapunov—-eksponen-—
ter, har man mange oplysninger om systemet: Den fraktale
dimension (af en tiltrakker) kan bestemmes, man kan finde
raten, hvormed faserummet skrumper, og man kan sige noget om,
hvor hurtigt systemet mister information. Alt dette f&r man
alene af Liapunov-eksponentsbestemmelsen. Til kortlaggelsen
af dynamiske systemers overordnede adfa®rd, er ovenstéende
metode altsd vyderst slagkraftig. Specielt er den velegnet til
detektion af kaos, idet wvi her far et kvantitativt mal for
dets eksistens.

Vi har ved fundet af den positive eksponent for torsions-
pendulet kvantitativt bevist, at dette system kan udvise
kaos. I de nxste kapitler, fa&r vi (computer eksperimentelle)

kvalitative indicier for kaos.
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KaPITEL 4
INTERMI TTENS

Indledning | o

Under studiet af kacsfznomener har man bl.a. tilstrabt at
kortlaége (de) mulige madder et dissipativt system kéh gé ffé
orden til kaos pA. Den indtil dato nok bedst undersegte af de
minds=t 2 kendte veije ' er gennem gentagen periodefdrdobling,
hvor systemet undergdr en uendelig kaskade af -pitchfork
bifurkationer (se App. 1. | | | B
| En anden kendt rute er gennem intermittens: hvor en sta-

bhii rpericndisk lesning (en stabil gransecykel) bliver 'pstabilv
T fcrarsagér derved et faznomen, som tilsyneladande ser perio-
disk ud, men ikke er det.  Nedenfor (fig. ') er f{znomenets

karakteristiske udse=ende gengivet for 2 forskellige systemer.

Fig. 1: 2 intermittente tidsserier.

X v %
Xn
X 0b t 4
02t d -
b) L 1 P 1
0 3 40 n'm 80 100
a) lLorenzmcdellen . k) Logistisk afbildning:

Xr'u e = r"}‘:r'\ ‘,. l _Xr'\ )

) RE-taonvektion
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af  figuren bliver de pericdisk

it
o)
s d
=
pnt
o
o]
-
]
h|
14}
1]

tidsserier fra tid til anden afbrudt af nogle irregul=ras se-
Lvenser. Disse vil i det felgsnde blive hetegnet wmed deres

enzelske navn: 2bursts® . De regulsmre sekvenser kaldes lamina-

I
&}

Fig. lal} afhilder en af Lorenz modellens 3 wvarishls
funktion af tiden. mens fig. lb! afbilder #don worizsble ¥ zom
funkticn af n. Begse disse modellars intermittente furlob er

funderet i-en.-samme Arssg. Vi vil kalde det bvpe | --imtermat-

tens. ['ig. -1¢Y er en anden slags. Det er sakslidt tvge . P11

intermittens. [Der eksisterer ialt 3 typer. hviz oprindelse

nanzer DA de nmulige mider. hvorpd en granscoviel an vt -
ra. Dette uddybes 1 afsnil 4.1,

Burstfsnomenet viser sig at afhange af Bifurkationsparame-
taren p& falgende made: De optrader aperiocdisk i et givet
sample og stiger 1 antal 1 takt med parametaerens afstand il
bifurkationsvardien (se fi1g., 2J. Derimod szges varigheden al ds
enkelte burst ikke, né&r parameteren @®ndres. Men de erbtelte

purst i et sample ar dog ikke koncstante i wvarighed.

Fig. 2: aAntallet af burst stiger med parameteren.

(Signaler fra Lorenz modellen. Schuster. 1388

R

En af grundene til.s ot vi har madtamet oF bapitel om ttar -

wittens. er felrende annlome sampling af trr=sionspendulet (de=t

pod
1
Y
ot

te er st wldrag af on tleres timer Lo tiddzerd

zamlede kereel =r vi-L 1 {ig. 2, lop. 5.17:
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Fig. Q:‘Analog'kmrsel af teorsionspendulet.

i“g_"— = ek FHE = fbikds :T}u = ;;_i:—_. = R =ER R =T

i-Jf-;\ S O Pt A e s o 0 o e B g e o
Det ses, at signalet narmest til forveksling ligner et af de i
fiz. 2 viste +tidsserier. Vi har desuden fundet noget

intermittenslignende i modellen for torsionspendulet. Disse

kzrslier bliver diékutgret i afsn. 4.5 mhp. typebestemmelse;.J

En fyldig beskrivelse af intermittens fanomenet omfatter.
flere aspelkter. Vi'giver i afsn. 4.1 en redegorelse .fof -de:
laminare fasers udseende. Det Visef sig muligt at béfegna"dé
lsminare fasers gennemsnitlige varighed. Om dette zerr vi nogle
bemzrkninger 1 afsn. 4.2. Der er deéuden"udfzrt' nogle

undersegelser over. hvorledes et intermittent systems positive

Liapunhoveksponent afheanger af bifurkationzparameteren i
Fonkrete systemer. Disse resultater fremlagges 1 afsn. 4.3.

Endelig giver vi i afsn. 4.4 en antydning “af, hvorledes  éen

leazning kan vende tilbage til den laminare fase sfter at have

yeret i et burst omrade. ‘

- alle afsnit koncentreres beskrivelserne ~til type |1
intermittens - og til dels type 111, hvorimod omtale af type
11 af flere grunde er stzrkt nedtonet. Dels har vi hvefken
eksﬁerimenteltfeller i modellen for torsionspendulet observér
ret tvpe 11, som ilavrigt kraver. at systemets fasérum 'er'
lokalt arealudvidende. Dels er beskrivélsen af - denne  type

umaddelig teknisk kompliceret.

4.1 Beskrivelse af de laminare faser

Indledningsvis ser vi p4d den tidligere omtalte Lorénz model

(jvf. kap. 2 og 3):

~
we
i

P(y - x)
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Nar bifurkationzparsmeteren R = 166 vil systemet besidds en
globalt stabil gransecvkel. Denne mister sin stabiliter. nAr
R & 166.07: Systemet bifurkerer i denne kritiske wvardi, H..

Man kan wunder en numerisk integration af (1) 1
v-verdierne hver gang den betragtede lesningskurve skarer
planen x=0 (et Poincaré snit) fra samme side. Afbildez de
opsamlede y-verdier i 2t returplot (dvz. en v-vardi afhildes

som funktion af den foregdende) fas falgends figur ({for

e R=1BE. 1) . —

Fig. 4: Returplot af y-variablen i lLorenz modellern.

yn°1 N

7r=166.2
42

40

Det er dogz kun punkter beliggende 1 laminare faser, der er

medtaget p& figuren. Man ser. at alle punkiarne tilsezumen  ud-

gor et kurvestvikke, der cwmvger sig op ad identiteten e T
Yoo . Sammenncides dstts billede med fix. 5. der illusire-

rer, hvorledes on lesning reiser gennem kanalen mellem 1d-ntl-

teten on kurven. er det tydeligt. at zvstemct  oprotholder  on

naotten khenttant anclitade over langors tid



ings vej gennem den laminare fase.
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Vi etablerer i det folgende en afbildning, der dels

gengiver det kvalitative indhold i fig. 3 og dels redéger for
fremkomsten af type I intermittens. Men farst et par . ord om

de 2 typers teoretiske fallestrak.

For flows er der tale om, at en eksisterende stabil granse-
cykel, Y, bliver ustabil. Anskuet iet Poincaré snit. Efé vil
cyklén fremtrade som et punkt, p. Vi betragter hereft¢b~situa—
tionen i Foincaré snittet i en omegn af p. I den sammgnheng
danner vi en Poincar€ afbildning,‘ f: & - Z . der ."sen_qérr et
snitpunkt 'pmezf 'over,i ‘det vefterlegéhde 5hitpunkt;‘3pm¢i
GZ:‘sélédes;‘at ) - S

(2 ) : pr‘\ RN} = f e ( ljrw ) A

hvor r er systemparameteren. Hvis r er mindre end en given
kritisk vardi. r.. hvor Y'antages stabil, da vil det faktum,

at
p =» p for n —« @

kunne udtrykkes ved, at den afledede, Df.., af ,fw.‘har
-egenV$rdier,Ahvis mociuli alle er mindre end 1. Der er nu 3
forskellige mader, hvorpd satbiliteten af p (og dermed af Y)
kan Oplzsés, nadr r ages ud over rw: 1) En reel egenvardi
Alr) til Df. Dbliver +1, 2) 2 kompleikst konjugerede .égenvar—
| dier glider simultant ud af enhedscirklen i den kompleksé‘plan
'elier.s) en reel egenvardil glider ud af enhedscirklen ved -1

(se tig. 6.
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Fig. 6: Egerwardizsns opfersel ved bifurkatio
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For at intermittens kan forekomme krzve:z, at bifurkaeti-oner-

na er gubkritiske (jvf. App. 1.

Type I intermittens:

i = topelos i ok

Situationen, hvor egenvardien A(r: bliver

zlvivalent med saddelpunktsbhiturkationen for fiaws., Normalion

men (se App. 1 for den subkritiske saddelpunbkitebifw-iation
er:

~ .

(3 A = r + ¥

Denne ligning er fundoret p&, ot reatdelen af  aen  exerirdl

i1 Jacobi matricen er . I den nuvzxrend- =situstiocrn r }ar.}

-1, hvorfor narmelfcrmen for Poincaerd afbildninzsn blivor:
40 fix) = x + v + ®

Det subkriticke bestadr i, at det ikke lincare led virker Tamms
ved =om  leoddet ai laveste orden. Saght med andre o
I'orstegrads leddet virker destabilizerenus ri en lgening 1l
ligningen.

Som havnt 1 kap. 2 og App. 1l er der o varisnter at saldol-
prvinktshifurkation oy nemtiss den tron-sbriti-ba Rifarioori oo oo

pitchforl: biturkstionen., Normalrformerne for disce ev hihw
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der i1 sjemed af Poincaré afbildninger bliver hhv.:

1

0%:4 f(x) X + rx + x¥

Vi vil imidlertid argumentere pd en mere direkte” made end
v.hi.a. de umiddelbart >himmelfaldne’® normalformar. ;

Forst defineres parameteren &€=(r-r.)/r. (bifurkations-
parameterenshproéentvise afvigalse tra _biftrkationspUnktefs
parametervardi », Dernast indses, at vi kan nejss med at anskue
ft.~ langs den uzstabile mangfoldighéd - dvs. dan egenrething,
nvor egenvardien kliwver 1. Derved bliver vores PoincaréAzéf—

hildning l-dimensional, og dens lineare approximation er:
(5 | £.0x) = Ar)x, hvor Ar.)=1
Ved at rakkeudvikle f-om‘x=0 (og £=C) fas:

(6) . f(x) = x +& + ax® + h.c.1. *
(Det er alts& underforstdet, at bifurkstionspunktet er (x,r) =
(Osrw) svarende til, at €=0.) Med en passende skalering af x

og'ved at droppe ha@iere ordens leddene_fas:
(73 S f(x) = x + & + xv,

hvilket stemmer overens med normalformen ovenior.

Fixpunkterne for f, der findes af f(x)=x., ses at vafe:
x* = sV-& , £<0 (dvs. r<r.).,

hvor -V-€ er stabilt, mens V-€ er ustabilt. Nar € gar mod 0,
narmer de fixpunkter sig hinanden for at smelte sammen i bi;
~ furkationspunktet €=0. For &>0 er fixpunkterne helt forsvun-
det. Men dette til trods vil 1lesningerne 'til systemet over
lengere tid tilsyneladende opfere sig, som om der stadig eksi-

cterede et fixpdnkt. Af den grund kalder man det manglende

1) h.o.1l. betyder hsjere ordens led.’
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fisxpunkt fixpunktets spegelse. De 3 situationer - variationen

af € - er afbildet 1 fig. 7.

Fig. 7: Udseendet af f. ndr €& varieres.

ren ) ) r>|\/ /

Clecennncamcsvcnsanca

s jevemvnonsea

G‘

Det bemarkes. at for £<0, gengiver f ikke indholdet i f.e&ks.
Lorenz modellen. idet denne ikke har et ustabilt fixpunkt far
bifurkaticnen. Vi har derimcd opnaet et kvalitativt holdbart

billede for €0, hvilket ogsd var det vi tilstrabte.

Type 11 intermittens:

Det, at 2 komplekse egenvardier til Df.. simultant rtorla-
der enhedscirklen. ger bheskrivelses situationen ufcrholdsmes-
sig teknisk, idet man bade skal medtage den liomplekse varia-
bel, z, og dennes konjugerede, Z. I en r®kkeundvikling at £,
vil der vare produkter af kcomplekse tal. hvilket indebsrear
rotation. Der skal derfor bade tages heojde for moduli og
argument. Vi anferer = forskellige &fbildninger. der hver
udviser type I intermittens. Den ferste reflekterer cver det
faktum, at komplekse tal er at opfatte som punkter 1 planan

beskrevet ved polzre koordinater:

L\
ot

H

jor]
ot
-

3.

{Rr".'l 1 = L l +a )R.‘- + u L F\'l'l ] 4

t8) Vervey T WV, ot oW (w er an kons

ons kvalitative adferd i den intermittente cituati-.o er  7izt

o

p& fig., &. Der anden athildning bliver disbufer=t 1 Pome.u o
Lornmeville, 19=0, hvor  den bruges til lioprmey  eblspcinant

hestemmelse:




bestemmelse:
{mew = lz + ulz{®z for z nar (0.03

iy Zovwn = 2Z . langt fra (0,0)

Det skal bemerkes, at (9) skal suppleres med en glat‘.overgahg
mellem de to omrdder. hvor udtrvkkene galder. Intermittens
B optraeder, nar den komplekse parameter A forlader enhedscifklen

LW er reel).

CEig. &: Kvalitativt billede af (8).

70
p-3

Da vi ikke har observationer af fznomenet 1 torsionSpenqn-

let. cmtaler vi ikke denne type vderligere.

Tvpe I}I intermittens:

I'dehne,éituatiOn, hvor'l(ru)=—1, vil den_lineare,tilnar~

melse til f vare:’
(103 | f(x) = -(1+8)x

hvor &=(r-r.l/r. o¢g = atter antages nar 0 ligesom &. Rak-

keudviikles til 3. orden fés:'
(1173 f£ex) = -(1+8)x + ax™ + bx®

hvor a oz b oer konstante koefficienter afhzngig af 2. og 3.
arfledede af f. Der er imidlertid fordel i at sammensztte f mad

sig selv:
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fof (X)ef (xn)

~(1+€X(-(1+€)x + ax™ + bx™)
+ a( - ( 1 +€ )x .’_ ax.’ii: + k,xti!i' ).’&':3
+ b(-(1+8)x + ax®

Fordelen 'Qed

+ b oy
sammensa&tningen

er ikke
elimineres led af orden heiere end 3 og ikke-linezre led

umiddelbar.
samt produkter af konstantled og €, hvilket er rimelizt.

men
i &
idet

—fF0x)

vi er interesseret 1 situationen. hvor € g8r mod 0. fas:
(12)

(1+2€)x

2(bta® )x™
Altsd er led af

2. grad forsvundet. For at
skal vare subkritisk kraves, at koefficienten til
det er negativt. thi det line®@re led derved vil
lizserende p& en lesning til
forlanges,

bifurkationrnen

virke
ligningen.
at den Schwarz’ske afledede™ -
Med c=-2(b+a*) har vi.
(133

Bifurkationestearetisk
b+a*
at
£#(x)

er negatiwv
= x((1+2€) + cx*®},

hvor c>0,
Denne afbildning afbilder kun hvert andet
udtrykket i parentesen er positivt.
afheange af fortegnet pa

snitpunkt. o=z da
vil fortegnet af I+
X. Er x séaledes
itererede vardier alle blive positive og
negativ. Derfor vil £

vardier.

kun
positiv,

negative,
selv skifte:

vil de
hvis = er
mellem rositive og negsative
En vderligere analyse viser.
bliver sterre ocg sterre,

at de positive vardier
mens de negative bliver
steorre og stegrra. Et billede af situationen er givet 1 fig.

numerizk

fa”

-

<t Den Schwarz®ske afledede, Sf.
‘:’f - f!’1/f’}

er defineret som:
- B/20F /),




Fig. 9: Et plot af .
(Schuster. 19883

In.2

7

I

Vi har hermed ogsa redegjort'fors at de laminare ‘faserlﬁi
-fig. 1c) ﬁar det viste udseende: Amplituderne bliver skiftevié
sterre oz mindre. Den intermittente situation’forklares  altsa
ved en subkritisk bifurkation af Poincaré afbildningén. Dén
tilsvarende superkfitiske bifurkation implicerer almindelig'
periodeférdobling (flipbifurkationen?’. hvor den dannede ”cykéi
er stabil oz har dobbelt periode. Der er saledes bédé fofske1~
le oz ligheder mellem den super- og subkritiske bifurkation.
Man kalder *svingningen’ ., der falder i amplitude for den fun-
damentale, mens ’svingningen; ned foreget amblitude kaldes‘den
subharmoniske. -

Dynamikken i tvpe 111 intefﬁittens er sogt illustreret i

fig. 10.

Fig. 10: Returplot for f.
: : DY

v
\j
\

Efter nu at have beskrevet de kvalitative forhoid ved de
laminare faser. gAr vi videre med. at hestemme ~ nogle

kvantitative egenskakber ved disse faser.




6/

4.2 lLaminare fasers gennemsnitlige varighed

Dette afsnit omtaler en beskrivelse af, hvorledes det er
muligt at give kvantitative wudsagn om de laminare fasers
gennemsnitlige varighed. En s&dan beskrivelse er dybest sat af
probalistisk natur. En mulig indgangsvinkel wville vare at
talle antallet af oscillationer i hver laminar fase for at
lave almindelig statistisk analyse: Etablere et histogram etc,
Denne metode vil give en sandsynligheds fordeling, men den vil
ikke medfere en sammenhang mellem varighed og parametervardi -
umiddelbart. Det er imidlertid ogs& muligt gennem nogle antag-
elser og approximationer at g& den anden vej: At bestemme sam-

menhangen og derefter konstruere en sandsvnlighedsfordeling.

Type I intermittens:

I en laminar fase nar ved bifurkationspunktet dvs. for €

tat ved O+, kan den iterative afbildning
Koy = X + & + (%)%
<=> Keawy = Kw = & + (X,,0%
erstattes med differentialligningen:
(14) dx/dn = & + x= ,
idet forskellen mellem to pa& hinanden faslgende snitpunkter
antages at vere lille. Denne ligning er umiddelbar at lgse ved
separation af de wvariable.
Nar en lasningskurve har befundet sig i et burst og skal

tilbage til et laminart forlsb. m& den starte et eller andet

sted 1 kanalen p& fig.2. Den verdi, hvor det sker. kon vi

kalde x4mes mans vardien. hvor lesningen forlader den lami-
nare fase. ksan kaldes #x... Vi kan antage, at v&rdierne
Xima OF ~ X ari er lige sandsynlise, dvs., ['(i,.,wal) =
P(-Xinn). Sagt med andre ord er chancen for at relaminarise-

ringen sker pa den ene eller den anden side af x=0 <{der hvor
kanalen er smallest) er lize stor, og P er sAledes =z=ymunetricsk

om x=0. Integreres (14) fas:
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(159 N0y rms Xow ) = 1/VE(Arctan(x.a/VE ) - Arctan(x, na/VEI Y

Dette angiver_antallet af iteraﬁioner i en enkelt lamihar
fase. Vi er imidlertid interesseret i det gennemsqitlige'ahtéii
iterationer <n»> - for et uendeligt forlegb. Til det fofmél ,§il
‘vi antage. at der findes en sterste vardi K af xﬁmdalsom"érﬁ

meget mindre end 1.

| Ky e I < K A 1

hvor x.o = K. Da P er symmetrisk fas ved integration 'éf
(1591 ' ' '
K
':~ 1F~ :I . <n> = I P ( x:i v ) . 1‘1( Ko wre s K .) M d}'::l it
’ -K ' . ;
= 1/VE Arctan(K/VE).

Er K/V@ meget storre end 1, vil arctan-funkticonen vare nar
W2. og dermed vil <n> vare af sterrelsesorden 1/VE.
Man kan -herefter beregne sandsynlighedsfordelingen P(n)

til:

(17 Ptn) = E/(2K)(1 + tan®(Arctan(K/VE)) - nVED
under - antegelze af,. at P(n)'=»P(xnwm)ldxqma/dnl. ‘Udseendeat

af (175 er antvdet pa fig. 11.

Fig. 11: Distribution af laminare fasers lazngde.

' \
Ry

Ve i

Der ligger et proklem i at bestemme den nejagtige vardi af
bifurkatidnsparameteren r. og dermed kan & heller fastleggeé.
Da+ har af deﬁne grund ikke varet muligt i modellen for toréif.

cnependulet at checke de laminare fasers gennemsnitslangde.
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Vi nevnte i indledningen, at der var en anden made at ga
frem pa: At opsamle de enkelte fasers antal iterationer og
siden lave et histogram. Det forudsatter dog et meget stort
sample, sA stort, at det i forbindelse med modellen for
torsiohspendulet ville tage et par uger pad de forhandenvarende
:maskinér. Man ville imidlertid finde, at histogrammet matte
haye et udsende svarende til det i fig. 12 viste, safremt der

var tale om type I intermittens.

Fig. 12: Typisk fordeling af de'Iamihare faser.

| R(G¥))

— ' -
| T EyR
Et forleb som det viste er ievrigt eksperimentelt bekraftet 1

den kemiske reaktion kaldet BZ-reaktionen (se fig. 13).

Fig. 13: Bekraftelse pa type I intermittens i BZ2-reaktionen.
(Bergé et al., 1986)

9
i

[ 3 4

Finder man en fordeling svarende til fig. 11 og 12, vil det
vare et argument for type I intermittens, idet fordelingerne
for de svrige typer er meget anderledes. hvilket vil fremgd af

det felgende.
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Type 11 intermittens:

Metoden til &t bestemme middelvarighed og.sansyhlighedsfdri

daling for tyme II intermittens felger saume ide som . den for. -

tyvpe 1. Vi vil af denne grund derfor kun angive resultaterne. '’

‘De laminare fasers gennemsnitlige antal iteraticner er -af

sterrelsesorden 1/€, og tzthedsfunktiorien varierer som’’
Finw g=e4én/(gabn _ 1)m,
Det kvalitative indhold i dette udtrvk er vist 1 fig. 14.

Fiez. 14: Fordeling af de laminare fasers middelvarighéd;

2 4

n

Type Iil intermittens:

Med samme argumentation som i type II wil vi her begranse

o5 il prasentaticn af resultaterne.

Middelvarigheden af de laminare faser er af sSamme storrel-

sesorden som for tvpe 11, dvs. 1/&, hvorimod tzthedsiunktionen

varierer 'lidt anderledes:
P nie e RGP & /(e EX . ] oy

3illecdet af dette er angivet 1 fig. 15.

Fig. 185: ¥Fordelingen af de laminare fasers middelvarighed.

Pu) |




’4.3_Ibﬁéfg{ftep@rog<Liagunoveksggnenter
Eftér at syétemets lesning har varet i en laminar 7fase,_
ryger den ind i et burst. Burstomraderne optrader i et aperio-
disk_ﬁgrléb;ﬁpesuden stiger frekvensen af burstomrader afhangf
ig affpérameferen..Det er derfor>rimeligt at sperge: —Err der
tale om. et kaotisk'forlzb? Lad os minde om, at et system er
kaotisk, sAfremt der er mindst en positiv Lyapunov eksponent.
’ReSUlfaternexi det folgende er baseret_pé.analyse  af -kon- -
' krete modeller.® : L

nggvi;iﬁtérmittens{

Det viser sig, at hos denne og kun denne typev implicerer
intermittené?ikke‘hzdvendigvis_kaos. Intermittens kan  f.eks.
forekémme pa en torus (et sadvanligt pendul), hvor signalet
ikke kan vare kaotisk og dermed ikke have positiv Liapunov
eksponent. Men det er undtagelsen fra reglen om, at intermit-
tens er en vej til kaos. Vi betragter dog situationen, hvor
systemet bliver kaotisk. Vi wvil antage, at oscillationerne
korrelerer med sig selv i de laminare faser, mens korrelatio-
- nen er forsvindende i burstomradder. Idet Liapunov eksponenten
er det samme som den inverse af korrelationstiden®, og da
korrelationstiden (middelvarigheden) ifelge forrige afnit gar
som 1/V€, vil et bud pa eksponenten vare V?.

Denne pastand kan efterprsves p& modeller, men det er
svert, idet det kan vare tidskravende at bestemme
bifurkationsparameterens vardi tilstrakkelig pracist.

I de modeller, hvor vi har set pastanden testet® holder

den.

e e o A m mn - . R v e oy — v m v T e ek et des bk Amt WA Py e e e W e b e e he S A e ek e M fmm e W e Te M e we wer e e —

3) Resultaterne er primzrt baseret pd beregninger udfert Pomeau og Manne-
ville, 1980.

4) Berg€ et al., 1986.

5) Pomeau og Manneville, 1980, samt Schuster, 1988.
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Type 1! intermittens:

Hvis man her anvender samme hypotese om, at Liapunov ékspd—
nentzn givez af det omvendte af middelvarigheden, far man; at
ekzponenten skulle vare af storrelsesorden €. Imidlertid gi?ér
en undersoge l:e af modellen (9> i afsn. 4.1.2, at LiapUné?

eksponenten snarere gAr som £§> hvor & er lille.”

Type 111 intermittens:

<

{gen kan man udnvtte hvpo*eocn ovenfor. hvormed Liapunov

ek_rc,entﬂn vil 28 som € nzr ved bifurkationen.”

4.4 heldmjnarlserlng

Shet er 1-dette 5fsrit hensigten at give et kvallt tivt bll—.
tede af . hvorledes en intermittent lesning finder: tjlhoge til

et laminart forleb - dette kaldes at relaminsrisere. Be:k:i—

velzen vil kun omhandle type 1 intermittens - ég‘détte i det
vasentlize kun i forbindelse med Lorenz modellsn '

Vi har tidligere =et., at Lorenz 1igningerhe'udviser type I
intarmittens. vi‘vil i det felgende forssge at épatille‘ én
(fetur)afbildningg-dér samtidig modsvarer egenskaberne ved det

kentinuerte flow o redeger for relaminari=z FlF”%h. Den

endeligt etablerede afbildning kaldes baker’é'transformatipn;

Men indledningsvis retter vi blikket mod kontinuerte flows
pd 2-dimensionale tori, T#. lPé en sadan kan der kun fdrekom»
me periocdisk eller kvasiperiodisk adferd. I et Poincaré énit
vil der derfor enten findes et endeligt antal punkter (periq-
disk opfersel ellér en lukket kurve <(kvasiperiodisk opfzf~
sel). Systemets to variable kan opfattes som vinkler. der hver
isér ligeger 1 intervallet [0;2w] (eller et helt multipium af
2¥ herfra). hvor 2. topologisk set er identificerbar med O,’ 1
Foincaré snittet er kun den ene variabel synlig (svarende til

den lille cirkel)f Denne_variabel,kalder vi v (se fig. 16);

6} En mere overvejet heregning giver, at eksponentern skulle ga som

/inf€:, men dette stemmer ikke med den numeriske behandling af modellen.
7) Dette resultat er givet i Bergé.” et al.. 1986, mens Pomeau og Manne-
ville. 1920, finder, at eksponenten gir som Ve,
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- . [ . .
Fig. 16: Poincare snit 1 en torus.

Vi kan s2ledes sige. at en returafbildning, f. af den vari-
able., v. er en (strengt) voksende afbildning af en cirkel ind
i sig selv (f: S'=5'). Da [0:2W] er =zkvivalent med [0:11.
kan vi skalere v s& f p& entydig made afbilder enhedsinterval -
let ind i sig selv (f: [0:11=->[0;1]). P& denne made er cirklen
blevet klippet op og rettet ud. En mulig reprasentation., der

opfylder de givne krav, er vist i fig. 17.

Eig. 17: Returplot for flow pa T%.

7

f0) 1
4

v

Det det hetragtede flow er kontinuert. skal det ogsa for-
langes, at f er kontinuert. S& den tilsyneladende diskontirui-
tet p&d fig. 17 skal elimineres. Og det hliver den ved at iden
tificere intervalendepunkterne i begge retninger.

Af figurerne ncdenfor fremgar, st der or 2 fixpunicter  for
pbifurkationan, scm under bifurkatioren smelter sammen til eet.
Efter bifurkaticnen (fig. 18c)1) er kun fixpuniitets spmzalse
+tilbame. og den intermittente situation er tilstede. I
iosning gennemlober kanalzn - hver iteration svarer i1l #n

rotation/omlab pPA den store cirkel i torus. Dernne *ilstand



atfhbrvdes ved. at den ene oscillator henter en pellode

forhold til den snden. Derved opstér en fas eror"kvdnlna mp.lem

o5 blllatorexne\ hvorzfter signalet igen bliver laminart.

Fig. 18: Vejen til intermittens tilstanden.

(8 1 (@) tr(e)
1 1 |

— e m—— —

I
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e, e,

Afhengie af  om fr van1orholdet er rationalt 2ller
irrationalt vil be?agelsen vere periodisk eller kvasiperiodishk
lk}hl;- . '

Den viste afbildning Veplacenteret imidlertid ikke en velj

fra orden til kaos - ‘men derimod en tilstand mellem
perinsdicitet og kva%iperiodicitnT. Det vil rade pod pd nu.

l.orenz ligningerne har et glob alt fis xpunkt, som er da+db11+
'nemlig,'Oé(Ol 03 Funktet har derfor en stabil mangfoldighed
(se kKap. 23, WO, Hvis denne skarer det valgte Poingéré
znit i et punkt forskellig fra O, vilv returafbildningen vare
diskontinuert i dette Sk&llngngl}t S& for at etablere en
refgrafbildning,'der modsvarer kravene fra Lorenz ~flowet;
kraves altsa ikke, at den skal vere kontinuert, Selvqm*‘flcht
er det. Afbildningen skal dog ligesom for VRN E injektiﬁ"og
dermed invertibel. o | '

En afkildning, der tilfredsstiller disse bLetingelser er

haker’s transformation:
(Zx mod 1,by/2) for 0<¢x<1/2
f(x,y) = ' ‘ .

(Z2x mod 1 b(y+13/2 tor 1/24x<

der er dis bontnnuerf i x=1/2



For b=1 er f arealbevarende og virker p& fglgende made:
omradet *[0;1I%f{0:1] bliver trykket sammen 1langs y-aksen og

tirukket ud langs x-aksen (se fig. 19).

Fig. 19; Baker's transformation.

A

[

Hvis ‘bl ligger i intervaliet J0:1[, er f arealkentrahe-
rende cg reprasenterer derved dissipation 1 modellen,

Baker’s transformation er opbvgget med bsggrund 1 P shift?

afbildningen:

g X =D ﬁ?x}

hvor iy} betvder decimaldelen af y. Denne afbildnings =ra er
vist i fig. 20, hvor det ogsd fremgdr., at hver funkitionsvardi

har to originalpunkter. Det pastés'*y, at alls2 monotont oin-

sende afbildninger med denne egenskal kan udvise type T inter-

mittens!

PIRPE e e e e e [

8) Bergé et al., 1936.
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Fig. 20: Shift arbildningen.
— . .
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Det er i fig. 21 vist, hvorledes overgangen til intermit-
tens tager sig ud for en afbildning med de ovennavnte egenska-

ber .

Fig. 21: Vej til tvpe 1 intermittens.

,Fm » S

Den viste afbildning er diskontinuert 1 o, der kunne re-
presentere den omtalte skaring mellem W®(0) og Poincaré snit
i Lorenz modellen. [terationsprocessen forleber i kanalen ind-
den (almindeligvis) ikke rammer. Vi ser. ogsé, at hvis vardien

X lige inden et burst er nar ved. x., da vil relaminari-

seringen stafte ner ved O, som er et ustabilt (fix)punkt ogsA

. efter bjfurkétionén.

Vi vil som sagt ikke diskutere relaminarisering af de andre’

intermittenstyper selvom situationen for type 111
intermittens er meget analog til baker’s +transformation. 1

4

stedet gdr vi over til ncgle konkluderende bemerkninger.

til vamrdierne kommer over diskontinuitetspunktet. xo, hvor



4.5 Konklusion
Vi har eksperimentelt set, at torsiconependulet wudviser
intermittenslignende adferd (fig. 3). Da wvi 1ikke har haft
””mulighed for at opsamle data til et returplot. er det
:Qanskeligt at aféige den endelige dom: Er der tale om
‘intermitens? Og i bekraftende fald, hvilken type er der da
tale om?
-~ - Hvis vi antager, at det er en intermittent tilstand, kan vi

:?fi hvert fald udelukke type III, idet wvi ikke ser en vekslen

?fimellem en fundamental og en subharmonisk oscillator, —nvis
xémplituder i s& fald skulle blive skiftevis mindre og sterre
respektivt i de laminare faser.

Signalet minder en del om tidsserierne fra Lorenz
ligningerne. Men det er dog ikke tilstrakkeligt til at
konkludere type I intermittens.

Til gengzld hersker der ingen tvivl i typebestemmelsen for

felgende keorsel af modellen for torsionspendulet:

Fig. 22: Intermittens i torsionspendulet.

It

Det fremgAr af fig. 222), at der er tale om. At on 8-perioc-
disk cykel er bifurkeret. Et snit i  faserunmet ville derfor
zive anlecdning til en afbildning f. der fer bifurkaticnen er
8 -periodisk. lor at tremkalde et returplot. dar svarer til det
i afsn. 4.1.1 viste, skal f sammensattes med sig selv & manzs.

Det er derfor et plot ot 7. der er +tvpe [ intermittent.

hvilket fremgdr af fig. 22b).
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Vi har detekteret yderligere en koersel, der umiddélbart

kunne mistenkes for at vare intermitient (se fig. 3.
Fig. 23: Kersel oz returplot fra model af torsionspendulet.
™ . .'f'.... ' .. ¢ ., ..': )
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Med bel=zg i fig. 23a) kunne'det‘se ud som, at en pefiodiék
& - elier 16¥cykel er bifurkéret til en intermitfent” tilstandg
afbildes imidlertid hvert otteﬁdé'pUnkt i et retufplpt_fés ‘gn
figur som vist i fig. 23b). 0Ogsd& her kunne ‘man .fbfledes;.til'
_umiddelbart at mene tilstanden er intermittéent. Der ér dbg,jét”
problem. Type 111 intérmittens ville kréve, . at kurvéh’ skar
identiteten med en haldning'mindfe end 1,1 hvor den fher':ér
sterre end 1 (se fig. 24). | | |

Fig. 24: Type [I11 =ituation.

Yi vil pa denne baggrund derfor ikke entvdigt pastd, at vi
ser et intermittent forleb. En anden fortolkning kunne vare,
at dear er 2 koeksisterende S8-cykler. hvis stabile

manzfoldigheder er viklet inde i hinanden.i fazerummet, og .pa
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denne

tilsyneladende

grund af afrundingsfeijl giver

optreden.

Vi stopper forelobig her med intermittens diskussionen

at

hvad térsionspendulet og tilherende model ellers

udvise.

ustabi

v
i
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KAPITEIL 5
Torsionspendulet, modellering

o simulationer

Indledning
I afsnit 5.1 af dette kapitel vil vi diskutere modelle-

ringen af torsionspendulet og sammenligne kontinuerte simula-
tioner af denne model med analogt datamateriale fra det
virkelige torsionspenduls bevegelser. I afsnit 5.2 wvil vi
>benytte_ de bedre muligheder for .databehandling som bla.
diskrete simuleringer giver (f.eks. Poincaré-snit og retufaf—
bildninger) til at ffemlagge en oversigt over'bev&gelsesmén—

stre og indicier for kaos i modellen.

Fig.li Torsionspendulet

registrering af
noterposition

N

' 1 elevheftet ' og 1 kap. 2 har vi grundigt gennenget
torsionspendulets opbygning og dets modellering udfra klassisk
mekanik. Vi vil derfor her nojes med en kort génnemgang af

modellens implementering i simulationsprogrammet "CTS", samt

1) IMFUFA tekst 179b.
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diskutere en rzkke problemer i modelleringén, nemlig dempning,
motorperiode. -og fjederkonstant. Desuden vil vi diskutere
overensstemmelsen mellem modellen og det virkelige torsidns-
pendul ved .lébende at sammenholde tidsseriér fra torsionspen-

dulet med tilsvarende simuleringer.

I elevheftet har vi opstillet felgende 2.ordens differen-
‘tialligning for torsionspendulet: . .

d*y Hedy k m-g«R ‘A

e + T-at +_f y - T1 sin(y) = - k—? cos (Wmat + p)

I forhold hertil er implementeringen 1 “CTS", &ndret pa
tre punkter. Dels har vi indfert en v&kstrampe, f(t), pa p/I,
s& den kan ‘endres gradvist under simulationerne. Dels har vi
indfert et led for faststofgnidningen (der kun afhmnger af
‘hastighedens fortegn’). Endelig har vi sat fasen (p?> i motoren
til n/2, hvorved motorleddet bliver en sind{wm.t), idet det er
onskeligt, at motoren er i positionen O for t = 0.

Transformeret til +to l.ordemns differentialligninger og
suppleret med ovennsvnte tilfejelser fas to rateligninger for

hhv. udsvinget og impulsmomentet *:

RA(1) = L/1
K m-g-R M -du (du)
RAC(2) = I(ArsinCQMmt) - u) + 1 sincud) - £ I-at N.hgdt

Vi vil nedenfor diskutere problemer i modelleringen af leddene
for dempning (u og N h(du/dt)), motorperiode <(sin(wwm.t)) og
fijederkonstant (K> n&r deres virkninger sammenholdes med

torsionspendulet.

2) Udsvinget y = LE(1) =y,

vinkelhastigheden w = RA(1l) = dy/dt = LE@)/I,

Impulsmomentet L = LE(@) = I dy/dt, RA@) = dL/dt

I appendix IV viser vi en udskrift af implementeringen i “CTS", og redeger
for opbygningen af vekstrampen f(t). Funktionen N:<h{dy/dt) diskuteres
nedenfor.



82

5.1.1 Dampning
Lad os ferst gennemgh de elementer, som drener torsioné—
pendulet for energi. Der er tre, mnemlig 1D dwmpningeh: fra -
épolerne, 2) faststofgnidningen og 3> luftmodstanden. :
1> Spolerne d:mper torsionspendulet med et moment, som er mbd—~
satrettet fbg‘ proporfionalt med skivens bhastighed og Jﬁéd
sterrelsen af magnetfeltet. |
2) Faststofgnidningen bestldr af en fast friktionskraft rettet
modsat bevegelsen. Afbildet som funktion af w bliver denne
funktion en SIGN funktion (se fig.2). -
3) Luftmodstanden er ligesom dempningen fra spolerne proporti-
onal med hastigheden, og slles i det feolgende sammen med den.
Det samlede denmpningsmoment bestar alts& af to led nemlig,

et hastighedsafhengigt og et hastighedsretningsafhengigt led.

T

Mévin 7:'1"w + NeSIGN (W)

I nedenstdende figur er de to elementer skitserét hver for

sip og samlet:

Elg.2 Dampningens to led.
%“f . M*NM) | AMQU//
e
o——
I ’W - e W - ’ P

, -0 /?
7 ‘.l
s

Vi har eksperimentelt udskilt de to “"vegte" u(D)/I og N.

Som funktion..af sp&ndingen. D, over~ sboIefne..7bfi$érfadet'“jt~al~

1hasighedsafh2ngige led givet ved relatfonen’ : AR
Mage = We2.3 1075 exp(D+1n(22/0.7) = w-p(D)/1

pu/1 ligger i intervallet [2.3-107%; 4.5-10"4). 1 det andet led

er der stor usikkerhed i bestemmelsen af N, men stzrrelséa-
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ordenen er N = 10"®, altsa sterre end ju/1.
P& .grund af problemerne med integration af diskontirnuerte

funktioner ‘har vi modelleret faststofd&mprningen med
Mt omtorar = Notanh(5.w).

Overensstemmelsen mellem denne modellering 'og +torsidnspen-
dulets ‘bevmgelser fremgir af nedenstééﬁaéffiaéserier af ind-
svingninger ‘uden 'elektromagnetisk dwmpﬁfné i torsionspendulet

(a) og fra simulationer af modellen (b)) ‘hhv. med 'og uden lod.

Fig.3a og b Indsvingning til ligevegt uden lod *
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3) Skaleringerne er sammenlignelige her, som alle andre steder, hvor andet
ikke er anfert. Pendulet siges at vare i hejre greft, ndr n > u > 0. I figurer,
der illustrerer svingninger 1 begge grofter, er hajre altid vist everst.
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1 stedet for det ekstra ikke-linesare led som fas t:féf;;

gnidningen representerer, og som jo oven i kebet er en ufuld—iv

stendig modellering heraf, kunne man have givet det ha:tigﬂ.J

?hedcafh&ngige led en verdi til at modsvare fa:tatofgnidningen' -

I fig.o sammenholdes simulerede tidsserier heraf.

Fig.%2a og b Indsvingning uden lod med hhv. kbmpensereﬁde.
hastighedsafhengig dempning og fastofgnidning. o

']

L.

Udfra vort onske om god overensstemmelse mellem torsiohs—
'pendulet og modellen giver den kvalitative forskel pA disse
indsvingninger (exponentiel hhv. "line&r") begrundelsen for at

medfage leddet for faststofgnidningen i modellen.

5.1.2. Motorperiode

Vi har modelleret motorpositionen, P, med en sinusfunktion

(Zn-t.
P = sin PERI + F,

Her wvil vi kun diskutere selve motorens ustabilitet, og kun i
tilfeldet, hvor torsionspendulet er pamonteret loddet. I fig.6
er vist et plot af udsvinget samtidigt med motorspszndingen,

4) F er startfasen. Sammenhangen

PERI = ( 0.08-Q - 0.1)>~"
mellem motorspzndingen Q og motorperiocden PERI er fastlagt ved samme proce-
dure, som vi beskriver i evelse B5 1 undervisningsmaterialet, IMFUFA tekst
179a. .
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hvor torsionpendulet er i en kaos-situation 1 begge grofter
(k-2> 5.

Eig.6 Udsving sammenholdt med motorspanding
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Nar det overhovedet er relevant at iagttage motorspsndingen,
er det fordi, det mA antages, at den til en vis grad afspejler
motorens belastning. Videre mA det antages, at motoramplitu-
dens momentane frekvens falder, n&r belastningen af motoren
stiger.

Det ses, at der er tale om to ustabiliteter. Dels et
lengerevarende drift <(her et fald) i motorspzndingen. Dels en
variation af motorspazndingen i takt med svingningerne, som er
systematisk p& den mAde, at variationen er mindre og gen-—
nemsnittet lavere, nAr torsionspendulet er i1 hejre greft, end
nér det er i ventre greft. Betydningen heraf er vanskelig at
gennsmskue, men antagelsen om, at anmplituden varierer

barmonisk, er ikke holdbar. Det ser ud til, at der optrmder en

5) Vi benytter betegnelsen k-2 for kaoticske bevmgelser, som foregAr i begge
potentialgrefter, dvs. pA begge sider af den oprindelige, nu ustabile
ligevaegtestilling (u=0). Tilsvarende betegner k-1 kaotiske bevmgelser i een af
de to grefter. Betegnelsen p-n beskriver en periodisk bevmgelse med n gange
s& lang periode som motorperioden.
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kobling, e& variationen af motoramplituden kommer +til at .- .

afhznge af f.eks. torsionspendulets impulsmoment. SAlenge

torsionspendulet bevaeger sig i p-1- eller p-2-bvegelser, har

motorperiodens ustabilitet 1ingen vasentlig indflydelse p&fﬁu

bevegelsens stabllitet. Men n&r torsionspendulet bevesger sig-1i.:
f.eks. en p-4, betyder motorens uregelmessighed, at der kommer

sn& varilationer i faseforholdet mellen motor'og udsvinget. Det

zes f.eks. tydeligt af, at et (u,P)>-plot ¢ heraf hurtigt
sejler ud} dets karakteristiska udviskes. Fig.7a og b viéer
fo (u,P>-plot af en periode-4 bevagelse pé.torsionspendulet
efter hhv. 30 sek og 3 min. ’

Fig.7a ag b (u,P)-plot af p~4 efter hhv. 30 og 180 sek.

~Denne ustabilitet har konsekvenser for vurderingen af
lange kersler p& torsionspendulet. Et eksempel herpd er vist i
fig.e.. Det er et (t,u>-plot af et overordentligt langt
intermittent forleb fra torsionspendulet 1 venstre groft.
Forlebet strakker sig over ca. 1% time. Der er ingen tvivl om,
at vi her ser et intermittent forleb. Spergsmélet er blot, om
det er ustabiliteterne 1 nmtorperiodeﬁ som bringer torsions-
pendulet ud af den periode-1 bevegelse, det er 1, og at
forlebet derfor ikke skyldes ikke-lineariteten fra loddet. Vi
har nemlig ikke kunnet <finde et +tilsvarende intermittent

6) (u,P)-plottet er diskuteret i elevheftet s. 22.
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forleb 1 een greft 1 modellen ¥. Desuden falder det viste
‘intermittente forleb uden for de tre typer af intermittens, vi
gennemgik i kap.4, men det kan selvfslgelig ogs& skyldes disse

fiuktuationer.

 E1gL& Intermittent forleb i venstre groft.

L.
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7) Vi har dog (som vi skal vende filhs 158 i), mat Andie intermittonte forleb,
f.eks. omkring en p-20 1 een grwit, og an p-8 1 begge grwiter.

_‘.}
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5.1.3 Fjederkonstant ‘ -

Det har vist sig, at fjederkonstanten® ikke er konetépt;_ 
Mens det er lykkedes os 1 venstre greft at observere bade'p—l.
p-2, p-4, og k-1 gaAr torsionspendulet direkte fra en p-1l-i
hojre greft til kaos 1 begge grefter (k—Z)..I fig.9 kan man
se, at torsionspendulet 1 hejre greft svinger 1 en reguler
p-l, mens det 1 venstre side er 1 en kaossituation, velfét

merke ved de samme parameterverdier.

Fig.2 Forskel p& bevegelser 1 heojre (everst) og venstre groft.

Man mA iser hefte sig ved, at amplituden af svingningen i

fig.glkan blive s& stor 1 hejre greft, uden 1 synderlig grad
at blive anfegtet af potentialets skavhed. Det kan nmsten kun
forklares ved en skavhed 1 fjederpotentialet, omend de forom-
talte variationer synkront med motoromdrejningen for period-

iske svingninger ogs& kan have sin del af forklaringen 9.

8) En gruppe fra KU har observeret det samme fenomen p& deres torsionspendul
(se Jensen et al. s. 18). Den verdi vi bruger for fjederkonstanten, har vi
fastlagt ved samme procedure som anvises i eovelse Bl og krydstjeck'et gennem
kontrol af ressonansfrekvens for torsionspendulet som anvist i evelse B3 og
B4, iovrigt til samme vardi, som Leybold opgiver. (Vi har ved integration
beregnet inertimomentet af skiven, og ved krydstjecket hermed var afvigelsen
under 1%). :

9) Endelig kan der vmre tale om uensartet friktion 1 det potentiometer, som
opsamler informationen om torsionspendulets position. Heroverfor mA indvendes,
at gruppen pA KU har set den samme ska:vhed, selv om de har et andet og langt
lettere glidende potentiometer.
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I fig.10a, b og c¢ startes torsiomnspendulet hver gang 1
venstre side 1 en k-2 1lignende tilstand. Torsionspendulet

falder herefter hver gang ned i den hejre greft i en meget

stabil p-1.
Fig.l0a, b og ¢ Forskel p& hejre (everst) og venstre groft.
— L | .uaﬂﬁw l
i b

Til slut vil vi sammenligne et par tidsserier af dels
periodiske forleb 1 begge grefter og dels k-2 pa hhv.
torsionspendulet og 1 modellen. I fig.lla og b sammenholdes
periodiske bevaegelser som foreghr 1 begge grefter hhv. fra

torsionspendulet og fra modellen.

Fig.lla og b Periodiske bevegelser i begge greofter (hojre fo.)
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Bevagelsesmensteret i1 torsionspendulet er her en p—9,-ﬁeﬁé _f

nmodellens er en p-8 "%,
Endelig sammenligner vi torsionspendulet med modellen i
k-2 situation, hvilket fremgér af fig.12a og b.

Fig.l2a og b Kaotiske bevagelsesmenstre (hejre greft everst).

L RHER 3

Uens skalering

5.1.4 Opsummering

Torsionspendulets bevmgelsesmenstre har veret helt umulige
at reproducere ved de samme parameterverdier, men er genfundét
ved andre. 0Og her er der tale om store variationer. Det
udelukker en kvantitativ sammenligning melleﬁ torsionspendulet
og modellen. Derimod er der god kvaiitativ overensstemmelse;

P& grund af torsionspendulets store ustabilitet er det dog
neppe muligt, at genfinde ret mange af de tevwgelsesmznétre
her, som vi nu vil gennemgd for modellens vedkommende. Bevwg—
olsesmenstre, som kan analyseres udfra de langvarige simuié—
tioner og matematiske og grafiske manipulationer, computerne

muliggoer.

10)Dette bevagelsesmenster optrader i et "vindue", nermere herom i afs. 5.2.5
intermittens.




Vi wvil nu g& over til diskussionen af de bevegelses-
monstre, vi har ilagttaget 1 modellen af torsionspendulet.
Disse baserer sig hovedsagligt p& langvarige, diskrete
simuleringer' af torsionspendulet. Gennemgangen af simulering-
erne er opbygget saéledes: Forst redeger vi for valg af
bifurkationsparameter og Dbegrsnsninger i simuleringernes
betingelser og omfang. Dernest giver vi en oversigt over nogle
af modellens karakteristiske og fysisk relevante bevegelses-
menstre. Endelig vil vi give fire indicier for, at modellen
udviser kaos, nemlig 1) periodefordoblinger, 2> fraktale
Poincaré-snit, 3) felsomhed overfor variation af begyndelses-—

betingelser og 4) intermittens.

5.2.1 Bifurkationsparameter og -—vardier

Udfra et onske om at bruge forskellige metoder til
identifikation af kaos 1 modeller, har vi indskreznket vore
undersegelser til simuleringer, der p& forskellig mAde indice-
rer kaos 1 modellen., Som bifurkationsparameter har vi valgt
dempningsspendingen D, der styrer dempningen fra de elektro-

magnetiske spoler.=

1> I en diskret simulering tages kun output af modellens tilstand, nér et
givent tidsrum er forlebet. M.h.p. etablering af bifurkationsdiagrammer,
returafbildninger og Poincaré-afbildninger er dette outputinterval sat til
samme verdi som motorperioden. Herved mAles dette 2-dimensionale, ikke-
autonome systems tilstand <(udsvinget <(u) og vinkelhastigheden (w) eller
impulsmomentet (L)) hvergang den ydre p&virkning (motoren) er i samme fase.
(se afsnit 2.2 om etablering af Poincaré-afbildninger>
2) Andre parametre kunne have veret varieret, f.eks. motoramplituden, fjeder-
konstanten, inertimomentet af skiven osv. En sarligt interessant parameter er
inertimomentet (eller blot vegten) af det uligevmgtsskabende lod. Systemets
overgang fra linesrt til ikke-linemrt kunne hermed (man skulle sA se bort fra
faststofgnidningen) underseges som en perturbation af det linesre system. En
lignende fremgangsmade for Hamiltonske systemer diskuteres 1. kap. 6.

Nar vi har valgt at variere dempningsspmndingen, skyldes det to forhold.
For det ferste har onsket om den umiddelbare sammenligning mellem model og
fysisk eksperiment féet en kraftig vegt, bl.a. pga. udarbejdelsen af evelses-
forlebet "Kaos". Netop denmpningsspzndingen er en umiddelbart varierbar
parameter pA det fysiske apparatur. For det andet, og til dels sammenhangende
med det ferste, ligger begrundelsen for valget i, at det netop er (forts.)
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Vi har simuleret med to motorspendinger, Q, nemlig 6g2565’
6,25 Volt, bhvilket svarer til oscillatdrperioder pd hhv..
2,525265253 og 2,5 sek. Disse perioder ligger ganske tmt pa
systemets egenperiode, omend denne med det uligev&gtsskabedﬁe
lod ikke har en flkseret verdi, men snarere bevaeger sig 1<ét
interval. Nedre grznse 1 dette interval gelder for svingninger
lige omkring bunden 1 hver af de to potentialgrefter. I kap
2.3 beregnede vi den naturlige frekvens her til = ____ sek™’,
hvilket svarer til en egenperiode pA knap ____ sek. S&vgl
faststofgnidningen, dsmpningen fra spolerne og skevheden i
potentialet bidrager til at gere egenperioden sterre. Eksperi—
mentelt har det vist sig, at systemet hurtigst kan optége
energi ved oscillatorperioder omkring 2,5 sek. Principielt”gar
sytemets evre egenperiode mod uvendelig, idet det ved'sving—
ninger, der bringer loddet uendeiigt teet til toppunktet af
potentialbarrieren, vil vere uendelig lang tid om at vende.
Imidlertid vil motoren l®nge inden vere kommat i modfase, og
enten tvinge loddet ned 1 groften igen eller over bakken til
den anden groft. Netop dette forhold, at motoren har <(antaget)
fast frekvehs, mens systemet har varilerende egenfrekvens,
deler systemets bevwgeisesmzpstre op 1 to generelle typer,
nemlig: '
A) bevagelser, hvor der ikke kan opsamles energi nok til at
komme over barrieren, og bevagelsen derfor kun foregdr 1 een
greft, og
B) Dbevegelser, hvor der kan opsamles tilstrzkkelig energi
hertil og bevagelsen derfor foregdr i1 begge greofter.

En tredie type af bevegelsesmegnstre udgeres af dem, hvor

pendulet vedvarende oppebzmrer energl p& et niveau over poten-

note 2 fortsat) denmpningen fra sepolerne, som mest gennemskueligt styrer
systemets energitab. Onsket om fysisk relevans, har ogsA indskranket
simuleringerne til kun at omhandle fysisk relevante parametre og s&t af
begyndelsesbetingelser,

En systematisk og fuldstmsndig undersegelse af modellen ville krave, at
alle 8 parametre, som indgAr i modellen, skulle varieres. Desuden skulle der
principielt ved bhver kombination af parameterverdier indsvinges uendeligt
lenge for alle set af begyndelsesbetingelser.
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tialbarrieren, og bevegelsesmensteret derved bliver periodisk

igen. P& grund af faststofgnidningen <(s&vel 1 det fysiske
eksperiment som 1 simuleringen) er det dog umuligt for
systemet at optage s& megen energi, hvorfor vi ikke yderligere

vil beskmftige os med denne type.

5.2.2 QOversigt
Vi har primert sogt efter forskellige indicier for, at

modellen kunne udvise kaos. I vores sogen herefter er vi sand-
synligvis kommet nogenlunde rundt i de vigtigste bevzgelses-
mopnstre, modellen indeholder. I det felgende giver vi en over-—
sigt herover. Vi skal samtidig diskutere nogle problemer i
modellen omkring indsvingning, strukturel stabilitet, multi-
stabilitet og vekstrampens betydning herfor. Fig.1 viser en

simulering, hvor parameteren for dsmpningsspendingen D er

Fig.l Bifurkationsdlagram; D aftagende fra 3 til 0 Volt =,

Simaterforklaring

B Voksende D
fftagende D

| Parameterinterval
? Indsvinging

o P11 em greft :w
/ p-2 1 een grsft

X p4 i een greft ?

I k-1 (kaos i een greft) P
8 p-8 i beage grafter .
9 p-9 i begge grefter 3_
M k-2 (kaos i hegger grafter) & u ' 1§

: (1111111111111 11/])] seacosconttonceness
f) 3

3) D mndres linemrt med tiden; se appendix V om vakstrampens virkemade.
Simuleringen beskriver 10000 sek. Motorens periode er her 2.5 sek. Tallinien
under fig.l beskriver flg. bevmgelsesmenstre: i D-intervallet [3;2.16] findes
periode~1 (p-1) attraktorer. I intervallet fra [2.16;1.34] findes (svagere) p-2
attraktorer; for D e [1.34;1,26] er der p-4 attraktorer. For D ¢ [1.26;1.1] er
systemet i forskellige kaotiske attraktorer i den hejre greft (k-1). For D ¢
{1.1;0) udviser systemet kaos i begge grefter (k-2),.
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varieret i det fysisk relevante omrade, nemlig fra 3 ti}'Ol
Volt. Det ville ikke vere urimeligt at antage, at‘vi gennem
denne variation ville se de flesfe af modellens fysisk relé—’
vante karakteristlake bevaegelsesmonstre reprwsenteret .
Som "kort" over attraktorer i1 modellen, et sakaldt bifur—
kationsdiagram, lider fig.1l dog af to alvorlige problemer: Det
kan dels vere vanskeligt at afgere, om et menster i diagrammét
representerer en indsvingningsfase, eller en reel attraktbr
Dels kan det ilkke siges, om der findes andre attraktorer ved

de pagzldende parameterverdier end dem, diagrammet viser.

Indsvingning '

Nar den automatiske variation af bifurkatiqnsparaﬁeteren
anvendes, som f.eks. 1 simuleringen bag fig.1l, fAr systemet
s&regne vilkér for ihdsvingning“. Den "kontinuerte® wndring af
D flytter lige s& "kontinuert" dén attraktor, systemet méske
var ved at indsvingevtilp Det er ikke et reelt problem, éa—
lenge en attraktor er klart dominerende i forhold til evt.
éndre attraktorer®. Er dette tilfeldet vil trajektorien hur—'
tigt narmeJSig attraktoren selv om systemet udswttes for ‘ret
store variationer. Men jo mindre dominerende attraktoren
bliver, des mere>kr1tiske bliver de perturbationer, computeren
nodvendigvis foretager, nar den afrunder (her regnes med max.
9 betydende cifre). Trajektorien kan bringes ud af attraktoren
- eller af dens stabile mangfoldighed, hvis den endnu ikke var
indsvinget. Systemet kan 34 begynde indsvingning fil.en anden
attraktdf. hvis der er tale om multistabilitet, eller begynde

en ny indsvingningsfase til den samme attraktor.

4) Principielt skal der indsvinges uendeligt lznge til en attraktor. I praksis
siges systemet at vare indsvinget, nAr afstanden til attraktoren er af samme
sterrelsesorden som usikkerheden pA beregningen. Udfra denne definition varier
modellens indsvingingstider fra nogle f& sek. helt op til en halv time.

§) Se kap. 3 om Liapunov eksponenter. For at en attraktor kan siges at vere
dominerende kreves to ting: dels skal rumfanget af dens stabile mangfoldighed
vere stort i forhold til rumfanget af evt. andre attraktorers stabile mang-
foldigheder. Dels skal attraktoren vasre sterk i1 det omrade af faserummet
trajektorien befinder sig, svarende til, at attraktorens Liapunov eksponent er
meget negativ. :
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Vi kan f&4 en 1lidt bedre baggrund for at vurdere veks:i-
rampens betydning samt eksistensen og styrken af de attrak-
torer, fig.l viser, ved at foretage den omvendte simulering.
Vi lader s& D vokse fra O til 3, og lader begyndelsesbetingel-
serne vere systemets tililstand ved afslutningen af den ferste
simulering. Hvis systemet var pa en attraktor, vil det altsa
'stadig vere §§ den. nar dennéwsinmlering star;;r. Hvis end-
videre de attréktorer, vi sa 1rden forste simuléring, er ene-
eksisterende ved hver deres parameterverdi-interval, vil sy-
stemet efter al sandsynlighed atter svinge ind til disse at-

traktorer pAd tilbagevejen. Fig.2a viser, at det ikke sker.

Fig.2a og b Bifurkationsdiagram for voksende D, sml. fig.l1l.

;EK-)
Tl ees

2.5 § 25
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Sammenholder man tallinierne for fig.l og 2a, hvilket vi
gor under fig.2a, ses det, at der i1 de to simuleringer op-
treder forskellige attraktorer ved samme parametervardier. Det
tyder p8& multistabilitet. I fig.1 ses f.eks. p-2 1 det
interval, hvor der er k-2 og p-9 1 begge grefter 1 fig.2a,
mens p—4 og k-1 kun optreder i fig.1l.

Samtidig ses de samme attraktorer ved forskellige parame-

terverdier, hvilket tyder p& indsvingningsproblemer. F.eks. er
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der k-2 1 langt sterre parameteromréder 1 fig.za end i fig;llé_u’
mens p-1 og p-2 til gengeld findes 1 sterre parameteromradér;i
fig.1. o .
Ved at lzgge fig.1l og 2a sammen (fig.2b>, ses det, af.dér-
for p-1 og p-2 sandsynligvis er tale om de saﬁme attfaktorer.;‘

Der er dog en forskel i bifurkationsverdierne, hvilket bringeb‘-
os frem til diskussionen af begyndelsesbetingelsernéé

betydning for bifurkationsdiagrammerne.

_Begyndeisesbetingeléer _

‘ Fig.3a, b og c. viser forsterrelser af fig.l og 2a omkrihg
bifurkationen mellem p-1 og p—-2 med hhv. voksende og aftagende'
dwmpﬁingéspwndingﬁ Det ses, at der tilsyneladende er tale om
en  hysterese omkring bifurkationspunktet. ﬁet skyldes, ‘at
Systemet bliver p& den gransecykel, det er indsvinget til hen-.

over bifurkationspunktet, hvor den nye ' og periodefordoblede'

Fig.3a, b og ¢ Periodefordoblings bifurkation.

U TV

< #

grensecykel opstaf.e Nar systemet passerer bifurkationspunktet
"nedefra" vedbliver den at vere pa dén grensecykel. Systemet

nar ikke at indsvinge til den nye perilodefordoblede.

6) Der kan dog ogs& vere tale om forskellige k-2 attraktorer.

7) Systemet er symmetrisk omkring u=o, sA det kunne liges& godt vare havnet 1
venstre groft. P.g.a. symmetrien vil der vere de samme attraktorer dér, omend
selve plottets form vil vere noget anderledes 1 kraft af motorpositionens
betydning for aflasningsejeblikket. Det svarer til at Poincaré-snittet lmgges
et andet sted i faserummet.

8) Jvi. kap. 4 svarer det til, at egenverdien af Floquet-matricen bliver -1 1
bifurkationspunktet. Herved splitter punktet 1 Poincaré-afbildningen op i to
. som skiftevis ligger p& hver sin side af det oprindelige punkt,
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grensecykel, fordi denne hele +tiden endres, i kraft af
endringen af D. N&r forskellen mellem de to grensecykler
bliver tilstrskkelig stor indfanges systemet hurtigt af den
nye attraktor, og begynder at TDbevege sig 1 den nye
grensecykel. Det svarer til det T-lignende moenster i fig.3a.
Passeres bifurkationspunktet "ovenfra", vil systemet blive pa
den dobbelte attraktor, indtil dén forsvinder, og systemet
herefter svinger ind til den ny attraktor. Det giver anledning
til Y-mensteret i fig.3b. Forskellen mellem de to indsving-
ningsforleb fremg&r af fig.3c. Der er ikke tale om, at de to
attraktorer er sameksisterende 1 "overlappet". Man kan derimod
sige, at det tager et stykke tid for en attraktor at blive
tilstrekkelig manifesteret til at indfange trajektorien fra
det bevmgelsesmenster, systemet var indsvinget til fer bifur-
kationen. Starter man derimod simuleringer med nye og
tilfeldige begyndelsesbetingelser hver gang man  &ndrer
bifurkations parameteren, vil "hysteresen" kunne undgles, og
bifurkationsverdien kunne dermed fastlagges nejere.

Vi vil afslutte denne oversigt med 1 fig.4 at wvise en
rekke bifurkationsdiagrammer. Der er startet fra forskellige
begyndelsesbetingelser og/eller med forskellige vakstramper

for dempningsspendingen.

Fig. 4 Bifurkationsdiagrammer med forsk. vskstrater (dD/dt)

dDs/dt=3 10—+ dD/dt=-3 10—+



dp/dt=2.3 10—= | dD/dt=-2.3 10—+
a Y . o ; :
g
r
]
%
i " .1 . A 8
dp/dt=1.3 10-= dDsdt=2.13 10-4 =

Det kan opsummeres, at vi ikke udfra oversigten med s;k—
kerhed kan sige.'ét der netop ved en parameterverdl findes
netop eeﬁ bestemt attraktor. Ejheller kan vi med sikkerhed
sige om denne attraktor (for s& vidt den overhovedet
eksisterer netop dér) er aleneeksisterende,iendsige om den er
dominerende. Endelig kan det siges, at mAden bifurkationspara-
meteren varieres pPA, og fra hvilket udgangspunkt, har stor
indflydelse p&, hvilket bevegelsesmenster, systemet far.

At der findes attraktorer i forskellige intervaller er der
ingen tvivl om, ligesom der heller ikke er tvivl om, at der 1

visse parameterintervaller er multistabillitet.

9) Her er Q=6.2 V.; mens Q@ 1 de evrige diagﬁmmer i oversigten er 6.26 V.
Forskellige skaleringer (anfert i de enkelte diagrammer).
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5.2.3 Fire indicilier pa kaos

Vi skal i det folgende gennemgA en rekke simulationer som
pad fire mAder indicerer kaos 1 modellen. Vi skal diskutere
tilstedevarelsen af en periodefordoblingskaskade som vej til
kaos, vise eksempler pA fraktale Poincaré-snit, undersege
modellens folsomhed overfor variationer af begyndelsesbeting-
elser, nar systemet er p& en kaotisk attraktor, og endelig

skal vi vise eksempler p& intermittens 1 modellen.

Periodefordoblinger

Det ferste indicium er systemets periodefordoblingskas-
kade. I oversigten viste vi en rzkke simulationer (fig.1l, 2 og
4), hvor dempningsspmndingen D “kontinuert" blev ndret. P&
flere af dem, hvor D formindskedes kunne vi se de to feorste
periodefordoblinger. Ved passende indstillinger af vekstrampen
for D, er det lykkedes at fa systemet til at bifurkere i alt 7
gange til en periode-128. Se fig.5.

Eig.5 Bifurkationskaskade

oy [V —

P-12g9
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Et karakteristisk (og mAske universelt) ttwk'-ved'?éh.
bifurkationskaskade er den made, bifurkationspunkterne ligger'
i forhold til hinanden. Mitchell Feigenbaum har vist'®e at flg.
relation. - A B L

A1 -‘ Ar

S =

Am+z — A+

(hvor X er parameterverdien 1 bifurkationspunktet og »n> er

index for bifurkationen) hurtigt bliver en konstant
o = 4,66082016,

Konstanten er empirisk konstateret for en lang rzkke fysiske
systemer Det er dog ofte (som her) vanskeligt at fastlwgge de:;
enkelte bifurkationavwrdier. Jvt, diskpssionen ovepfor.»il
forbindelse med fig. 3. ’ T

Da bifurkationspunkterne ligger stadigt tettere, bliver
parametervardiens nejagtighed naturligvis ogsa mere'aktuel.

Fig.6 antyder vanskeligheden ved at afgzrelideﬁ precise
punkt, thr‘traJektofien skifter fra den ene grahéeéykelltilq

den anden.

Fig.6 Forsterrelse af 1.bifurkation fra fig.5..

-

Lodret tané“efn;f‘:“ J

¢ Bifurkations verdi

™~

,

I vores beregninger har vi taget phrametervwrdien deér,
hvor den ene gren har lodret tangent, da det forst er her, de

bifurkeredevpunkter i Poincaré-snittet ligger p& hver sin side

10) Los Alamos Science/summer 1980, s. 5.
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af punkterne fra p-1 grensecyklen''.

Antageligt p.g.a. de ovennsvnte problemer, er det ikke
lykkedes os at bestemme en tilfredsstillende grensevardi for
§., Vores 6. verdler ligger mellem 3 og 7 1 de bifurkations-
kaskader, vi har bearbejdet.

Et vindugr er et interval af parametervardier, hvor

i;systemet - efté; at have vmret i kaos - atter iﬁafanges af en
periodisk attfaktor. Vi har ikké fundet vinduer af en slags,
som kan sammenlignes med dem fra "figentrzet" fig.7. De let
detekterbare vinduer ("store" parameterintervaller) optreder
forst efter, at de to "grene" fra 1l.bifurkation har forgrenet

sig ind over hinanden.,

Fig.7 "Figentreer"'=

For dette sker, er vores system skiftet til den anden klasse
af bevegelsesmenstre, nemlig dem, som foreghr 1 begge grefter.
Man kunne have forventet at se et p-6 vindue, som optreder i
figentrmet, for grenene fra 1l.bifurkation nar indover hin-
anden. Det har imidlertid 1kke kunnet lade sig gore at
identificere, muligvis p.g.a. af det ekstra ikke-linexre led
fra faststofgnidningen.

11> Jvf. note 8.
12) Om *Figentrmer” se f.eks. tidsskriftet "Paradigma" nr 1., 1986 s. 35-47.



Fraktalé Poincaré-enit . :
Her ékafli." vi blot give" et par eksempler pA f_ra_ktéle
Poincaré-snit, vi har set'®. ' R

Vi har tidligere diskuteret problemerne onkring 1ndsving-—

g " ning, nAr vwkstrampen anvendes. I nedenstaéende afbildninger er.
w <u t) plot" og Poincaré-snit af k—l md udsnit

. . e et BT R T B
2 Poincara—snit a‘t“h-a med Q-—G 2 og Q=6 25‘5 :‘.; T Uy
; LY I8
‘v | ; J:-/v,.- v..'.,Q\ ;
. e :
: ,“/?q}  ‘ !
{ Rk ot .

{ A

13) *CTs"'s lagringsfunktion udelukw yderligere detaljering. som ville vere - - !
nedvendig, hvis selvsimilaritet skulle kunne konstateres. De fratale strukturer_ : ‘

. fremtrader dog rimeligt tydeligt.

© - 14) (ut)-plottet er konstrueret pA samme mAde som bifurkationsdiagrammerne,

o::..blot_fastholdes D, og u plottes derfor i f.h.t. til den simulerede tid,

15) I kap. 3 on Liapunov ekcponcntor har vi udngnet ‘den. fraktale dinemion
(1nfomationsd1nens1on) for: attraktm v1 viser 1 fig ‘Qa til 1 21

ot e e v pean e e T T e -
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D fastholdt, og selvom der ogsd her er tale om indsvingnings-
faser forend. systemet indfanges af de her viste attraktorer,
udviser de en stor strukturel stabillitet. Ret hurtigt under
simuleringerne traéder grundtrekkene 1 menstrene frem, og
videre simulering udfylder blot disse trmk. P& denne mAde
vidner disse Poincaré-snit om tilstedevarelsen af dominerende

kaotiske atéraktorer i modgllen.

Felsomhed overfar variationer af begyndelsesbetingelser

Som vi skrev 1 kap. 3, kan en kaotisk attraktor bl.a.
defineres ved, at der skal vere mindst een positiv, og mindst
een negativ Liapunoveksponent, som konvergerer mod endelige
verdier. Een konsekvens heraf er, at to trajektorier, son er
indfanget af den pagmldende kaotiske attraktor, men som er
startet med forskellige begyndelsesbetingelser vilkérligt tet
P4 hinanden, vil divergere ekponentielt fra hinanden. De skal
dog ikke varieres mere end, at de stadig er "paA" attraktoren.
Vi sgkal udfra en s&dan variation af modellen 1 det folgende
give indicier for at en given attraktor er kaotisk.

Forst m& systemet svinge ind til attraktoren. Det sikres
gennem en lang (diskret) simulation, som udviser stor stabili-

tet i udfaldsrum og struktur i Polncaré-snit.

Fig.10a g b (u,t>-plot og Poincaré-snit af k-1.
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Herefter simuleres to forleb kontinuert udfra en‘tiisféﬁd
pPa attraktoreh. Verdien for impulsmomentet er 1 det emne forlob
blot varieret fra’ —3.3570605587 10~-2 t11 -3. 357 10—=, P;otuaf

de to forleb sammenholdes.

')Eigﬁlla‘_h_gg_g_Sammenligning af_(t, u)fglot af de to forlzbgm,i

e B

a . o]

.v,.\,..._,c.....

S — L son- 1kke er mmenfaldende 1 fig. 11a °8 b

Trajektoriernes di#ergehS’fremgar tydeligt omend det. 1kke¢~4;;-flfgﬁ
er muligt udfra disse figurer at afgere, om den er eksponenti—‘
~el. For det fzrste fordi divergensen forst set over lang tid;f

'konvergerer mnd en eksponentiel afvigelse <(hvorved Liapunov— ~ '

eksponenten 'bliver konstant). For det andet fordi det kun

gelder for systemets tilstand 1 faserummet ‘som hélhed"mahs '

‘vl her kun ser p& den ene tilstandsvariabel <udsvinget)

Eig;lZn_Qg_h_Returafbildning og: faseplot af attraktoren.

& i t
R 3 ) 'ciBer ‘er kun plbt%éi_hévpunkter afﬁtf&J&E%&Eiéﬁig B
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For det tredie gennemgir systemet for hver motorperiode sé&vel
en foldning som et strek (se fig.1l2a). Herved holdes systemet
i fase med motoren (for bevzgelser 1 een groft) og indenfor et
sterkt begrenset omrade af faserummet (se fig. 12b). Forskel-

len mellem de to forleb kan derfor ikke 1 (t,u)-plottet blive

storre, end at der ikke er sammenfald af punkter - afvigelsen
“stopper”.
For at konstatere, at trajektorien stadilg er Pa

attraktoren, simuleres systemets udvikling videre med de +to
kontinuerte simulationers nu vidt forskellige slutverdier for
udsving og impulsmoment. Polncaré-snit heraf sammenholdes mned

binanden, og med det forste (fig.10bJ.

Fig.13a Sammenligning af Poincaré-snit af de to simuleringer.

5({.% s ;j\wh

Fig.13b Sammenligning af detaljer fra fig.13a.
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Fig.13c Sammenligning af detaljer fra fig.13a
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Vi har hermed sandsynliggjort til:tedevwrelsen af en

og vist trajektoriens lesomhed_

stabil kaotisk attraktor,
overfor variationer af begyndelsesbetingelserne.'®

Intermittens
Vi vil 1 dette afsnit undersege et intermittent forleb: i

ottevinduet fra fig.Za.

Fig.l14a og b Ottevinduet og den stabile periode-8.'7

L%ufhﬁuhuuuu“uuuuﬁ§

=4 (89l

16) Ved at . anvende metoden fra kap. 4. til bestemmelse af Liapunoveka-
ponenter, har vi fastlagt dem til 0.112, og -0.713 for denne attraktor.
17)  Q=6,25. Pericde-8 vinduet strakker sig fra D=0.4231 til D=0 3172 Den

stabile p-8 findes ved fast D=0.317217.
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Fig.1%a gg b @verste og nederste grense for vinduet.'®
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Simulerer vi nu med faste D-verdier tettere og tettere til

"grensen"bliver de laminare faser stadigt kortere.

Fig.l1l6a og b Intermittens ved hhv. D=0.422 og D=0.423
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I fig. 16 ser det ud som var der to periode-8 attraktorer, een
med 4 perioder 1 begge greofter, og een med 3 i venstre og 5 1
hejre greft. Der er imidlertid blot tale om, at udsvinget
under de kaotiske "bursts" kommer i1 modsat fase af motoren. Da
output kun tages, nAr motoren er 1 samme fase, afsettes ud-

svinget forskelligt.'®

18> 1 fig.15b er D afsat voksende opad, mad normalt omvendt.
19> I den ene situation afblides toppene, 1 den anden bundene af
svingningerne, som de f.eks, kan ses i fig.12b i afs. 5.1.3.
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Begraensninger i lagring af simulationerne vanskelliéggf
en statistisk analyse af hyppigheden af ‘"burst's" og:
varigheden af de laminare faser 1 lighed med den i kap.ﬂA
anviste mhp. nejere beskrivelse af denne af systemets veje til.
kaos. Der kreves meget lange simulationer (flere i forlwngelsé
af binanden) ved hver verdi af D, for at den statistiske

-analyse bliver god. Returafbildningen i fig.30a taget’omkrihg
u=0.7 af den "lige" periode-8's bursts viser, hvor fa punktér.
en lang simulation giver. "Tunnelen" mellem punkterne’ 03 
identiteten Uun=un+1 kan kun lige anes. | '_.

Fig.17b viser et intermittent forleb omkring et 20-vindue
i den hbjre groft. Det éamme argument som ovenfor ger sig oég&
~her géldénde 1 fht. videre statistisk analyse. Figufen er

‘medtaget for at vise et eksempel pA intermittens 1 een greft.

Fig.1l7a og b Returafbildning af "“tunnel" -og intermittens 1
hejre groft. '
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Opsummering
Vi har i de to foregéende afsnit (5.1 og 5.2) diskuteret

det ulinimre torsionspendul, opstilling af en model herfor og
simulation heraf. For torsionspendulets vedkommende Xkunne vi
som belasg for tilstedeverelsen af kaos fremfere fire indiciler,
baseret pA tidsfeolger ((t,u)-plot): periodefordobling (1. og
2, bifurkation), intermittent foleb, ikke-periodiske bevagel-
ser (k-1 og k-2) og ikke-reproducerbarhed. Nogle af indicierne
er svagt dokumenterede, bl.a. p.g.a. den manglende mulighed
for matematisk og statisktisk bearbejdning.

I gennemgangen af modelleringen mAtte vi konstatere en
rekke karakteristiske fenomener ved torsionspendulet, som det
ikke var muligt at modellere i vores simulationsprogram, om
overhovedet, nemlig: fastofgnidningen, motoramplitudens sving-
ninger og sk&vheden 1 fjederpotentialet. Disse tre udger alle
lkke~linere elementer ved torsionspendulet.

I beskrivelsen af torsionspendulet i sin normale version
uden det uligevegtsskabende lod, spiller disse elementer ingen
nmvneverdlg rolle. At de derimond splller afgoerende ind i det
her beskrevne pendul, skulle vare fremgéet. I modellen optre-
der kun to ikke-linemre led, nemlig kraftmomentet fra loddet
og faststofgnidningen (tilnermet). Vi har ogs& her kunnet give
fire gode indicer for tilstedeverelsen af kaos 1 modellen,
nemlig: periodefordoblinger, fraktal-lignende Poincaré-snit,
folsomhed overfor variation af Dbegyndelsesbetingelser og
intermittens. Ogs& her har analysen varet kvalitativ, omend
bedre underbygget.

Havde formilet udelukkende vmret at undersege modeller for
kaos, burde vi nok have prioriteret dette arbejde. Imidlertid
var hovedformllet med vores arbejde, at undersege netop torsi-
onspendulet for kaos. Hvad ang&r den kvalitative sammenligning
mellem torsionspendulet og modellen, har den veret tilfreds-
stillende. Men en kvantitativ overensstemmelse er ikke opnle-
lig med modelleringens mangler. Som udsigelseskraft overfor
torsionspendulet, er det derfor ikke rimeligt at drive det

videre med kvantiseringen af modellen.



KAarPITEL S
HAMI L TONSKE SYSTEMER

indledning A
Farakteristisk for de systemer, vi hidtil har betragtets

er. at alle har varet dissipative. Dissipationen medf grer, ﬁéml
v1i har set. at lssningerne fil de enkelte systemer . gar Aqu'
grensemengder. hvis volumen er 0. I nogle tilfalde bliver den.
tiltrekkende gransemangde underlig .- en strange ~attr&ctot{
Hdvis det indfraffer'er systemet kaotisk. _ .,

Kacs kan der imidlertid ogsa vare i systemer,'dér ikke dis-v'
siperer.‘Sadanne-systemer kaldes konservative. Mere speéifikt
taler vi her om Hamiltonske systemer, der opfylder LioUviIiefé
teorem.* Det er hehsigten méd dette kapitel at se. h?prledeg'
‘kaos kan opst&, og hvordan kaos ’ser ud’® i den slags sysfemér{‘

Det er ikke,almindeligtg at fanomener pb det makroékopiske
niveau er energibevarende. Der er sadvanligvis en ellef andan
zlags friktion inde i billedet. Men p& de to andre niéeauer -
et ’mikroskbpiské’ og det ’subermakroskopiske’ - eller mere
. specifikt i kvantemekaniske og himmelmekaniske systémer er
 enerziem normalt antaget bevaret. Af bl.a. denne grund er der
en vis raison i at underspge konservative 'systemers langtids~-
adfzrd. En anden bevaggrund er, at den statistiske mekanikv
byeger pd en antagelse om. at et systems 10Sninger vil koﬁme
overalt pa systemets energiflade. Denne antagelse betegnes den
ergodiske hypotese. Der er almindeligvis tale om syste@er
hestiende af et stort antal'partikler (N-»oo). Derfor har det

interesse at afsege de Hamiltonske systemers adfzrd fon_N—)OQL

1 fprsfe afsnit (6.1) praciseres et formelt grundlag, der
skal gere det.muligt at diskutere kaos i Hamiltonske syétemer.
1 den forbindelse indses, at det betragtede syétemé faserum.
indeholder nogle tori. hvorpad bevagelserne finder sted. 'DiSSe

tori bliver undertiden destruerede, nar det integrable system

1) Liouville's teorem siger i det vaesentlige blot. at et omrade afA fase-
rummet ikke andrer volumen under dynamikken. '
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perturberes. De integrable systemers bevazgelse foregir pa
invariante tori. der vudfvlder energifladen. Karakteren af
disse tori kan @®ndres radikalt - de kan bryde sammen - nar
systemerne perturberes tilstrakkeligt. Det er derfor oplagt at
sperge til, hvilke tori der farst bryder sammen, og hvilke der
holder skansen langst. Et delsvar kan hentes 1 et centralt
teorem, det sédkaldte KAM-teorem (Kolmcgorov-Arncld-Moser ).
Vi giver i1 afsnit 6.2 en fortolkning af dette teorems effek-
ter. Dette realiseres prim@art gennem betragtninger af en sgrun-
digt wunderssgt afbildning: Standard afbildningen (elier
Chirikov afb. ).

Kapitlets sidste afsnit handler primer-t om. hvervidt et

Hamiltonsk svstem tilfredsstiller den ergodiske hypotese,
hvilket som sagt har stor relevans for forbindelsen mellem den

statistiske mekanik og den klasaiske mekanik.

6.1 Det Hamiltonske grundlag
Traditionelt beskrives et Hamiltonsk system med d friheds-

grader ved d generaliserede koordinater q; og d koniugerede
impulser p:. Faserummets dimension er da 2d. Sy=temets be-

vegelsesligninger kan udledes til®:

gr = JH/Jps og
(1)
P, = -9H/Bq: > hvor
H = H(gyis .. 5GusPrs e sPa ).

Hamiltonfunktionen., H. antages her at vare systemets totale
energi angivet som funktion af § og B. Desuden antages H at
vere tidsuafhangig og konstant. H bestédr af summen af det
betragtede systems kinetiske energi . TG.B)» o dets
potentielle energi. V(g.p). Altsad er =vstemet beskrevet ved et
diffarentiallieninys ~ystem bestaande af 2d 1.0ordens

ligninger, camt en bevaxgelseskonstant, H.

2) Se f.eks. Hamilton, 1977, eller Arnold, 1978.
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At svstemet er lkonservativt, folger matemsitisk af, at
_diverzensen af vektorfeltet, der frembringer f{lowet, ‘er lig

med :
div&.%) = 0

Denne betingelsze er akvivalent med. at sporet. trDF. af den

a
lineariserede afbildning, DF. af vektorfeltet:
(%) = F(QH/GF, -3H/ 2"

ar . Petingelsen er automatizk opfyidt, n&r H er passende

glat. Det zes umiddelbart (her for d=ZJ, idet:

AH/(dLad gy ) b:.‘;;‘. H/ (dp. oz ?

DF
: _a»::‘ H/Z(dC-9a: > - aH/ (OGP

og dermed er:

trDbF 3‘."‘:"\' H I(b (o3 b d :|)+ & H A oD qq)" 8‘.‘3" H/ (¢Y2ER.Y=] :v) - H Q=910 )

1l

= o,

fordl differentiationscrdenen er ligegyvldig. ‘
' Alle lesninger til (12 er beliggende pa en hypérflade‘
H=konstant.'Derfor.raduéeres dimenzionen af -det oprindelige
' sysﬁém +il 2d-1. Hvis man vderligere indlejret: et Poincard.
snit 1 energifladen vil dimensicnen Komme ned pa 2d-2. Det gor
det s&ledes muligt ét fa et overhlik over, hvad der wudspiller
sig i;et csystem med 2 frihedsegrader., idet Foincaré snittet.
herved bliver 2-dimensionalt. -

Det er i de fleste tilf=zlde ikke muligt at lesse (1), selvom .
det er symptomatisk, at larebeger og kurser udi klassisk MekaQ
nik udelukkende meidtager eksempler, der netop er integ:abie.

_For integrable systemer er det muligt at finde kanoniske




transformationer® af de givne koordinater o¢og impulser. der
zor systemet sarlig simpelt og leskbart.+

Vi antager for et @jeblik,.at vi stAr ansigt til ansigt med
et integrabelt syvstem. Det er da muligt at etablere en speciel

kanonisk transformation nemlig til de saksldte action-ansle

variable. Et s=rlig attraktivt trak ved denne transformstion
er, at den nye Hamiltonfunktion, K - ogsd kaldet Kamiltenfink-
tionen - kun er afhangig af halvdelen af de nye variable. Be-
““tegnes angle variablerne med ©, og action “variablerne med
“Jus  vil H(F.P) transformeres til K(J) = ‘konstant. Darved

hliver bevagelsesligningerne:

3K (T, 98,

et
-
il
it
O

(23

QK(T3/07, w, (J) = konstant

°
jt

Det ses, at (2) umiddelbart kan integreres til:
32 j, = A og B(t) = W_-Lt“'”bi 5

hvor a; o2 by er integraticnskonstanter. dear faslz:zges  ar
begvndelseshetingelserne. Et s&dant resultat svarer tii: d har-
moniske oscillatorer. Dvs. bevagelsen foresdr pd en d-dimen-
sional torus. Dette system kan hverken vare kaotisk eller er-

godisk. Kaos kan ikke forekomme. da systemet er integrabelt.

Arsagen til ikke-ergodiciteten hanger pad. at energifladen ar
(2d-1)-dimensional, mens bevagelsen er restrikeret til en
d-dimensicnal flade. Derfor kan lzsningerngékke komme overslt

P& energifladen.

3) At en trancformation er kanonisk vil sigze, at bevegelseclienineern2 i
de nye variable har samme form som det oprindelize.

4) Det er dog ikke en simpel opgave at checke. om et givet system er inte-
grabelt eller ej. En definitorisk metode er. at opskrive de generalicerede
koordinater og impulser som potensrakker 1 de nve wvariable. Rakkernes
ukendte koefficienter kan derefter fastlasgges ved successivi at  ~ubkstitu-
ere rzkkerne ind i Hamiltonfunktionen og i de oprindelige ligninger. Hvic
rzkkerne viser sig at konvergare, vil csystemet pr. definition vare inte-
grabelt. Jvf. Hellemsn., 1980, og Birkhoff. 1927.
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Som navnt er Hamlltonske systemer almlndellgv1; ~ikkeu{hfe¥'; fx
- grable. Men det ekskluderer 1kke mullgheden for at opfatte et

iklke 1ntegrabelt system som sammensat af et 1ntegrabe1t’1éd og_?"

et perturbatlonaled

(4) - ‘ : H‘(é,j) =K(3-) -+ ‘H(eaJ) s

" hvor § er en lille perturbatlonsparameter Man kan ‘f eks;-‘
"opfatte H(G,J) som en perlodlsk pertarbat10n~ hvor 6 star fqr,;

'_perturbathnens amplitude.. Det er denne- llgnlng, som i - nésﬁe'

DU

" afsnit udgzr?b@sis for fortolkningen af KAMftéQremet.ﬁzﬂ;'”

Vi an+aéef'i det fmlgende, at :yqfemet under betragtnlng eribﬁy3y o

4-dimensionalt (2 frlhed;grader) Det meste af det legende.

Akqn onlldt generallseres til there dimensionalé systemer, men

vi opndr ved reduktionen, at tingene bliver dirékteAapb}ikabel_"

til dobbeltpendulet Ligningerne (2) og caa:bliverii_udgkreyet']_Eff"f"
< f form til: v S L T
J. = -d3K/08,
Jo = -3K/de.
(2') ' ,
®, = /B3I, = wi (Js,JTu) = konst.
©: = IK/JJi = walJssJu) = komst.

hvor

konst.

.Kb='K(J,;J§5
hvilket veq integration giver:
.(;’) Jau = aas Je = @w. 0(t) = wyttb, og 9(t)'='wm#bm o
Endelig bliver lign.{4) til:

(4;3 Hg (0,185, Ty Jn) = KTy Ju) + 8H(©,.@:, 74, Tu?

Beverelaen v11 da for §=0 foregd pa en ¢—d1menglona1 torus.

" hvorved denAer sammensat -af 2 frekvenser (ws 0. Wal. Be—;




vegelsesmenstret vil afhsnege af forholdet mellem frekvenserne,
Et rationalt forhold implicerer periodiske lesninger. mens et
irrationalt forhold medfasrer kvasipericdiske lesninger. Ogsd
cdizse betragininger skal banvites 1 sammenhzng med KAM-tecore-

‘met.

b.2 KAM-teoremet og dets interpretation

Inden vi diskuterer kaos og KAaM-teorem er det pa =in wlads

"at give et geometrisk billede af situationen. Det gsres nem-

w

Eést ved at beskrive det almindelige penduls (d=1) bevageis

‘Hamiltonfunktionen for'pendulet kan indses at vezre:
H(g,p? = p®/(2Zm) - mglcos(g)

Fig, 1: Et peﬁdul med betegnelser.

o
§

\L

m

’

“®
-
St e et !

H er lig systemets totale energl E. hvorar p kan isclsres til:

V2m(E+mglcos (g7

T
il

V2m gl (E/ (mgl) - cos(gy)

Hvis E<mgl, da vil Jcos(g)I<E/(mgl)<l, hvorfor der findes en
maksimal udslagsvinkel d... Pendulet vil =3ledes zvinze mel-
lem -~gm ©OZ dgwm. Det giver i faserummet (g.p? anledning til
en ellipse med centrum 1 crigo. Den slags bevagelse kaldes
libration.

Hvis derimod E»mgl, da vil g vokse, og pendulet rotezror
hele veien rundt om ophansningspunktet. Mens g vokser, vil p
vare periodishk osclilerende. Gransesituationen E=mgl ferer i
faserummet til zeparatricer. der adskiller de andre bevaegel-
se

=typer - likrstion og rotation (se fig. 2.
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-
il
R

2 Faseplot for fvsisk pendul.
P | T
/\—/hS\?PARArR?cE (2)
1
ELteDE — “ //‘
FEXpLy. ) E o B
HYDER BoLsk &_/J ~ ' : Co
PIXPleT. : : _ R .
\/\ ' (G,ouske‘n,i‘éﬂ) o

Hver af ellipserne indenfor: separatricen ar frembragt af een’

G

vardi- af energien E. Punkterne A oz B er.  hypeer1éE¢
Eixounkfer‘ mens O er et elliptisk fixpunkt;' Pendulsystém§t
kkan ilke udvise kacs, idet det kun  er 2_diménsionalt. 1
flamiltonsk regi fordres mindst 4 dimensioner tda 3 f ér

umuligt’, Vi kan imidlertid bruze det geometriské 1ndhold
pandulasyvstemet til at byzge videre péa. |

Med 8§=0 kan vi opfatte fig, 2 'som et Pt:ncdre znit af fl@e
wet (27, idet Pnergltladen nu e1 en 3- dlmenenonal flade, der
indeholder bevagelsernes 2-dimenzionale teori. Hver nI ab?59 ‘
udggf en mangfqldighed‘af,begyndelaésbetingelser. Imellem dis-
se findes to tvper peri@diské lesninger (fixpunkter). nemlig
hyperbolsk9;og elliptizke. De hyperbolske fixpunkter er bundet
sammen af hinandens stabile og ustabile mangfoldigheder. Detﬁe
ses Qgsé:pé fig. 2. hvor den stabile mangfolidighed til A,
W CAY, er lig med B’s uétabile mangfoldighed. W (B).. Det

er disse mangfoldigheder, der ferst @ndrer karakter, nar V-

0

stemet perturberes.
7 -dimensionale Poincaré snit kan reprasenteres af afbild-
ninger af planen ind i planen. En forholdsvis ¢erere" afbild-

ning af denne tvpe er wrnndardatblldnlnzen

~
1l

Je + ksin(®..)
(5) '
ney = O+ Jews (mod 1)

Her vil hade ©, oz J. tilhare intervallet [0:2¥]. k er sy-




stemparameteren (en bevagelseskonstant). Vi viser og kommente-

rer nedenfor en r®kke korsler af (4).

Fig. 3: Standarcdafbildningen for k=0.9.

2“ 2T ¥ . g . rd

. ;'“:;'- ! S - 'l . R4 "o # o
oty . . < . K R O
e LY s . o . K o 2o
X i i . K . . T . ‘
PR . - . 4 Cpre 1)
YL A { M o . PO 2 }:_';r-‘ >
S \ A . Pt TS “

e A

ltkeoe’® kurver pd figuren illustrerer kvasiparic iisk

..ﬁ
-]
C

rd (For flowet). Det vandrette baite i midten er oo io-

&
isk set mege til rorisbet 1 fig, 2. Der =r dermecd et hvier-

ty

holsk fixpunkt mellem det midterste ellipsesvsitiem og Lwver &
de o' vdre. Disse forhold ger sig ogsd grldende for do ovrige
allipsebelte N3r k haves =n anelse

tricerne er blevet fvldige - de mange puniiter nar en separa-
trice er frembragt oaf en enkelt laoningshkhurve. Dizse nmrider

.ar kaotiske.

o otdsrerne o1 otandard afbildningen cr sobset tra Thomplorn, 02 7 awir?,
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: Standardafbiidningen for k=1.0.

oo ¥ meen =y

el
0l
PR Vi

' Haves k-vardien yderligere

udbredt:

3es

. at det kaotizke er blavet mere




For at kunne kommentere denne proces. m& vi navne et par
rd om KAM-teoremet. Det udtrykker. at de fleste af det inte-

rable svetems invariante tori overlever en tilpas lille per-

H‘!

urbation (8§30 er lille). Dette fremgar af forlebet ovenfor.

-+

-

i kslder disse averlevende tori for KAM-tori.

. L Bevagelseskvaliteten er
kvasiperiodicsk. idet frekvensforholdet mellem de konkurrerende
61rkelbevegelder rd torusfladen er 1rra+10nalt Der er 1imid-
lertld forskelllge grader af 1rrat10nallfut Det mest irratio-
nale tal er det gvldne snit. (145372, eller relaterede tal
{(f.eks. det gvidne snits inverse). Tori. hvorpad Dbevacelsens
vindingstal (elier rotationstal=frekvensiorholdet) er lig d=t
gvldne snit. vil s& vare relativt stabile overfor perturba-
tioner. Det godtger, at de KAM-tori. der overlever langst. ma
have vindingstal, der minder om det gyldne‘ snit. Disze tori

lraldes noble KaM-tori.

Det resterer nu at se. hvorledes de ferste tori bkliver
nedbrudt. Vi har delvist varet inde p& argumentet harfor 1
ikap. 2. Et hyperbelsk fixpunkts stabile magfoldighed kan 1
Foincaré snittet skare et andet hyperbolosk fixpunkts ustabile
mangfoldighed, hvorved der opstar et homoklint punkt.” M1
har set, at eksistensen af et siddant imlicerade en uenaeii. hed
af homokline punkter - i nerheden af fixpunkterne. Denn=s ©ro-

ces er skitseret 1 fig. b.

= =

e T S —i e i e

f) I kap. 2 navnte vi ikke. at det kun er fixpunkter for afbildninzer
(altsd ikke for flows), der kan give anledning til homokline punkter. LDet
er der hermed r&det bod pa.
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Fig. 6: Perturbaticnseffekter nar et hvperbolsk £iuwpunkt.

§ ==

KAM.

©

Nar det ene punkts mangfoldighed naruwer sig det andet.punkt
vil de daﬁnede buer blive langere og langere. men bueomrédéf;
nes areal er konstant. I hver af disse omrader findes.ellipfif
¢k& og hyperbolske fixpunkter. der gennemgar samme _pfc;és“
Vunder‘perturbatidnen. Dette‘sker ad infinitum, Derfqr‘ér' bi}Q

lzdet selvsimilar (se fig. 7).

Fig. 7: Dannelsen af kacs er selv-similart.
' (schirster, 193%)

Af disse grunde vil xaotiske omrdder og regulare omrader
vere indvavet tet i1 hinanden.” ‘
Vi gér herefter over til at se pd de forskellize niveauer,

Hamiltonske systemer kan befinde sig 1.

73 Der kan opsté situstioner. hvar perturbationen og integrable del af (3)
aller (3') danner rescnans. Dette faznomen vil vi ikke behandle her. men vi
kan henvise til f.eks. Sagdeev et al.,1988. '
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6.3 Ergodicitet i Hamiltonske systemer

Det er velkendt. at beskrivelsen af en gas 1 en beholder
ikke er handterbsr med det Hamiltonske begrebsapparat. idet
faserummets dimension *narmer’ sig det uendelige. I stedet for
anvendes metoderne fra den statistiske mekanik. der forudsat-
ter at den ergodiske hypoteses holder. Der eksisterer imidler-
tid ingen eller kun fA kendte fvsiske systemer., der med =1k-
kerhed vides st tilfredsstille hypotesen.

For Hamiltonske systemer er det muligt at opstille et hie-
raki af bevazgelseskompleksiteter. Alle Hamiltonske svstemer er
rekurrente som feglge af volumenbevarelsen (et tecrem »2f Foin-
caré®)., Med rekurrens menes. at et punkt 1 Tfaserummet vil
vende tilbhage til en omegn af dette punkt vilkarligt crie. Men
det medferer ikke. at mangden af den slags punkter er !ordelt
over hele energifladen. Vi har Jjo indset. at integrable zvite-
mers le@sninger er bundet til flader. hvis dimension er lavere
end energiflades dimension. Den slags systemer er derfor ikkes
ergodiske. men: de er altsd rekurrente. S3 mens ergodicitet
implicerer rekurrens. er det omvendte ikke givet. Den stwihere
egenskab, mixing., medfarer til gengeld ergodicitet. Miuing kan
billedliggeres ved et eksperiment, hvor en drébe farvastof
drvppes i1 et glas med veszke. Efter beherig omroring vil farve-
stoffet (antageligz?! vare homosgent fordelt i hele glasset.

Et eksempel pd en afbildning., der er ergodisk., men Iltke

mixing er folgende:
(6 Xevrvr = Xm t b (mod 1) for b irraticnal.

{(6) er en afbildning af enhedsintervaliet (dvs. en cirkei)
pd sig selv. Et sammenhaneende omrdde A f(se fig., 37 wvili 1
uzndret form komme hele veijen rundt., hvormed afbildningen er
ergodisk. Hviz der skulle vare mixing. skulle A ogsd spredes

over hele periferien,

-~

W

& vt Arrmoldy 1
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Fig. 8: En ergodisk afbildning.

Den feolgende afbildning - Arnold’s katte safbildning - er

d')
mixing oz dermed ozsd ergodisk. Afbildningen er:
Kevwr * Keo + Ve (mod 1)
Versn = He + 2¥e. (mod 13

x og v reprasenterer de to ’retninger’ pad en torus (se fig.

.,

9a). Torus kan klippes op. hvorved dvnamikken kan udspilles og

ses 1 enhedskvadratet (fig. 9b).

Fig. 9: Arncld’'s katte.afbildning.

De navnte bevagelsestyper kan afledes af egehvardiépektret
til Liocuville operatorén, L. Man kan i faserummet folge

”tidsudyiklingen-af et omrades densitet. P:
(7) ' d/dt(pla,p)) = iLQ

hvor i er dan imaginare enhed, og L er en matrix defineret ved

(77. Lesningen il denne differentialligning er:
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8) ?(t) = ?(O)e""‘-“’-‘“—

Det er egenvardierns til L. der giver kevagelsestypen. Hvis
L har en simpel egenvardi lig med O, er bevegelsen ergodisk.
Hvis ovenikpbet resten af spektret er kontinuert, da er
bevegelsen mixing. Og dermed vil korrelaticonen ga mod O -
svarende til termodynamisk ligevagt - for tiden gaende mod
uendelig.

Et system kan ogs& vares mere indviklet end nixing. Hvis
lesningskurverne bevager sig eksponentielt vek fra hinanden 1
tid, siges svstemet at have positiv K-entropi (Kolmogorowv).
Positiv K-entropi er snavert forbundet med positiv Liapunov
eltsponent®, hvorfor disse K-systemer er kaotiske. Arncia’s
katte afbildning har eksempelvis denne ezenskalb. ] et

1_
4-dimensionalt. kactisk. Hamiltonsk cvstem vil man finde., »at

de 4 Liapunov eksponenter antager f slzende *woerdier’
(+.0,0,-). I alle tilfzlde vil summen af eksponenterne vare O,
og de vil ophave hinanden parvist. Derfor wvil den ne=sative

eksponent vare numerisi lige s& stor som den positive.
Nedenfor er vist et skema over de Hamiltonske c=zystemers
mulige bevagelzeskompieksiteter. Skemaet opsummerer samt

indholdet 1 dette afsnit:

Skema 1: Konservative svstemers kompleksitetsgrader.

(Schuster., 1388)

. Hierarchy of classical chaos.

Property Definition Example

Recurrent The trajectory returns to a given Any Hamiltonian sysiem (or
neighborhood of a point an in- area-preserving map) which
finite number of times maps a finite region of phase

space onto itself

Ergodic Time averages can be replaced by Xpyy = X, + bmod |
averages over phase space + Zero b = irrational
is a simple eigenvalue of the
Liouville operator L.

Mixing Correlation functions decay 1o zero Cat map
in the infinite time limit — 1. has
one simple cigenvalue 0 and the
rest of the spectrum is continuous

K-system The map has a positive K-cntropy, Cat map
i.c. close orbits separate exponen-
tially — L has a Lebesque spec-
trum with denumerably infinite
multiplicity.




De folgende kapitler omhandler modelteori samt modelop; 3i:y

stillingen og -behandlingen af dokbelfpendul systemet,

der i sagens anledning er antaget friktionsfrit.

3) For !-dimensicrale afbildninger gelder, at Liapunov eksponenten og
K-entropien er identiske. »



KAPITEIL 7

Fysisk dobbel tpendul

Indledning

Kaosteorien kan, som vi har set det i kapitel 6, deles i1 to.
hovedkategorier — nemlig kaos 1 dissipative systemer og kaos 1
kongservative sgystemer. 1 dette kapitel ser vi pd det kon-
servative system: dobbeltpendulet.

Beskrivelsen af pendulbevegelser. har altid veret centralt
placeret i den klassiske fysiks historie, ligesom det stadig
er et vigtigt emne ikke mindst 1 gymnasieskolen og introdu-
cerende kurser 1 mekanik p& hgjere niveauer. Oftest ngjes man
dog med at undersgge det helt simple pendul, hvis bevagelses-—
mgnster er fastlagt og velkendt. Andre penduler, omend stadig
ganske simple, kan dog udvise anderledes komplicerede be-

vegelsesmgnstre — bla. kaos.

Vi vil i dette kapitel ved hjelp af den Hamiltonske for-
malisme og energibdndsteknikken* opstille bevagelsesligning—
erne for dobbeltpendulet samt implementere disse i CTS.

7.1 Hamiltonske systemer og energibl8ndsdiagrammer

Dobbeltpendulet er et autonomt system, der fuldstendigt
kan beskrives ved de Hamiltonske bevegelsesligninger,® med de

generaliserede koordinater og impulser 4q. 09 Ppi:

dH . 3H
2q,

(1) ‘.21 =

’

dps

i) I det +glgende knytter vi an til terminologien og metoden i
Christiansen’s version af Paynter’s "energy band graphs", pa dansk: "ener-
gibandsteknik". Christiansen, 1978.

2) Dvs. alle kreafter er Lkonservative og alle band - dvs. hvordan
systemets legemer er farbundet og energien bevaret - er holonome. Gold-
stein, 1980, s. 11.
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I energib&ndsterminologi kan koblingen mellem ligningerne'
udtrykkes ved et energibadndsdiagram med et multiportlager:™

Diagram 1: Hamilton's ligninger.#

(4

Sp —+ £ ‘1) A dg
dt [HEe.g)] at
oH H
2 1 T Bq

Al information om systemets bevagelse er gemt i lagrihgs—
funktionen H. Dynamikken skal forstas udfra definitionérﬁe af
X—Iagrene (kryds—lagrene) — der lagrer kinetisk energi —'69 0-
lagrene (bolle-lagrene) - der 'lagrer potentiel energi. Her
eksemplificeret for et almindeligt fysisk pendul med inertimo-

mentet I (lagerkapaciteten), vinkelhastigheden'w,(str¢mmen) og

Kraf tmomentet M (spendingen) .

Fig. 1: X-lagre og O-lagre.

. W e
P | T ER
5 | | \
7 | T 7
wr M M w
dEwin P dEp ot ‘dgq
W o= = M —am—@—@— ;| —— =y
dp I dg “dt
dp ' p= .
= M ; Eximn = Eowe = — L-m-gecos(q)
dt 2°1 :

=) Bt multiportlager har flere levelvariable og en energ1funkt10n,
der athe#nger af alle levels. Christiansen, 1980 s. 70.

%) De konstitutive relationer for de forslelllge elementer (1loner* 1
energlbands d1agrammerne findes i appendix V.
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Fra-et -programmeringssynspunkt er det ikke heldigt, ‘at al
information om systemet er gemt i lagringsfunktionén H. 'Her
er det, -at energib&ndsteknikken kan vere en stor hjzlp. En af
fordelene ved denne teknik er netop, at dynamikken i sSystemet
kan ggres -mere synlig. I diagramform kan man opbygge den samme
model ved hjxlp af nye lagervariable. Derved kan multiport-
lagret sélittes op 1 simple enkelt lagre som illusgreret 1

-diagram 2

Diagram 2: Skeletdiagram for et Hamiltonsk's system.

I neste afsnit beskriver vi, hvorledes skelettet er struk-

tureret.

7.2 Hamilton og lLagrange reticulation.™

For at beregne de nye lagervariable til den udvidede model
for det hamiltonske system, mA en del transformationer fore-—

tages.

Vores udgangspunkt for systembeskrivelsen er nu de generali-
serede koordinater di, g=,...., dua, ©0g9 de generaliserede
hastigheder Qi, Gz,...., du.

) Atfsnittet bygger primert pa Christiansen, 1978 samt noter af
Christiansen: "Klassisk mekaniske energibandsmodeller®, derudover ogsa pa

~

bundermann, 1974, og Goldstein, 1980, kap. 1, 2 og %.



128

Antageise 1: Den potentielle energi antages ﬁastighedadaf—

hengig og afhenger derfor kun af positionerne:
(2) : Eroe = V(q1, Q=z,...., da) =V(Q)

Antagelse 2: Den kinetiske energi antages kvadratlsk i hastlg—

hedselementerne (41, Gz, ..., Qa):®

(3)7 | Ewan = T(Qs, Qz,..., Ga; 91, é;.,.:, é;) -(Appy]Y1)
= T@E,q) = 1/2:&'-T;é'
- 1/2-___Z‘i'm1 E5mr Tas (@) & 4y

Definition 1:
For at transformere de generallserede hastlgheder q til- de;,

kanoniske impulser B, der benyttes i Hamilton llgnlngerne,-

defineres p som:

0T . ~ .
(4)® - Pa = e = ZJ—!. “Tas (Q) . (App..- VI) -~

Antages det, at determiﬁanten af T, det T, er forskellig
fra 0, kan T inverteres til T *, og ligningssystemgtA(4)'kanv
lgses og generaliseres til et udtryk, hvor hastighederne q.

udtrykkes ved impulserne py:

G =Z5en T (@eps . (App. VI)

Herved bliver den kinetiske energi (3) udtrykt,'Ved,de_,~ A;-

kanoniske impulser p:

(5)  T(I:;@) = T(@P) = 1/2:F9_ 59  Tea(@eps-ps . (ApR. VI)-

%) Nar der udfor en ligning er anfﬁrt (App. VI), betyder det,'at‘
udledningen af ligningen er gennemgaet i appendix VI. ‘

7) Tenk f.eks. pa Ewin ='1/2.m.v?{'

8) Tenk f.eks. pa d(1(2-m;v2)/dv ='m-v'=_p;



Definition 2:

Systemets samlede energi angivet som funktion af (geénerali-
seret) position og (kanonisk) impuls kaldes systemets Hamilton
funktion:”®

(6) : H(q.,p) = V(q) + T(q,p)

I denﬁe (almindelige) Hamiltonfunktion er den kinetiske
‘energi en ‘funktion af sdvel g som p. Dvs: skal 2H/d q. findes,
bidrager bade den potentielle o0g kinetiske energi. Denne
kobling kan ikke beskrives ved enkeltportlagre, som i diagram
2, men Kraver et multiportlager som i diagram 1. For at komme
ud over denne komplikation, laver vi en omskrivning:

Da den kinetiske energi er kvadratisk i p'erne og positiv
definit,*® kan den diagonaliseres. Dette ggres ved at trans—
formere impulserne p til impulserne P. Man skal altsA finde en
invertibel matrix A sa

P =AP => B = AP

eller p& koordinatform:

(7) P. = z:—x aws (§) - Ps
Indsettes dette i (5) féas

T(ﬁ:ﬁ) = 1/2-(A*1.§)*.Tu1.(Am1'§)
= 1/2-B*- (A"**T-*A"*)- P
Matricen A~**T-*A~* er da en diagonalmatrix:

1 1/m, .0 0L 17(Zm,y)
1/72-A=3 %7~ = — 1/mz = 1/ Cmz) = M,
2 e “ s
0. 1/mg 1/ (2mg)

hvor egenvardierne er sat til 1/m (inertanserne i minus

?) Udfra denne definition og Tellegens teorem - arhe;dsprincippet-
udledes Hamilton ligningerne.

12} Dvs. positiv eller 0, og kun O, nar alle p erne er nul.
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forste) .
Det fglger nu, at.

T = (§;B) = B* M-B =Xi-a 1/(2-m)-pa=
hvor inertanserne er positive, idet T er positiv definit. 7.
Hamilton funktionen H kan nu udtrykkes som en ny funktibnAE
af de nye variable § og B: | '

(8) - H(§.P) = E(§,B) = V(3 + T(R)

Fordelen ved denne nye formulering af ‘Hamilton~funktipnen :
(fremfor (6)) er altsl, at den kinetiske energi nu kun er

afhengig af B'erne.** Derfor bliver d2H/2q:. =0V/0 q:, 09 syétéé'g[ 

met kan sd beskrives ved enkeltportlagre.

Det sidste, 'vi mangler, er at bestemme enkeltportlagrénes
input § og P. Disse kan findes v.hj.a. (1), (7) og (8).
Af (1) og (8) fas: | |

- bH Z ( QE 0P + OE bqu:
& = - — . _ . . ‘
* dp, " dP. dp.s - dq. dp

da g'erne ikke afhenger af p'erne, kan sidste led droppes.
S&ttes  OPw /0P = aws (Jf. den line&re transformhtidn (7)),
fas: | ‘

(9) v oH ) 3E :
: ds -5-‘:- | K e Tk

Af (7) fremgdr det, at B'erne afhznger af positionen q _og
impulsen p. Differentieres (7) (v.hj.a. kadereglen og'fl))'f&é.

' a OB v OBy o
(10) Pi =X - (b ©qy + 3 -pJ)
. q.s P
- OB, 3 s - H ) |
2= <3q_1 . bp.i . b15’.1 ' SQ.: : [P‘ 'H] " i o

‘11) Dette under forudsatning af, at man valger E’éfﬁefgéiédeé;'at =
inertanserne my er uathzngig af q’erne. : o



hvormed vi har indfgrt Poisson parentesen.*®

I ligning (10) er det kun leddet 3H/dq., der endnu ikke er
fastlagt. V.hj.a. kadereglen og (8) féas:

2H JE P JE
———————— = Z e v — -+ ——
qu 0Pw an an

(11)

Ved indszttelse af (9) og (11) i (10) fas:

P, = ([Bi,H] {=>

(12) 'P - Z Z BE a . bEi _ a , bP(-: _ a , bE
i ] e bPk: b 3 qu . | BqJ . | ?qu

Med ligning (9) og (12) har vi nu de generelle bevagelses-—

ligninger for et konservativt system.
For dobbeltpendulet, der er et system med to frihedsgrader,

fadr de konkrete bevegelsesligninger og de tilhgrende energi-

b&ndsdiagrammer f¢lgende udformning.

Udfra 1ligning (9) fastl®egges inputene gqi 09 ém til O-

lagrene:
. 2H dE 2E
q: = = *Aa + =Rt
dp, 2B Y=
(13)
. oH o) a . oE
m = e = . -
4 apm bEx v= bPz =

O-lagrenes input er alts&d en sum af "strgmme' 3E/P., ganget
med en faktor a.. (transformeren). Strgmme lagges 1 energi-

12) Poisson parentesen (firkantparenteser) er defineret som:

X dY Y
[X,¥1 =), ‘ - :

qu pr aPJ bQJ

- *
Specielt gelder at X = (X,H] og H = [H,H] = 0.
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bandsteknikken sammen v.hj.a. O-samlere, sa énergib&nds—(del)—

diagrammet for O-levelsene qQ: og g= bliver:

Diagram 3: O-samlere og ligningerne for é; og éz.

Inputene é; oy éz tillx—lagrene fastlegges udfra (11):

E.’ oE 3P, 0P= + 3B
D e— . - a . oy oy @
* P2 a=1 ach B be aez a‘-'ke
. oE dE
-— . — a .
a1 1 bq; 12 T qu '
(14) '
. JE [ Pz dP. 3P=
Pz = Qi = Az + Qiz-
‘ dPs - 0qy qs 0qz
OE OE
A=z - bq; TR hqz

= di=m*

dP=
RIS

0P
QAaz qu
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X—lagrenes input er alts&8 et produkt af strgmme JE/JP og
gpendinger dP/dq9 (ganget med en faktor aw..), der lzgges til en
sum af spandinger. Skal to forskellige levelvariable ganges
sammen, ggres det v.hj.a. gyratorer. Spandinger Il®gges sammen
v.hj.a. X-samlere. Energibdnds—(del)-diagrammerne for X-lag-

rene Py, og P: bliver da:

e
Diagram 4: X-samlere og ligningerne for P. og P= .

G
Ak
bg.
. 3 dE dE ____-I_.
E‘L By = T’ [P:,Ez] - an'-b'—' - a,,'a— ry3
2 Qs G2 b_
92
. dE (Pap.] dE 13
Pz = P B2y, dz1 bq‘ dz2 qu
0]
F—>— 4
2F
bg,

RE
g2, //8\\\
> %)

Legger vi alle fire deldiagrammer sammen fAr vi diagram 5:

firkantpargnteserne i ligningerne (14).

\
13) Gyratoren med operatoren h = ([F,,Fy1 svarer 11 udirykwet 1

R
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Diagram 5: Hamiltonsk reticulation med

simple enkeltport lagre.

/(/& 6
El '\ Q| .
7 .
@ﬂknnws) %
X 92 /4;”
Pl { /L - lq1
[V 92)]
Selvom vi nu har fdet foldet energidiagram 1 voldsomt ud,
er det dog stadig et Dbetragteligt stykke arbejde at regne

idet vi

rateligningerne ud, jo stadig skal regne p'erne ud,

selvom vi ikke skal bruge dem i den endelige model. Der er

imidlertid en anden metode, som gar ud fra é‘erne i stedet for
p'erne. Denne metode benytter af de sékaldte Lagréhge—

parenteser ("tuborg'-parenteser), defineret ved:**#

sig

XYy =T ( daq.  OPpw dpw 3qk)
’ L dx oy 2X DY
Som for Poisson—-parentesen gelder, at

(X,Y} = — {X,Y}

og at {X.Y} er uafhengig af, hvilke generaliserede koordinater
g og konjugerede impulser, p der benyttes.

Goldstein har vist,*= at produktet af Poisson— og Lagrange-—

14) Goldstein, 1980, s. 401 eller Gundermann, 1976, s. 143,

13) Goldstein, 1978, s. 252.
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parenteser er:
Toa [Xe L Y5l {Xe,Ys) = b = -1

ndfr X og Y er et fuldstendigt szt af uafhzngige variable.
Hermed kan vi konkludere, at de to parenteser er (pdn&r et
fortegn) hinandens inverse. [ energibdndsdiagrammer svarer
inverteringen til et skift 1 kausalitet (fig. 2).

Fig. 2: Inversion af skeletdiagram.*#

n+1

n n n -1 fn
‘e M
g:nﬁ'! n+1 l§n+1 ?n"l
[ . :
;e £ o .
Cnen n+n fn*m enfm

Figuren viser et skeletdiagram med n+m energiband. Ved inverteringen
skifter strgmmene f og spandningerne e kausalitet.

Ved Dbrug af Lagrange—parenteser 1 stedet for Poissonpa-
renteser, fAr vi energibAndsdiagrammet 6:

i14) Figuren og gennemgangen af denne findes i Gundermann, 1974, s.
143.
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Diagram 6: Lagrange-reticulation.

,ﬁ
%

)

Sammenligner wvi diagram 4 o9 diagram 6 gses det,vat'der

/‘ Q
/, x\ 'EL
2 '
| —\&,
™

blotier sket det, at skeletdiagrammet, som i diagram'4-har
sterk kausalitet, er ‘'"vendt", s& det i diagram 6 har svag
kausalitet.*” Hvor sadvel transducerne og gyratorerne i diagram
4 er Poisson parenteser (henholdsvis [P.,q:i] = aws og [B..B.]
= h), er de 1 diagram 6 Lagrange-parenteser (henholdsvis
{P..,qs} = aws 0g {9s.9s} = h).

Det er diagram 6, vi 1 n&ste afsnit Dbenytter til at
opstille bevegelsesligningerne for dobbeltpendulet.
‘ Metoden er, at vi med udgangspunkt i ligning (3), starter
med at velge et s®t nye hastigheder w:, som diagonaliserer den
kinetiske energi: | -

(15) T = 1/2'2s mi+-ws®, hvor

Wi = & 814(5)'6_1

17) For en narmere gennemgang af sterk og svag kausalitet henvises
til Christiansen, 1978, s. 57-38.
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Hvis vi antager, at inertanserne m: er uafhs&ngige af g'erne,

bliver
P, = bT/bWi = Ma- Wy

hvilket s8 er vores X-level. Disse X-levels er i1 realiteten de
samme X—lévels, som blev Dbenyttet i Hamilton reticulationen,
men nu er de defineret direkte ud fra gq'erne (ikke over
p'erne), sd tranformatorerne a,., i Lagrange-reticulationen er
derfor ikke de samme som i Hamilton reticulationen. Arbejdet,
der nu ligger tilbage, er at bestemme udtrykket for trans-
formererne a.s o9 for gyratoren h. Herefter springer bevagel-
gsesligningerne for systemet direkte ud af diagrammet.

7.3 Modellen for dobbeltpendulet

I dette afsnit skal vi som sagt udlede de konkrete ratelig-
ninger for dobbeltpendulet. Da den benyttede metode - energi-
bdndsteknikken - 1ikke er s& udbredt, trods dens &benlyse

fordele, vil vi her gennemg& modelleringen trin for trin.

1l) Fegrst velges de generaliserede Xkoordinater 9. 09 Q=.
For dobbeltpendulet er vinklerne ¢, og o> de oplagte:

Fig. 3: Dobbeltpendulet.

Stengerne er lige lange
med lengden 2L. ri er af-
standen fra 0 til tyngde-
punktet af stang 1. r= er
afstanden fra 0% til tyngde-
punktet af stang 2. m; er
massen af stang 1 med lod,
mens mz er massen af stang 2

med lod.?*®

i®) 1 implementeringen bruger vi af programmeringsmassige arsager
andre parameternavne.
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2) Den potentielle energi (med V(6,,80=)=0 i niveduet O)fer;
(16) V(61 :62) = migricos(0.) — meg(Lcos(®1) + r=cos(6=)) .

= (mri — m=L)gcos(8:) - m=gr=cos(@®=)

3) Den kinetiske energi udtrykkes som funktion af de
af ledede generaliserede koordinater 8. og O=z: o

T(\—/:L ;\-/_2) = 1/2-m-vi® + 1/2:me.va",

hvor V. og V= er hastighederne langs tangenterne. ‘I polere
koordinater udtrykkes hastighederne: |

Vi = cos(81) =) Vi¥ = Y‘ia'éx:—“‘-
51n(91

Va = -L- 61 ( cos (01 ) + rz'éz cos(@z=) =)
-3in(6.) -sin@=)

Va® = Lz'e 12+ r22-6=2 - 2L r=2:8:10= COS’(e,vx-"ez),A:

og den kinetiske energi bliver

T(O1,02) = 1/2(M1r1®+m=17)0.* - HbzrzLCOS(Qi—Gz)éxéz +

1/2 ' Mer="="
Med indfgrelse af inertimoménterne
I. = mri® o9 [z = mer="*

bliver den kinetiske energi

(17)

T(0:.02) = 1/2(I.+ mel®)0:% - meraLcos(8:-92)8:8= + 1/2- 12627

4) Herefter diagonaliseres T ved at indfgre nye vinkel-
hastigheder (som i1 (15)) : ’



Wi = Q11-81 + Qiz= 0=

W = =i 01 + azz'8=2

ofte kan man dog klare sig med tre transformere:

Wi ='a-é1 + b‘é:z }
o B => -
‘ Wz =i C'Ga -
6, = w=/c
(18) .
‘ €z = 1/b'wi - a/(bc)- wa

Ved indsattelse af (18) i (17) féas:

T = (1/2'1=2-1/D7) - w1 ?®
- [Mer=Lcos(6:1-6=)/(bc) + Iza /(bZc)) wWiw=
+ 1/¢® -[1/2(11 +m=1?) + mer=Lcos(8:-0=)a/b
+ 1/2: 128 /b=): w==

PDiagonaliseringen kraver, at koefficenterne til wiw= er nul.
Setter vi desuden = 1 , far vi:

mzr=Lcos( O —G::-:)
Iz

Det er ¢gnskeligt, at koefficienterne til wi® o0g wza® er
lige store. Settes de lig hinanden (og isoleres c) fés:

¢ =\1/12(I:+m=Ll?(1-cos=(8:—62))) =\1/I=(l:+mel2sin®(9:-6z=))

Vi har nu bestemt udtrykket for transformatorerne a;, = a,
di= = b 09 821 = C.

S) Gyratoren h beregnes udfra Lagrange-parentesen {0:.,0=z}.
Jvf. diagram 6 er {P..9.} = a.., Hermed kan parentesen skri-
ves:
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- bam;g banwz
{0 .Qz} .—Zm—a; .P“.( 0= N ?)9, )

Udskrevet bliver h lig:

Mer=L . m=L*®sin(2(0:-0=2)) -
h=- ———— gin(®.1-0z=)BP1 - e Pz
I= . v 2:1l=z-cC

Vi f&r da fglgende diagram:

Diagram 7: Energibdndsdiagram for dobbeltpendulet.*®

jo

.O
BRSO |
"/;Egé\ | | S

. dT-P- 'l
?x\ & (5\7. "I, 'w)o.e, E,
O

| [V - ;wi?-)g 0s(o) maqn cbs(@]

6) Herefter skal diagrammet 'oversazttes' til rateligningerl
Dette fglger direkte af de konstitutive regler for O-samlere

og X-samlere:

1?) Kausaliteten 1 diagrammet fglger de konstitutive regler, som
styrer relationerne mellem de forskellige elementer 1. diagrammet. Se
appendix V. ~ » T



Af X-samler 1 f&s, m.h.t. str¢mmene:

hvilket er vores 1. rateligning. ,
‘Med hensyn til spendingerne, f&r vi ogsld fra X-samler 1:

aP, + dV/d6. + héz + cPz = 0 =>

ﬁz = 1/c'(-a§1 - h®= + (mir: - m=L)gsin(®i))

‘hvilket er den 4. rateligning.

Af X—samler 2 f&r vi m.h.t. spendingerne:

béx - héx + dV/e= = 0 =D

P. = 1/b-(h8: ~ megr=sin(@=))

hvilket er den 3. rateligning.

Af O-samleren fér vi m.h.t. strgmmene:

Wi + aéh - b= =0 =3

82 = 1/b-(a®: + wi) = 1/b.(-aP=/(clz) + Pi/Ia)

hvilket er den 2. rateligning.

Vi er nu ferdige, og den endelige model kan implementeres
direkte efter rateligningerne og parametrene a, ¢, og h.

Herom i neste afsnit.
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Vi skal 1 dette kapitel gennemgd nogle af de simulerihgér,
vi har gennemfert af modellen for dobbeltpendulef. Mens vi 1
simuleringerne éf torsionspendulet ledte efter lesningerumed
kaos er opgaven her (jvfr. kapitel 6) nermest den modsatte,
nemlig at lede efter lesninger, som 1kke er kaotiske. Vi har
etableret en razkke KAM-kort, som viser hvordan udbredelsen af
kvasiperiodiske lesninger aftager til fordel for kaotiske. nar -
‘energien oges. | o
Indledningsvis vil vi dog sammenligne et par s;mulerede

forleb med tilsvarende forlsb pA det virkelige dobbeltpendul.

7.4.1. Sammenligning af model og virkelighed.

Vi har simuleret dobbeltpendulet ved to forskellige para-
metefswt, eet, som passer pa& de fysiske parametre, vores vir;
kelige dobbeltpendul har, og eet som af forskellige gfundé er'
mere hensigtsmessigt <(se appendix VII>. I fig.1l har vi
skematisk tegnet de to dobbeltpenduler i deres stabile lige-

vegtsstillinger og angivet deres parameterverdier.

Fig.l Penduler i ligevagtsstillinger

L {|stang 2
nl=90gr ml=1kg
m2=30gr m2=0, 25kg
L=0.19m. L=1m
mL=100gr mL=0kg
N=190gr N=1kg
S=0.09m S=1m
M=130gr: M=0.25kg
R=0.04m R=1

Parametrene staAr for flg.: mL er hver stangs masse; ¥ er ml+nl; S
er afstanden fra midten af stang 1 til massemidtpunktet af stang
1 med lod; ¥ er m2+mL og R er afstanden fra midten af stang 2
til massemidtpunktet af stang 2 med lod.
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Den vesentligste forskel er, at stengerne 1 pendul 2 er gjort
nasselose.

NAr vi bhar simuleret dobbeltpendulet med de fysisk virke-
lige parameterverdier, er det udfra et onske om, at kunne give
en kvalitativ sammenligning mellem model og virkelighed,
hvilket vi kort skal gere her. I fig. =2 sammenholdes X-Y-plot
af to simﬁléringer med to fotografier af dobbeltpenddlégréat
igang medf ﬁéééhlunde sammenlignelige begyndelsesbetiﬁgélser.
Den kvalitative overenstemmelse er fuldt tilfredstillende,
idet der dels skal ses bort fra forskellen pé& det analoge og
digitale plot, og fra, at det virkelige dobbeltpendul jo ikke

er friktionsfrit, og s&ledes hele tiden taber energil.

Elg*a_X—Y—plot sammenholdt med foto af dobbeltpendul
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7.4.2. Simuleringer

I fig.3 sammenholder vi en rskke KAM-kort for simuléringer_

ved energier mellem -6 J og -5 J.

Fig.3 KAM-kort for energier mellem -6 J og -5 J
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Hvert af kortene a-f er sat sammen af en rmzkke Poincaré-snit
af simuleringer med samme energi, men med forskellige begynd-
elsesbetingelser. Poincaré-snittene er konstrueret ved krite-
riet P=0, dvs. vi opsamlerr de tre andre dimensioner V (sinus
t1l1 udsvinget af stang 1), W (vinkelhastigheden af stang 1> og
Z (vinkelhastigheden af stang 2) nar P bliver nul fra negativ
side:?;iééa nadr stang 2 passerer 1od;;{W;ra venstre. De her
Visté';bincaré~snit afbilder V overforrﬁi

Det generelle trek er vezksten af omradder med kaotisk
adferd fra a hvor der kun er kvasiperiodisk adferd til £, hvor
der kkun er kaotisk adferd. Man m& hefte sig ved den lave
energi (-6 < E ¢ -5 J) de her viste bevemgelsesmenstre foregar
ved. Ved E = -98.82 J er systemet 1 sin lavest mulige
energitilstand idet begge lodder da er i1 den laveste position.
Omvendt er E = 9.82 J n&r begge lodder er den hojeste
position. I de her viste simulationer overstiger stang 1l's
udsving s&ledes 1ikke + 50°, Systemet opherer altsa nmed
kvasiperiodsk adferd ved ret begrznsede energiler. Til
sammenligning viser vi 1 fig.4 et kort konstrueret ved

energien ©.82 J.’

Fig.4 KAM kort ved E = ©.82 J

Bemerk den sndrede skalering
I kortene c¢,d og e ses eksempler p& elliptiske fixpunkter
(merket oI og ®II). Man kan endvidere folge sammenbruddet af
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61 hen gennem kortene b-c-d-e. Iser 1 kort e er defbrmatibﬁgh

af ¢l struktur omkring de hyperbolske punkter tydelig, I fig.5

viser vi et Polncaré-snit af et kvasiperiodisk bevégél— 

sesmonster, svarende til oI ved E = -5.2 J sammenholdt.q@d
X-Y-plot heraf. .

Fig.D Poincaré-snit og X-Y-plot af kvasiperiodisk bevwgeléeﬁ:

Af " Poincaré-snittet <fremglr det, at det ene svingningstal |

(sammenholdt med det valgte kriterium P = 0-) er 7. Det er'dog
vanskeligt at gennemskue p& X-Y-plottet. Sammenhmngén,mellém
svingningstal og Poincaré-snit fremgar'tydeligéré ved at sevpa
et af de kvasiperiodiske bevagelsesmonstre fra kort ‘a (E = -6

J) hvor det ene svingingstal er 3,

Fig.6 Poincaré—-snit og X-Y-plot af kvasiperiodisk bevegelse

4 =

Endvidere kan man sammeholde disse plot med faseplot og plot
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af stang 2's udsving over tiden, hvoraf svingningstallet ogsa

fremglr.

Fig.7 Faseplot og (t,P)-plot af kvasiperiodisk bevagelse

Regulariteten 1 (t,P)-plottet af dette kvasiperiodiske beveg-
elsesmenster stldr 1 skarp kontrast til det ,P)-plot vi 1
fig.8 viser af et af de kaotiske bevegelsesmenstre fra kort £
(E = -5 J) sammenholdt med X-Y-plot heraf.

Fig. 8 (t,P)-plot og X-Y-plot af kaotisk bevzgelsesmonster

Endelig viser vi et Poincaré-snit og X-Y-plot af et kaotisk
bevmgelsesmenster ved E = 9.82 J.

Sonm det ses af X-Y-plottet svinger bade stang 1 og 2 her
hele wvejen rundt, idet bAde maximum (Y = 2 m) of minimum
(Y = -2 m n&s, hvilket giver anledning til det meget
varierede bevmgelsesmenster. Tilsvarende er Poincaré-snittet
nmsten helt udfyldt.
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Opsummering

Sdm forventet jvfr. kap. 6 og KAM-teoremet haf"vi yéd
simﬁleringer set kvasiperiodiske bevagelsesmﬁnatre bryde
gammen for at blive fortrangt af omrdder med kaotiske beVég?
elsesmonstre nAr energien i systemet ogedes, hvilkét ogsa kén

tages til 1ndtwgtvfor rigtigheden af KAM-teoremet.
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KarIliITEL. &
AHFFs1utmings

1 dette kapitel opsummerer vi arbeidzt med begge pendul-
systemer samt processen med kursusmaterialet., ldover. at
specialearbeijdet som helhed har varet yderst givende for alle

i gruppen. har det ogsd fostret nogle problemstillinzer. der

eventuelt kan arbejdes videre na. Nogieirgff dem er allerecde
oprullet underveiz i rapporten. Derfor il wi her primart
omtale spin-offs, som endnu ikke har veret berert. Diskus-
sionen er delt i 2: 1) Torsionspendulet, Z) Dobbeoltpendulast oz

3) Kursuzsmaterialet.

Torsionspendulet

Meningen med behandlingen af torsionspendulet har varet
fler=sidig. Dels at ville konstatere kaos 1 =s&vel model som
eksperiment og dels at se en eller flere veje til de hkaotiske
bevagelsesmenstre. Om vi har set kaos - 1 streng matematisk
forstand - i de eksperimentelle situationer ikke afgicrit med
sikkerhed, idet mulighed for adekvat dataopsamling ikke har
eksisteret. Men mange af de analoge  wudskrifter ser temmeliz
kactiske ud. Derimod er der sikre vidnesbvrd om kacs 1 model-
len. For det forste har vi beregnet Liapunov spektre med
positiv Liapunov eksponent. og for det sndet har wvi paviet
tvpe 1 intermittens. Derudover har vi konstateret kratiige
indicier for en anden veij til kacs - nemliz gennem successzive
pericdefordoblinzer (pitchfork bifurkstioner. 1 @en forbind-
else er det dog ikke lvkkedes at beregne den universelle Konh-
stant {se kap.5) s=zrlig pracist. idet bifurkationsvardierne
ikke har kunnet fastlagzc: tilstrazkkeligt noiastiet. Erdielig
har vi set fraktallignende Poincaré-snit af attraktore-: i
modelian.

Under arbejdet med etableringen af proceduren til beszt=m-
melse af Liapunov spektre er vi lsbet ind i spergsmalet om den
anvendte metode egentlig er egnet til periodisk perturberede
systemer. Der ligger derfor en opgave 1 at legse dette problem

samt eventuelt at opbvgsze en anden og mere velegnet metode.
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froblemst er vigtizt i den forstand, at Liapuncv spektre dns ,f”

far at vere det mezf =zikre madl for om der er kans elier ej.
En videre g dybere behandling af torsionspendulet forrz~~

Kommer os irrelevant al den stund. at det jo ikke er verd;n

vigtizste system. Desuden vil kommende gvnmasielever gennem:
arbeijdet med torsionzpendulet kursusforlesbet om kaos maske
finde andre oz supplerende ting at =ige om kaos i det{e,

2nchal . '

kal naevnes, at vi - méske wuhensigsmassigt @ -

34]

Til sidst
valgte at medtage et ’ekstra’ ikke lineart friktionsled i

madellen. Den cprindelige tanke var, at vi ad den vej kunne [&

sterrre kvantitativ overensstemmelse mellem model og virkelig- -
d. Men  dengang var det ogss menineen. at  der skulle
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Dobbeltpendulet

Dette pendul er p& flere mdder anderledes end torsicnspen-

dulet. Den. i denne sammenhang vigtigste forskel er. at dob-
héltpendulet er et konservativt svstem. Det medferer en kvali -
tativt anderle de" adfzrd end man finder "~ hos de 'dissipative
syztemer. Modsat den (tidligere)  udkredte opfattelse, at
Hamiltonske systemer nok apferer sig paﬁt, vizer dat sig. at
kanz 1 konzerwvative 5,,+emar er mere almindeligt end (kvasi)-
pericdiske hevagelser. Henzigten med at undersaze dette pendul
var da heller ikke at finde kaos. Det var snarere at se om g
hvordan det kvasiperiodiske bred sammen. Og det fi vi set
til fulde. Det interessante er at underssge. hvordan kacs

opstér ud af corden oz hvordan orden cg kaos er rélateret. Heri

tigger mdske nsglen til at anskue verden som sammensat af
en og kaos - af lineart og ikke-linea@rt. hvilket igen kan
zive anledning til a3t t®nke over, hvad det betvder for vor

opfattelse af natur og videnskabh og brugen heraf.
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Vi vil i denne sammenha&ng gerne advokere for ensrzibdnds-
teknikkens fordele fremfor den Hamiltonske formalisme. Vi har
pd et tidligt =stadium 1 specialearbejdet udregnet de Hamilton-
=ke ligninger for dobkelipendulet (se sppendix¥). At energi-
bandsligningerne er betydeligt simplere o “computervenlige®

skulle vare abenbart.

Kursusmaterialet

Specialeforlebets forste halvdel gik med at framatille

lzrebog. lazreveiledning samt svelsesveijledinger. Udsanosponkt-
et for dette arbejde var et snske fra IMFIFA’s side om 2t 15
udarbejdet et kursusforleb for gvmnazieelever samt materiale
hertil. Resultatet af detts arbazide foreligger 1 IMEUFA
tekzterna 17%a og 173h. Efterhdnden som arbeidet skred frem.
hlev det klart, at en gennemtforelse af kursusforlsbet 1 sin
helhed nok &r en ucverkommelig opgave for en enkelt klazs

de

Ok

Der er derfor zrund til at henlede opm@&rksomheden p
forskellige muligheder for udvalg af emner og gvelser. der er

gennemgdet 1 lerervejledningen.

a
—

Den af os uventade store eftersporgsel til materialet
kurset tyder pa, 3t vi alligevel har ramt rigtigt - eller. at
kaos er et faznomen, som er meget aktuelt. Uanset svaret er det

i alle tilf=lde rart, at ens arbejde kommer til nytte!
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Appenddisx L

Bifurkationsteoremer

I dette appendix fremlegges og kommenteres en rekke teo-
remer, hvori de matematiske betingelser, som er nedvendige
for, at visse bifurkationer kan forekomme, figurerer. Til
‘hvert teorem knyttes en komméntar. Vi forventer, at laseren
‘har ‘tilegnet sig "byggestehene" fra kap. 2 samt har et
kendskab til grundlmggende spektral- og diffenrentiallignings-
teori. Til en fyldig forstéelse er denne baggrund neppe heller
tilstraekkelig, hvorfor vi henviser til f.eks. Guckenheimer og
Holmes, 1983, pp. 145-165, hvori der findes yderligere henvis-

ninger, eksempler og opgaver.

Appendixet omhandler fesrst bifurkationer, der har med
kontinuerte flows at gere, dvs. differentialligningssystemer:
x = Fp(g) ) % e R, TR R. En del af bifurkationstyperne for
denne slags systemer har vist sig at kunne reduceres til nogle
f& arketyper, som kun afhenger af een variabel <(og para-
meteren)! Disse kaldes normalformer og opstlr gennem koordi-
nattransformationer og rsmkkeudviklinger (op til 3.orden)> af de
betragtede d-dimensionale systemer. Normalformerne betegnes
ogsd guperkritiske af grunde, vi senere kommer ind pa.

Det skal nzvnes, at de omtalte bifurkationer er lokale (1
ngrheden af et ligeveghtspunkt) og af codimension = 1 <(para-
meteren er én-dimensional). Det er i nerheden af det betragte-—
de ligevmgtspunkt, at flowet kan erstattes med en normalform.

Den anden type systemer, appendixet omhandler er de itera-
tive afblidninger: Reer = fp(Qn% hvor %« € R® og M € R. Ogsé
disse kan bifurkere og i den sammenheng, lokalt, reduceres til
normalformer. For at opn&A en god forstéelse af intermittens-
fenomenet, er disse birfurkationer de vssentlige. - Men ferst

de kontinuerte flows.

Bifurkationer i1 kontinuerte systemer
Det forste teorem angdr (bl.a.) den s&kaldte saddelpunkts-
bifurkation (8P):
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TEOREM 1 Lad i = Fp(§> vere et d-dimensionalt diffentialligj:
ningssystem afhengig af paramereten u ¢ R. Antag, at der fér“
b= pa‘ findes et ligev&gtspunkt p,+ om hvilket folgende ér
opfyldt: o
(SPlS: DiFue (p? har én egenvwrdi lig med 0 med thre egen~ .
vektor ¥ og venstre egenvektor W'. ; .
DwFue (p> har desuden k egenverdier med negativ.
realdel og d-k-1 egenvardier med postitiv realdel:

§F .
(SP2): w (—‘;‘ (p, po)) # 0O

(SP3): W(D2 Fouu(p) (¥, ) # 0

Da findeé en glat (dvs. en uendelig gange differentiabgi{1€°>
kurve bestéende af ligevsgtspunkter 1 R® x R s0m gar génnem
(p, jie) 0g tangerer hyperplanen R x {po). Afhangig af.foftégh—
ene pa udtrykkene (SP2) og (SP3), findes der ikke 1igevegts—
punkter i nerheden af (p,ped, nar p < pe [p > pel og to 1ige*-

vwgtspunkter i nerheden af (p,peo> for hver parametervwfdi

Jde

'p.>;p¢ [ u < pol., De to ligevegtspunkter for x = Fp(;) ne&r
(p, o) er hyperbolske (altsa ikke elliptiske) og har (derqu)
stabile mangfoldighedar med dimensioner k og k+i, hpnholdsvi$f
Desuden er mmngden af ligningssystemer % = Fp(x)) . der til-
fredsstiller (SP1) -~ (SP3) Aben og tet i rummet af C®-én-para-
|lmeterfamilien af vektorfelter F, med 1igevwgtspunkt i (p,po)

med . en egenvwrdi lig O.

Bemmrkninger til TEOREM 1
Normalformen, den betragtede familie kan reducereées til,

er: ¥ = u - %2, hvor ligevaegtspunktet er <(p,pe) = (0,0). Der

1) En egenvektor (hejre) ¥ af n x n matrix A, er en vektor forskellig fra
nulvektoren, som tilfredsstiller ligningen ‘
AV = AV (eller (A - \B)V = 0
for nogle A € C. (A er en egenverdien til 9.
En venstre egenvektor W af den samme matrix A, er en vektor, der
tilfredsstiller ligningen
WA - B = 0
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eksisterer alts& i1kke noget ligevagtspunkt for u < 0, men
derimod to for u > O, nemlig x = V. Den ene af disse
eﬁ?tabil (x = +VQ), men den anden er ustabil (x = -VY@). Trans-
versalitetsbetingelserne (8P2) og (SP3) Dbliver i dette
tilfelde 1 og -2 hhv. og er derfor opfyldt.

_.Teoremet forudsztter, at der ikke er et ligevagtspunkt i
nerheden af (p,pe>. Det udelukker situationen, hvor f.eks.

2=20er ligevegtspunktet for alle p. I det +tilfelde bryder

62Fp
(SP2) sammen og mA erstattes med Tw’(m (P) # 01 O,pe). Da
kaldes bifurkationen itranskritigk. Normalfunktionen for denne

type er X = ux - x=,

Mange fysiske systemer er symmetriske. Hvis et én-dimen-
sionalt system skal vere symmetrisk (om 0> skal F, vere en
ulige funktion ddvs. Fu(-x) = -Fu,G)), Specielt wil F,, have
fixpunkt i x = 0. Ulige funktioner kan ikke tilfredsstille
§2F .
Spéx
transkritisk bifurkation. Man kan imidlertid erstatte (SP 33

betingelsen # 0, hvorfor der ikke kan forekomme en

med
§=F,
&x=

betingelsen # 0. Derved far man en pitchforkbifurkation.

I denne situation vil ligevagtspunktet (x = O skifte
stabilitet og der opstdr +to nye ligevegtspunkter (gennen
symmetrien af Fo). Normalformen for piltchforkbifurkationen er

L ]
X = ux - xX=,

Hver af normalformerne ovenfor giver superkritiske (det
‘'normale') bifurkationer. Dvs., det i1kke linesre 1led virker
modsat det linesre led, hvorfor de giver stabilitet. Hvis det
ikke~linemre led virker sammme vej som det linegre vil det
linezre virke destabiliserende og man fAr subkritiske

bifurkationer (se fig.1,2 og 3). De tilheorende ligninger er:

X = M +x=

L

X = ux + %=
Ad

X = ux + x=
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Fig.l Subkritisk saddelpunktsbifurkation

A%

\rv

Fig.2 Subkritisk transkritisk bifurkation

Alle de nzvnte bifurkationer hesnger altsa pa, at éen , : :

egenverdi antager verdien 0 (jvi. teoremet).
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Den folgende bifurkationstype - Hopf-birfurkationen -~ kan
opst&, hvis realdelen til to forskellige egenverdier (og disse
er komplekst konjugerede? bliver O 1 Dbifurkationspunktet.
Selvom teoremet (TEOREM 2 altsad) kan generaliseres til at
gelde for d-dimensionale flows, vil vi for overskuelighedens

skyld kun angive det for to-dimensionale flows.

% IEQREM 2 Lad det to-dimensionale differentialligningssystem
% = Fu(z), hvor % eyhﬁ,'p e R og Fuo e C< (K 2 4) have lige-
vegtspunktet Q = (0,0) for alle p e R. Antag, at D.FuL(0,0)

jhar to forskellige, simle, komplekst konjugerede egenverdier

1) og 2, hvor p < 0 3 Re(h) < 0 ;=0 = Reh) = 0 og
Il > 0 2 ReX) > 0. Antag desuden at
dRe O\ (22

dp Bo= pe
Da findes en (mindst to gange differentiabel) funktion

B l-e;el - R sdledes, at punktet (x:,0,pu(x:2) ligger p& en
2

X0
x1 2 0, og sf@ledes at u(0> = 0,
Desuden findes en omegn U af (0,0,0> 1 R= x R s8ledes, at

lukket kurve med periode = og radius voksende som pu for

enhver lukket kurve 1 U er en af de ovenfor n=zvnte.
Hvig yderligere x = (0,0) er asymptotisk stabil for p = 0,

da er pix:) > 0 for alle x1 # 0 og kurverne vil vere tiltrsk-

kende.

Bemmrkninger

Forudsstningen, at Re(l) < 0 for u < 0 bhetyder, at lige-
vegtspunktet (X.,x=2) = (0,0) er asymptotisk stabilt, mens det
er ustabilt for p > 0, idet Re(\) > 0. Da der desuden er tale
om komplekse egenverdier vil lesningskurverne spiralere ind
mod ligevegtspunktet for u < 0. Den sidste del af sztningen
siger, at dette ogsA er tilfeldet 1 p = 0, For u > 0 etableres
en grensecykel med radius = p. Denne vil - 1iflg. teoremets
sidste punkt - vere stabll. Nedenfor er teoremets kvalitative

indhold segt illustreret:
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Den viste Hopf-bifurkation er superkritisk. Der findes lige-
ledes en subkritisk, som er omtalt 1 kap. 2. At redegere for
de tekniske betingelser, der ferer til en subkritisk Hopf-
bifurkation krever, at vi stabler et sterre matematisk apparat
pé& benene, hvilket vil fere for vidt her. Vi kan 1 stedet
henvise til Marsden og McCracken, 1976, kap.4.

Bifurkationer i iterative systemer
De’ félgende bifurkationsteoremer vil udelukkende handle

om iterative afbildninger (f.eks. Poincaré-afbildninger).



Som nevnt i hovedteksten vil der vere 3 fundamentalt set
forskellige typer af bifurkationer af fixpunkter for en
Poincaré afbildning §, svarende til, at en egenverdl til Df
bliver +1, -1 eller at to komplekst konjugerede egenvérdier
samtidigt opha&r normen 1. Vi vil angive teoremer for de to
éidstnmvnte typer. Tilfeldet +1 giver anledning til en Eifur—
kgkion analog til saddelpuﬂkt;bifurkationen, en transkritisk
bifurkation eller en pitchfork bifurkation. De afledte lig-

ninger for egenverdi = +1 er
1= x + p - x2 (SP)>
2)ix) = (1 + wx -x= (Transkritisk)
)= 1+ wx - x= (Pitchfork)

Den transkritiske bifurkation kan illustreres med den
logistiske afbildning
, Fulx) = px(1 - =0,
der har fixpunktet xe. = 0. Egenverdier til Df, er bestemt ved

AT N T Z2MXe = M for xo = 0,

Der er saAledes bifurkation i (xXo,pe) = (0,1). Udover xo = 0
har §, ogs& fixpunktet xi = 1 - 1/p. For 0 < p < 1 er xo = 0
et stabilt fixpunkt, mens x: = 1 - 1/p er ustabilt. Disse

stabilitetsforhold skifter i1 (0,1) 1 overensstemmelse mned den

transkritiske bifurkation:

Fig.5 ;kx)
Y
Y i
" ——— ey
0 ‘,/,’L Y /A
.
7’
A
v’ !
0 |

Saddelpunkts— og pitchforkbifurkationerne er ligeledes 1

overensatemmelse med de tilsvarende for kontinuerte flows.
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Afbildninger, hvor egenverdien bliver -1 'kan underga eh;’

flipbifurkation, som ogsé& kaldes en subharmonisk bifurkation

eller en periodeforboblingsbifurkation.

Metoden til reduktion til én-dimensionale afbildninger f.

er afledt af et centralt teorem: centermangfoldighedstecrenet,
der ievrigt ogsd er argumentet for at d-dimensionale flow3~kén
" reduceres 'til dimension = 1. Vi vil ikke fordybe os 1 dette

teorem, men blot udvikle den én-dimensionale afbildning. Hvis

0 er et fixpunkt for afbildningen med tilherende egenverdl = - .

1 bliver Taylorudviklingen til 3.grad:

fuof(x) = -x + ax® + bx® + h.o.1l.

Setningen om implicit givne funktionef giver, .at dér
findes en glat kurve (x(u,p> af fixpunkter i planen, éom gér
gennem (0, pno)). Ved at sammens#tte f,. med sig selv fas:
fo. o = ~(-x + ax® + bx®) + a(-x + ax®)Z + b(-x)= + h.o.1l.

‘ = x - 2bx® - 2a2x® + h.o.l. '

x - 2(b + a®)x® + h.o.1.

[}

Denne afbildning, fﬁ vil have fixpunkter ne&er (0, pus), men
disse vil ikke vere fixpunkter for f§,. Man kan indse, at f.
har ligheder med pitchforkbifurkationen, hvilket betyder, at

f,, er periodefordoblet. Man kan vise folgende:

TEQREM 3 Lad §,. : R » R vere en familie af afbildninger, hvor
Fare haf fixpunkt 1 x. med egenverdi -1. Antag at ’
I ‘ §§ 6= 5=
(F1)> *g;f.—E;;— + Z.E;E;— # 0 1 (xXo, po)d
1§25 1 6%
(F2) a = 3 Sx= + g.g;; # 0 1 (Xo, o),

Da findes en glat kurve af fixpunkter gennem (Xo,po), hvis
stabilitet skifter 1 (xe, o) slledes at ¥ \ {((xXo,no)} er en

forening af hyperbolske periode-2 baner. Y har desuden

kvadratisk tangens med linien R x {pe) 1 (xo,pue).

Bemzrkninger
For at illustrere indholdet af denne s=tning, der her

handler om én-dimensionale afbildninger, vil vi fremhesve den




logistiske vmzkstmodel:
(%) fulx) = pxd(l - x» y, x € [0;11 , p e [0;41.

‘Fixpunkter, X, til (%) findes af X = §,(X> til

=09
1 - 1/p 1
Jacobimatricen til §, i punktet x = 1 - i er . __
6’}}! 1) : 1
S x 1-N=p-2p~(1—“)=2—u

hvilket samtidig er egenverdien til matricen. Denne skal i
bifurkationspunktet vere -1, Dvs, 2 - u = -1 & po = 3., Dermed
er det akuelle fixpunkt xo = 1 - 1/3 = 2/3. Indsettelse 1
venstresiden til hhv. (F1) og (F2) giver:
21
(F1): %o (1l =~ %o) (=202 + 2(-2xe) = 5»5(—2:3) - 4.
1

1
(F2): a = 50("'2},},0) + 5.0 = ~je = -3 % 0

= -4 % 0

Wl w

Altsad er begge betingelser 1 s®tningen tilfredsstillet,
hvorfor der eksisterer en glat kurve af fixpunkter for .
gennem (Xo,po), 0g disse vil skifte stabilitet 1 (xXo,pe2. [
dette tilfelde vil der vare tale om at ga& fra stabil til
ustablil (Jvfr. £ig.6). Desuden vil der vere en differentiabel
kurve ¥ bestidende af hyperbolske (dvs., egenverdien 1 dissze
punkter er ¥ 1 - eller rettere modulus af egenverdierne?

periode~2 baner samt punktet (xo,ue) = (2/3,3) (se fig.6>

Fig.6

‘/uS‘l?(BYLT PONKY
Yy |

1 g oy ‘ RX
sof - p o wipd

. KURVE RESABNDE
AF Efx PUAKTER

L

Q
Goja
M-1
UW%T
-
R




164

Ved sammensetning af § med sig selv, kan man viée, éf.f§5
for n € N alle vil undergd en flipbifurkation som ovenfor. R
Hvis a i TEOREM 3 er positiv er flipbifurkationen supef;
kritisk, mens den er subkritisk, hvis a < 0. Hvislder er tgie
om en Polincare afbildning for et flow, kan flipbifurkationen
kun forekomme, hvis dimensionen af éystemet : 3. _
Det sidste bifurkationsteorem, vi nzvner, vil vi ikke kcﬁ—'
mentere, da dets indhold og implikationer er dybt tekniske, og

bl.a. involverer rotationstal i dets geometriske fortolkning:

TEOREM 4 (Den sekundsre Hopf-bifurkation) |

Lad f, Rz 5 R2 vare en én-parameter familie af to-dimen-’
sionale afbildninger, som har en glat familie af‘fixpunkfer
i(ﬁ), hvor egénvwrdierne" er komplekst konjugerede XM(uw 'bg

X (). Antag, at

(SH 1> IxCued! = 1 , men X3 (ued # 1 for §J = 1,2,3,4.
diau!
(SH 2>  ———7 =d £ 0.
dp v

Da findes en glat wmndring 1 koordinater h sa& udtrykket\for
hf o h—' i polere koordinater har formen: A
hfoh='(r,8) = (r<l + d(u - ped + ar®),8 + ¢ + br® + h.o.l.

Hvis desuden
(SH 3> a # 0

er opfyldt, findes en 2-dimensional flade X i R= x R med
kvadratisk tangens med planen RZ x {po) som er invariante
overfor f. Hvis £ RZ® x {u} indeholder mere end eet punkt, da

er X en simpel lukket kurve.




Appenrndi x T X
Implementering af Lorenz-modellen i "CTS"

PROGRAMUDSKRIFT :

[N MODELDEFINITION TIL CTS -
MN$= "LORENZ" -

UserPath$= "c:\tb\cts\data\"

- $INCLUDE "CTS.INC"

NLBetingelser:

' NL-BETINGELSER -
RETURN (benyttes ikke)
InterneKonstahter:

' INTERNE KONSTANTER —_
RETURN ‘ (benyttes ikke)
OutputVariable:

' OUTPUT-VARIABLE -~
X=LE (1)

Y=LE(2)

Z=LE (3)

RETURN

Rateligninger:

' RATE-LIGNINGER ——
X=LE (1) : Y=LE(2) : Z=LE(3)

RA (1) =P* (Y-X)

RA(2) =X* (R-2Z)-Y

RA(3) =X*Y-B*2Z

RETURN

(Det fglgende benyttes ikke, men er med pa brugerfladen)

$tyring098t¢j:

STYRING OG ST@J -

RETURN
BrugerPlot:
b — BRUGERDEFINERET ELEMENT PA GRAFISK MENU ————————

RN
P e BRUGERDEFINEREDE FUNKTIONER OG SUBRUTINER —-—————-—
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Appendi x IIX

Implementering af Liaupnov—-eksponent proceduren o

i Lorenz-modellen og i torsionsrendul-modellen.

PROGRAMUDSKRIFT AF LORENZ-MODELLEN MED LIAPUNOV—PROCEDUREN;

e MODELDEFINITION TIL CTS
MN$= “"LIALOREN" ‘
UserPath$= "c:\tb\cts\data\"
$INCLUDE "CTS.INC"

NLBetingelser: '

' NL-BETINGELSER .
RETURN ' (benyttes ikke)

InterneKonstanter:

' INTERNE KONSTANTER —-
XXX=0:YYY=0:22Z=0 | -
1n2=1log (2)

RETURN

OQutputVariable:

' OUTPUT-VARIABLE
IF LE(0)=TO THEN XXX=0:YYY=0:ZZZ=0:RETURN .
V1X=LE(4) :V1Y=LE(5) :V1Z=LE(6) (de 3 basisvektorer)
V2X=LE(7) :V2Y=LE(8) : V2Z=LE(9) -
V3X=LE(10) :V3Y=LE(11) :V3Z=LE (12)

(normalisering og reortogonalisering af de 3 vektorer)

V1L=SQR(V1X"2+V1Y“"2+V1Z2"2)
LE(4)=V1X/V1L:LE(5)=V1Y/V1L:LE(6)=V1Z/V1L

PRIK21=V2X*LE (4) +V2Y*LE(5) +V2Z*LE(6)
T2X=V2X-PRIK21*LE(4)

T2Y=V2Y-PRIK21*LE(5)

T22=V2Z2-PRIK21*LE(6)
T2L=SQR(T2X"2+T2Y"2+4T22"2)
LE(7)=T2X/T2L:LE(8) =T2Y/T2L:LE(9)=T2Z/T2L
V2L=V2X*LE(7)+V2Y*LE(8) +V2Z*LE(9)
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- PRIK32=V3X*LE(7) +V3Y*LE(8) +V3Z*LE (9)
PRIK31=V3X*LE (4) +V3Y*LE (5) +V3Z*LE (6)
T3X=V3X-PRIK32*LE (7) -PRIK31*LE (4)
T3Y=V3Y-PRIK32*LE (8) -PRIK31*LE (5)
T3Z=V3Z-PRIK32*LE(9) -PRIK31*LE(6)
T3L=SQR(T3X"2+T3Y"2+4T3Z"2)
LE(10)=T3X/T3L:LE(11)=T3Y/T3L:LE(12)=T3Z/T3L
V3L=V3X*LE(10)+V3Y*LE(11) +V3Z*LE(12) o

(beregning af Liapunov-eksponenterne L, I og A)

XXX=XXX+LOG(V1L) /1n2

L=XXX/ (LE(0) -TO)

YYY=YYY+LOG(V2L) /1n2

I=YYY/ (LE(0)-TO)

Z222=ZZZ+LOG(V3L) /1n2

A=ZZ2Z/ (LE(0)-TO0)

(intern leveljustering)

FOR kkk=4 to 12:L1(kkk)=LE(kkk) :LN(kkk)=LE (kkk) :next
RETURN

RateLigninger:

! RATE-LIGNINGER
RA(1)=P*(LE(2)-LE(1)) (Lorenz—-ligningerne)
RA(2)=LE(1)* (R-LE(3))-LE(2)

RA(3)=LE(1)*LE(2)-B*LE(3)

RA(4)=P* (LE(5)—-LE(4)) (de lineariserede ligninger)
RA(5)=(R-LE(3))*LE(4)-LE(5)-LE(1)*LE(6)
RA(6)=LE(2)*LE(4)+LE(1)*LE(5)~-B*LE(6)

RA(7)=P* (LE(8)-LE(7))

RA(8)=(R-LE(3))*LE(7)-LE(8)-LE(1)*LE(9)
RA(9)=LE(2)*LE(7)+LE(1)*LE(8)-B*LE(9)

RA(10)=P* (LE(11)-LE(10))
RA(11)=(R-LE(3))*LE(10)-LE(11)-LE(1)*LE(12)
RA(12)=LE(2)*LE(10)+LE(1)*LE(11)-B*LE(12)

RETURN
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PROGRAMUDSKRIFT AF TORSIONSPENDUL-MODELLEN
MED LIAPUNOV-PROCEDUREN :

- ——— . MODELDEFINITION TIL CTS ———-———

MN$= "TORPED" |

UserPath$= “C:\TB\CTS\RESUL\"

$INCLUDE "CTS.INC"

NLBetingelser:

. ~ NL-BETINGELSER e
RETURN (benyttes . ikke)

InterneKonstanter:
' - - : INTERNE KONSTANTER - -
(fastlezggelsen af diverse interne kontsténter)"'
"R=0: M=0.024: I=0.00154: K=0.02: In2=log(2) ‘
TOPI=2*PI: RaMa=O{1248—0 490*R: ITOT=M*RaMa"2+I: : KRMO=M*9 : 82*RaMa'
omega=TOPI* (0.08%Q-0.1) : BEGY=2.3E-5*exp (B*1n2/0.7) -
aaa=SQR(K/ITOT) : bbb=KRMO/SQR(ITOT*K) : ccc=BEGY/ITOT:ddd=5/1TOT
(bestemmelse af egenvaerdi og retningen for basisvektorerne)
csu=cos (LE(1)): s91=SQR((ccc"2)/4+(bbb*csu/2) “2) V
lal=sql-ccc/2: la2=-sql-ccc/2
T2U=bbb*csu/ (2* lal) : T2L=SQR(T2U“2+1):LE(3)=T2U/T2L:LE(4)=1/T2L
T2U=bbb*csu/(2*1a2) : T2L—SQR(T2U“2+1)-LE(5)=T2U/T2L-LE(6)41/T2L
(fastlxeggelse af MMM og NNN for hurtigere konvergens)
MMM=1al*PA(0)/(2*1n2): NNN=1a2*PA(0)/(2*1n2) |

RETURN

OutputVariable: _

' —_— ———  OQUTPUT-VARIABLE —— === ————- -
U=LE (1) (udsving)
P=LE (2) . . (impulsmoment)

(udfra egenverdierne bestemmes det fgrste get pa Liapunov—eks.)
IF LE(0)=TO THEN X=1a1/in2: Y=1a2/1n2: RETURN

"(normalisering og reortogonalisering af de 2 vektorer)
V1L=SQR(LE (3) "2+LE(4) "2)
LE(3)=LE(3) /V1L:LE(4)=LE(4) /V1L
prik=LE (3)*LE(5)+LE (4)*LE(6)
T2U=LE(5) -prik*LE(3) : T2P=LE(6) -prik*LE(4) T2L SQR(T2U"2+4T2P" 2)
T2U=T2U/T2L:T2P=T2P/T2L:V2L=T2U*LE (5) +T2P*LE (6)
LE(5)=T2U: LE(6)=T2P '



(beregning af Liapunov—eksponenterne X og Y)
MMM=MMM+1o0g2(V1L) : NNN=NNN+1log2 (V2L) o
TTT=LE(0Q) -TO+PA(0) /2
X=MMM/TTT: Y=NNN/TTT

(intern leveljustering)
FOR kkk=3 TO 6: L1(kkk)=LE(kkk): LN(kkk)=LE(kkk): NEXT
RETURN ) ' |
RateLigninger:'r
' RATE-LIGNINGER ————=———m—mm o
(Torsionspendul-ligningerne)

RA(1)=LE(2)/ITOT

RA(2) =K* (A*sin(omega*LE(0))-LE(1))+KRMO*sin(LE(1))-BEGY*RA (1) —_
N* (exp (5*RA (1)) -exp(-5*RA(1))) / (exp(5*RA(1))+_
exp (-5*RA(1)))

(de lineariserede ligninger)
RA(3)=LE(4) *aaa
RA(4)=LE(3)* (-aaa+bbb*cos(LE(1)))—_
LE(4)* (ccc+N¥ddd* (2/ (exp (5*RA(1)) +exp(—=5*RA(1)))) "2)
RA(5)=LE(6) *aaa
RA(6)=LE(5) * (—aaa+bbb*cos(LE(1)))—_
LE(6) * (ccc+N*ddd* (2/ (exp(5*RA (1)) +exp(-5*RA(1)))) " 2)

(benyttes ikke)
RETURN
StyringOgStoej:
f———— e STYRING 0G ST@J ——————————————————m
RETURN

BrugerMenu:

RETURN
BrugerPlot:
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Appendissx IV
Implementering af torsionspendulmodel i *"CTS®

I dette appendix vil vl kort gennemgh implementeringenfaf‘
nodellen for torsionspendulet i simulationsprograﬁmet "CTS" Y

Zelve rateligningerne RA(1) og RA(2) er gennemgiet 1 kap 5.1;,

Flg.l Udskrift af programmet " TORSIMUL"

e e INTERNE KONSTANTER —————=——— e e
PERI=1/(0.08X%0-0.1) : : : » ‘
RaMa=0, 1248-0,.490%R
ILOD=MxRaMa™2
ITOT=ILOD+I
TOFI=2%F1
KRMO=M¥g¥RaMa
BEGY=2.Ze- 5*e<p(10a(")/0 7KB)

“SLUT=2.3e~5%exp (log (2) /0. 7%S)

"DEMR=10g (2) /0. 7% (S-B) / (T+1)

RETURN
DutputVarxable.

u=LE(1)
L=LE(2)
D=B+ (DEMFXLE (D) X0O.7/1og(2))
F=QXsin (TOFIXLE () /FERI+F)

RETURN
RatelLigninger:
e e RATE~LIGNINGER ————~—-——f-—-——-~—+—f*~**
ra(l)=LE(2)/IT0OT '
ra(“)—}*(A*s1n(TDPI*LE(U)/FERI+F)—LE(1))+FRMO*51n(LE(1))
-BEGYXexp (DEMPXLE(O) ) kra(l) _
—(exp(Skra(l))—exp(-DX%Xra(l)}))/(exp(Skra(l))+eup (-S¥ra (1)) XN
I afsnittet "Interne konstanter" defineres omregninger, som
kun foretages een gang - ved simulationsopstart. Heri omregnes
de brugerdefinerede fysiske parametervardier til modellens
konstanter, f.eks. .
PERI = 1/¢0.08%Q-0. 1)
omregner fra motorspendingen Q til motorperioden PERI.

Relationen

RaMa = 0.1248-0.490*R

1) For .en narmere gennemgang af selve simulationsprogrammets opbygning
henvises til IMFUFA tekst nr. 121.




fastlegger afstanden fra torsionspendulets centrum  til
massemidtpunktet af loddet og stangen, loddet sidder pa. Denne
indgar dels 1 fastleggelsen af det samlede inertimoment ITOT
og dels i den konstant, KRMO, der nede i'rateligningeniRA(z)
skal ganges p& sinus til udsvinget SIN(LE(1))> for at -give

tyngdekraftens kraftmoment p& systemet. Relationerne

i

BEGY 2.3e-5%exp(log(2)/0.7%B),

SLUT = 2.3e-5*exp(log(2)/0.7%*S) og

DEMP = lag(2>/0.7%((S-B>/ (T+1>>
fastlegger 1 leddet
BEGY*exp ((DEMP*LE (0))*%RA (1))

en vekstrampe som leber 1linesrt fra Begyndelsesdempnings-
spendingen B til Slutdempningsspendingen 8 1 kerselsliden T,
nemnlig:

D) = ((S=BX/(T+1X)*LE

NAr Dzmpningsspendingen D sAledes #ndres linesrt betyder
det at selve faktoren foran RA(1Y felger en aftagende
ekponentiel funktion, sé@ledes at endringerne i dsmpniungen
foregér langsommere, nAr D er tet pA 0. Det er hensigtsmessigt
P& to mhder. Dels fordi systemet endrer karakter ved mindre og
mindre variationer af D, jo mindre D bliver. Dels er det hen-
sigtemessigt udfra p=mdagogiske hensyn, at D &ndrer sig
line=mrt.

I afsnittet “Output-variable" defineres de sterrelser, der
snskes lagret for senere bearbejdning. Vi lagrer udsvinget u
(LE(1>), Impulsmomentet at skiven L (LE(2))=, den
ojeblikkelige dempningsspmnding D og motorpositionen F. D er
valgt som output for at lette arbejdet med simulatiocnerne
shledes, at systemet kan startes med de helt samme betingelser
i en ny simulation.

Fig. 2 viser en konkret initialisering af modellen.

2> I nogle versioner har vi dog lagret vinkelhastigheéén w=RA (1)=L/ITOT.
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‘

Fig. 2 Initialisering af modellen.
Model: TORSIMUL ( 23 skridt, max 4095 ) - Fath: C:\cts\gym\. |
LEC O )= 57.51953125 : Tid (Q-levels: &) ' B E
LEC 1 )= 0,.553541895145547
LE( 2 )=-1,394471107549238E+003
LEC 3 )= O :
LEC 4 )= O H
Dutput variable:
e Udsving (rad)
L: Impulsm. (I¥w)
D: Dasmpspnd.V ()
F: mot.Fos. (rad)
Eksterne konstanter
A = 06,1373 motorAmplitude (rad)
F = 0 motorstartFase (Rad)
a = 6.25 motorspaending (volt)
g = 9.82 tyngdeacc. (m/s™2
I = 1.94E-003Inerti af hijul (ka¥m™2)
K o= 2E-002 e2lasticitetskonstant (J)
M= 2.4E-002 Masse af stang+lille lod (kg)
N = 1E-003 faststofghNidning J) ) _ s
R = 0 aftstand fra yderpunkt af stang til lod (m) -
B = 3 Begynidel ses—daempningsspasnding (W)
L Slut-dasmpningsspaending (V)
T o= 1EOOO boersaelsTid (sek)
Antal Cifre DG = 9
Reference level LR = 1
oy = 2.5

Outputinterval
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Apperndix<

De konstitutive regler for de forskellige
elementer (ikoner) i energib&ﬁds—diagrammerne.1

Energibdnd med orienteringen fra A til B:

A ey —— B

hvor f (flows) er strgmme og e (efforts) er spendinger.

Lager til oplagring af levelvariablen:

X-lager for kinetisk O0-lager for potentiel
energi: energi:
/x /(o
P
> { l { N\ 3_
dE : E : >
S P Eae] i_i @ (@]
Transformatorer:
N\ | '\ N\ | —
7 IT/ 1 = < —f+—
T . {f Te -T{ e -{ Te
(o [N
{ 7 lT/// i 7
Symmetrigk transformator: e ¢ v e

| N \ AN
1 74 @ —
e f e -f

Symmetrigke samlere:

X-samler: O—samler:
\
< (O
fog 3 £ ¢ f M f3 %
fa T €
‘g.l:{;*f;’ g_':a&:ps ! L
&t Rt g,=0 €2 L-*{a+f3:0 ¢\¥A
X—gyrator:
> >
e,=hfy 1, fa % =hi

1) 1 dette appendix er kun medtaget de regler, vi benytter i kapitel
7. En mere omfattende og kommenteret gennemgang af de kanstitutive reqgler
findes 1 Christiansen, 1978.



Appendix VI

Supplement til kapitel 7

Lignin 3): En kvadratisk form kan udtrykkes som en funkﬁionf
f(q), der er lig en sum af produkter mellem to koordinater
fra vektoren q. En kvadratisk form kan altid skrives som fia)
= q*Tq, hvor T er en symmetrisk matrix. A

Settes @ =/4.\ er @* = (4:,9=,...,9«) konjugeringen har her
G , ingen effekt idet alle
. q er reelle. .

. da

~ . . . - ‘.
g*Tqd = (94 ,92,...,9¢)'/ Tas Tiz .... Tia ?1
: Tey Tz ... Tza d=

Tas Taz .... Taal \ de
= (é1,éz,...,éa) T11é1+T1262+....+T1déa
Té1Q1+Té2é2+....+T§de
Tm;lc.lfl'chzq.:a-t- ‘e .+Tc1c|q.d

= (d1,9=,...,4a) Z:‘-..J, Tia «qQa

]
z: Ters . Qs
s,

. « - e [v] o . (=) .
= Q1.Z: Tis-~qu + QQE: Tzs-gs+ ... + Qui: Tas. qa
1o, L ey, Lo,

__g’ . - (=] v . ] . ]
=2 Tia < Qs Qa +§:' Tais Qas G2 + ... +§: Tas 91+ Qe
4 m g T g, A e .
=] . .
=§E Tis-qaeqy.

Loy Jemy

Lignin 4




Fgrst skriver vi (jvf. ligning (3)) den kinetiske energi op:

'
° °

Buin = 1/2‘6*’1‘6 = :|./2'Z‘Ill Zd Tx_-)rc‘h&_:. hvor Tis = Tas

domal Jemy

TE;un = 1/27:77("1‘11";112 +?T12-Q1'QE T + Tir;;qi e P>
i 'Y e L4 7 ° o
+ Tz1:Qe Qs + Taz =" +..... + Taa 9= Qa
+ .....
. e ® L e [ ] .
+ Tos1+Ga- Q1 + Taz .Ga g +..... + Taas- 3a™) =
® a L4 L] L]
Fuim = 1/2+(T11-91% + 2°Tiz 91 .Q= +..... + 2¢Tia- 91+ Qe
- ®© .
+ Tez Q== +..... + 2-Tea 9= . Qa
+

- N
+ Taa«9u=).

Derfor bliver f.eks.

bT L ] L °
" = 1/2°(2T11+qs + 2Ta=-qa +..... + 2'Tia +Qa)
bq;
= Tia-qs + Taz-Qa +..... + Tia* 9a
=2 Tis+qs

eller mere generelt

T . .
—— o Tyieqy + Tizeqa +..... + Tiar da
daq,

[=1 -
"4‘—}_1'1‘1_-:' 9y .



Lignin S

Jvf. (3) er T(3:9) = 1/2-9*.T-q.

Jvf. vores antagelse omkring matricen T:., kan vi skrive - -

T-*F = T*(Td) =(T"*T)G = Ea = §, hvor E er enhédsmatricen.

T(9;9) = 1/2-q*.T.q
= 1/2-(T-*p)* T (T"*p)
= 1/2-p* (T"*)* (T T"*p) ®
= 1/2F* (T"*)*: (E. p) |
= 1/2:p* - (T"*)*.p

= 1/2.3*T*p ®

Hermed bliver

Skrives ovenstdende ud (jvf. metoden ved udledningen af ligning
(3)) fds ligning (5): : o

4 w3

T(3;3) = T(3:P) = 1/25 3. Tea Puba.
J N

® Nar et matrixﬁrodukt transpaneres flyttes om pa rakkefﬁlgen'af de
transponerede matricer - ellers passer antallet af rekker og sdiler (jo)
heller ikke med hinanden.

@ T-** = T-, idet T er symmetrisk, hvorfor ogsa T-* er éymmetriék.



Ligningerne for

177

db‘;h ci‘c ?@M&&,Le't X Muﬁl{o\,‘_&l‘ :G}.rma Ler{’pﬁ‘

e hw(ﬂn’éz)'h f(rz Yuag lz) Pr -

3 ‘_;/3;_?1* wih len(@-9) Pe 4,=
Y RO o Lﬂr"’ra)] ) LT ewl c‘;"\z(q\"@aj
b= -
R TP AR leule e )pf
+ T, 1f ﬁm(q;aa)[:x‘m&t’( 400 (g ‘-qz))J Pi Py
T 250 Pud 205,42 )] f;]
f"),= J [_‘. (
z[I-;MLZSYh‘(q ‘iz)] rool fsiuleg- %)]f'
2L un, Lenlg - ‘%c)[l +ug (50t (4,-9. ) - -2uglot4,) Jﬁfz
31 (I\+MLLZ)MLLZS1‘M [2(5,-4,) f{'}
—wA :.~a~ft n4ug,
) o 2t +uay 6 Leon (4, =42 Jorte+ (3 4w lt) 12 gl g, Vg
th "™ {

% Lo w0550 (4.4,
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Appendix VII
Implnmpntering af dobbeltpendul 1 "CTS™

I implementeringen af modellen for dobbeltpendulet i "CTSR
er der tre ekstra procedurer - udover selve rateligningerﬁe.bg'
konstanter, som er gennemgéet i kap.6 - som skal have haQedéff
paf ord med pa vejen. -
Energilustering: Froceduren serger for, at man ira_brugef—
fladen kan definere den sterrelse, systemets camlede enefgi
skal have under'simuiationen (omrade la 1 programudskriffén
nedehfcf>, Fra brugerfladen defineres udover energién, E,ﬁgt
sat begyndelsesbetingelser, som onskes simuleret. NAr prbgfém~‘
met startes leses ferst omradet " INTERNE KONSTANTER“ og alﬁsa
omrade " ia. Udfra de angivne LE(3) og LE(4) (impulsmomenterne
for hhv. stang 1 og 20 udregnes Systémets kinetiske energi
Evin, o0g tilsvarends udfra LEC1) og LE(2) (udsvinget af é{ang )
1 og 2) den potentielle eénergi Epwe. Summen af disse er den
totaie energi Evar. Nu onsker vi at denne sterrels se skal vere
11ig - det E vi definerede 1 brugerfladen. Dette sikres i

procedurerne
LE(3)=LE(3) ¥3qr (1+ (E-Evar?/Buin’ 0f
LE(4)=LE(4> *Sqr (1+<E—Evar) /El-: !.rn)

som justerer impulsmomenterne af stengerne, og dermed Ewin 34
Evar bliver E..Justéringsproceduren tager udgangspuﬁkt i den
betragtning, at Ewiw er proportional med lsngden af den
vektor, (LE(3),LE(4)> udger. Se fig.1. |

I 1 g‘ (3 1
Bhiny LGOS ¢ mzm)a

% e + LEw?




Fig.2 Udsbriftad erogram 179

INTERNE KONSTANTER - —————— e

TOPI=2*PI:gacc=9.82

mll12=M*L*L:mgr2=M*gacc*R

Ine2=M*R*R:Jnel=N*35*35

konn=-L/R

[LE(1)=LE(1)-TOPI*int (LE(1)/TOPI):LE(2)=LE(2)- TOPI*lnt(LE(2)/TOPI)1CJ
a=konn*cos(LE(1)-LE(2))

c=sqr((Jnel+mll12* (sin(LE(1)-LE(2)))~2)/Ine2)

h=konn*(sin(LE(1)- LE(2))*LE(B)—konn*LE(4)*31n(2*(LE(1)—LE(2)))/(Z*P))
Ekin=(LE(3) "2+LE(4)"2)/(2*Ine2)
Epot=gacc* (N*S-M*L)*cos(LE(1))-mgr2¥*cos(LE(2)) |-
Evar=Ekin+Epot , g 1t
LE(3)=LE(3) *sqgr (1+(E~Evar)/Ekin) a
LE(4)=LE(4) *sgr (1+(E-Evar) /Ekin)
TGam=LE{0D)

VGam=sin(LE(1))

PGam=sin(LE(2)) |b
WGam=LE(4) / (Ine2*c)
ZGam=(LE(3)-a*LE(4)/c)/Ine2
Gam=PGam

RETURN

OutputVarlable

- -—  QUTPUT-VARIABLE ——— =
LE(1)=LE(1)-TOPI*int (LE(1)/TOPI):LE(2) LE(2)—TOPI*1nt(LE(2)/TOPI)25}
Ekin=(LE(3)"2+LE(4) " 2)/(2*Ine2)
Epot=gacc* (N*S-M*L) *cos(LE(1))-mgr2*cos(LE(2))
Evar=Ekin+Epot
LE(3)=LE(3)*sqr(1+(E-Evar)/Ekin) 90
LE(4)=LE(4)*sqgr (1l+(E-Evar) /Ekin)
T=LE(0)
V=sin(LE(1))
P=sin(LE(2))
W=LE(4)/(Ine2*¢c)
Z=(LE{(3)-a*LE(4)/c)/Ine2
Y=Evar
X=P
CO=(SGN (X*XGam) >=0) OR (X<}
IF NOT CO THEN

deltaX=XGam—X

OV (0)=(T*XGam~-TGam*X) /deltaX

T=0V(0) Q b

V= (V*XGam—-VGam*X) /deltaX

P=(P*XGam—-PGam*X) /deltaX

W= (W*XGam-WGam*X) /deltaX

Z=(Z*XGam—-ZGam*X) /deltaX
END IF
TGam=T:VGam=V:PGam=P :WGam=W: ZGam=2Z : XGam=X
[For kkk=3 to_4:L1 (kkk)=LE (KkK) : LN (kkk) =LE (kkk) : next 3a/[
RETURN
RateLigninger:

-~ RATE-LIGNINGER -
a=konn*cos{(LE(1)-LE(2))

c=sqr((Jnel+mll2*(sin(LE(1)~LE(2)))"2)/Ine2)

h=konn* {(sin(LE(1)-LE(2))*LE(3)-konn*LE(4)*sin(2*(LE(1)-LE(2)))/(2*¢c))
RA(1)=LE(4)/(Ine2*c)

RA(2)=(LE(3)-a*LE(4)/¢c)/Ine2

RA(3)=-mgr2*sin(LE(2))+h*RA(1)

RA(4)=(—-a*RA(3)—-h*RA(2)+gacc* (N*S-M*L)*sin(LE(1)))/c
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' — SRR
Lengden . af vektor iVIi={(LE(S),LEWM))! henvisar -til -den
sterrelze, Ewin skal have for at E fastholdes, mens lwngdenﬂaf
vektor 1X1=1(LE(3).,LEC4),)| henviser til den storrelse BEuwin
har inden Jjusteringen (Ewins?. Den kinetiske energi er giﬁét.
ved: LE(3)® + LE(4)>=

Eiim =
21

Tilsvarende er den ujusterede kinetiske energi givet ved:

LE(3>Z + LE(HZ

Breams = 2 1
Forholdet mellem Exin O8 Ewirmsx bliver da
" Ekan  LE(3Z>3 + LEWZ
Evim.  LE(3)2 + LE(4)Z
_Idet Ekin = E - Epo; fas

(LE(3>Z + LE(4)2)(E - Epot)

LE(3>% + LE(4)=> = "
. Ek ink

For juéteringen gelder tillige at Epot = Evar =~ Ewinx. Indsmt-

tes dette fAs .
: (LE(S): + LE()%) (Bkinm + E - Evar?-“

LE(3>2 + LE(4»2 =

Ekxﬂw,

Heraf fas
E - Evar,

i

LE(3)2 + LE(4>2 = (LE(3)2 + LE(4)2) (1 +

Ekiﬁ,c

Lader vi denne justeringsfaktor virke p& hvert af leddene fAas:

E - Ewnr‘j
LmsuV@+-—~—-—

LE(3D

Ek i.l'\.’( .

E - Ev-r !
LE4) _\|1 +

LE (4)

Ek’ i Ve

Justeringsprocedurén stiller visse krav til valget .af
begyndelsesbefingelser. f.eks. mA LE(3) og LE(4) ikke vere nuvl
P4 een gang, Og man m& ikke smtte LE(1) og LE(2) pa en sAdan
msde, at Epee » E. |

' For at modvirks kumulerede afrundingsfejl gentages proce-

duren for hvert tidsskridt (1 omréde Za). Omréde 3a, sikrer-at
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et antal hjzlpelevels 1 programmet korrigeres i overensstem-
melse med energijusteringen, '

vt = = , som foregAdr i omr&derne lb og 2b,
bestAr af to trin. Basalt fungerer den ved at frakoble lag-
ringen og udskriften af outputvariblerne naAr kriteriet CO
{(Cancel Outpdt) er sandt. Kriteriet vi har sat er

CO= (SGN (X*Xgam) >=0) or (X<0

Dette kriterium betyder, at der kun kommer output, ndr X
bliver positiv. Vi har 1ladet kriteriet virke pd P, som er
sinugs til udsvinget af stang 2, hvilket betyder, at wvi far
output, n&r stang 1 passerer lodret fra venstre mod hejre. Den
anden afdeling af proceduren laver en line@r interpolation
mellem verdierne af outputvariablerne lige feor (Xgam) og lige
efter (X)) snittet, for at sikre, at Poicaré-snittet virkelig
udger en flad flade og 1ikke en bulet, svarende til den
tilfeldige <(omend 1lille) variation af sterrelsen, hvormed P
overskrider kriteriet,.

Den tredie ekstraprocedure er simpel, og bestér blot i, at
fratrekke 2n fra hhv. LE(1) og LE(2), n&r de bliver sterre end
2m (TOPI>. Proceduren ser saledes ud: (omrdde lc og 2¢)

LE(1) = LE(1) - TOPI*int(LE(1>/TOPID>

og ligesé for LE(2)'s vedkommende.

Inskes X-Y-plot anvendes en anden implemsntering, hvor
Poincaré-snit proceduren er udeladt. Desuden kan vi tillade os
at udelade den 1lebende energijustering, fordi kerslerne her
ikke gar over mere end ca. 30 sek. hvorfor afvigelserne ikke
nar at blive ret store. Vi har her lavet to output mere,
nemlig X og Y som giver positionen af spidsen af stang 2. Vi
har lavet dette output for at kunne sammenligne simulationerne
nmed det virkelige dobbeltpendul. 1D

1> At det netop er den ene ende af stang 2 vi plotter, henger sammen med, at
vi 1 det virkelige dobbeltpendul dér har pAsat en lysdiode mhp. fotografisk
registrering og sammenligning med simuleringer. I gennemgangen af simulation-
erne af dobbeltpendulet i kap. gives eksempler herpA.
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Fl% S Udskriltal progrum til X-U plot

# ——eem—iemem——————————  INTERNE KONSTANTER —-—- e

TOPI=2*PI

gacc=9.82

mll12=M*L*L

mygr 2=M*gacc*R

Ine2=M*R*R

Jnel=N*3*3

konn=-L/R

LE(1)=LE(1)-TOPI*int (LE(1)/TOPI)

LE(2)=LE(2)-TOPI*int (LE(2)/TOPI)

a=konn*cos (LE(1)-LE(2))
c=sqr((Jnel+ml12*(sin(LE(1)-LE(2)))"2)/Ine2)+0. 000001

“h=konn* (s 1n(LE(1)~LE(2))*LE(B)—konn*LE(4)*Sln(2*(LE(1) LE(2)))/(2*C))
RETURN : :
CutputVariable:

e e OUTPUT-VARIABLE ———-—— -
X=L*(sin(LE(2))-sin(LE(1))) ‘ ’ '
=-L*(cos(LE(1))+cos(LE(2)))

V==sin(LE(1))

P=sin(LE(2))

W=LE(4)/(Ine2*c)

Z=(LE(3) a*LE(4)/c)/Ine2

RETURN -

Ratel.igninger: .
[P e i e RATE-LIGNINGER —————~=—= -
a=konn*cos (LE(1)-LE(2)) a

¢=s3gr ((Jnel+mll12*(sin(LE(1)-LE(2)))"2)/Ine2)

h=konn*(sin(LE(1l) LB(Z))*LE(3)—konn*LE(4)*81n(2*(LE(1) LE(Z)))/(Z*C))
RA(1)=LE(4)/(Ine2*c)

RA(2)=(LE(3)-a*LE(4)/c)/Ine2

RA(3)=-mgr2*sin(LE(2))+h*RA (1)

RA(4)=(—-a*RA(3)-h*RA(2)+gacc* (N*S-M*L)*sin(LE(1)))/c

RETURN
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