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Abstract

Teksten indeholder samtlige opgaver, som er stillet til skrift-

lig eksamen pd matematikoverbygningen pd RUC i tiden 1974 -juni 2988.
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1 ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER. =

En funktion f:M~R, hvor M = {(x,y) Ixy>-1}, er defi-

Skriftlig eksamen i matemétik i emnekredsen: 4 =
S el _ B . neret ved
Reelle funktioner af en og flere variable. - - o -
- : . §1n(l+xy) B'ALY
Der stillés ialt seks opgaver, hvor korrekt besvarelse £:(x,y)~ {
af fem opgaver anses for fuldstandig besvarelse af sattet. X y=o .
Udregn for y+o de partielle afledede af fgrste orden -
o 14 16 til £, og vis, at f er differentiabel i hele M.
mandag, den 10. januar 1977 kl. 09— - 13—.
For neN er D _={(x,y) |1<y<nao<xy<l}. . »-
Alle hjzlpemidler er tilladt. -0
Udregn da integralet
[[£(x,y)dxdy 1
o]
1° K konstanterne a,b og ¢ samt funktionen: f:R%~ n
an ! g peEL R™R Idet D = {(x,y)Ix>0Ay>laxy<l}, skal det undersgges,
fastlazgges sdledes,. at differentialformen i : .
] om integralet
w = bx(yz)adx+bxzf(y,z)dy+(x2)zycdz
er exakt? JJ£(x,y)dxdy er konvergent.
D
Angiv i bekreftende fald potentialet til w.
5° Vis, at differentialligningen
2° Funktionerne f,g:R~R forudsattes to gange differen- (*)  (x-y)+(x+y)y' =0
tiable, og funktionen z:R2~R er defineret ved ' ikke vil have en integrerende faktor, som kun afhanger
i) 1 af den ene variabel. Opstil den betingelse som u:R?~R
: ~ + = X) ; y>o N . .
z: (x,y)~ xfly yzg( )iy m& opfylde, hvis den skal vare integrerende faktor til (*).
Bestem en partiel differentialligning uafhangig af Vis, at funktionen ©(x,y) = (x%+y?)”! tilfredsstiller denne
f og g, der har z som lgsning. betingelse.
Fastlag funktionerne f og g sdledes, at z tillige er Lg¢s ved brug heraf (*), siledes at punktet (1,0) tilhgrer
lgsning til differentialligningen . lgsningskurven.
2z
Zn ____=o; X>0
Xy Xy o . )
6 En funktion f:[-7,n]~R er en ulige funktion. ¢
Angiv fourierrakken for f og redegser for udseendet af
3° Inertimomentet for et legeme D i forhold til z-aksen denne rakke samt for centrale dele af teorien for fou-
defineres ved rierrakker. Redegerelsen gnskes belyst med cksempier. .

I = [[m{x,y)(x?+y?)dxdy
hvor m Zr massefordelingen over D. Beregn da incrtimo-
mentet for legemet D beskrevet ved:
D er en kvadratisk plade med kantlangde L
placerct vinkelret pd u-aksen, der tillige _1
rorer i pladens ene hjsgrne. m(x,y)=(x’+y?)
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER.

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen:

Reelle funktioner af en eller flere -variable.

Der stilles ialt seks opgaver, hvor korrekt besvarelse
af fem opgaver anses for fuldstandig besvarelse af -
sattet.

mandag, den 27. juni 1977 kl. 0922 - 1322,
Alle hjzlpemidler er tilladt.’

Vis, at integralet

1

———— dxdy
D 1+ (x+y)"*

hvor D er fgrste kvadrant, er konvergent, og udregn
integralets vardi. Lo

Inden for gkonomi arbejdes med forskellige makropro-
duktionsfunktioner af formen z=f(x!y), hvor

f:Ri~R+. Disse beskriver den samlede produktion z
som funktion af landets samlede kapitalapparat x og
arbejdsstyrken y. -

To af disse typer er

axpyl-p (Cobb-Douglas tyven)

-1
(ax P+y™P) /P

It

2

z (CES-typen)

hvor a og p er positive konstanter. Vis, at begge
typer er lgsning til samme partielle differential-
ligning af fgrste orden. (Det anbefales at betragte
1nz). ‘ ‘

Massetatheden for et omrdde D i xy-planen betegnes
p{x,¥). Tyngdepunktet (a,b) for D beregnes, da af

1 .
a = 5y £[xp(x,y)dxdy

= 1 .
b = n D) éfyp(x,y)dxdy’
hvor massen af D bestemmes af m(D)=[[p(x,y)dxdy.
D

Beregn da tyngdepunktet af det homogene omride D,

der begranses af akserne og en kurve med parameter-
fremstillingen

(x,y) = (cos’t,sin’t) o £ t

tof =t

[LIRY
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Funktionen, f:R*~R er defineret.ved

L axv.
;,xy(e 1) x+OAy+O
f(x,y)=

1 x=6vy=o

Vis, at f er differentiabel i hele R?

Vis, at differentialligningen

(*)  (x-yVxZHyDy' = y+xvxT+y?
ikke vil vare exakt.
Vis derpd, at funktionen p:RZ~R

@: (x,y)~ 21 7+ (x,¥)#(0,0)
x“+y
vil vare integrerende faktor til (¥).
Lg¢s differentialligningen, og opskriv (f.ex. ved
polare koordinater) den lgsningskurve, som gir
gennem (1,0).

Bestem fourierrakken til funktionen sing i
intervallet [-w,n],og benyt denne rakke til

at beregne

i(_l)n 4n+2
n=o (4n+1) (4n+3)

Roskilde Universitetscenter

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen:

Der stilles ialt 6 opgaver.

Eksamen afholdes 4. 5.1. k1. 9.,30-13.30.

Alle hjzlpemidler er tilladt.

Opgavesattet kan beholdes.

Reelle funktioner af en .eller flere variable.



OPGAVE 1.

OPGAVE 4.

Vis, at funktionen f:R¥-+R, defineret ved

2 : : Om en C'-afbildning £ = (f,,f£;):R*=R?
- “f(x,y,2) = Vixyzl antages det, at

: . uZ+v? = x2+y?

42 '~ ‘er differentiabel i (0,0,0).

ux+vy = o,

Angiv ogs3 et punkt, hvori f ikke er differentiabel. ‘hvis (u,v) = E£(X,¥).

Bestem Jacobimatricen, £/(1,0), i begge fglgende tilfazlde:

a) £(1,0)

(0,1)

b) £(1,0) (0,-1)

OPGAVE 2.

Vis, at funktionen f:R%-R, defineret ved

fix,y,z) = %ax2+byz+bzz+byz+(a+b)x

ikke kan have strengt lokalt extremum i (0,0,0) ligegyldigt
hvordan a og b er valgt.

-

OPGAVE 3.

Vis, at funktionen f:Ri*R, defineret ved
2 .2 4L
£(x,y) ='§x - x® yltae, %30, y>o
o]

har et stationért punkt i (1,1L).
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OPGAVE &

OPGAVE 5. ' Via “},Mm (I.o u\ho[\nlu' has AMV
vards o beostem M', %

For et givet szt af konstanter a, b, ¢ og r defineres

2
kurven K som lgsningsmangden til ligningssystemet, be- J[ inr sin Qd,rd,g
stiende af de to ligninger: '

D
9 (x-a)2+y2+9z2 = 2r? II . xzf d.)(d_\_f 7
x%+45 (y-b) 2+42% = ?rz E s
2
8
med de tre ubekendte x, y og z. 7 fﬂ- rsn e'd.f' d?d

s s

Vi interesserer os nu for de sat (a,b,c,r), for hvilke

fplgende betingelse er opfyldt: {(r O)l o<r % Sme 0g 0« 2'“.}
tyee b (0,0)
*) Kurven K har punktet P = (1,0,1) falles E= 5(’:“1)1 x + (9 2) }\i }
med den kugleoverflade F, som har centrum F= S(rl(‘;' 9)‘O<r < s»ue DEXC RS 1!!. [ -Y 9 < I}
i (a,b,c) og har radius r. G= { (,"‘h,_)‘ X*% . ‘I_"—U‘ 3\{(00 o)}
1. Vis, at (*) er opfyldt, hvis (a,b,c,r) = (2,-2,-1,3). Det ° .
ma. uden, bera ttes, af
Vis, at der i dette tilfalde endvidere galder, at kurve- Ltvué &,
tangenten i P ligger i tangentplanen i P for F. &

_E{?I" e inteqralel i E,

2. vVis, at der til hvert r svarer pracis et szt (a,b,c) i

ot
sdledes, at (*) galder, hvis (a,b,c,r) ligger i en . %3 _
omegn af (2,-2,-1,3). Pracisér selv dette udsagn yder- LI e A’MM v &
x3~+ 1.‘,21.
ligere. ]

3. Fortolk resultatet i 2 som et udsagn om beliggenheden
af de centre for F, for hvilke (*) er opfyldt.
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Skriftlig eksamen i reelle funktioner.

‘Opgave 1.

Funktionen £: R’*-»R er defineret ved
I3 N Xy sinf; for x 3 0 Ay $ 0
f(x,y) = A

0 for x = 0 vy=20
TORSDAG DEN 8. JUNI 1978

KL. 9.00 - 13.00
. Afger hvilke af de fglgende udsagn a) - e) der er sande.

Alle hjelpemidler er tilladt. a: £ er differentiabel i (0,0)
. : f er kontinuert i (0,0)
c: f har partielle afledede i (0,0)
: i i £ 0
Der er ialt 5 opgaver. d f har partielle afledede i en omegn a (0,0)
e: f har kontinuerte part. afl. i en omegn af (0,0)

Der tilla®gges hver 25 points, altsd ialt 125 points.

Sattet anses for tilfredsstillende besvaret,

hvis der opnds 100 points.

¢
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Opgave 2.
Opgave 3.
a: Vis at (a,b,q) = (0,2n,1) er l¢sning til ligningssystemet
b - iﬁ - Funktionen f: R?*-~» R er givet ved
—é—nj sin(2ng)dt = 0 .
a Co . £f(x,y) = 3a2b2x2+ 2c?xy + (b+c)y? + (4a?-b%-3cd)x.
b c ,
—5= cos(2nq7)dt = 1 Det antages at " f har (0,0) som stationart punkt.
2m
2

Betragt herefter fglgende muligheder:

b: Vis at lgsningerne i en omegn af (0,2m,1l) kan fremstilles

‘A: f har strengt minimum i (0,0)
ved en parameterf:emstilllng af formen B: £ har minimum i (0,0), men ikke strengt minimum
(a,b,q) = (a,0(a) , v(a)) C: £ har strengt maximum i (0,0)
D: f har maximum i (0,0), men ikke strengt maximum
hvor @ og ¢ er C'-funktioner defineret i en omegn af 0. E: f opfylder hverken A,B,C eller D
c: Bestem o' (0) og y'(0) 1) For hver af de to muligheder A og E #nskes angivet et

sat (a,b,c) for hvilket den pigzldende mulighed reali-
seres.

2) Vis at B indtrzffer for (a,b,c) = (1,1,1)

3} Med M betegnes mangden af st (a,b,c) for hvilke B
indtraffer.
Vis at der findes en omegn w af (1,1,1) og en kurve K
gennem (1,1,1) s&ledes at den del af M, som ligger i o,
ogsd ligger pd K, dvs. MNw < K. Der skal ikke tages
stilling til om hele kurven kan bruges til at realisere
B.
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Opgave 4.

For hvert par (p,q) € R? er der givet to ellipsoideoverfla-

der Ep,q og Fp,q' Disse har ;ignipge;ng
. 2 2 2
Bp,q*) Strlrr -3
(F ) x? 2 2 21
P.q ? +lp/—z-+ 2z =T

(Bemerk razkkefglgen af p? og q® i navnerne)

De to ellipsoiders skari E nF betegnes C
ps o N9 Epq p,q ~c-ean P.q

l) Bestem et sat (p,q)- sdledes at (1,2,1) ligger pa

ska&ringskurven C .
gskurv p.q

2) Bestem for dette valg af (p,q) en parameterfremstilling

for kurvetangenten i (1,2,1)

3) Vis at der flndes en kurve K med fg¢lgende egenskab
‘NAR (P g) LIGGER PA K VIL PUVKTET P = (r? ,Zr,r)

LIGGE PA C .
P.q

4) Bestem tangenten til K i et punkt efter eget valg

1¢

Opgave S.

I et x,z—koordinatsysfem er der anbragt to ellipser’El
og E;, som i polare koordinater har ligningerne:-

jfr. fig. 1, 2 og 3.

Med D betegnes den skraverede mangde p& fig. 4.

Den udgpres af det omrade, som ligger mellem de to ellipser

og mellem linjerne OA og OB, der danner vinklerne henholdsvis
: < <7

o og B med x-axen, idet der skal gzlde 0=a<6=5

Med H betegnes den mangde, som fremgdr ved en rotation af

D om z-axen.

Bestem Jf §7:§7TE7 dx dy dz.




Skriftlig preve i MATEMATIK,
emnekredsen "reelle funktioner

af en eller flere variable",

onsdag den €. djuni 1979, k1. 10 - 14,

Opgavesazttet bestadr af fem opgaver. Opgzaveszttet
regnes for fuldstendigt besvaret, dersom fire af de

fem opgaver er korrekt besvaret,

Ved preven er alle hjelpemidler tilladt.
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OPGAVE NR. 1.

OPGAVE NR. 2.

0
Lad f(x,y) = S (1- e t/x ) e"t/y % dt , x>0, y>o0. ) o '
) v Betragt funktionen f(x,y) = xy - sin §§1 , defineret for x # O.
5 a) Ger rede for; at f har partielle afledede med hensyn Indfer videre en mangde 7
5 :

. til x og-y og at

3 g
4 o 5; f(x{y) T X(x+yy

' 1 s . .
a% £(x,y) = x}y ) £(x,-%) S0. - Benyt dette til at vise, at til ethvert

M o= {(x,y)em‘? kylgl, x>27% }

a) Ger rede for, at nidr x £ O s& er f(x,%) 20 og

k| .
o X > 277 findes mindst et y sdledes at (x,y)e M og f(x,y)=0.
Indfer nye variable u = Eiong v =x.

b) Vis at funktionen y B> f(x,y), Iylg % , er strengt voksende,
b) Bestem den mzngde som (u,v) gennemleber, nar (x,y)

j
5 for ethvert x > 27°.
genremlaber ]O,oo [ .

Udtryk x og y ved u og V.. .
¢) Ger rede for, at betingelserne

¢) Vis at de partielle afledede af funktionen (u,v) +=> £(x,y)

1 f(x,y) = 0, (X’.Y)e M
er hennoldsvis 5 o8 O.

entydigt fastlegger y som en differentiabel funktion af x,
d) Slut af c¢) at £ md vare af formen

og udtryk den afledede af denne funktion ved almindeligt

£(x,¥) = 1n u + konstant = 1n 5§X + konstant. kendte funktioner af x og y (det bliver ikke noget "pent").

Vis endelig (f.eks. ved at benytte uligheden 1l-e 2 < a
" som gzlder for alle a) at f(x,y) —> O for x—>ea , y fast,
1n ¥ |
Szt .

-

og vié-derved ét £f(x,y) OPGAVE INR. 3
. IETEEE PR - T v . .
. -'J

Bestem den sterste og den mindste vardi af x2+y2, nir %

o y or reelle tal som opfylder

<
2, 7xy + 2y° =4

2x
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OPGAVE NR. 4.

Lad ACu) betegne arealet af figuren {(—fxf,y) emz l g(x,7)S u }
u>0, hvor g(x,y) = |x|* 4|y , (x,¥)

a) Beregn A(u), og vis at A°(u) =u .
b) Udregn hvert af integralerne

H £(g(x,y)) dxay og
R’l

E £(u) A°(u) du (

-3

for nedenstldende to valg af funktionen f

1%, f£(w) eV,

50 W) u2 for O0Lufl
. flu

W

0 for udl.

'eim2.

0o

Xi‘(u) udu )

-0

: [o,4%[ — {0, [

?

22

OPGAVE NR. 5.

I det folgende betegner c en positiv konstant., Lad

p-{GerR?| ocyex ] .

Szt
w = 1- e c(xy)
L - eote)

<
I

a) Gor rede for at der séledes defineres en bijektiv afbild-
ning (x,y) = (u,v), (x,y)eD.
Hvad er billedmengden ?
Bestem den totale afledede af afbildningen.

Vis at funktionaldeterminanten er 2c° 72X |

b) Udregn dobbeltintegralet

ﬂ‘ (1 - e-c(x+y) )4 (¢ 1- e—c(x-y) )2 e-2c:x axdy .

)
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1. Bestem konstanterne a,b€R sdledes, at

ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER w = (—2ax’+axy+yb)dx+(axy+xb)dy

er exakt.
Beregn derpi potentialet f i punktet (x,y), ndr £(1,1)=o.

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

2. Bestem talvardien af integralet
Reelle funktioner af en og flere variable

1
| xP-x?
o lnx

dx o<a<b.

ved at udregne integralet
Der stilles ialt 6 opgaver. Besvarelsen anses for fuldstan- II v
dig, hvis 5 opgaver er korrekt besvaret. D x” dxdy

hvor D = {(x,y)€R%lo<x<lina<y<b}

onsdag, den 6. juni 1979 k1. 1022 - 1429,

3. Fastlag funktionen f:R+~R sdledes, at funktionen u
givét ved

2
u(x,t) = f£(tye X /4t

opfylder varmeligningen

3%y

ax?

3

[+

!

L%
Py

4. Vis, at afbildningen f:R?*~R defineret ved

—X " (x,y)+(0,0)
_J (2ey?)2
fix,y) =
o (x,y)=(0,0)

ikke er kontinuert i (o0,0).

(quavc 4 fortsattes)
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3f _ _-3aif ;- 2
Vis, at 7% °9 eksisterer for alle (x,y)€ER*, samt

at £ for alle (X,y)€R? opfylder Laplace's ligning

2 Zf

2
Y

QU
+h
Q

+

=°
w2
X

Q2
Q2

Angiv den fuldst®ndige lgsning til differentiallig~

ningen

xcosy dx + (l+x2)siny dy =0

Bestem rumfanget af den punktmengde i R? som bestemmes ved

1

(x,y)€D , ofz§ —————
xZ(XZ_YZ)

og D = {(x,y)eR?ix>oax?~y221}.

26

OPGAVER  TIL SkrIFTUG
PRovE | MATEMATIK
(Rolle fooblimac op ou lles flor vanihle)

-~

3. JAwAR {489 | . (0-1%




- Opgase 4.
odt f:JRZ—wRZ vare givel wed

. fooy) = (eny, efung).

1° WadWWWMﬁ»f&re.
irf&aug/mr.“ )

. &ﬂ( TMWJ«EM " (X3) Dnsn,

Boolow. amald  af Gitta ) T

W%’f"‘“‘%ﬁ

ool bpoape (=2, -1) , (2,-1) 3 (2,1).

QM
Zlahcgm mlb?m.&(

+w +00

[, ded

o 1{_3

f’ %F(_yii) dxofj.

Oﬁgm J.
Behagl du Kooty futin f R*— R
- gavel  wed
6x9—1 Je{_ . ‘
| y g by
Poy) =9 Boblliye fu O
1 elln.

1°. Ua as ]9 Par oemeé& czﬂ&o&aﬁc f
“% J{iy < ebhoed (f ”ﬁ“ﬂ"z’" JP ‘27 7@ )

2° @wwa&ﬁ dl%ﬂ%#

/

(’65)»’—' (1,2) G&”{&W mtbatime.

-2
gy = 1

%W?M%«w\xaj‘%) %m%b.ﬂ’_




Bossn, Lol ,,3* qhobals hohermnpuntlor
pR wbetscorbboboe.  {(ey) R I..(f’fz+32§4])
. pobio N

fog) = ep( - CGA-3ey’) ) L

ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i .matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en--eller flere variable.

Opgse 5.
Cd P bl omsngda
{ ey2) € R | 20, y20, =20, ¥+9+2=1_f.

Jr febbina | '

Jg(x,g,z) = 9(3 t yz + 2x

Der stilles ialt fem opgaver. Besvarelsen anses for
fuldstendig, hvis fire opgaver er korrekt besvaret.

onsdag, den 4. juni 1980 kl. 1022 - 1499,

Alle hjzlpemidler er tilladt.




En funktion f:R?~R er givet ved
£(x,¥)=2 (1<xy) 24x2+y?
Undersg¢g, om f har lokale ekstrema.
Bestem derpa st¢rste- og mlndste verdl for f
p& ma&ngdén ’

= {(,9) 1 Ix122 A 0SyS2 A Ixy!$2)}

Bestem den mangde DSR?, hvor dobbeltintegralet

II M dxdy a>l
(x2+y2) @

'vil antage sin st@rste verdi. ~Udregn integralet

over denne mengde D og fastlag a sdledes, at
I = 41

i

Vis, at funktionen ¢:R*\{(0,0)}~R defineret ved

Ty 22
Lelx,y) = 1n(}+¥ +y*)
x2+y2

vil have en grensevaerdi a for (x,y)-(0,0).

- Suppleres funktionen med ¢(o,0)=a, vis da,

at ¢ er kontinuert pd hele R?.

Afger tillige, om ¢ er differentiabel pd hele RZ.

[Det forudsattes bekendt,‘qt

In(l+z) = z - %22+lz’-

3 e... for lzi<l].

(opgaven fortsaxttes)

(opgave 3 fortsat)

Ger endelig rade for, at relationen

0(X,y) = %1n3

i en omegn af (x,y)=(1,1) entydigt fastlagger y som
funktion af x, og bestem y'(x) (udtrykt ved x og y).

4. Beregn rumfanget af legemet

{(x,y,z)l1<xy<3 A l<x<2 A O<z< _____X____
(x2+xy-1)2

5. 1Idet funktionen g:R®~R er defineret ved
‘ . R
g(x,y,z) = -xysin(%z)+zsin(%(x+y))+x2+3y2+1
skal det vises, at der-ved g(x,y,z)=o i en omegn af

(1,2,1) er defineret en funktion z:(x,y)~z(x,y).
Underssg, om z har lokalt ekstremum i punktet (1,2).



En- funktion z£:R?~R er givet wved

 ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

S22

f(x'y) = 4 .._X_L;_.._
(1+x24y?) ®

Skriftlig eksamen i matematik 1 emnekredsen Redeger for, at £ vil have sdvel en stgrste -

B om n mir dst var W Py = . &Y.
Reelle funktioner af en ellier flere variable. sCm en min e u:a.di, O§ oaregn disse vardier -
(I bilaget er skitseret den del af funktionens
graf, som afbildes af [~1,1Ix(-1,11)

Der stilles ialt fem opgaver. Besvarelsen anses
for fuldstandig, hvis fire opgaver er korrekt be-

svaret. °
2 En mm=ngde M i R? er beskrevet ved, at
- xSy $x
2_,2
torsdag, den 8. januar 1981 k1. 0922 - 1329, 0<zg (a-1) XX 451

(1+x%4y2) @

Med V(o) betegnes volumenet af M.
Alle hj=zlpemidler er tilladt.
a) Redegpr for, at V(a) eksisterer for a>2.

b} Vvis, at man for a»>2 f&r, at

_ 1
Via) = (0327

3° En funktion @w:R2~R er defineret ved

©(x,y) = (1+x?)sinhy - x?tghy - sinhx
a) Redegdr for, at

¢(x,x)>0 og @{x,-x)<o, nir %ER,
samt, at

b} Vvis, at afbilduingen y~p(x,y) for hvert x vil

p{x,x)<o oy w©{x,-x)>0, nar ER_ ‘
|
J
vere strengt voksende. (opgaven fortsettes...) ‘




BILAG

c) Redegdr pd baggrund af a) og b) for, at der

ved rz2lationen ' Ao

wix,y) =o: ’ ,i?A

» for ethvert x entydigt'fastlagges en differen- ¢
tiabel funktion y(x) - - '

d) udregn til slut y(o), y'(o) og y"(o).
- . (I bilaget findes definitioner pi de hyperbolske
funktioner)

4° Et parameterskift (u,v) = ¥(x,y) er givet ved

*cosh S e
e”*coshy (x,y) €R?

v exsinhy

a) Gpr rede for, at Y er injektiv og bestem billed-
mengden ved Y.

b) Udregn derpd8 funktionaldeterminanten for ¥ samt
dobbeltintegralet

J‘[(l+excoshy)'3 e?*dxdy
R? ) X
(I bilaget findes definitioner p& de hyperbolske =4 _x*-y?

£f(x,y) " "
funktioner) . : (1+x?+y?)

S®  En funktion f:R?~R er defineret ved

. 1 . Oom de hyperbolske funktioner kan oplyses fglgende:
. ;sinh(xy) X % O
. f(x,y) = ’ :

Y X =0 sinhz = %(ez—e_z)

1
N
-+
=
+
wn
+
~3
+

a) Vis, at f er kontinuert p3d hele RZ.

b) Redeggr for, at . coshz = %(ez+e—z)

i
(=
+

~

+

8

+

" 1
£,(0,y) =0 og £ (o,y) = 3y’

s 2z
" : h s
og for, at f er diffcrentiabel p& hele R*.: tghz sinhz _ g -1

. coshz c22
(I bilaget finde: definitioner pd de hyperbolske
funktioner). :

i




ROSKILDE hNIVERSITETSCENTER o En funktion @:R?’~R er defineret ved

0(x,y) = (x+b) (x+ay) *+3a? (y-1)2-27cxy

hvor (a,b,c)ER®.

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen
- - a) Fastlag talsattet (a,b,c), sdledes at punktet

Reelle funktioner af en eller flere variable. (0,1) er stationart punkt for ¢. -

b) Bestem samtlige talsat (a,b,c) s&ledes, at

ktet (0,1) tillige er strengt lokalt minimum
Der stilles ialt fem opgaver. Besvarelsen anses for pun (0,1 ¢ g 9

fuldstandig, hvis fire opgaver er korrekt besvaret. for o.

2 Bestem rumfanget af den mzngde i R:, som er fastlagt
ved
(x,y)ED A o Sz g x*-y*
hvor

onsdag, den 3. juni 1981 kl. 0922 - 1389,

D = {(x,y)€RI11<x?~y? <davTT<x?+y? <5}

Alle hjalpemidler er tilladt. o
3° En afbildning £:R3~R er givet ved

£(x,y,2z) = z?-x%+3xy?-3yz?-6.

a) Fastlag samtlige punkter (a,b,c), hvor der ved
relationen
fix,y,z) = o
i en omegn af (a,b,c) entydigt er fastlagt en
funktion
z = P(x,v).

b) Bestem derpd de punkter (a,b,c), som tillige
opfylder R
z;(a,b) =1 og z;(a,b) =1

¢) Udregn med de fundne vardicer af a,b og ¢

z!'!{a,b).
Yy




beregnes
) : . ~~t._3/2
I, = IJ x(1+x2+y?) dxdy
X .
. _}/2
Ed I, = J (1+x%+y?) dxdy
K

En funktion g:R*~R er defineret ved

x2+2y?2
2x24 y2 (x,¥)#(0,0)
gi{x,y) = o
o (x,y)=(0,0)
a) Vis, at g er kontinuert og differentiabel
overalt i R2?. ’

b) Vis videre, at

x’

N

g9,(0,y) =2y og g;(x,o) =
samt

1t "
gyx(o,o) * gxy(o,o).

Idet K = 10,1[x]0,1[ skal fglgende integraler

4C

ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen:
Funktioner af en eller. flere reelle variable.

Der sﬁilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for
fuldstandig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

fredag, den 5. marts 1982

kl. 1022 - 14 82,

Alle hjelpemidler er tilladt.




4]

En»funktion f:R2~R er defineret ved

L _fx,y) = (4-x2-y?)e~X~Y

a). Bestem de stationare punkter for f£.

b) Afger derp& om £ vil have lokale ekstrema. -

En afbildning g:R%~R er defineret ved

g(x,y) = 3y-2x-l+sin(x+y)
a) Vis, at
< _ 2
g(x,y}) £o0 nar y-= 3%
og, at
g(x,y) 2 0 nar y = %x-r%.

b) Vis derpd, at der ved relationen

g(x,y) = o

entydigt fastlaages en differentiabel funktion y = ¢ (x).

c) Udregn ' (x) (udtryvkt ved x og y) samt bestem vardi-
mengden for ¢°'.

d) vis endeligt, at ¢ vil vare en bijektiv afbildning

af R pd R.

En mangde KER? er defineret ved

K = {(x,y) [x>0a-x<y<x }

o¢ en funktion k:K~R er defineret ved, at

(opgaven fortsazttes)

42

kix,y)= r(e' (x=y)t_ = (x+y) t, stnt 1t
’ (-]

- -a) Vis, at

k(x,0) = o samt at

. 1 1
kx (%,¥) = Ty T ey el

: 1 1
ky(x,¥) = ayysT * il

Der indf@gres nu de nye variable
u=X+y 0g V = x-y

som overfgrer K i Ri

b} Vis, at funktionen, hvorved
(u,v)~k(x,y)

har de partielle afledede

1 -1
ul+1l 09 Tre1

c) Benyt dette til at vise, at

k(x,y) = Arctgu-Arctgv+c

u-v
1+uv

Arcth:§¥:§r + C

Arctg:

+ C

samt, at ¢ = o.

I opgaverne 4 og 5 benyttes punktmangden

H = {(x,y) €ER? Ix+yZo}
samt funktionen @:H~R defineret ved

o(x,y) = Xy (x+v)
(x+y)5+ %l



Et omride D cH afgraznses af linierne

Xty =n ,x=0 ,y=o0

ROSKILDE. UNIVERSITETSCENTER
samt x+y = 2n

Udregn da integralet

In = [f o(x,y)dxdy Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen
Dn 3 : L

T S e o Funktioner af en eller flere reelle variable.

og vis, at . . - . .
S Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for
lim I, = & 1n2 ’ !

N+, 6 fuldstandig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

Undersgg om funktionen ¢© vil have stgrste- og mindste-

! . 0o 00
vardi p& H, og bestem i givet fald vardierne. mandag, den 10. januar 1983 k1. 10== - 14==.

Alle hjelpemidler er tilladt.



En funktion f:R?’~R er defineret ved

fx,y) = xty+{y=x2)?.

-a) Undersgg fortegnsvariationen for £ langs

kurverne y=x? og y=-x

-b) Vis, at funktionen.y~f(x,y) .(dvs for fast x)

¢)  ~Vis pd& denne baggrund, at-der ved:relationen

f(x,y) = o
entydigt fastlagges en differentiabel funktion
y=vi{x).

d) Udregn ¢{l), ¢'{(1) og ¢y''{l).

En funktion g:R%*~R, som er to gange kontinuert,
differentiabel, kaldes harmonisk, s&fremt

g'' + =0

L3 )

XX gyy

Bestem de funktioner Y:R~R som sikrer, at
g(x,y) = ¢{y/x), x>0

er en harmonisk funktion.

En funktion ¢:R?~R er givet ved
@(x,y) = (17-x*~y?) (xy-4)

a) Bestem samtlige stationare punkter for ¢
b) Fastlag derpid de lokale ekstrema for ¢ .

Idcet mangden
Ci7 = {(x,y)€RIIx*+y?517}

skal man fastlagge den mengde CeC, 5,

thor integralet (¢ or defineret i opgave 3)
Jjw(x,y)dxdy
C

vil antage sin styrste verdi.

Udregn derpd denne verdi.

46

5. Bestem det.talsat -{a,b), hvor integralet
=1
7[ (ati+bt - 3(1-%t2)-%)2dt
o
antager sin:mindste vardi.




%
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen
Funktioner af en eller flere reelle variable..

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for
fuldstendig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

2.
mandag, den 10. januar 1983 k1. 1022 - 1422,
Alle hjalpemidler er tilladt.
3.
4.

En funktion £:R?’~R er defineret ved
fix,y) = x+y+(y—x2)3.
a)‘ Undersgg fortegnsvariationen for f langs
kurverne y=x? og y=-x
b) Vis, at funkticnen y~f(x,y) (dvs for fast x)

er monotont voksende.

c) Vis p& denne baggrund, at der ved relationen
f(x,y) = o
entydigt fastlagges en differentiabel funktion
y=¢ (x).

d) Uudregn ¢{l), w'(1l) og y''(1).

En funktion g:R?~R, som er to gange kontinuert,
differentiabel, kaldes harmonisk, safremt

LEC e o
gxx gyy °

Bestem de funktioner Y:R~R som sikrer, at
gix,y) = ply/x), x>0

er en harmonisk funktion.

En funktion :RZ~R er givet ved
e(x,y) = (17-x*-y?) (xy-4)

a) Bestem samtlige stationxre punkter for o
b) Fastlag derpd de lokale ekstrcma for o

Idet mengden
Cy7 = ((x,y)ER:lx2+yzfl7)

skal man fastlagge den wmenygde C<C, 4,

hvor inteqgralet (p er definceret i opgave 3)
[Ew(x,y)dxdy
Cc

vil antage sin storste vardi.

Udregn derpd denne verdi.




a9 5C

‘ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

En differentialform w ér,defineret ved

oo o ,
w = h{xX,y)dx + —=——— gy Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen
. (x2+a2y2)2

hvor a€R og hvor h er en vilkarlig kontinuert differen-

. Funktioner af en eller flere reelle variable
tiabel funktion for (x,y)#{c,o). ——t

‘Fastlag en funktion h, sdledes at differentialformen
w bliver exakt, og udregn derpd integralet

fo

(o]

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for
fuldstendig, hvis 4 opgaver-er korrekt besvaret.

hvor ¢ er en vilkérlig,iukket kurve omkring {o,0).

tirsdaq, den 7. juni 1983 k1. 1022 _ 1429,

Alle hjzlpemidler er tilladt.
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En funktion f : R2 ~R er defineret ved

xy (x2+y?)
(x2+y2)? + 1/2

f(x,y) =

Vis, at £ vil have sivel en stgrste - som en mindste-
verdi pa RZ og beregn disse vardier. ’

Beregn rumfanget af mazngden

2_y2
{(x,y,2) x>0 A x2-y2 > 1 A 0 < 2 < XY 3
(x2+y?)?

To funktioner G,q : Ri ~ R er defineret ved

-3

dt
G(x,y) =
5 x2cosh?t + y?sinh?t
og '
g(x,y) = { dt
: (x%cosh?t + y?sinh?t)?
Vis, at G(1,1) = % og g(l,1) = % samt, at rela-
tionen

xG;(x,y) - ¥G, (x,y) = 2xyg(x,y)
er opfyldt i hele R’

Udregn pa denne baggrund integralet (dvs g(x,y))

o«

J dt
5 (x?cosh®t + y2?sinh?t)? °

" En

a)

b)

c)

En

a)

b)

c)

52

funktion @ : R3 ~ R er defineret ved

O(x,y,z) = 2z + 6x%z - 8y® + 24xy + 6z .

Vis, at der for alle x €R galder, at
o(x,y,2y) £ 0 og &(x,y,-2y) <0 for
y>0 og at

®{x,y,2y) £ 0 og o(x,y,~2y) > 0 for
y<0.

Benyt dette samt funktionen o;(x,y,z)
til at vise, at der ved
®(x,y,2z) =0

overalt i R2 er defineret en funktion z = z(x,y).

Undersg¢gg, om 2z vil have lokale ekstrema.

differentialform w er defineret ved

= . =2xydx +(x2-y?-1)dy

o

(x2+y2-1)2 + 4y?
Fastlag den mangde P < Rz, hvor w ikke er
defineret.

Vis dernast, at w er exakt pa RZ\P .
Vis endelig, at funktion h : ¢ ~ R, hvor
C c Rz, givet ved
h(x,y) = arctg——zlL——
x2+y2-1

for passende valg af C, vil vere en potential-
funktion til w .
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable. -

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt be-
svaret, hvis besvarelse skal anses for fuldstandig.

fredag den 6. januar 1984, kl. 10.00 ~ 14.00.

Alle hjalpemidler cr tilladt.

En

a)

b)

En

a)

b)

c)

54

funktion g:R%2~R er for alle a,b€R defineret ved, at

gix,y) = (yg-aX)z—b(y-x)3.

Fastlag:de talsat (a,b), -hvor (x,y)=(2,1).:bliver et stati-
-onart- punkt for g.

Undersg¢gg for hvert af de fundne talsat (a,b), om punktet
(x,y) = (2,1) er (svagt eller starkt):lokalt.ekstremum for

- g.

funktion f:R2~R er defineret ved, at
1 = 3 3
Cflx,y) = (y +x)7+2(y-x).

Undersgg fortegnsvariationen for f langs kurverne
X =y 0g X = -y~.
Benyt dette samt funktionen f& til at godtgere, at der ved
relationen
fix,y) = o
overalt i R er defineret en differentiabel funktion y=w(x).

Vis, at punktet (x,v) = {-3,1) tilhgrer grafen for ¢, og ud-
regn tillige o' (-3) og ®" (-3).

Funktionen F:R2~R er som defineret i opgave 2. Fastlag da rum-

fanget af det omrdde, der afgranses af

x>0 , xl/‘3<y<('_‘-x)1/3

o<z<f(x,y).




i
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Idet D = {(x,y)Ix%+y? £ a?}, a€Rr

betegner C komplementarmangden til D i R%. -

Fra ethvert punkt ~(x,y)€C trazkkes de to tangenter
til randen af D. Diéée‘tb tangenter danner vinklen
20 med hinanden ,[hvor ¢ .jo afhanger af. punktet
(%,y) 1. . el ’
vis da, rumfangeﬁ“af mangden

{x,y,2) 1 (x,Y)€C A o<z2<tge - ¢}

.eksisterer, og angiv rumfangets vardi.

56

Bilag til opgave 2

Dette viser den del af funktionen f's graf, der har definitions-
mengde [-3,31x [(-1,1]. V
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Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt be-
svaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldsteandiq.

fredag den 17. februar 1984, kl. 10.00 - 14.00.

Alle hjalpemidler er tilladt.

1.

58

Funktionen ¢:R¥~R er defineret ved

@lx,y,2)=3xy?z '+ 2% _3yz242x°y 42,

Vi, at der ved relationen ¢(x,y,2)=0 i en omegn af punk-

tet (-1,-1,1) er defineret en differentiabel funktion
z=y (%,Y).

Udregn-dernast yyx(-1,-1) og w;Y(—nrly

Qunktionen f:R2~R er for alle a,b€R fastlagt ved.
f(x,y)=arctg(ax+2y)-—;—x2+bxy--i—yz.

Fastlazg de talsat (a,b), hvor punktet (x,y)=(1,1) bliver

et stationart punkt.

Undersgg dernast for hvert af de fundne talszt (a,b), om
punktet (x,y)}=(1,1) vil vere lokalt ekstremum for £.

Et omrdde G i R? er givet ved
G = {(x,y)lx2+xy+y2§4} .

og en funktion g:R%?~R er fastlagt ved
gi{x,y) = x*-y?-3x+3y.

Beregn stgrste - og mindstevaerdi af g pd omradet G.

Et omrdde D i R? er fastlagt ved, at
D= {(x,y)lxy<2Ax2—y2>1}.

Bestem rumfanget af den figur, som er beskrevet ved

2_ 2
(x,y)€D og o<z<xy—§———x——
(x2+y?) 2.
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fem opgaver. Besvarelsen anses for fuldstendig,

hvis fire opgaver er korrekt besvaret.

mandag, den 4. juni 1984 k1. 1092 - 1499 |

Alle hjalpemidler er tilladt.

6C

Et omrdde CcR® er fastlagt ved, at
Cc = {(x,y,2) | z>V2x7+y?}
og en funktion £f:C~R ved, at

3

f(x,y,z) = ln(z%-y?-2x?) - %z - 2x?y .

Vis, at der ved relationen

f(XIYIz) '_2
i en omegn af punktet (l[—l,2) er defineret en
kontinuert og to gange differentiabel funktion

2:(x,y)~2z(x,y). Vis, at punktet (1,-1) er et

‘lokalt maksimum for z .

Idet D = {(x,y) | x>oay>l}, vis da, at integralet

-x
JJ _Z_e;___ dxdy

p YleT+y

er konvergent med vardien 21ln2-1.

Bestem st@rste- og mindstevaerdi af funktionen,
hvorved

(x,y) ~ x“*Y"‘(X‘Y) 2 '
pa mangden

{(x,y) ! 3x%+dxy+3y? 310},




61

Idet i

T = {(x,y) lo<y<x<l}

skal rumfanget beregnes af mangden

PAc<; x3v3(x-y) 1
(L+x?y+2xy?)?

[Det anbefales at benytte transformationen
u=x?y, v=xy? og at vise, at T herved
afbildes i T ={(u,v) lo<v<u<lil}] .

Vis, at talsattet (t,x,y) = (-1,1,-1)
er en lgsning til ligningssystemet

tx - (£2+l)y -~ x* = o

(L2-1)x + ty - y? 2

vis derp&, at l¢sningerne til ligningssystemet
for alle t g - V3/2 kan skrives p& formen

(t,o(t), wit))

hvor o,y:]-=,-V3/2)~R er differentiable funk-
tioner.

Bestem til slut en ligning for tangenten til
lgsningskurven i punktet (-1,1,-1).

62

SKRIFTLIG EKSAMEN I FUNKTIONER AF FLERE VARIABLE 4..6.84
ALLE HJELPEMIDLER ER TILLADT.

' OPGAVE 1

Et omrdde CC Rer fastlagt ved, at

cC ={(x,y,z): z > JZx"*—y"}

og en funktion f:C+ R ved, at
2 1,3 2

Foxyz) = dn(t=y*=2x7) =32 = 2%y
vis, at der ved ligningen

f(xl)'rz) ==-2
i en omegn af {1,-1,2) er defineret en to gange differen-
tiabel funktion z:(x,y)—» Z(X,y) . Vis, at punktet (1,-1)

er et stationart punkt for denné ‘funktion, og underseg om
den har lokalt extremum i (1,-1}.

OPGAVE 2
: . 3 .
Lad f vare den funktion pa R®, som er defineret ved

f(x,ylz) = x ‘yﬁ_z“[

Bestem de mangder, hvonf henholdsvis

a: er kontinuvert
-] er differentiabel
har kontinuerte partielle afledede

0

OPGAVE 2
Bevis, at ligningen
8x* — sin(nx) =0
1 1
har lesningsmzngden {-7>0: 7T }
Bevis dernast, at ligningen
8 = sin(x) = @
for etnvertaeR har hojst tre lesninger.
vis, at der findes en konstant b»0sdledes at ligningen

() 8=m(w) - 8- sn(ny) = 0

for ethvert y. som opfylder betingeisen lyl < b, har netop
tre lesninger (med ¥ som den ubekendte).

Angiv der approximerende andmnn‘m!spc]ynomium, med O som

-udgangopunkt, for en funktion ¥, «n heilken det gelder,
at ‘“{‘7)5” er losning til t$) tor ethvert ye)-b,b[.
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OPGAVE 4
For ethvert patametersat (@,b) e R .er der givet et -dyna-

misk system pa R med frembrmgerfunktxonen_f p ) Som er
givet ved, at for (x,y)e-R er

A (a-X~y,bx).

I skal-forst undersege tilfaldet (Q,b)—(i ). Lad f vare
betegnelse for f}

1'1

i
'2

Find,'fixpuhkterne for f" og ‘bevis, -at de (begge) udger
ustabile ligevagtstilstande.

Find si fixpunkterne for fef , altsi de tilstande, som
er periodiske med perioden 2. Det kan betale sig at be-
merke, at fixpunkterne for f ogsd er fixpunkter forfof.

Det er ikke en foruds®tning for, at szttet anses for fuld-
stendigt besvaret, at folgencde del af opgave 4 regnes korrekt.

Underseq om de fundne fixpunkter for faf er stabile
iiqevagtstilstande for det af fo frembragte dynamiske
system.
vis, at Qer findé€s en omegn U af (%.é), sadledes, at fer
alle (abrel har f af det samme antal fixpunkter.

aQ, b

ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fem opgaver. Besvarclsen anses for fuldstandig,
g

hvis fire opgaver er korrekt besvaret.

den /5 august k1. 1092 - 1422,

Alle hje@lpenmidler er tilladt.
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Idet mengden—'D er fprste kvadrant;

vises, at integralet

skal det

4.
_yy2
JJ ) ? vay
1+(x+y) ®
er konvergent. Udregn tillige intec¢ralets vardi. 5

Fastleg sdvel stgrste - som mindstévardi for
funktionen g:R?~R givet ved

g(x,y) = (3-xy) 2+x’+y?

p& cirkelskiven

{(x,y) 1x%+y? < 10}

For alle vardier af a€R er fastlagt ligningen
2,2 2, 1 2 =
ax“z“-4ay z-Zmatxy = 1.

Vis, at der ved danne ligning i en omean af
punktet (0,0,-1) «ar definerest en kontinuert,
differentiabel funktion z:(x,y)~z(x,v).
Fastl®g dernast do verdier af a, for hvilke

z vil have strengt lokalt maksimum i (0,Q0).
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Beregn rumfanget:af den del af omridet
z > x*+y?, som ligger inden for ellipsoidan
x¥+y?+222 = 1.

En funktion f;R?’~R er defineret ved

ZX.

£(x,y) = yl+arctg(xty) -
Unders¢g fortegnsvariationen for f langs kurverne

1

NE
(EX) .

y = -Xxo0g9g Yy =

Vis udfra destte og funktionen f;, at der vad re-
f(X,y)
differentiabel funktion y = @(x).

lationen = o entydigt fastlaggces en

Vis, at punktet (1,0) tilhdrer grafen for ¢,

og udregn tillige ©'(1l) og ¢''{1).




ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matématik i'ehnekredsen

Reelle funktioner af en.eller flere variable.

Der stilles fem opgaver. ‘Besvarelsen anses for fuldstan-
dig, hvis fire opgaver er korrekt besvaret.

torsdaq, den 3. januar 1985 k1. 1022 - 1422

Alle hjzlpemidler er tilladt.

f : P

Fastlag den kontinuert, differentiable funktion
£:R?~R samt de reelle konstanter .a,b og ¢, 's&-
ledes at differentialformen

w = (xz)?y®dx + bf(x,y)zldy + b(xy) “zdz

bliver exakt.

Udregn defpé potentialet.ﬁil w génhem (1,1,1).

»

Beregn rumfanget af den del af omradet z>x%+y?,

som ligger inden for ellipsoiden

x2+y2+4222 = 1.

Godtgpr, at der ved relationen

: CRe2_y2

(By - x - 28%)e27P¥"7¥" -

i en omegn af punktet (x,y,B) = (-1,1,1) er de-
fineret en kontinuert, differentiabel funktion

B : (x,y) ~ 8(x,y). .

Vvis, at funktionen 8. har lokalt maksimum i’
(-1,1).

Idet me&ngden D er givet ved
D = {(x,y)ERilxy < 2 A x%-y? > 1}

skal det vises, at integralet

JI —5195i¥;L dxdy
(1+x3-yH)?

er konvergent. Udregn tillige integralets vardi.




69

Bestem den ellipsoide af formen

2 2 2
..X_+L+-z-_=1 a,b,c > o0

a? bp? c?
som indeholder punktet (1,-3,2), og som har stegrst

‘muligt rumfang. Udregn dette rumfang.
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER-

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt
besvaret, hvis besvarelsen-skal anses for fuldstandig.

fredag, den 7. juni 1985 k1. 1022 - 1499,

Alle hjzlpemidler er tilladt.




1. t

. Tdet S 4. 1det D = {(x,y) tx?+y? £ a?}, a€r
D = {(x,y) I|x>0Ay>1} : . -

is: L '1“ _.-ii R betegner C komplementarmangden til D i R?.
1l det vises, at inte et

ska € €Sy . gra Fra ethvert punkt (x,y)€C trazkkes de to -tangenter
) til randen af D. Disse to tangenter danner vinklen
Jj coshx.-;dxéy - | 2¢ med hinanden ,[hvor ¢ 3jo afhanger af punktet
b y'3+y$inh2x . : (x,¥) 1.

’ ’ . T Vis da, rumfénget af mangden
er konvergent med vardien 3

{x,y,2) F{x,y)€C A o<z<tgy - @}

eksisterer, og angiv rumfangets vardi.

2. En funktion f£:R*-R er defineret ved

£(x,y) = [l<xt’ +;yt - —3—-—) 2<.=u:

o L Ve

Udregn £ (o0,0),

Fastlag dernast det talsat (x,y), hvor £ antager sin
) miqutevardL, og udregn til slut denne mindstevaerdi for f.

3. Der er givét fladerne

x* + y? + %z’ =3

xy + 2(x-y)z - %zz =3

Godtger, at skaringskurven mellem fladerne i en'omegn af

punktet (5, - %, 1) kan skrives som en parameterfrem-

stilling af formen
(x,0(x),P(x)
B _ . hyor Y 0g Yy er different;&bLe funktioner i en omegn af
- ~%; Udregn dernast -Q'(°wl,'wi’ og Ty -1 x = %.

LN
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt

besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig.

fredag, den 7. juni 1985 ki. 1022 - 1420

-

Alle hj=zlpemidler er tilladt.

)

Idet ]
D =;}(#,y)lx>0Ay>1}

skal det vises, at integralet

{[_coshx . .

Vys4ysinh?x
D .

LT
GARQY

er konvergent med vaerdien

(M E
-

Fastleg stgrste- og mindstevardi, som z kan antage
P24 en skaringskurve mellem fladerne

2 2 .l_2=2
X +vy +2Z 2

- -1 o i1
Xy + 2(x-y)z 22 i

Lgs differentialligningen
2' 4+ 3 - 22 4+ 2(2'=2') + 2 = o
X% Yy xy x Yy

fx ved overgang til koordinaterne u = x+y, v = x-y.

Fastlzg dernast den lgsning til differentialligningen,
som opfylder randbetingelserne

2(x,0) = x 3; Z;(x,o) =1,



&) Vis, at°F(1,1)=o,.sant at Fx og Fy.eksistérer i hele’
| b) Vs hermed, - SRR
CURx,y) = ‘
“samt laAt TeeE G . i i e
1.
. ‘ . Lo

. L .t *
o .
- PP A » - . - e

T SKYL£El1§Teksaen 1 matématik' i emnekredsén

~«.. > . - Reelle funktioner af en-eller flere variable. -

- ot

~Der stilles fire opgaver, som alle "sl_cal vare

korrekt besvéret, hv';'s besvarelsen skal anses

for fuldstandi_g .




L vis, 8t Gay,n s (0,00 er on losning

“-£11 1igningssystemet

. SRR o e
Bestem stgrste~ og miﬁdsEe-vérdi'af" 4 p& 4 e .
T T f arctg(z’)dt =. =
- mangden. . (7. 7. A k. Ee oL o
vH&ﬂ)u6§a&§imA9u:y§@}ﬁ T T ROREEE - - -
Bestem dérﬂésk,véidimaﬁgdén fér £ o&er ’RE . ! o
‘ A S I’vh(hz”')d’t*s en2.’
Idet - ST 'Vis dernast, at lgsningerne i en omegn af
- B 2 2 - . - . . -
D =" {(x,y)! x.> o AX-y® > 1). (0,1,1) kan fremstilles som en parameter-
skal det vises, at integralet fremstilling af formen
. : : (x,y,2) = (x,a(x),B8(x))
ceedlamT e o ~
: hvor a og B8 er differentiable funktioner
er konvergent med vardien % . - S A i en omegn af 0.
Bestem til slut a'{o) og B'(0).
Fastlzg det fuldstandige lgsningssat til de : . . ‘ . - .
sammenhgrende differentialligninger o . IR v . i o
z, + 22 =w’ 7 _
S . } : : . s
¢+ .a . . : . -
wy *woe.e T,

Bestem derpd gdet lgsningssat, som opfylder

randbetingelserne

z(x)=x) = -e’zf b wixg=x). = 2¢7 %,




b

- ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER -

.skriftlig1ekéamenfi matematik 1 emnekredsen -

 Reelle funktioner af en eller flere variable.

.

Der stilles fem opgaver, som. alle skal vare’

) korrekt besvaret, hvis besvarelsen skal ansesf
“for fuldstandig.‘ ’

A

* onsdag, den 21: januar 1987 ki. 1022 - 1422,

Alle hjzlpemidler er tilladt.

T PRSI .o . B .. .- - - PED
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Vis, at der ved relationen

x? - z2? -.y?z - x?y = x Fyooe
i en omegn af punktet (1,1-1) exr defineret en
kontinuert,-differentiabel funktion z:(x,y) ~

~z(x,y). ,
"Vis- tillige, at. punktet (1,1) vil vare lokalt’
~minimum for . z..

I . 1l.kvadrant er_giQet-qmr&det i

= {(x,yr€R2lxz-yzzGAx2+y2§12}:.
N " -+l . itl. . -

. Bestem rumfanget af den mangde som er fastlagt ved

(x,¥y)€ED A o.: z : _§§x_»
D x“_y‘é
[Vink: Det Kan anbefales '
at benytte koordinatskiftet .u = x%+y2?, v =-x2-y?]

- Et flrma skal fremstille transportkasser ‘uden lég..

Fremstillingen sker ved at udskare papplader {som vist’

'pé figuren), som dernast foldes (langs de stiplede

linier). Der er skiret langs de fuldt optrukne linier-

(opgaven fortsztter)




" forbruget bliver minimeret.
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Siderﬁéf;oiaés.qp, 6g den 1¢ée flap limesvpa_
siden: udvendig. Kassen skal rumme to liter.
Bestem kassens dimensioner, siledes at materiale-

Vis, at integralet

JI dxdy
o (x2+y2+1) 2

med D = {(x,y)lx>oax?-y?>1}

vil vere konvergent, og udregn integralets vardi.

Lgs differentialligningen

LR} L) 1
z + 2z + 22 + 2z = o
XX YY Xy

ved at benytte koordinatskiftet u = x+y , v = X~y

Fastlag derpd den lgsning, som opfylder randvardiproblemet

z{x,0) = cosx , z#xm) = sginx

[vink: Differentialligningen o''(t) + A2@(t) = o

har den fuldsta@ndige l¢sning @(t) = k,cosit + kzsinit ,
kl .k2€R]

i

_skriftlig eksamen i-
emnekredsen

REELLE FUNKTIONER AF FLERE - VARIABLE
tirsdag den 16.6.87

kl.lo.00-14.00

Alle sadvanlige hjzlpemidler er
tilladt.

Opgavesattet bestdr af fire op-
gaver
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OPGAVE 1 .

3 til at fastlagge (a,B8). Den bestdr i - hvis det er,muligt -
Vi betragter funktionen £: R2~ R defineret ved o at valge det/de parametersat (a,8) € R? der giver f den
C o B mindste vardi.

- . — XY . , hvisx>o0o0gy > o0
g o . (1) :Under forudsatning-af at
£(x,y) = =Y ____ “hvl? X <oogy<o o o n o, n
Jx2+y2 - ‘ i n} ay + () ai )2
. o . i=1 - i=1
- - N - . . . . .
- o .. ;. ellers : e : s A g .
. ' _ . ’ . o ) (en forqﬁsgtning der ikke altid er opfyldt, f.eks. ik-
(1) Begrund at f er en C -funktion i hver af de fire &bne ‘ : ke for a; = ... = a ), skal det vises, at der hegjst
kvadranter i (x,y)-planen og kontinuert i hele R2. o s ' findes &t parametersat (o,8) € R?, for hvilket f anta-
’5415¢; : o . 4 : . : " ger en mindste vardi, nemlig )
. {2) vis at f ikke har’ partielle aerdede‘i andie hnkter' n- . n n o o -
partre’ T ' P : , n) bjal = (] b)() a3 -
pd x-aksen eller y—aksen‘end (9,0); Vis at £ i (o,0) har . = 1 1 1 i S -
retningsafledede. i enhver retning, og bestem disse af- E 4 .(?j 2)2 5
' . . ‘ n)-a;, -~ a :
ledede. Men vis ogsa, at £ ikke er -differentiabel i (o0,0).° 1 i 1 i
' o . . og
(3) Lad D = {(x,y) € R*| x > o, vy > 0, x%24y? < r?}, ] - “m o+ om o4 . om . n. . \
Bestem B o : - (§ bi)‘§ ag) - (% biag)(}‘ag)
. . ) . . . g =
[[f(x,y)dx dy.. - n n .
o T ¥. . v . ngiaiv'-(i a2)2
. . § .

(2) Antag at milesazttene opfylder uligheden»
OPGAVE 2 4 t
B — nj ai > (Jal)2.
1 1 A .
Vis at under'denne ahtagelée har f égentligt lokalt
minimum for det undet (1) navnte parametersat.

Baggrund: Lad der vare foretaget n'(h > 1) par af sammenhg-

rende mélinger (al,bl),...(an,bn) af fysiske st¢rre15er,{hVor
Y b-erne tankes at afhange af a-erne. Af en eller anden grund
antager man.at de n miAlepunkter teoretisk burde ligge tat ved . . : ' ' R o T
en parabel med ligningen'y = ox?+8 , hvor a og 8 er ukendte ‘ » A _ : L
parametre. For at finde den parabel - dvs. det talsat (a,8) i
R? - der giver "bedst tklnarmelseﬁ til mélépunkterne,.betrag-.
tes funktionen f af (a,ﬂ{ defineret som kvadratet pa den eu-
klidiske afstand i R" mellem sazttet af teoretiske y-vardier, )
altsd (uaﬁ+8,... ua:+8), og sattet af mldlte y-vardier, (bl,..bn)- .
Dvs. : . _— ) . ‘ (Settet fortsattes)

n
f(a,8) =) (sal + 8 - b,)2.
i=n ’

Man benytter sommetider den slkaldte mindste kvadraters metode
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OPGAVE 3

~Lad fuﬁi?ibpéﬁnéﬁg: Ri‘~ R og h: Ri ~ R vare givet ved

n

g(xwylvyz) = %( sin[(x+yl+y2)t] - sin t )dt
n

o9 ' ! 1

h(x,yl'Y2)i= ol E( cos[(x+y1+y2)t] - cos t )dt -+ ¥, - 3
“ .
2

(1) Begrund, at g og h er Cl-funktioner pi Ri, og bestem
Vg (x,¥1+¥,) ©F Vhix,¥y,¥,)r  (X,¥;,¥,) € R}.

(2) Gogr rede for at sattet (x,yl,yz) = (%,%,%) er en l¢sning

til ligningssystemet

. g(xlyl:yz) =0 i R3
){ hix,yy:¥,) = © !

og vis at der findes en omegn af formen AxB, hvor

A= {x] Ix - %l < a} og

= .y -1l . .
B = (1III(11,y2) (3+3)11 < b} for passende a og by
af (3,3,3), s& at *) i denne omegn fastlagger Y, o9
y, som cl-funktioner af x, x € A.

(3) Vvis at funktionen f: Ri ~ R, defineret ved
£(X,y)/¥5) = X ¥y ¥y
111 .
har stgrstevardi i (3,3,3) under bibetingelserne
glx,yq.¥,) =0 .

h(x,yl.yz) =0
X + Yy + Yy - 1 = o.

86 -

OPGAVE 4

Betragt omriddet F i (xjy)-planen fastlagt ved

F =

(1)

(2)

{(x,¥y)] x>0, y>0, x <y <x+l, % < xy < 1}.
Vis at transformationen f: Rﬁ ~ R2 defineret ved

fl(x.y) = xy
fz(x,y) y=x

er injektiv p& F. , N
Udregn arealet af F.

(Der kan mdske under udregningerne blive brug for et
af f¢lgende resultater:

Jvu2+ a? du = Y(uvh2+ a? + a2ln (u + Vu2+ a?))

1

fe————du = 1n (u + Vu2+ a2),
Vul+ a?

hvor a er en konstant).

Opgavesat slut
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Skriftlig. eksamen i
emnekredsen

REELLE FUNKTIONER AF FLERE -VARIABLE

onsdag den-6.1.1988

Alle hjzlpemidler er tilladt. Der er
fire opgaver fordelt p& tre ark. Prg-
ven -afholdes kl. lo.o0o-14.00.

OPGAVE 1 TPstrny o Fuoo 4o ek gf“!*-' fory a4 ani ey goid?
(1) Vis, at for enhver 1¢sning (x e ¥ z_) .til.ligningssyste-
met

coan{asszide J6 L Euspst (X)

(x+y+z) X¥YZ ~

al-
|
[
]
o
f
A

A i

2 2 2y o
(X%+ y<+ z4) 18

beliggende i. omrédet

e «x,_nA L L., RSO 3 SN I F O L

D = ((x,y,z)"l X ‘0" Y

= 1 Al 2 ﬂ d*;h oot ?fljfnfmlv
ﬁa r

kan 1¢sningen ti% sy§t§pet 1 egw?megn af (x Y e h frem-”
a2

stilles som-en requler C —kurve i rummet, parametriseret af

- it
x 1 et intervi}}hﬂgmkrinqr‘ohj_J} i oan samel e SR n i

¢ (x), v(x), x €4,

$, ‘1' € C (A). aoaelidny usdparded h 3o jaed uod (£
(2) Bestem det approksimerende polynomium af h¢j§§'l,*grad

ﬁ?f $ og_ Ve n&r X on¥onZs) 2 (gy3 zlhw .

(3) Vis, at f, ’ =

\
')
f.
7’.4'}
“)
f-:

1
£(x,y,2) = (x+y+z) &Y 36 - 1,

e taml, oo anes T Dad (o0 (b
(%,y,2) € Diihverkén: har's€¢% e ellef mindstevardi i D "un-
nodgg - m sipsrssd de bav oads i

der bibetingelsen'x+y+z = 1.

<
¢

OPGAVE:*-2 saned faduizret I

Begrund eksistensen af, og beregn, rumintegralet .
. C,;i =AY

fa xyz sin (x24 y2+ 2 )u9¥‘dy QZanpssiant vy be de ad”

@iyl

54

hvor A = {(x,y.,.z2hehi0i< x y,zz <rl), o Lid salnd gynsd

Tt et T feubar e DG ik, rpnladesanl;

)
OPGAVE . 3 sl o TR reyporaler
En funktion g R ~ R af n variable!x(—*(x

homogen, hvis der gelder

Inlpadrinrnilil

1?3” x{L/ Kalde

\-"

g(tx) = t g(x), x € R, , for ethvert t > o.
(1) vis;, at funktionen £, defineret ved -

f(xl,...x ) k x .x%n ' (x ves e Xy ) € R

hvor kX > 0 og alle ay 4=1,...n) ex > 0, er en C -funktion,

0g -at den er homogen netop hvis al

+...+'a_ = 1, (En s&dan ‘funk-
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tion kaldésjéﬁ'¢qpbequglas-funktion'af n variable og spil-
ler en stor rolle i gkonomisk teori.):

(2
e(fix,) - lim - =L
Ax =+ 0 =i
i Xy
hvor Af = f(xqu..xi=l.xi+ BXg Xy vreeeX ) - E(xyseeex ), -

eksisterer for alle i, og bestem dens vardi.
(e(f;xi) kaldes elasticiteten af £ med hensyn til xi.)

Lad g: Ri ~ R vare en differentiabel funktion.

(3) For fast x ELR: betragtes funktionen

t ~ g(tx), t > 0.
Den kaldes @, Begrund, at v, er differentiabel, og bestem
wi.
{4) (a) Lad g vere en homogen,differentiabel funktion. Vis
- f.eks. ved at betragte 0, - at g opfylder

g(x) = x.vg(x) -
(hvor som sadvanlig Yg(x) = (%%(5),...,3%(5))).

(b) Lad omvendt g vare en alfferentiaﬂel funktion der
opfylder

g{x) = x-Yg(x).
Vis, at sd er funktionen t ~ wx(t)/t, t > 0, konstant pd R,
og benyt dette til at vise, at g er homogen.

(Bemarkning: (a) og (b) udggr til sammen Euler's satning: En
differentiabel funktion pi R: er homogen hvis og kun hvis funk-
tionen (g) opfylder g(x) = x-Vg(x).) )

OPGAVE 4
Vi betragter fglgende skare af parabelbuer med det ene ende-
punkt i (0,1) og det andet pd linjen med ligningen t = 1 (idet
vi forestiller os givet et sadvanligt retvinklet koordinatsy-
stem):

p(th = 2+t +1, t€ o]
for b € R.

—
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Vis, at der findes netop,én»pafameterVardi af b, for hvilken
den dertil svarende parabelbue. har minimal buelangde, og an-
giv denne vardi af b.

OPGAVESET SLUT
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER
skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen -

LINEEZR ALGEBRA,

Tirsdag den 20. januar 1976 kl. 9 oo—13 oo
Alle h]alpemidler tllladt.

OPGAVE 1 . .
“_Den llneare afbildning G : R3l1_R3lér“givet,véd matricen
1 -1 ‘a

B, = }].3 a -3} , a€R.

(1) Bestem de a € R, for hvilke Ga~ér5b1jek£iv.

(2) Underse¢g for hvilke a, Ba kan diadonaliseres, -
seres, og angiv en basis for R? best&ende af eégenvektorer

t#;'G;zt

(3) Unaérsdg, om der findes en ortonormeret ba-

sis for R° bestiende af egenvektorer fdr-G;z.

'(4) Betragt for ethvert a € R ligningssystemerne

X) = X, + axy =0
3x1 +a_x2 - 3x3 = o0

(a+2)xl'- Xy = X3 =0
og
X} T Xy + axg =>l
,3xl__:|-ax2>-~3x3 =0
(a+2)x - X, X3 =0

og -angiv for begge systemerne dimenSLOnen af. lgsningsmangfol-
digheden, hvor den er ikke-tom.

(Opgavesattet fortsatter)

OPGAVE 2

Lad V vare vektorrummet af alle polynomier p af hgjst forste
grad over R.

(1) Godtger, at afbildningen ©:VxV ~ R, defineret ved
1
olp,q) = [p(x)q(x)ax, p.q € V

er et skalarprodukt og angiv en i forhold hertil orto-
normeret basis for V. -

(2) Vvis, at afbildningen F : V ~ V, defineret ved (for c € R)
(FL(P)) (x) = (-2c+l)xp’(x) + czp(x), X € R

er en  linear afbildning. Bestem m&ngden af egenvardier
og egenvektorer til F. for ethvert ¢ € R, o§ angiv for et-
hvert ¢ € R dimensionen af billedrummet for’Fc;

- {3) vis, at der ikke findes noget ¢ € R, for hVilkét Fé er iso-

metrisk. Findes der noget c € R, for: hvilket restriktionen
Fclw; W.~ W af underrummet W af V bestdende af alle poly-
nomier uden konstantled ind i W er isometrisk? -

(4) Bestem de pdlynomier,p.gfv, for hvilke p L Fl(p).

OPGAVE 3

Giv en oversigt over de forskellige metoder til beregning af
determinanter. Konstruer en 4xd4-matrix, der egnef sig til at

belyse disse -metoder, og illustrer disse ved hjzlp af denne ma-
trix. -
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1

{(opgave 3 fortsat)

(3) Bestem for ethvért par (s,t), for hvilke 1 er egenvardi til
ROSKILDE‘UNIVERSITETSCENTER

Als,t) (jvE. (2)) egenvektorerne til 1.

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen ' 7 (4) Bestem de t érhérfor hvilke A(l-2t,t) har lutter reelle
LINEEﬁfALGEBRA ) egenvaerdielr

(5) Bestem dimensionen af egenrummene svarcnde til matricen

- A(-3,2).
tirSdag den ¥ juni 1976 k1.
Alle hjzlpemidler tilladt. !
OPGAVE 1 ) )
Idet P, er det lineare rum af alle polynomier af grad mindre
end eller lig 2, defineret pd intervallet [-1,1 ) . defineres
ved OPGAVE 4
QZ =={p € P2l pll) = 03 ' h Lad den lineare afbildning F(a,b), (a,b) ERi, af
et underrum af P,. Vis, at {t21£' t-1} udggr en basis for Q, ) det euklidiske rum g* ind i sig selv vare givet ved
I Q, defineres et skalarprodukt ved matricen
1
(glr) = [q(t)r(t)dt ’ b -a -a a
-1 -a b -aa
Bestem det ortogonale kcmplement i Q, til underrummet frembragt M(a,b) =]"2 5
: -a -a a
af p, hvor p(t) =t - 1, te[-1,1].
a a ab
OPGAVE 2
Lgs for enhver vardi af a¢R ligningssystemet (1) Bestem de (a,b), hvor F{(a,b) ikke er bijektiv.
y+ z+ w=2 (2) Angiv spektret for M(a,b).
X -y-22+ w=o0 . . - s o1 s .
X -y+ 4z~ w=2 (3) Udregn projektionen af vektoren x = (2,-1,2,-1) pa
x - z+aws=a egenrummene for M(a,b).
OPGAVE 3 (4) Udregn tillige projektionen af F(a,b) (X) p& egenrummene.

Lad for ethvert (s,t)€ R? A(s,t) betegne matricen

1l o t
A(s,t) = o s8+2t -1
-2 ) s

(1) vis, at U = {(s,t)l A(s,t) ikke reguler} er et underrum af
32 og angiv en basis for dette underrum.

(2) Por hvilke (s,£)€ R® er 1 en egenvardi til A(s,t)?
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 Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen:

LINEER ALGEBRA, der stilles ialt fire opgaver.

mandag, .den 10. januar 1977 kl. 0932 . 1339,
Alle hjzlpemidler tilladt.

Lad en linear afbildning F af det euklidiske _r:um_E3
ind i sig selv vare givgt_yea matricen -

5 2.0
a=[2 6 -2
Q=2 7

~a) Vis, at F er bl]ektlv.

b) Anglv spektret for A samt en basis for egen-—
rummene ‘ved A.

c) vudregn (3 IFT' ¥), nar § = (-3,6,-9) i den
oprindelige basis i E*.

2° Angiv den fuldstandige lgsning til ligningssystemet:

+

X - y+ z w= 0
2x - 5y - 2z + 4w = -1
-x + 2y - 2w =

y+z- w=

'3° En line®r afbildning Fa:R?~R? er for alle a€R

givet ved matricen

2a -1

B.={ 11 o
a

ca 0 1

(opgaven fortsattes
naste side)

96 .

a) Bestem de a€R, hvor F ikke er bijektiv.

b) Bestem de a€Rr, hvor Ba~har'mindst to reelle

egenvardier.

c} .Bestem derpa de aER, for hvilke B kan diago-‘
naliseres med lutter reelle egenvardier.

d) Find a sdledes, at
F 7N -2,1,53) = (2,-1;3)

og anéiv spektret for Ba.-

En linear afbildhing-L~inden~for det line@re rum
c” af alle .reelle vilkdrligt ofte differentiable
funktioner{er.for alle a,b € R givet.ved

L = D2 + aD + bD°

a.v.s. Vte€R:(LE)(t) = £''(t) + af'(t) + bf(t) , fec”

a) Egenrummet svarende til L og egenvaerdien -2 vides
at have funktionerne fl:t~e3t og fz:t»-e"t som
basis, fastla®g pad denne baggrund a og b.

(De fundne vardier af a og b forudsattes benyttet i

det fglgende).

b) Angiv en basis for egenrummet svarende til L og
egenvardien - %

¢) En linear afbildning G:C ~C~ er givet ved

G =D - 20°

d.v.s. VEER:(GE)(t) = £'(t) - 2£(t) , fec”

Angiv en basis for egenrummet svarende til GeL
og egenverdien -4.
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SKRIFTLIG EKSAMEN I LINEER ALGEBRA

mandag,. den 27. juni 1977.

Allé hj=lpemidler tilladt.

OPGAVE 1

Lad for ethvert a€pR. Ba”betegne matricen

1

(2}

:Ba - a 2 ]
1- a -1 1

Angiv for ethvert a€R en basis for nulrummet Na,
"ved B_, samt dimensionen af billedrummet.

Undersgg, om der findes noget a€R, for hvilket (o,1,o)€N*a

(3) Bevis, at for ethvert a€R er enhver egentlig vektor i Na
egenvektor for matricen B;Ba (B; er den transponerede til
Ba).
(4) Underspg, om B;Ba er regular for noget a.
(5) Bestem egenvardierne til B{B;.
OPGAVE 2
(1) Bestem for ethvert a€R dimensionen af lgsningsrummet for
ligningssystemet
(2a® - 2a + 1)x; + (3a-1l)x, + (l-a)xs; = o
(*) (3a-1) x; + S x3 - X3 =
(1-a) xy - X2 + X3 = 0
og bestem samtlige systemets lgsninger.
(2) Lgs derefter systemet )
(2a% - 2a + 1)x; + (3a-1)x, + (l-a)x; = 2a% + 1
(a) (3a-1) x; + 5 x» - X3 = 3a + 3
(l-a) x3 - X2 + %3 =1-a

98 -

- (opgaver fortsat...

OPGAVE 3

Lad V vare vektorr;mmet af alle polynomier af hgjst l.grad,

altsi

v = {Pl 3(a,b)ER2VXER: P(x) = ax + b}.

(1) Vis, at der ved
<P |P,> = aja; + 2b;b, + a;b; + axb,
(hvor P; og P, er bestemt ved (a,,b;) og (az,b;) hhv.)

defineres et skalarprodukt i V.

P bestemt ved -(a,b) normen af P, ||l P {[]| 1 forhold til
dette produkt.

Lad L betegne afbildningen fra V ind i R? bestemt ved
L(P) = (P{o),P(1)).

(2) Vvis, at L er
matricen for

(3) Vis, at L er
forsynet med

line®r og opskriv i en passende basis for V
L.

en isometri, opfattet som afbildning fra Vv
< | > ind 1 R? forsynet med det “"sadvanlige"

skalarprodukt.

(4) vVis, at samtlige grafer for elementerne i {Po}l har &t

punkt fazlles

og bestem dette, idet Po er defineret ved

Po(x) = x, for alle x€R.

OPGAVE 4

Giv en oversigt over, hvad der gzlder vedrgrende diagonalisering

af matricer.

Opskriv for et polynomium
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a Skriftlig eksamen 1 matematik i emnekredsen:

Linear Algebra.

Der stilles ialt fire opgaver.

onsdag, den 4. januar 1978 k1. 0932 - 1339
Alle hjazlpemidler er tilladt.

100

P& mangden C(0,1] af reelle, kontinuerte funktioner
p& intervallet [0,1) defineres et skalarprodukt ved

1
(£lq) | £(t)g(t)dt
o

Bestem to funktioner f og g i C[0,1] af formen a+be®
a,b€ER, sdledes at . £ og g er ortonormale.

Angiv for ethvert talsat (a,b)€R’ lgsningen til lignings-
systemet ' ) A ‘
X -2z-w =1
0
x+2y+ z+aw = a+b

y+ z+ W

1
o

X- Y -2w

Idet C~ betegner mangden af vilkarligt ofte differentiable
funktioner pa R, defineres afbildningen L:Cm~cm ved

VEECT:LE(t) = (t3D3+6t2D%+4tD-4D°) £(t), tER

Vis, at L er linear.

Det antages nu, at t€R+, vis da at funktionen @:t~t%,

a€ER er egenfunktion for L, C€4d angiv den til ¢ hgrende egen-
vardi.

Betegner KA egenrummet svarendc til egenvaerdien X, ¢nskes

en basis for hvert af egenrummene K_,» K_, 09 K_.




40

" Bestem de {(a,b) for hvilke F,

101

“For hvert talsat (a,b)€R? definéres en linezr afbild-

ning F af R® ind i sig selv ved matricen
o a,b _ s "

o a b
A={babhb
a o

“er bijektiv.
b
Angiv for hvert talsat (a,b) dimensionen af de til A

svarende egenrum.

" I de tilfalde hvor A kan diagonaliseres, gnskes en basis

for R? bestiende af egenvektorer til A.
Fastl®g (a,b) sidledes, at de til A svarende egenrum er
ortogonale, samt at detA = ab.

1102
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Linear Algebra.

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for fuldstandig,
hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

' 00
torsdagq, den 8. juni 1978 kl. 0922 - 1322,

Alle hjalpemidler er tilladte.
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Angiv for hver vardi af a€R lgsningsmangden til lignings- |

systemet
X +ztaw = 1
CoOX+tytz =1
gtz w o= 1 )
Xty - w =1

Begrund, hvorfor lwsningshmnéden for visse valg af a er tom.

N ‘

Idet C bepegdervmanédéh af vilkétligt ofte differentiable
funktioner pa R, defineres afbildningen L:C~C"  ved
VEEC :Lf = (D’+aD+bD®) £, (a,b)ER?.

Vis, at L er linear. .
Bestem (a,b}. nér«funktioncn»w:tnte_t'er egenfunktion for L
svarende til egenvardien- 3.

Angiv en basis for K3 (egenrummet svarende til egenvardien 3).

ved
\ v ] w ’ o .
Wio,bw) .= 0 v w| ; Wew =% Wl
‘b" w" - .- LD' l]}'

. ‘D“

defineres Wronskideterminanter, hvor ¢,y,w€C? (henholds-
vis ¢,$€C!). Det forudsattes bekendt, at ¢,V¥,w (henholds-

vis W{W) er line®art uafh@&nqige hvis og kun hvis W(o,yp,w)*0

‘(henholdsvis w(w,w)tq),_hvor o betyder o-funktionen.

Antages nu @, {€C? lineart uafhengige. Vis da, at
Wiw?,0p)+o, Wy, v?)+0 og W(v?,p?)+o.

vis tillige, ‘at ©®, oy og ? er linexrt uafhangige.

104 -

En linear afbildning F‘-__:R’~R3 er givet ved matricen

_ t 2 2
alt) =2 -t 2
2 -2t

a) Bestem de t€R, hvor F_ er bijektiv.

b) Bestem de til A(t) svarende egenvardier, og

c) i de tilfalde, hvor A{t) kan diagonaliseres gnskes

en basis for R’ af egenvektorer for A(t).
d) Fastlag t sdledes, at

FiN(-1,2,-3) = (1,-2,3).

. Idet P, er det lineazre rum af alle polynomier af hajst

anden grad, defineres pd intervallet [0,1] et skalar-

produkt ved

. .
(plg) = [ pfevyg(t)dat
S

Et underrum Q er frembragt af polynomiet g(t) = 2t-l.

. 4
Beskriv samtlige polynomier i Q. o
Angiv en ortonormeret basis for P,, s&ledes at
hvert basiselement er i enten Q eller Ql.
Fastlzg polynomiet p(t) = t®+t+l i den fundne basis.
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1. 1Idet C°(I) er:det linesre rum af alle reelle,

‘Skriftlig eksamen i matematik i-emnekredsen ) L kontinuerte funktioner pd intervallet I =—{e;1ae4,

defineres et indre produkt i dette rum ved'
Line®r algebra

(flg) = Jef(t)g(t)dt.
e-l
Vvis, at funktionerne w:t~l og w:t~t'11ntAer ortogonale
pa C°(I); Bestem derpd tre funktioner af formen
1

-Der stilles ialt 5 opgaver. BesvarelsSen anses for fuldsten-
dig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

wit~atbt '+ ct™lint

torsdag, den 4. januar 1979 k1. 1022 — 1492 : - a,b,c€R, som er parvis ortogonale p& C°(J):
=~ 7 hd L3 -
Alle hjzlpemidler er tilladt.

2. Beskriv for hvert talszt (a,b)€R’ 1gsningsmangden til
ligningssystemet

[
(=T ]

X -y +z+w

y+z+w

X - y +42 -5w =b-a
2x =2y +5z +aw = 1

3. Idet C: betegner mengden af vilkarligt ofte differen-
tiable funktioner pd R , defineres afbildningen
L:C~C" ved

VEEC, : LE = (£’D'+at2D+(a+b)tD + bD°) £
(a,b)€R?.
Vis, at L er linear.

Bestem derp& ({(a,b), ndr funktionen p:t~tlnt er egen-
funktion for L svarende til egenvardien -1.
Angiv endelig en basis for K_
til egenvardien =-1).

1 (egenrummet svarende
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-Idet P, er det lineare rum af alle polynomier p

med grad p=2, defineres en linea®r afbildning FiP ~P,
ved ’ o ’ ’

VPEP:F (p(t))' =-t%p' () = (26+1)p! (8 -+ p(b) + 8t
tER.

'.‘,v""‘" R

‘Bestem egenvardier og_egenpolynomier for F.

Redego¢r for, at'F-l eksisterer, og bestem F'l (tz—Zt).

En linear afbildning G: R ~R er givet ved matricen

b

Vis, at A har to egenvardier, samt at A ikke kan dia-

4Vis, at G er bi]ektiv.

gonaliseres. Betegner'\ den egenvardi, som har alge-

‘braisk multiplicitet 2; og v er den tilhgrende egenvek-

tor, bestem  daren vektor w siledes at

-

GWw = AWtv.

Er u egenvektoren svarende til den anden egenvardi, og
befegner § den matrix, hvis sgjler netop er (3,3,3)
udregn da.
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Linesr algebra

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for fuldstan-
dig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

fredag, den 8. juni 1979

k1. 1022 - 1429

- Alle hjzlpemidler er tilladt.



Idet C°(I) er det:.lineare rum af:alle reellé,; N ) o 4.
kontinuerte funktioner pi intervallet I= {e'l,e]}
defineres et indre produkt i dette rum ved

(flg) = Ief(t)g(t)dt.

’ R

Vis, at funktionerne ¢:t~1 og w:t~t_11nt er ortogonale
pi C°(I). Bestem derpd tre funktioner af formen v

1

wit~atbt Y+ ct lint

a,b,c€R, som er parvis ortogonale pa c®m.

Beskriv for hvert talsat (a,b)ER2 lgsningsm@ngden til
ligningssystemet

X -y +z +w

]

y+z+w

x - y +4z -5w =b-a
2x -2y +5z +aw = 1

Idet C: betegner mangden af vilkarligt ofte differen-
tia:lewfunktioner pa R, defineres afbildningen
L:C+~C+ ved

VEEC, : Lf = (t’D*+at2D?+(a+b)tD + bD®) £
(a,b) €r®.

Vis, at L er linear.

Bestem derpd (a,b), nidr funktionen ¢:t~tlnt er egen-
funktion for L svarende til egenvardien -1.

Angiv endelig en basis for K_1 (egenrummet svarende

til egenvardien -1).

110

Ide;:PZZér:det lineare rum. af alle polynomier p°

med gradép§2, defineres en linear -afbildning F:P2~P2

ved
VpEPZ:F(p(t)) = p"(t)=-(t-1)p' (t)+3p(t)

tER.

Bestem egenvardier og egenpolynomier for F.

1

Redeger for, at F~! eksisterer, og bestem F~! (t2+1).

En linear afbildning G:R3~R3 er givet ved matricen

1 2 2
A= -1 2
2 -2 1

Vis, at G er bijektiv.

Vis, at A har to egenverdier, samt at A ikke kan dia-

gonaliseres. Betegner A den egenvardi, som har alge-

braisk multiplicitet 2, og Ver en tilhgrende egenvek-

tor, bestem da en vektor W siledes at
Gw = AW+V.

Er 1 egenvektor svarende til den anden egenverdi, og

betegner S den matrix, hvis sgjler

udregn da

- -
netop er (u,v,w)
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mandag, den 7. januar 1980 k1. 1022 - 1422

111

ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Linear-Algebra

Der stilles ialt 4 opgaver. Besvarelsen anses for
fuldste®ndig, hvis 3 opgaver er korrekt besvaret.

Alle hjzlpemidlér er tilladt.

1.

ligningen

112

. En linear afbildning F:R"~R" er givet ved matricen

l o-1

2

11-~-1 1}
A= ol 1 o

11-2 2.

Bestem N(F) - nulrummet ~ og V(F) - billedrummet

ved afbildningen F, =

Angiv for hver vardi af a€R l@;ping;m@ngden til-

F(x,y,z,w) = (2,5,2,a),

Idet C: betegner mangden af alle vilkarligt ofte
differentiable funktioner p& R ., er en linear dif-
ferentialopérator L:Ci~Ct.defineret ved

L=t’D%+at2D?-2atD+bD’ = . .

a,bER.

Bestem tallene a og b sdledes, at funktionen
@:R _~R givet ved ’

o(t) = t%1nt

er egenfunktion for L syarende til egenvardien -a,

Angiv - med de fundne vardier for a og b - en basis
for K_a (egenkummct for L svarende til cgenverdien
-a)

Redegpr for, at

U= (fex_,1£(1) = o}

er ot underrum og angiv en basis for U.



'idet,a;b,CfdeR défineres fglgende 2x2-matricer

e ) G ()

Vis, at AB=BA og 1I? = -E

Betegner A% den transponerede matrix af A, defineres
en 4x4-matrix ved

. a Bt
M= .
-B A

vis, at detM>c for (a,b,c,d)#(0,0,0,0) og, at
detM=0 for a=b=c=d=0. (VINK: Udregn f.ex. MMt)

,
ﬂibetegner mzngden af alle 4x4-matricer af samme form
som M.

Vis, at?ﬂ med sadvanlig matrix-addition og skalarmulti-
plikation er et underrum i rummet af alle 4x4-matricer.
Vis tillige, at matricerne

3, = Eo\, _Jzé(osjl g, =T o)' J~=(o—>
OE -E O 0 -I -I 0O

er en basis forq¢ﬂ samt at

1) Jp2 -3, for p = 2,3,4

2) JpJ3 = ~J372
Bestem M~! for alle matricer M#0, og vis, at

(x”kO}.-) er en ikke abelsk gruppe. (- betyder sadvan-
lig matrix-multiplikation) .

Lad for ethvert talsat (s,t)€R?, A(s,t) betegne

ma#ricen' ) B
s 2t -s - N
A(s,t) =[ s 2t-s o '
-5 8 2t

a) Beskriv mzngden

N = {(s,t)€ER*|A(s,t) ikke reqular}

b) . Vis, at 2t altid vil vare egenvérdi'for
A(s,t), og bestem det tilhgdrende egenzum.

¢) Vis, at A(s,t) altid kan diagonaliseres.

d) Bestem spektret for A(2t,t) samt de tilhgrende
egenvektorer, nir t+o.

e) Udregn projektionen af egenvektoren svarende
til 2t pé& den plan, som er udspandt af de to
¢vrige egenvektorer, som er fundet under d).

-
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Ale Wepenadie, ac

“oilant

_'_—’——

[

e Side 1
OPEME L ' '

Vis om de 4re Lsmw%mv

() x-By~2z2+3w =
X <2 =5y w4r9 =

(2) x+4y-llz+bw =0
,(OK'-lg*Ze ;t-4w -{o‘ .

3) -5 +4a-v =0
' -6x+l§3 -N2+3w =0

ot lpsning smewg dec.. bl @) & dm pommme  soms
lﬁ’SWM%AMMng% Ll (2) mew eu. del.cuwaaada—
4{ smugsw.@amw Q). o -

OPAVE 2

Vi ok losmmgsnwgdwu Agumgs%w.
4x~By~2 43w =b
3X ]:'j Sq_‘e‘}w=.bz
Qg =5y -t-‘}zré W = b,

ddr,ée}m/ ko furrs

4 -5 b{
3 =2 'b:_ =0,
2 -3 b

Las %MWM A*&L[-al.d.rx (QJbz/bs) (34,-0).




aur N . Side 2

= -0 0o -3 T - SKRIFTLIG ERSAMEN
A= 2 o 3 _ : o : '
' I "o 2 3 , . ' ,
0 o o 3/. : '
X' =Ax,

Som.  opfuldon X0) = (44,4,4),
Det c‘okaaeé, ot der fan -ford:cx_au et bwei.osici.fh, slo-

ded at dew Linesre 'u,,.;“a e :
4; d&d. b%bo ‘\M PR i A s (V"M"K) Tilladte hjazlpemidler: alle
W Varighed: 4 timer.
2 0 o o
[l 4, 0o
o o 7\’ o
© o o 3/.
(Oplyoringen ool boriacs).
oPeAVE 4

Fiod prejetiones. of fots D pd do plass, owa
3 gonem A B i ¢, nay
A=(lo,6), B=({0,0), C=(o,2, ~1), D=(o, ,1) '
OPGAVE 5 ‘ | . a958 o 100
Foretng an dlagonelisoning of dew lamdmdishe o

Rixy) = 4xy ~ ay’

for =3 ™ a=0.

SLUT
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OPGAVE '1-
o QPGAVE 3
P " ' Lad T vare en.linezr operator, som.-i en vis basis har
matricen: - . Lo ' Angiv en betingelse i form af et sat af ligninger og ulig-
1 1 heder i a,b,c og d, som er tilstrzkkelig til, at der
1 0 blandt de fire vektorer ‘
Y B = . . R .
-2 -1
-3 =2
- _ 2 4 1 c
1. Vis, at nulrummet og billedrummet er identiske. ' ' L . L | é -\ ,.é
2.. Bestem B 3 ; 2 ; a , 0
3. Vis, at inéen S-dimensiénal operator kan have identisk o 0 1 b 1

nulrum og billedrum.

4. Angiv for en vilkirlig operator S en relaticn mellem
nulrum og billedrum, som er_tilstrakkelig til at sikre,

-er mindst 3 af dem, som er lineart uafhangige, mens hele
at $? = SeS er nulafbildningen.

sattet skal vare lineart afl'iamgigt.

OPGAVE 2
‘ Find den 1lgsning til differentialligningssystemet
£(8) = ALw),
» . . for hvilken - £ (&) = (l,0,1), idet
' 1 -2 -2
A= 1 4 1
1 1 4

(fortsattes)
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OPGAVE 4

Léd mangden M; vare givet ved ligningssystemet

-3 +y

I
1
w

2

L
[

SKRIFTLIG EKSAMEN I MATEMATIK I EMNEKREDSEN
-x +w LINEEZR ALGEGBTRA

1
)
[wr

-~

og mangden M, vare givet ved ligningssystemet

nandag, den 18. januar 1982 kl. 1022 - 1420
-8x + 4y'¥'102 = 0 '

2x + 4y -5w = 0 .

vis, at (1,0,1,0)eM, og find det punkt i M,
som ligger narmest ved (1,0,1,0).

’

Find dernast det punkt i M;, som har den mindste afstand
til M.

(For et punkt P forstds der ved afstanden til M,
afstanden til det punkt i M;, der er nermest ved P,
nemlig projektionen af P pd M;).

Der stilles ialt fire opgaver.
Alle hj=zlpemidler er tilladt.



1. Angiv en basis fo; 1¢sningsrummet_t11 ligninéssysﬁemet‘

X + 2y - 3z = 0
-x - 2y + 3z = 0
4x + 8y -12z = 0
x - y + 5z = 0
Bestem de (b;, b,, b3, b,) € r? for hvilke ligningssystemet
x 4+ 2y - 3z = bl
-x - 2y + 3z = by
4x + 8y - 12z .= b,y
x - 'y + 5z = b4

har en lwsning..

2. Bestem determinanten for den rgellefnxn—matrix

3n

Vink: Fgrst gattes 1¢sningen (ved at beregne determinanten for de
fgrste par n) og s& fgres induktionsbevis.

3. Hvilke "elementare omformninger" (ombytning af to razkker, multi-
plikation af en razkke med en skalar A # 0 eller addition af et
vilkdrligt multiplum af en razkke til en anden - og tilsvarende for
sg¢jlerne) fgrer fra matricen

0 1 1
A = 0 2 2
o 3.3
til matricen
' 1 0 -0
A' = 0 0
0 0 ?

Lad nu L og M vare lineare rum med (ul, u,, u3) basis i L
og (vl, Vo v3) basis i M og lad F : L - M vere givet
ved matricen A i de to baser. Angiv nye baser i L og i M
sddan at F er givet ved A' 1 de to nye baser.

124

4., En line=ar afbildning F : mz - Rz er givet ved matricen

4 -1
G
Diagonaliser F (ved at bestemme egenvardier og egenrum). Lad U
vare egenrummet svarende til dep stgrste egenvaerdi af F .

Vis at "kvotientrummet” RZ/U {dvs. {(x,y) + U | (x,y) ¢ Rz} med
passende addition og skalar-multiplikation) er isomorft med mengden
M = {(x,y) | x, ¥y eR og x+y = 2}
forsynet med édditionen
(x1,y;) + (32,y2)
og med multiplikationen
Ax,y)

(x1 + X, —.l, Y, + ¥, - 1)

(Ax + 1 - X, Ay +1 =) .




SKRIFTLIG EKSAMEN i LINEAR ALGEBRA, marts 1982.

Udleveres den 5. marts 1982 k1. 1022,

_afleveres den 5. marts 1982 kl. 1422,

Alle hjazlpemidler ma benyttes.

OPGAVE 1.

Lad f£:R? > R* og g:R* » R? vare de lineare
afbildninger, som i forhold til standardbaserne har
matricerne

/
1 2 1
3 1 -2 . 5 2 -5 -1
A = og B =
2 2 0 3 2 -5 1f .
1 2 1

Vis, at

(1) Billedrummet for £ er nulrummet for g.
Bestem de talsat (a,b,c,d)€R* for hvilke (1) galder,
nar

OPGAVE 2

Angiv de vardier af a for hvilke matricen

1 a(a+l)

a(a-1) 1

kan diagonaliseres til en diagonalmatrix med reelle
vardier.

{(fortsattes)
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OPGAVE 3

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

-

Der er givet fire pinkter: * -

A = (‘5,—10,-1)', B= (4,b,2), C = (;2‘,_3"_1)’ ‘D,= (2’4'2). LI N E A R AL G T B RA ] ] .

i rummét udstyrét med et retvinklet koordinatsystem.‘

Besteﬁ.bfojek;ioﬁéﬁ '31'5f A fpé_ﬁcbi -
. Bestem hgjden fra A ‘i ABCD. N

Bestem volumen af ABCD ved to forskeilige udregninger.

OPGAVE 4

Bestem lg¢sningen til_differentiallignin§en

Der stilles 1ialt 5 opgaver. 3esvafelsen anses far fuldstendig,

.. ] 1 . . o ' hvis 4 opgaver ar korrekt besvaret.

X'(t) = AX(t), X(o) =|'2 ' A ' ‘
hvor . 2 0 -1 oo oo

A = 1 3 1 . fredaq, den 18, juni 1282 kl, 1= - 14 ot

Alle nhjelpemidler er tilladt.




1,
!
\ Fl

for

A)

(9]
°

A)
B)

C)

A)

8)

C)
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Find en lineer afbildning af R° “ind i A° for hvilken
, FZ) er en basis for billedrummet oé (el) er en basis
nulrummet, hvor - -
fl = (0,1,3/2) ,:FQ = (1,2,3) og e = (2,3,4) «

Les 1ligningssystemet

X = y+ W+ zZ = a
2X « 5y + 4w - 2z = b
=X + 2y = 2u ' = C
Y- w+ _2 = 0 _

for (a,b,c,d) = (0,-1,1,1)
for (a,b,c,d) (3,-1,6,2) .

Oen lineazre afbildning Ga : R3 2> IRS er givet ved matricen
a+l -1 a
g, = 0 a 2 y a€elR
8] -1 -1

Bestem de a for hvilke Ga er bijektiv,

Undersag for hvilke a , ga kan diagonaliseres, ocg angiv

. . 3 - - : .
en basis for R bestaenoe af egenvektorer til 23_ .

-3

Sestem derpa a saledes, at vektoren ? = (1,1,-1) bliver

egenvektor til 82_, og udregn derpd 53_1(2,1,-3) R

a’

I cdet lineszre rum :2 af alle reelle to gang kontinuert

differentiable funktioner pd 7 defineres en linezr afbild-

ninhg L wved

(LE)(t) = f(t) = (t+1) Fr(t) + 3 f(t), teR
Lad Pz vere det linzzre rum af alle polynomier p med
grad p ¢ 2 .
Vis at P, er "invariant" overfor L , hvormed menes at
L(f)e P, for alle fer, .

Bestem egenvardier og cgenpolynomier for M = restriktionen

af Lotil Py .
fedegor Enr, at H—l cksisterer, og bestem N_l(g) hvis
g(t) =t + 1 for teR .
degstem determinanten for den reelle nun-matrix
a 2
Y 3
l' 0
n-f
(-1) a

130

Opgaver til

Line®r Algebra

7. marts 1983.

Alle hjelpemidler tilladt.

Der er ialt 4 opgaver, som alle skal regnes.
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OPGAVE 1 - - 3 ) OPGAVE 3
o : Afbildningen f fra R® ind i R* er givet ved - ' _Bevis, at det karakteristiske polynomium R for ma-
i . ' ) tricen
. . . : 0 0 b
f(X1,X2,%X3,%y) = (0,01 ,axX3+Bx, ,.-BX3+U.X|.). Y
- ) } ] 0 0 1 o0
“ Bestem billedrum og nulrum for f og bevis, at disse ’ ) A= 0o 1.0 0
rum er ortogonale pd hinarden.
‘ a 0 0 O
er givet ved
v _ ‘ _ ‘ = (AZ-1) (A%-
OPGAVE 2 , : o . - o A R(}) (A*=1) (A*-ab) .
Lad M Dbetegne vektorrummet'af 2x2 matricer med ] Angiv for hvilke reelle vardier af é °g b
reelle elementer. A det er muligt at diagonalisere A.
For en matrix A€M lader vi Com(A) betegne mangden’ : . Angiv i tilfaldet a=0, b=l l¢sningen til differen-
af matricer, der kommuterer med A, altsd tialligningssystemet
Com(A) = {XEMIXA = XA} : . o _ x' = Ax, x(o) = (1,1,1,1).

Vis, at Com(A) er et underrum i M

13

1 3
b: Lad A = . Bestem en basis for Com(a)
2 4
) : c: Lad B = . Angiv et ligningssystem
. b d ‘
i x,y,z,w, som er en nwdvendig’og tilstrakkelig
betingelse for at - X € Com(B), - hvor
’ o Ix 2
X =1
y wf .

Ce

For hvilke B er Com(B) = M.

(fortsettes)
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NOGLE BETEGNELSER . : 7' - :

- . Skriftlig eksamen i matematik i’
F  betegner vektorrummet af kontinuerte funktioner ' g na emnekredsen
péd [-1,1].
Line=ar Algebra
. betegner

det skalarprodukt p& F, som er givet ved

Der stilles jialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for fuld-

d
1
_ £ -atg,
f.g = (t)g{t)e ""d stzndig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

1

P; Dbetegner det underrum, som er udspandt af
folfllfz givet ved

-

, , ' mandag, den 6. juni 1983 k1. 1022 - 1422
£,06) = e®%, £,(8) = te®f, £,(1) = t2e?t; te[-1,1]

Alle hjzlpemidler er tilladt.

OPGAVE
Find en ortogonal (ikke ngdvendigvis ortonormal) basis
for P,;.

Lad 2 betegne det underrum, som udspazndes af de to
fgrste funktioner af den fundne basis.
Bestem projektionen af h pd P, hvor

h(t) = e?t(1-2¢e+t2), te [-1,1].



Idet A er en nxn-métrix og p er et positivt helt tal,
er
" AP = A.A......-A (p gange).

Endvidere betyder E nxn-enhedsmatricen og 0 nxn-

nulmatricen.
Vis da, at néruhp =0, er
Lo E+asa’s. .. .+nP7

(E-A) "~

Benyt dette til at udregne

1 -1\t
1 -1
1 0o/.

En linear afbildning fra E4 til E4 er givet ved
matricen '

Godtggr, at der findes en basis for g af egenvek-
torer til B.

Fastlag derpd et sidant (gerne ortonormalt) sat af
egenvektorer til B.

Bestem (fx ved simplexmetoden) maksimum for
0= x+y + 2z +w

under bibetingelsernce

(opgaven fortsattes)
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x + z+ws

y+2z+w S
X+ 2y + z s
X+ y + w S

samt

{x,y,z,w) 2 (0,0,0,0).

10

11
11

N&r (&, V, W) er en ortonormal basis for R> og k€R,

£ () =

fk(v)

fk(W)

Fastl=ag de k,
disse valg af

Et omrdde M

(1) 3x + y
(2) 2x + 2y
(3) x + 3y

(4) (x,y,2)

Bestem det hjg¢rne i M, hvor

er en linear afbildning fk

R3 ~ R3 defineret ved

o+ 2V + (k-2)w

4u - Vv +w

(k-1)Q + v + W .

hvor fk ikke er injektiv, og bestem med
k nulrum (Nk) og billedrum (vk) for fk .

c R3

+ 2z 5 80

+ 2z

1A

5
+ 42 : 130

Z (0,0,0)

er fastlagt ved, ' at

(XIYIZ) > (0,0,0) -

Bestem derna&st en parameterfremstilling for det linie-

M, som ligger pd randcen af sdvel (1) som (2).

stykke £ i

(opgaven fortsattes)
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Fastlag tallene a og b, sdledes atrniveéufladen
Q = ax + by + 3z
vil antage verdien 155 pd hele £.

‘Unders¢g til slut, om tallet 155 vil vare maksimum for
-Q p&d M.

' L|MEICK, ALGEBRA

138

Shnijaly ehooumo, Manday den b jumi AL 10— 14
Opgaseonttet bestir of frre opganes 0f amsio Jeum, fov ulds

beavmnet tum alle opgaver s logt lesrnelet,

Alle Waipamidiec &1 tiikedt.

1 st A ec en nn mabix o3 p b posikivt tal, ec pr

defimbion o
FaAA A [ os)

1 dut ‘félglﬂde o E nmn- onhadometncen o O nxn-
hulmatricen.

Vis da, ot huo A'=0, da er E-A invutivel med

(E~AY ' = E+A+AT .+

Benut ditte tb ot udregne

i o -2 %
o 2 -2
B= -2 2 I o
2-L o |

Konshuge en basis fav K, som bestar of egenveictorer fov
Kemshued, b, det Utnudu%, en tlsumneade ortonsrmaels

bai«'sfo(l\.
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i
| .
1 .
_ - EKSAMEN | LINEER ALGEBRA,
3. T rummeb or dor givek o seduanligh retinklex koordinateystenn.. o
iy , 3 . -
Lk v el —d sk, er der F EDAEr DEN 6. JANVAR 19287 KL oW 14

B
ST

givek bt pumletor /\"4“9 B ved,
A=(, 1 l)) Ao (i,0,-1) ,,3 B= (-,0,-D).

Baio ot don puskimmugle, som bostemme of Lgningasitemst

(3 DR

a lien gonnem A oy A, sam G lategner a.

-+ Lion b er givet wed ponaumtterfroumatilisgon

(2)- ()

0y det punkt, som suasen {il panametenmndien t belegnes By
. Bestem t siledes 2t B =F;.

Med A, betegner v skningopunktet - mellem 2 oy dow
I"L“”‘ Mkleebt.!i r«: b, som gi- gennem B.

Angir wolumen of tetmederct AABB, o3 owgi- den shesls

%5 anddals. vandi ‘;{ defle U°M"é"') nér B skal lygge rn:
linjestsyklet §B, .

Idet (Z,%,W) 2 en basis for r oy keR oplyses dst
om den lineere aflitdning i :R— K, ok

£ (@) = B 27+ (e-2)W

I, (7} =4z -V +W

f, (W)= (R-)T+V+W.
Bestom de umdicr of &, foc huike fj dbke. on injekliv.

| Mngir for bwe of disse wdier of Kk an panamatefremalitling
A nubuwmmel o3 ok lghinganiyslem. foe biliadnummat,

SLuUT

Aue«'vdfwmdtu Y MWU

’ 3
O For (4pYIER tatn vi MY betegne maricen

ok Ty
(%)
by v*

For hvilee (apy) 22 Mp,y) invertibel 2
Beatem. M(1,2,3)71,

A B o C mdomwlmijzr—
Wl et AW«'gt retvankclet kevrdinatoy-
(4)0}0)) (0,-2,0) g (01)

Fc:v @t _glvet punkt P pd Anfetylcet AB,
Saledes at P+ B, findes dwr da nelop of
WQMA'.ge«ij?c o et
puskt R ﬁ!djmjmm/fgc, Adledes ab
PR an vinketet pd AB @ QR o vinketneb pa
8¢, o

PER

Beatem vetlumes q/ letraedencd OPQK/ nar P
Q- midtpuktet af AB.
Bastewe et P, for hurthet tepaederet OPQR har

Waxmalt Votumen . Funktet 0 o kovrdin, Yotemets origo.
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2 3 4 -‘ 4 9 5
o <~ | : e 1o N
o 4 8 6 \ 6 8 13
L 6 4 2 0 7

Vis at fgjhmsamme tulreunt (W(f) \A/f)),rr

Mmen at billedrummene Bif) o3 Ba) o fookellize.
Angiv &t Mgningacysten. fov BGf) G for By

1
x!(t) = Ax(t)j x (o] '—‘(o)
]
how '
o -1 0
A=|00-
I o ¢

Samm/‘yd/o oplyscs e, at A er mabix
Jr en o d-/zﬂm':y, acloone opgavens losuing
Akke forudoattor clewne oplyoning. Oplyoningen
mi gowe benylies som et beviol fubctum.
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Linear Algebra

Der -stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt
besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstendig.

mandag, den 4. juni 1984 k1. 1022 - 1499 .,

Alle hjzlpemidler er tilladt.



Bestem determinanten for den reelle nxn-matrix

20 1 0 .eee.. O 0.

1 0  ieeeen

0- 0 ..v... 0 0

. i
: |
: :
b

0" 0 _

0o 0 O 1 o

For hVert talpar (a,b)€R? er givet lignings-
systemet

X+ y+ 2z + 5w =2

X -2y = 2 + 5w = -1
y - 2z +aw = 1
-y + 2 + 6w =

Angiv for hvert talpar (a,b) l¢sningsmengden til
ligningssystemet.

Opskriv specielt l@gsningsme&ngden svarende til
(a,b) = (-6,1).

En linear afbildning F:R'~R?® er fastlagt ved
matricen

A = 1 -3 1

Bestem spektret for A og vis, at A ikke kan
diagonaliseres. S

Betegner a den egenvardi,'som har algebraisk
multiplicitet stgdrre end 1, og er ¥V en tilhg-
rende egenvektor, fastle®g da en vektor W, s&-
ledes at

F(a) - aa = 3

Er U endnu en egenvektor for F, vis da, at
{d, V, w} udger en basis for R®, og fastlazg
den til F svarende matrix i denne basis.

Idet C~ betegner mengden af alle vilk&rligt
ofte differentiable funktoner p& R, er en liniar
differentialoperator L:c”~c” defineret ved

L = D“+aD’+bD%-aD+cD®
hvor a,b,ce€R.

Fastlag samtlige talsat (a,b,c), sdledes at funk-
tion Ww:R~R givet ved

o(t) = te©
tilhgrer N(L) - nulrummet for L.

Bestem det af talsattene (a,b,c), hvor tillige
funktionen $:R~R givet ved
p(e) = e2F

er egenfunktion svarende til egenvérdien 9.

Angiv med den fundne vardi af a,b og c en basis
for N(L}.




145

ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Linear Algebra

Der stilles fire opgaver, som alle skal vere korrekt
besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstendig.

mandag, den 4. juni 1984 k1. 1020 - 1490

Alle hjzlpemidler er tilladt.

e b

146

P, stdr for det lineare rum af alle polynomier
af grad hgjst 2 defineret p& [-1,1]. Endvidere
er

Q2 = {p€Palp(-1) = 0} .

Fastlag en basis for Q,.

I P; defineres et skalarprodukt ved
1
(plq) = J p(t)g(t)at.
) -1
Bestem en basis for Ql - det ortogonale komplement
til Q2 i P,. :

Udregn endelig den ortogonale projektion af
q(t) = (¢-1)?

Pd Q:.

For hvert talpar (a,b)€R? er givet lignings-
systemet

X+ y+ 22 + 5w = 2

X -2y - z+ Sw = -1
Y - 22 + aw = 1
-y + 2z + 6w =

Angiv for hvert talpar (a,b) l¢sningsmengden til
ligningssystemet.

Opskriv specielt lg¢sningsmengden svarende til
(a,b) = (-6,1).




O
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En linear afbildning F:R¥~R® er fastlagt ved
matricen

Bestem spektret for A og vis; at A ikke kan
diagonalisefes. ‘

Betegner a den egenvefdi; som har algebraisk
multiplicitet stgrre end 1, og er V en tilhe-
rende egenvektor, fastlag da .en vektor W, sd-
ledes “at ’

F(W) -~ aw = v

Er U endnu en egenvektor for F, vis da, at.
{4, ¥V, W} udger en basis for R?, og fastlag
den til F svarende matrix i denne basis.

Idet c” betegner mangden af alle vilkarligt
ofte differentiable funktoner pid R, er en linizr

" @ifferentialoperator L:C ~C defineret ved

L = D“'+aD’+bD?-aD+cD®
hvor a,b,c€ER.

Fastlag samtlige talsat (a,b,c), slledes at funk-
tion ¢:R~R givet ved

o(t) = te*

tilhgrer N(L) - nulrummet for L.

Bestem det af talsattene (a,b,c), hvor tillige
funktionen V:R~R givet ved

' Copt) = e?t
er egenfunktion svarende til egenvardien 9.

Angiv med det fundne talsat (a,b,c) en basis
for N(L).
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SKRIFTLIG EKSAMEN
i .

LINEZR ALGEBRA

Den 6. juni 1985, kl. lo.oo-14.00
Alle hjalpemidler er tilladt. -
En fuldstandig besvarelse kraver,

~at alle opgaver er korrekt besvarede.
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OPGAVE 1 Vi betragtér de to reelle ligningssystemer

-(a+i{xé'+ (a+l)x3 - (a+l)g4 = a+l
ax, + (aéﬁf§}’ bx, (2a—b)k4 = a+b
(l-b)xl - (a+b+l)x2 + (a+2)x3 - (a+2b)x4 = a-b+3
og

+
+

-(a+1)x2 + (a+1)x3 - (a+l)x4 = =2(a+l)
ax, + (a—b)xz + bx3 + (2a-b)x4 = 3a-2b
(1-b)xy (a+b+l)rx2 + (a+2)x3 - (a+2b)x, = -2a-3b-1
hvor a € R ~ {-1}, b € R.

(1) vis, at begge ligningssystemer har lgsninger.

s
(2) vis, at for s¢j1en(; har ligningssystemet
u
-(a+l)x2 + \a+l)x3 - (a-\-l)-x4 =
ax, + (a-b)x2 + bx3 + (2a—b)x4 =

(l-b)xl - (a+b+l)x2 + (a+2)x3 - (a+2b)x4 u

lgsninger netop hvis der findes X,u € R, for hvilke
a+l -2 (a+l)

= Al a+b + u 3a-2b

u a-b+3 -2a-3b-1

3) Hvad er dimensionen af nulrummet for matricen

tn

o -{a+l) a+l -{a+l)
a a-b b 2a-b ?
1-b ~-(a+b+l) a+2 -(a+2b)

{(Begrund svaret.)

OPGAVE 2 Lad A vare en reel 4x4-matrix. Det forudsattes at
A som matrix for em afbildning af R4 ind i R4 (udstyret med
standardbasen) har egenvardierne

a): -1 med (1,0,0,0) og (0,1,0,0) som hertil h@rende
egenvektorer

b}: -2 med (o0,-2,1,0) som tilhgrende egenvektor

c): -% med (0,0,-2,-3) som tilhgrende egenvektor.

150

(1) Bestem A.

42) Vvis, at A kan diagonaliseres, og angiv -en basisskifte-

matrix der fgrer A over i en diagonalmatrix.

OPGAVE 3 Lad Pn[o,l] vare vektorrummet (over R) af alle

reelle polynomier af hgjst n'te grad pa intervallet [o,l].
n+l

Vi definerer en afbildning F: Pn[o,ll ~ R ved for
p € Pn[o,l] at satte
rip) = (0™ 0), " P (0),...,p" (0),pl0)),

hvor p(k)(o) angiver den k'te afledede af polynomiet p i
punktet o. -

(1) vis, at F er en isomorfi mellem (Pn[o,1],+,-,R) og

®", 4,0, R)

(2) Idet vi minder om, at de n+l polynomier l,x,xz,...xn

udggr en basis for Pn[o,l] , ¢nskes angivet den til F hgren-
+

de matrix, néar Pn[o,l] er udstyret med denne basis og R L

med standardbasen.

Vi forestiller os dernast Pn[o,ll forsynet med "det sadvanli-
ge skalarprodukt" i funktionsrum:

1
(pla) = [ pitigqlr)dt
[o]

(3) Vvis, at der galder

nn ab,
) = T '
(pla 1:};3 j2= o'_i"+' JFL
; -1
hvis p(x) = anxn+an_lxn oot x o+ oa,

N n n-1
g(x) = bnx +bn_lx +...+blx + bo'
og at der for vilkéarlige sat (an,an_l,...al,ao) iR

der uligheden

Mlgﬂ—

nn a.a,
1

i=6j;&ﬁ]+l
{(4) Godtger endeliq, at F ikke er en isometri, idet ogsd
Rn+l forsynes med det deri sadvanlige skalarprodukt

—>
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(x|y) = Xxiyi' .

hvor x = (x XyreooX )y ='(yo’y1"f'yn)'

OPGAVE 4 (1) vis, at matricen

. 2 1 o\ :_;' ‘
Afta) = | 2a a a-1] , a€R
’ a+l o a B

har 1 som egenvardi.

(2) Bestem dern@st de a € R, for hvilke A(a) har tre for-
skelle reelle egenvardier.
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Side.1
Skni{ily, ehksomen i LINEER ALGEBRA  JAn 06 '

Po 3 opquns
Me Welonidls o1 Hladts

OPGAVE 41
INJ'\md:m%«'vd:(z'mMmm ABaC, sem s
how eoordinadsettens,

1,0-), (2,253,~F), (2,-25,-2)
Bewiy ot frekamt ABC s Mgeaidst.

Ved ,,\m-mm,z(.mm, for to punkler 7oy Q (med P4Q)
fuwfn/, Adew plawy s ao\-( gormem wdlrumktd
LW 14} oy & vinkeelned 'm ditte. .

Vi ab midbusrwolplomen for Ao B oo
WNMM#VA@C i g-alestw, qat
Mwmzmom,mwfm
hurenk &4 fuuﬁd‘wnt A} B 9 C.

Lad D beteqne duk pumkt MW&« Zlordinal,
foc hwilleat ABCD o, 26 .h%uudxt , 9 dad.

EW@MMd‘i r«adeNBCD
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lad w,¥ oy W Vene de vtlcloes, Son, wsdgoren of

brodinokyetiene for A, B o C.

o at (K, ¥, W) 1 en budie dor RO

lad, F vene 2 aflildmig of nummet N\d-t.u%
s‘d»',fv(c\m(km

F(AY=A, F(®)=C, FC)=D.

Lad.j' bdeﬁne dens afbildmng, som udhylher F
4 keordinaters A footd AL bosews (w,v,w). Det

anhegro, ot § e Linews.

BMMWW{V“\E Baskoun onow e makix
foo £ i fodotd W stwdadlmsen R

lad, € vere %WWAQE,
Vin ok Cumow%dua{ &va“" F

Vio at F o bijdeliv, o3 at F! = FoF,

Y P o fioquudek for F o F(R)= P (dofinidion.)

- OPGRVE &
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Side:3

7 lod n,feN- :
- lad A vene e mez.m fxv mabix cgsd:8=ﬁf,

1° RBeg, ob dit foc alls kowplihse tal ) goldy mt

&y DXAIR

a?ara%uumdi{u& %'}\QAW for A.

[od u.. & vene en basw for < 09 lad § vene dew
Linesse. aftidning of C ind < C', som s lbaolowd ved,
ot

e, fudr =, fh =i foat =

2 ;4!\34\/ i Jodatd AL basew af, ... " e«.jtmc\}n'xn{ﬁf
wer of do Uneae affsldmauges f"ﬁf;"')")--"
({l=f°f, .{”fO(cf, e.b)

3 Bes, (ved. at bentle 1° @ 27), ot dit for alle kam-
‘l Ml % IGI ‘)\nwi"ulhquw'

fm_f_.

4°Buﬁqdqa:do1mwdﬁ%¢du,nemd%dwﬁhhpm

logning A H digningen =1 s an epwods for f
7 _ombuer 2n eqenvelddor, dmn o gleoplich mdhuld ved A

5°A@vmbwwmag%ddma{w:@ i

n=4,
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OPGAVE 3

LS.
Side:4

lad A vene mahiten -

1 4 2 3\..
2 3 3 2.
3 2 4+ 1) -

) lad for ebowt t eR) By vane mabricen

(2—1: 44 2-

1 2 1 )

t 1 P’ .
De Linewe %Wkﬂw .{" #, 9, % 5; " db}inereah.
WJ‘) at e i Mﬂ Stosdardimaavege hoan ma—
dricerne A, A*) 3* o B:) nespeledive .

(S'jm'\m beu:)nu W\a)n"‘hammmm.kﬁ)

For 2w Linear oftdning P Jelaqner N(T) 1y BIT)
henhotdovts nadrume e l;‘wumofvv T.

Be inklaionane  (far alle 1 €R)

M Bl <8¢
(2) w@2wif)

QWMJ@Muo{-t foc unlee ideluaionsne
& @40 '

V('SGX:WMWMV ar gols, MW&:#

Ao JU'% )
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OPGAVE 1

157
SKRIFTLIG EKSAMEN I LINEEZR ALGEBRA
11. JUNI 1986, 10.00-14.00

Alle hjzlpemidler er tilladt.
Der er tre opgaver, fordelt pd to sider.

1 et sadvanligt retvinklet koordinatsystem er der givet

tre punkter

A, med koordinatszttet (0,1,0),
B, med koordinatsattet (1,1,1) og
C, med koordinatsattet (1,0,1),

linjen

1, gennem A,0g9 B,,

planen

b med ligningen x=0

og planen

g, gennem C, og med normalen i C, gdende gennem
begyndelsespunktet.

For ethvert @€R lader vi Ay betegne det punkt, som A
afbildes i ved en drejning med maltallet ¢ om z-axen.
Analogt defineres By: Co: Iy T, ©9 d.
1) Bestem en parameterfremstilling for 1?.

2) Bestem ligninger for n§ og qa,

3) Vis at ska&ringspunktet P?M’ mellem l? og'm+(hvis de
da sk&rer hinanden) har koordinatsattet

(-sing + tcosg, cosg + tsing,t), hvor t=tg(g-{)

4) Bestem nogle verdier af g og § sdledes at ¢=2¢ og
P ligger iq;.
oy 99 ?

OPGAVE 2

OPGAVE 3

158

For ethvert r € R betegner Mr matricen

4-r r+l 0
0 1 r+l
0 1-322 3rl+rel

Vis at Mr har spektret
{3:2,4-22,2+r}
og angiv de vardier af r, for hvilke Mr er regular.

Kan rangen af Mr vaere 1 ?

I denne opgave benyttes betegnelserne fra opgave 2, og
resultaterne derfra ma benyttes uvafhangigt af, hvordan
opgave 2 er besvaret.

Angiv for ethvert helt tal n antallet af elementer i
spektret for Mn'

Argumenter for, at My kan diagonaliseres for ethvert
helt tal n, forskelligt fra -2, -1 og 1.

Find en basis bestdende af egenvektorer for Mg.
Vis at M, kan diagonaliseres for n=-1, men ikke for n=1.

Angiv en vektor u sdledes at sattet (u, Nu, Nzu) er en

basis for RJ, idet N=M,-E.

1

Kan M_, diagonaliseres ?
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SKRIFTLIG EKSAMEN
LINEZR ALGEBRA:

.

Den 21. januar 1987

Alle hj=lpemidler er tilladt.

Sattet bestdr af 3 opgaver, der ikke vagtes ens.

Opgave 1

Opgave 2

160

Find for hvert talpar (a,b)€R? Jordans

- normalform og en Jordan basis for fglgende

matrix ] )
2-b-a b+ a-l

“2-b-2a | - b+2a-1

Lad Vv betegne rummet af vektorer i rummet og
lad, for en vektor a€v, fa betegne

den lineare
afbildning T

f Vv ~ V
a

£ (b) = axb (krydsproduktet)

a) Lad der vare givét et sadvahligt retvinklet
koordinatsystem, i hvilket a har koordina-
terne (aj,a2,a3). Find matricen Aa for ta
i dette koordinatsystem.

b) Find den reelle Jordan normalform‘Ba for fa
og en reel -Jordan' basis.

Antag B er en‘diggonaliserbar 3x3-matrix,
dvs der findes en régular 3x3-matrix D med
invers D! s&

A1 © (o]
B =0D [} Az © p-!
o o A;

selvom B er reel, md X;,X2,A3 og D gerne
vere komplekse.

Man kan vise (hvad I ikke skal), at matricen

expii o o
D o . exp), o D!
o o XPA

er uafhiengig af valget af D, og at den er reel,
hvis B er det.

{opgaven fortsetter naste side




(opgave 2

Opgave 3

161
fortsat)

vi definéfer nu

o ) expii (o} [o}
‘exp(B) =D o expiz o p!
o o o expis

¢) Find exp(Ba) og giv en geometrisk fortolkning
af den tilsvarende afbildning exp(fa):v ~V

I rummet er givet 3 planer a, 8 og Y som
i forhold til et sadvanligt retvinklet koordinat-
system (o,i,j,k) har ligningerne

(1-2v2) x+ (2+2V2)y+(2-V2)z = 3
x+2y+2z = 0O

Y y-z = o

a) Vis, at de tre planer skarer hinanden i pracist
et punkt A og bestem dets koordinater.

I forhold til det samme koordinatsystem har

linierne £ og m parameter fremstillingerne

t(1,2,2)

[ A (lelz)
m t(0,1,-1)

: (XIYIZ)

b) Vis, at o skarer & i pracist et punkt B
og m i pracist et punkt C og bestem koordi-
naterne for disse to punkter.

¢) Vis, at vektorerne OA, OB og OC udge¢r en
ortonormal basis og bestem sidernes langde i
trekant ABC.

Lad E betegne projektionen af O pid o .

d) Find et punkt D p8 linien gennem O og E séi
ABCD er et ligesidet tetraeder og bestem
koordinaterne for D.

{opgaven fortsatter naste side)

(obgave 3

e)

f)

162
fortsat)

Lad f vare en afbildning af rummet ind i sig
selv, som udtrykt i det givne koordinatsystem er - ) o=
linezr og som opfylder

f(A) =B, £f(B) =C og £(D) =D

Bestem £(C) og find matricen for £ dels i
basen (DA, OB, OC) og dels i basen (i,3j,k).

vis, at f er regular og at £-! = f£?

(opgavesattet slut)
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- -SKIFTLIG EKSAMEN

I
LINEZR ALGEBRA

Juni 1987

Alle hjeelpemidler er tilladt.
Seettet bestdr af 4 opgaver, der ikke veegtes ens.

164

OPGAVE 1.
i) Find den fuldsteendige lgsning til det inhomogene ligningssystem

1 +223+ 3z + 4z + 525 =1
2% + 823+ 423+ 6z + =2
82y + dxg + 523 + 524+ 225 = 3

" ii) Find den fuldsteendige lgsning til det tilsvarende homogene ligniﬂgssystem.

: OPGAVE 2.
Find en Jordan-basis for matricen

‘(1 0 o)
A=}lo0o 1/2 1/2
, 0 -1/2 3/2

og for produktet

[1 0 o \/1 o 0\
A‘A=\0 1/2 —1/2) (o 1/2 1/2)
0 1/2 8/2) \o -1/2 3,2

~ OPGAVE 3.
Lad A vere en reel n X n-matrix og lad A* betegne den transponerede matrix.
i) Vis at hvis x er en egenvektor for 4 med egenveerdi ) sd er x en egenvektor
for A? med egenveerdi A%
Lad x -y betegne det sezdvanlige skalar produkt i R”.
ii) Vis at (Ax) -y = x- (4°y).
iii) Vis at A®A har lutter ikke negative egenvardier.
iv) Vis at der findes en reel matrix B sA'B? = A*A. (Vink: benyt at A°A kan
diagonaliseres).
v) Lad A veere matricen fra opgave 2 og bestem B s3 B? = A*A.
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OPGAVE 4. A

Lad V betegne rummet af skeev-adjungerede komplekse 2 x ﬂfmtncer med spor nul.
DvsA—("’)EVhwsogknnhvu T

Z‘:G 5):-—(: :):—A og a+d=0.

i) Vis at V er et reelt vektorrum og at de sikaldte Pauli’s spinmatricer

ans %) me(53) om0

udger en basis for V.

ii) Visat afbildningen V' xV — R givet ved (4, B) > }spor(4F") er et skalarpro-
dukt pd V, og at Pauli’s spinmatricer er en ortonormal basis mht. dette
skalarprodukt.

Lad SU/(2) betegne rammet af unitere komplekse 2 x 2-matricer med determinant 1.
(S3 hvis D € SU(2),es D™ =T").

iil) Visat hvis D€ SU(2) og A€V sher DAD ' €V.
For D € SU(2) definerer vi nu afbildninger. fp: V — V ved fn(4) = DAD™L,

iv) Vis at fp er lineser og at fp o fp, = foD,-
v) Vis at fp er en isometrisk afbildning.

vi) Vis at
(% §)em

og bestem matricen for fp mht. basen (01,03,03).
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SKRIFTLIG EKSAMEN I LINEER ALGEBRA
Torsdag den 7. januar 1988 kI 10-14 ~°

OPGAVE 1
Angiv for ethvert (¢, b, ¢) € R® en paraweterfrestilling for losningsmamy-
den til ligningssystemet

(1 a at [ z l1+a+a?)
1 b6 ¥ yl=1]1+b+42
1 ¢ & z I+ec+e?

OPGAVE 2
Lad T betegue den Linewre afbildning af R* ind i R, sow i forhold
ti] standardbasen har matricen
4 -1 -2 -1
1 2 -2 -1
0 3 -3 0
1 2 -2 -iJ

A=

og lad M betegue dey aredimensionale underruw i Y, sow er oriogonals
pa vekroren (1,0, —1.0}.

Bestew en ortogonal basis (), bg, bz, by) for R1. saledes at folgende

! tre hetingelser er opfyldr

(1) (b;) er en basis for nulrummet for T

{2) {b1.ba.b3) er en basis for billedrummet for T

{3} {1,b2,54) er en basis for M

OPGAVE 3

Lud T betegne den linewre afbilduing af R* ind i BY, somw i forhold il
standardbasen har matricen

3 0 0 -2
a 2 0 —a
4= 0 0 2 0
1 00 0

(1) Bestem det karakteristiske polynomium for T
{2} Angiv de veerdier af o for hvilke T kan diagonliseres
{3) Tind for alle andre veerdier af o en basis for R*, siledes at ma-
tricen for T i forhold til denne basis kun afviger fra en diagonal-
matrix pd en enkelt plads.
OPGAVE 4
{1} Vis at

Lot o £ oo\’ £ v o)
G () e (00) (50
/ ' I i i 0 —1 1

(2) Geet en foriel svin goller fur n X n matricer ug sow generaliserver
resultaterne i {1}. Bevis formlen.




SRS SKRIFTLIG EKSAMEN I LINEER ALGEBR_.A
ST Torsdag den 7. Januar 19°8 kl 10- 14 )

OPC A\"E

‘.-\ngw ful ethvert (a,b5¢) € Ren paruneterfremsulhng for lasmngsmeeng-"

E 'den til hgnmgswstemet

(1" a"’“ L 1+a-}-d"'- )
1 LI O I v = l+“b:+:bz.‘ ' " .
e et ) o\ -i+c+.c?'~

OPGAVE 2™
Lad T benegne den luu:&:u dbﬂdmug af* R" nul 1 R‘, som i forhold
-t st'mdardbasen har matricen :

-uglad M bewgnc det ~rcv.1u.mnammde undeuum i R4 som er.oriogonali

pa vektoren (o, —1. 0} ) )

 Bestews en unugumu Dasis {01,0a,08; 047 for BY, adledes au foigende
l'tre betingelser er opfvide

(“ {b” e ¢h ‘J&ah for, ﬂlhl'ﬂl.ul.ul.l for T -

2) lb‘ by, ba) eren basn for- hxlledmmmet fnr T
T i3) w. 0-3.54) er en basis fur M )
) ‘OPGAVE 3 .
- Angiv en paramererfremstiiling for wwngdeén af sat (a. b o}, dir.gov ar
marricen;

'/ | a+b+e 0\
A= ud—b+f i +e
. \ ghee

er :) iuuetrisk. Destem dLl‘:‘ftcr et sat-(a. b, 4.) ;ﬂedta at A har L5éh-

. veerdien =1 og'kan diagonliseres i forhold il en onogonal bas:s' Bestem.. .

o ey det mndm St en aﬁdan basts.

OPGAVE 4

(;)v\’is at

o 03‘"_ (1o ot "»;'»2'_‘\ .‘-_, .': " 3\
SR AR A T B T I
. LN T . RIS N Ak_u' ‘-__—r 1}

(;) C&t en formel som galder for n X n nmtmm ux, wu. 5emmhanu
: n-sulmtemc i{t). Bevis formlen. " .

v oL . .
ot i At mmn
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-ROSKILDE UNIVERSITETSCENTEF

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen:-

Differentialligninger.

Der stilles ialt seks opgavef,'hvor man kan valge mellem
opgaverne SA og- 5B, og en fuldstandig besvarelse omfatter

sidledes opgaverne 1-4 samt en” af opgaverne 35A og SB.

onsdag, den 4. januar 1978 ki. 6929 - 1339.

Alle hj=alpemidler er tilladt.

170

1° Dper er givet en differentiabel funktion a:R~R samt

differentialligningssystemet

Dx = -ty+%a(t)z
Dy = x-(l+a(t))z
Dz = tx+a(t)y

Funktionen g,:R+~R3 givet ved

al*)

vides at vere lesning til systemet. ZAngiv samtlige funk-

tioner w,, som opfylder denne betincelse.
Ly c

o . = : . .
2 L?s for te€R, differerntialligningen

4.

(£*D*-3t2D%+9tD-9D°) £(£) = o.

til c¢ifferentialligningen

(t*B*-262p%+9¢D-90%) £ () = £2

Lgs endelig differentialligningernc

(t*D*-3t2D%+9¢D-9D°) £(t) = t
(t“D*-3t2D2+9tD-9D%) £(t) = t?
3°  Lus differentialligninqgen
(cos?th?-costsintd-D") i (L) = FLQL;
cous v -
og vis, at don lgsning, som gir gennes (0,1,1) er

formen

njn(Lb?f

gt~ V2

af




Angiv den fuldstandige lgsning til differentiallignings-
systemet

Dx Stx-hy+t

Dy (5t%-1)x-yty+t?

Givet differentialligninassystemet med a,b€R\{o}

Dx = ay +bz
Dy = bx+{a-b)y+bz
Dz = bx+ ay

angiv for hvert valg af (a,b) den lgsning til systenmet,
scm til t=o g&r gennem (x,v,z) = (3,1,-1).

Idet a,b er differentiable funxtioner, skal man eftervise
fplcende sa@tning:

Hvis v,y er lgsninger £il differentialligningen
(D2+ap+bd®)f = o, da vil 0, 0%, $? vare lgsninger til
differentialligningen

(D*+3aD?+ (2a%+a'+4b) D+ (4ab+2b ') 0°) F=o
Benyt denne satning til at lgse cifferentialligningen

(D*+(6tgt-3cott) D2+ (18tg?t~5+3cot?t) D+24tg’ £D%) f=0

*ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles ialt 6 opgaver. Besvarelsen anses for fuld-

stendig, hvis 5 opgaver er korrekt besvaret.

tirsdag, den 6. juni 1978 k1. o9 - 1329,

Alle hjalpemidler er tilladte.
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»
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Lgs hver af differentialligningerne >
(D-2D°) *£(t) = e”2F
(0-20°) *£ () = eF
(D-2D°) *£(t) = te’®

te

Bestem den fuldstandige lgsning til differentialligningen

D2 *y) = m2 (%) - -
Gr=m

For t>o er funktionen w:t~t-llnt lgsning til diffecrential-
ligningen
(t*D*+at2D?+ (a+b) tD+bD°) £ = o.

Benyt dette til at fastlzgge (a,b)€R?.
Bestem derpd den lgsning til differentialligningen, som gir
gennem (t,y,y',y") = (1,1,0,0).

Lg¢s differentialligningen

<ler

(¥ =
Y 2ty

t?-4

+

% ler

©g angiv den.maksimale l¢sning, som gir gennem
(t,x,y) = (0,1,2).

174

En integrallinging har formen

T
2

“u(t) = sin2t - % sinlt-xlu(x)dx.
(o)

Idet u:R~R forudsattes to gange diffé;entiabel, skal lig-
ningen omskrives til eﬁ differentialligning med passende
randbetingelser. '

Lgs differentialligningen.

Bestem den fuldstendige lgsning til ligningssystemet

Dx = x+ y-2
Dy = =x+2y +t :
Dz = -x+ y+z




175

ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen 1 matematik i emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles ialt 6 opgaver. Besvarelsen anses for fuld-
stendig, hvis 5 opgaver er korrekt besvaret.

torsdag, den 4. januar 1979 kl. 1022 - 1499,

Alle hjalpemidler er tilladt.

176

Bestem den l¢sning til differentialligningen

(t3D%+6t?D2+4tD-4D°) f = o

som opfylder betingelserne

£(1) = o, £'(1) = 0 og £"(1) = -9

Fastleg derpd for t>o den fuldstendige lgsning til
hver af differentialligningerne

(t?D*+6t2D?+4tD-4D°) £(t) = ¢
(t?D3+6t2D?+4tD-4D°) £(t) = t
(3D +6t2D2+4¢tD-4D°) £(t) = t-32

Idet man har a€R og matricen

2 1
[ﬂ:
-1 2
skal man, idet ﬂt betegner den transponerede matrix til
M, bestemme a, sdledes at differentialligningen

Do = (M + aM%)g

har lgsningsmazngden

G _[ cos2t sin2t Ch . Ci 2
{_QEC \g’.(t) _(-sin?.t cos2tX<Cz> ! <€2\ ER}

2
Vis, at funktionen w:t~eat for passende valg af a€R
vil vere lgsning til differentialligningen

(D2+2tD+ (£2+1)D°)E(t) = o

og bestem endnu en lg¢sning til ligningen.

OPGAVEN FORTSETTES
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) ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER
Lgps derpd differentialligningen . o .

0o (D2+2tD+ (£2+1)D°) £(t) = t*-3.

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen
," . . ' i )
- 4. Angiv for t>o den fuldstandige 1¢sning til diffe- Differentialligninger

rentialligningen

»

(£D*-2D2+4tD-8D°) £ (t) = 4t

Der stilles ialt 6 opgaver. Besvarelsen anses for fuldstan-
dig, hvis 5 opgaver er korrekt besvaret.

5. L¢s differentialligningssystemet

. ) _ , fredag, den 8. juni 1979 kl. 1092 - 1429,
2 = 3 x

y*Dy = 3y 3e

- _ Dx = 1 + 2ye”*

og angiv den maksimale lgsning til systemet gennem
(t,x,y) =_(0,3ln2,2)

6. Bestem den fuldstendige lgsning til differentiallig-

ningssystemet
‘ Dx = =-2x+2y+ 2z
' Dy = -6x+ y+6z
Dz = -3x+2y+2z
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1. Bestem den eller de reelle funktioner, som pa et
delinterval af R tilfredsstiller ligningen

t
tE(t) = 1+ I‘(f(u))zupdu,

ndr peR, og p+l.

2. Fastlag for t>o den fuldstendige lgsning til differen-
tialligningen

{(t?D¥+t2p%) £ (L) = o.

Bestem endvidere en partikular lg¢gsning til hver af

ligningerne
(£3D%+e?DYyE(k) = 1
(£'D3+t2p?) f(t) = ¢t
(£'D3+t2D?) £(t) = 1nt

3. Inden for krazftforskning har man ud fra omfattende
observationer godtgjort, at volumenet V af en kraft-
svulst - som funktion af tiden t - i det vasentlige

vokser i overensstemmelse med differentialligningen

Vi(e) = ae %ty

1n2

Her er To == fordoblingstiden ved uhazmmet cellevakst

og a en individ- og krafttypeafh®ngig dampningsparameter.

Los differentialligningen, nar V(o)=vo. Bestem derpa
den til V svarende {tidsafhengige) fordoblingstid Ta
samt det interval ICR+, hvor ‘I‘“<+M.

Vis endeligq, at limT =7 .
450 o "o
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VFor;en to gangé differentiabel funktien w:R~R+gelder,

at funktionerne ¢? og ¢~ ! vil vere lgsninger til diffe-

rentialligningen
1 2t?

(D? - D - D°)£(t) = o
t(1+t?) (1+t2)?

Bestem pd denne baggrund den fuldstzndige lgsning til
ligningen. Lg¢s derp& ligningen

2
(p? -~ —2 —p - —2E %) £(r) = ¢2

£(1+12) (1+t2)?

Bestem samtlige reelle lgsninger til differentiallignings-
systemet

Dx = 3y
Dy = =-3x +4z
Dz = ~4y

Der er givet en differentialligning
(1) (g2D%+g,D+goD°) £ = h
hvor h,90,91,9,€C(I), IER.

Endvidere forudsattes, at g;€C'(I) og g.€C?(I), samt at
Vt€I: D?g, (t)-Dg, (t)+go(t) = o.

Vis da, at der findes funktioner a,b siledes, at (1) er ens-

betydende med

(2) D (aD+bD®) f=h

pd hele I. Angiv explicit a og b udtrykt ved gg,9; ©9 gz-

Fastlaeg pd denne baggrund den fuldstandige lésning til dif-
ferentialligningen :

((t2+2)D2+4tD+2D°) £(t) = sint.




#

‘Alle hjalpemidler er tilladt.
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Sskriftlig eksémen_i matematik i emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles ialt'5 opgaver. Besvarelsen anses for

‘fuldstandig, hvis 4 opgaver er korrekt besyafet.

[ele]

mandag, den 7. januar 1980 kl. 10— - 20

14—.

Bestem det reelle tal a sdledes, at funktionen
@:R, ~R er defineret ved

o(t) = t2lnt

er lgsning til differentialligningen

(t’D?+at?p?-2atp+2aD® f = o

t>0, og fastlag - med den fundne vardi af a -
den fuldstandige l¢sning til denne differential-
ligning.

Idet. L = t’p3+at?D?-2atD+2aD’ bestem da den
fuldstandige lgsning til hver af differential-
ligningerne

Lf = t?
Lf = t
Lf = t°,

Vis, at funktionen w:R+~R defineret ved

=31-21
viE) =1 - ¢

opfylder Riccatiligningen

2 4234-1=0

Dg + q* + £

Behyt dette til at bestemme den fuldstandige l@sning

til differentialligningen

(p? + %D - D% f

1
-t

for t>o.



5.

Funkﬁionep f:Rnerorudsattes to gange differen~
tiabel samt at vare Ipsning til integrallignin-
gen

t t
t? Ilf(s)ds -t Jlsf(s)ds = tf(t) - t?

Omskriv integralligningen til en differentiallig-"

ning med startbetingelser.

Bestem derpd den funktion, som tilfredsstiller
integralligningen.

Bestem den fuldstaendige lgsning til differential-
ligningssystemet

DX = x- y+2z+t
Dy = 2x-2y+2z+t
Dz = x+2y- z+t

Bestem den fuldstendige l¢sning til differentjial-
ligningssystemet

DX = 2x+ y  +w
Dy x+ y+2z+ w
Dz = 2y+ z
Dw = x-vy +2w

1

'ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for
fuldstandig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

LS

onsdag, den 4. juni 1980 k1. 1022 - 1420

Alle hjzlpemidler er tilladt.
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: s seal ) ’ 3. Funktionen f£:R~R forudsattes to gange differen-
1. Bestem det reelle tal a siledes, 'at funktionen . :
. . : tiabel samt at vere l¢gsning til integrallignin-
w:R ~R er defineret ved .
gen

E2

o(t) = t%1nt
t

St .

. : t? I f(s)ds - t stf(s)ds = tf(t) - t?
er lgsning til differentialligningen !

. ’ : _
o - (t’D3+at2D2-2atD+?§D°)f =0 Omskriv integralligningen til en differentiallig-

. . . ning med startbetingelser.
t>o, og fastlag - med den fundne vardi af a -

den fuldst®ndige l¢sning til denne differential--

Bestem derpd den funktion, som tilfredsstiller
ligning. Lo

-integralligningen.

"Idet L = t'D3+at?D?-2atD+2aD’ bestem da den

S fuldstandige lgsning til hver af differential-
ligningerne - ‘ ‘ '
A ‘ 4. Bestem den fuldstendige lgsning til differential-
— 3 . .
. , : Lf =t ligningssystemet
LE =t
- 42
:Lf =t Dx = x- y+2z+t
Dy = 2x-2y+2z+t
Dz = x+2y- z+t

2. Vis, ‘at funktionen w:R+~R defineret ved

vt =1 -3
. " . _ 5. Bestem den fuldstandige lgsning til differential-
opfylder Riccatiligningen ligningssystemet

Dg + g% + %q ~1l=o

Dx = 2x+ y +w
. : = + y+ j
Benyt dette til at bestemme den fuldstendige lgsning. . : : o Dy X+ yr2zd W
" . ) . = +
til 'differentialligningen - . ) . n . Pz y+ 2
it Dw = X-y - +2w

(D2 +%o -pYE =

|
—
|
==

for t>o.
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for fuld-
standig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

mandag, den 18. januar 1982 kl. 10.00 - 1l4.c0.

Alle hj=zlpemidler er tilladt.

Funktionerne-w,w:Rﬁ~R;A§1vet ved, at

antages at vare 1¢sningéfft11 differentaialligningen

188

@(t) = ¢ og Y&

(t®p3+at?Dp2+btD+ (a+b) D°) £(t) = o

hvor a,b€R og t>o.
Fastlag pa denne baggrund a og b samt den fuldstandige
lgsning til differentialligningen.

Bestem derpd (med de fundne vardier af a og b) en parti-
kuler l¢sning til differentialligningen

(t®D?+at?D2+btD+ (a+b)D°) £(t) = t

Lps ved en passende transformation hver af ligningerne
y' = 2% + 1 for t>o

(%V ~ 2 for t>o.

<
I

Funktionen ¢@:R;~R antages at vare to gange differentiabel.
Videre er funktionen y¥:Ry~R defineret ved

Y(t) = tie(t).
Ndr funktionerne ¢ og y vides at vere lgsninger til dif-
ferentialligningen (t>o)

(D’-(2t+;_]=)D+t2D°)y(t) =0
skal man fastlagge ¢ samt den fuldstendige lgsning til
differentialligningen.
Bestem derpd den lgsning ti)l differentialligningen

(D?- (2t+ £ ) D+E2D0) y (t) = €

som indeholder linieelementet (vZ,6,vZ).
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-

4
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Fastlag den fuldstandige l¢sning til differentiallignings-
systemet ’

x' = 3x +22
y' = 2x¥y
2' = % (y~-x)+3z

Der gnskes en beskrivelse af forlgbet af lgsningskurverne
til differentialligningssystemet

x'= f(x,y)
(1)
y'= g(x,y)
hvor
X _ _ X
fix,y) = g(lo x) )
g(x,y) = y(1- 2

efter nedénstéende retningslinier.

a) Bestem de punkter (a,b), hvor lgsningerne til syétemet er
i ligevagt, dvs. hvor x' = o og y' = o.

b) Med henblik p& at lave en linear tilnazrmelse til funk-
tionsparret (f,g) skal man udregne funktionalmatricen

£x(x,y)  fy(x,y)
gx(x,v) gy(x,y)

€) Er (a,b) et ligevagtspunkt fastlagges
fx(a,b) £fy(a,b)
A = \gx(a,p) g¥(a,b)
og derpd lpses ligningssystemet

'OPGAVEN FORTSKTTES

190

x' X
(2) = A
y' b4

(pS: L¢sningerne bliver ikke ‘pzne’, men beskriv det karak-
teristiske forlegb).

d) Ligningssystemet (2) kaldes en linearisering af (1) om-
kring ligevegtspunktét (a,b). Hvad kan man ud fra lgsnings-
kurverne tii (2) slutte om forlgbet af lgsningskurverne til
(i nazrheden af (a,b)?
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SKRIFTLIG- -EXSAMEN / DIFFERENTIALLIGNINGER

OPGAVE 4
Bestonn den {wtda/w«d@e la.;m'.;y “L

;% = iyl (xy)e R

OPGAVE 2

Funktioneme  Cosh 4 Sk er defireret wedl
cosh(t) = (€+E%); sinht) = L(e*-&5).
A Bei at
Vo)t feoshit)  ainhl®)
€ - (m.mu caah{t))_
8. Bevis ‘addilionsformleme”

cosh (t+w) = coshie) coshiw) + Sinh(u)sink(e)
Sinh (t4w) = coshit) sinh ) + sinh(f) cosh )

C. Om fo differcntiable fumbdione~ ./,j ‘R—=R
o’af:]m at

f: {(tﬂ.) = J@)fiu) + 919
g(trw) = f()gim) + 9&) {(«)

2 {(0)=1, {'I(a)=0}' glo)=0, g’(o)-‘—'i
VM at f: cp_'pé ? 3=MA.

FORTSETTES
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OPGAVE 3
- Les dﬂnm@m@w‘,@a
X't)=Axw) + B,
skriftlig eksamen
'X(o); gl - i emnekredsen
: ‘ ° DIFFERENTIALLIGNINGER
11 Z Z, -C; ( 2t 1
A= 0 o _ [, BB = ¢€
9 cc: 2(- Q_l ) ' c:(;z 4Va'righed 4 timer

Alle hj=zlpemidler er tilladt.

Zate 307‘;7a-o¢/b
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OPGAVE_ 1.
En 2.ordens iineer, inhomogen differentialligning : Lad A angive matricen
af formen . \
£1008) + p(t) £7(t) + q(t) £(t) = r(t), 0 -1 !
hvor p, g og r er reelle funktioner pa 10,=[, ' A = 1 1
vides at have fglgende lgsninger p4d ]0,[: [
A
fl(t) - _coszt _ t2 Angiv e,
- 2
£,(t) = -cos”t
2
f3(t) = -cos't - t
(1) Find samtlige maksimale lgsninger til differentiallic-
ningen.
(2) Bestem koefficientfunktionerne P, 4 og ¥ pd ]0,%[ QPGAVE 3.
i : 10, ~ i h:]0 ~ ﬁ ides,
(3) Find samtlige maksimale lgsninger til differential- Om funktionerne g:]0,1l ’ 10,1 M
ligningen at
£0(8) + p(t) £'(E) + q(t) £(t) = t gh er lgsning til differentialligningen
pPd intervallet ]0,»[ . £'(x) = -2x (1 + #) £(x), x € 10,1{
»
1, _ 3 '3
med (gh) (7) = g e
og at

g + h er lgsning til differentialligningen
£'(x) = - xf(x), x € 10,1[

-1

med {g+h) (%) = e 8

Bestem g og h.
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2197,
D ' ‘ § L EKSAMEN | EMNEKREDSEN
| 'OPGAVE.4.» " o o S . D‘FFEKEM“ALLlGMN6EK
’»'}‘_ . Lad.v f : §2 ~ }; vare défiperet ved ) ) ‘

ONSDAG pEN 16 Jun| 82 KL {0~ 14

) for t<$x | ) | | Al Welpuuidir, 4 filladt.
‘ “for t>x | | ‘
(1) Les differeﬁtialligningen ‘
X' (£} = f£(t, x(t)) pa R _ ‘ OPGAVE 1
‘(2) Vvis, at &er .gennem ethvert punkt (to,xoﬁ). EHEZ v o o A: Om MMM 4 29 »v»dlo o

" gir netop én lgsning til. differentialligningen.

Y %2t & difinadiable fumiekionn (2R
Y {)=1, go1=0
{o)=a, 9'e) = b
J) ¥Ftrer:
.f (tes)= {(t) f(A) - git)‘q(/:)'
g(¢+5)-f N 96 + grerfis)
Vis hudpa at
{(t) = & eosht
| | | | - 99 = Hanbt
| . B s fnniiliig
] | : : . a ~b
o | . = (* (- o)
med lrtgyudolduhwo}jm
_ (13
Xlo) = (z 4)- VEND
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

A Los de o diferentialligniger o |

2
M) =  uwer
Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen
- 12y dv 4 ; [ ) 1
) - v (tv) ek, t4~<
at tvs¢ 7 rTT 4 : :
- Differentiallignincer.
B: Det ophyser al :
_"ILM__ (xy) L en IP’W aul W: Der stilles ialt fem opgaver. Besvarelsen anses for fuld-
( ’x)é,::xz 1,,+ 47‘(%75) stendig, hvis fire opgaver er korrekt besvaret.
I "X Y Tleae
dy 22 42(""’2) ’
bz =x9+ ok

lhxy) & {lf/*/y)/ "7'7}

f4_¢ e (uv)e (xy, xty) m bsrung g
systemet beskdnde of (1) o (2).

Baiyé Aenne ap_lyom&g Al at anansege,
huthe losuingar (xy) Al (3), den gppyldr
betingelsc

(xlo), ylo)) = (4,~1)
] )

s —

C: Bem apltfo»wym {8

OP&GAVE 3

fredag den 6. januar 1984, Kkl.

10.00 - 14.00.

Alle hjalpemidler er tilladt.
Angiv den fuldstende lpaning T diffuaddialigningan
0
dy ) _{x noac Xz
Z; 4 mammm[x,y} =

y ror xsy

SETTET BESTAR AF TRE OPGAVER 06 FYLOER To SIDER
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1. Differen;iallignihgen
y' = ay- (1-1n(by))
er for a>o og o<b<«1 en mode; for en populations udvikling.
~‘Godtg¢r ud fra modellen, at popula;ionén'vil have en bareka-
pacitet - dvs. en gvre granse for, hvor mange individer, der -

forbliver i populationen.

Fastlag til slut den lgsning til dlfferentlalllgnlngen, som
indeholder y(a)=1.

2. For hver vardi af )€R er givet et differentialligningssystem

3 .

x' Ax+y-x

y' = Ay-x-y?

Det oplyses, at systemet for A<2vZ kun har ét ligevegtspunkt.
For A=2VZ opstdr fire stabile ligevagtspunkter, og for A>2VZ
oplgses hvert af disse i to ligevagtspunkter - et stabilt og
et ustabilt (Dette ¢gnskes ikke bevist).

Vis, at punktet (o,0) for alle A vil vare et ligevagtspunkt,
som for A<o er stabilt og for A>o er er ustabilt.

Vis dernast, at systemet for A=o undergdr en Hopf bifurkation

- dvs. at der for o<)(<2yZ) er en stabil gransecykel omkring
" det ustabile ligevagtspunkt

Vis til slut, at sidvel gransecykel (o0<A<2V2) som de resteren-
de ligevagtspunkter (A22v7) vil ligge i cirkelringen

AEx2+y222) .

3.
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Der findes for hvert reelt a fastlagt det lineare differenti-
alligningssystem -

X' = -X " +(a-1)z

y' -y -z

z' -{a+l)x+ty - -z

Bestem for hvert a r¢dderne i det karakteristiske polynomi-
um, som svarer til systemet.

Opstil derpid et sat'af lineart uafhzngige reelle (vektor-)
funktioner, som udspaznder den fuldstandige lgsning til syste-
met., (DS Husk ogsd at behandle tilfazldet a=o).

En meget simpel model for en pladespiller er beskrevetived dif-
ferentialligningerne .

x ~UX+XY

1—)\y—x2

Yy

(A,u>0), idet x stdr for effekten af dynamoen, og y stir for
vinkelhastigheden af den roterende skive.

Uhdersmg denne models stabilitetsforhold - udtrykt ved A og u.
Der ¢nskes en seperat redeggrelse for det tilfalde, hvor
Au = 1, :

Fastleg den fuldstandige 1g¢gsning til hver af 1I§ningerne

ylll + yu+ y. + Y e_t

-

yll' + yn + y| + y cost
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligningex

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt
besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig.

mandag, den 4. juni 1984 k1. 1022 -

14

o0

Alle hjzlpemidler er tilladt.

.
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1. .De#~er givet den lineare differentialoperator

L =Db? + aD? + bD + cD°

hvor a, b og ¢

‘er reelle konstanter. Fastlag

disse konstanter, s8ledes at differentiallignin-

gen

Lf =0

har funktionerne t~te® og t~e~

2t som lgsninger.

Udregn dernast - med de fundne vardier for a, b og ¢
- den fuldstandige lgsning til differentiallignin-

gen

Lf

t(et+e-t).

2. For alle reelle vardier af

ligningssystemet

x'
Yi

AYB - xyz

-Ax  + x%y

Azo

er givet differential-

Godtgpr, at systemet altid har tre ligevagtspunkter,
og redeggr for systemets stabilitetsforhold i n=zr-

heden af disse ligevagtspunkter.

3. Bestem samtlige reelle lgsninger til differential-

ligningssystemet
x' = -2x + y
y' = -2y + z
z' = - 2z +
w' = x -

w
2w
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En differentialligningsmodel for et “rovdyr—bytte--
dyr"-system er ved passende scalering transforme-.
ret til differentialligningssystemet

v o= X (57 - =X
X" = 72(57 9X) ] y(x+l)

! = - 21 ! '
Y y(1 x) .

.Gib en‘anélyse‘af systemets stabilitétsforhold ved

bl.a. at vise, at systemet har to (relevante) lige-
vagtspunkter, hvoraf et er stabilt,og et er et.
sadelpunkt.

i 206
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Skriftlig eksamen i matematik i -emnekredsen

Differentialligninger.

Der stilles tre opgéver, som alle skal vare korrekt
besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig.

mandag, den 7. januar 1985 kl. 1022 - 1429 |

Alle hj=®lpemidler er tilladt.
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1. Lés.for t>o differentialligningssystemet-

Dx = x+ ty + 2
thy = 2x - y - 22
Dz = x -ty + 2z

sdledes at punktet (0,2,0) for t=1 tilherer
lgsningen. ' l

2, Idet der er givet den linezre differentialoperator

L = p*-p’

skal den fuldstendige lgsning til differentiallig-
ningen

Lf = o
opskrives.
Find dernast en partikular lgsning til hver af lignin-
gerne

Lf; = e2t y Lf. £

4]
[t

Lf; = te") Lf,

e cost

Lfs = sint.

208

For alle r»o er givét et differenttallignings-

system
x' = 9y - 9x
Y' =rx -y - xz
z' = xy - 4z
a. Godtggr, at systemet er uzndret under transfor-

mationen (x,y,z) ~ (-x,-y,z)
Fastlag systemets ligevagtspunkter.

Godtggr ved en linearisering af systemet omkring
hvert af ligevagtspunkter, at (0,0,0) for r>1
ikke er stabilt, men at de to ¢vrige ligevagts-
punkter for 1<r<36 vil vare stabile.

Vis, at (0,0,0) for r<l vil vare globalt stabilt.
{(Vink: Vis, at V = rx?+9y2%+9z2 vil vare en Lia-
ponov-funktion).




Skriftlig eksamen i emnekredsen

DIFFERENTIALLIGNINGER

mandég, den 9. juni 1986

- b) £(t) = cost

Bestem den fuldstzndige .lgsning til
differentialligningen :

x3 - 2xt - ax = £(t)

i tilfzldene

a) f(t) =e*

c) f£(t) = e “sint.

‘Der er givet differentialligningssystemet
x' = 1 -ax - y?

y' = xy - oy

Find for hvert a > o samtlige stationare
l¢sninger og unders¢g deres stabilitetsforhold.

Der er givet differentialligningssystemet

x! = y_xs

y' =8y - 3x -y*

Undersg¢g for alle BER stabilitets-forholdene
for den stationzre lgsning (x,y) = (o0,0).

Der er givet differentialligningssystemet

x' = 2x - y - 2z + a
y' = 6x - 3y - 62 +Db
z' = -4x + 2y - z + cC

Find de vardier (a,b,c)€R’ for hvilke samtlige le¢sninger
(x(t),y(t),2z(t)) er begrznsede for t glende mod

uendelig. (opgavessttet fortsztter)




(opgavesattet fortsat)

= ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER-.

Idetédeg:op}yseg, at dgn part%ellg d;ffe;eny}alligning

2 2 2 Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen :
34y 3% _ 2_28w
xy(——; - ——;) = (x*-y )axay X >o0
ax ]
Y Differentialligninger.
har den fuldstaendige lgsning. *

L 2. 2 Der stilles fem opgaver, som alle skal vare korrekt
e(x,y) = xf(£) + gi(x?+y?) . .
x besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstendig.
hvor f og g er vilk8rlige C?-funktioner, skal .
) Den skriftlige eksamen er tilordnet modul 2
man bestemme den lgsning, som tilfredsstiller rand- E——
vardibetingelserne

k]
etl,y) = y? og -3—‘5(1.)1) = 1.

_ } mandag, den 9. juni 1986 k1. 1022 - 1492,
Vink: :

Vis fe¢rst, at f opfylder differentialligningen ;

(1+t2)f'(t) - tf(t) = t. . Alle hjzlpemidler er tilladt.




1; - Der er givet den lineazre diffe#entialoperator

L =-D? - 2D - 4D°

Fastleg den fuldstzndige lgsning til hver af

differentialligningerne’
Loy L2t g
Lf;(t) = e”" , Lfs(t) = cost

Lfs (t) = e “sint

Oom den partielle differentialligning .
L] L ) .

v | _ 2—2 ]
xy(zxx - zyy)-— (x"-y )zx

Yy

kan det oplyses (dvs skal ikke vises:},

at for x >0 er den fuldstandige lgsning-

givet ved
20x,y) = x£(¥/x) + g(x%+y?),

hvor £ og g er-vilkidrlige, to gange
differentiable funktioner.

Bestem nu den lgsningsfunktion, som tilfreds-_

stiller randvardibetingelserne

. []
2(x,x2)'= xz. R zy(x,xz) = x2f2
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Bestem samtlige funktionspar (x(t),y(t)) som til-
fredsstiller differentialligningssystemet

tx' = -x + 2
Y

xlni

ty' = -y -
i 1. kvadrant.
Fastlezg den lg¢sning, som gir gennem punktet (1,1)
for t =1,
I e+

Bestem den fuldste=ndige lgsning til differential-
ligningen '

tgt-y' ' (t) + —2—yr(t) + 238084y o gne

cos?t cos’t
i et passende interval.

Fastlag dernast den lgsning, som indeholder linie-

elementet (t,y,y') =’(%,o, - !% .

‘Der er givet differentialligningssystemet

X' = -x+y+2z2+a
y' = x -2+ b
2' = Xx+2y - z + ¢

hvor a,b og ¢ er reelle konstanter.

Faétlag konstanterne a,b.og ¢ sdledes, at

punktet (2,0,1) er et ligevagtspunkt for systemet,
og unders¢g om systemets lgsningskurver vil konver-
gere mod punktet.
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER;

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger.

Der stilles fem opgaver, som alle skal vare korrekt-
besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig.

Den skriftlige eksamen er tilordnet modul

mandag, den 9. juni 1986 k1. 1022 - 14

00

Alle hj=alpemidler er tilladt.

S,
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Der er givet den lineazre differentialoperator

L =Dp% - 2D - 4D%

Fastlag den fuldstendige lgsning til hver af
differentialligningerne

92t ,- LEf,(t) = cost

Lf, (t)

Lfs(t) = e-tsint

For alle a > o er givet differentiallignings-
systemet

x'=1=-ax - y?

y' = xy - ay.

Undersgg systemets stabilitetsforhold, nar
a varierer,

Bestem samtlige funktionspar (x(t),y(t)) som til-
fredsstiller differentialligningssystemet

tx' = - x +

N

ty! = -y -

ALY

i 1. kvadrant.

Fastl®g den lgsning, som gir gennem punktet (1,1)
for t = 1.
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Et differentialligningssystem er for alle

8 givet ved
3

x''= y-x

By - 3x - y?

%3
"

Det oplyses (dvs skal ikke vises!), at systemet

for B8 < 4 kun har et ligevagtspunkt.

Redeggr for systemets stabilitetsforhold, nir

B er taet ved o.

Vis, at systemet for B=4 ogs& har punkterne
(1;1) og (-1,-1) som ligevagtspunkter, og
underspg systemets stabilitetsforhold,. ndr

.B=4.

Der er givet differentialligningssystemet

x' = =x+y+ 2z +a
y': x -2z +b
z' = xX+2y = z + ¢

hvor a,b og ¢ er reelle konstanter.
Fastlag konstanterne a,b og c siledes,
at punktet (2,0,1) er et ligevagtspunkt

‘for systemet, og undersgg .om systemets lgs-

ningskurver vil konvergere mod punktet.
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger. -

Der stilles fem opgaver, som alle skal vare
korrekt besvaret, hvis besvarelsen skal anses
for fuldstandig. )

onsdag, den 21. januar 1987 kl. 1022 - 1422,

Alle hjzlpemidler er tilladt.
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1. _Et differentialligningssystem-er-givet ved e

x' = x(1 - % # y?)
1 Y(l _—3x72"'_— yz)

" Fastlag systemets ligevagtspunkter samt disses stabi-
litetsforhold.

Omskriv dernast systemet til‘pélare koordinater og
skitsér pd denne baggrund lgsningskurvernes forlegb,
specielt omkring enhedscirklen.

2, =~ Fastlzg den fuldstandige lgsning til differential-
ligningen

(D?+D%) £ = tsint -~ %cost

3, Bestem samtlige funktionspar (x(t),y(t)) 41 1l.kva-

drant} som tilfredsstiller differentialligningssyste-
met

Xt Wi+
+
N
F

(2
L

+

-]

Fastlzg derpi den lgsning, som for t = o gir gennem
punktet (2,6).

4. Fastleqg den fuldstazndige l¢sning til differential-
ligningssystemet

x'=s X+ y+z-~-¢t

2y + z - ¢t
z' = =X + t

(opgaveszttet fortsatter)
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Der er giveﬁ7éifferent1alliqningen

x'' + . x' - (x)¥+x* = o

Omskriv ligningen til et system af to kobiéde
differentialligninger ved at satte x' =y

og vis, at (0,0) vil vare det eneste ligevagis-
punkt for systemet.

Fastlag dernast konstanterne a,b i funktionen

Vix,y) = x* + by? ,

sdledes at V bliver en Liapunov-funktion for
systemet. Bestem til slut et stabilitetsomride
for (o0,0), dvs find et tal c > o, s8ledes at
V' o ndr Vv £ c .
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Opga’v'e 4

SKRIPT IG EKSAMEN 1 DIFFERENTIALLIGNINGER
: den 2. lanuar 1988

Der sulles 4 opgave. S0 alle sLal regnes for at besvarel.,cn er fuldstendig.

Alle h]mlpexmdler er'tilladr.

"[Opgave 4 findeés i 16 varianter beregnet for forskellige pensa.)

Opgave 1.
Der er ziver differentialligningen:
¢ 2y Ly = e
\ is. at mnknonen 2t = €77 for passende valg af a, vil vare en losuing vilden homgene
ligning, -
Tastlag pa-denne baggrund den faldstoendige losuing il diderentialligningen.
Opgave 2
Der cr civer (i

crexmalhgmn'.:cn

c e

‘/"‘y—-

T
B

iad saludl"r: lueuthgr‘l il den hulu.u"c‘nt’ ugmno. dels pd intervallet 1 - XK. 'L).' wg dels p;i
intervaller 10, ¢!, Find dernast- samtlige losmnzer il dlf‘r'remnlh:mnzon nAa
reaile akse. H'.'or WAALe g

P PPN
T RATL R

- Jise rentiore?

Cpg ave 3. B BN RN a

f-)

B«\tem samtiize reetle immnwr i (hfferemmlhznmgscvqmuﬂ

o, - tigl= oo T
i ” . .
R S

Opgave 4a-
Der or @iver ditferentialligmngssystemen:

b

wed L L. . .
Fastleey wvatemers m.r-\a --vsnunktv . va redegor for svstemers stabilitetstorhold, nar
3 ~vanerer, Vis b Jdenas ferbindedse, at funkdonen 17 R? . R zivet ved!

ST 20 '
birgl =47+ y ray

for passende valg af ¢ bitver onosterrk Lidpusiov funkuion for systaaner, pir # =00

Find samtlige maksimaie insninzer tit differentialligningen

Witsti-d) wed 0
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Skriftlig eksamén i matematik,
vinteren 1977/78.

Emnekreds: statistik og sandsynlig-
hedsregning. )

Oogave 1.

P4 en fabrik arbejder man i tre skift: morgenskift,

. eftermiddagsskift og aftenskift. En stikprove fra - -

produktionen i hver af de tre skift viser, at af
200 undersegte enheder var antallet af defekte en--

" heder henholdsvis 12, 10 og 23. Kan man konkludere

noget om, hvorvidt arbejdstidens beliggenhed pavirker

' kvaliteten af de fremstillede produkter-?

Oogave 2.

Lad f vere en funktion af IR ind i IR af formen

0 : for x 0 .
£f(x) = '::(Q)'xze'1 for 0<x<1

- Q - for 1< x
hvor ©€ IR, ©>0.

A. Vis at man kan velge c(Q)‘, séledes at f er

'téthed'for en sandsynlighedsfordeling pd R, =~ I det

folgehde tznkes c¢(@) valgt pad denne mide.

(fortszttes)
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Lad Xl, X2, ceny Xn vere stokastisk uafhangige,
identisk fordelte stokastiske variable, der folger
en fordeling givet ved tztheden f , og lad end-

videre Xys Xpy eovy X, VETE observationer af

el

1 Xoy eeey X 0
Opskriv likelihoodfunktionen.

Estimer € .

e e |

Opstil kvotientteststerrelsen for hypotesen

o' e=1. :

ave 9.

Ved en undersogelse af forureningen i en fjord har
man pd tre vanddybder foretaget to vandprever,

hvori man bestemte koncentrationen af coli-bakterier
(der kan anvendes som et mdl for vandets forurening).
Resultaterne frexmgir af nedenstéende tabel.

Koncentration af coli-bakterier
1 tre vanddybder.

dybde ” 0a (4m @ 8m
konc. ||. 2.15 | 2.15 | 2.00
2.58 | 1.95 ! 1.65

. Opstil en model for disse data.

P

-

B. Underseg hvordan vandforureningen afhenger

af dybden.

(opgaveswttet fortswticr)
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Opgave 4;177
Pa et'b65féﬁt locus hos billen Tetraopes tetra-
ophthalmus findes tre allelle gener A, B og C.

Der er derfor seks forskellige genotyper:
~ AA, AB, AC, BB, BC, CC.

Alle disse seks genotyper kan skelnes ved elektro-
forese, s& der er ogsa seks fznotyper.

A. Vis at hvis der i en population er tilfzldig
parring og ingen selektion med hensyn til dette
system, S8 m& man forvente, at genotyperne fordeler
sig 1 forholdet

2

p2 : 2pq ¢ 2pr : q° : 2q9r : r2 s

hvor p+tg+r = 1 , og hvor p, q og r betegner gen-
frekvensen af henholdsvis A, B og C -genet.

En population, hvor forholdet mellem de seks geno-
typer er p& denne form, siges at vere i Hardy-
Weinberg=ligevegt.

Fra en population af biller pa Long Island blev der
indsamlet 287 biller, og disse blev klassificeret
efter genotype séledes:

AA AB AC BB BC CC
9 85 16 99 66 12 .

B. Underseg om denne population er 1 Hardy-
Weinberg-ligevegt.
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Opgaver til skriftlig eksamen i
Talsystemets opbygning, 3. - juni 1981

Opgaverne tznkes lgst ;ndenffor den opbygningsramme, som er
afstukket af teksten til kurset i talsystemets opbygning, for-
dret 1981. Hvis en anden ramme valges, praciseres denne.

Varighed: 4 timer
Alle hjalpemidler tilladt

Opgave 1 I mzngden D = Qx(Q defineres kompositioner & og ©
ved ’ )

(al,az) ] ‘bl'bz) = (al+b1,a2+b2)

og .
(al,az) ® (bl‘bz) = (albl, alb2+a2bl)

(1) vis, at (D,9,0) er en kommutativ ring med &telement, hvori
nulreglen ikke gazlder.

(2) Bestem et dellegeme (M,9,0) af (D,®,0), som er isomorft
med (Ql+l.) .

(3) Godtg¢r, at hvis (Q,+,-) identificeres med (M,9,0) ved

hj=zlp af isomorfien, kan ethvert element i D skrives som
(al,az) = a; + pa,,

hvor p= (o0,1) og p2= {o,0)

Opgave 2 Lad A vare en delmezngde af de naturlige tal, R, og
lad A have egenskaben 4

(a) Vvm € N: S{m) € A = m€ A

(S betegner efterfglgerfunktionen i N)

(1) Vis, f.eks. ved induktion, at hvis A opfylder (a), da og-
s&

(b) Vm € R Vo € N: mE€EAAnNn<m =« n€an

For n € N forst&s ved begyndelsesafsnittet hgrende til n meng-
den

I,= me€R| mg<n}.
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-
(%)
[

Vis, at (a) og dermed (b) er opfyldt for ethvert begyn-
delsesafsnit AL : '

Vis, at en vilkarlig delmzngde A af B er et begyndelses-

afsnit, hvis og kun hvis A opfylder fglgende to betingel-
ser: '

o~
w
s

(a) (som ovenfor)
og
(c) der findes et‘no € A, s& at S(nof 4§ Aa.

Opgave 3 En fglge (an)n af reelle tal kaldes som bekendt
voksende, hvis ’

V€2 <A
og aftagende, hvis

vn € N: a
n

Iv

a

n+l

En reel talfglge kaldes monoton, hvis den er voksende eller
aftagende.

(1) Vis, at enhver monoton og begraznset talfglge i R er kon-
vergent i R.

Vi betragter nu afsluttede intervaller i mengden af reelle
tal, dvs. mengder af formen

[a,b}] = {x €R | a <x <b} , a,b € R, a <b.

Ved en intervalindsnavring forstds en fglge af afsluttede in-

tervaller (la_,b 1), ﬁvorom det g=lder, at [a;,b;] 2 la,,b,] 2..

< b b .

: <
n+l - "n

(2 Vis,'at i enhver intervalindsnaevring har alle intervaller-

ne mindst &t- falles punkt.

En intervalindsnavring kaldes en ruse, hvis ethvert af ind-
snavringens intervaller er venstre- eller hgjrehalvdel af det
foregdende interval.

(3) vis, at i en ruse har alle intervaller netop ét fzlles
punkt. (Benyt f.eks., at '

(fortsattés)

vn € R: tb_,. = a

n+l Po=% |bn - anl)f

n+l

OggaveA4 Skitser kort hovedlinjerne i opbygningen af tal-
systemet, fra N, over 2 og Q til R.

SLUT

PERAE
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Skriftlig eksamen i emnekredsen

GEOMETRI (Differentialgeometri)

Varighed: 4 timer.

Alle hjzlpemidler tilladt.

i
i

230

OPGAVE_1.

Betragé for a > o kurven med parameterfremstillingen

(1) skits&r kurven, og vis at den er en overalt vil-
kdrligt ofte differentiabel kurve, der tillige
er monoton.

(2) Begrund at kurven har en evolut hvis og kun hvis
a > 1, og find en parameterfremstilling for evo-

lutten.

OPGAVE 2.

Lad r(u,v) = (ucosv, usinv, uzsin2v),
u € [o,o[, v € [0,27]
vare en parameterfremstilling for en flade.

(1) Godtgg¢r at fladen er en differentiabel C -flade
.overalt, bortset fra i punktet
(0,0,0).

(2) vis, at parameterskiftet (u,v)~(x,y), hvor
X = ucosv, y = usinv,

for u € Jo,»[, v € [o,2n] er et tilladt parame-
terskift, og bestem en parameterfremstilling for
fladen med x og y som parametre.

(3) Godtggr, at fladen, bortset fra i punktet {(o0,0,0),
er overalt hyperbolsk krummet.

(4) Find hovedkrumningerne og hovedretningerne i punktet
V2 V2 1
2 )
14

z,
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OPGAVE 3. -

TG

For a € 10,1 er der givet en vilkdrligt ofte
differentiabel rumkurve ved parameterfremstillingen

r(t) = (x(t), y(t), z(t)) = (t, va cosht,  Vi-a cosht),

SKRIFTLIG EKSAMEN i
t € R

GEOMETRI (DIFFERENTIALGEOMETRI)
(1) Angiv en naturlig parameterfremstilling for
denne kurve, regnet ud fra t = o.

Vérighed: 4 timer

R . Alle sadvanlige hjzlpemidler tilladt

(2) Vvis, at for ethvert t € R ligger positionsvek-
toren r(t) i kurvens oskulationsblan it, og at
oskulationsplanen er vinkelret pd yz-planen. " August 1982

(3) . Bestem kurvens ledsagende koordinatsystem.

(4) Vis, at kurven ligger i en plan, og angiv en iigning
for denne. )
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OPGAVE 1

Indvendig pd8 en cirkel med radius r ruller en cirkel med
radius r/3 i planens positive omlgbsretning Vi betragter
den kurve der beskrives af et bestemt punkt pd den lille
cirkel. Denne kurve kaldes

en hypocykloide. Nu rul-

ningen begynder har punk-~ -
tet koordinaterne (r,o).

;
(1) Begrund, f.eks. med
stgtte i vedstdende fi- {
gur, at hypocykloiden har i
t

parameterfremstillingen

X = %r cos t + cos 2t

sin 2t

wiH WK

=2 -
y = 3r sin t

\ .'-'_,'..

LR Y

(t ¢ [o,%ﬂi). Det oplyses,
at denne parameterfremstilling kan udstrazkkes til hele in-
tervallet te Co,2n[.

(2) vis, at kurven, bortset fra i punkteffsvarende til t = o,

t = %ﬂ og t = %ﬂ , er en vilkdrligt ofte differentiabel kur-
ve, og at den for t =0, t = %H , t = %T? har en spids.

(3) vis, at buen for te Jo, —NR[er monoton og har en evolut
for te [o, 1 Vis, at den indeholder punktet (-r, l 3 r).

OPGAVE 2

En tre gange differentiabel rumkurve er i et retvinklet koor-
dinatsystem i rummet givet ved parameterfremstillingen

r(t) = (x(t),y(t),z(t)), t € I.

Rumkurven underkastes en homoteti ud fra koordinatsystemets
begyndelsespunkt, dvs. t > a r(t) {a> ol Udtryk ved hjelp af
buelazngde, krumning og torsion for den oprindelige kurve, de

tilsvarende stgrrelser for den nye kurve. Komment@r resultatet.
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OPGAVE 3
En rumkurve har i et sadvanligt retvinklet koordinatsystem
parameterfremstillingen

in t
r(e) = (x(t),y(t),z(t)) = (S22E B0E eon ¢), te R

(1) vis, at kurven ligger p& enhedskugleoverfladen, og find
buelangden ud fra det til t = o svarende punkt.

OPGAVE 4
En flade har parameterfremstillingen

r(t,u) = (t—2tu,t2+u,t2+u2), t€ R, u € R.

(1) vis, at en af fladens parameterkurver er en plan kurve,
og angiv en ligning for den plan, hvori den ligger. Vis, at

fladen er en differentiabel C°-flade overalt, pd ner i (o,%,%).

(2) vis, at fladen i ethvert punkt p& parameterkurven svarende
til u = o er elliptisk krummet. Bestem hovedkrumninger og ho-
vedretninger i punktet (o,0,0).
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SKRIFTLIG EKSAMEHN

IEMNEKREDSEN

GEOMETRI

jénuar‘lsas

Varighed: 4 timer

Alle hj=zlpemidler tilladt.

‘'For at besvarelsen anses for fuldstandig
ma alle fire opgaver vare tilfredsstillen-
de besvaret. : T ’
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OPGAVE 1
En plan kurve har i polazre koordinater ligningen »

r=1-(-12, 0 € [o,7].

(1) Bestem langden af kurven.
(2) vis, at kurven er monoton, og at krumningen er maksimal

for o = %. Bestem det til denne parametervardi svarende
krumningscentrum.

OPGAVE 2 )
Lad F betegne fladen med parameterfremstillingen

u

r(u,v) = (v cos u, v sin u, 1n v)

- u

]

- (ulv) € ]ol";’[ x ]op“’[-

Vis, at i ethvert punkt pd parameterkurven svarende til v=1
er fladen hyperbolsk krummet.

OPGAVE 3

" Lad enhedskuglen vare anbragt i et koordinatsystem med begyn-

delsespunkt 1 ﬁgglehs centrum: Tenk p& kuglen som en globus
og pd punkterne med ikke-negativ
tredje-koordinat som den nordlige
halvkugle. Ved langdebuen svaren-

" de til vinklen 6 forstds storcir-
kelbuen fra Ekvator til Nordpolen
liggende i den halvplan der frem-
gér af x,z-halvplanen med x>0 ved

en drejning pd vinklen 6 (malt i
. radian). Denne langdebue, der be-
navnes 19, har fglgende parameterfremstilling:

1y 1l,(u) = (cos & cos u, sin § cos u, sin u)
uE[O,%[ (oeflo,nl).

Vi betragter nu en rumkurve k med parameterfremstillingen

k: r(t) = (cos ¢(t) cos t, sin ¢(t) cos t, sin t)
hvor t€lo,3{, og hvor ¢:(o,gl~[o,7[ er en C!-




- (1) Vis, at kurven k er en-differentiabel kurve beliggende pa
enhedskuglens nordlige halvkugle.

(2) Bestem den vinkel hvorunder k skarer langdebuen le (ee¢([p,§[))
pd den nordlige halvkugle.

(3) Vis, at for ¢(t) = c 1ln tg (f + %), te[o,% - e], hvor
G < e < %, og hvor ¢ er en positiv konstant opfyldende at
c 1n tg (% - ¢) < m, bliver den i (2) omtalte vinkel konstant
for alle 6e¢([p,%D(En konsekvens heraf er, at skib der sejler

_.langs den til det her betragtede ¢ svarende kurve k holder. en

konstant kompaskurs.)

OPGAVE 4

(1) I den projektive plan er givet to forskellige linjer p og
g, hvis skaringspunkt betegnes med S. Lad A, B og C vare tre
forskellige punkter pd p og D, E og F tre forskellige punkter
pd g, s& intet af disse seks punkter er sammenfaldende med S.
Lad P betegne skaringspunktet mellem linjerne AF og CE og Q
skaringspunktet mellem BF og CD.

Ved p % q % p fastlagges en projektivitet ¢: p i p- Bestem
¢ (A) og ¢(S).

Vis, at ¢ er hyperbolsk, hvis P, Q og S ikke ligger pid samme
linje.

(2) Lad der i den euklidiske plan ganske analogt vare givet to
forskellige linjer p og q med skaringspunkt S. Lad atter A, B
og C vare forskellige punkter pd p og D, E og F forskellige
punkter pd g, alle forskellige fra S. Som f¢r betegner P ska~
ringspunktet mellem AF og CE og Q skaringépunktet mellem BF og
CD.

Vis, at hvis linjerne AD og BE er paralllle, er ogsi linjerne
PQ og AD parallelle.

Opgavesat slut.
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Skriftlig eksamen
i

GEOMETRI

(differentialgeometri og projektiv geometri)

Den 7.juni 85

Alle hjzlpemidler er tilladt. Ek-
samen varer fra kl. lo.oo-1l4.00

En fuldstandig besvarelse forudsatter at alle
opgaverne er fuldstzndigt besvaret.



- 239

OPGAVE ‘1 En plan kurve har parameterfrémstillihgen.

r(t) = (cos t + % cos 4t, sin t y 1 sin 4t), t € fo, Zn[

A

W

(1) Vis, at kurvestykket. svarende xrl:parameterintervallét
[o, %[ er ‘en differentiabel "kurve, ogfbestem;buelangden af
dette stykke.

(2) Vis, at det under (1) omtalte kurvestykke‘har edAevdlﬁt,
og .angiv en parameterfremstilling .for ‘denne. .

OPGAVE 2 I et (x,y,2) koordlnatsystem er givet to cyllnder-

flader med parameterfremstillingerne henholdsvxs ’
(x,v,2) = (%, cos u, sin u), x:i€ R, u-€ {o,2n[,

og : ’ ) : :

(x,y,2) = (a cos t, y, a sin t), y € R_ U {o}, t € [o,2rn[,

.chvor .0 <:a < 1.

" .
/ . o

.
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"(Opgave 2 fortsat)

-(l) Angiy en paranaterfremstilling for skaringskurven .mellem

de to cylinderflader, -idet t benyttes som parameter. Godtger
at denne kurve er differentiabel netop ndr (o <) a < 1.

(2) vis, at for a = 1 ligger den del af'skaringskurven, der
 svarer til ikke-negative fgrstekoordinater, i.en plan, og
" at denne kurvedel er en ellipsebue.

OPGAVE 3 Lad en flade have parameterfremstillingen
-2 -
£(u,v) = (u;v,ue” ), (u,v) € R2.

(1) Bestem.for ethvert af de punkter p& fladen, hvor v = o,

‘hovedkrumningerne og hovedretnlngerne for .punktet.

(2) vis, at fladen'er overalt hyperbolsk krummet for v # o.

‘OPGAVE 4 I'den;projektive plan er der givet ‘tre forskelli-

ge linjer p, gq bg r gennem éammejpunktrs. Lad A og B vare.
to forskellige punkter pd p, begge forskellige .fra S. Lad
endvidere P og-Q vare to forskellige punkter, der ikke lig-
ger pa nogen'af linjerne 'p,g og r.

- Ved p g q % r fastlagges en projektivitet ¢: P ; I. ‘Med
‘R betegnes skarlngspunktet mellem linjerne A@(A) og By (B).

Endelig fastlegges ved p‘x q—% r 7'9 en projektivitet y:..p <P
(a) Ggr rede for, at y(A) =
(b) -vis, at w~er'den'identiske4afbrldning af p.

(c) Vvis, at P; Q og R ligger p& samme linje.
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SKRIFTLIG EKSAMEN
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EMNEKREDSEN

TOPOLOGI

Januar 1986.
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OPGAVE 1

Lad f:Ja,bl ~:§ vaere injektiv og kontinuert (i den

sadvanlige topologi) :

(a) Lad a<e<d<b, vis at f£f(le¢,dl) = ]C,D[ hvor
{c,p} = {f(c),£(a)}.

(b} vVvis, at £{(la,bl) er et 3bent interval (eventuelt ¢
kan et ellexr begge endepunkter vare. i« ).

-1
(c) Vis, at den omvendte funktion £ :f(la,bl) ~ la,bl
er kontinuert.

OPGAVE 2

Lad V vare et reelt vektorrum med en norm 11 |l og

lad f:V ~ f vare en linear funktion.

Vis, at hvis f er kontinuert i nul, s er f kontinuert
overalt (kontinuitet er med hensyn til normen | i pa
V  og den sadvanlige topologi p& R).

OPGAVE 3

Lad (S,d) vare et metrisk rum og lad x € S
Sat

B(x) = {y € 8 | d(x,y) < 1}
og
d.x : S ~R, dx(y) = d(x,y).
(a) Vis, at dx er kontinuert (med hensyn til 4 pd S
og den sadvanlige topologi p& R).

(b) vis, at B(x) € {y€s 1 d(x,y) 5 1} (B(x)
slutningen af B(x}).

betegner afy-

(c) Galder der altid B(xJ= {y€s ! dix,y) 5 1} ?

Begrund svaret.

(opgaveszttet fortsetter)
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s

(opgavesattet fortsat)
OPGAVE "4
Lad for et a€R G = ]”-W sal .

a
(a) Vis, at systemet T = (Gal a € R }ou {¢.R} er en
topologi p& R. ' ' : o

(b) vis, at (R,T) opfylder andét numerabilitets aksiom.
(c) Beskriv de afsluttede mangder i (R,7).
(d) Lad To vere den sadvanligg ﬁopo}déi pd& R, og

betragt afbildningerne

£1,£2 : (Rde) -~ (R:T) givet ved

1 for X - 0
£ (x)

0 for . x <.

-

) for X > 0
£2(x)

o

for X -0

. Underspg, om f;, og f,. er Xontinuerte.

(opgavesattet slut).
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Skriftlig preve i MATEMATIK,
emnekredsen Sandsynlighedsregning -

og statistik,

tirsdag 4. 7.1.1986 k1. 10.00 - 14.00,

.
* B

Opgavesattet bestdr af fire opgaver og fem sider.

Ved prgven er alle hijzlpemidler til;adt.
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I—en:bOIigforening bor der 10 bilejere, men foreningéﬁ
bygger kun 9 carporte. Man indfgrer derfor fglgende -
regel til fordeling af carport-plads: Hvert &r trakkes
der lod mellem bilejerne om, hvem der kan f& en car- .

e = a A — - - - et stre-Ya] 2 - 3 3 B
port-plads det kommende &r; men ndr man &t &r ikKe har

haft nogen carport, er man automatisk sikret en carport .

i de to naste &r. Ved begyndelsen af det fgrste Ar,
trazkker alle lod pé& lige fod.

1) Hvad er sandsynligheden for, at bilejer Olsen har
carpért i de to fgrste 4r, men ikke i det tredje ?

2) Hvad er sandsynligheden for, at bilejer Alibert har
carport i de tre fgrste &r, men ikke i det fjerde ?

3) Xvad er sandsynligheden Py for, at bilejer Schmidt
har carport i netop de fg¢rste k &r, hvor k = 0,1,2,... ?
(p0 skal forstds som sandsynligheden for ikke at have
carport i det fgrste &r.)

4) Bilejer Blihk m3 i det fjerde &r undvare carport.
Hvor lang en uafbrudt periode kan han derefter forvente
at have en carport ?

5) Hvor mange dr (regnet fra ordningens start) kan
bilejer Schlange forvente uafbrudt at have carport til
sin bil ?

Opgave 2.

Det er velkendt, at;blbdtrykket hos mennesker alminde-
ligvis stiger med alderen. For narmere at undersgge,
hvordan det vokser med alderen, kan man analysere ne-

denstdende talmateriale, der bestdr af sammenhgrende
vardier af blodtryk og alder for 38 kvinder.

Tabel 1. Sammenhgrende vardier af blodtryk (mm Hg)
og alder (&4r) for 38 kvinder.

82,17 28 88.19 46 89.66 63 81.45 36 85.16 42
89.77 59 89.11 54 107.96 77 74.82 21 83.98 57
92.95 47 79.51 34 87.86 51 76.85 27 76.93 24
87.09 41 97.55 66 92.04 69 100.85 72 96.30 60
86.42 50 94.16 57 78.12 32 89.06 59 94.58 74
103.48 77 81.30 41 83.71 36 68.38 20 86.64 47
87.91 51 86.42 57 103.87 69 83.76 36 84.35 54
68.64 24 100,50 61 100.42 80

Talmaterialet blev analyseret af et computer-program.
En del af udskrifterne fra computer-programmet er gen-
givet p& naste side.

Kommenter computer-resultaterne. Hvad er det for en
statistisk mocdel der er underforstiet ? Hvad er skgn-
nene over modellens parametre ? Hvad kan man sige om,

hvor godt modellen passer ?
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**%%*% REGRESSION ANALYSIS *%***
Y-VARIATE: BLODTRYK

*** REGRESSION COEFFICIENTS: ***

] ESTIMATE S.E.
' CONSTANT : 63.04315 2.01596
ALDER ' 0.49830 0.03825

*** ANALYSIS OF VARIANCE ***

: , DF ss MS
REGRESSN 1 - 2647.7 2647.69
RESIDUAL 36 561.6 15,60

TOTAL 37 . 3209.3 86.74

PERCENTAGE VARIANCE;ACCOUNTED FOR 82.0

248

Opgave 3.

ved et amerikansk universitet foretog en kunststuderende
en unders¢ggelse, der skulle klarlagge, om kunstnere i
hgjere grad end andre mennesker tror pd ESP (ESP = Ex-
tra Sensory Perception, dvs. sansning ad "overnaturlig"”
vej). Han spurgte 114 kunstnere og 344 ikke-kunstnere
om, hvor meget de troede pd ESP, idet de fik fglgende
svarmuligheder: "tror p4d ESP", "tror til en vis grad pa
ESP", og "tror ikke pa ESP".

Blandt kunstnerne var der 67 der troede pd ESP, 41 der
til en vis grad troede pd ESP, og 6 der ikke troede pa
ESP. Blandt ikke-kunstnerne var de tilsvarende tal
129, 183 og 32. )

Hvad kan man pd denne baggrund sige til spgrgsmidlet om,
hvorvidt kunstnere i hgjere -grad end andre mennesker
tror pd ESP ? Begrund svaret.
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Opgave 4.

I slutningen af skoledret 1982-83 foretog man en spgr-
geskemaundersggelse blandt l.g-matematikere i fire gym-.
nasier i Arhusomrddet. Blandt andet blev eleverne

bedt om at angive deres seneste karakter i hvert af fa-

gene Matematik, Fysik og Kemi; resultaterne heraf ses
i Tabel 1.

Tabel 1. Karakterfordeling i hvert af fagene

Matematik, Fysik og Kemi for 384 1l.g~- SKRIFTLIG EKSAMEN
matematikere. I
Matematik Fysik Xemi EMNEKREDSEN
13 1 0 TOPOLOGTI
11 3 2 4 e
10 67 31 32
9 119 92 98
g 8 111 128 130
L 7 59 97 82
T 6 22 25 32
g 5 8 6
03 1

Januar 1986.
Xan man pa4 denne baggrund sige noget om, hvorvidt der

er forskel p& de karakterer der gives i de tre fag ?

{Ved besvarelsen kan man eventuelt benytte disse hjzlpe-
stgrrelser:
Mat. Fysik Kemi
sum af karakterer: 3230 3056 3082

sum af kvadrater
pd karakterer: 27708 24848 25262 .)
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OPGAVE 1

Lad £:Ja,bl ~ R vare injektiv og kontinuert (i den

sedvanlige topologi)

(a) Lad a<c<d<b, vis at f(lc,dl) = lc,p[ hvor
{c,p} = {f(c),£(d)}.

(b) vis, at f(la,bl) er et 3bent interval (eventuelt
kan et eller begge endepunkter vare i» ),

(c) Vis, at den omvendte funktion fJ :£(}a,bl) ~ la,bl
er. kontinuert.

OPGAVE 2

Lad V vare et reelt vektorrum med en norm Il 1l og
lad f£:V ~ R vare en linear funktion.

Vis, at hvis £ er kontinuert i nul, sd er £ kontinuert
overalt -(kontinuitet er med hensyn til normen {1 || pa
V og den sadvanlige topologi pd R).

OPGAVE 3

Lad (5,d) vare et metrisk rum og lad x € S .

Sat B(x) = {y € § 1 d(x,y) < 1}

og

d.x : S ~ R dx(y) = d(X.Y)-

(a) Vis, at dx\ er kontinuert (med hensyn til 4 p& S
og den sadvanlige topologi p& R).

(b) vis, at B(x) € {y€s | d(x,y) S 1} (B(x) betegner af-

slutningen af B(x)).

(c) Galder der altid B(x)= {y€s | d(x,y) < 1} 2

Begrund svaret.

(opgavesattet fortsatter)

252

(opgavesattet fortsat)

Lad

(a)

(b)
(c)
(d)

_OPGAVE 4

for et a€R G = ] -~ ,al .

Vis, at systemet T = {c,t a€Rr}U{gR} eren
topologi p& R-

vis, at (R,T) opfylder andet numerabilitets aksiom.
Beskriv de afsluttede mengder i (R,7).
Lad To vere den sadvanlige topologi p& R , og

betragt afbildningerne

£,.,£2 (R,To) - (R,T) givet ved

1 for X - 0

fi(x) =
0 for X < 0
1 for X > 0
fa(x) =
0 for x So

Underse¢g, om £, og £, er kontinuerte.

(opgavesattet slut).
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Skriftlig prgve i
emnekredsen

SANDSYNLIGHEDSREGNING OG STATISTIK

mandag den 19.1.1987

Alle sadvanlige hjalpemidler er tilladte.

Der ggres opmarksom pd, at opgaverne ikke
vil blive tillagt samme vagt ved bedgmmelsen.
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OPGAVE 1

I 1650'erne behandlede matematikerne Fermat (franskmand)

og Huygens (hollander) folgende problem, vistnok pad be-
stilling:

A og B spiller plat og krone med en fair ment om en pulje
penge. Det er aftalt, at A far hele puljen, hvis der kommer
8 krone for 8 plat, mens B stryger puljen, hvis det gar om-
vendt . Imidlertid bliver spillet afbrudt i utide i en stil-
ling, hvor der er kommet 6 krone og 5 plat. Hvordan ber pul-
jen deles mellem A og B? Fermat og Huygens ndede frem til,
atlA bor have 11/16 og B 5/16 af puljen. Deres tankegang
fremgdr ved besvarelsen af nedenstdende spergsmal.

Vi forestiller os, at spillet i stedet for at vare blevet
afbrudt var bragt til afslutning efter de aftalte regler.
Lad S vare den stokastiske variable der angiver antallet af
yderligere kast der skal til for at opna dette.

(1) Hvilke vardier kan S antage? Bestem fordelingen af S og
udregn ES.

Lad X vare den stokastiske variable der angiver antallet af

krone opndet i de ydérligere kast, mens Y angiver antallet
af plat.

(2) Bestem den simultane fordeling af S og X. Udregn deref-
ter sandsynligheden for at A, henholdsvis B, ville vinde det
fuldferte spil.

(3) Bestem den betingede middelverdi af S givet at A vandt
det fuldferte spil.

OPGAVE 2

Vi antager at en partikel har stokastiske koordinater (X,Y)
i et s®dvanligt retvinklet koordinatsystem, hvor X og Y



et 9S%¥koﬁfidgnsin£erval for o*, ud fra en stikprove Zl‘,,.zl

er indbyrdes uafhazngige normalfordelte N(o,0?) stokastiske
variable. Med Z betegnes den stokastiske variabel, der an-
giver partiklens afstand til koordinatsystemets begyndelses-
punkt.

(1) vis, at det om Z gelder at Z?*/o? er x’-fordelt med 2 fri-
hedsgrader, og at 2 har t@thedsfunktionen

2

T 207 ’
e for z > o

f(z) =

]

ellers

{Den dertil svarende.fogdgling kaldes Rayieigh—fordelingen

" med parameter ‘¢?),

(2) Godtger, at 2z har middelvardien

EZ = —2"— Vo
og
VZ = 0?(2 - %).

{3) Bestem maksimum-likelihood-estimatoren ©&? for o?, ud

Zravobservgtionssettet Zl""zk’ og gor rede for, at %2 a?

er y’-fordelt med 2n frihedsgrader. Bestem pd dette grundlag

. o o
af Z (og brug af en passende tabel).
OPGAVE 3
(1) Lad 1 > o og Y > o vere givne. Bestem a i R, udtrykt
ved »'og vy, si at
- a e-'Ax for x 2y
f(x) = ’
o ellers
er en tathedsfunktion.
(2) Antag, at xl’x2""xn er indbyrdes uafh@ngige stokastiske

variable med t®thedsfunktion f. Bestem tathedsfunktionen fz
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1 2

for X. + X.. Vis derefter, f.eks. ved induktion, at t®theds-
funktionen,fn for Xyt Kptnoot X, er givet ved

)‘n

A (x - ny)n-l e-x(x - ny)

} for x > ny
f(x) =

o ' ellers.

(3) Lad atter xl,xz,...xn vere indbyrdes uafhzngige stokasti-
ske variable med tazthedsfunktion f. Vis, at maksimum-likeli-
hood-estimatoren for parametrene vy og A er henholdsvis

>

= X(l) = min (Xl,...X }

n
©9 1 .
=2 — (forudsat, at ikke alle X;,...X er ens),
X=Xy ‘
oo 1
hvor som sadvanlig X = 2 Xixi.

Bestem t@thedsfunktionen for ¥.

(4) Opstil en likelihood-kvotientteststorrelse for den sammen-

' satte nulhypotese

L Y )
hvor A antages kendt, og angiv for dette test formen pd den

kritiske mengde svarende til signifikansniveau a.

OPGAVE 4

To forskellige metoder, I og II, til konservefing af ked on-
skes sammenlignet. Fra samme kodparti udtages tolv portiéner,
hvoraf de seks udsattes for metode I, de ovrige seks for me-
tode 1I. Ved forsegsperiodens afslutning miles for hver por-
tion udbyttet af holdbart ked i % af den oprindelige vagt.
Det giver:

1: 58.5 58.5 59.0 58.4 59.9 58.5
11:58.2 57.9 58.1 60.0 57.7 59.1.

Bedom - ud fra -en forudsatning om at de to stikprover hidrerer
fra to normalfordelinger med samme (ukendte) varians - om der
er forskel i effektiviteten af de to metoder.

Opgavesat slut

e
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"TELEKOMMUNTKATION I DANMARK - oplag til en tekno~
logivurdering”.

Projektrapport af: Arne Jgrgensen, Bruno Petersen oa
Jan Vedde.

Vejleder: Per Ngrgaard.

"PLANNING AND POLICY OONSIDERATIONS RELATED TO THE

"VIDENSKAB TEORI SAMFUND - En introduktion til materialis-

tiske videnskabsopfattelser”.
Af: Helge Kragh og Stig Andur Pedersen.

1."OOMPARATIVE RISK ASSESSMENT OF TOTAL ENERGY SYSTEMS".
2."ADVANTACES AND DISADVANTAGES OF DECENTRALIZATION".
ENERGY SERIES NO. 4.

"HISTORISKE UNDERS@CELSER AF DE EKSPERIMENTELLE FOR-
UDSEININGER FOR RUTHERFORDS ATOMMOLDEL".
Projektrapport af: Niels Thor Nielsen.

Vejleder: Bent C. Jadrgensen,

45/82

46/82
1+11

4/82.

48/82

49/82

50/82

51/82

Er aldrig udkommet.

"EKSEMPLARISK UNDERVISNING OG FYSISK ERKENDESE-
ILLUSTRERET VED TO EKSEMPLER".

Projektrapport af: Torben 0.0lsen, lLasse Rasmussen og
Niels Dreyer Sgrensen.

Vejleder: Bent C. J@rgensen.

"BARSEBACK OG DET VERST OFFICIELT-TANKELIGE UHELD".
ENERGY SERIES NO. 5.

"EN UNDERS{GELSE AF MATEMATIKUNDERVISNINGEN PA ADGANGS-
KURSUS TIL K@ZBENHAVNS TEKNIKUM".

Projektrapport af: Lis Eilertzen, J¢rgen Karrebak, Troels
Lange, Preben Ngrregaard, Lissi Pedesen, Laust Rishaj,
Lill Rgn og Isac Showiki.

Vejleder: Mogens Niss.

"ANALYSE AF MULTISPEKTRALE SATELLITBILIEDER".
Projektrapport af: Preben Ngrregaard.
Vejledere: J¢rgen Larsen og Rasmus Ole Rasmussen.

"HERSLEV - MILICHEDER FOR VEDVARENDE ENERGI I EN
LANDSBY".

ENERGY SERIES NO. 6.

Rapport af: Bent Christensen, Bent Howve Jensen, Dennis
B. Mpller, Bjarmme Laursen, Bjamme Lillethorup og Jacob
Mgrch Pedersen.

Vejleder: Bent Sgrensen.

"HVAD KAN DER GZRES FOR AT AFHJALPE PICERS BLOKERING
OVERFOR MATEMATIK 2"

Projektrapport af: Lis Eilertzen, Lissi Pedersen, Lill
Rgn og Susanne Stender.

52/82

53/82

54/8%

55/82

56/82

4

"DESUSPENSION COF SPLITTING ELLTPTIC SYMBOLS"
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wojciechowski.

"THE CONSTITUTION OF SUBRJECTS IN ENGINEERING

EDUCATICN".
Af: Arne Jacobsen og Stig Andur Pedersen.

"FUTURES RESEARCH" - A Philosophical Analysis

of Its SubjectMatter and Methods.

Af: Stig Andur Pedersen og Johannes Witt-Hansen.

"MATEMATISKE MODELLER" - Litteratur pi Roskilde
Universitetsbibliotek.

En biografi.

Af: Else Hgyrup.

Vedr. tekst nr. 55/82 se ogsi tekst nr. 62/83.

um - T0 - m@" "
En undersggelse af matematisk gkologi.
Projektrapport af: Troels lLange.
Vejleder: Anders Madsen.

57/83

58/83

"ASPECT EKSPERIMENTET"-

Skjulte variable i kvantemekanikken?
Projektrapport af: Tam Juul Andersen.
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen.
Nr. 57 er udgaet.

"MATEMATISKE VANDRINGER" - Modelbetragtnin-

ger over spredning af dyr mellem sméhiotoper
i agerlandet.

Projektrapport af: Per Hammershgj Jensen og

Lene Vagn Rasmussen.

Vejleder: Jgrgen lLarsen.

59/83"THE METHODOLOGY OF ENERGY PLANNING".

60/83

61/83

62/83

63/83

64/83

65/83

66/83

67/83

68/83

ENERGY SERIES NO. 7.
Af: Bent Sgrensen.

"MATEMATISK MODEKSPERTISE"- et elsempel.
Projektrapport af: Erik O. Gade, Jgrgen Kar—~
rebzk og Preben Ngrregaard.

Vejleder: Anders Madsen.

"FYSIKS IDEOLOGISKE FUNKTION, SO ET EKSEMPEL
PA EN NATURVIDENSKAB - HISTORISK SET".
Projektrapport af: Annette Post Nielsen.
Vejledere: Jens Hpyrup, Jens Hpjgaard Jensen
og Jprgen Vogelius.

"MATEMATISKE MODELLER" - Litteratur pd Roskilde
Universitetsbibliotek.

En biografi 2. rev. udgave.

Af: Else Hgyrup.

"GRENTING ENERGY FUIURES:A SHORI' CUIDE TO ENER~
GY PLANNINC".

ENERGY SEPIES No. 3.

Af: David Crossley og Bent Sgrensen.

"VON MATEMATIK UND KRIEG".
Af: Berhelm Booss og Jens Hgyrup.

"ANVENDT MATEMATIK - TEORI ELLER PRAKSIS".
Projektrapport af: Per Hedegdrd Andersen, Kir-
sten Habekost, Carsten Holst-Jensen, Annelise
von Moos, Else Marie Pedersen og Erling Mpller
Pedersen.

Vejledere: Bernhelm Booss og Klaus Griinbaum.

"MATEMATISKE MODELLER FOR PERIODISK SELEKTION
I ESCHERICHIA OOLI".

Projektrapport af: Hanne Lishet Andersen, Ole
Richard Jensen og Klavs Frisdahl.

Vejledere: Jgrgen Larsen og Anders Hede Madsen.

"ELEPSOIDE METODEN - EN NY METODE TIL LINEAR
PROGRAMMERING? "

Projektrapport af: Lone Biilmann og Lars Boye.
Vejleder: Mogens Brun Heefelt.

"STOKASTISKE MODELLER I POPULATIONSGENETIK"
- til kritikken af teoriladede modeller.
Projektrapport af: Lise Odgdrd Gade, Susanne
Hansen, Michael Hviid og Frank Mplgard Olsen.
Vejleder: J¢rgen Larsen.



69/83 "EILEVFORUDSETNINGER I FYSIK"

70/83

71/83

72/83

73/83

L

3,

N

83/84
- en test i 1.g med kommentarer.

Af: Albert C. Paulsen.

"INDLARINGS - OG FORMIDLINGSPROBLEMER I MATEMATIK
PA VOKSENUNDERVISNINCSNIVEAU".

Projektrapport af: Hamne Lisbet Andersen, Tor-
ben J. Andreasen, Svend Age Houmann, Helle Gle~
rup Jensen, Keld Fl. Nielsen, Lene Vagn Ras—
mussen.

Yejleder: Klaus Grinbaum og Anders Hede Madsen.

84/84

"PIGER OG FYSIK"

- et problem og en udfordring for skolen?

Af: Karin Beyer, Sussanne Blegaa, Birthe Olsen,
Jette Reich og Mette Vedelsby.

86/84

"VERDEN IFPLGE PEIRCE"
om og af C.S Peirce.
Af: Peder Voetmann Christiansen.

- to metafysiske essays, -
fysis Y8t 87/84

""EN ENERGIANALYSE AF IANDBRUG"

- gkologisk contra traditionelt.

ENERGY SERIES NO. 9

Specialecpgave i fysik af: Bent Hove Jensen
Vejleder: Bent Sgrensen.

88/84

89/84

74/84

75/84

76/84

77/84

78/84

79784

80/84

81/84

82/84

90/84

"MINIATURTSERING AF MIKROELEKTRONIK" - om vi-
denskabeliggjort teknologi og nytten af at lzre

S
-

-

"ON THE QUANTIFICATICN OF SECURTTY":
PEACE RESFARCH SERIES NO. I

Af: Bent Sgrensen

nr. 83 er p.t. udgdet

"NOGLE ARTTKLER (M MATEMATIK, FYSIK OG ALMENDANNELSE".
Af: Jens Hgjgaard Jensen, Mogens Niss m. fl.

85/84"CENTRIFUGALRECULATORER OG MATEMA'
Specialerapport af: Per Hedegird Axﬁersen, Carsten Holst-

Jensen, Else Marie Pedersen og Erlmg M:sller Pedersen.
Vejleder: Stig Andur Péderser. St

"SECURITY IMPLICATICNS OF ALTERNATIVE DEFENSE OPTIONS
FOR WESTERN EURCPE". . .

"N SIMPLE MODFL OF AC HOPPING CONDUCTIVITY IN DISORDERED
SOLIDS"..

"RISE, FALL AND RESURRECTION OF INFINITESIMALS".
Af: Detlef Laugwitz.

"FJERNVARMEOPTIMERING" .
Af: Bjarme Lillethorup og Jacqb mrch Pedersen.

“ENERGI I 1.C - EN TEORI FOR TILREITEMI;GEISE"
Af: Albert Chr. Paulsen.

fysik.

Projektrapport af: Bodil Harder og Linda Szko-
tak Jensen. 91/85
Vejledere: Jens Hpjgaard Jensen og Bent C. Jgrgensen,

"MATEMATIKUNDERVISNINGEN I FREMITIDENS GYMNASTUM™
- Case: Line®r programmering.

Projektrapport af: Morten Blamhgj, Klavs Frisdahl
og Frank Mglgaard Olsen.

Vejledere: Mogens Brun Heefelt og Jens Bjgmeboe.

92/85

"KEREKRAFT I DANMARK?" - Et hgringssvar indkaldt
af miljgministeriet, med kritik af m:.lj¢styrelsens
rapporter af 15. marts 1984.

ENERGY SERIES No. lo

Af: Niels Boye Olsen og Bent Sgrensen.

93/85

"POLITISKE INDFKS - FUP ELLER FAKTA?" 94/85

Opinionsundersggelser belyst ved statistiske
modeller.

Projektrapport af: Svend Age Houmann, Keld Nielsen
og Susanne Stender.

Vejledere: Jgrgen Larsen og Jens Bjgrneboe. 95/85
" JEVNSTRAMSLEININGSEVNE OG GITTERSTRUKTUT I
AMDRET GERMANIUM".

Specialrapport af: Hans Hedal, Frank C. ILudvigsen
og Finn C. Physant. .

Vejleder: Niels Boye Olsen.

"MATEMATIK OC ALMENDANNELSE".

Projektrapport af: Henrik Coster, Mikael Wenner-
berg Johansen, Povl Kattler, Birgitte Lydholm
og Morten Overgaard Nielsen.

Vejleder: Bermnhelm Booss.

97/85

98/85

"KURSUSMATERIALE TIL MATEMATIK B".
Af: Mogens Brun Heefelt. 99/85
"FREKVENSAFHAICIG LEININGSEWE I AMORFT GERMANIUM".
Specialeraprort af: Jgrgen Wind Petersen og Jan
Christensen.

Vejleder: Niels Boye Olsen.

100/85

"MATEMATTK - OC FYSIKUNDERVISNINGEN I DET Ayro -~  101/85

MATISERELE SAMFUND".

Rapport fra et seminar afholdt i Hvidovre
25-27 april 1983.

Red.: Jens Hpjgaard Jensen, Bent C. Jprgensen
og Mogens Niss.

102/85

96/85"

“KVANTETEORI FOR GYMNASIET".

1. Larervejledning

Projektrapport af: Biger Lundgren, Henning Sten Hansen
og John Johansson.

Vejleder: Torsten Meyer.

“KVANTETEORI FOR GYMNASIET".

2. Materiale

Projektrapport af: Biger Lundgren, Heming Sten Hansen
og John Johansson.

Vejleder: Torsten Meyer.

"THE SEMIOTICS OF QUANTUM - NON - IOCALITY".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

"TREENIGHEDEN BOURBAKI - generalen, matematikeren
og anden".

Projektrapport af: Morten Blamhgj, Klavs Frisdahl
og Frank M. Olsen.

Vejleder: Mogens Niss.

"AN ALTERNATIV DEFENSE PLAN FOR WESTERN EURCPE".
PEACE RESEARCH SERIES NO. 3
Af: Bent S¢rensen

ASPEKTER VED KRAFTVARMEFORSYNING".
Af: Bjame lLilletorup.
Vejleder: Bent Sg¢rensen.

“ON THE PHYSICS OF A.C. HOPPING CONDUCTIVITY".
Af: Jeppe C. Dyre.

"WALGMULIGHEDER I INFORMATIONSALDEREN",
Af: Bent Sgrensen.

"Der er langt fra Q til R".
Projektrapport af: Niels Jgrgensen og Mikael Klintorp.
Vejleder: Stig Andur Pedersen.

Af: Mogens Niss.

"EXTENCED MOMENTUM THEORY FOR WINIMILLS IN
PERTURBATIVE FORM".
Af: Ganesh Sengupta.

OPSTILLING OG ANALYSE AF MATEMATISKE MODELLER, BELYST

VED MODELLER OVER KZERS FODEROPTACELSE OG - OMSETNING".
ProYjektrapport af: Lis Eilertzen, Kirsten Habe}oost, Lill Rgn
og Susanne Stender.

Vejleder: Klaus Grinbaum.




-

103/85 "¢DSLE KOLDKRIGERE OG VIDENSKABENS LYSE IDEER".
Projektrapport af: Niels Ole Dam og Kurt Jensen.
Vejleder: Bent Sgrensen.

104/85 "ANALOGREQNEMASKINEN OG LORENZLIGNINGER".
Af: Jens Jxger.

. 105/85"THE FREQUENCY DEPENDENCE OF THF SPFCIFIC HEAT AF THE
(TASS REANSITICN".
Af: Tacge (:hnsx:ensen.

"A SIMPLE MDDEL AF AC HOPPING CONDUCTIVITY".

Af: Jeppe C. Dyre.

Cbntrﬂmnﬁnns to the Third International Conference
on the Strudture of Non - Crystalline Materials held
in Grencble ‘July 1985.

106/85 "QJANI‘UM THEORY OF EXTENDED PARTICLES".
Af: Bent Sgrensen.

107/85 "EN MYG GFR INGEN EPIDFMI",
- flodblindhed som eksempel pd matematisk modelle-
ring af et epidemiologisk problem.
Projektrapport af: Per Hedegdrd Andersen, lars Boye,
CarstenHolst Jensen, Else Marie Pedersen og Erling
Msller Pedersen.
Vejleder: Jesper Larsen.

108/85 "APPLICATIONS AND MOLELLING IN THE MATEMATICS CUR -
RICULIM" - state and trends -
Af: Mogens Niss.

109/85 "COX I STUDIETILEN" - Cox's regressionsmodel anvendt pd
studenteroplysninger fra RUC.

ler og Torben J. Andreasen.
. Vej leder J#rgen Larsen,

110/ 85"PIANNING FOR SECURTTY".
Af: Bent Sgrensen

111/85 JORDEN RUNDT PA FLADE KORT".
Projektrapport af: Birgit Andresen, Beatriz Quinones
og Jimmy Staal.
Vejleder: Mogens Niss.

112/85 "VIDENSKABELIGGPRELSE AF DANSK TEKNOLOGISK INNOVATION

FREM TIL 1950 - BELYST VED EKSEMPLER".
Projektrapoort af: Erik Odgaard Gade, Hans Hedal,
Frank C. Ludvigsen, Annette Post Nielsen og Finn

Physant.
Vejleder: Claus Bryld og Bent C. J¢rgensen.

113/85 "CESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS 11".
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wojciechowski.

114/85 "ANVENDELSE AF GRAFISKE METODER TIL ANALYSE
AF KONTIGENSTARELLER".
Projektrapport af: Lone Biilmann, Ole R. Jensen
og Anne-Lise von Moos.
Vejleder J@rgen Larsen.
115/85 "mmmnms UDVIKLING OP TIL RENESSANCEN".
Af: Mogens Niss.

"A PHENOMENOLOGICAL MODEL FOR THE MEYER-
NELDEL, RULE".

Af: Jeppe C. Dyre.

"KRAFT & FJERNVARMEOPTIMERING"

Af: Jaccb Mprch Pedersen.
Vejleder: Bent Sgrensen

116/85

117/85

n

118/85 TILFELDIGHEDEN OG NPDVENDIGHEDEN IFYLGE
PEIRCE OG FYSIKKEN".
Af: Peder Voetmann Christiansen

119/86 "DET ER GANSKE VIST - - EUKLIDS FEMIE POSTULAT
KUNNE NOK SKABE RZRE I ANDEDAMMEN".
Af: Iben Maj Christiansen
‘L vejleder quens Niss.

-~

>

120/86 "ET ANTAL STATISTISKE STANDARDMODELIER".

Af: Jgrgen Larsen

121/86"SIMULATION I KONTINUERT TID".

Af: Peder Voetmann Christiansen.

122/86 “ON THE MBECHANISM OF GLASS IONIC CONDUCTIVITY".

123/86

124/86

125/86

126/86

127/86

128/86

Af: Jeppe C. Dyre.

"GYMNASTEFYSIKKEN OG DEN STORE VERTEN".
Fysiklarerforeningen, IMFUFA, RIC.

"OPGAVESAMLING I MATEMATIK",
Samtlige opgaver stillet 1 tiden 1974-jan. 1986.

"UVBY,@ ~ systemet - en effektiv fotometrisk spektral-
klassifikation af B-,A- og F-stjerner”.
Projektrapport af: Birger Lundgren.

"OM UDVIKLINGEN AF DEN SPECIELLE RELATIVITETSTEORI".
Projektrapoort af: Lise Odgaard & Linda Szkotak Jensen

Vejledere: Karin Beyer & Stig Andur Pederser.
“"GALOIS' BIDRAG TTL UDVIXLINGEN AF DFN ABSTRAKTE

ALGEBRA" .

Projektrapport af: Pernille Sand,
Lars Frandsen.

Vejleder: Mogens Niss.

{leine Larsen &

"SMAXRYB" - om ikke-standard analyse.
Projektrapport af: Niels Jergensen & Mikael Klintorp.
Vejleder: Jeppe Dyre.

129/86 "PHYSICS IN SOCIETY"
Projektrapport af: Mikael Wemnerberg Johansen, Poul Kat-

Lecture Notes 1983 (1986)
Af: Bent Sgrensen

130/86 "Studies in Wind Power"
Af: Bent Serensen
131/86 "FYSIK OG SAMFUND" - Et integreret fysik/historie-

132/86

133/86

e St e o e e e e

134,87

135/87

136/87

137/87

projekt om naturanskuelsens historiske udvikling
og dens samfundsmessige betingethed.
Projektrapport af: Jakob Heckscher,
Andy Wiered.

Vejledere: Jens Heyrup, Jergen Vogelius,
Jens Hojgaard Jensen.

Seren Brond,

"FYSIK OG DANNELSE"
Projektrapport af: Seren Brend, Andy Wiered.
Vejledere: Karin Beyer, Jprgen Vogelius.

"CHERNOBYL ACCIDENT: ASSESSING THE DATA.
ENERGY SERIES NO. 15.
AF: Bent Serensen.

"THE D.C. AND THE A.C. ELBECTRICAL TRANSPORT IN AsSeTe SYSTEM"

Authors: M.B.El-Den, N.B.Olsen, Ib Hest Pedersen,

Petr Viscor

"INTUITIONISTISK MATEMATIKS METODER OG ERKENDELSES-
TEORETISKE FORUDSEININGER"

MASTEMATIKSPECIALE: Claus Larsen
Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen

"Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristendammens
forste og andet mede med grask filosofi"

Projektrapport af Frank Colding Ludvigsen

Vejledere: Historie: Ib Thiersen
Fysik: Jens Hejgaard Jensen

"HOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING I UORDNEDE
FASTE STOFFER" - Resume af licentiatafhandling

Af: Jeppe Dyre

Niels Boye Olsen og
Peder Voetmann Christiansen.

vVejledevre:
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138/87 "“JOSEPHSON EFFECT AND CIRCLE MAP." 152/87 "PSEUDO-DIFFERENTIAL.PROJECTIONS AND THE .TOPOLOGY
Paper presented at The International : OF CERTAIN SPACES OF ELLIPTIC.BOUNDARY VALUE
Workshop on Teaching Nonlinear Phenomena PROBLEMS"
.at Universities and Schools, "Chaos in
", by: Bernhelm Booss-Bavnbek
Education”. Balaton, Hungary, 26 April-2 May 1987. Krzysatof b. Wojoiechowski

By: Peder Voetmann Christiansen

153/88 "HALVLEDERTEKNOLOGIENS UDVIKLING MELLEM MILITERE

13 %87 "Machbarkeit nichtbeherrschbarer Technik 0G CIVILE, KREFTER"
durch Fortschritte in der Erkennbarkeit
der Natur" Et eksempel pd humanistisk teknologlhlstorxe
Hist 1
Af: Bernhelm Booss-Bavnbek istoriespeciale
Martin Bohle-Carbonell Af: Hans Hedal

Vejleder: Ib Thiersen
" 140/87 "ON THE TOPOLOGY OF SPACES OF HOLOMORPHIC MAPS"
: 154/88 "MASTER EQUATION APPROACH TO VISCOUS LIQUIDS AND

By: Jens Gravesen : THE GLASS TRANSITION"

141/87 "RADIOMETERS UDVIKLING AF BLODGASAPPARATUR - By: Jeppe Dyre
ET TEKNOLOGIHISTORISK PROJEKT"

Projektrapport af Finn C. Physant 155/88 "A NOTE ON THE ACTION OF THE POISSON SOLUTION
OPERATOR TO THE DIRICHLET PROBLEM FOR A FORMALLY

Vejleder: Ib Thiersen SELFADJOINT DIFFERENTIAL OPERATOR"

142/87 "The Calderdn Projektor for Operators With by: Michael Pedersen
Splitting Elliptic Symbols"
156/88 "THE RANDOM FREE ENERGY BARRIER MODEL FOR AC

by: Bernhelm Booss—Bavnbek og CONDUCTION IN DISORDERED SOLIDS"
. jci i
Krzysztof P. Wojciechowsk by: .Jeppe C. Dyre
157/88 " STABILIZATION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY FINITE DIMENSIONAL BOUNDARY FEEDBACK CONTROL:
A pseudo-differential approach." .

143/87 "Kursusmateriale til Matematik pd NAT-BAS"

af: Mogens Brun Heefelt
. by: Michael Pedersen
144/87 "Context and Non-Locality - A Peircan Approach .

Paper presented at the Symposium on the 158/88 "UNIFIED. FORMALISM FOR EXCESS CURRENT NOISE IN
Foundations of Modern Physics The Copenhagen RANDOM WALK MODELS" _
Interpretation 60 Years after the Coamo Lecture.
Joensuu, Finland, 6 -~ 8 august 1987.

By: Peder Voetmann Christiansen

by: Jeppe Dyre

159/88 "STUDTES IN SOLAR ENERGY"

145/87 "AIMS AND SCOPE OF APPLICATIONS AND by: Bent Sorensen
MODELLING IN MATHEMATICS CURRICULA" 4
-Manuscript of a plenary lecture delivered at 160/88 "LOOP GROUPS AND INSTANTONS IN DIMENSION TWO"

ICMIA 3, Kassel, FRG 8.-11.9.1987
By: Mogens Niss

by: Jens Gravesen

161/88 "PSEUDO-DIFFERENTIAL PERTURBATIONS AND STABILIZATION

3 3 I SILICIUM"
146/87 "BESTEMMELSE AF BULKRESISTIVITETEN ILT OF DISTRIBUTED PARAMETER SYSTEMS:
- en ny frekvensbaseret milemetode. Dirichlet feedback control problems"
Fysikspeciale af Jan Vedde by: Michael Pedersen

Vejledere: Niels Boye Olsen & Petr Visdor

162/88 "PIGER & FYSIK - OG MEGET MERE"

" -1 ] " ’
147/87 "Rapport om BIS pa NAT-BAS AF: Karin Beyer, Sussanne Blegaa, Birthe Olsen,
redigeret af: Mogens Brun Heefelt Jette Reich , Mette Vedelsby
145787 “Naturvi isni
/ S:m;::;:e:::a:]f:’i‘s,’f”"s"mg med 163/88 "EN MATEMATISK MODEL TIL BESTEMMELSE AF
persp PERMEABILITETEN FOR BLOD~NETHINDE-BARRIEREN"

af: Peter Colding-Jergensen DLH

Albert Chr. Paulsen Af: Finn Langberg; Michael Jarden, Lars Frellesen

Vejleder: Jesper Larsen

1£3/87 "In-Situ Measurements of the density of amorphous
" germanium prepared in ultra high vacuum"
by: Petr Vi&for 164/88 "Vurdering af matematisk teknologi

Technology Assessment

150/87 “"Structure and the Existence of the first sharp Technikfolgenabschatzung"

diffraction peak in amorphous germanium

prepared in UHV and measured in-situ" Af: Bernhelm Booss-Bavnbek, Glen Pate med

by: Petr Vis¥or Martin Bohle-Carbonell og Jens Hejgaard Jensen
151/87 "DYNAMISK PROGRAMMERING" 165/88 ""COMPLEX STRUCTURES IN THE NASH-MOSER CATEGORY"

Matematikprojekt af: by: Jens Gravesen

Birgit Andresen, Keld Nielsen og Jimmy Staal

Vejleder: Mogens Niss



166/88 "Grundbegreber i Sandsynligheds-

regningen"

Af: Jergen Larsen

167a/88 "BASISSTATISTIK 1. Diskrete modcller"

Af: Jorgen Larsen

167b/88 "BASISSTATISTIK 2. Kontinuerte
modeller”

Af: Jergen Larsen



