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ABSTRACT:

Denne tekst er en specialeopgave fra KU skrevet pa RUC under
vejledning af Stig Andur Pedersen. Opgaven indeholder en gennem- .
gang af filosofiske problemstillinger, der knytter an til mate-
matikkens filosofi samt en beskrivelse af, hvorledes savel den
klassiske- som den intuitionistiske matematik traditionelt er
segt begrundet. Som sadan knytter denne opgave an til for-
skellige 3. moduls opgaver med et lignende udgangspunkt {(jvf.
tekst nr. 31 og nr. 94.)

Der gives dernast en beskrivelse af, hvorledes den moderne mate-
matikfilosofi seoger at lose en del af de problemer, der er rejst
samt give intuitionismen et sundt filosofisk fundament. Tilsidst
ses der pa hvilken matematisk praksis, 'der kommer ud som resul-
tat af de filosofiske grundholdninger. Af formelle grunde fortaber
denne del af opgaven sig noget i det tekniske. En stgrre vagtning

af metaperspektivet - savel det matematiske som det filosofiske -

havde veret pad sin plads.
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FORORD

Det er ofte blevet fremhavet, at matematik ikke har brug for
noget vedhang ~det vare sig et historisk-, filosofisk-

eller samfundsmassigt vedhazng. Mange betragter matematik som
en sterrelse, der hviler i sig selv og taler for sig selv. ,
"Matematikken virker", havdes det fra forskellige sider. Den
har faktisk stor succes, og folgelig er den bade relevant og
samfundsnyttig.

Det er meget svert at skulle argumentere mod sadanne
synspunkter. Det har jeg da heller ikke tenkt mig at gore,
men det alene at betragte matematik som en autonom enhed er
efter min opfattelse et nummer for snavert. Selvfgslgelig har
man ikke brug for at vide noget om sumerenes indfsrelse af
dobbelt bogfering i forbindelse med en gradvis sterre
urbanisering i Mesapotanien for at kunne bevise Schonflies'
sztning. Men det ma da vare relevant pa et professionelt
niveau at interessere sig for-og undersege de forbindelser,
der er mellem matematikken og ikke-matematiske omrader som
historie, samfundsvidenskab, politik, filosofi m.m. S&danne
undersegelser foretages da ogsa men sjzldent af
matematikkerne selv. Dette er trist, ikke mindst fordi det
ikke altid er lige kompetente svar, der gives fra andet hold
om matematikken og dens nazrmeste omegn.

Jeg har i denne opgave valgt at se pa matematikken i et
filosofisk lys. Nermere bestemt vil jeg se pa, hvorledes den
intuitionistiske matematik, der er en af de "konstruktive"
retninger indenfor matematikken, kan forankres filosofisk.
Jeg har valgt intuitionismen som emne af to grunde. For det
forste fordi det er en retning, der historisk set hat staet
i et modsatningsforhold til den klassiske matematik. Der
bliver derfor rig lejelighed til at stable en diskussion pa
benene. For det andet er der indenfor den nyere anlytiske
filosofi en levende debat igang indenfor sprogfilosofien. Et
af hovedspergsmdlene i denne debat er spergsmalet om den
rette tolkning af bl.a. videnskablige teorier. Skal disse
fortolkes realistisk eller anti-realistisk? Intuitionismen
reprasenterer her en anti-realistisk fortolkning af
matematikken.

Specialet er bygget saledes op: Ferst et kort afsnit, hvor
jeg vil introducere den filosofiske terminologi og forssge
at argumentere for, at den analytiske tilgang til filosofien
er relevant i en sammenh®ng, hvor matematikken soges
funderet filosofisk. Endelig vil jeg give et rids af, hvad
jeg i det folgende vil mene med en ledig og series
filosofisk bechandling af en sidan forankring.

Derefter vil jeg i et historisk kapitel skitsere, hvorledes
man tidligerc har forsegt at begrunde den klassiske- og
intuitionistiske matematik. I denne forbindelse vil jeg
undersege, hvorledes intuitionismen traditionelt er blevet



behandlet filosofisk.

I det andet kapitel vil jeg stille keglerne op til resten af
opgaven. Jeg vil her beskrive et moderne forseg pa at
forsyne intuitionismen med et sundt filosofisk fundament.
Dette forssg er lavet af den engelske filosof Michael"
Dummett. Som umiddelbar konsekvens af hans synspunkter skal
vi se pa, hvorledes de logiske konnektiver skal tolkes

‘intuitionistisk.

Nu er matematik ikke blot filosofi og logik. Jeg vil derfor
i det tredie kapitel give nogle smagsprever pa, hvorledes
intuitionistisk matematik praktiseres. Desuden vil jeg vha.
nogle bevisteoretiske overvejelser give en vurdering af i
hvor hej grad, Dummetts program lader sig gennemfere, nar
der er tale om mere kompllcerece former for matematik
-f.eks. reel analyse.

Endeligt vil jeg vha. et eksempel pege pa, hvorfor
intuitionismen md& opfattes i videste forstand til trods for
de begrundelsesproblemer, der viser sig. Udfra eksemplet vil
jeg pege pa, hvorledes man kan begrunde den mere komplicerede
matematik samt give ideer til, hvordan man eventuelt kunne
lave en kobling mellem intuitionistisk- og kla551sk
matematik. :
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INDLEDNING

At preve at give en oversigt over filosofiens status,
metoder, hovedproblemer, emner osv. lader sig nzppe gere,
is@r ikke hvis denne oversigt skal begrenses til nogle fa
sider. Det bliver ikke meget lettere, hvis man skarer denne
oversigt ned til kun at omhandle nogle fa af filosofiens
omrader -nemlig i forste omgang den matematiske
videnskabsteori,

Nu er videnskabsteorien strengt taget ikke en filosofisk
disciplin pa linie med etik, politisk filosofi, retsfilosofi
og lignende, men et fagfelt, der med oprindelig tilknytning
til erkendelsesteorien, har gennemgdet en udvikling, sdledes
at man idag md sige at ogsa videnskabssociologi og-
videnskabshistorie spiller betydelige roller ved en
beskrivelse af videnskabernes indbyrdes forhold, virke,
udvikling, afgrznsning osv. Vi skal i denne opgave dog mere
se pa den matematiske teoris forhold til- og plads i :
virkeligheden, den matematiske argumentation og begrundelse
og ikke mindst den matematiske teoris logiske struktur - og
meningen af matematiske s®tninger og systemer -beskrivelser
der er tilknyttede de mere tradltlonelle aspekter af
videnskabsteorien.

Det er dog stadig svart at give en samlet oversigt over de
vasentligste filosofiske problemer og deres indbyrdes
forhold indenfor dette problemfelt. Ser vi pa, hvem der
fortrinsvis har beskaftiget sig med denne, den interne-
videnskabsteori -intern fordi denne del af videnkabsteorien
ser det som sin opgave at beskrive de videnskablige teorier,
som de tager sic ud, og hvis de forsgger at give en
beskrivelse af de videnskablige teoriers udvikling, sa sker
dette ved hovedsaglig at se pa faktorer indenfor det
videnskablige samfund- er det iser filosoffer med
tilknytning til den analytiske filosofi, der melder sig. Jeg
vil altsa begrznse mig til at beskrive den analytiske
filosofis syn pa filosofiens centrale problemer, virkemade
samt den prioritering, der kommer til udtryk ved at arrangere
de forskellige filosofiske hovedomrader i forhold til
hinanden. .

Dette skal ikke forstas saledes, at den analytiske filosofi
ikke er en broget og uensartet flok, hvorom man kan give en
kortfattet og udtpmmende beskrivelse. Tvertimod er det en
filosofisk gruppe, som hovedsagelig er tilknyttet den
angelsaksisk pragede kulturkreds med nogle fa felles
synspunkter af en temmelig generel karakter. Ferst og
fremmest er der enighed om den generelle metode til

lesning af en rokke af filosofiens traditionelle spsrgsmal.

Denne metode -den filosofiske analyse-, ser det som sin
fornemste opgave at afdazkke betydningen af de centrale
udtryk, der indgar ved formuleringen af de filosofiske



problemer. Herved er der ikke tale om nogen egentlig

nyskabelse (Den analytiske filosofi, som retning hegrer

fortrinsvis det 20. drhundrede til.), da problemer, som hvad er
bevegelse, hvad er moral, hvad er forandring og hvad er -

viden, allerede var centrale sporgsmal hos savel de

for-sokratiske filosoffer som hos Platon, Sokrates og

Aristoteles. Men til trods for at disse spergsmals

besvarelse og dermed en pracisering af de indgaende begreber

har haft en fremtrazdende rolle, sd& har den filosofiske

tyngde traditionelt veret koncentreret om at afdekke »
virkelighedens struktur samt at :anvise generelle moralske,
politiske og religiese handleforskrifter. Som sadan har den
traditionelle filosofis udgangspunkt vaeret metafysikken,
altsa den spekulative ikke-emperiske erkendelse, der
beskzftiger sig med virkelighedens grundstruktur og de mest
basale egenskaber ved alt, hvad der kan vere til. Med
afklaring af spergsmal som guds eksistens, frihed, tid, rum,
kausalitet, veren... var man veludrustet til at ga i gang
med politisk-, moral- og religionsfilosofiske spergsmal.
Hermed skal ikke forstas, at den analytiske filosofi ikke
betragter metafysiske problemer som vezrende relevante men
snarer, at den ser andre problemfelter som varende mere
fundamentale. Som sa&dan kan man sige, at man fra antikken
til dagens analytiske filosofi, er der sket en
tyngdeforskydning i en retning som vi vil pracisere i det
felgende. En sadan tyngde forskydning er ikke et nyt fanomen
indenfor filosofien.

Med Descartes blev spergsmalet om grundstrukturen og
egenskaberne ved det varende aflest af spergsmdl om, hvad det
overhovedet vil sige at have viden, hvorledes denne viden
kan begrundes, og hvor granserne for vores erkendelse gar.
Pointen er, at vi i filosofien fra at betragte metafysiske
og ontologiske spwrgsmal som de centrale og dem, der er
grundieggende i forhold til sével andre filosofiske spergsnial
som en hel rzkke andre spergsmdl (f.eks. vedrgrende
videnskaberne), bevager os over i en situation, hvor
erkendelsesteorien varetager denne centrale stilling, altséa
hvor filosofiens ferste spergsmial er "Hvad kan jeg vide?".

Gennem det 18. og 19. arhundrede har der veret en rakke

filosoffer, der har fulgt Descartes i denne orientering af »
de mest centrale filosofiske problemer mod

erkendelsesteorien, Til disse problemer hgrer;

(i) problemet om erkendelsens opbygning og grundlag,
(1i) problemet om erkendelsens gyldighed,

(iii) problemet om erkendelsens former og

(iv) problemet om erkendelscns granser.

Lad os ultrakort se pa nogle af de syn der er givet pa
lgsninger af disse problemer;

ad i) Descartes selv mente, at der var et grundlag. Dette
fremkom alene ad fornuftens vej. F.eks. kunne man
overhovedet ikke tiisle pd ens egen eksistens som



bevidsthedsvasen. Dette er udtrykt i den beremte satning
"Cogito ergo sum". Vi ser her, at der er klare trxzk fra den
euklidiske geometri. Denne ses som hvilende pa et klippefast
grundlag af rationelt ubetvivlelige postulater og
definitioner. Spinoza, en anden af de store rationalister,
kunne f.eks. godt tvivle pa sine umiddelbare omgivelsers
eksistens, men absolut ikke p& at summen af vinklerne i en
trekant er lig summen af to rette (Davis 1981 p.326).

Rationalisternes ide var, at det er de ev1dente sandheder,

der er grundlzggende for vores erkendelse. ogsa den del af :

" erkendelsen, der handler om den materielle virkelighed. Det er med
vores fornuft, at vi nar ud til afkrogene i vores erkendelse

pé samme made, som vi ud fra de geometriske aksiomer ad

fornuftens vej. finder geometriens skjulte sandheder,

Over for rationalisternes synspunkt stod empiristernes. Empiri-
sterne mente, at fysikken var den videnskab, som erkendelsen
skulle modelleres efter. Med det fremskridt naturv1denskaberne
gjorde, vandt dette synspunkt stor tilslutning -sa stor at J.St.
Mill foreslog at ogsa matematik skulle betragtes som en empirisk
videnskab, f.eks. ved vi at 3+2=5, fordi vi kan 1agtage at

hvis vi l agger en bunke med- 3 mmnter til en bunke med 2

megnter s& har vi en bunke mod 5 mgnter. De fleste empirister
matte dog betragte matematik som en bastard, der faldt uden

for det generelle synspunkt, at det er fra observationer; at
erkendelsen stammer. Empiristerne var altsa enige om, at der
fandtes et grundlag for erkendelsen, men de var uenlge om,
hvorl denne bestod. :

Pragmatlsk orienterede filosoffer
afviser derimod ideen om, at der findes et grundlag for
erkendelsen.

ad ii) Rationalisterne vil sige, at noget erkendelse haf evig
gyldighed. Igen vil pragmatisterne sta i modsztning hertil.

ad iii) Distinktionen mellem a-priori erkendelse og a-poste-
riori erkendelse reprasenterer netop sddan et skel mellem
erkendeformer. Lad os se lidt nzrmere herpa, da det er
begreber vi skal bruge en del i det felgende. A-posteriori
erkendelse er den del af erkendelsen, der er afhangig af
erfaringen i modsetning til den a-priori erkendelse, der gar
forud for erfaringen, og som sadan ikke er afhangig af
denne. Empiristerne mener, at al viden om virkeligheden er
a-posteriori viden og at den eneste erkendelse, der kan
udtrykkes a-priori, er domme af typen "Alle ungkarle er
ugifte." -altsa selvindlysende sandheder. Som sadan er den
a-priori erkendelse tom i-forhold til virkeligheden.
Rationalisterne derimod ser den a-priori erkendelse som den
mest fundamentale form for erkendelse. lvorledes dette kan
ga til, belyses bedst ved dlstln]tlonen mellem analytiske og
syntetlske domme,

Kants senere definition af en . analytisk dom, omfatter netop




en dom som "Alle ungkarle er ugifte.", idet en benmgtelse af
denne belgber sig til en modsigelse, d.v.s analytiske domme
kan genkendes alene pa deres sproglige form. Rationalistens
forestillinger om kausalitet og medfsdte ideer m.m er dog
ikke af denne form. F.eks. er der indbygget en nedvendighed
i arsagssatningen ( enhver handelse har sin arsag ), idet
denne synes at vaere forudszatning for overhovedet at have
viden om virkeligheden. Nedvendigheden i sztningen er dog
ikke af en sadan karakter, at hvis vi benzgter sztningen, sa
modsiger vi os selv. Kant kalder denne form for erkendelse
den syntetisk/a-priori erkendelse -a-priori, :fordi den:gar
forud for medet med verden -syntetisk fordi den ikke er tom
i forhold til virkeligheden. Tvertimod er den.syntetisk/a-
priori erkendelse betingelsen for, at vi overhovedet kan
beskrive virkeligheden.,

Der er ogsé& en anden form for

syntetisk/a-priori erkendelse hos Kant -nemlig den
matematiske. Denne kaldes den intuitive erkendelse, mens
ovenfornavnte, hvor bl.a. kausalitetsprincippet herer til,
kaldes den diskursive. Vi har ifeslge Kant en intuition om
tidens- og rummets struktur -en intuition, der er en
nedvendig foruds@etning for overhovedet at kunne percipere,
idet en perception kraver en placering af det perciperede 1
tid og rum. Det matematikken ger, er at give en beskrivelse
af strukturen af disse -aritmetikken af tiden, geometrien
af rummet. Vi kan tilsidst bemzrke, at der skal et specielt
syn pé& verden til for at pdstd, at man har analyvtisk/a-
posteriori viden.

ad iv) Hos Kant er sporgsmalet om erkendelsens grenser et
meget centralt problem, idet han sggte at karakterisere
betingelserne for vores virkeligheds forstaelse altsa at
give en redegorelse for den syntetisk/a-priori erkendelse.

Efter denne afstikker til erkendelsesteoriens hovedtemaer,
vender vi tilbage til den analytiske filosofis, idet vores
beskrivelse af forholdet mellem de forskellige filosofiske
cmrader ikke er afsluttet. Personificerer vi igen den
historiske udvikling, har vi med den tyske filosof Gottlob
Frege den forste fortaler for det nyeste tyngdeskift
indenfor filosofien nemlig et tyngdeskift, der placerer
sprogfilosofien i det filosofiske brandpunkt.

Descartes sa ikke bare erkendelsesteorien som en del af
metafysikken men som den ferste filosofi. P& samme made sé&
Frege (og med ham en stor del af de analytiske filosoffer)
sprogfilosofien, hverken som en filosofisk disciplin pa
linie med etik, religionsfilosofi m.m. eller som som en
hjelpedisciplin, men som udgangspunktet for filosofiske
studier overhovedet. Specielt skal besvarelsen af
sprogfilosofiske speorgsmadl danne grundlag for en besvarelse
af ontologiske og erkendelsesteoretiske spergsmal. Men
hvilke belzg har de analytiske filosoffer for denne
orientering, og hvad er det for spwrgsmdl, hvis besvarelse er

e A P,




s& vigtig?

Generelt kan man sige, at det er via sproget, at tanker
kommunikeres. Vi kan ikke udsatte vores tanker, intuition,
folelser m.m. for en analyse men kun. konstatere, at disse
optraoer son feonomener pa et eller andet niveau. Sproget er
sdledes den eneste tilgang, vi har til den mentale sfare, .09
dermed er sproget erkendelsens barer. Dette kan forstds pa
et utal af mi&der, men lad os lige se pa et par udlzgninger.

Det kan forstads séledes, at der i ens bevisthed sker en
mental akt (som er mere eller mindre underordnet i denne
sammenh&ng), og at denne szttes i forbindelse med en rzkke
sproglige sterrelser som ord, begreber, s&tninger m.m., 0Og
det er via en analyse af disse sterrelser, at der skaffes
adgang til den mentale sfare. Man kan ogsa se sproget som

- bzrer af erkendelsen, og at det er via megdet med sproget og
den voksende fardighed i anvendelsen af dette, at ‘man udvider
bekendskabet méd verdenen og dens made at fungere pa.
Sproget ses altsa som en kulturs forlengede arm, og det at
forstd sproget bliver saledes en indsigt i den madde ens
virkelighed fungerer p&.

Som det ses, spiller sproget altsa en vasentlig

‘rolle, nemlig som bzrer af erkendelsen. Det er via sproget

i denne rolle, at vi kan udsatte vores erkendelse for en
analyse -en analyse der vil bringe os narmere-en forstdelse

~af, hvori vores erkendelse bestdr og dericennem afdzkke, hvad
vi mener med en forstdelse af virkeligheden, og hvorledes

virkeligheden er strukturerot. :

‘Det er nu ikke entydigt, hvad man skal forsta ved en analyse
af sproget. Vores naturlige sprog er vagt, forvirrende og
uncjagtigt. Filosofiske problemer, stillet med et sadan
redskab, kan sa.heller ikke vere andet end vage, forvirrende
0og ungjagtige. Grunden til, at mange filosofiske problemer
er kommet pa gyngende grund, skyldes, at sproget er et
utilstazkkeligt redskab. Den sproglige analyses opgave er sa
at trenge bag on de forvirrende udtryk ved at erstatte disse
med mindre forvirrende udtryk. F.eks. er det en udbredt
opfattelse, at en person A besidder viden om en pastand P,
netop hvis P er sana, A kan begrunde P, og A har gode grunde
til at hevde P. Saledes har vi analyseret vidensbegrebet
derhen, at det konstitueres af begreberne "sandhed",
"begrundelse" og "overbevisning" (Nu er denne analyse ikke
sarlig kontroversiel, men skal vi ga videre og analysere
sandhedsbegrebet legber vi ind i mange forskellige
opfattelser af, hvordan en analyse af dette begreb tager sig
ud -hvis det ikke som hos nogle bhetragtes som et simpelt
irreduktibelt begreb). llan spger altsa efter denne opfattelse
nermnest at oplegse de filosofiske problemer ved hjalp af en
begrebsanalyse.

En anden lssning pd problemernc ved et naturlig sprogs
unojagtighed gar i retning af, at give en beskrivelse af,




hvordan et sprog ber fungere eller rettere en beskrivelse

af, hvordan sproget fungerer, hvis det var et idealsprog. lan
ser her den sproglige form som en tilsleprer af de egentlige og
vaesentlige ingredienser et sprogligt udtryk besidder, f.eks.
den logiske form.

Kort sagt; vi ser her antydet at det er via sproget og en
indsigt i hvorledes dette fungerer, at vi kan glve svar pé&
en rekke af de mest centrale filosofiske spergsmal, fordi
sproget netop er en offentlig tilgengelig sterrelse. Den
nermere redegerelse for hvorledes et sprog fungerer: ‘bestar
derefter i at give en redegerelse for sproglige udtryks )
mening. Her er den mest udbredte opfattelse den, at man ma
angive en menlngsteorl mentet pa et naturligt sprog. Hvordan
denne videre tager sig ud, og hvorledes denne forholder sig
til andre sprogfilosofiske spergsmal og begreber, er der
derlmod stor uenighed om. Vi skal i de folgende afsnit se

pa nogle filosoffer og filosofiske retninger, der har
beskeftiget sig med en razkke af de ovennavnte spzrgsmal i
forbindelse med matematikfilosofien. lMed lldt talmodlghed
vil der altsd komme noget mere substans pé& ovenstdende noget
luftige og ufuldstandige beskrivelse af den analytiske filosofi.

Vi kan nu give felgende korte beskrlvelse af forholdet
mellem metafysik, ontologi, erkendelsesteori og
sprogfilosofi (d.v.s i forste omgang meningsteori):

Der findes en historisk udvikling, som kan beskrives ved, at
man fra at sperge til en rakke abstrakte sterrelsers
beskaffenhed og eksistens (f.eks. "Hvad er godhed?", "Hvad er
bevaecelse?", "Eksisterer Gud ?", osv.) tager et skridt tilbage og
sperger om, hvad det overhovedet vil sige at vide noget, for
sd indenfor dette arhundrede hovedsagelig at interessere

sig for det medium, hvori denne viden udtrykyes -nemlig
sproget. En rekke filosofiske problemer far sa deres mest
generelle behandling, hvis vi er i stand til at betragte dem
ud fra et meningsteoretisk perspektiv. Vesentligst i denne
sammenhzng er dog ikke hvilken af de tre filosofiske
omréder; ontologi, epistemologi og meningsteori, der er den
primare. Det vasentligste er, overhovedet at have en filosofi
-i dette tilfelde matematikfilosofi-, der giver koherente
svar pa spergsmal om, hvorledes den matenatlsxe v1rkellghed
tager sig ud, hvori den matematiske erkendelse bestdr, og
hvorledes sproget fungerer i disse forbindelser. Hichael
Dummett udtrykker dette saledes;

"tthen logic is taken in the broad sense in which it
compromises the theory of meaning, understood as a branch of
philosophy, the idea of a logic that has no metaphysical,
that is, no ontological, component is a delusion. There can
not be an aseptic logic that merely informs us how language
funktions and what is the structure of the thoughts which it
expresses without committing itself to anything concerning
reality, since reality is what we speak about -the realm of
reference- and an account of language demands an account of
how what we said is about reality and is rendered true or
false by how things are in reality" (Dummett 1981 p.431).



FREGE:

Den tyske matematikker, logikker og filosof Gottlob Frrege

har ydet betydlige bidrag til alle de filosofiske
discipliner, han nar beskaitiget sig med. Han er den
egentlige ophavsmand til logikken, som vi kender den idag

med betydligt arbejde inden for kvantorer. Hans arbejde

inden for matematikkens filosofi har affedt den forste af

de store skoler inden for denne gren af filosofien, og som
sadan har Frege veret grundlazgger af den moderne filosofiske
diskussion af matematikken. Endeligt har Frege, som navnt i
indledningen, veret grundlagger af meningsteorien og han har aerved
ydet vesentlige bidrag tll sproctllosoflen.

Vi skal ikke her beskaftige os v1dere med Freges logik, idet
denne er blevet videreudviklet utrolig meget ¢gennem de snart
100 ar, der er géet siden, han udkom med "Begriffsschrift".
Desuden er logik som sadan ikke af interesse for det.
fezlgende. Derimed skal vi se 1lidt nermere pa Freges
matematik filosofi, ikke sa meget fordi det er et holdbart

. filosofisk synsfunkt (lermed ikke sagt at de i afskygninger

lever i bedste velgdende), men fordi det som ovenfornavnt.
indgar i en matematik filosofisk tradition, hvoraf
intuitionismen (is@r som den er reprasenteret ved
Heyting/Brouwer) er en del. Vi skal dog forst se pd Frege

som filosofisk semantikker. Det er her Freges ideer er mest
levedygtige. Hovedarsagen til at dvale lidt ved Frege pé

dette punkt er dog, at vi herved fér set nogle begreber og
betragte mider, der danner grundlag for den mere moderne
diskussion omkring intuitionismen, is@r som den er reprazsenteret
ved Dummett, Putnam, Kripke, Kreisel m.fl.

I semantikken beska ftlgcr man sig med ,purgsmal vedrzrende
"sandhed", "reference'", "kommunikation", osv., men
semantikken ser det f@rst og fremmest aom sin opgave at
anvise en teori for, hvad det vil sige, at sproglige
entiteter -det vore sig cord eller satninger-~ har en mening.
I’reges forste tese, m.h.t. hvorledes meningen af en sproglig
entitet er givet, er, at mening ikke er et indre psykologisk
fznomen men derimod offentliqg. De associationer, billeder cog
andre mentale f@nomener, der optrader hos en sprogbruger, er
underordnet i forhold til et ords eller en sctnings mening.
En sproglig entitets mening er tvartimod et offentligt
anliggende og sdledes feorst og fremmest knyttet til vores
sproglige praksis. Hvorledes dette narmere skal forstés, kan
man f& en ide om ved at se p& I'reges anden semantiske tese.
Denne siger, at kun er i sammenhengen med en sztning at et
ord far sin mening, dvs. den vasentligste sproglige
sterrelse er satningen, og den er grundpillen i vores
sproglige praksis (Frece 184 p.73). Dette skal ikke forstds
siéledes, at orderne fwrst og fremmest er byggeklodser, som vi
setter sammen pa bestemte mader (dette ger vi ievrigt

ogsa) og ved korrekt sammenseztning fér en satning. Det skal
snarere forstas siddan at, den mindste sproglige meningsfulde




akt, vi kan udfere, er at fremsztte en satning. Hen via
hvilken offentlig tilgengelig sterrelse er en sztnings
mening sa givet? Frege mente selv, at det er en sztnings
'sandhedsbetingelser, der konstituerer en se@tnings mening. -
Den kompetente sprogbruger forstar meningen af en satning
som "Idag er det torsdag.", niar vedkommende ved, hvad der
skal til for at fremsztte denne som en sand hhv. en falsk
pastand. Vedkommende offentligger sid denne viden ved f.eks.
at ytre padstanden lille fredag aften. :

Frege tager alts&-"sandhed" som et elementzrt begreb i den

forstand, at en narmere redegerelse, for hvorndr man generelt

kan sige, at en sztning er sand, ikke findes, ligesom det
ifelge Frege ikke det kan lade sig gere at give en generel
definition af begrebet "sandhed", selv om vi kan belyse det.
Vi kan se ovenstaende eksemplificeret ved meningen af ord
som og, eller, alle osv. En analyse af en s@tning som "Det
regner idag og det er forar.", hvor "og" indgédr, bestar i at
angive de omstendigheder, hvorunder satningen, der
indeholder "og", er sand. Dette sker ved en specifikation af
hvornar hele s@tningen er sand som felge af
sandhedsvaerdierne af s@tningerne "Det regner idag.'
er fordr.". En sa&dan specifikation kender vi fra
sandhedstabellerne.

og "Det

Vi bemazrker her, at Frege opererer med to sandhedsverdier,
men hvad mere vigtigt er, han anser deklarative satninger
for at besidde en sandhedsverdi uafhzngigt af vores
erkendeforméen, d.v.s satninger har en "indbygget"
sandhedsverdi, og vi forstar meningen af en s@tning, nar vi
kender til de omstendigheder, der vil afdekke denne. Vi ser
sdledes her, at Frege er realist, en realisme der ligger pa
det semantiske niveau. Med semantisk realisme menes der det
synspunkt, at enhver satning, der udtrykker en pastand, har
en objektiv sandhedsverdi, uanset om man er i stand til at
erkende den eller ej.

Semantisk realisme synes, at vare et rimeligt synspunkt at
holde fast ved, da den fuldstendigt svarer til vores
intuition. Da semantisk realisme er noget, der skal
problematiseres senere, vil det vare pa sin plads at give et
eksempel pa en razkke sa®tninger, hvor vores intuition om, at
disse har en definitiv sandhedsvardi, kommer i konflikt med
andre intuitioner.

Lad os se pa setninger om fremtiden og specielt en razkke
setninger om en bestemt persons fremtid. Lad os antage, at
en rakke af disse setninger er sande, og at resten af disse
cr falske, vanset de iklie er erkendbare, da de hiendelser de
beskriver ikke er indtruffet. Af disse sotninger,som altsa
definitivt er sande cller falske, vil der vare
kombinationer, der beskriver personens fremtidige arbejde,
fremtidige familie forhold, fremtidige sejre og nedture samt
dedstidspunkt og omstindighederne omkring dette. Det synes
tort sagt som om, vi er tvunget til at acceptere fatalisme,




altsd det synspunkt at hendelser sker uundgaeligt. Dette
strider til gengzld mod vores forestillinger om, at vi har
en fri vilje. Nu er der her tale om sztninger om fremtiden
og ikke om matematiske satninger, som har vores interesse.
Eksemplet skulle ogsa kun tjene til at illustrere, at vores -
intuition om den semantiske realismes holdbarhed ikke
ngdvendigvis er rigtig,

Hvis vi skal valdge et mere matematisk eksempel pa, hvor vi
kommer i tvivl om den semantiske realismes rimelighed, kan vi
nazvne en satning som "Der findes ti p& hinanden felgende
tre-taller i decimaludvirklingen af %.". Det vides ikke pt.
om denne sztning er sand eller falsk, og det kan ikke
udelukkes, at dette altid vil vare tilfaldet. '

Vil man stadig opretholde det realistiske synspunkt, ma man
ihvertilfelde ledsage dette med et argument. Et sddan har
Frege netop, idet han betoner sztningers sandhedsverdi, som
den objektive storrelse, der muligger, at en satnings mening
er en offentlig tilgzngeliqg storrelse. Vi kan altsd kort
sige, at Freges sammenkadning af "sandhed" og "mening" er
udtryk for hans realistiske position, der bunder i et syn pa
sproget, som det middel hvormed vores tanker skal o
kommunikeres -tanker der udtrykker objektive sandheder om
virkeligheden. Alle, der prover at fremsatte pastande om, at
udtryks mening er noget bevisthedsmassigt eller i det hele
taget afviger filosofisk fra Frege, f&r verbalt en pa
hatten; A

"Was soll man nun dazu sacen, wenn jemand, statt diese
Arbeit, wo sie noch nicht vollendet scheint fortzu-setzen,
sie fuUr nichts achtet, in die Kinderstube geht oder sich in
dltesten erdenkbaren Entwickelungsstufen der Menschheit
zuruck-versetzt, um dort wie J. St. Mill etwa eine
Pfefferkuchen- oder Kieselsteinarithmetik zu entdecken! Es
fehlt nur doch, dem Wohl geschmacke des Xuchens eine
besondere Bedeutung fur den Zahlbegriff zuzuschreiben."
(Frege 1834 p. vii).

Lad os nu se lidt videre pa Freges syn pa sproget og déets
virkemide, for endeligt at se pa Freges definition af et
tal.*rege inddeler sproglige sterrelser ind i to
hovedegrupper;De der er navne af natur, og de der er
pradikative af natur. I fgrste gruppe er der navne, konkrete
heskrivelser, udsagn osv., i den anden gruppe pradikative
udtryk, navne pé egenskeber osv. lMan ser, at der her ikke er
tale om cn inddeling i forhold til den grammatiske rolle, de
forskellice sproglice storrelscr spiller, men snarer det vi
metaforislk kan beskrive som forskellen mellem mettede og
unmettede udtryk. Skal vi kort give en nermere beskrivelse af
de to typer for udtryk, mé vi f.eks. sige, at pradikative
udtrylzr fremkommer ved i en sand/falsk satning at fjerne et
navn. Denne sondring pa sorogligt plan modsvares sa pa det
ontologiske i sondringen mellem objekter og begreber. Ligsom
deres lingvistiske modparter er objekter "mattede'" eller
"fuldstendige" mens begreber er "umzttede" eller
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"ufuldstazndige". Forholdet mellem objekter og begreber
udtrykker Frege ved, at et objekt falder under et begreb,
netop hvis objektet har de egenskaber, som er
karakteristiske for begrebet. Dette forhold mellem objekter
og begreber ses ogsa mellem begreber. I dette tilfzlde taler
Frege om begreber af forskellig orden. :

Vi fir altsd et hieraki startende med objekter, der falder
under et begreb af 1. orden, som igen kan falde inden for et
begreb af 2. orden. Den videre udredning af disse forhold er
noget kompliceret og ikke sarliqg vasentlig her: Vaesentligere
er et begrebs ekstension, som er mengden af objekter, der
falder under begrebet -ogsé kaldet begrebsonfanget. F.eks.
er en postkasse et objekt, der falder under farven rgd.
"rodhed" er her et begreb idet "...er red" kan
fuldstwndlggzrec til 2on sand/falsk satning ved at 1ndsatte
navnet pa et objekt. Ekstensionen af begrebet red er sa
mengden af alle rode objekter. Vi har nu indfert sa meget
terminologi, s& vi kan f& en ide om hvordan Freges
definition af et tal tager sig ud.

Frege betragter ikke en definition som en notationsmassig
forkortelse men som en udregning af genstande. Ved en
definition udpeger eller afgranser man, det der eksisterer
-man skaber ikke nye genstande. Vi ser, at ogsa her er Frege
realist, men her er det en realisme pa det ontologiske plan.
Nir man s& har gennemfort en definition af et tal (som for
Frege er et objekt), sa har man godtgjort dets eksistens som
en objektiv steorrelse

Udgangspunktet for Freges definition er bestemmelser af
meningen af satninger som "tallet der tilskrives begrebet F
er 1lig tallet der tilskrives begrebet G", uden brug af
udtrykket "tallet der tilskrives begrebet F". Denne

setning er sand, hvis vi kan lave en en-til-en forbindelse
mellen de objekter, der falder under begreberne F og G.
Feks. kunne F og G betegne Hhv. "fingrene p& min venstre hand"
og "fingrene p& min hejre hand". Her er det let at etablere en
en-til-en forbhindelse mellemn de objekter, der falder under
de to begreber. Frege siger, at F er ligetellelig med G. Der
er dog andre begreber, der ogsad er llgetalllg med F. F.eks.
"tzerne pda min hegjre fod", "flzje i pentagon', osv. Om alle
disse begreber kan vi sige, at antallet vi knytter til dem
er lig antallet, vi kan tilskrive begrebet F. Frege
definerer folgeligt tallet, der tilskrives begrebet F som
ekstensionen af begrebet "ligetazlleligt med begrebet P,

dvs. et tal er omfanget af et begreb og som sadan et objekt
-nemlig en klasse af begreber. Vi bemarker, at I'rege tager
etableringer af en en-til-en forbindelse mellem objekter for
at ga forud for definitionen af et tal. Faktisk mecner han
ogsa, at en-til-en tilordningen kan udredes i rent logiske
termer (Frege 1884 p. 84), ligesom han mener, at
relationshegrebet herer logikken til (Frege 1884 p.83). MNu
er der selvlegellj mange karakteristika, der er forskelllge
mellem "teerne na‘ﬂln hgjre fod" og "flmje i pentagon". Hen



netop den lighed vi har pavist ved at trazkke en- tll -en
forbindelsen, er det vi v1l kalde. et tal.

Nu er det en smal sag at definere de enkelte tal: ¢ er det
tal som tilskrives begrebet "ulig sig selv". (Frege anser

‘lighedsbegrebet for at vere et rent logisk begreb. (Frege

1884 p.88)). 1 er det tal, som kan tilskrives begrebet "lig
med 0" og videre kan efterfslgerrelationen udtrykkes ved
"Der findes et begreb F og et objekt x, som falder under
dette sdledes, at tallet der tillskrives begrebet [ er n og
nummeret, der tilskrives begrcebet "falder under F, men ikke
lig x" er n". Den setning udtrykker altsa, at n F fglger m i

folgen af de naturlige tal (I'rege 1884 p.89).

Frege gar videre til at vise nogle enkle smtninger som
"Hvert tal fcrskellig fra 0 fzlger umiddelbart efter et
andet naturligt tal" (Frege 1884 p.92) og intet tal foslger
sig selv i folgen af naturlige tal for tilsidst bl.a. at
konkludere felgende;

"Ich hoffe in dieser Schrift wahrscheinlich gemacht zu
haben, dass die arithmetischen Gesetze analytische Urtheile
und folglich a priori sind. Demnach wirde die Arithmetik nur
eine weiter ausgebildete Logik, jecder arithmetische Satz ein
logisches Gesetz, jedoch ein abgeleltetes sein." (Frege 1884

b. 99).

Der skal mdske lige en bema rPnlng med pa vejen angdende

Freges brug af ordet "logik". For ham synes det at dz z=kke
store cdele af, hvad vi har kaldt sprootolosorl, samt det vi
almindeligvis forstar sorm loglk :

Vi har altsd set, at Freges syn pd sprogets virkemdde giver
sig udslag i en analyse af f.eks. satninger, der udtrykker
ligheder. Speciclt har vi Freges definition af et tal som
eksempel pé en begrebs logisk analyse, der antyder, at vi ma
opfatte aritmetiske teoremer som varende logiske
lovmaezssigheder i sidste instans. Denne tese,; at arltnetlh
kan reduceres til logik, kaldes den logicisthka tese og er
kernen i Freges matematik-filosofi. Lad os se pa den i det
folgende.

I forhold til sondringen mellem analytisk/a-priori-,
syntetisk/a-priori- og a-posteri erkendelse, er Frege altsa
af den klare opfattelse, at aritmetiske domme er analytiske,
idet de kan recduceres til lociske. Dette ansi Frege for at
vare en ~OLDDdriqg i forhold til Kants synspunkt, hvor
matematiske domme ansés for at vire syntetisk/a-priori
(Frege 184 p.118). lan kan give Fre¢e mechold i, at der er
vundet end del ved at kunne betragte aritmetiske domme som
verende analytiske uden at skulle vare afhengig af
syntetiske elementer som Kants tids/rum intuition. Vi skal
dog senere se, at det er hojst usandsyligt, at Freges
reduktion af aritmetik til logik kan lade sig gere -umulig
er reduktionen ihvertilfezlde i Freges forstand.
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Det synes klart pad forhdnd, at der er to grunde til
uoverenstemmelserne mellem Kant og Frege m.ht., om
matematiske domme er analytiske eller ej;

1), Kant havde en for snaver opfattelse af, hvad der kufine
anses for at vare analytisk.

2). FPrege havde en for bred opfattelse af karakteren af

analytiske domme.

Her gor begge forhold sig gzldende. Kant f.eks. ansé
analytiske domme for at vere trivielle. Dette understregedes
af det forhold, at fBglkkén pd hans tidspunkt® var den :
klassiske logik d.v.s subjekt =pradikatslogikken, der havde
veret den herskKende logik siden Aristoteles tid (og indtil
slutningen af 1200-tallet, hvor Frege indferte radikale
endringer i form af en formalisering sant betydelige
udvidelser m.ht. analyse af kvantorer og de logiske
konnektiver). At pege pa dette som hovedearsagen til
divergenserne mellem Kant og Frege er dog forkert, dels
fordi Kants definition af analytiske domme muliggsr en
bredere logik, og dels fordi Freges opfattelse pa en razkke
punkter viser sig uholdbar. Logisk kan man pege pa
problematiske tautologier som TA->A og den tilherende
slutningsregel; 44 A

A (Vi vender tilbage hertil senere).
Dette viser selvfolgelig ikke, at det logicistiske program
ikke kan lade sig gore. Der er dog en rzkke andre forhold,
der peger pa, at Frege havde for bred en forstaelse af
analytiske domme med andre ord, at det er nodvendigt at
indfere ikke logiske principper for at gemnnemfere det
logicistiske program, hvorved hele brodden gar af det.

Vi ser i det felgende pa Freges sondring mellem objekter,
begreber og begrebsomfang. Betragter vi klassen af alle rode
genstande (omfanget af begrebet "red") er dette et objekt,
der som sadan kan falde under et begreb (f.eks "ekstension
af et begreb"). Specielt kan man sperge om dette objekt kan
falde under begrebet "rod". Svaret her er nej. Ser vi
derimod p& et begreb som "abstrakt", er omfanget af dette
beyreb abstrakt. Som sédan falder omfanget af dette begreb
under sig selv. Det synes altsa tilladeligt at spesrge, om en
klasse af objekter, der falder under et begrebh, tilhgrer sig
selv eller ej. Lad os nu danne begreberne "klasse, der ikke
er nedlen af sig selv" (1.begreb) og klasse, der er medlem
af sig selv" (2.begreb). Lad os desuden se péd de tilhsrende
onfang altsé 1.omfang og 2.omfang. Antager vi nu, at
omfanget af et begreb enten tilherer sig selv eller ilkke
tilherer sig selv (Dette er det udelukkedes 3.princip, som
ihvertilfalde Frege ikke ville bestride.), kan vi sposrye, onm
onfanget af det forste begreb tilhorer sig selv eller ej.
Antager vi, at det tilheprer sig selv, far vi, at det falder
under det 1.begreb, altsa at det ikke er medlem af sig selv.
Antager vi omvendt, at omfanget af det 1.begreb ikke
tilherer sig selv, sa ma det tilhere omfanget af det
2.begreb d.v.s falde under begreb 2., og dermed fi&r vi, at
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omfanget af begreb 1. tilherer cig selv. I begge tllr 2lde
ser vi at omfanget af begrebet "klasse, der ikke er medlem
af sig selv" bade tilherer sig selv og ikke tilhgrer sig
selv. Dette strider mod loven om kontradiktion ("1kke bade A

og 1A").

Man ken isvrigt anskue dette fra et semantik synsvinkel,

icdet vi 1f@lcc ¥rege ville have to referencer for en sz tnlng
(Frege ansa en satnings reference (bedeutung) for at vere en
af de to sandhedsvardier- -sand/falsk, ligesom pradikater og
navne som reference hﬂv. har bcgreber og objekter som deres
reference). Vi kan altsd konkludere, at forholdet mellem et
begreb, dets omfang og de objekter, der falder under det,
ikke er si enkelt et forhold som forst antacet. Harnere
bestent kan vi sige, at indfwrelsen af disse- tllSJneladende
logisk funderede storrelser ferer til konflikt med
grundleggende logiske principper (udelu}Pede 3. 0g loven om
kontradiktion). .

Aret inden Frege udgav "Grundlagen der Arithmetik" (1884),
hvor han bl.a. angav definitionen p& et naturligt tal, var
Caritor kommet med sit arbejde indenfor mengdelaren, der pa
flere méder mindede om Freges arbejde. Til trods herfor stod
overenssemmelserne mellem Frege og Cantor cdog klart i
skvggen af de uoverensstemmelser, der fandtes. Da Frege
udgav "Grundlagen der Arithmetik'", blev denne anmeldt af
Cantor. Pa trods af en fundamental enighed med Frege var
Cantor meget forbeholden over for hans arbejde, og gav dette
2rk en hérd kritik (Dummet 1973 p.630, Dauben 1979, p.221).
Omvendt ansd Frege Cantor's tilgang til mengdelaren for at
vare usikker: : :
"Though Frege was in large part sympathetic to Cantors
achievment, he was tremendously concerned over what he felt
were its weal and congcocntly unacceptable iounuatlon°
(bauben 1979, p.220).

Denne uoverensstemmelse mellem Frege og Cantor mht.
grundlaget for mengdeleren lkan ses som udtryk for den
forskel, der er mellem filosoffen og den arbejdende
matematikker: : :
"*rege, like Peano, Whitehead, Russell, and Zermelo, believed
that strictly locical conciderations had to be made precise
vefore one could accept mathematics, finite or transfinite,
’ as regordusly established. In order to do so, the intuitive
levels on which Cantor had worked his entire life wvere '
abandoned in favor of strictly logical analysis. This was
territory in which Cantor would have felt foreign and
uncomfortahle. (Dauben 1979 p. 223).

Ligheden mellen #rege og Cantors arbejde var dog stor nok
til, at lussells “aradOns lod sig formulere i ms:ngdeteorien.
Forholdet m2llem et begreb og dets omfang er som mellem et
&bent udsagn P(%) og mangden af de sterrelser, der gor dette
sand;‘{x: P(x) er u&ﬂﬁ} Videre er forholdet mellem et objekt
og et begrebsomfang som forholdet mellem element og mzngde.
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Det er da ogsad muligt at formulere fernavnte paradoks i
Cantors maengdelsre. Ser vi pd det &bne udsagn P(x): "x_er

ikke element i sig selv" og danner mengden M= {x: P(x)], kan
‘vi spesrge, om i tilherer sig selv eller ej, og ligesom ovenfor
fegrer dette til selvmodsigelse.

Cantor selv var godt klar over, at der i mzngdelaren
optradte visse uregelmassigheder. Han havde selv frembragt
en (ifelge Fraenkel m.fl. i 1899) ved at betragte meéngden af
alle m@ngder U. Nu skulle U vare den storste mengde
overhovedet, men ifslge hans teori*er potersmangden P(U)
endnu sterre. Nu forstyrrede dette ikke Cantor sgnderlicgt.
Han mente, at analogt til de endelige tal si var der ikke
noget sterste transfinit tal, men at betragte samtlige
tranfinitte tal pé samme made som de naturlige tal -altsa
somn en totalitet- var forbundet med inkonsistens. Det var
kun gud, der havde begreb om si absolut en stoerrelse
(Dauben 1979, p.245). Cantor selv var ved fa modifikationer
af sin teori i stand til at omga denne uregelm®:ssighed og
betragtede den ikke som et fundamentalt slag mod sin teori
-tvartimod:

"Cantor on the contrary, regarded the antinomies as positive
results which fully complementery the advance of his
research. It was Bertrand Russell who finally made it
unmistakabele clear that such was not the case at all."
{Dauben 1979 p. 242).

Vi ser altsa de samme faznomener optr@de i forholdet mellem
Cantor og Russell som ovenfor mellem Cantor og Frege, Cantor
er den arbejdende matematikker, der godt kan f& sin
mengdelare til at lebe rundt. Der er nogle problemer hist og
her, men de klares hen ad vejen. Russell er den filosofisk-
og grundlacsorienterede matematikker, der krmver pracision.
Fled ham bliver ancomalierne til et langt mere fundamentalt
problem end et, der kan leses ved diverse ad hoc remedier,
idet det er i selve mangdebegrebet, at der er indbygget
inkonsistens. !led inkonsistens her kan der genereres lige sa
mange paradolkser, som det skal vere. Dette beted for det
logicistiske program, at det ikke langere var sporgsmal om,
der var en passende logisk fundering af matematikken, men om
en logisk fundering overhovedet var mulig. Dette speorgsmal
rammer Frege specielt hardt:

"Vhen applied in the context of a carefully developed
logical program like Freges Grundgesgsetze, the devastating
effect of the paradoxes was evident : they threatened the
entire structur" (Dauben 1979 p.241).

Fra et matematisk synspunkt kan vi sige, at det logicistiske
procram bestod i en udledning af aritmetik fra logik samt
mengdelere. (llos Russell var projektet noget mere ambitios. I
"Principia lathematica" ssgte han sammen med Whitehead at
lave denne reduktion videre sialedes, at det meste af

datidens matematil: pa nxr geometrien, kunne ses som varende
baseret pa logik og m@ngdelzre.) Hvis man forstidr Freges
program bredt s&ledes, at aritmetik omfatter de reelle tals
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teori, sa er de ovenfornﬂvntc mangdeteoretiske paradokser et
rimeligt symptom pd& programmets mangler, idet der skal et
temnelig stort mingde teoretisk apparat til for at udlede den
reelle analyse. livis vi dog ser -og som Frege nok ogsa har
set- aritmetikken som de ndturllge tals teori, sad er dc
mangdeteoretiske problemer knap sa god den diagnose pg
logicismens mangler. Der her ikke skal de store
mengdeteoretiske arﬂocvugelsel til for lave aritmetik.

Der er dog andrc ndnqler ved Freges redeccrelse. Frege har
brugy for, at der, til hvert begreb F han ser pa (f.eks. "sig:
selv ullg"), svarer en klasse af begreber nemlig netop alle
de begreber, der er ligetallig med F. Sporgsmilet er nu, om
man rent logisk kan godtgore, at diase klasser (som er
omfanget af begrebet "llgetalllgt med F") faktisk

betegner noget. Frege er tavs 1 den konkrete redegoprelse, en
tavshed der afspejler hans beﬁreboreallstlghe holdning.
Almene entiteter (modsat partikulere) indgar for ham som en
objektiv del af virkeligheden. Det er igvrigt nd dette
punkt, der er storst uenighed mellem Frege og datidens anden
store logicist -Russell (se nedenfor).

At der uendelig mange naturlige tal beror (korrekt nok) pa,
at Frege kan cefinere tallenec 0 og 1 og videre angive, ‘
hvorledes tallet n+1 defineres, nar vi har defineret n. ilan
viser videre, at tallet n ikke kan efterfolges i rakken af
naturlige tal af et tidligere defineret tal. Hereifter kan
han betragte de naturlig tal som en uendelig totalitet.
Denne procedure kraver cdog, at de forskellige klasser, som
er navnt ovenfor, har en reference. Klasser er for Frege
objekter, d.v.s antagelsen om, at disse klasser har en
reference, helpcber sig til i det mindste til en antagelse
on, at der findes uendelig mange objekter. Ydermere gar
denne antagelse forud for en forstaelse af, hvad et
naturligt tal er.

Dedekin, der var ude i lignende overvejelser, var overbevist
om, at han havde etableret eksistensenen af en uendelig
mengde ved at angive en reflexiv nangde, d.v.s en mangde der
kunne bringes i en en-til-en forbindelse med en zgte
delmangde af sig selv. En reflexiv m@ngde cer klart ikke
endelig.

Dedekin betragtede m@ngden af alle tonkelige genstande T.
Tanken "t er censtand for tanken'" tilhgrer T. Alle genstande
for tanken af denne specielle form kaldes T'. T'¢T, da der
findes andre teonkelige genstandas en netop dem i T'. Pa den
anden side har man e&n tanle ccﬂ°tanu t€ T, s& tilherer
tanken "t er genstand for tanken" 7'. S&ledes er
forizindelsen mellem T og 7' en-til-en. Problemet med denne
tankegang er, at den ogsda er bersrt af Russells paradox
(Fraenkel 1273 p.46).

Vi ser altsé, at Frege skal indfore et slays
uendelighedsaksiom, som godt nok synes overmzdig plausibel,



men som ikke desto mindre ikke er logisk begrundbar. Dette
argunent mod Frege er en invending, der ikke péberdber sig
de mencgde teoretiske paradokser. Disse virker trods alt
farligst, na2r vi taler om mzngder af stor kardinalitet. -

Lad os tilsidst pege pd endnu et problem ved Freges
"redegorelse. Dette problem omhandler brugen af foreliggende
uendelige mengder i nodsatnlng til uendelige mengder, der er
under frembringelse -de sakaldte potentielle uendeligheder.
Potentielle uendeligheder opstdr i forbindelse med
processer, der kan gentages~ad infinitun; f.eks. halvering af
et liniestykke, halvering af en af disse, osv. ALlstoteles
mente f.eks.,, at alle uendellgheder kunne behandles pa denne
made, og at foreliggende uendeligheder som _peceptuelle
objekter var logisk umulige. Kant, der ogsa operede med
denne distinktion, var lidt mere liberal, idet han nok
mente, at vi kunne percipere faktiske uendeligheder.
Forholdet mellem disse og protentielle ucndellghecor er for
Kant som forholdet mellem tallet 2 og tallet /00/°'°° (Jeqg
skal nok vende tilbage til disse forhold senere). Intuitivt
synes det rimeligt (med ¥rege) at acceptere uendelige
mengder som foreliggende totaliteter i en eller anden
forstand. Lad os dog se pad et eksempel, hvor vi ikke kan
onfatte en klasse scm en foreliggende uendelighed.

Det er velkendt, at hvis man har cgivet en me&ngde ¥ kan danne
mengden af delmangden af denne P(I), og at kard P(M)> kard H
P32 denne vis far vi, at vi hele tiden kan frembringe

storre og sterre kardinaltal, og at cdenne proces ikke
bringes til standsning saledes, at vi far et storste
kardinaltal. Ser vi nu pd klassen af alle kardianltal, sa kan
denne ikke opfattes son en totalitet, der foreligoger, idet
den i sctllreldc ville kunne tllakrlves et kardinaltal i
modstrid med, at et storste sadan ikke fandtes. Vi ser
altséd, at Cantors mingdelzre giver anledning til en noget
anden type paradoks en den "mzngden af alle nmangder ikke
indeholdt i sig selv" giver andledning til. Dette paradoks
kaldes Burali-forti's paradoks og blev publiceret i 1897.
Cantor kendte godt dette paradoks -allerede i 1887 (Fraenkel
1973 p. 8) -men ligesom med hans eget paradoks kunne dette
héndteres.

Man kan selvfslgelig godt sige, at det ogsa her er den
uhammede brug af store mengder, der fremtvinger et paradoks
og ikke forestillinger om, at uendelige m@ngder kan
behandles som totaliteter. ilan kan dog ogsa sige, at hvis de
forskellige klasser ikke opfattes som totaliteter (Lette
krover selvfslgeligt et andet mmngde begreb.), sa kunne de
omtalte paradolser ikke frembringes. Cantor bhetragtede
sédanne kolossale totaliteter sonm inkonsistente
"vielheiten", nvor ethvert forseg pa at gsre sig begreb om
disse ferer til inkonsistens. Pa denne vis far vi allerede
nos Cantor en distinktion mellem forskellige uendelige
totaliteter svarende til distinktionen mellem mengde og
klasse. (Hvor graznserne gik mellem de to begreber var dog
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ikke n@gje fastlagt.) Det var via denne ﬁigtin tion, at Cantor
var i stand til at héndtere mengdelaren p& trods af
forekomsten af nogle pé anomalier. Der er wmed andre ord
mulighed for stor uenighed, om hvorledes vi skal forsta
uendeligheder. Ser man pa forskellige filosoffers og .
matematikkeres udlagning af dette begreb, er der faktisk vild
uvenighed, dette vender jeg ogsa tilbage til,

Der var en del forsmg pa at rede Freges tese cim, at aritmetik
var analytisk. Russell ssgte, at omga paradokserne via sin
typeteorl, hvor han inddelte objekter i forskellige typer.
Type 1. svarede til de objekter hos Frege, der kunne
tilskrives et navn, type 2. svarede til omfanget af et 1,
ordens begrel, o.s.v. Formuleret ved brug af - .
m&ngdeteoretiske begreber; entiteter af 1. typer var "agte"
elementer, altsa entiteter der ikke var dannet af mengder.
Entiteter af 2. type var mengder dannet af entiteter af 1.
type. De n+i1'te typer var sd mengder dannet af mengder af
n'te type. Pa denne vis kunne selvreference undgas. Her
behevede Russell imidlertid et uendelighedsaksion, der
postulerede eksistensen af uendelig mange entiteter atf 1.
type. Dette aksiom er stazrkere end det "uendelighedsaksiom"
vi n@vnte for ved Frege. Intuitivt er det ikke engang til at
Jandsynllggore, og logisk begrundbart er det ihvertilfzlde
ikke. -

Den her besiirevne typeteori er endda en Prabet udoave 1
forhold til 1u¢sells oprindelige, hvor f.cks. de reelle tal
kunne forekomme pa forskellige niveauer i teorlen. Dette
skyldtes, at cdenne udvidede typeteori ikke havde de
forskellige typer ordnet lineszrt, men var en forgrenet
typeteori. Der var saledes her brug for, at det var de samme
reelle tal, der blev lonstrueret som type n, som dem der var
konstrueret som type m. Bortset fra at denne situation
strider mod vores intuition, sé& métte Russell her indfere et
“k51on, der godtgjorde, at der var en overensstemmelse mellen
f.eks. reelle tal frembragt indenfor forskelllge typer. Andre
rorsrg pa at rede Frcges program gik pa at lave
striktioner enten angaende antagelser vedrerende mzngders

eksistens (Zermelo) eller angiende antagelser, der -
specificerer elementernes karakter. Feolles for disse forseg
var, at de ikke bevarede alle gnskelige mez ngde- og element
egenslkaber. En nere genercl indvending ma ogsa vere, at hvis
matematiizken skal hvile pd mongdelire og logik, ma disse
vare horedyatige. Epecielt kan mengdelzren ilkke vzre en
kontroversiel stoarrelse, hvorom der findes merce eller mindre
tilfredsstillende udlegninger. Pa trods af disse

indvenédinger findes der (i en noget anden form) stadig
fortalere for en logicistisk orienteret matcmatik filosofi
f.eks. representeret ved Quine (At trekke Quine ind i
billedet her er maske mere misvisende end oplysende, idet

han afviger filosofisk fra f.eks. Frege pa lang rakke
onrader; los (uine ses sproget som et netverk af domme
-zndrer man meningen af en dom far dette konsekvenser for
hele netvarket. Fulgeligt er det hos Quine ikke s@rlig vasenlicgt
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hvilken mening den enkelte sztning har, modsat Frege for
hvem dette var et centralt sporsmdl. Erkendelsesteoretisk
accepterer (uine ikke sondringen analytisk/syntetisk og
ontologisk er han af den opfattelse, at vores ontologiske
antagelser ma til enhver tid indpasses i vort samlede
erkendelsesnetvaerk. Ontologien har sdledes intet krav pa at
vare almengvldig.), ligsom den mengdeteoretisk baserede
matematik har naft stor udbredelse i undervisningen.

Vi skal tilsidst bemzrke at til trods for, at Russell og
Frege var enige et langt stykke af vejen mht. det :
logicistiske program; s& var de dog uenige pa et vasentllgt
punkt, nemlig mht. udlzgningen af definitioners rolle. Vi
har set, at Frege er konceptuel realist -becgreber eksisterer
som reelle entiteter. Nar vi ved hvad, der skal til for at
kunne sige, at et objekt falder under et begreb, og sa ogsa
ved, om dette begreb er tomt eller ej, sa ved vi ogsa
besked, om dette begrebs eventuelle eksistens. Nar vi laver
en definition ifolge Frege, sa afgrmnoer vi altsa en klasse af
objekter, men denne klasse skal ogsa vises at vere ikke-tom.

Omvendt mener Russel at definitioner blot er

notationsmessige hjalpemidler. Begreber er altsa ikke
platoniske entiteter men derimod entiteter, som vi skaber for at
gore livet mere bekvemt. Bevares -vi indferer ikke
ligegyldige definitioner. Definitioner har nemlig foruden
deres notationsnessige funktion den fordel, at de peger pé&,
hvad der er vosentligt at betragte. Desuden ex
notationsprocessen ikke overfledig i den forstand, at den
giver os en indsigt, som vi ville have vaeret foruden, hvis

vi ikke havde lavet en given cdefinition. Disse fordele er dog
hbiting i forhold til definitionens primere funktion, vi ma
fastholde, at Russell er konceptuel realist -dvs. nominalist.

jatematisk er denne forskel p:i Russell og Frege underordnet,
aen fllOSOflS er den interessant.

Ser vi p& Freges definition af et tal, sd reprasenterer
denne en overgang fra den rene logilk til noget, der minder
om matematik. (Denne forskel mellem matematik og logik bliver
endnu tydeligere, hvis vi ser pa indferelsen af Peano's
aksiomer.) Den logicistiske tese siger, at matematik
:dspringer af logik. Pa et eller andet tidspunlkt mé& der ske
en transformation fra logik til matematik -en transformation
der sker via definitioner, som vi eksempelvis sz det ved
FPreges Gefinition af et tal.

--1 ,-,,

Lad der nu vare ¢ivet en sadan udledning af et stykke
matematik fra den rene logik. Hvis vi folger Russell, sa& na
denne kunne udfores uden brug af definitioner, da disse kun
er at betragte som notationsskift (Vi fir godt nok et
temmeligt tungt apparat.), og felgeligt bliver der ingen
forskel péd logik og matematik -i bedste fald vil matematil
lkunne karakteriseres som "kompliceret logik". lier synes
Freges position at vaere langt mere tllrredsstlllende, idet
matematik godt nok bliver udvidet logik, men p& en s&dan
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m&de, at man via definitionerne har udviklet og opdaget en
rakke nye omrader, som logikken dekker. Dette svarer i langt
hejere grad til vores almindelige opfattelse af forholdet
nellem faggrupper.

Vi har her hovedsagelig set p&, matematikfilosofien
reprasenteret ved Frege. Den er blevet anvendt pa
"grundlagsproblemet", d.v.s problemet om hvorledes vi:- skal
forankre de mest fundamentale matematiske principper,
metoder, sandheder m.m. Desuden har vi set p&
uendelighedsbegrebet samt det forste "naive" mengdebegreb.

Af andre matematikfilosofiske hovedomréder kan vi navne
problemet onm forbindelsen mellem anvendt og ren matematik,
problemer omkring den matematiske virkeligheds beskaffenhed
samt matematiske s@tningers erkendelsesmassige status. Pa de
sidste to punkter var Frege klar. Den matematiske virkelighed
er en objektiv storrelse, som det er matematikkerens opgave
at afdekke, og de matematiske sztninger er analytisk sande, i
kraft af at de kan reduceres til logik.
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HILBERT

Nar man som studerende har last det ene matematiske vark
efter det andet og set, at der i en ikke uvasentlig del af
disse varker har veret et indledende afsnit om m®ngdelzren,
kunne man alligevel forsigtigt sperge, om man, pa baggrund
af de paradokser vi har set, ikke bare kunne undvare
mengdelzren. Dette ville nok vare et drastisk skridt for
nesten en hvilken som helst matematikker og isar for en
matematikker ‘som David Hilbert, der -ikke uden grund- havde
stor tiltro . til det produkt, han arbejdede med. -Mange nye
resultater, der kom frem omkring &rhundredeskiftet, hvilede
pa mengdelaren. Blandt disse kendte setnlnger som Borels
overdaekningssetning og Bolzano/Welerstrass s@tning foruden
en lang rzkke andre. S3 ndr Hibert mener, at mangdelaren er
et paradis, skabt af Cantor (se nedenfor), og at vi ber vare
optimister mht. lesning af de problemer, der matte opstad, sa
bunder dette i, at videnskaberne i almindelighed og
matematikken i s®rdeleshed i perioden feor ferste verdenskrig
var i en rivende udvikling med det ene betydelige resultat
efter det andet (Dauben 1979 p.263.)

At der opstod visse anormaliteter i me@ngdelazren kunne
sidledes ikke fa ham til at skifte til anden opfattelse end,
at matematikken og i sardeleshed langt den sterste del af
Cantors ma&ngdelzre var uberert af disse. I forhold hertil
var de mengdeteoretiske paradokser kun randfznomener, som
skulle sies fra det man "egentlig" forstdr ved matematik.
Det, der altsa i feorste omgang var Hilbert mdl, var sdledes
at give en beskrivelse af matematikken, sdledes at den blev
retferdiggjort i sit virke samtidig med, at man undgik
paradokserne.

Hilbert selv var i 1899 kommet med bidrag til forskningen
omkring den euklidiske-/ikke euklidiske geometri, idet han
havde givet aksiomtiseringer til disse -aksiomatiseringer i
en noget anden betydning end Euklids oprindelige. For det
forste forsegte Euklid at give definitioner pa forskellige
matematiske objekter som punkter (det der ingen udstrzkning
har), linier osv. Sadanne definitioner, der angav
matematiske objekters beskaffenhed, var for Hilbert
fuldstendig uinteressante. Det, der var interessant, var
deres indbyrdes forhold. Han sammenlignede den matematiske
virksomhed med et slags spil, og i et spil som f.eks. skak
er det underordnet, hvad et tdrn er. Det, der er vasentligt,
er hvorledes dets rolle er i spillet, altsa bl.a. hvorledes
det bevager sig, og hvorledes dets samspil er med de andre
brikker. Det matematikkeren skal gere, er altsa at
specificere de relationer de sdkaldte punkter, linier mm.
skal have indbyrdes og til hinanden. Sdledes var det en
vesentlig rolle hos aksiomerne, at de skulle vare formidlere
af spillereglerne i det geometriske spil igen i modsatning
til Euklid, hos hvem aksiomerne var selvindlyssende
sandheder, der dannede grundpillerne i virkelighedens
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geometri -nemlig den euklidiske. Naturligvis var aksiomerne
ikke helt tilfzldigt fastlagte. Man havde en standart
interpretation i mente ved f.eks. ak51omsgrupperne I-I1I,
parallel aksiomet samt ak51omsgrupppe V, altsa den geometri
der svarer til det, vi normalt forstar ved den euklidiske
geometrl. Denne intenderede menlngsfastlaggelse (hvorom vi
ikke pad forhdnd kan vere sikker pa at der ikke er flere)
forekommer kun pa det intuitive niveau. Reelt har vi kun et
system af udsagn deduktiv ordnet i forhold til vores
aksiomer. Bruger vi igen analogien til et spil er vi kun
interesseret i spillets regler og dets spilbarhed og ikke om
diverse intuitioner mm., man kan have vedrorende spillet.
Det vi kan bedemme spillets succes pa er nu, om det kan lade
51g gore at spille det, eller om man har fastlagt reglerne
sdledes, at man kommer i en situation, hvor to regler
angiver forskellige forleb for det videre spil. Ifelge
Hilbert var det matematiske spil spilbart, hvis systemet af
udsagn udledt af aksiomer samt aksiomerne selv ikke
indeholdt et udsagn samt dets negation, altsd hvis systemet
var konsistent. Det var en videreudvikling af disse ideer,
der forte til formulering af det formalistiske program, hvis
hovedtrak vi skal skitsere i det felgende.

Nu var det den uhammede omgang med uendeligheder, der forte
til anomalierne i Cantors mengdelzre. Dele af matematikken
nemlig den, der angar finitte totaliteter, er ikke berert af
paradokserne. Denne del af matematikken har yderligere den
fordel, at den direkte kan vises at vaere konsistent, idet
f.eks. objekter i den finitte talteori kan identificeres med
konkrete objekter. (Hilbert ansd genstandene for den finitte
talteori at vare streger "I","II","III", osv.) Omvendt kunne
man ikke vise konsistensen af den transfinitte del af
matematikkem pa denne vis, da uendelige totaliteter ikke
svarer til perciperbare genstande. Man kunne dog vise en
teoris konsistens i forhold til en anden, f.eks.
konstruerede Hilbert en model for den euklidiske geometri
1nden for de reelle tal, hvor konsistensen af forstenazvnte
sa afhang af kon51stensen af sidstnavnte. Kon31stens kan dog
generelt ikke vises pa denne relative made. Vi md have et
direkte bevis for konsistensen af f.eks. den transfinitte
aritmetik. Her er det, at den formaliserede matematik kommer
ind i1 billedet, idet hvis f.eks. aritmetikken skulle geres
til genstand for studier skulle denne klart afgrznses. Denne
afgransning sker ved en formalisering (som vi narmere skal .
beskrive i det folgende), hvor man klart angiver hvilke tegn
man bruger, hvordan disse sattes sammen til "meningsfulde"
udtryk, hvad et bevis er, hvilke aksiomer man opererer med,
osv. I forhold til denne formalisering har den finitte
matematik to roller: ,

1) Den er den ukontroversielle kerne i matematikken og i
forhold til hvilken den transfinitte matematik kun er en
konservativ udvidelse. (Her med streger og streg dannelse
som genstands omrade.)

2) Den er et redskab, hvormed konsistensen af den
formaliserede matematik skulle vises. (Her med formler og
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formeldannelse som genstandsomrade).

Saztninger indenfor den finitte matematik omhandler altsa
reelle objekter i modsaztning til den ikke-finitte matematik,
der omhandler ideelle objekter. Tilsvarende kaldes sztninger
vedregrende de reelle objekter for reelle sztninger. Beviser
vedrorende satninger indenfor dette omrade beleber sig
nogenlunde til beregninger samt kombinatoriske
manipulationer. Hilbert var aldrig helt klar pa dette
omrdde, men man ma dog give ham medhold i, at det han
betegnede, som den finitte matematik ikke var videre ,
kontroversiel hvad angar styrke. Langt de fleste sztninger
er dog sdkaldte ideelle sa@tninger. Lad T vzre et formelt
system af satninger . Lad S vare et system af s@tninger
indlejret i T, dvs. S er enten et delsystem af T eller S kan
"oversattes" til et sadan ved en passende afbildning. At T
representerer en konservativ udvidelse af S vil sige at
enhver reel satning bevist inden for T vil kunne bevises
inden for S, med andre ord indfsrelsen af de ideelle
objekter og -satninger vil ikke medfegre en udvidelse af de
reelle satninger. Denne konservations-egenskab kan udtrykkes
ved skemaet; PRy(b,J(®¢))->%, hvor PRy(b,F) er et
bevispradikat, der udtrykker at T-formlen F er bevist ved
symbolstregen b (se nederfor) og J er oversaztter funktionen
for formler ¥, J(P)e T. Skemaet kaldes ogsa det
bevisteoretiske reflektionsprincip og er zkvivalent med
setningen, der udtrykker "T er konsistent" (Sieg 1984
pP.172). Et finitistisk bevis for konsistensen af T ville nu
give en generel metode til at transformere beviser for
reelle sztninger om til S-beviser for disse ;
PRy(b,J(®))->® er teorem i S hvis konsy (s@tningen der
udtrykker at T er konsistent) er teorem I S. I dette
tilfezlde ville et T-bevis for J(¥) giver, at PR;(b,J(¥)) er
teorem i S og derved ¥ teorem i S.

Vi ser her -noget overraskende- at konservationsprogrammet,
der gdr ud pa& ad finitte vej at vise, at de ideelle
setninger reprasenterer en konservativ udvidelse i forhold
til de reelle s®tninger, er afhengigt af programmet, der
skal vise matematiske systemers konsistens (og omvendt). Vi
ser ogsi at formaliserede teorier hos Hilbert ikke er rene
sprogspil, som antydet i indledningen af dette afsnit, men
teorier centreret om en kerne af meningsfulde reelle
setninger. (Den mere filosofiske fundering af de ideelle
elementer kommer senere,)

Vi har altsd matematik p& 3 niveauer :

1) Den "egentlige matematik", som praktiseres af den
arbejdende matematikker,

2) En formalisering af denne. Denne formalisering
konstitueres af en afgerlig razkke (logiske og matematiske)
aksiomer, samt deres konsekvenser (der fremkommer ved at
anvende givne sluningsregler).

3) Metamatematikken, hvis genstandsomrade er den
formaliserede matematik. Sidstnavnte er konsistent, da den
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begraznses til at omfatte de sakaldte finitte metoder.

Malet var nu at give en passende razkke aksiomer, saledes at
denne formalisering var fuldstandlg, dvs. til enhver
intuitiv sand s®tning skulle der i den formaliserede
matematik findes et teorem. Da man mente, at enhver satning
enten er sand eller falsk, beted dette, at der.for enhver
setning 3 skulle gazlde at 7 eller*® skulle tilhere den
formaliserede matematik. Samtidigt var det vigigt, at
klassen af aksiomer i formaliseringen var afgerlige, idet
dette var nedvendigt hvis man skulle holde styr pa hvilke
formler, der tilherte formaliseringen. Hvis man nu kunne
vise, at den formaliserede matematik var konsistent, sa
havde man retfardlggjort indforelsen af de ideelle objekter
og dermed pivist matematikkens sandhed. Idealet var sialedes
en konsistent, fuldstandig og afgerbar formallserlng af
matematikken. Lad os i det feolgende se pa hvorledes en sadan-
formal1ser1ng tager sig ud, og om programmet, der gar ud pa
at vise dens konsistens, kan gennemfores.

Forst og fremmest skal der redegeres for hvilke'logiske og
matematiske symboler, der skal bruges. Hvis f.eks. den
intenderede model for vores formalisering er aritmetikken,

skal vi foruden logiske symboler som " (", ")", "->", "3]",
v "y "v, ", "=", have pradikatsymboler og funktlonsymboler
som "< "S" Ml M., "3", samt konstant symbolet "0". Der

er selvfalgellg en vis forbindelse mellem valget af notatlon
og den intenderede interpretation. Dern®st skal der
redegores for hvilke sammensztninger af symboler
(symbolstrenge), der er syntaktisk meningsfulde. F.eks. skal
der ved brug af parenteser vare lige mange heojre og venstre
parenteser., De simpleste interessante symbolstrenge er
termerne, Dlsse kan interpreteres som navn pa et objekt.
Eksempler pa termer er 0, v,, S(V,)yee.. De mere
komplicerede symbolstrenge der er syntaktisk meningsfulde er
de sakaldte velformede formler. Disse interpreteres som
udsagn. Eks. pa velformede formler er "v,<0", "S(0) =v ",
"1=0". (Disse kaldes atomiske formler og karakterlseres ved
manglende logiske konnektiver), samt "(S(0)=0)","Yv, V, >0".
Det er let at vise, at ved passende regler for dannelse af
syntaktisk korrekte symbolstrenge er der entydig lasbarhed
(f.eks. ved rigelig brug af parenteser).

Med regler for dannelse af syntaktisk meningsfulde udtryk
skal vi nu formalisere det, der svarer til et bevis i den
intenderede interpretation. Intuitivt er et bevis en kade af
slutninger, hvor sidste led i denne slutningskade er sand
hvis de forste er det. Dette kan illustreres ved en
slutningsregel som modus ponens ;
‘ a, (a->b)
. b v
dvs. hvis a og a->b er sande sztninger, sd er b en sand
- s@tning. Hvis nu a ikke ved hjalp af en sadan slutningskade
kan sluttes af andre saztninger, ma a vare et aksiom. Ideen '
er nu, at vi laver en liste over aksiomer samt gyldige
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slutningsregler. Her er der mange mulige fremgangsmader.
Generelt kan vi dele aksiomerne op i. logiske aksiomer,
d.v.s. aksiomer der kun vedregrer syntaksen f.eks.
tautologier og i aksiomer vedrorende den intenderede
1nterpretat10n, f.eks. hvis denne er Peano aritmetikken sa
Peano's aksiomer. Endelig skal vi angive hvilke
slutningsregler, der er tilladte. Hvis man her har
tilstrzkkeligt med logiske aksiomer, kan man her nejes med
en slutningsregel f.eks. modus ponens. I dette tilfelde vil
et bevis for dn vare en endelig felge af satninger )
(de,.0,9), hvor di{ enten er et aksiom eller fremkommer af
duogckaj k <i ved modus ponens. (Man bemazrker at det er
"mekanisk" afgerbart, om en fzlge af satnlnger er et bevis

eller ej.).

Spergsmalet er nu om denne definition af et bevis svarer til
vores intuitive forestilling om, at et bevis godtger, at
vores konklusion er sand nar pramisserne er det eller sagt
mere pracist; enhver model for aksiomerne skal ogsa vare
model for den beviste s@tning. Hvis vi har varet
tilstrakkelig omhyggelige ved opskrivningen af aksiomer og
slutningsregler, er det forholdsvis nemt at vise, at vores
formalisering af et bevis er sund, dvs. hvis v1 ud fra
ak51omerne A kan bevise en satning ¢ (A }-¥) sd er vi sikker
pa at @ felger logisk af A (AFY¥); d.v.s. modeller for A er
ogsa modeller for . At det omvendte galder (AF® medferer
AT AM¥) er pa forhdnd knap s& indlysende, men igen : Er vi
omhyggelige nok med vores definition af et formelt bevis -og
det er der matematikkere, der har veret-, kan man vise at
denne defintion er fuldstazndig (Godel 1930), altsa at
beviser i forste ordens logik netop afspejler, hvad det vil
sige, at en satning felger logisk af aksiomerne.

Godels fuldstendighedssatning var et staerkt resultat, men
ellers pegede langt de fleste resultater pa at formaliserede
systemer ikke kunne besidde en rakke af de egenskaber som
man kunne enske. Mange af disse (negative) resultater blev
opndet ved en nummerering af syntaksen den sdkaldte
Godelnummerering saledes, at der var en entydig forbindelse
mellem symbolstrenge og naturlige tal. Udsagn om formler
blev sdledes udsagn om tal, altsd talteoretiske udsagn.
F.eks. kunne ma&ngden af satninger udledt af en endelig
mengde formler identificeres med en mengde M= { x: P(x)
hvor P(x) er en funktion (Man siger at P(x) definerer
mangden ), og hvor man for hvert tal x enten kan slutte

A FP(S¥0) eller A+ 7P(S*0) for en afgerbar endelig mangde
passende starke talteoretiske aksiomer A, Dette var blot en
blandt mange definitioner pa at en m®ngde M er recursiv.
Ifelge Churches tese, som vi nok skal vende tilbage til
senere, er dette en formalisering af det intuitive begreb
afgerbarhed. Lad nu % vere en struktur i de naturlige tals
sprog, og lad Th{l vare denne strukturs teori d.v.s mangde
af sande saztninger i 9] (man kan tznke pad ¥, som den
intenderede interpretation af en formalisering af de
naturlige tals teori). Tarski's udefinerbarhedss®tning siger
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at mzngden af Godeltal af satninger i#Th. (¥Thf=#3d: &¢Th)
hvor #& betegner Gédeltallet af satningen &) ikke er
definerbar . #]. Specielt bliver #Th%) altsa ikke recursive,

Lad nu A vere en rakke talteoretiske aksiomer og antag at
#A er recursiv (specielt kunne A tankes endelig), da er
mangden af A's konsekvenser Cn(A) ikke fuldst®ndig. Var
Cn(A) fuldstandig, havde vi, at Cn(A)= Th#),men #Th% (og dermed
#Cn(A)) er ikke recursiv. Pa den anden 51de hvis Cn(A) er
fuldstendig og #A er recursiv, da er #Cn(A) recursiv, udfra
denne modstrid ser vi, at der altsda ikke findes en’
fuldstendig recursiv aksiomatisering af alle intuitive sande
se@tninger i de naturlige tals teori Th%], Vi kan med andre
ord til enhver recursiv aksiomatisering A i de naturlige
tals sprog finde en satning, der intuitiv er sand men som
ikke kan bevises (eller modbevises) ud fra A. (Dette er i al
vasentllghed indholdet af Godels 1 ufuldstandlghedssatnlng)
Vi ser altsa at der er en konfllkt mellem to af
idealbegreberne aksiomatisering pa afgerbar v1s og
fuldstendighed.

Vi kan bemazrke her at Godels forste ufuldstzndighedssatning
ogsa rammer Freges program, idet lige meget hvor omhyggelig
man er med udvelgelsen af sine aksiomer, hvis man kraver, at
det skal kunne afgesres, hvad der kan 51ges at vere et aksiom
(specielt hvis der er endeligt mange), sa far vi satnlnger,
der hverken kan bevises eller modbevises.,

Godels anden ufuldstendighedss®tning var derimod stillet
direkte mod Hibert program; Hvis en s@tning ved en passende
interpretation havder konsistensen af et talteoretisk system
sd kan denne s®tning ikke vises indenfor systemet, d.v.s i
metamatematikken, der er langt svagere end de naturlige tals
teori, kan konsistensen af de naturlige tals teori ikke
vises. Da s®tningen om konsistensen for en teori T konsy er
zkvivalent med reflektionsprincippet betyder Gddels anden
ufuldstendighedssatning ogsa, at det ikke finitistisk kan
vises, at tilfojelsen af ideelle satninger til de reelle er
konservativ. |

Interessant er det, at Tarski med et forseg pa semantisk
konsistensbevis naede til lignende forhold. Semantisk
skelnede Tarski mellem objektsprog og metasprog, hvor
sidstnzvnte er det sprog der taler om objektsproget. Med
denne skelnen og diverse krav til objekt -og metasprog (bl.a
skal objektsproget betragtes som idealsprog og ihvertilfalde
vere semantisk lukket d.v.s ikke indeholde sin egen semantik
i modsaztning til et naturligt sprog, der er semantisk lukket
og som derved frembringer semantiske paradokser) segte
Tarski at give en sandhedsdefinition, der undgik semantiske
paradokser som legner paradokset. Denne bliver i sin
korteste udgave frembragt af satningen "Jeg lyver.".

Lad nu S' vare et sprog der indeholder et sandhedspradikat.
Med andre ord skal T-saztninger at typen " "P" er sand netop

-25-



hvis P "vare satninger i S', hvor "P" er navnet p3 en
setning P fra objektsproget. Lad nu objektsproget vare en
teori T. Hvis nu satningen, der siger at alle teorier fra T
kan tilskrives pradikatet "sand" og denne er bevislig i
metasproget S' siges sandhedsdefinitionen I S' at vare
normal. Det er her uklart om konsistens af f.eks. de
naturlige tals teori kan vises ved at finde et passende
metasprog med en normal sandhedsdefinition for denne teori
(faktisk kan konsistens ikke vises pd denne mdde, jvf.
Fraenkel m.fl. 1973 p.294). S i : =

Bestrzbelserne strandede imidlertid pd, at metasproget .
skulle vere strengt starkere end objektsproget for at vise, .
at der fandtes en sddan normal sandhedsdefinition. Alts3 har
vi et forhold analogt til det mellem metamatematikken og den
formaliserede matematik. Disse begransende resultater taler
for sig selv, men lad os i det feolgende se 1idt pd i hvilke
omfang Hilberts ideer lever videre, og lad os i denne ’
forbindelse forsege at give en vurdering af hans filosofiske
holdepunkter. ’

Forst kan vi kort repetere Hilberts matematikfilosofiske -
synspunkter. I sit syn pa matematiske teoriers .
genstandsomrade tager Hilbert i ferste omgang bolden op -
efter Kant ;

"Schon Kant hat gelehrt -und zwar bildet dies einen
integrierenden Bestandteil seiner Lehre-, dass die
Mathematik lber einen unabhidngig von aller Logik gesicherten
Inhalt verfiigt und daher nie und nimmer allein durch Logik
begriinden werden kann,..." (Hilbert 1930 p.275).

Med andre ord er matematiske satninger syntetiske og ethvert
forseg pa en reduktion af matematik til logik er p& forhand
udelukket. Dette er dog ikke en dogmatisk holdning men
begrundes ved at "vielmehr ist als Vorbedingung fir die
Anwendung logischer Schliisse und fir die Betdtigung
logischer Operationen schon etwas in der Vorstellung
gegeben: gewisse, ausserlogische konkrete Objekte, die
anschaulich als unmittelbares Erlebnis vor allem Denken da
sind." og "Dies ist die philosophische Grundeinstellung, die
ich fir die Mathematik wie iiberhaupt zu allem
wissenschaftlicher Denken, Verstehen und Mitteilen fir
erforderlich halte und ohne die eine geistige Betdtigung gar
nicht mdglich ist. Und insbesondere in der Mathematik sind
Gegenstand unserer Betrachtung die konkreten Zeichen selbst,
deren Gestalt unserer Einstellung zufolgen unmittelbar
deutlich und wiedererkennbar ist." (Hilbert 1930 p.275).

Denne forstdelse af visse matematiske genstande som givet
ved intuition og som en nedvendig forudsatning for
overhovedet at kunne tale om matematisk viden er helt i
Kants and. Det kan ikke siges klarere, at denne forst3else
er roden til Hilberts forstdelse af matematiske objekter som
vaerende ikke logiske, Videre ser vi, at denne intuition er
som hos Kant a-priori. Facit bliver at den matematiske
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erkendelse er a-priori ikke-analytisk erkendelse.

I talteorien er det symbolerne I, II, III, IIII osv., der er
de genstande, som vi har ovennavnte intuition om, dvs. vi
‘kan intuitivt skelne disse fra hinanden ( modsat empiriske
objekter), og det er disse symboler, vi refererer til nar vi
taler om to, tre osv. elementazre satninger son 2<3 er sa ’
udsagn om forholdet mellem de intuerede symboler 2 og 3.
Denne opfattelse holder ogsa for mere komplicerede satninger
sa lenge vi holder os til tal, der er endelige samt undgar
kvantorisering over uendelige totaliteter i de tilfzlde,
hvor disse 1kke kan reduceres til i pr1nc1ppet at vere
finite.

Hilbert har her selv et eksempel med satningen "Der findes
for det storste kendte primtal p et primtal, der er sterre
end p". Hvis det tages som synonymt med "der findes for det
storste kendte primtal p et primtal der er storre end p og
mindre end p!+1 holder vi os indenfor det finitte omrdde, da’
det i praksis er denne s®tning, man viser. I dette tilfazlde
er eksistenssztninger reducerbare til en disjunktion mellem
endelig mange satninger. Det er dog almindeligvis ikke i
denne betydning ek51stenskvantoren bruges. I det generelle
tilfalde er setningen 3x P(x) "ekvivalent" med;

P(Xq)VP(X3)VeeoVP(Va)Vass,
en udvidelse der bringer os‘uddver det finitte, -

Vi kan altsd ikke generelt reducere saztninger med kvantorer
ved at transformere disse til hhv. endelige disjunktioner og .
endelige konjunktloner. En anden udvej kunne vere at vise -
WVWx'p(x) i stedet for at vise I3x P(x). Dette giver endda
ofte behagelige, pracise og korte beviser, men hviler pad et
andet kontroversielt princip -tertium non datur. (Hilbert
1930 p.279) (Her er der 1lidt forvirring omkring sprogbrug.
Tertium non datur er et logisk princip. Hilbert forstar pa
p.196 ogsa dette som det semantiske princip bivalens, eller
rettere Hilbert synes her ikke at lave en-distinktion mellem
logik og semantik.) Generelt. kan vi altsa ikke behandle
kvantorer ved finitte metoder, ligesom man indenfor Cantors
mengdelare ikke kan behandler uendelige me&ngder som endelige
totaliteter. Cantors mangdelare har tilgengald (med rimelig
grund) hgj anseelse hos Hilbert; :
"Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns
niemand vertrieben kénnen." (Hilbert 1930 p.274), ligesom
det ‘udelukkede 3. princip samt eksistenssatninger ikke er
til at undvare;

"Dieses Tertium non datur dem Mathematiker zu nehmen, ware
etwa, wie wenn man dem Astronomen das Fernrohr oder dem
Boxer den Gebrauch der Fauste untersagen wolte. Das Verbot
der Eksistenzsdtze und des Tertium non datur kommt ungefahr
dem Versicht auf die mathematische Wissenschaft iiberhaupt
gleich."(Hilbert 1930 p+307). Disse objekter og principper
m.m skal pa trods af deres. kontroversielitet indpasses i

-27-



-Hilberts matematik. Objekterne, altsd f.eks. de uendelige
totaliteter, opfattes som ideelle objekter (sadanne er set
for i matematikken f.eks. "i" i den komplekse analyse;
"Gerade wie i=V-1 eingefiihrt wurde, um die Gesetze der
Algebra, z.B. die iiber Existenz und Anzahl der Wurzeln einer
Gleichung, in der Eineinfachsten Gestalt
aufrechtzuerhalten;..". (Hilbert 1930 p.279) og mens de
finitte objekter har en mening, er de ideelle objekter
meningslese, ligesom de logiske symboler og satninger i den
logiske kalkyle er meningslgse. Det, der betyder noget, er
om indferelsen af disse ideelle objekter og kontroversielle
érincipper bevarer de matematiske systemers konsistens.

Vi kan her kort bemerke, at Hilbert igen tager bolden op
efter Kant, idet Hilberts ideelle objekter er set fer pa den
filosofiske scene med Kants forstdelse af fornuftsideer.
Disse er ikke hos Kant -og heller ikke hos Hilbert-
absolutte i den forstand, at de har samme ontologiske status
som f.eks. objekter, der er genstand for vores perception.
De er konstruktioner og generalisationer, der kan tjene som
ledetrade for vores erkendelse. Hvis man ifslge Kant troede,
at fornuftsideer som gud, verden som et hele betragtet, osv.
havde denne status, sa ville man lgbe ind i selvmodsigelser.
Nu var Kants sigte med sin argumentatlon den rationelle
udlegning af fornuftsideer, og nar han taler om
selvmodsidelser, sd er det langt fra med matematiske teorier
i mente, men hvis man "trakker" Kant lidt, kan man med nogen
rimelighed 51ge, at ogsa de mangde teoretiske anomalier er
symptomer pa en fejlagtig udlagnlng af fornuftsideer som
uendelige totaliteter. Disse ma snarere betragtes som
requlative ideer, der altsd skal spille rollen som ledetrdade
for den matematiske erkendelse. Disse har deres
berettigelse, sa lange de spiller denne rolle godt. Kunne
der gives et finitistisk konsistens bevis, ville de have
Hilberts bl3 stempel pa, at de spillede denne rolle szrdeles
overbevisende.

Nu har vi set, at det ikke er muligt at pavise konsistens pa
en rimelig made. Dette har dog for det meste affedt en
pragmatisk holdning, der gér ud pa at sd@ lenge inkonsistens
ikke er blevet bevist, sd opererer vi videre med de ideelle
objekter og s@tninger som om Godel aldrig var kommet med
sine sztninger. Denne beskrivelse passer bedst pa de
matematikkere, hvis omrader ligger fjernt fra den mere \
grundlagsorienterede matematik. I denne sgger mere
formalistisk orienterede matematikkere bl.a. at undersege
forholdet mellem forskellige systemers styrke. Her kan man
f.eks. ordner disse systemer efter styrke startende med
svage aritmetiske systemer, videre med analyse og
forskellige mengdeteoretiske systemer for at slutte med
systemer, der implicerer store kardinaliteter, Ved at
undersege forholdet mellem siadanne systemer kan man fa
information om, hvor starkt et bestemt system er, hvor
systemet placerer sig i dette (partielt) ordnede hieraki, og
hvor starkt et system der skal til for at bevise konsistens.
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Dette bersrer ogsd et andet problem. Hvis man har et givet
matematisk problem, hvor meget matematik skal der stables pa
benene for at leose det? Specielt hvis dette problem er
indenfor det felt S.G. Simpson kalder ordinzr matematik
deves.;

"Mainstream mon-set-theoretic mathematics, i.e. mathematlcs
as it used to be before the abstract set theoristes got hold
of it .....thus ordinary mathematics includes geometry,
number theory, calculus, differential equations, real and
complex analysis, countable algebra, ability theory. It does
not include abstract set theory, abstract funktional o
analysis, general topology or uncountable algebra (Simpson
1984 p. 783p).

Man kan se Hilberts program, som et forseg pa at bygge bro
mellem den klassiske matematik og datidens-
konstruktivistiske synspunkter, som is@r representeredes af
Kroenecker og Brouwer. Metamatematikken var imidlertid for
restriktiv en konstruktiv matematik til, at programmet kunne
gennemfores, men inspireret af et "udvidet" konstruktiv

- konsistens bevis nemlig beviset for konsistensen af Peano
aritmetikken relativ Heyting aritmetikken (se afsnittet om
intuitionistisk aritmetik) kan W. Sieg med Bernays bemzrke ;
"It thus became apparent that the "finite standpunkt"lis not
the only alternative to classical ways of reasoning and is
not implied by the idea of proftheory. An enlargning of
methods of proof theory was therefore suggested ¢ instead of
a restriction to finitist metods of reasoning it was
required only that the arguments be of a constructive
caracter, allowing us to deal with more general forms of
inference."(Sieg 1984 p. 174).

Dette giver anledning til en noget bledere formulering af
Hilberts program :

"Thus the question, can we prove the system S for this part
of mathematics to be consistent by finitist means? Must be
replaced by, can this T, which is significant for this part
of mathematics, be shown to be consistent by appropriate
constructive means? Or, to paraphrase the new question is T
reducible to a constructive justified theory? Hilbert and
Bernays considered "ordinary analysis" as the most
significant T for which this modified goal should be
pursued" (Sieg 1984 p. 174).I forbindelse med diskussionen
omkring intuitionisme skal vi vende tilbage til nogle af .
disse og beslzgtede temaer.-

Jeg har tidligere forsegt at besrklve Frege udfra en
sprogfllosoflsk vinkel. Vi skal ogsa se intuitionismen i
dette lys, sa lad mig preve -for egen regning- at gere de
filosofiske aspekter ved Hilbert fardige ved en
ekstemporering af hans meningsteori. Vi kan ferst bemerke,
at det kun er de reelle satninger, der er direkte
meningsfulde hos Hilbert. De ideelle elementer 1ntroduceres,
for at bestemte egenskaber skal vere almengyldige.
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Eksempelvis kan man i geometrien introducere "uendelige"
elementer sdledes, at s®tningen om at to forskellige linier
netop vil sk@re hinanden en gang har universel gyldighed.
Formalet med at introducere sddanne ideelle elementer er at
lukke visse egenskaber, sdledes at vi far pane afrundede
teorier;

"Es ist aber bekanntlich durch Einfiirung idealer Elemente,
ndmlich der unendlich fernen Punkte und einer unendlich
fernen Geraden zu errelchen, ‘dass der Satz, wonach zwei
Geraden sich immer in einem und nur einem Punkte schneiden,
allgemeln giltig wird." (Hllbert 1930 p.268)

En mere normal formalistisk fremgangsmade er dog at
fastlegge de ideelle satningers mening via den
interpretation, det system, som saztningen er del af, har.
Trukket skarpt op vil dette sige, at den vasentligste
meningsbarende sproglige entitet hos formalisten er et
system af s®tninger, i modsaztning til Frege hos hvem den
enkelte satning spillede denne rolle. Den enkelte (ideelle)
setning har hos formalisten sin rolle angivet ved dens
relation til de andre s®tninger i systemet, dvs. i sidste
ende har den sin mening forankret i de reelle satningers
mening -vel og merke hvis systemet er konsistent. Denne
forankring er dog pa ingen made uniform, men afhanger af den
enkelte ideelle s@tnings bevis. Formalistens position er
saledes et udtryk for en meningsteoretisk semi-holisme, men
hvor vi s3, at Frege gjorde meningsteorien til brazndpunktet
for sine filosofiske undersegelser, er den hos formalisten
snarere en slags appendix til den ontologiske tese om den
del af matematikken, der har et perciperbart genstands
omrdade. Specielt kan meningen af de logiske konstanter ikke
specificeres. Deres mening er fastlagt via de
interpretationer et formelt system har. Hvis dette system
har en eller anden overraskende model, eller hvis vi far
nogle overraskende satninger, ma& konklusionen vere, at ogsd
disse er med til at fastlagge meningen af konnektiverne. Det
er alene i den finitistiske kerne af matematikken, man kan
sperge om de enkelte saztningers mening.

Ovenstdende beskrivelse passer ikke helt p3 Hilbert, men
uanset hvilken mening han tillagger de ideelle satninger, sa
er deres berettiglse i sidste ende afh®ngig af et
konsistensbevis.

Spergsmalet er nu, om det kan siges, at vi har et matematisk
sprog, der fungerer pa denne mide; forstdr vi f.eks. en
s@tning fra analysen som kun givet ved den rolle den spiller
i forhold til andre satninger fra analysen, med andre ord
kan man ferst forstd en s@tning fra denne del af
matematikken, nar vi er fortrolige med analysen -punktum ?
Tanken synes noget underllg, men den tranger sig
selvfelgelig ferst pa, hvis man tager problemstillingen
alvorllg. Mere almlndellgt er en pragmatisk holdning til
sadanne spargsmal.
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Hilbert selv anser en razkke andre forhold for mere centrale.
Her er det iser palaggende for Hilbert at retfaerdiggere den
klassiske matematik. Dette ses i en rakke af de steder hvor
vi har citeret Hilbert. Til dette bemzrker Kreisel;

"....the rejection of the tertium non datur is much more
like depriving non -commutative algebra of the rule ab=ba
than a boxer of the use of his fists". og "...a '
characteristic of Cantors set theory is the abundance of
transfinite mashinery which Hilbert regarded in the same
paper as "ideal" elements to be used ad gadgets to make life
smoother" (Bennacerraf 1983 p. 208 og 209).

Det er her klart, at Kreisel peger pa den aura af bevarelse,
der omgiver Hilbert. Hvor Hilberts paradigme pi ideelle"
genstande nemlig complekse tal faktisk har en mening givet
ved meningen af de reelle tal, savner Hilberts ideelle
totaliteter og sztninger i hej grad dette forhold. Hermed
peges der pad en vesentlig forskel pa& formalister og de
grundlagsmatematikkere, der tager Hilberts finitistike
synspunkter alvorligt samtidig med, at de anser de bevarings
messige aspekter for uvasentlige -f.eks. intuituinisterne.
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BROUWER

I det foregaende afsnit har vi mest koncentreret os om en
skildring af det formalistiske program, samt set pa de to
grundlaggende teser;

1). Matematik er baseret pa en intuition.

2). Gennemferelsen af smuk, klar og enkel matematik kraver
indferelse af ideelle entiteter, hvis berettigelse er givet
ved et konsistensbevis (og efter Godel ad pragmatisk vej).

Det er mest den anden tese og dens konsekvenser vi har
problematiseret., Derimod har vi ikke beskazftiget os meget
med den forste tese andet end at have sagt, at Hilberts
opfattelse er, at denne basale intuition er en intuition om
perceptuelle objekter. Her ligger Brouwer tattere op ad
Kant, idet han godtager Kants tids-intuition (samtidig med
at han i lyset af den ikke-euklidske geometri afviser Kants
rum-intuition). Denne tids-intuition er klart ikke af
perceptuel karakter -sd mens Hilberts opfattelse nasten
tvinger ham over i den empiriske greft, og at man hermed ma
sige, at ihverttilfelde den finitte matematik er
syntetisk/a-posteriori, sd forbliver Kant og Brouwer med ham
i den syntetisk/a-priori erkendelsessfzre.

Der, hvor den steorste forskel mellem intuitionister og
formalister viser sig, er imidlertid med hensyn til de
ideelle entiteter. Deres berettigelse er helt udelukket
ifplge intuitionisterne. Betyder dette sia, at
intuitionistisk matematik blot er finitistisk matematik? Vi
skal i det felgende se, at svaret her er nej. For det ferste
er den interessante matematik ifeslge formalisten tilknyttet
den ikke finitistiske del. Den finitistiske skulle blot
tjene til, at vise den infinitistiske dels konsistens. Sa
lenge den finitte matematik holdt sig til ukontroversielle
principper mm. og udvikledes tilpas til ovennavnte formal sa
var den interessant. At undersege, hvor langt man kunne na
ad finitistisk vej, var derimod knap sa interessant -
specielt pa baggrund af Gddels anden
ufuldstendighedss®tning, der viser, at den finitte matematik
skulle udvides til langt ud over sine graznser for at kunne
pavise konsistens af noget interessant matematik.
Intuitionisterne derimod er netop interessereret i at
udvikle den konstruktive del (som for dem er den eneste
"del") sa vidt som muligt og vi skal senere se, at man
faktisk har gjort dette i en grad, der langt overgar den
finitistiske matematik hos formalisterne. Men lad os
allerfeorst vende os mod Brouwers filosofi (eller mangel pa
samme) .

I redegerelsen indtil nu har vi lest skitseret Brouwers
filosofi som tilherende en kantiansk tradition. Dette er
der en del sandhed i, og det er ihverttilfelde i
overenssemmelse med de fleste udlagninger af Brouwer, men at
sige at det er hele sandheden er nok en tilsnigelse., F.eks.
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er der i Benacerraf og Putnam (1983) en artikel af Brouwer
(Counsciougness, Philosophy and Language, 1948) genoptrykt i
en forkortet udgave, der er renset for Brouwers mere
ufuldstendige, naive og solipsistiske synspunkter af mystisk
tilsnit. Synspunkter der har lige sa meget tilfelles med .
hinduistisk filosofi som med den europaiske filosofi
tradition. Dette ses tydligst i Brouwers beskrivelse af,
hvori vores intuition bestar. '
Som vi har navnt ovenfor forstdr Brouwer "intuition" pa
: samme made som Kant nemlig som en intuition om
L virkelighedens grundstruktur, men hvor Kant (og faktisk ogsa’
: Hilbert) begrundede sin intuition ud fra det faktum, at vi
rent faktisk har videnskablig erkendelse og ser denne som
blot en blandt flere erkendelsesformer, seger Brouwer at
give en slags psykologisk redegerelse af 1ntu1t10nens
beskaffenhed og ser denne som varende andre
erkendelsesformer overlegen. Centralt er hans forstaelse af
den madde vores bevisthed fungerer pa, fordi hans synspunkter
her har v1dtrakkende konsekvenser for hele han tankegang.
Det er dog svaert pa dette punkt at give en pracis
beskrivelse af Brouwers tankegang, da han ger udstrakt brug
af metaforer, sa lad os starte med et citat;
"Consciousness in its deepest home seems to oscillate
slowly, will-lessly, and reversibly between stillness and
sensation. And it seems that only the status of sensation
allows the initial phenomenon of the said transition. The
initial phenomenon is a move of time. By a move of time a
present sensation gives way to another present sensation in
such a way that counsciousnes retains the former one as a
past sensation, and moreover, through this distinction
between present and past, receds from both and from
stillness, and becomes mind. As mind it takes the function
of a subject experiencing the present as well as the past
sensation as object. And by retteration of the two-ity-
phenomenon, the object can extend to a world of sensations
of motley plurality. In measure of the irreversibility with
wich the subject has receded from an element of the object,
this element loses its egoicity, i.e. Gets estranged from
the subject, and in measure of the estrangement, mind
becomes disposed to desire and apprehension, and
consequently to positive or negative conative activity with
respect to the element in question. " (Brouwer 1975 p.480).

Det, der er givet for den rene bevisthed, er altsd en stadig
strom af indtryk, hvor hukommelsen er i stand til at
fastholde foregaende indtryk. Bevisthed er i stand til at
differentiere mellem et givet indtryk, foregaende indtryk og
fraveret af indtryk. I og med at bevistheden har denne evne,
hvor den centrale struktur er tiden, blever den til
"forstand". Den rene forstand kan dog udsattes for
forskellige folelser som lyst, angst, forvirring m.m., ved
at en genstand, nar denne genstand ikke "“opleves"
umiddelbart, s@ at sige fjerner sig fra forstanden. Efter
denne beskrivelse af "bevistheden", "in its deepest home" og
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narmeste omegn fortsatter Brouwer sin beskrivelse af
bevisthedens geremal, ndr denne er kommet lidt hjemmefra. Af
de forskellige indtryk, som bevistheden udszttes for, er der
nogle som vender tilbage igen og igen i bestemte
rakkefoslger, Der er her tale om kausale felger. Hvis man
overhovedet kan give en filosofihistorisk karakteristik af
denne meget ufuldstandige redegesrelse, ma man her snarere
sammenligne Brouwer med Hume end med Kant.

Andre indtryk er tidsuafhzngige og uden tilknytning til
subjektet. Disse kaldes- ting, og blandt disse er der
individer. Hele sammensuriet af indtryk hos et subjekt
kaldes sjzlen. Foruden den rene bevisthedsflugt og
forstandens organisering af kausaliteter findes der ogsa
andre subjekters organisering af kausaliteter. De
forskellige subjekters kausale tznkning organiseres i
groupers og institutioners kausale taznkning. Om forholdet
mellem disse skriver Brouwer;

"In the preceding, account has been rendered of three
successive phases of the exodus of consciousness from its
deepest home. Of these phases the naive one was opened with
the creation of the world of sensations. The isolated causal
one with the setting in of causal activity and the social
one with being involved in cooperation with other
individuals. Regression from the third to the second phase
appears to be frequent and easy, but from either of these
regression to the naive phase seems hard to realize, more
easily a temporary refluence to the deepest home leaving
aside naivity, through the free-will-phenomenon of
detachment concentration. The question arises, wether and
where, on and after this exodus of consciousness, beauty,
mutual understanding, wisdom and truth can be found".
(Brouwer 1975 p.482).

M.h.t. skenhed mener Brouwer, at denne findes pa alle
niveauer, dog forst og fremmest nar bévistheden er i den
naive fase;

"But the fullest constructional beauty is the introspective
beauty of mathmatics, where instead of elements of playful
causal acting, the basic intuition of mathematics is left to
free unfolding. This unfolding is not bound to the exterior
world, and there by to finiteness and responsibility;
consequently its introspective harmonies can attain any
degree of richness and clearness. (Brouwer 1975 p. 484).

Det ses, at det er den rene bevistheds virke uden
indblanding af felelser eller pavirkning fra virvaret i den
ydre verden, der anses for at vare den mest ophsjede form
for erkendelse. Det er i matematikken man kommer nzrmest
dette ideal. Nu er det set fer i filosofihistorien, at
matematikken er trukket frem som eksempel pa& den
bevisthedsmassige renhed, f.eks. hos rationalisterne var
matematikken paradigme videnskaben, og hos Platon kom man i
matematikken tzt pa ideernes verden. Der er dog afgsrende
forskelle pa disse eksempler og Brouwers synspunkt. Hos
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rationalisterne er det den diskursive tenkning, der er i
hojsede (Denne mdtte dog nedvendigvis bygge pa nogle
intuitioner.), modsat Brouwers intuition hvorved bevistheden
umiddelbart forenes med det erkendte. Ogsa m.h.t. Platon er
der forskel. Mens ideverdenen for Platon har en eksistens -
endda i h@jere grad end den materielle verden- sa geor ‘
Brouwer sig ingen forestilling om, hvorledes "den rene
bevisthedsverden" ser ud. Der er ikke her nogen realitet som
kun afdekker bevisthedens flugt. Denne skaber efterhaden sa
at sige en verden, og kun de fznomener, som bevistheden har
-haft adgang til, eksisterer. Man kan snarere sammenligne
dette med trazk fra hinduismen. :

Dette understottes af flere forhold. For det fgrste er
Brouwers terminologi noget svavende og metaforisk. Herved
sgges at give en beskrivelse af noget, der fundamentalt er
ubeskriveligt -i mystikken det guddommelige/ absolutte, hos '
Brouwer de dybeste og reneste hjerner af vores erkendelse.
For det andet lagger Brouwer ikke skjul pa dette forhold,
hvilket f.eks. ses af den feslgende passage, hvor Brouwer
citerer det indiske digt Bhagavad- glta, der er et af
hinduernes hellige skrifter;

"Eastern devotion has perhaps better expressed this w1sdom
(som er en indsigt i at kausal tenkning og handlen er ikke-
smuk og en viden om at den exterieure verdens virvar har
infiltret bevistheden) than any western man could have done.
For instance in the following pasages of the Bhagavao-gita
which even in translation have conserved their electrifying
power;"a man should not hate any living creature. Let him be
friendly and compasoinate to all. He must free himlself from
the delusion of I and mine. He must accept pleasure and pain
with an equal tranquillity. He must be forgiving, ever
contented, self -controlled, united constantly. His resolve
must be unshakeable." "He neither molests his fellow-men,
nor allows himself to become disturbed by the world. He is
no longer swayed by joy and envey, anxiety and fear." " He
is pure and independent of the body's desire. He is able to
deal with the unexpected : prepared for everything,
unperturbed by anything. He is neither vain nor anxious
about the results of his actions." "He does not desire to
rejoice in what is pleasent. He does not dread what is
unpleasent, or greive over it. le remains unmoved by good or
evil fortune." "His attitude is the same toward friend and
foe. He is indifferent to honour and insult, heat and cold,
pleasure and pain. He is free from attachment. He values
praise and blame equally. He can control his speech. He is
content with whatever he gets. His home is everywhere and

nowhere."."

Den mest ophesjede form for erkendelse er hos Brouwer altsa
den intuitive erkendelse der nas ved en introspektion, der
ikke alene forarsager den materielle verden men ogsa
intellektets "verden (Brouwer 1975 p.3).

Matematikken er netop et eksempel pé& en sadan ophgjet
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erkendelse. Som sadan bliver matematik altsa en mental
aktivitet. Dette skal ikke kun forstas derhen, at man skal
bruge krydderen, ndr man laver matematik -det er alle vist
enige om, at man skal. Det skal forstds sadan, at matematik
kun har berettigelse som mental aktivitet (Vi skal senere
se, at f.eks. sprog og logik i denne sammenha&ng er sekundare
aktiviteter.), og at der ikke findes nogen vasentllg
matematisk komponent, der er ikke mental altsa ikke glvet
intuitivt. Hvori denne intuition n@rmere skal besta ifelge
Brouwer, skal vi se pa om lidt.

Fprst kan wvi konkludere, at Brouwer -starkt 1nsp1reret af
trek fra 1nd1sk mystik- nar frem til at matematisk
erkendelse nds ved introspektion og distanceren fra ikke
alene den materielle verden men ogsa fra den intellektuelle
virksomhed f.eks. som repraesenteret ved den rationelle
teznkning. Konsekvensen heraf bliver det ontologiske
synspunkt, at matematiske entiteter er mentale storrelser,
der er resultatet af den rene bevistheds frie udfoldelse,

4

Lad os nu se narmere pad, hvori denne meget omtalte intuition
bestar. Ifslge Brouwer har man to basale intuitioner. Den
forste er restriktiv af karakter, og hvis dette var vores
eneste intuition var matematik begranset til at omfatte de
naturlige tals teori. Den anden intuition har dog mere
righoldige konsekvenser. Hvis vi ser "teknisk" pa sagen, sa
tillader denne bl.a. intuitionistisk analyse og mazngdelzre.

Om den forste intuition siger Brouwer;

"The first act of intuitionism completly separates
mathematics from mathematical language, in particular from
the phenomena of language which are described by theoretical
logic, and recognizes that intuitionistic mathematics is an
essentially languageless activity of the mind having its
origin in the perception of a move of time, i.e. of the
falling apart of a life moment into two distinct things,

one of which gives way to the other, but is retained by
memory. If the two-ity thus born is divested of all quality,
there remains the empty form of the common substratum of all
two-ityes. It is this common substratum, this empty form,
which is the basic intuition of mathematics" (Brouwer 1975

p.509).

Vi ser, at denne forste intuition indbefatter flere
genkendelige temaer, som er direkte fglger af de mere
mystiske udredninger hos Brouwer; Matematik som sprogles
aktivitet og specielt som varende priori til logik,
intuitionen om tidens struktur, der medferer en intuition om
to~heden, svarende til pa den ene side det der er fastholdt
i hukommelsen og det der umiddelbart er stillet over for
bevistheden. S. Korner (1971) har en god analogi pa
forholdet mellem den matematiske virksomhed og sproget.
Forholdet mellem disse ser han som verende den samme som
forholdet mellem oplevelser ved bjergbestigning og den
sproglige beskrivelse heraf. Sproget og hermed logikken er
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kun remedier, hvormed denne oplevelse formidles videre, men
overhovedet ikke en del af selve oplevelsen. P4 samme vis
har sproget og logikken lige sa lidt med den matematiske
aktivitet at gere. Hvis man vil fortzlle andre om ‘ »
resultaterne af denne aktivitet, er man selvfelgelig
afhengig af sproget, men forssger man at drive matematik
uden den introspektive konstruktive virksomhed, som f.eks.
formalisterne ger ved brug af den klassiske logik, sa kommer
man pa afveje.

Brouwer selv navner her et centralt eksempel pa, hvor der
optrader divergens mellem den konstruktive sproglige
aktivitet, der altsd gerne skal afspejle, hvad man rent
mentalt kan konstruere og den klassiske sproglige aktivitet,
der ikke tager dette hensyn si n@je..Det er ved den uhzmmede
brug af det udelukkede tredjes princip. At dette princip
ikke er et "konstruktivt" princip vil enhver formalist
selvfelgeliqg ikke benazgte, men hvor dette ikke betyder
alverden for formalister, er det for intuitionisten et
vesentligt eksempel pa, hvor man klassisk er galt
afmarcheret (Vi skal behandle dette tema senere sa lad os
hvile med denne noget vage skitse). Ud over dette og nogle
£f4 andre eksempler, er Brouwer ikke s®rlig specifik pa dette
omrade, men f.eks. Heyting, der var neget sympatisk stemt
overfor Brouwers ideer, gav mere eksplicitte beskrivelser af
f.eks. intuitionistisk logik. Intuitionisterne ser igvrigt
ogsd paradokserne som et symptom pd, hvor langt pa afveje
den klassiske matematik er i sin tiltro til de lingvistiske
aktiviteter. Uendelige totaliteter er kun noget vi sprogligt
kan hdndtere. I den mentale verden kan vi kun have begreb om
f.eks. de naturlige tal som en fremadskridende felge af
entiteter, hvor vi ved vores to-heds intuition konstruerer
den n+1'te ved at fastholde de n foregdende i vores
hukommelse som en totalitet, samtidig med at der for vores -
bevisthed fremtrader et nyt f®znomen. Uendeligheder er
saledes potentielle uendeligheder.

Hvis nu denne ferste intuition var vores eneste, ville
matematik vere en sw@lle sterrelse, men her er det, at vi
ifzlge Brouwer har en anden intuition; .

". .., a much wider field of development which includes
analysis, and in several places far exceeds the frontiers of
classicall mathematics, is opened by the second act of
intuitionism which recognizes the possibility of generating
new mathematical entities: Firstly in the form of infinitley
proceeding sequences D, sPgs eesoy whose terms are chosen
more or less freely from mathematical entities previously
acquired; in such a way that the freedom of choice existing
perhaps for the first element p, may be subjected to a
lasted restriction at some following py, and again and again
to sharper lasting restrictions or even abolition at further
subsequent py's, while all these restricting interventions,
as well as the choice of the py's themselves, at any stage
may be made to depend on possible future mathematical
experiences of the creating subjekt; secondly in the form of
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mathematical species, i.e. properties supposeable for
mathematical entities previously aquired, and satisfying the
condition that, if they hold for a certain mathematical
entity they also hold for all mathematical entities which
have been defined to be equal to it, relations of equality -
having to be symmetric, reflexive and transitive;
mathematical entities previously aquired for which the
property holds are called elements of the species. (Brouwer.

1975 p. 511).

Vi skal senere se pa, hvorledes det intuitionistisk
kontinuum konstrueres-ved brug af disse frie valg folger
samt brug af intuitionistiske begreber som det ovennavnte
"specie", der er en slags intuitionistisk m®ngdebegreb. Vi
kan dog bemazrke, at vi pa forhand kan udelukke, at disse
felger, der er givet ved frie valg "hen ad vejen", kan
beskrives ved en algoritme, idet samtlige algoritmer er en
nummerabel mengde (En algoritme er en endelig symbolstreng
der ved Godelnummereringen kan till®zgges et naturligt tal).
Hvis disse folger kunne beskrives ved algoritmer, ville man
ikke kunne hazve sig over en mangde af samme megtighed som de
naturlige tals og i hvertilfazlde ikke kunne komme i nerheden
af et kontinuum.

Bemzrkning: Det er interessant, at ovenfornavnte process,
der taller de beregnelige reelle tal, ikke kan udferes pa
beregnelig vis. Lad os antage, at denne talleprocess kan
gores effektiv dvs. udfores af en beregnelig funktion.
Folgen af beregnelige reelle tal (a,) antages altsa, som
givet ved en beregnelig funktion dn(s) (dn(s) er, den
beregnelig funktion, der for givet n og s beregner a, med
ngjagtigheden 1/s.). Det kraves her, at ethvert beregneligt
tal optrazder netop en gang i felgen (a,). Lad os med fal
betegne tallet, der er beregnet ved algorltmenci Vores
antagelse lyder nu, at idhi-an. Vi vil nu anglve en
algoritme A saledes, at tallet Pl ikke er med i folgen af
beregnelige tal (ap,).

Lad os deflnere M som folger.

For 100%™ <s<10R lad,S(s) vare 0,D, ,D, ""'Qh' hvor D¢
(i=1,2,...,k) tfas ved forst at lagge 5 til det i'te ciffer i
dJ10‘" ) og derefter reducere resutatet modulo 10. Nu er ag
bestemt med en nejagtighed pad 1074 ud fra dg(10¢ ),
dvs. det i'te ciffer i a afviger hejst med 1 fra di(10ét ),
og dermed bliver det i'te ciffer i a; klart forskelligt fra
D¢, som er det i 'te ciffer i {ﬂ8 Det er klart, at A(s) er
beregnelig, nar dp(s) er det. Pa den anden side er {p} ikke
lig noget tal i felgen (ap), daﬁegihvertilfalde afviger fra
a; pa den i'te pladsy

De beregnelige reelle tal er altsd ikke tallelige pa
beregnelig vis. Vi ser ievrigt, at argumentet lgber pa samme
made som Cantor's diagonaliseringsargument, hvor det vises,
at de reelle tal er overnummerable., -

Lad os nu se pa en rakke af de problemer, som Brouwers
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synspunkter rejser. For det forste opbygges verden ifelge
Brouwer ud fra de forskellige bevisthedsindtryk (Brouwer
1975 p. 480). Med dette som erkendelsens grundlag lgber man
ind i et gammelt problem vedrgrende den materielle verden og
andre subjekters bevisthed. Dette problem, der er en af
svarvagterne i filosofihistorien, kaldes omverdensproblemet,
og bestar i at give en redegsrelse for hvordan man alene ud
fra sine egne bevisthedstilstande kan etablere en viden om
den del af det verende, der er forskellig fra ens bevisthed
d.v.s. det materielle varende og det fremmede psykiske
verende. Hvis man ikke benytter sig af transcendente
argumenter, d.v.s. argumenter der mere eller (som regel)
mindre eksplicit ger brug af antagelser, der strengt taget
ligger udenfor hvad man alene med bevistheden kan erkende,
er det umuligt at nd videre end til ferste person ental.

Nu er det ikke underligt, at Brouwer lgber ind i dette

_ problem, idet hans fokusering pad det bevisthedsmassige i
forhold til "omverdenen" ferer en skarp sondring mellem sjeal
og legeme med sig. Denne sondrlng ses bl.a. ogsa hos
Descartes, Locke og Hume, der saledes var ude i samme
problem. Vi kan ogsd bemzrke, hvis vi bevages os lidt ud. pa
det filosofiske overdrev, at Brouwers forhold mellem den
rene bevisthed og fornuften svarer neje til forholdet mellem
Humes oplevelser (sensations) og ideer, men hvor Hume
vedkender et problem pad baggrund af denne skarpe sondring
mellem sjel og legeme samt en sensualistisk funderet
erkendelse, er Brouwer tavs. For det andet kan man spgrge
om, der er tale om erkendelse, hvis den hejeste form af en
sddan er sadledes beskaffen, at vi hver isar skal tilegne den
uafhengigt af andre erkendende subjekter med den klare
mulighed, at vi hver isar har vores egen forstielse af
verdens indretning. Dette synes at stride mod enhver
fornemmelse vi har mht. hvad erkendelse er. Bl.a. synes det
umuligt at kontrollere, om andre individer har f.eks.
matematisk erkendelse, hvis sproget, som vi normalt bruger
til at formidle en sadan kontrol, kun er et ufuldstandigt
randfznomen, hvormed vi efter bedste evne forseger at
formidle den egentlige erkendelse. Her peges der pa en anden
problemstilling, der ikke ligger i en lettere vegtklasse .end
omverdensproblemet nemlig det umulige i at kunne have et
privat sprog.

Dette folger efter Wittgensteins privatsprogs argument: At
beherske et sprog betyder ifslge Wittgenstein, at man er i
stand til at felge regler for korrekt/forkert anvendelse af
sproglige udtryk. Antager vi nu, at en person P har et
privatsprog mht. fornemmelser (Man kan her taznke pa smerte
fornemmelser, men ogsd pd Brouwers bevisthedsdbenbaringer).
Hver gang en bestemt fornemmelse optrader hos P noteres
tegnet F. Sporgsmdlet er nu ikke om, der findes offentllg
tilgengelige regler for den korrekte brug af F -sadanne
findes i sagens natur ikke men om P selv kan angive
kriterier for korrekt/forkert anvendelse af F og dermed
ihvertilfazlde tillagges en personlig forstdelse af F-

..3(]-




fornemmelsen. Hvis P skal kunne tillagges en sddan
forstdelse, md& han kunne sondre mellem korrekt/forkert brug
af F. Nu er det P selv, der skal opstille reglernes for
“korrekt/forkort brug af F, idet rent private fornemmelser
ikke kan udsattes for intersubjektiv kontrol. For P bliver
der ingen forskel pa at mene at have en F-fornemmelse og at
have en F-fornemmelse. Det eneste P kan gere er at notere et
F hver gang F-fornemmelsen optrader (eller menes at
optrazde), men herved bliver der ikke mulighed for fejltagen,
og der kan sdledes ikke skelnes mellem forkert og korrekt
anvendelse af F. Herved kan der ikke vare ‘tale om en
forstdelse af F. .

Vi ser, at dette argument rammer kernen i Brouwers
solipsistiske syn pa matmatiske objekter som varende
bevisthedsfa=nomener, idet det ifslge privatsprogsargumentet
ikke er muligt at have en privat erkendelse af psykologiske
fenomener., Ords korrekte anvendelse er, altsd ikke noget vi
personligt kan bestemme via private regler men derimod et
offentligt anliggende. Vi ndr hermed til en af den nyere
analytiske filosofis hovedesynspunkter nemlig
offentlighedsprincippet, der udtrykker, at man ikke kan
l®gge mere mening i et sprogligt udtryk end det som
udtrykket betyder i fazlleskabet af kompetente sprogbrugere.
Vi skal senere med Dummett se, at en syntese mellem Freges
semantiske tilgang til filosofien og offentlighedsprincippet
danner grundlaget for en moderne fundering af
intuitionismen, der filosofisk er en del sundere end
Brouwers faznomenalisme,

Tilsidst kan det kort bemzrkes, at Wittgensteins argument
ikke udelukker f.eks. bevisthedsfznomeners eksistens som
sddan. Disse har man selvfolgelig, og ndr man tilkalder
natlagen, fordi man har ondt i maven, sa er autoriteten mht.
maveondet patienten og ikke lazgen. Det som argumentet
omhandler er de erkendelsesma@ssige forhold vedrerende
private feznomener. (Skulle censor eller eksaminator her
alligevel vare sympatisk stemt over for Brouwers syn pa
forholdet mellem sprog og matematisk erkendelse, vil jeg
gerne have lov til at pege pa, at den redegorelse for dele
af den intuitionistiske matematik, der feolger, blot er et
fattigt levn af de mildest talt geniale tankekonstruktioner
og matematiske intuitioner, der ligger til grund).

Disse problemer samt den aura af indisk-mystik, der hviler
over Brouwer, gor at mange valger at se bort fra en del af
hans filosofi og gar sd langt som til at acceptere en
matematisk intuition og den narmere beskrivelse af, hvorledes
man nadr frem til intuitionistisk matematik og -logik ud fra
de basale intuitioner. Sdledes forstdet bliver Brouwer
placeret filosofihistorisk i forl®ngelse af Kant, samtidig
med at han renses for de mere mystiske synspunkter. Dette er
selvfelgeligt helt legetimt, men det bliver tilgezngald ikke
til en udlagning af Brouwers egne synspunkter. Yderligere
kommer Brouwers intuitionisme efter den "forbedrelse" til at
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tage sig ud som en temmelig dogmatisk position, der netop
savner en redeggrelse af, hvorfor det netop er de brouwerske
intuitioner man har mht. matematikken, og hvorfor sprog og
logik er underordnede fanomener.

Hvis man tilgengazld omfagner Brouwers "mysticme", er der
godt nok forbindelse til hans ontologi, men denne kommer til
at vare tilknyttet en mildest talt ufuldstendig filosofi,
der er stillet over for at skulle lgse nogle temmellg tunge

problemer.

Set i dette lys er det ikke sart, at mange formalister blot
har betragtet intuitionistisk matematik som en del af den
klassiske matematik. Dette kunne endda have en pointe i en
rekke tilfelde, f.eks. til en beskrivelse af algoritmisk
matematik. For intuitionister er dette imidlertid langt fra
tilfredsstillende. For det forste fordi .intuitionisternes
anden. intuition lagger op til en matematik, der pa en rzkke
punkter er forskellig fra klassisk matematik, saledes at
intuitionistisk matematik ikke blot bliver en konstruktiv
klassisk matematik. For det andet fordi den intuitionistiske
matematik for ham repraesenterer den eneste matematik. Hvis
intuitionsten skal have noget at sige p& dette punkt, ma
han i hvertilfzlde supplere sin ontologi med en langt mere
fyldestgerende filosofi. Vi skal i det na&ste afsnlt se,
hvorledes en sadan fllOSOfl kan tage sig ud.

-
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DUMMETT

Vi har set, at den traditionelle intuitionist argumenterer
for sit standpunkt i ontologiske termer, med en rzkke
bizarre implikationer vedrerende isar sprogets funktion til
felge. Endvidere kan diskussionen mellem intuitionisten og
platonisten hurtigt udvikle sig til en diskussion, om i
hvilken forstand visse kontroversielle matematiske entiteter
eksisterer. : .

Denne ontologiske diskussion -om den matematiske virkeligheds
beskaffenhed minder ifelge Dummett ikke alene om andre
ontologiske diskussioner med diverse genstandsomrader men
ogsa om en rzkke traditionelle metafysiske debatter;

"A belief expressed in "Realism" that.I still maintain is
that there is a range of traditional metaphysical desputes
relating to very different subject-matters but sharing a
common form,..."(Dummett 1978b p.xxx).

Fzlles for disse debatter er, at de udspiller sig mellem pa
den ene side realistiske positioner og pa den anden side
positioner, der benagter realismen. Fortalere for de sidste
positioner har ofte fine navne, som vi ikke skal komme ind
pa her. (Vi har set, at forskellen mellem Russell og Frege
m.h.t. begrebers ontologiske status netop var af denne
karakter. Frege var konceptuel realist, her var Russell
anti-realist dvs. nominalist.) Dummett bruger her den
farvelese fzllesbetegnelse "anti-realisme", og han
karakteriserer den generelle debat mellem realister og anti-
realister som feolger;

"...my preferred characterisation of a dispute between
realists and anti-realists one which represents it as
relating, not to a class of intities or a class of terms,
but to a class of statements, which may be, e.g., statements
about the physical world, statements about mental events,
processes or states, mathematical statements, statements in
the past tense, statements in the future tense, etc. This
class I shall, from now on, term "the disputed class".
(Dummett 1978b p.146).

Det, der er generelt for disse debatter, er, at realisten
havder, at det er de forhold i virkeligheden, som en given
setning referer til, der bestemmer indholdet af s@tningen.
Anti-realisten mener derimod, at meningen af en satning er
fastlagt ved de omstezndigheder, hvorunder denne er
erkendelig for os, dvs.;

"..., the realist holds that the meanings of statements of
the disputed class are not directly tied to the kind of
evidence for them, that we have, but consist in the manner
of the their determination as true or false by state of
affairs whose existence is not dependent on our possession
of evindence for them. The anti-realist insists, on the
contrary, that the meanings of these statements are tied
directly to what we count as evidence for them ..." (Dummett
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1978b p.146)

Eksempelvis sd vi, at debatten mellem nominalister og
begrebsrealister drejede sig om hvorvidt begreber havde en
objektiv eksistens eller ej. P4 samme made er debatten
mellem faznomenalister og realister mht. materielle objekter
samt debatten mellem intuitionister og platonister en debat
om hhv. ydre genstande og abstrakte matematiske sterrelser
eksisterer som egentlige bestanddele af virkeligheden.

Ifelge Dummett bestdr de traditionelle debatter mellem
f.eks. intuitionister og platonlster i at forsvare en af to
metaforer:

1) Realisten rolle kan sammenllgnes med geografens. Det,
matematikkeren ger, er at udforske den matematlske
virkelighed.

2) Anti-realistens rolle er som billedmagerens. Det,
matematikkeren ger, er at skabe det matematiske univers.

De traditionelle debatter er netop gaet i hadrknude her,
fordi der ingen autoritet er til at vaelge side i disse
debatter; Man skal valge hvilken en af de to metaforer, der
passer bedst pa detgenstandsomrade man diskuterer.

Med den generelle karakteristik som Dummett giver realisme-
debatterne, gar vi fra at diskutere om forskellige entiteter
har eksistens, til at diskutere om s@tninger indenfor et
given felt har reference. Spergsmalet om en sztning indenfor
et bestemt omrade har reference, er tilgengzld et sp@rgsmal
om, den mdde vi fastlagger meningen af en satning pa;

"The dispute thus concerns the notion of truth appropriate
for statements of the disputed class; And this means that it
is a dispute concerning the kind of meaning which these
statements have." (Dummett 1978b p.146)

Realisme debatterne er altsa dybest set debatter om,
hvorledes vores satninger far deres mening fastlagt. Mange
af de traditionelle metafysiske debatter er centrale for et
bestemt fagfelts praksis. F.eks har vi set, at Brouwers
ontologiske tese om, at matematiske entiteter er bevidstheds
fenomer, far vidtrazkkende konsekvenser. Pa samme mdde bliver
debatten mellem behaviorister og realister mht. ens mentale
tilstande starkt afhzngige af hvilken side man valger i
realisme debatten -en afgerelse her vil sa have konsekvenser
for savel filosofisk problemer som sjzl/legeme-problemet,
som (selvfelgeligt i mindre grad) den psykologike debat.

Dummett kan altsd med en vis ret havde, at en rakke
filosofiske problemer fiar deres mest generelle behandling i
meningsteorien. Dette skal dog ikke fa os til med vold og
magt at sege at leose alle meningsteoretiske problemer;

"To say that the theory of meaning is the foundation of
philosophy is not to say that nothing else can be done until
the main problems in the theory of meaning are resolved. On
the contrary, progress can be made on problems that arise in
other areas in advance of our having a satisfactory theory
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of meaning, even when these are problems in the context of
which the notion of meaning seems to be naturally invoked.
~ (Dummett 1973 p.672). , - :

Nu praktiseres megen matematik, uden at der skeles til
filosofien. Faktisk foregar den daglige matematik som oftest
pa denne mdde. Det er endda muligt gennem et helt -
forskningsliv at praktisere matematik, uden at lade sig.
bekymre om matematikken har nogen tilknytning til filosofi
-eller anden ikke-matematisk virksomhed _for den.sags skyld.
De fleste betydelige matematikere er dog enige om, at det er
enskeligt for ikke at sige nedvendigt, at matematikken har
en vis filosofisk forankring. Et sadant forhold melllem
matematik og filosofi er isar vaesentligt for intuitionisten
papeger Dummett i forordet til "Elements of Intuitionism";
"Intuitionism is a scandal to those who think that
philosophy is of no importance, or that it cannot affect
anything outside itself, or at least that there are some
things which are sacrosanct and beyond the reach of
philosophy to meddle with, and that among them are the
accepted practices of mathematicans" (Dummett 1978 p.viii).

Ogsa Frege mente, at man skulle tag de filosofiske problemer
vedrerende logik, matematik og sprog s@rdeles alvorlige. Her
herer enigheden mellem Dummett og Frege dog ikke op. De er
ogsa enige om sprogets rolle;

For at et sprog kan fungere som et kommunikationsmiddel ma
et udtryk som f.eks. setningen "I dag regner det." bestemme
et indhold, der er forstdeligt for andre sprogbrugere, dvs.
et udtryks mening er offentligqg.

Den narmere bestemmelse af, hvori denne offentlighed bestar,
kan man sa vare uenig om. Frege mente f.eks.,at det var de
omstandigheder der gjorde en satning sand/falsk, der
bestemte en sztnings mening. En lang rakke filosoffer, der
er enige heri, har udtrykt dette synspunkt i sloganet:" En
se@tnings mening er givet ved dens sandhedsbetingelser".

Wittgenstein derimod mente, at et udsagns mening er
udtegmmende givet ved dets brug, og at der ikke er nogen
facet af et udtryks mening, der ikke kan udmentes pa denne
vis. F.eks. kan der ikke vare nogen indre subjektiv
ingredient af et udtryks mening, der ikke kommer til udtryk
gennem brugen. Dummett tilslutter sig dette synspunkt, og i
"The Philosophical Basis of Intuitionistic Logic" har
Dummett 2 generelle argumenter for dette synspunkt
-~-generelle fordi de ikke knytter direkte an til det, at det
er matematiske satninger, vi her har i tankerne.

I det ferste argument sperges der "Hvad vil det sige, at et
individ har forstdet et bestemt udtryks mening?", med andre
ord "Hvornadr kan man siges at have en viden om et udtryks
mening?". I en raxzkke tilfalde vil man kunne eksplicitere
denne viden. F.eks. skal man angive meningen af ordet
"ungkarl", kan man komme med et synonym som "ugift mand".
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Hvis nu al viden om udtryks mening var af denne beskaffenhed
altsa som eksplicit viden, ville redegerelsen alene ved
hjelp af en henvisning til evnen til at eksplicitere vor:

. sproglig viden vare cirkuler. At forklare ords mening med
ord ville ikke flytte os ud af stedet. Eller som Dummett
udtrykker det; man ville ikke kunne l®re et nyt sprog uden
pa forhdnd at vere udstyret med samme begrebslige ressourcer
som det tillerte sprog (Dummett 1978b p.217).

Vi ndr altsd til den konklusion, at viden om en vis del af
sproget md vare implicit viden. Men hvordan kan man si
tillegge et individ viden mht det af sproget, hvorom han
har 1mp11c1t viden. Svaret ma vare, at der er iagttagelige
forskelle pa det individ, der siges at have denne viden og
et individ, der ikke har denne. Vi ser altsa, at et individ
i det generelle tilfzlde manifesterer sin viden om et
udtryks mening, ved at bruge dette korrekt eller ved at
udfeore korrekt adfzrd i selskab med andre, der bruger
udtrykket. _

Ovenstaende argument var centreret omkring spergsmalet, hvad
det vil sige at forstd et sprog. Dummetts andet argument
knytter an til spergsmalet om hvad det vil sige at lare et
sprog. Nar man lzrer et sprog, bliver man i stand til
manipulere udtryk pa bestemte mader, med andre ord man larer
at gere brug af de forskellige udtryk. Man lazrer f.eks. at
addere ved at lave en razkke regneevelser. Der bliver vist,
hvorledes man stiller en addition op, hvilken fremgangsmade
der er den rigtige, og hvis man laver fejl, hvad det er man
har lavet galt. Dette giver et bidrag til at lzre meningen
af symbolet "+" ., Skal eleven nu vise at han/hun har ~
forstdet symbolet "+" rigtigt, kan vedkommende manifestere
dette ved korrekt anvendelse -f.eks. i en preve som eleven
skal op til, fer klassen gar videre til subtraktion. Gennem
denne korrekte anvendelse af sproget og kun gennem denne er
lereren (og andre) sa i stand til at bedemme, om eleven har
fattet meningen med symbolet "+".

At, man kan manifestere sin lardom gennem korrekt
anvendelse, er ikke sa kontroversielt, men spergsmilet er,
om man kan siges at have lart noget om f.eks.addition som er
rent subjektivt, og som ikke kan manifesteres gennem den
brug, man ger af symbolet "+". Svaret er her nej, da dette
ville betyde at et udtryks mening ikke er offentllg.
Tillagger man sdledes en sprogbruger en mening, ‘der
udelukkende er prlvat krenker man offentlighedsprincippet.
Konklusionen er altsd, at et udtryks (et ord, en sztning, et
matematisk bevis m.v.) mening fuldt ud konstitueres af den
brug der gores af det.

Vi har set at Dummett argumenter for en meningsteori, hvor
"brug" er det centrale begreb. Skal vi redegere for, hvornar
et individ har fattet et udtryks mening, ma vi specificere
de omstandigheder, der udger den korrekte anvendelse. Er der
tale om en satning, ma vi specificere de omstandigheder,
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under hvilke vi med rette kan bruge satningen til at havde
en pastand p ( -p) . I en sadan meningsteori har man det,
der kaldes havdelsesbetingelses-semantik. Vi navnte feor, at
hos Frege var "brug" ikke det centrale meningsteoretiske
begreb, men derimod "sandhed". En sddan semantik kaldes
sandhedsbetingelses-semantik. Her er et udtryks mening givet
ved dets sandhedsbetingelser. En specifikation af en
pastands mening vil her sd vare en specifikation af de
omstendigheder under hvilke p er sand (fF p).

I de tilfzlde hvor vi kan havde p, vil p's sandheds
betingelser netop falde sammen med p's havdelses
betingelser. Dette vil dog ikke altid gazlde. For en bestemt
type satninger -de ikke effektiv afgerbare- er der ikke
dette sammenfald mellem havdelses- og sandhedsbetingelser.
Hvad vil det nu sige at en satning ikke er effektiv
afgerbar?

En effektivt afgerbar satning er en satning, hvis
sandhedsvardi kan afgeres -i det mindste i princippet- inden
for en endeligt tidsrum ved hj®lp af en fastlagt procedure.
Eksempler pa sadanne sztninger kunne vare ; "Solen skinner i
dag.", "Der er 150 stole i auditoriet 7 pa matematisk
institut." og "Der er 152,977,581 sandkorn i denne spand.”.

Tager vi f.eks. satningen "Der er 150 stole i aud. 7 pa
matematisk institut.", vil det vere nemt at angive en
procedure til bestemmelse af, om saztningen er sand eller
falsk -i al fald hvis vi overser diverse skeptiske
indvendinger. Da vi ved, at denne procedure, f.eks. ved at
tage ud pd Universitetsparken nr. 5, gd op i aud.7 og
begynde at tzlle, vil give os et svar, vil proceduren ogsa
bestemme, om vi ville kunne havde satningen eller ej. I
dette tilfzlde ser vi altsa, at der et sammenfald mellem en
setnings havdelsesbetingelser og dens sandhedsbetingelser.

Ser vi derimod p& s®tninger som "Cecar sov pa maven den og
den dag." (satninger om fortiden), "Alle ravne er sorte."
(genneralisationer over uendeligheder), '"Mogens har
tandpine." (sztn. vedr. det fremmedepsykiske), "Hvis Elkjer
ikke havde brendt det staffe, ville Danmark have varet
europamestre 1984." (kontrafaktiske konditionaler), "I ar
1990 vil Schluter stadig vare optimist." (sztninger om
fremtiden), er situationen en anden. Fzlles for disse
saztninger er, at vi mangler en afgerelsesprocedure til
bestemmelse af deres sandhedsverdi.

Ved sztningen “Czcar..." kunne det godt vare, at der dukkede
hidtil ukendte kilder op om kejserens sovevaner, som kunne
afgere sagen, men gennerelt ma vi sige, at vi ikke for disse
setningers vedkommende er i stand til at garantere, at vi
kan angive en procedure til bestemmelse af deres
sandhedsverdi. Sandhedsvardi-semantikeren ville her sige, at
dette er uvasentligt. Vi kan stadig fastlagge meninger af
satninger, idet vi ved, hvad der skal til for at sige, at
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s@tningen er sand. Dette er forhold ved virkelighedens
beskaffenhed. Den lokale realist -her platonisten-
fastholder at de uafgegrbare satninger har en sandhedsverdi
vafhafhengig af vores evne til at fastsl@ denne
sandhedsvaerdi (Dummett 1978b p.224). I forhold hertil vil
afgzrelsesproceduren kun vare en ekstra komponent, der
afgorer, om vi kan havde vores pastand eller ej. Dette kan
formuleres ved princippet om transcendente
sandhedsbetingelser, der siger at, at deklarative sztninger
har definite sandhedsbetingelser uafh®ngig af vores
erkendemuligheder. Normalt opereres der med to
sandhedsvardier og ovenstaende princip far fslgende
udformning, der kaldes bivalensprincippet; virkligheden ger
en setning definitivt sand eller falsk uafhangig uafh®ngigt
af vores erkendemuligheder (Pedersen 1984 p.5).

Hvorledes kan man sa siges at have viden om en uafgerbar

s@etnings mening ? F.eks. vil platonisten havde, at s@tningen

"7 optrader 5 pd hinanden flg. gange i decimaludviklingen af
", har en mening givet ved dens sandhedsbetingelser (Man
kan f.eks. tenke sig en sandhedsspecifikation givet ved T-
sztningen, "p" er sandt hvis og kun hvis p, hvor p er en
s@tning og "p" navnet pa denne, dvs. vi far en distinktion
mellem objektsprog og metasprog, hvor "p" reprazsenterer
navnet pd en s®tning i objektsproget. Objektsproget er groft
taget det sprog vi bruger til at beskrive verden). Sa langt
sad godt.

Skal vi nu udaske platonisten om hvad det vil sige, at Lars
Oleson har viden om denne satnings mening, bliver han os
svar skyldig. Lars kan i ferste omgang give en verbaliseret
udlagning af sandhedsbetingelserne, men som vi sad for, kan
al manifestation af viden ikke forega pa denne vis. Der ma -
vere offentlig tilgzngelige trzk ved hans adferd, der
afslprer, om han er i besiddelse af denne viden,
eksempelvis ved at angive en procedure 'saledes, at vi er i
stand til at erkende saztningens sandhed/falskhed. Med de
ikke effektivt afgerbar saztninger er det pr. definition ikke
muligt at give en afgerelses procedure. Men hvorledes vil
platonisten sia manifestere sin viden ? Det er her
platonisten mad finde et troverdigt svar, hvis han skal
fastholde sit synspunkt.

Vi kan nu kort beskrive forholdet mellem Frege og Dummett,
der stdr pa hver deres side i den meningsteoretiske debat
mellem realisme og anti-realisme;

Begge er enige om, at en sa@tnings mening er en offentlig
tilgenglig sterrelse. Hvor Frege nu mener, at det er en
setnings sandhedsbetingelser, der fastlagger den offentlig
tilgenglig mening, mener Dummett, at en satnings mening er
fastlagt ved dens brug (Dette er klart i forl=ngelse af
Wittgenstein). Dummetts nzrmere argumentation herfor folger
efter nogle overvejelser om de korrekte modeller for hhv.
"forstdelse" og "viden" -er en satnings mening ikke her
givet ved dens brug, kreznker vi offentlighedsprincippet. I
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en razkke tilfzlde vil der ikke vare forskel pa en satnlngs
sandhedsbetlngelserne og dens havdelsesbetingelser, sad her
bliver der ikke forskel pa de to udredninger af en s@tnings
mening. Denne overensstemmelse holder dog op ved de ikke
effektivt afgerbare satninger. Her bliver platonisten os
svar skyldig mht. hvordan man skal manifestere sin viden om
disse s@tningers mening. Fastholder han sin meningsteori, ma
han ogsa kunne angive en udredning af, hvorledes en model
for forstaelse af satnings mening skal se ud. Som vi har
set, bliver dette vanskeligt for de ikke- effektlv afgerbare
satnlngers vedkommende. -

Vi skal 1kke her forsege at referere nogle af de
murstensvaerker fyldt med svar til Dummett, eller referere
nogle af de varker hvor han tager til genmzle, men vi kan
dog kort antyde, hvorledes kritikken tager sig ud. Der er
selvfolgeligt alle de matematikkere, der feler sig begrenset
af de intuitionistiske foreskrifter for korrekt matematisk
virke. Her ma den intuitionistiske position vre temmelig
vandtat for at kunne overleve. En mere detaljeret
underseogelse af disse forhold kommer i det folgende, sa lad
os gemme den konkrete kritik. Spazndende er det imidlertid,
at Dummetts anti-realistiske udfordring synes at falde ham i

ryggen.

De sdkaldte strenge finitister gar ind for en ske®rpelse af
det konstruktive bevis i forhold til intuitionisten. Vi sa
at platonismen mdtte vige for intuitionismen, dvs. en
setnings mening matte gives i relation til konstruktioner,
som vi i princippet er i stand at effektuere. Der kan ikke
vere en facet af en se@tnings mening, der transcenderer brug,
dvs. Trening i at gennemfore beviser og nedfzldning af
disse. En s@tnings mening gives ikke ved de omstendigheder
under hvilke den er sand/falsk, men ved de omstandigheder,
hvor den (i princippet) kan bevises/modbevises. Her mener
den strenge finitist, at principiel bevislighed ikke er nok,
nar vi skal kunne manifestere en satnings brug. F.eks. kan
et bevis vare s& langt, at det ikke kan udferes af samtlige
mennesker i hele menneskehedens historie.

Det kan ifslge den strenge finitisk kun vare ved de beviser
vi rent faktisk kan udfsre, at vi kan indfange en satnings
mening. Der kan ikke vare en facet af en satnings mening,
der transcenderer den faktiske brug, dvs. den eksplicitte
bevisforelse, Umiddelbart synes den traditionelle
konstruktivst (intuitionisten) at vare fanget af de samme
argumenter, som han brugte mod platonisten. Der synes at
vere en analogi mellem de argumenter, som den strenge
finitist bruger mod intuitionisten, og de argumenter som
intuitionisten bruger mod platonisten.

Ifelge Dummett er den strenge finitists synspunkt inkoherent
ud fra folgende betragtninger.,(Dummett 1978b p.248-):

Den strenge finitist operer med pradikater (sadkaldte
surveyability predikater), der angiver, hvornar vi faktisk
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kan udfere en konstruktion f.eks. af et bevis, en beregning
eller en totalitet. Problemet med disse surveyability
pradikater er imidlertid, at de er vage, og med vage
predikater lgber man ind i sorites paradoks..

“"Sorites" er grask og betyder "bunke". Pradikatet "bunke" er
da ogsd vagt; Har man f.eks. en passende stor mengde
sandkort, sa& kan denne siges at vare en bunke. Tager vi et
sandkort herfra, har vi stadig en bunke, idet et sandkort
ikke kan vere, det der er forskellen mellem en bunke og.
nogle fa4 sandkorn. Saledes kan vi blive ved for tilsidst at
sta tilbage med nul sandkorn, der klart ikke er en bunke.
S3ledes kan vi ved alle vage prazdikater generere tilsvarende
paradokser, hvor pramisserne er;

1) Vi kan beskrive en given sterrelse ved et vagt pradikat.
2) Hvis vi kan beskrive den n'te sterrelse i en mengde med
dette pradikat sd ogsd den n+1'te. Dette giver, at enhver
storrelse i den givne mengde kan beskrives ved pradikatet.

Matematisk lgber man ind i Sorites paradoks, nar man
forspger at handtere "store maengder'". Den strenge finitist
ma f.eks ved de naturlige tal operere med totaliteter uden
et sidste element, men som er opadtil begraznset. Hvis vi
kort beskriver de finitistisk handterlige mzngder, som
verende smad har man klart at "En mzngde med 0 elementer er
lille." og "Hvis en mzngde med n elementer er lille sa er en
mengde med n+1 elementer lille". Med mindre den strenge
finitist kan give en lgsning til Sorites paradoks, md man
ifelge Dummett konkludere, at streng finitisme er et
inkoherent synspunkt. Skulle den strenge finitist alligevel
lose sadanne filosofiske problemer, mangler han derefter at
vise, hvorledes matematik efter hans forskrifter tager sig
ud. (Der er her faktisk lavet en del matematik i denne
retning is@r af en rakke tjekkiske matematikkere med Vopenka
i spidsen). Lad os nu forlade den strenge finitisme og vende
tilbage til Dummett.

Personligt synes jeg, at Dummetts position rummer megen
fornuft. I forhold til den brouwerske intuitionisme er hans
position filosofisk langt sundere. Vi ser ogsd, at Dummett
vender op og ned pa forholdet mellem sprog og virkelighed,
og han har derved en fundamental anderledes filosofisk
tilgang til intuitionismen end Brouwer. Hos Brouwer er
ontologien primer og sproget selundzr -eller rettere er slet
ikke. Hos Dummett folger vores ontologisk synspunkt af vores
syn pa sproget -nzrmere bestemt efter den meningsteori vi
har. Ontologien hos Dummett bliver altsad ikke en lest
h@ngende storrelse, der undgdr en rakke centrale filosofiske
spergsmal, med underlige konsekvenser for vores
erkendelsesteori, sproglige virke og logik, til felge.
Tvaertimod far vi via Dummetts meningsteoretiske tilgang til
disse filosofiske emner en seriss og koherent redegerelse.
Med en meningsteoretisk afklaring i handen til fordel for
anti-realismen er vi nu i stand til at give en beskrivelse
af hvordan intuitionismens logik, ontologi og matematik ser
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ud. Hvorledes denne beskrivelse giver sig udslag i praksis,
skal vi se i det folgende.

Det naeste afsnit om intuitionistisk logik i Dummetts regi,
kan ses som en slags anvendt meningsteori, hvor det er
meningen af ord som "ikke", "og", "eller", "eksisterer",
osv., der skal specificeres.
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DE LOGISKE KONNEKTIVERS INTUITIONISTISKE MENING

I afsnittet ovenfor har vi skitseret en kritik af
platonistens meningsteori. Ser vi nu pa den platonlstlske
redegorelse for de logiske konnektivers mening, er denne
givet ved begreberne sandhed/falskhed via sandhedstabeller.

F.eks. er AvB sand netog hvis A er sand eller B er sand.
Sandheds betingelserne for saztningen AVB er saledes givet

ved sandhedsbetingelserne for hhv., A og B. Men hvis en af
disse satninger er uafgerbar, sa vi ovenfor at, dette
betyder, at vi ikke vil vere i stand til at manifestere,
hvori disse betingelser bestar. Felgelig er vi ikke kommet
nezrmere en redegegrelse for saztningen AvB's mening. Lignende
kommentarer gazlder de evrige logiske konnektiver, hvor vi
altsa som felge af platonistens uholdbare redegerelse for en
sztnings mening, specielt ma forkaste hans redeggrelse af de
logiske konjunktivers mening. Denne kritik af platonisten er
s& en underbyggelse af intuitionistens negative tese:

At den klassiske mdde at praktisere matematik og logik pa er
illegitim, og redegorelsen for denne virksomhed er
inkoherent. :

Da nu klassisk logik er den mest udbredte logik, og den man!
foranledes til at tro pa pr. intuition, ma det nu vare
vaesentligt, at intuitionisten formulere et alternativ, som
er koherent. Et sadan udspil vil vare et vaesentligt bldrag
til den positive intuitionistiske tese:

At intuitionistisk matematik og logik udger en forstdelig og
afgraznset mengde teori, og at redegerelsen for den
intuitionistiske logiske og matematiske virksomhed er
koherent.

Vi vil altsa i det folgende skitsere, hvorledes vi nadr/frem
til en sddan logik, specielt vil vi som fglge af den gmti—
realistiske meningsteori, vise hvorledes de logiske
konstanter far deres mening. Vi vil vise, at den loglk der
sa fremkommer faktisk er vasentllg forskelig fra kla551sk
logik (Dette er ikke givet pa forhdnd, bare fordi de doglske
konstanter har forskellige meninger kla551sk og it
intuitionistisk. F.eks. kunne en formalisering af dqfto
logikker godt vise sig at vare ens i al vasentlighed). Ved
nogle eksempler vil vi vise, hvorledes intuitionistisk
matematik adskiller sig fra klassisk matematik.

Tager vi udgangspunkt i anti-realistens semantiske ﬁosition,
at en satnings mening er givet ved dens
havdelsesbetingelser, er det ikke svert, at se hvad dette
betyder for de matematiske s@tninger; her er man i stand til
at hevde (benzgte) en satning, hvis der findes et bevis
(modbevis) af denne, d.v.s man kunne foresla at betingelsen
for at kunne havde en satning er, at vi er i stand til at
bevise denne. Vil det sige, at vi ikke kan havde en sztning
som "950 er ikke et primtal" hvis vi ikke star med et bevis
pd hénden, f.eks. ved at lave en primoplesning af. 950 og se

~51-



at bl.a 5 indgdr i denne ? Her md det vare nok, hvis vi kan
angive, hvorledes vi kan komme i besiddelse af et sddan
bevis. o

Nar vi sdledes angiver en procedure til, hvorledes vi kan
komme i besiddelse af et bevis, har vi godtgjort, at vores
setning er afgerbar (Det var jo netop de uafgerbare
sztninger der skaffede platonisten problemer). Vi skelner
altsd mellem to former for bevis:

Det "egentlige"-bevis som vi kan kalde et direkte bevis
eller et kanonisk bevis og vores metode til at komme i
besidelse af et sddan, som vi kan kalde et indirekte bevis
eller en demonstration. Vi skal se, at denne skelnen ikke
hegrer hjemme i petitesse afdelingen, men mere herom senere.
Vi fastholder, at betingelserne for at kunne hazvde en
setning er, at vi enten har bevis for denne sztning, eller

. en metode til at komme i besiddelse af et sddan bevis. Vi

\

ser altsd, at anti-realisten som felge af sin semantiske
position fremhaver "bevis" som det centrale begreb ved
redegorelsen af en satnings mening. Hvis denne satning er af
en mere kompliceret art, altsd hvis den ikke er atomisk, md
vi analogt til det klassiske tilfelde identificere den
vaesentligste logiske konstant og specificere, hvad der skal
tezlle som bevis af den sammensatte satning udtrykt ved de
udsagn, der konstituerer denne. Lad os nejes med i det
folgende at se pa de logiske aritmetiske satninger, da

Wpomainerne for kvantificering her er uproblematiske. Vi far
58 folgende udlegning.

. Vi kan bevise AAB, netop hvis vi kan bevise hhv. A og B.

vi' kan bevise AvB, netop hvis en af de to satninger A og B
kan bevises

Vi kan bevise Eh A(x), netop hvis vi kan bevise A(n) for et
naturligt tal n.

Vi kan bevise A->B, netop hvis vi kan finde en konstruktion,
der t;l et bevis for A angiver et bevis for B.

Vi kan bevise Vx A(x),hetop hvis vi kan finde en
konstruktion, der til hvert tal n angiver et bevis for A(n).

Vi kan bevise 7A netop hvis vi kan bevise A-> 1=0

Umiddelbart synes det som om vi er ude i den samme
cirkularitet som i det klassiske tilfzlde. Denne
cirkularitet er dog kun tilsyneladende. I redegerelsen af
f.eks. konjunktions mening er satningen pa hejre side af
"netop hvis" afgerbar. Er dette imidlertid nok, skal man
ikke kunne manifestere til hvilken side denne afgerelse gar,
med andre ord skal vi ikke foruden et bevis for hhv. A og B
ogsd vise, at disse tilsammen konstituerer et bevis af AAB?
Svaret md her vare jo, men denne viden bliver en implicit
viden, som man nemt kan manifestere ved at parre beviserne
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for A og B korrekt. Lignende kommentar galder for
disjunktion og eksistens. Men hvad med implikation? For at
bevise A->B skal vi finde en konstruktion, der transformerer
beviser af A om til beviser for B. At manifestere viden om
at denne konstruktion gesr, det den skal, synes her mere.
kompliceret end i tilfezldet med konjunktion. Det mest
nerliggende vil vere at kreve, at denne manifestation har
karakter af et bevis. Vi vil sd f& felgende udredning af
implikations mening:

Et bevis af A->B er en konstruktion, der til et vilkadrligt
bevis af A angiver et bevis af B samt et bev1c af, at dette

et tilfazldet.

Ud fra en lignende argumentation fér vi felgende udredning i
tilfeldet med alkvantoren;

Et bevis af Vx A(x) er en konstruktion, der til hvert tal n
angiver et bevis af A(n) samt et bevis af, at dette er
tilfeldet.

Ser vi lidt nermere pa denne redegerelse, opdager vi, at der
er visse problemer. Ser vi f.eks. pa implikation, kraves der
ikke kun en konstruktion, der transformerer beviser for A om
til beviser for B men ogsa et bevis af, at transformationen
gor det den skal. Hvis nu sidstnazvnte bevis har samme
struktur som vores oprindelige bevis, er vi udée i et
tilfelde med selvreference. Man har ved de mengdeteoretiske
paradokser set, hvilke problemer dette kan give anledning
til. Analogt til det m@ngdeteoretiske tilfalde kunne man her
‘lgse problemerne ved at type inddele beviserne. Det er ogsa
en lesning langs disse linier Troelstra har foresldet
(Troelstra 1969 p.6), i hans noget tekniske forsesg pa at
udrede konnektivernes mening. Her synes det, at det "bevis"
der skal til for at vise, at konstruktionerne ger det den
skal at vere af en mere primitiv beskaffenhed, bl.a. er et
"afgprbart. Dummett har en lignende udlazgning, hvor altsa den
manifestation der skal til for at vise, at den segte
konstruktion gor det den skal, skal opfattes mere i retning
af vores "parring" end et egentligt bevis. Vi kan lige
gengive Dummetts udlagning, som er mindre teknisk end
Troelstras:

Et bevis af A->B er em konstruktion, der til et bevis for A
angiver et bevis for B samt en anerkendelse af, at dette er
tilfeldet.

Et bevis af YxA(x) er en konstruktion, der til hvert tal n
angiver et bevis for A(n) samt en anerkendelse af, at dette
er tilfeldet.

Lad os preve og se hvad vi har indtil nu:

1) Redeggrelsen for de logiske konnektivers mening synes at
dele disse i to grupper efter kompleksitet. I den ferste
gruppe finder vi konjunktion, disjunktion og eksistens.

_53-_



Redegorelsen for deres mening er ikke kontroversiel
(ihverttilfazlde ikke blandt kontruktivister), selv om der
findes flere fremstillinger. Vi bemzrker i evrigt at beviset
for en aritmetisk saztning, hvor disse logiske konnektiver
indgar, kun kraver et endeligt antal ‘beregninger (De
atomiske sztninger bevises ved ligefrem bereging), idet
sprogets termer fremkommer ved addition, multiplikation,
eksponentiering eller ved efterfelger operationen og eneste
pradikatsymboler er "=" og "«<").

I-den anden gruppe; hvor implikation og alkvantoren indgar
er redegerelsen mere kompliceret. {Negation er ikke noget
problem i den forstand diskuteret ovenfor, hvis vi kan give
en redegorelse for implikation.) Bevis af en sztning, hvor
implikation indgdr som hovedkonnektiv, er en konstruktion,
der knytter beviser til beviser. Bevis af en s@tning, hvor
alkvantoren indgdr som hovedkonnektiv, er en konstruktion,
der knytter bevis til tal. I begge tilfelde kraves en
"anerkendelse" af at konstruktionen ger det den skal.

2). Hvorvidt denne "anerkendelse" er en primitiv indsigt,
d.v.s en indsigt der ikke lader sig spalte op i en simplere
slags som i eksemplet med konjunktion, eller om den er af en
mere kompliceret art, som hvis vi ligefrem mener den skal
have form af et bevis, er noget kontroversielt. Dummett
f.eks. synes at halde til den feorste opfattelse uden dog at
give en redegeprelse for denne "anerkendelses" beskaffenhed.
Kan en anerkendelse ikke bare vare et synonym for et bevis,
og hvis det ikke er, hvor gar grznsen mellem anerkendelse og
bevis?

En vaghed omkring dette spergsmal peger hen mod en
besvaerliggerelse af et bevis begreb som "a-priori" given .
Dette synes at blive understottet af Dummetts skelnen mellem
uniforme og ikke-uniforme beviser. Antager vi, at vi har
bevis for udsagnet A(x) hvor x er fri, da har vi samtidig en
procedure til for hvert n at vise A(n), altsd et bevis for
Vx A(x). Analogt kan vi forstille, os at vi kan bevise
satningen A->B ved at angive en procedure, der til et
vilkarligt bevis for A, forsyner os med et bevis for B. I
hvert af disse 2 eksempler har vi en ramme for hhv. A(n) og
B. Sadan et "rammebevis" kan vi kalde et uniformt bevis. Det
er dog ikke altid, at et bevis antager en sa simpel form.
Eksempelvis er en af protoeksemplerne pa et intuitionistisk
bevis -induktionsbeviset- ikke uniformt. I sadan et bevis af
VxA(x) vil beviset af A(n+1) afhznge af beviset for A(n).
Tilsvarende kan et bevis af A->B godt afhznge af den
specielle konstruktion, der tzller som bevis af A. Dette
problem har de mere formaliserede udgaver af implikation og
alkvantorens mening ikke. Disse udgaver, der mest halder mod
at "anerkendelsen" skal vare en slags bevis, har til gengazld
svert ved at komme uden om, at deres redegerelser har en
temmelig impredikativ form. Hvorom alt er, det specifikke
svar pa disse spergsmal er med til at give en nojere
fastsettelse af det konstruktivistiske standpunkt, man
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helder til.

3). P& tvers af denne uenighed er der en konstruktivistisk
enighed om, at en redegeorelse af konnektivernes mening skal
fastlegges i bevistermer. Lad os i det felgende holde os til
den intuitionistiske udlagning representeret ved Dummett og
se, hvilken betydning den har for intuitionistisk logik og
matematik. Prover vi et ojeblik at sammenligne de
intuitionistiske og de klassiske konnektiver, synes det som
om, man har bevist "mere" ved et intuitionistisk bevis end
ved det tilsvarende klassiske. F.eks. angiver et bevis af
A->B en metode til udfra et bevis for A at bevise B.

Klassisk kan A->B bevises ved at bevise at B er en

- tautologi. Vi skal senere se at dette ikke ngdvendigvis
beleber sig til at bevise B. Udgangspunktet var imidlertid
ikke det samme, idet intuitionisten troppede op med et bevis
af A, hvilket den klassiske matematikker ikke nedvendigvis
har gjort i vores eksempel. Dette synes at pege mod, at en
sammenligning af den klassiske og den intuitionistiske
mening af de logiske konstanter er mere vanskelig end som
sd. Dette skal ikke forveksles med det forhold at
formaliserede udgaver af de to logikker forholdsvis let
lader sig sammenligne. Om dette sa skyldes, at
formaliseringerne har ramt kernen i de to redegerelser eller
om de har skrazllet for meget af i forhold til de intenderede
meninger er spergsmal vi evt. kan vende tilbage til.

I vores redeggrelse indtil nu er det ikke klart, at der
faktisk er forskelle i klassisk og intuitionistisk logik og
matematik. Eksempelvis er de formaliserede udgaver af
klassisk og intuitionistisk aritmetik i al vasentlighed ens
(se nedenfor). Man kan sige at forskellen er et
tolkningsspergsmal. Denne enighed bunder dog i, at de
atomiske aritmetiske sa®tninger er afgerbare. Men hvad sker

" der, hvis vi har et sprog, hvor der findes uvafgerbare
setninger? Lad os i det folgende se pd et udsagn som -qA->A.

Dette er klassisk en tautologi, d.v.s en sztning, der som
felge af sandhedstabellerne for negation og implikation, er
sand sdlznge A er velformet. Kan vi sige det tilsvarende
intuitionistisk? Vil vi altid kunne transformere beviser af
- 9mA til beviser for A, med andre ord vil det faktum, at vi
ikke har et bevis for 4A garantere, at vi i det generelle
tilfelde ikke kan havde 44A->A. Har vi et bevis for =A, har
vi en konstruktion, der transformerer beviser af A om til
beviser af 1=0. Kan vi bevise 1=0 , kan vi bevise hvad som
helst, altsa specielt kan vi bevise B, dvs. intuitionistisk
opererer man med det svager =A->(A->B).

Et andet centralt eksempel er udsagnet AVsA. Dette er et
klassisk sandt udsagn, men er det ogséd intuitionistisk
sandt, med andre ord er vi for en vilkadrlig sztning A i
stand til at havde Av4A? Da dette ville krave, at vi for en
vilkarlig satning A kunne bevise A eller bevise =A ma svaret
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vere et klart nej. At Av4A er klassisk er sandt for
velformede A kan udtrykkes sdledes;

A v4A er en lovmessighed i klassisk logik. Dette ma dog
stadigt ikke forveksles med det semantiske princip bivalens,
som siger, at enhver satning enten er sand eller falsk. Hvis
man semantisk accepterer bivalens (Platonismen formuleres i
nogle fremstillinger ved en sadan accept), bekender man sig
ogsd til klassisk logik. Derimod hvis man accepterer loven
om det udelukkede 3. og dermed klassisk logik er det
samtidig muligt at ben®gte bivalens. En videre dlsku551on af
dette ville vere meget interessant, men ville ogsa fere over
i en meningsteoretisk og dermed overvejende filosofisk
diskussion. Lad os blot fastholde at vi intuitionistisk ikke
generelt vil kunne havde Av4A.

Dette har den konsekvens, at vi ikke er i stand til at slutte
fra A->B og 4A->B til B (*). Klassisk sdvel som
intuitionistisk kan vi slutte;
A->B,yA->B.
(AvqA)->B

Hvis nu Av-A er sandt, kan vi ved modus ponels (der ogsa
galder intuitionistisk) slutte B, men som vi lige har set er
Av-A ikke intuitionistisk sandt for vilkarlig A.
Bevisstrukturen I (*) er netop den der bruges i det
klassiske bevis af satningen:

Der findes tal x,y og z sa xJ =z, hvor x og y er irrationale
og z er rational.

Bevis: Hvisdez er rational er vi fardig.
CY 2 2
hvisVEi— er irrational er (i5”3§V-=TE =2 g4

Vi har altsa her et eksempel pa et bevis, der klassisk er
gyldig men ugyldigt intuitionistisk. Hvis der ikke findes

et bevis, der ogsa er intuitionistisk gyldig (og det har man
ikke sa vidt jeg ved), sa har vi her et eksempel pa en
setning, der klassisk er sand, men som intuitionistisk ikke
er det.

Lad os se pa et tredje eksempel. Et bevis af 3x A(x) foregar
ved at anglve et n, saledes at A(n) er opyldt Det er altsa
ikke som i det klassiske tilfzlde muligt i det generelle
tilfelde at bevise Ix A(x) ved at bevise -¥x qA(x), -at det
er absurd, at vi i enhver instans ikke kan bevise A(x)
forsyner os ikke med et n hvor A(n) er opfyldt. Vi er altsa
ikke berettiget til generelt at slutte fra -Vx -A(x) til

3Ix A(x).

De sidste 2 eksempler kan man samle under en hat ved at pege
pa det konstruktive i beviserne. I tilfzldet disjunktion
skulle man pege pa hvilken (hvis ikke begge) af de 2
indgdende satninger, det var man bevist da man beviste AvB.
For eksistens, der er en slags generalisation af
disjunktion, gzlder samme kommentar;

~ 56~

T e i b ©




Et bevis af x A(x) skal pege pa hvilken n (hvis ikke flere)
ud af muligvis uendelig mange der beviser A(n).

Denne distinktion mellem den konstruktive og det ikke
konstruktive bevis er fuldt ud acceptabelt klassisk, men
hvor intuitionisten fastholder at den konstruktive tolkning
af f.eks. disjunktion og eksistens er den eneste mulige, .
mener den klassiske matematikker, at det maske nok er
gnskeligt med et konstruktivt bevis, men at hans udlagning
af disse konnektivers mening reprasenterer en konservativ
udvidelse i forhold til den konstruktivistiske udl®gning.
Den klassiske matematikker vil endda g& sa vidt som til at
sege fremstillinger af dele af matematikken indenfor en
konstruktiv ramme eller sege konstruktive beviser i
tilfelde, hvor disse ikke findes. Denne fredelige
sameksistens er dog utilfredsstillende for intuitionisten,
idet noget af pointen med intuitionistisk matematik gar af
flejten, hvis denne blot betragtes som en eksotisk form for
matematisk virksomhed. Lad os se pa et eksempel til
belysning af, at sammenligninger mellem konstruktiv klassisk
og intuitionistisk matematik er mere speget end som sd.

Forestiller vi os, at vi har 2 nye konnektiver i den.
klassiske logik U og 3, hvor AUB betyder at vi har et
konstruktiv bevis af AvB og 3x A(x) betyder, at vi har et
konstruktiv bevis af 3x A(x) (Kleene har en lignende
-udlegning hvor han udskifter alle sztninger af formen AvB og
Jx A(x) med hhv. -(4AA-B) og -¥x 4A(x)). Ligesom vi fer ikke
kunne hevde VX qA(x)-> JxA(x) intuitionistisk, kan vi her
ikke havde —~¥x 4A(x) ->3xA(x) klassisk. Men vi kan klassisk
hevde (Vx(A(X)v4A(X))AT1Yx 1A(x))-> 3xA(x). D.v.s hvis vi
ved, at A(n) vil ikke vere falsk for hver n, og vi har en
procedure til for hvert n at bestemme om A(n) eller 4A(n)
gelder, kan vi bare ga de naturlige tal igennem og pa et
eller andet tidspunkt vil A(n) vere sandt. Det tilsvarende
princip Vx(A(x) v 7A(x))A +Vx -A(x)-> IxA(x) gazlder dog
ikke intuitionistisk. Grunden hertil er en anden udlagning
af meningen af den intuitionistisk alkvantor. 7Vx“A(x))
betyder intuitionistisk, at det foeorer til absurditet at
havde ,at 9A(n) galder for hvert tal n. Vi kan dog ikke pa
grund af denne udlegning af -V¥x 4A(x) vere sikker pd, at hvis
vi gennemgar alle tal n, at vi pa et eller andet tidspunkt
vil std med et bevis for A(n).

Vi har altsd her et princip formuleret i konstruktive termer
uden dette dog er intuitionistisk gyldigt, d.v.s forseger vi
at omfortolke de klassiske konnektiver v og J, sdledes at
disse forstas konstruktivt, fidr vi stadig divergenser mellem
intuitionistiske og klassiske beviser. Disse divergenser ma
stamme fra divergenser i meningen af de ovrige konnektiver.
Nermere bestemt stammer divergenserne i overstdende eksempel
i foreskelle i meningen af alkvantoren samt forskellen
mellem den klassiske og den intuitionistiske redegerelse af
uendelige "mezngders'"beskaffenhed.
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Det er en udbredt opfattelse, at man kan indfange
intuitionistisk logik indenfor en klassisk ramme ved at
indfere en tredje vardi, som de udsagnslogiske variable kan
antage. Ideen er sd@ at angive de intuitionistiske udsagns
logiske konnektivers mening ved hjazlp af sandhedstabeller
med tre vardier svarende til bevisbarhed, refuterbarhed og
vafgerbarhed. Der er imidlertid ikke bygget sandhedshuller
ind i s&dan en kvasi-platonisk fremstilling; intuitionistisk
logik md afspejle, at vi er agnostikkere mht. de satninger,
hvis sandhedsvardi vi ikke kan afgore. Dummett har folgende
kommentar-i et forseg pa at udskifte to-verdi-logik med tre-
verdi-logik. ,

Ser vi nu pa en satning A, der ikke er bevisbar, sad har vi
et bevis for “A. Vi skal her finde en konstruktion, der til
et bevis for A angiver et bevis for 1=0. Da A ikke er
beviselig, felger dette umiddelbart. Har vi omvendt et bevis
af "A, vil vi kunne transformere et bevis af A om til et
bevis af 1=0. Nu er det klart, at vi ikke kan have et bevis
af A, da dette straks kan transformeres til et bevis af 1=0,
da 7A er bevisbar. Intuitionistisk er det, at der findes
bevis for A altsd zkvivalent med, at A ikke kan bevises. Pa
sandhedstabellen for negation ved en tre-verdi logik ser vi,
at 7A er bevisbar er ®kvivalent med, at A er refuterbar og
ikke, at A ikke kan bevises. At A ikke kan bevises kan
skyldes at A er refuterbar, men ogsda at A er uafgerbar.

Dette argument er interessant af flere grunde. Lad os lige
gore klart hvilke strenge, der spilles pa. For det forste
slds der pd en zkvivalens mellem et bevis for " A og det ikke
at have et bevis for A. Formelt;

b-A = nonk A (*).

Det er klart, at hvis vi har et bevis for -A, sa kan vi ikke
komme i besiddelse af et bevis for A, men er det omvendte
gyldigt? Svaret er ja ifslge Dummett. Lad os forfelge hans
synspunkt lidt.

Vi har til ethvert tidspunkt enten et bevis for en pastand
A, eller vi har ikke et sa&dan bevis. Formelt;

non A eller A (**).

Tolkes bevisligheden i (*) som pt. bevislighed, far vi af
(*) og (**) at }-A eller 4A. Dette er bivalensprincippet,
som ihvertilfzlde Dummett ikke ville finde pd at paberabe
sig. Bevisligheden i (*) m& altsd vare absolut
bevislighed.For absolut bevislighed vil vi nappe kunne
formulere en analog til (**). Klassisk har man imidlertid et

modeksempel til (*).
Lad f.eks. A vere den (sande) Godelsatning, der (indirekte)

hazvder sin egen ubevislighed. Denne ligger jo netop i et
tomrum mellem de bevislige og de modbevislige s@tninger og

- 58~



som sd& gzlder nonpA, men non b-+A. Spergsmalet er nu, om man
ikke intuitionistisk kan finde en satning af samme
beskaffenhed som A, men som ikke afhanger af hele det
formelle apparat, der skal til for at lave Godelnummerering.
F.eks. kunne man prove at konstruere A vha. stopproblemet
eller et andet @kvivalent problem. Ben®gter man eksistensen
af sadanne absolut uafgerbare sztninger kan man kun operere
med pt. uvafgerbare sztninger. Dette giver et nasten
platonisk sker over'satningers havdbarhed. Lad os-lade
diskussionen hvile her og sld fast, at vi med disse
problemer er naet langt ind i den intuitionistiske loglks
bagland. Med et svar pa disse problemer, vil vi vare
vesentlig mere afklarede mht. den intuitionistiske
sammenh&ng mellem beviser og uafgerbarhed. '

Vi lagde i dette afsnit ud med at omtale to centrale teser,
som er del af den intuitionistiske filosofi;

"eee, the intuitionistic philosophy of mathematics
compromises two theses: a positiv one and a negative one.
The positive one is to the effect that the intuitionistic
way of construing mathematical notions and logical
operations is a coherent and legitimate one, that
intuitionistic mathematics forms an intelligible body of
theory. The negative thesis is to the effect that the
classical the classical way of construlng mathematical
notions and logical operations is incoherent and
illegitimate, that classical mathematics, while containing,
in distortet form, much of value, is, nevertheless, as it
stands unintelligible."”" (Dummett 1978 p.360)

Det er selvfglgeligt muligt kun at acceptere den positive
tese samtidig med at man afviser den anden. Dette er
imidlertid ikke Dummetts hensigt;

"I know of no argument against such eclecticism, other than
the arguments which intuitionists use against classical
mathematics in general; but it remains that, if classical
mathematics is intelligible, then while intuitionistic
mathematics may be intelligible also, it loses much of its
point."(Dummett 1978 p.361). :

Dummett indtager en kompromisles position; Han argumenterer
for, at savel den feorste som den anden intuitionistiske tese
holder. Indtil nu har vi set pa hans kritik af platonistens
meningsteori og dermed set pa hans forseg pa at
retferdiggere den anden intuitionistiske tese i det
tilfzlde, hvor den klassiske matematik funderes ved en
platonistisk meningsteori. I denne forbindelse har Dummett
et alternativt bud pi, hvorledes intuitionismen skal
begrundes filosofisk; Matematikken skal funderes
meningsteoretisk, og i denne forbindelse er man pisket til
at vare anti-realist. Hermed har vi ogsd set, hvorledes
Dummett forestiller sig, at man skal vise holdbarheden af
den anden intuitionistiske tese. Der er dog langt vej igen,
hvis man skal omvende klassiske matematikkere til
intuitionismen, is®r hvis disse matematikkere mener, at
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filosofi er noget man laver over en leverpostejmad i
frokostpausen.(frit efter Fraenkel 1973 p.181). En sadan
omvendelse vil ihvertilfdlde krazve langt mere end en ren
filosofisk argumentation. Der md ogsa noget matematisk gods
péd bordet!

I dette afsnit har vi set, hvorledes Dummetts filosofiske
overvejelser er blevet udmentet i noget konkret -nemlig
intuitionistens syn pd logikken. Herved er der pa
matematikkerens pramisser skaffet 1lidt luft til den forste
intuitionistiske tese, idet vi med denne-skitse af den-
intuitionistiske logik har taget de forste skridt fra
filosofi til matematik. Vi skal i det folgende se narmere
pa, hvordan den intuitionistiske matematik tager sig ud, og
i denne forbindelse se pa, hvorledes denne kan kades sammen
med sdvel de generelle filosofiske overvejelser, vi har
skitseret, som den intuitionistiske udlagning af de logiske
konnektivers mening,
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ARTITHETIK

Hvad enten man er intuitionist af @ldre dato f.eks. i den
kantianske tradition eller af _yngre dato f.eks.
sprogfllocoflsk orienteret, sa fastholdes det at matematik
angar konstruerede totaliteter, der ikke eksistere a-priori
som en totalitet med en eventuel ikke erkendelig struktur.
Eksempelvis kan den elementare talteori ikke opfattes som en
nmengde, hvor der til dennes elementer herer forskellige
erkendelses uafhengige relationer. At have kendskab til de
naturlige tal vil sige, at man ved hvorledes disse ‘
konstrueres, ¢.v.s at man ved, at de lkonstrueres en for en
ud fra 0 ved hjelp af efterfslger operationen. At kende til
egenskaber ved de naturlige tal vil sige, at man har
kendskab til et bevis for denne egenskab -et bevis der er i
overensstemnmelse med intuitionistisk logilk.

Videre skal de atomiske satninger vere afgsrbare, og i
overenstenmelse med de egenskaber de naturlige tal har qua
deres lonstruktion. Set mere formalistisk giver dette sig
udtryvk i, at man intuitionistisk accepterer Peano's aksiomer
(der oprindeligt skyldes Dedekin -Peano formaliserede dem
blot). Selvfolgeligt har aksiomerne en noget anden mening,
der hvor de lociske konnektiver indgadr. Aksiomerne
vedrorende efterfolgeroperationen er evidente ud fra den
méde hvorpé de naturlige tal cenereres. Aksiomerne
vedrorende funktionerne "+" og "." kan ses som rekursive
ligninger, der Ifastlzgger meningen af addition og
nultiplikation. Endeligt er induktionsprincippet evident ud
fra konstruktionen af naturlige tal samt meningen af al-
kvantoren;

At der intuitionistisk gelder Yz P(x) for et farste
ordenspradilkat P betyder, at man har et bevis der til et
vilkarligt tal n knytter et bevis for P(n) (samt et bevis af
dette faktum). Hvis man nu har et bevis af P{0) og et bevis,
der transformerer beviser for P(m) til beviser for

P(m'), hvor m'er m's efterfwslger, sa har man ved at bruge
fremgangsmaden n gange (Det er ikke nedvendigvis samme
procedure skridt for skridt, jvf. Brouwers 2. intuition.) et
bevis for P(n).

Sével klassisk som intuitionistisk accepteres Peano's
aksiomer altsa, hvad enten man ser disse som evidente i
lyset af den méde hvorpad de naturlige tal konstrueres eller
som de ikke-logiske aksiomer, der ligger til grund for den
formelle talteori. Ser vi pd de logiske aksiomer, er der en
stazrre forskel, der i mange systemer giver sig udslag i
forskelle mht. den universelle gyldighed af formlerne =AvA
og 1A ->A.

I de hilbertske systemer som f.eks. den i Kleene (1952) er
sidstnavnte erstattet med formlen A ->(A->T)

(Forstenzvnte er selvielgelig ikke med idet (TAVA)->(ITA->A)
er en intuitionistisk gyldig formel). PForskellen er dog ikke
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storre end, at hvis en udsagns logisk formel E kan deduceres
ud fra formlerne I’ (MHE) s& kan ' E deduceres
intuitionistisk ud fra I (j1FP?71E), hvor 77 betegner
§779 : @'t (Glivenko 1929).

Laé os nu for en talteoretisk formel definere afbildningen °
som foslger:
A® er A, nvis A er atomisk

(2AB)® er I°A B°
(Av3)°er 1 (IA°AB°%)
(A->B) er A®°->3°
(12)° er 1A°
(V=A(x))® er Vxz° (%)
Axa(x)) er W 1A% (%)

Man kan vise, at hvis der for en talteoretisk formel E
gelder ME s& MrE° (Gentzen 1936). Det oprindelige bevis
er dog Godels (1932) fortjeneste. Her benyttedes der
endvidere "overszttelsen"; (A ->BX er (A*fa1B¥). [°
betegner her folgende mmngde formler; }¢* Pert. Som corollar
til denne satning far man, at den klassiske aritmetik er
konsistent, hvis den intuitionistiske er det, idet hvis 1=0
er klassisk bevislig, s& er (1=0)% som er 1=0 bevislig
intuitionistisk. Lad os se pa en rzkke af de kommentarer,
der har knyttet sig til dissc interessante resultater.

Tager man forst de formalistiske briller p&, bemaxrkes det,
at den intuitionistiske logik ikke satter os bedre i stand
til at undgé& inkonsistens, og dermed er den intuitionistiske
aritmetik i licesd hej grad afhzngig af et konsistensbevis
som den klassiske aritmetik. De besvarligheder, der er
forbundet med den intuitionistiske logik, bevirker at man
ligesd godt kan holde sig til den klassiske logik. Bortset
fra at intuitionisten ikke ser konsistens som et ideal, der
i den grad bor forfolges, sa kan denne argumentation vendes
ved at pege pa, at den egentlige forskel mellem
intuvitionistisk og klassisk logik er lille, og ".... to how
small an extent classical number theorists have succeeded in
exploiting their platonistic assumptions" (Dummett 1978).
Specielt kan intuitionisten benaerke, at det udelukkede
tredjes princip er knapt s& slagkraftigt som bokserens
naver. Endvidere kan man papege, at intuitionistisk logik er
rigere end klassisk logik, idet der her er flere
distinktioner, f.eks. er hhv. d og 7d og "3Ix A(x) og

VWV ¥A(x) ikke intuitionistisk zkvivalente (Bell m.fl, 1977
p.445). Endeligt peger ovensticnde smtning pa det forhold,
at intuitionistisk matematik ilke blot er en finitistisk del
af den klassiske matematik.
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Man kunne se ovenstdende bevis af konsistensen af den
klassiske aritmetik relativt “konsistensen  af den
intuitionistiske aritmetilk som et absolut konsistens bevis,
hvis den intuitionistiske aritmetik accepteredes som varende
finitistisk. Dette er imidlertid ikke tilfzldet, og viser at
intuitionistisk aritmetik nar langt videre, end hvad der er
muligt pa finitistisk vis (Kleene 1952 p.498, Dummet 1977
p-36). T

Vi kan sammenfatte dette afsnit ved at sige, at pa tvaers af
store filosofiske forskelle er der ikke vasensforskelle pd
intuitionistisk og klassisk aritmetik i formel forstand,
omend en klassisk satning optrader med en noget anden
tolkning intuvitionistisk. Denne tolkningsforskel, der altsa
er resultatet af filosofisk divergens, er imidlertid
essentiel for intuitionisten (Kleene 1952 p.497).
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OM INTUITIONITISK ANALYSE OG BESLEGTEDE EMNER,

Vi har nu set, at intuitionistisk og klassisk logik er lige
sterke m.h.t. konsistens. Specielt kan intuitionistiske
aritmetiske s@tninger ses som klassiske aritmetiske
~setninger med en noget anden interpretation, der alene-
skyldes en forskel i menlngen af de logiske konnektiver,
idet Reanos aksiomer ogsa accepteres 1ntu1t10nlstlsk Blandt
de forskellige udlagninger .af dette resultat. sa vi
‘ihvertilfzlde 2 (divergerende) temaer;

1) Det intuitionistiske formelle system er blot et delsystem
af det klassiske, idet hvis Fr A° sa } A° da A og A® er
klassisk azkvivalente, Her er 1ngen uenige, men siger nogle,
hvis den intuitionistiske aritmetik ikke er sterkere m.h.t.
"konsistens hvorfor alt besvaret? '

2) Hermed er vi over i temaet om, at intuitionistisk aritme-
tik godt nok er mere omstandig men hermed ogsad rigere, idet
man skelner mellem f.eks. A og 4423, 3x A(x) og ¥x qA(x)
osv. (jeg skal senere give en mere generel beskrivelse og
‘vurdering af forholdet mellem ubesvarlighed/evident og
righed/begrundbarhed). Vi skal i det foslgende se, at nar vi
bevager os over i analysen, sa tegner der sig et mere
differentieret billede;

ad 1) Dette er direkte forkert, ndr vi taler om analyse. De
klassiske- og intuitionistiske formelle systemer har en
razkke satninger tilfazlles, men vi skal, se at der bade
findes klassiske satninger, der intuitionistisk enten pt.
ikke er bevislige eller direkte er falske, og
intuitionistiske satninger, som ikke er sande i den
klassiske analyse.

ad 2) Vi skal ved nogle eksempler illustrere, hvorledes
klassiske begreber bliver oplest i flere begreber i den
intuitionistiske matematik. Herved opndr vi igen en righed
der ikke findes klassisk. Tilgengzld skal der nogle temmelig
store armbevagelser til for at vise nogle forholdsvis simple
traditionelle sztninger intuitionistisk. Herved bliver
problematikken om forholdet mellem, hvor god en begrundelse
man kan give for nasten akvivalente systemer og eviensen af
setninger i de forskellige systemer szrligt patrzngende. Vi
skal sidst i kapitlet se om, vi kan fd noget overblik over
situationen, men allerferst nogle indledende eksempler der
bl.a. skal illustrere tema 2.

Eksempel 1: Ser vi pa en felge (a,):, hvor a, er rational
(den klassiske definition er fuldt ud tilfredsstillende
intuitionistisk), sd er (a,) en fundamental feglge, hvis der
tilhvert naturlig tal k findes n=n(k) sa Ja,,e-a,] < 1/k,
for hvert tal p. Felgen, hvor a =2"", er da en
fundamentalfelge.

Lad os nu definere en folge (b,) som felger;
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1, forste gang det n'te ciffer i

decimaludviklingen af » er et 9-tal, der

felger umiddelbart efter felgen 0,1,2,3,4,5,
bp= 6,7,8, i samme decimaludvikling.

2°" ,ellers

Klassisk er dette en fundamentalfelge, da (b,) hejst er
forskellig fra (a.) for en n-vardi, men intuitionistisk kan
man ikke angive A sd for alle p: ]bh,P -bn] ¢ 1/2. Med denne
definition af en fundamentalfelge er vi nu i stand til at
tale om de sdkaldte reelle-tal-frembringere, idet enhver
fundamentalfelge kan identificeres med en sadan. To reelle
tal-frembringere (a,) og (b,) siges at vere identiske
((an)z(bn)) hvis Yn a(n)=b(n). Dette er altsa en intensionel
lighedsrelation. Vigtigere er den ekstensionelle

- lighedsrelation "=". Denne defineres som folger;

De reelle-tal- frembringere (a,) og (b,) siges at vere i
overensstemmelse, hvis man for hvert k kan finde n=n(k) sa
lane -bnepl¢ 1/k. Denne relation er klart reflexiv, symmetrisk
og transitiv. Denne skelnen mellem intensionel og
ekstensionel kontekst er et generelt forekommende
intuitionistisk fznomen.

En anden tvedeling i forhold til det klassiske tilfzlde sker
i forbindelse med lighedsrelationen "overstemnelighed med";
Hvis det for to reelle-tal-frembringere a og b kan vises, at
a=b ferer til modstand, udtrykkes dette ved a # b. Kan man
derimod angive et k s& ]a"m -bn.p| > 1/k, siges a og b at
vere adskilte. Dette skrives a#b. Det er klart at

affb=>a=b. Intuitionistisk er det omvendte ikke nedvendigvis
tilfeldet. Definerer vi imidlertid en lighed som ovenfor
klassisk sa havde man;

azb <=>4(Vk Inlape - bagp < 1/k) <=>
3k Vnlase - bnepl % 1/k <=> agb.

Foruden at vi har indfert lidt reel talteori, ser vi flere
eksempler pa tema 2. Der er her imidlertid ikke sagt noget,
der ikke kunne formuleres ved recursiv analyse og sdledes
gives en konstruktiv behandling inden for klassisk
matematik. At dette dog ikke holder generelt, skal vi senere
se flere eksempler pa.

Eksempel 2: I den intuitionistiske "ma@ngdelzre" skelnes der
‘'mellem to mader at specificere en mengde:

i) Ved en karakteristisk egenskab som elementerne skal
besidde. Denne type "mzngde"kaldes en specie.

ii) ved en fexlles metode hvorefter elementerne frembringes.
Denne type "mazngde" kaldes en spread. Mere pracist har man
felgende definitioner vedrerende species (Heyting 1952).

Definition: En specie er en egenskab som matematiske
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entiteter kan antages at besidde.

Definition: Efter definition af en specie S kan man se pa de
matematiske entiteter; der er konstrueret eller kunne vare
konstrueret for S. Hvis en entitet blandt disse
tilfredsstiller S-betingelsen, kaldes denne et element i S.

Vi ser, at intuitionisten danner mazngder som ekstensionen af
et begreb, men i modsztning til i den naive cantorske
mengdelare accepteres kun forud konstrueres entiteter som
tilherende ekstensionen-af begrebet. Herved undgas
impredikativt definerede mzngder.

Eksempel: Lad (a,) vere en reel-tals-frembringer. Vi kan nu
definere en specie som de reel-tals-frembringere, der
stemmer overens med (ap). Denne specie kaldes et reelt tal.

De enkelte reele tal kan altsd ses som zkvivalensklasseer af
reel-tals-frembringere mkvivalente med en given reprasentant
ved zkvivalensrelationen "=", Dette synes at vere en
naturlig definition for intuitionisten, hvor vi igen ser, at
der skeldnes mellem et reelt tal og den madde, hvorpa et
sidant konstrueres. Det er sidstnavnte man har tilgang til.
Skal man vise at 2 reele tal a og b er ens, ma man vise at
reprasentanter for hhv. a og b stemmer overens.

Eksempel : Alle reele tal danner som i eksemplet ovenfor den
specie. Denne specie kaldes det (endimensionelle) kontinuum.
Vi skal senere se, at man intuitionistisk kan frembringe et

kontinuum, der minder mere om det klassiske.

Vi kan bemzrke, at pd grundlag af specie begrebet kan man fa
et hieraki af species pa en mdde, der minder om den simple
type-teori som vi har navnt fer. Her har Brouwer i
hvertilfzlde ikke problemer med en uendelig
udgangsmangde.Den er givet ham via hans 1. intuition! Lad os
nu helt kort for at afrunde vores 2. eksempel introducere
spread begrebet.

Vi har i forbindelse med de reelle-tal-frembringere set, at
vi kan generere folger. Eksempelvis kan man se pa, felgen,
der fremkommer ved i en cirkel med radius R lig 1 se pa den
n'te indskrevne ligesidet polygon Pp med sideantal 2" og
se pa forholdet mellem omkredsen af Ppn oOg 2R (Denne folge
reprezsenterer den klasse vi kalder %). Alle elementerne i
fzlgen er bestemt ved en pa forhand fastlagt regel. Sddanne
felger kaldes lovmazssige folger (lawlike sequences).

Intuitionisten har foruden disse de lovlgse felger (Lawless
sequences). En sddan felge (ap) kan frembringes ved at sla
en terning (jvf. punkt ii i Heytings sondring mellem specie
og spread), hvor ap bliver udfaldet af det n'te kast. En
spread er nu en kollektion af sadanne felger, den mere
precise beskrivelse kommer senere. Mens de lovmassige felger
er temmelig veldefineret (De kan identificeres med en
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algoritme), sa er de lovliese af en mere svavende karakter,
Vi kan til et given tidspunkt kun have kendskab til en
endelig del af en sddan lovles felge. Brouwer kaldte ogsa
disse felger for choice sequenses. Fidusen ved disse er, at
man kan na frem til et konstruktivistisk kontinuum, der er
langt mere tilfredsstillende end det vi kaldte det en-
dimensionelle kontinuum (jvf. ogsd brouwer 2.intuition).
Dette kontinuum bliver ikke pa noget tidspunkt et fardigt
objekt, men et der er under skabelse. Dette kan sammenlignes
med forholdet mellem de naturllge tal 1ntu1tlonlstlsk
forstiet og klassisk forstdet.

Med disse to omfattende eksempler, hvor vi ogsa har indfert
et par intuitionistiske begreber, har vi med spread begrebet
og choice sequences taget hul pa den intuitionistiske
analyse. Lad os nu indfere noget notation.

I forste omgang betragter vi naturlige tal samt endelige og
uendelige feolger af naturlige tal. Lad i,j,k,1,m,n,p betegne
enkelte naturlige tal. Bogstaverne a,b,c, ... skal betegne
lovmessige folger af naturllge tal og d,p {,... skal betegne
de lovlgse folger. De n'te termer i disse felger betegnes g
hhv. a(n-1) og d(n-1). Med a(n 1) og d(n-1) betegner vi hhv.
de forste n termer i a ogd, altsad <Qp,81se00sap> OF
<U,,&1L..,Umq> d(O) betenes saledes den tomme folge < »>.

Med U, ViWpeoo. betegner vi endellge leger af naturlige tal,
hvor u.\l er den n'te term. 1h(U)= k <=> U= Ugpeeerly,?
Sammensztning defineres pa sadvanllg vis:

U*v= CUgreeesUkaisVoreoe sV ?,y hvor U= UgpeeerpUp, > OQ
V=<¢Vg,eee,Vg9,y>. Vi definerer ogsé en ordensrelatlon (<)
mellem endelige falger: v<u <é2 7 V=u*w.

Vi er nu i stand til at give en mere pracis beskrivelse af
spreads. En spread-lov s er en effektiv procedure pa de
endellge felger u, der afgerer om en sadan accepteres
(s(1)=0) eller ej (s(d)=1). s skal opfylde fglgende
betingelser;

i) s accepterer mlndst Jen fzlge - den tomme.

ii) Hvis s(unk) 0 s& s(d)= 0, hvor i~k betegner U*<k>.
iii) Hv1s s(U)=0, da findes mindst en k s3ledes at

s(U"k)=0.

De felger &, hvorom det for hvert n gzlder s(d(n))=0, udger
nu en spread S. Hvis der til hver u kun findes endeligt
mange "forlangelses muligheder" umiddelbart efter u, sa
siges den pagzldende spread lov at frembringe en vifte
(fan). Formelt udtrykkes det, at en spread s er en vifte
(fan(s);
Fan{s) <=> Spr(s) f\Vu s(@)e0 Kk me,hs(u m)=1.
Lad os se et par eksempler pa spreads.

Eksempel: Den spread der er bestemt ved
$(£0>)=s(<1>)=...=5(<6>)

s(U"k)=0 netop hvis s(u)=0 A k<6,

Denne spread bestdr af de felger fra vores terning eksempel.
Tager vi istedet en ment, far vi den bin®re spread. Disse
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spreads er iegvrigt vifter.
Eksempel: Den spread der er bestemt ved s(3)=2u0 kaldes den

universelle spread

Indtil nu har vi kun talt om de sakaldte nggne spreads dvs°
spreads, hvor felgerne er naturlige tal-fslger. Skal vi na
frem til en konstruktion af mere interessante spreads, hvor
vi har feolger med andre entiteter end de naturlige tal; kan
vi gore det at vi associerer f.eks. rationelle tal med hvert
element i en naturlig tal-felge i en given spread, Har man
en spread-lov s—og den tilhgrende spread, kan man ved
korrelationslov ¢ (denne skal vere effektiv) associerer
medlemmer af en specie med acceptable folger i s. Denne
kaldes en ikledt-spread (dressed spread). En sddan spread er
sa et par <¢s,c>, hvor ¢ kaldes "iklzdningen" af s.

Eksempel: Lad s vere deflneret som felger;

s(<0>)= s(¢1>)= s(<2>)= 0 s(u"k)=0 netop hvis k€2. Lad os
videre definere C som leger, N )
c(<Ugp0e0,unl)=(uy,-1)2° +(u “1)2 Hosot(uy-1)2 Denne
(ikledte) spread kaldes det afsluttede 1nterval —1 1] Vi
kan her bemerke,.at man kan vise at ethvert 1nterval [as b]
stemmer overens med en endeliqg (ikladt) spread altsd en
(ikledt) vifte (Heyting 1956 p.42).

Da vi nu via spread-begrebet er i stand til at producere
intervaller, bliver naste skridt en handtering af disse
saledes, at man kan have med funktioner at gere. Vigtigt i
denne forbindelse er det som Heyting kalder fan-teoremet, og
som vi vil kalde de udvidede fan-teorem (EFT).

EFT: Lad der vere defineret en funktion c pa en vifte s, da
findes et tal m sa for hver de s er funktionsvardien af &
bestemt ved de ferste m elementer i,

Bevis: Denne saztning afhaznger af centrale intuitionistiske
principper, si beviset vil vi udskyde, til vi har gjort os
klart, hvilke principper det pracist er, der kraves. En
undersggelse af disse forhold kommer i det felgende. Vi kan
imidlertid bemzrke at, det, at c¢ er defineret for enhver
des, betyder, at for hver d kan n bestemmes sa
funktionsverdien bestemmes udfra d(n). Vi far folgende
formelle formulering af seztningen:

EFT: Fan(s) A w&CSEH C(d,n)=> 3m Vdd&s Vppes’peitm)C(p,m)o

Med EFT i handen er vi i stand til at vise et par |
intuitionistiske sztninger, hvor isar den ferste er |
igjenfaldende.

Setning: Hvis er_defineret pa [0,1], da er f uniform
kontinuert pa | 0,1

Bevis: Vi reprmzsentere [0,1:]ved en ikladt-spread «<s,c>.
f(c(a))= f£(x) for des og c(a) reprasentant for x. Lad nu n




-

0g X¢ Lp 1] vere givet. Vi kan nu finde r sa; et} - emet
J£(x)-r-27"'} < 2™, altsa Vddesflrlf(c(q()) r.2 | « 27,

Af EFT far vi nu: -
In Vo, IV pes peamff(c(m))-r-27" L e 2™ (%)

Lad nu x,ye [0 17] vere givet og antag |x-y|«< 2 ". Vi kan

finde en reprezsentant for x, c(dx) (Dummett 1977 P 117), og

vi kan finde en reprazsentant for vy, c(dg), hvor d (m)= Jg(m).
Ifplge (*) har vi at der findes r sa;

Vppes, pedtm) lf(c(p))-me27™ | ¢ 277

Dette bruger vi nu, nar vi laver en vurdering éé lf(x)-f(y)l.
LE(x)-£(y)) =) £(cldx))-£(c(dy)) } |

f(c(d,))—m-zm"+f(c(d9i)-m-2‘ "< 2

-n ' -n

2 .

Dvs. givet et n kan v1 bestemme m, sa for vilkarlige

x,ye ([0,1]: Jx-yl < 2™ => )f(x)=f(y)] ¢ 27" . Det er klart at
dette resultat kan generaliseres til at opfatte ethvert
interval [a; bln

Man burde tro at en funktion som folgende; .

O, X=0 .

Ix¥/x, ellers pd [ -1;1 ).

var et modeksempel til overstdende satning. Problemer med f
er at den ikke er veldefineret for alle xe [O;1],>nemlig ikke
for de x om hvilket det gazlder, at der er uvafgsrbart om x=0

eller x#0. Vi kan vise en satning, der udstiller dette
forhold helt klart, men ferst en definition.

f(x)=

Definition: Hvis TCS og TU(S/T) er lig S da er T en
aftagelig (detachable) delspecies af S (De sadvanlige mangde
teoretiske notatidner betyder det analoge mht. species).

Setning: Et pointspecies -dvs, et species af reelle tal
reprasenteret ved reel-tals-frembringelse-, som er en
aftagelig del species af et afsluttet interval, er enten
0-specien eller hele intervallet.

'Bevis: Lad Q vare den del-species af et interval E, som er

aftagelig 1 forhold t11 E. Lad nu f(x) vare den funktion,
der er 1 pa Q og 0 pad E\Q. Denne funktion md nu 1lege
kontinuitetssatningen vere uniform kontinueret pa E, dvs.
f(x) er konstantn

Dette betyder f.eks., at den funktion der pd [0;1] er lig 1

for xe¢ Qa[0;1] og 1lig 0 ellers ikke som i det klassiske
tilfelde er diskontinuert i ethvert punkt, men snarer i det
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intuitionistiske tilfalde er en meningsles funktion. Her kan
mengderne Qpn [0;17] og [0;17]/Q0 ikke holdes ud fra hinanden.
Denne meget korte smagspreve viser at man med EFT har et
middel til at producere en intuitonistisk-analyse, der godt
nok er mere restriktiv end den klassiske, men som samtidig
giver en sa stark teori, at vi ikke alene bevager os langt
ud over den recursive analyse men ogsa ud over den klassiske
matematiks graznser. Mht. forholdet mellem intuitionistisk
analyse og recursiv analyse er vi f.eks. her i forstenavnte
i stand til at producere en sa sterk satning som Borel's
overddakningssatning (Heyting 1956 p.67)% Dette kan ikke.-
lade sig gere i den recursive analyse (Aberth 1980 p.131).
Vi skal i naste kapitel se nzrmere pa dette forhold. Der er
selvfolgeliqg ogsa en razkke s@tninger, der ikke kan
produceres intuitionistisk. Her er Bolzano/Weistrass'
setning et centralt eksempel.

Setning: Hvis S er en uendelig delmengde af et afsluttet
interval [a;b], da indeholder [a;b] mindst et gransepunkt
for s. ,

Bevis: Lad os "konstruere" en felge af intervaller La;;b;J
pa denne vis: Sat a,=a, be=b. Hvis [a,;(a,+b,)/27] indeholder
uendelig mange elementer fra S, lad La,;b,l:[a,;(a,+bdnj.
Hvis [a,;(a.+b,)/23 indeholder endelig mange elementer fra

S, lad [a,;b,]:L(ao+bo)/2;b;j. Vi laver samme procedure for
i=2,3,¢¢+, altsa for hvert i har vi to tilfzlde;

1) [a;;(a;+b;)/2] indeholder uendelig mange elementer fra S.
2) Caci;lac+b;)/27 inderholder endelig mange elementer fra S.
I dette tilfelde md { (a;+b;)/2;b;] indeholde uendelig mange
elementer. Vi valger (a;,, ib¢, ] som den af de to, der har
uendelig mange elementer fra S. Da l®#ngden af intervaller,
hvor [a;, ibi 1¢ [a;ib;], halveres i hvert skridt, har vi
at; o

A= 1 [a;sb; 1, hvor A er graensevardienD

(A2
Dette bevis afh®nger imidlertid af slutningen; (Av4A)=>B
B

Vi har i et tidligere afsnit set, at denne slutning ikke er
gyldig, nar A er uafgerbar. I dette bevis hvor udsagnet
"[a;i(a;+b;)/2]} indeholder uendelig mange elementer fra S"
spiller rollen af A i ovenfornavnte slutning, er A netop
uvafgerbar. Nu kunne det godt vere, at man alligevel kunne
producere et intuitionistisk bevis, sa ovenfornavnte
indvendinger kun giver, at sztningen er pt. ubevislig,
Folgende eksempel af dette forhold findes ogsd hos Brouwer
(Heyting 1956).

Eksempel: Lad folgen (a,) vere defineret som folger; ah=2m,
hvis der blandt de ferste n cifre i decimaludviklingen af?%
findes ti pa hinanden folgende tretaller, og a=1-2"", hvis

sddan ti tretaller ikke findes blandt de feorste n cifre. Da
ingen pt. ved om en sddan ti pa hinandn felgende tretaller

findes i decimaludvikling af %, er gransevardien,som er
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blandt kandidaterne 0 og 1, af (an) ikke pt. kendt.

Lad nu dette vere godt, som en smagsprove pa den
intuitionistiske analyse. Vi vil i stedet for at udvikle
denne til en sammenhangende teori tage et skridt tilbage og:
se pa det udvidedet fan-teorems (EFT) stilling fra et

" bevisteoretiske synspunkt, med andre ord. lad os kebe den
pastand, at EFT er en af de centrale intuitionistiske
setning -da den giver anledning til uoverenstemmelser med
den klassiske matematik, er den ogsd en af de '
kontroversielle intuitionistiske s@tninger- og se pa hvilke’
forudsatninger, der ligger til grund for denne, samt om disse
s@tninger kan begrundes efter de retningslinier, som Dummett
har afstukket.

I den klassiske matematik kender man, bl.a. fra
kombinatorikken begrebet trzer, der svare godt til det
intuitionistiske begreb "spread". Her kan stierne i tra
indentificeres med choice sequences i en spread. Videre
siges et tre at vare endeligt, hvis til hver knude i treet -
(En knude kan reprzsenteres ved en endelig fwlge u.) kun
svarer endellg mange knuder under (Billedeligt talt s& stér
trzet pad hovedet). Klassisk har man en s®tning -som vi i
forste omgang vil kalde det klassiske fan-teorem (CFT)-, der
siger, at hvis enhver stig i et endellgt trez har en enelig
langde, da er der en svre granse pa langden af stierne i
trzet. Klassik viser denne satning ved Koénigs lemma.

Konigs lemma: Hvis der ingen zvfe grense er pa langden af
stierne 1 et endeligt tre, da er mindst en af stierne
uendelig lange.

Fer vi gar igang med beviset for denne satning, lad os
angive et par definitioner sdledes, at vi intuitionistisk er
stand til at tale, om det der svare til samlinger af
endelige stier (et spread er defineret som en specie af
uendelige choice sequences). Vi har ovenfor defineret, hvad
det vil sige at en spread er en vifte (svarende til at et
tre er endeligt). Nu kan vi bruge folgende defineret begreb
til at reprazsentere en species af endelige delfelger, hvor
felgerne er del af choice sequences hprende til en spread.

Definition: En species R af endellge folger spzrrer (bars)
en knude u i en spread netop hvis Vddes ael 2 3n d(n)¢ R.

Med disse definitioner far Konigs lemma folgende
formulering.

Konigs lemma: Fan(s) A -ImVdy 3n,, d(m)eR=>1q Vn d(n)¢R.
Lad os se pa det klassiske bevis for denne setnihg.

Bevis: Vi definere en relation mellem endelige felger u og
naturlige tal m, som fslger;




Q(u,m) <_>Vdde“ In, .. d(n)ER.

Vi kan sa danne falgende species;

iu. 3m Q(u mf}

Det er klart, at R€ A, idet Q(d(n),n) for vilkirlig &(n) R. 7
Man kan tenke pad Q, som sigende at alle de felger fra s, der
gar gennem u bestemmer en specie af endelige felger fra R,

og at dlsse f@lger har en gver granse m pa deres 1éngde. A
premis i lemmaet siger sa, at ¢ >¢ A. Vi skal nu vise,
hvorledes vi kan komme frem til en felge &, hvor d(n)¢ R for

alle n.

Antag at vi har en acceptabel knude % (s(d)=0), hvor alle
1-forlengelser tilherer A. Formelt; :

Yk s@-nr)o U"keA. Dvs. VK s(@r)=o An o(¥"k,m)

Da nu s er en vifte er {k: s(ﬁ“k):OS endelig, og vi kan finde
q sa; o

Yk Kpq S(87K)=1.
Lad nu k,,...,kp vre de vardler for k€q, hvor s("k)=0. Til
hver af disse findes m, sa Q(u" k,m). Lad nu m, ,...,mp vere
de til k,,...,kp svarende m-~ vardler. Lad M— max {m,,...,mpﬂ
Det er nu klart, at Q(u M). Dermed har at he A og saledes
vist at;

s(0)=0 A Vkgaep)eo UTke A=> Te A (%),

Specien A siges hermed at vare "opad arvelig". Klassisk er
dette @kvivalent med;

s(Q)=0 N U ¢a=> 3ks(d".tt)=o‘ﬁhk¢ A (**),

Vi kan nu ud fra vores antagelse om, at < > A definere en
uendelig sti som folger;

f(n)= minfk: s(p(n)) k=0 A B(n)"k¢ A .

Denne konstruktion felger klart af (**). Lige sd klart er
det, at Yn p(n)& A. Vi har for bemszrket at R¢ A. Hermed har

vi ogsa Vn f3(n)¢ R 4

CFT kan nu let vises klassisk ud fra Konigs lemma ved
kontraposition (A->B}+B->4A), samt ved manipulation med
kvantorerne ved reglerne VYx -A(x)~-3x A(x),-Vx A(xwJ x1A(x).
Intuitionistiske er dette dog ikke en legitim fremgangsmade,
da disse regler ikke g®lder indenfor intuitionistisk logik.
Skulle man til trods for disse besvaerligheder alligevel
producere et gyldigt intuitionistisk bevis af CFT udfra
Konigs lemma, er der stadig problemer. Slutningen fra (*)

til (**) er ikke intuitionistisk gyldig, dvs. ogsd i Konigs
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lemma bliver der brugt ugyldige intuitionistiske
slutningsregler -igvrigt de samme som ovenfor.

Intuitionistisk m& der et langt mere direkte bevis til for
at bevise CFT, hvis dette da overhovedet er muligt. Dvs. vi
‘ma til en specie R, der spazrer < > i S, effektivt kunne
finde m sa alle endelige felger i R er af en lzngde der er
mindre end eller lig m. Det synes som om, at hvis vi skal
have held med dette forehavende, s& ma man kreve at R er
afgorbar altsd Y@ (Q¢eR v U4 R).

Med dette krav bygget ind i prazmisserne for vores satning
f&r vi folgende noget svagere form for "fan-teorem" end CFT.
Lad os kalde denne satning for fan-teoremet og benzvne den

FT,
FT: Fan(s)/\VJdes In c-:l.(n)é RAYZ .(ﬁéRvu{R)=>3ded¢, annsn\;(n)é R.

For at bevise FT intuitionistisk kan vi bruge
argumentationen fra beviset for CFT til og med (*). Hlerefter
kan man preve at styre uden om kontrapositionen fra (*) til
(**) og ud fra (*) vise FT ad den direkte vej. Vi har altsa

s(u)=0N Vks(d*&)m ATk ¢ A=> LEA (*).

Foruden (*) altsd at A er opad arvelig har vi at R er
afgerbar og at Vdgq.s 3n d(n)¢ R, dvs. R sparer < >. Vi har
ogsd som for at R¢ A. Formaliserer vi disse pramisser skal vi
altsa vise folgende; : ~

BIDQ: Fan(s)

Yi(GeRvidR)
Velyes Ind(n)er *

R(deR D TeA)
V354:2\=0(Vks(d-)?)-..,ﬁ"keA’ueA) >
< > A.

Denne slutning, som kan ses som en slags induktionsslutning
med (*) som induktionsskridtet og R< A som basis, kaldes bar
induktion (BIgg) -rettere et specialtilfelde af BIpg, da det
i formuleringen af bar induktionen ovenfor krazves, at S skal
vere en vifte, men blot at S er en spread. Vi skal her i
forste omgang ikke forsege hverken at bevise eller
retferdige BIor, men blot konstatere at med dette princip i
hdnden er vi i stand til at bevise FT. Vi kan tilsidst
bemazrke, at BIgg har en zkvivalent formulering BI,, som er
den formulering af bar induktion, vi skal bruge i det
folgende. BIp udtaler sig om bar induktionens gyldighed for
den universelle spread.
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BI : B(TervgR) A
Vo dn In)er A
VP(TeR=>TeAr) A
ViAlVk @%keA =Uen)
=< deA.

Satning: BIDR og BID er zkvivalente,

Bevis: BL  => BI, er klart, da BI at specialtilfazlde af
BI,,.

BI:§> BI,s, ; Antag at smtlige premisser i BIp, er opfyldt. Vi
definerer nu en specie R¥ som feolger. R¥= Ru {?k>} s(<k>)=1%.
R* er specie, der sprzrer < > i den universelle spreads R¥ ~
er afgerbar, da R og s er det. Vi har klart, at TeR%t> UeA*®
(A*=au{ <k>} s(<k>)=1 ). Vi mangler nu at vise, at A% er
opad arvelig. Vi ser pa @ ke A*. Hvis 1h(@~k)>2, har vi
ke A og dermed Ue Ac A%, Hvis lh(¥"k)=1 har vi, at
Urk=<k>. Vi skal her vise det sidste skridt i induktionen,
altsd Yk <k>e€ A%> < >& A*, For de k, hvor s(<k>)=0, gzlder
<k>€ A=> < >€ A pga. den fem. pramis i BI,,, dvs. der findes
et m, sad Q(¢< »>,m). For de k, hvor s(<k>)=1, er det klart, at
m=1 duer, sdledes at Q¥(¢< >,max 1,m ). Dvs. pramis 4 i BIp
er opfyldt for A¥, Blp giver nu at < >e A*. Da

A¢ A¥=au {<k>| s(<k>)=1}, har vi nu, at < >e A, idet

s(< >)=0g4

Lad os betragte den specie af choice sequences U, der udger
den universelle spread. Lad os videre se pa det system af
abne mengder i U af formenﬁfpf {(n, )=f(ng )¥. Dette system af
mzngder udger en basis for en topologi pa U: Lad Sy, Sy vare
mengder i dette system altsa,

S¢={R | §(mo)=@(mo) og S,={p} eZ(ne)=hins)}.

For d€ S;n S, findes 5; sd d€ S34S, n S,.

Lad M= max{no,mo;. S;n S,={p) §(m,)=ﬁ(mo) indeholder klart
4+ samtidig med at denne mengde er kandidat_til posten =LY,

da den er med i systemet. U={p t &(0)=§(0)3 er ogsd med i
systemet, )

Lad os nu betragte en konstruktiv (lovmassig) funktion @ pa

choice sequence, med verdier indenfor N. Vi vil nu krave at
denne skal vare kontinuert mht. ovenstdende topologi altsi;

VaInVegac & p)=d(x).

Lad os med "Cont ¢" betegne klassen af lovmessige funktioner
pa choice sequence, hvortil der knyttes naturlige tal og som
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‘,

er kontinuerte i ovennavnte forstand. Vi kan nu udtrykke det
ferste 1ntu1t10n1stlske kontinuitetsprincip som vi skal se

paj;
P, :  Vadn Cld,n)=>3JeCont s xCl(aid(k)).

Hvorledes dette princip i ferste omgang skal’ retfardlggzres
vil vi se pa i det fglgende.

Intuitionistisk har man en razkke udvalgsaksiomer. F.eks.
medferer et udsagn som ¥n Im A(n,m), at der findes en
funktion a, sdledes at Vn A(n,a(n)). Dette er dog ikke som i
den klassiske matematik et kontroversielt princip, men
derimod en simpel felge af en "oversattelse"
eksistenskvantoren. Pa samme vis har man "udvalgsaksiomer
for lovmassige folger og choice sequences;

Anp® ¥n 3b A(n,b)=> 3a ¥Yn A(n,Am a(n,m)).
Variablen a leber her over konstruktive funktioner af to
variable.

AmP: Ynip a(n,p)=>3y Vn A(n,Amy (j(n,m))).

Variablen logber her over choice sequences., Her er der kun
dlrekte involveret en variabel. Parrlngfunktlonen

j(n,m)= m+1/2(m+n)(m+n+1) serger saledes for, at de to var1able
bllver "kogt" ned til en.
P& samme vis har, at et udsagn somV«x 3n B(d,n) 1mp11cerer at
vi effektivt kan finde en konstruktiv funktlon é sa

VY« B(a¢,P(x)). Formelt kan dette udtrykkes; -

Ax,nt V«3In B(d,n)=>3§Vo( B(d@(d))

Disse '"udvalgsaksiomer" felger direkte af kvantorernes
intuitionistiske mening. Sdledes bliver disse principper
ikke kontroversielle - ihvertfald ikke hvis man har
accepteret den intuitionistiske udlzgning af kvantorernes
mening.

Lad os nu antage, at vi kan havde A(d), dvs. vi har et bevis
af A ford. Nu er det ikke sddan at man pa noget tidspunkt
kan have et fuldstendigt kendskab til o . Der md altsa pa et
eller andet tidspunkt vare nok information om & til at kunne
bevise A. Formelt kan dette udtrykkes;

SOD: a)=> InfVe 5.q0 2(p)].

Det er klart at pradikatet A her skal forstas mht.
ekstensionel d. Lad os isvrigt antage dette, for forholdet
mellem alle de pradikater og choice sequences, der 1ndgar i

det folgende. Tager vi nu § fra A«,n 0g antager, at vi kan
havde B(d @ (x)) for @(u) =n, far vi nu ved SOD;

®(x)=n => BmEVppeaM) Q(B)ﬂﬂ.
dvs. In[VE pea tm) 5((3) =P ()]
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Med andre ord far vi, at @esCont,_s° Vi ser saledes, at
forskellen mellem A«,nog CP3, er kravet om §'s kontinuitet.
Dette felger som vist af SOD. Vi skal senere, give en
vurdering af kontinuitetsprincippet og dermed af SOD, men
forst skal vi se pa CP3z,'s rolle i den intuitionistiske
teori om choice sequences. En funktion e Cont,s kan
reprasenteres ved en lovmessig funktion e defineret pa
endelig felger af naturlige tal. e siges at reprasentere é,
netop hvis der for enhver & gzlder;

Der findes n s3 e(&(n)) = Plac)+1

og for alle m<n e(x(m)) 0.

Intuitivt er, det som e ger, at give udslag nar o er
tilstraekkelig lang, til at @(x) kan beregnes. Udslagets
verdi er sd lig éhx)+1, idet @(«¢) godt kan vare 0. e
fortzller os sdaledes bade noget om $(x), og om hvor meget af
«, der skal med for at kunne beregne $(«). Formelt kan
betingelserne pa e udtrykkes;

V&3n [e(d(n)) = Jx)+1 AV, ,el(d(m)) = 0 ]

For m>n lad os saztte e(d(m)) = e(d(n)). Dette er imidlertid
ikke sa vasentligt. Nu er e defineret pa endelig felger
«(n), men lad os ogsa bruge notationen "e(«)". Hermed mener

vi feglgende;
e(o¢) er defineret <=> 3n e(di{n))> 0
e(d)= k <=> Jn [e(&(n))= k+1 A Vm, e(d(m))= 0.

Med denne notation far vi felgende formulering af
ovenfornevnte kontinuitetsprincip;

CP3p: Vudn Cla,n)=> JeVx[ e(a) er defineret A C(d,e(d)).

Vi vil ogsd i det folgende se pd nogle konsekvenser af et
svagere kontinuitetsprincip CPgily.

CP3ip: V«3!in C(a,n)=> JeVx [e(d) er defineret A C(d,e(d)).

Dette princip felger klart af CP3,. Samtidig er det et
stzrkere end hvad man kan na frem til ved blot at tilskrive
kvantorerne deres intuitionistiske mening; § kreves stadig
kontinuert. Lad os se pa nogle konsekvenser af CP3, og
CP3'n.

Med CPj3, (samt FT) er vi i stand til at vise EFT.

EFT: Fan(s)AV8aes In Cld,n)=> ImVa o InVApes, gexcm1C(p,n).

Bevis: Den anden premis giver vha. CP3n;
e Vuyes [e(st) er defineret AC(d,e(d) ) dvs. der findes e s&;
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Wdges Im In [e(@(m))=n+1 A Vr ., e(d(r))= 0 A c(d,n)].
Vi definerer nu en specie R som fziger;

lﬁ'eR <= e(T)> 0 A VvpPe(T)=0.
R bliver siledes den specie af tilstrazkkelig lange endelige
felger u, hvorefter e giver udslag. R er afgorbar eftersom e

for en given u enten er stogrre end 0 eller lig 0. Ifolge e's
beskaffenhed har vi klart;

Vd4es nd(n) € R.
Vi kan nu bruge FT og vi far;
ImVeges Innpem din) € R.
For de S, har vi sd for n«<m og for en eller anden q;
e(d(n))= g+l AVrpne(d(r))= 0 A Cld,q).
(Vi kan te@nke pé& m, som den pvre grense for l&ngaen af de
felger U, hvor e netop giver udslag). For ffed (m), hvor

s(A)=0 har vi pfed (n) dvs. e(B) = g (B stemmer tilstrzkkelig
overens med o, nemlig pa de n forste pladser) og dermed

C(A,q).
Vi har altsa fundet m (ved FT), sda vi for vilkdrlige «e€$S kan

bestemmme n (¢m) s& fBed(n), for s(f)=0. Det betyder sa, at
e(f(n)) = g+1 og C(B#,9). Formelt;

ImVe g 5 3nVﬂpes,ﬂéZ(m)C(fa,q)-
Udfra EFT og CP3n er vi nu i stand til at vise CFT. Lad os
kalde denne GFT (generel fan- teorem, idet R's afgerbarhed er

droppet), hvormed vi antyder, at vi bruger intuitionistiske
principper.

GFT: Fan(s) AVdges Jn d(n)€ R=> Im Védes Hnnng(n)é R.

Bevis: Wdes 3n[d(n) € R] giver ved CPyni |
deVades C(d,e(d)), hvor C(d,n) er Ind(n), dvs. vi har
JeVades d(e(d)). For dette e har vi ifplge EFT;
dpVides InVYnnes, ped (p) A(n)eR.

Nu er s en vifte, dvs. der flnggs kun et endellgt antal u,

hvor s(d)=0 A lh(u)sp. Lad ﬁi,u,,....,uk vere disse foglger
lad m= max e(ug)-1. Vi har nu at;

Viyes annsm d(n) e Ry

Vi ser altsa, at beviset for EFT som er det "fan-teorem",
der giver de sterke intuitionistiske s@tninger, hviler pa
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savel CPg, som FT og dermed Blpz. Samme forhold ger sig
geldende mht. GFT (der klassisk er zkvivalent med Kdnigs
lemma), da denne bygger p& EFT og CP3,. Vi kan altsa
konkludere, at den del af den intuitionistiske analyse der
ger brug af de forskellige fan-teoremer -og det er den del
‘af analysen, der vil noget (se nedenfor)- hviler kraftigt pa
bar induktion-samt kontinuitetsprincippet CPgn. Vi skal
stadig udskyde en diskussion af disse princippers
begrundelse og istedet forst angive nogle konsekvenser af
det svagere kontinuitetsprincip CPg3iy, .

Setning: EXT«& A(d)A EXTo B( YAVa (A(d)vB(d))=>
Je Vo Ee er defineret A e(d)=0AA(d) v e(d)=1AB( )J.

Bévis: Da Yo (A(g)vB(d)) har vi for hvert o netop en af
felgende situationer A(d)A'B(d), B(d). Ved situation 1 szt
n=0, ved situation 2 szt n=1. Vi har nu;

¢ Jtn (A(R)An=0 v B(d)an=1].
Af CP3i, f4s nu det enskede g
setning: +V¥od (Vn d(n)=0 v "¥n «(n)=0).

Bevis: Antag ¥ (¥n &(n)=0 v7'¥& d(n)=0. Her afhangerVnd (n)
ogWn d(n) klart ikke af den made hvorpa ol er produceret,
men kun af hvad der star pa den n'te plads i «. Med andre
ord egenskaberne Vnd(n) og 'Wh d(n) er ekstensionelle. Vi kan
a%tsé bruge satningen ovenfor, og vi far, at der findes e
sa;

Va [(e(d)=0 A Vn d(n)=0)v(e(d)=1A Vnd(n) =0)] (%)

Lad nu varet givet en choice sequence & og antag at

e(d)=0 A ¥Yno(n)=0, dvs. der findes m si;

e(d(m))=1 A Vrrano(("') 0

(intuitivt er e den funktion, der giver udslag, nar d(”) er
lang nok til at bestemme Vnd (n) =0. Vi kan allerede her
bemazrke at der er noget galt i dette). Vi har altsa;

Vn nicm)Vnﬂ(nhO (**)
Lad nu/? vere defineret som fslger;

0 for ng¢m.

A(n)=

1 for n>m.

Her er 8 (m)=d(m) men ‘VWnp (n)=0 og vi har modstrid med (**).
Da (*) gzlder for alle ®, samtidig med at e(d)= =0AYn & (n)=0
ferer til modstrid for vilkarlig of, ma det for alle o gazlde
e(d)=1AWnd (n)=0 (***), Dend , der for alle n er lig 0
strider imidlertid mod (***). V1 far igen en modstrid g.
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Vi ser altsa, at CP f@rer til en satning, der strider mod
klassisk logik. Vi har ogs@ set, at EFT ferer til s&tnlnger,'
der er inkonsistent med klassisk matematik. EFT bygger pa
bar induktion og kontinuitetsprincippet CP . Nu kan bar
induktion vises klassisk; '

BIn: V8 (S¢RvudR)A ¥d In (n)eRAYE (Z¢r=>dea)ln
Y2 (Vk 0" kea=> ueA)]=> < >¢& A. '

Bevis: 1. prazmis er klassisk en tautologl, vek med den. lad
os antage 3, og 4. premis, samt <« >¢ A." Ved kontraposition af
den 4. pramis kan vi ud fra < >¢A konstruerg en lege/&,
hvor ¥né(n)éA. Ved kontraposition af UeR=> U€A i premis 3 fas
nu en modstrid med prazmis 2 n

Det er altsd@ de intuitionistiske kontlnultetspr1nc1pper, der
er de kontroversielle principper, da det netop md vare disse
der giver uoverensstemmelserne mellem den intuitionistiske--
og den klassiske matematik.

Lad os starte en gennemgang af hvorledes vi intuitionistisk
vil begrunde bar induktion og kontinuitetsprincippet med
angive Brouwers bevis af bar induktion, som fortolket af
andre (se f.eks Heyting 1956 p.43, Dummett 1978 p.94).

Lad os se pa bar induktion i form af BI :

i) R sparer < >

ii) R er afgerbar

iii) RgA -

iv) Yu (Yk u"keA=> ueh).

Brouwer tager udgangspunkt i hvorledes et bevis af den
ferste praemis vil se ud. I overensstemmelse med :
intuitionistisk udlegning af meningen af implikationen vil
han vise, hvorledes dette bevis ved hjzlp af de evrige
.premisser kan transformeres til et bevis for < >¢A, I denne
forstand er beviset interessant, idet den giver en pejling
om hvorledes den noget ufuldstendige udlagning af de logiske
konnektiver narmere skal forstas.

Ifelge Brouwer vil et bevis af "R sparer < >" udelukkende
gere brug af felgende tre-typer slutninger: . :

u€R
oZ—slutninger;
R sparer u

-
fﬁ R sparer u
-slutninger;

R sparer u"k

- >~
}{ R spazrer u" 0, R sp®rer u-1,...
-slutninger;

R sparer 4




Et bevis kan ses som et endeligt tre med forgrenninger der
slutter ved bevisets premisser og slutningen R sparer < »
som ferste knude. Hvis vi har givet et sddan bevis, kan vi
udskifte alle‘ﬁ -slutninger som felger;

Vi ser pa de forskellige grene der lgber fra de forskellige
pramlsser. Ferste gang vi meder en ¥Y-slutning, er der to
mader vi kan vere kommet i besiddelse af prazmissen

R spearer 3; a) ved en F - slutning b) ved en ?Z slutning.

ad a) Hvis baggrunden for "R sparer " er en-fg—slutning, s&
er R sparer 2-% blandt przmisserne. Denne er blevet bevist
uden brug af #-slutninger. Nu kan vi bruge dette bevis
istedet for det, der bruger ¥ -slutninger.

ad b) Hvis vi har, "R spagrer u~k" pd baggrund af en
n- slutnlng, sd har vi, u"R som pramis for denne.Betragt nu
beviset for "R sparer U k" til konklusionen R sperer <_>.
Her optrader, der Len rezkke udsagn af formen "R sparer " '
hvor vxu eller v=u*w som konklusioner i de enkelte trin i
beviset. I hvert sadan skridt formindskes eller foreges
lengden af V med hejst 1 for at afslutte med langde 0 ("R
sparer < >"). Et eller andet sted md udsagnet "R sperer u"
fremkomme. Nu; i stedet for for udfra UeR at gar over
-slutningen og derefter videre -muligvis i mange trin- til
udsagnet "R spzrer u", kan vi erstatte hele denne del af
beviset med en‘Q slutnlng og dermed er antallet af

@j—slutnlnger reduceret med mindst 1.

Vi har nu prazmis i) opfyldt i BIp altsd har vi et bevis for
"R spazrer < >", kan vi via de i a) og b) navnte procedure
angive et bevis, hvor kun 72-09 ~-slutninger forekommer.
Dette bevis kan nu transformeres om til et bevis for
"¢ >6A"'V1 erstatter alle forkomster af udsagn af formen
"R spzrer u" med udsagn af formen "#¢A". S3ledes bliver
M -slutninger transformeret til (gyldige) slutninger af
formen;

- ]

uéR

uéA, pga. den iii'de praemis i BIy og
/g-slutnlnger bliver transformeret til slutninger af

formen; U"0¢A, U71¢A,...
deA , der ogsa er gyldig pga. iv
premis i BI o

Nu er dette bevis imidlertid forkert. Det ger ikke brug af
(ii) i BI altsa at R er afgerbar. Droppes denne betingelse
pa BI'p gyldighed kan man angive en species R pa den
universelle spread der opfylder de pvrige prazmisser i BIp
med som giver anledning til en modsigelse af CPgi,, (Dummett
1977 p.88). Som man kan have mistanke om, ligger fejlen i
Brouwers antagelse om, at vi kun har ovennavnte tre mulige
slutnings regler i et bevis af "R sparer < >". Hvordan far vi
sa en form for bar-induktion hvis ikke via et bevis, som det
Brouwer forsegte at gennemfgre? Dummetts eget svar er;

"Even if we could overcome these difficulties, so as to
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render Brouwers proof of the bar theorem convincing, it is.
better, in any formalization of intuitionistic analysis at
present possible, to asume the principle of bar induktion

axiomaticlly ..." (Dummett 1978 p.102). :

Denne begrundelse af bar induktion ligger langt fra Dummetts
meningsteoretisk udgangspunkt. Hvor man kan se logikken, '
aritmetikken og de dele af den reelle analyse, der kan
beskrives pd en mdde, der ikke ligger sa fjernt fra den
recurcive analyse, som havende en meningsteoretisk
forankring, s& er antagelsen af gyldigen af bar induktion
som ovenfor beskrevet, en pragmatisk antagelse, hvis eneste
berettigelse er, at den giver et bevis for FT, der igen
skaffer os adgang til dele af analysen med noget ked pa. I
bedste fald bliver bar induktionen begrundet udfra den
indsigt vi har i teorien om choice sequence -en indsigt der
afslerer at gyldigheden af bar induktion er en rimelig
antagelse. Herved bliver bar induktion en ren ontologisk
antagelse uden den kobling til meningsteorien, som Dummett,
hvis han skal tages p3 ordet, nedvendigvis md etablere, hvis
hans position tilnarmelsesvis skal skal siges at vaere '
gennemfert.

Endnu sterkere md disse indvendinger mod Dummett vare, hvis
vi vender os mod kontinuitetsprincipperne. Den fremstilling
vi har set, hvor CP3, ses som felge af et intuitionistisk .
udvalgsaksiom samt skema for aben data (SOD), skyldes-
Troelstra. Mens de forskellige intuitionistisk
udvalgsaksiomer fglger direkte af meningen af de logiske
konnektiver kan det samme ikke siges om SOD. Hos Troelstra
(Troelstra 1977 p.15) er SOD begrundet udfra vores kendskab
-eller mdske rettere mangel pad samme- til choice sequences.
Dvs. SOD og dermed CPj, se@ges begrundet ontologisk.

Nu mener Dummett, at kontinuitetsprincipperne er af en mere
fundamental karakter (Dummett 1978 p.449), men heller ikke
disse kan gives en meningsteoretisk forankring -i al fald i
péd samme made som udvalgsaksiomerne (Dummett 1978 p.80). At
heller ikke kontinuitetsprincipperne kan begrundes indenfor -
de meningsteoretiske rammer, der er lagt, ma& hos Dummett og
en rezkke andre intuitionister, der prever at argumentere for
intuitionisme som den eneste legitime made at drive
matematik p&, vakke en del bekymring, da :
kontinuitetsprincipperne er inkonsistent med klassis
matematik og -logik.

Kan vi s& ikke bare identificere konstruktivitet med
Churches tese? Hermed ville man kunne sla bro mellem
intuitionisterne og de klassiske matematikkere, idet
Churches tese ogsa accepteres klassisk. Da Churches tese
desuden er konsistent med en razkke intuitionistiske
principper, begdr man vel ikke den store forraderi mod det
intuitionistiske synspunkt. Lad os se lidt pa disse
spergsmal i det fwlgende.

Lad os se pa en formulering af Churches tese (CT);
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CT: Va aenM Jethn ({el(n)=a(n))

Her som fer leber variablen over lovmassige felger. Denne
formulering siger altsa, at enhver lovmzssig felge kan
reprasenteres ved en recursiv funktion e, der spytter
verdien a(n) ud nadr vi fodrer den med vaerdien n. I denne
form er Churches tese konsistent med en rzkke principper
indenfor den intuitionistiske analyse (Dummett 1978 p.73).
Tager man derimod CT som en made at give et handfast indhold
i begrebet "konstrukt1v1stlsk", ma denne ifelge
intuitionisterne ogsd indbefatte choice sequences o9 vi far
felgende formulering af Churches tese, hvor ovenstdende er
et specialtilfzlde.

cTy: Y dn¥n (feln)=ain)).

Her leber variablen ¢ over choice sequences. Denne
formulering af Churche's tese er imidlertid inkonsistent med
fan teoremet; CTx og FT er inkonsistent.
Bevis: Vi vil ifslge CTe« kunne indentificere den binere
spread med et primitivt recursivt traz. Her definerer vi en
spec1e R, der er recursiv, hvor der ikke alene ikke findes m
sa langden af folgerne i R er mindre end m

(~ImVag.¢ 3 nnghd(n)4 R), men at der til hvert m kan findes
en primitiv recursiv felge, den har en l®ngde storre end nm,
formelt kan denne intuitionistisk noget sterkere pastand

udtrykkes;
qudaesvnnsvh d(n)¢ R.

Vi bruger Kleenes T-pradikat, hvor T(n,m,k) intuitivt
betyder at algoritmen med Godelnummer n og indput m giver
output k. Lad os her definere f@lgende;

W(i,r,k) <=> [i=0 A T((r)g,z,k) AVjjep aT((1), ,1,3)v
i=0 A T((rd, ,r,k) AVijeR qT({r), ,r,3) ,

hvor (r)e og (r)e er eksponenterne af hhv. 2 og 3 i primtals
faktoriseringen af r. Intuitivt kan vi tenke pa algoritmen
med Godeltallet r opdelt i to algoritmer med Godeltallene
(r)e og (r)a. W(i,r,k) giver sa udslaget 0 eller 1 eftersom
det er (r)r eller (r)s der feorst giver udslaget k ved indput
r. En af disse to situationer vil forekomme, da algorltmen
med Godeltallet r er recursiv. Herved bliver ogsa W(i,r,k)
recursiv.

Vi kan nu definere en specien R;

- - .
e 830 5810 A Frean 8, gaaner Wi, £)
Vi husker at v, er vardien pa den r'te plads i 3 , som her
altsd er 0 eller 1).
For 4€ S har vi;

A(n)eR <=> dreen Ipenr Wld(r),r,k).
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Vi sd ovenfor, at W(i,r,k) er primitiv recursiv. Denne
egenskab bevares ved begranset kvantorlserlng. R bllver

saledes afgerbar.
Lad der nu vere givet et m. Vi skal vise, at der findes d4¢S

‘Sa Vl’lnsm J(n)¢ R.
Vi definerer &k som felger;
1 hvis r<mR3Kk““¢ W(0,r,k)
d(r)=
0 ellers.

Tag nu n¢m og antag a(n)é R. Dette giver ifglge definitionen

af R; Areen E\kmn_r Wid(r),r, k).

Da d er primitiv recursiv har vi at d(r)=0 v d(r)=1.

For 0(r)=0 har man; jkk<mf W(o,r,k). C
Da ng¢m har vi i felge deflntlonen af A imidlertid at d(r)=1.

For o (r)=1 f3r man; 3]()(4('\"' w(1l,r,k).
Igen far vi en modstrld, idet dette betyder ifeslge '
definitionen af d at d(r)=0. Vi ser altsa at antagelsen om

'Vnnuxd(n)é R forer til en modstrid, altsa Vnnq«d(m)¢ R.
Dette resultat giver klart, at pramlssen for Konigs lemma er
opfyldt, sa hvis fan-teoremet var gyldigt sa havde. vi;

jddes Vn d(n)¢ R (*), for d recursiv.
Vi kan imidlertid for recursiv 4 vise, at der altid vil

findes n s& d(n)é R. Hvis & er recursiv, s er {r: a(r)=13
recursiv nummerabel, dvs. der findes index po Sa;

Z;' d(r)=13- Zr' dk T(p ,r. k)}

Det samme gzlder for ir d(r) 03 Her fas index p1. Dette
giver et p, hvor p= 2 -3P*, Lad nu;

k=pa[(T( (P)y +P,a)VT(p)y ,pra) ]

Et sadan k findes da 4 er recursiv.Ser vi nu pd W(i,r,k) fra
for har vij;

W(A(p),p,k) <=> (p)=0 T((p)g,p, k)N Vi;p aT((P), ,p,k)
A (p)=1A T((p), ,p,KIA Yijck aT((p)y,p,k).

Vi vil nu vise at for n = p+k+1 har vi d(n)é& R;
Ser vi pa R fra.feor har vi;

d(n)e R <=> Jrp Jrpen, Wld(r),r,k).
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Szt r=p og k=k. For n=p+k+1 giver dette d(n)cR.
For enhver recursiv & er vi altsd i stand til at finde n s&,
d(n)¢ R i strid med (*) g

CT 409 FT er altsa inkonsistent, eller hvad der er
ekvivalent CT og FTg er inkonsistent, hvor FT g betegner fan-
teoremet begraznset til at omfatte recursive funktioner. Nu
er FT ifelge intuitionisterne ikke sdledes begranset, sa
hvis intuitionisten skal acceptere Churches tese ma det vare
i form af CT. Denne er som for bemerket konsistent med en
rakke intuitionistiske principper (der bevager sig udover,
hvad der kan beskrives ved recursive funktioner). Troelstra
gor imidlertid opmerksom pa to grunde til ikke at optage CT
blandt de intuitionistiske principper (Troelstra 1977 p.4);

i) I forskellige aksiomsystemer bliver der ikke tilfert
noget nyt ved at tage CT med i formaliseringen. Denne bliver
altsa til et ekstra vedhang.

ii) Churches tese giver en god overensstemmelse mellem
begreberne "mekanisk beregning" og "recursiv"., Det er
imidlertid et spergsmal om den er i overensstemmelse mellem,
hvad der er mekanisk beregning, og hvad der er menneskelig
beregning.

Hvad der dog er mere vigtigt ; begrznser vi os til den del
af den konstruktive matematik, der kan beskrives ved
rekursiv analyse, bliver resultatet derefter. Vi md droppe
store dele af den reelle analyse, ikke bare i form men ogsa
i indhold. Dette tema, som vi har antydet flere gange, stemmer
fint overens med Simpsons bevisteoretiske undersegelser
(Simpson 1984);

Konigs lemma over et svagt basis system RCA, kaldes WKL,,
hvor "... RCA-stands for recurcive comprehension aksiom.
Roughly speaking, the aksiomsof RCA, are only strong enough
to prove the existence of recursive sets". (Simpson 1984 p.
784) .

Indenfor WKL, kan man bevise en rakke centrale satninger fra
analysen bl.a. Borels overd®kningssaztning, sztningen om at
enhver kontinuert funktion pa et afsluttet interval har
maximum og sidst men ikke mindst Cauchy/Peanos satning om,
at en kontinuert funktion pa rektanglet |x(¢a, |yl¢b, der
giver anledning til differential ligningen;

Lo£(x,y), y(0)=0,

har en lesning y= @(x) pa intervallet | x| <o, hvor
d=min (a,b/m), m= max i[f(x,y)l : lx‘éa:lYl$Q3-

Det er klart at det intuitionistiske udgangspunkt med fan-
teoremet i stedet for Konigs lemma samt den noget anderledes
intuitionistiske logik, vil betyde, at disse satninger far
en noget anden udformning. Vasentligst er dog at disse kan
produceres (se f.eks. Heyting 1956). Vi bemerker ogsa at
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Bolzano-Weierstrass' satning ifelge Simpson er beviselig
zkvivalent til det sterkere sytem ACAo (Simpson 1984 p.798)
over basissystemet RCA,. Dette harmonerer ogsa med at '
Bolzano-Weierstrass' s@tning ikke er intuitionistisk teorem.

Konigs lemma eller rettere en form for fan-teorem er altsé
nzdvendig for at kunne producere vasentlige dele af den
intuitionistiske analyse og dermed bidraget til en
retferdiggerelse af det videre forleb af det, vi har kaldt
‘den forste intuitionistiske tese. Svakker vi derimod vores:
grundprincipper sa& meget, at vi fdr noget, der er svagere
end Konigs lemma, ma vi najes med langt fattigere dele af
analysen, Eksempelvis hvis vi holder os til den recursive
analyse m& vi opgive Borels overdaknlngssatnlng {Aberth 1950
p.131) og Cauchy/Peano s satning. Lad os se pa beviset for
sidst navnte pastand i det folgende afsnit.
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EN BEREGNELIG F@RSTE ORDENS DIFFERENTIALLIGNING UDEN
BEREGNELIG L@SNING.

Opfylder en kontinuert funktlon F(t,9(t)): LWV, hvor fX er
en aben m@ngde i RxV, lokalalt en Lipchltz betingelse, vil
der gennem hvert punkt (x.,yo)tﬂ.ga netop en maximallgsning
til differentialligningen @' (x)=F(t, d(t)) (mat.ly 1968-69
pP.49.07).

Lesningen (x) vil her vare konstruktiv. Cauchy/ Peano's
sztning, som vi har angivet ‘i-det foregaende kapitel, er af
en mere generel karakter end eksistens- og
entydighedssatningen som vi lige har citeret, idet den ikke
betinger at F skal opfylde en lipchitz betingelse.
(Konklusionen er dog ogséd svagere end den i eksistens og-
entydighedssaztningen). Som vi fer har navnt, kan
Cauchy/Peano's setning vises indenfor systemet WKLg »
(Simpson 1984 p.785). Begraznser vi os derimod til den
recursive analyse, har vi ikke et tilsvarende resultat;

Hovedsetning: Der findes en s®dvanlig ferste orden
differentialligning

@ (t) = F(t,P(t)) ,90) =0

Sdledes at F(x,y) er beregnelig pd rektanglet-

F(x,y): Ogxgl A -1g¢ygt
men saledes at der 1ncen beregnellg losning til
dlfferentlalllgnlngen pa noget interval [0 2], 8) 0.
Fzr vi gd8r igang med beviset for denne sztning, skal vi se
pa nogle definitioner og saztninger fra den recursive
analyse. Vi vil her finde definitioner, der minder meget om
dem vi har set i forbindelse med den intuitionistiske reelle
tals aritmetik.

Lad N vezre mengden af naturlige tal. En folge af rationale
tal (tyn) er recursiv nummerabel netop hvis der findes
recursive funktioner ¢q,r og s : N->N sdledes at:

${m) a(m)
riv) + |

ten = (-1)

Dette er klart intuitivt; vi kan finde algoritmer der til
hvert m angiver tazller, navner og fortegn.

Et reelt tal a siges at vere et recursivt reelt tal, netop
hvis der findes recursive funktioner g,r og s saledes at;

Sim) 3(m) m
;;3:7—1 (1/?)

a-(-1)

Denne definition minder en del om intuitionistens reel tals
frembringer. Der er dog vasentlige forskelle;

i) Her lagges der ikke op til en forskel mellem ekstension
og intension. I den klassiske matematik er alt
ekstensionelt.

ii) intuitionistisk er de reelle tal konstrueret via. Deres
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frembringere. Her er, det at et reelt tal er recursivt blot
en blandt flere egenskaber, som tallet kan besidde. Man ser
her den ontologiske forskel mellem anti-realisten og

realisten.

En folge af recursive reelle tal (a,) er recursiv nummerabel,
netop hvis der findes recursive funktioner u,v og w saledes

at,
W) W (nom) I p (1/2)

Y (n,m)
(A) Lad os nu definere hvad vi mener med en beregnelig
funktion.

an~(-1)

Definition: Funktionen ?(x) er beregnelig netop hvis;

1) @ afbilder enhver recursiv nummerabel fgslge af rationale
tal (tm) 1 en recursiv nummerabel folge af reelle tal
(P(ta)) -

2) w er effektiv uniform kontinuert, dvs. der findes en
recursiv funktion g sdledes at;

-n<a, b<n og la-b|«

o 0 44w < a2,

for alle reelle tal a og b.

Lad os med Pour-el og Richards opremse nogle sztninger som
vi skal bruge i det felgende vedrzrende beregnellge
funktloner,

(B) Hvis (F,) er en recursiv nummerabel folge af beregnelig
funktioner med F som gransefunktion, sdledes at
|F. -F,, l<(1/2)",da er F beregnelig.

(C) Hvis P(x) er en beregnellg funktion og (aw) er en
recursiv nummerabel folge af reelle tal da er (q(a )) en
recursiv nummerabel felge. Lad os til slut her i
indledningen give endnu en defintion;

Definition: Disjunkte recursive nummerable mazngder A og B
siges at vare recursivt seperable, netop hvis der findes en
recursiv mengde C-saledes at A¢C og BsC. Recursivt
nummerable mengder, der ikke sdledes er seperable, siges at
vare recursiv inseperable.

Eksempel: Vil man have nogle gode recur51ve inseperable
nangder af naturlige tal at tmnke pa i det folgende, kan man
se p&d mengderne A=J#3 : Gécn:A Y og B=jH#E : 4« f‘nﬁ'{
Hvor A er aksiomerne for et system i de naturlige tals
sprog, der er sterkt nok til at reprasentere afgerbare
mengder., Her gazlder folgende satning der kaldes fixpunkt
lemmaet: For enhver dmed netop en fri variabel findes der
en saztning g sa (ﬂ'—[ G<- >/$(S"°'O)] (Enderton 1972 p.227).

Vi sa i afsnittet om Hilbert, at en tilstrakkelig righoldig

teori i de naturlige tals sprog ikke er fuldstendig. Dermed
er mengden af sande setninger uvafgerbar (svarende til A ikke
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er recursiv).Overraskende er det, at vi ikke engang kan
skille de sande og falske satninger pa recursiv vis:

Setning: Mzngderne A= §#é: 8cnkRS og B= §#3 : geCnd} er
recursiv inseperable. ‘

Bevis: Antager vi at vi kan finde en recursiv mengde R sa
ACRoOgBCcR, sa findes der en formellﬂ med netop en fri
variabel, der reprasenterer R. Bruger v1 fixpunktlemmaet pa
- Afar vi at der findes en sztning 8 sa;

A+ [z<->.,/5<s"30)

Da R er recursiv har vi #¢¢ R v#%R. For /¢ R har vi

A A(s® 0), idet » reprasenteret R. Ifplge fixpunktlemmaet
betyder dette at #}afd og dermed ifglge definition af
mengderne A og B #de¢BsR. Antager vi at#f¢ R far vi pa analog
vis en modstrldm

Bevis for hoveds®tningen:

Lad os begynde med at indfere noget terminologi; vi ser pa
en "halv kasse" (se fig.1) hvorpa der er defineret en
funktion K(x,y). Denne giver anledning til en
differentialligning ' (x)=K(x,P(x)).

(e,c?)

(0,0)

(e,-ct)

fig.1

Med betingelser ¥(0)=0. Lesninger til denne
?1fferent1a111gn1ng er alle kurver af formen ¥Y(x)= Cy hvor
Clg1;
I omradet hvor k=2x er lgsningen samtllge stamfunktioner til
2x gennem (0,0) her duer kun %(x) =x*, Analogt for det omrade
hvor K(x,y)--2x. Her er ¥(x)=-x* eneste losning. Indenfor
det omrade, hvor K(x,y)= 2y/x og udenfor (0,0), opfylder F en
Lipchitz betingelse. Her vil der gennem et hvert punkt
(x6,y-), hvor -TX,<y<Tx., gd netop en lesningskurve. Denne
skare af lgsningskurver svarer til alle den af formen
Y(x)=Cx*, hvor C lgber mellem -1 og 1.

De 2 linier med ligningen y=x og y=-x p& fig.1 danner
saledes en "spreder" i "kassen" svarende til at den skare af
lesningskurver til differentialligningen K(x,P(x))= P'(x).
spreder sig ud som en vifte med udgangspunkt (0,0). Dette
punkt kaldes igvrigt "knudepunktet'". Forestiller vi os en
spejlvendt kasse med samme knudepunkt og omrader svarende



til dem ovenfor, far vi en konfiguration som vi kan kalde en
samler. Dette svarer tll, at differntialligningen som
funktionen K definerer pa denne kasse, har en skare af
lesninger af formen Y(x)=Cx*, |Cl¢1, der med forskellige
udgangspunkter samles for at mzdes i knudepunktet vi far sa
en kasse som den pa fig. 2.

(—C..c}) Fe® AX ; (Cnc")
2y (0,0) 2
Fe=£" rc- ;:3
(-¢,-c*) Fe= -2x ~N(¢,-¢t)
Fig.2.

Nu er ideen den, at disse kasser stykkes sammen som aﬁtydet
pa fig. 3.

9

/g

mi3

Fig.3

I nogle af kasserne vil vi sa, i en omegn om knudepunktet,
tilfeje en sdkaldt pulsfunktion. Arten af denne vil sa vare
bestemt af de rekursivt nummerable mengder A og B; lad a og
b vere rekursive funktioner der frembringer hhv. mangderne A
og B. Hvis a(n)=m lader vi hejden af denne pulsfunktion i
den m'te kasse vare 2 0“"”3)09 hvis b(n)=m lader vi pulsen
vere negativ med et udslag pa 2-tm+n+S) Hyis m4 AU B sd er
der 1ngen puls. Vi vil v1se at den funktlon der fremkommer
som altsd bestar af en sammenkllstrlng af kasser med
"pdklistring" af pulsfunktioner pa nogle af disse kasser -
er beregnelig, men at differentialligningen som den giver
anledning til ikke har en beregnelig lesning.

Lad os feorst pr@c1sere, hvorledes vores funktion Fc(x,y)
skal se ud pa en v11kar11g kasse med l®ngde 2c og hejde 2c¢
Fc er altsd defineret pa mangden i(x,y) ]x\«clﬁlwsc’s Denne
mzngde er sd delt op i nogle omrader; en yder brazmme, en
indre brzmme, en samler, en spreder, omradet udenfor
samleren og sprederen der ikke er del af brammerne, samt en
interpolatiols brazmme mellem sidstnavnte omrader og samleren
og sprederen (se fig. 4). Lad os give en pracis
karakteristik af disse omrader.
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Den yderste bremme;

By= &(x,y): 0,999¢¢1xI1¢cv0,999¢ly! «ch
Den inderste brazmme; :

B = S(x,y): 0,998c8x] <0999¢ v 0,999c¢ |yl ¢ 0,998c" k.
Samleren og sprederen; '

S Z(x,y): !yL$O,999fo 4xl50,998cx.

Omradet udenfor S; ]
0= Z(x,y): Lyl >x* A 1xl « 0,998¢c N \yl « 0,999c*.
Interpolations omradet mellem S og 0;

I= ¢ (%,y): 0,999x¢lyl¢ ¥A1x1¢0,998cA\yl €0,998c%}

Yarel =
= AN N7 7777 7777777 7 772777777 77 f “ Bb

L ld
) /
=mﬂwl-—/f /
9 x é /
7 /
P “
ﬁ’ﬁﬂ‘ﬁ x2 / J(
5=-x1////’/”////”/’/////////"/”/l/ //1/1/,,{
1o oo Fig. 4. N by
x2-¢
Vi kan nu give en prazcis karakteristik af Fc;
Fc(x,y)= 0 for (x,y)<By.

Fe(x,y)= 2% for y»0 og (%,y)¢0
Fc(x,y)= 2y/x for (x,y)eS
Fc(x,y)= -2x for y<€o og (x,y)e0

P& den inderste bramme samt interpolationens omrade mellem
parablerne interpolernes der saledes at Fc bliver C® udenfor
(0,0). Var Fc blot en gang differential med kontinuerte
partielt afledede sa opfyldte Fc en Lipchitz betingelse.
Folgeligt kunne vi sikre eksistens og entydighed af en
beregnelig losning gennem (0,0).

I det omrade, hvor, Fc(x,y)=2y/x, er tyl<x . Herved har vi,
at | 2y/x|<])2x/x|<2x, dvs. Fc(x,y)<2c pa hele kassen. Vi

skal nu have tilfejet de ovenfor omtalte pulsfunktioner. Lad
os forst se pd funktionen h:

1=~ x2) =t
e[' (-x4 for Ix| <1
h(x,y)=

0 for Ixi31.

En funktion af denne type skal presses indenfor nogle af
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kasserne i en omegn om knudepunktet. Dette kan geores som
fzlger: Vi ser péd funktionen ha(x,y);

hd(xIY)= h(X/d IY/d)-

heg antager maximun for x=0 og hg(x,y)0 for alle (x,y). Det
er dog kun for -d<x<d at hq er forskellig fra 0. Pa den c'te
kasse vil vi nu kunne tilfeje en pulsfunktion *h,u(x,y), hvor
a4 valges sdledes at 0¢(1/8)c. I de. tilfezlde hvor me A, vil
den m'te kasse tilfojes ha(x,y) og i de tilfazlde hvor mé B
vil til den m'te kasse nu vere tilfejet ~he(x,y). Hvis mfAuB
vil vores funktion F p& den m'te kasse blot vare Fc .
Fplgende lemma viser nu hvorledes lzsningskurven opferer sig
pd en vilkdrlig kasse Fc med puls. ' :

Lemma: Betragt differentialligningen
@' (x) = Fc(x,P(x)) + hal(x,y).

Lad ¥ (x) vere en lesningskurve, der kommer ind i kassen i
venstre side saledes, at -(99/100)c*< ¢(-c)<(99/100)c*, da
forlader kurven ¥(x) kassen i hojre side saledes, at

c*y P(x)> 99/100c™. '

Bevis: Lad os folgelssningskurven fra x=-c til x=c. Vi vil
forst vise at lssningskurven kommer indenfor samleren, mere
pracist; 2 v :
-0,999 (0,998c)¢ ¢(x)<0,999-(0,998c)?, x=-0,998c."

Vi bemzrker forst, at pad de yderste to brzmmer er
pulsfunktionerne lig 0, dvs. vi skal her kun vurdere pa Fc.

Fc(x,y)=0., for -c<x<0,999c. Middelvaerdisatningen giver, at .

der til enhver x, hvor -0,999c¢x<-0,998c findes xeo sa;

P(x) -9(-0,999¢c) = P'(x0) = Fe(x,P(x0)).
1/1000c _

Da Fc(x,y)<2c far vi;
P (x)- P(-0,999¢c) < (2/1000)c>.
Det vil altsa sige, at lesnings kurven over de yderste
brzmmer hsjst =ndre sig (2/1000)c™.
Vi har ifelge premisserne i lemmaet at;

~(99/100)c? ¢ P(-c) ¢ (99/100)c?.

Over de yderste brazmmer forandrer P(x) sig hejest med
(2/1000)c herfra, dvs. for -c<x¢-0,998c er;

-(99/1000 + 2/1000)ct¢ P(x) €(99/100 + 2/1000)c”.

Dvs. da (99/100 +2/1000) < (0,999)(0,998), har vi sa, at
@(x) holder sig indenfor de to inderste parabelgrene;
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-0,999(0,998)cl< ¥(-0,998¢c)< 0,999(0,998)c1.

Hvad sker der videre med 9(x)? For at f& svar pa dette
sporgsmal, lad os se pa differentialligningen uden puls.-
Inden for samleren, altsa for mellem de to inderste
parabelgrene ser differentialligningen ud som felger;

y'(x) = Fe(x,y) = 2y/x, hvor y < 0,999x .

Lesningen til denne er af formen y(x)=Cx?, hvor 1CJ« 0,999.
Alle disse lesninger gadr gennem knudepunktet (0,0). Vi vil
vise, at pulsen h (x,y) tilfejet til Fc(x,y) betyder at
lgsningskurverne tvinges vek fra (0,0). Lad os se pa
differentialligningen;

@ (x)=Fc(x,P(x)) + ha(x,y).

Vi vil nu vise at lesningskurven P(x) presses opad sdledes
at ((0)> 0, vi forlod lesningskurven (x) pa dens vandring
gennem kassen ved x=-0,998c. Her er pulsfunktionen ikke
begyndt at virke endnu sa ¢¢0,998c) = y(-0,998c) (For
-c¢x<0 opfylder de to ovennavnte differentialligninger
klart en Lipchitz betingelse, sa der bliver her ingen
problemer vedrerende lgsninger). Da hy(x,y)) 0 fadr vi nu,
at @(x)-y(x)> 0 foi -0,998¢x<0, idet

@ (x)-y(x) = S hy(t,y) dt.
-0,8%8¢,

Dette giver at;
P(x)3 y(x)> -0,999x% og dermed P(x)> -x' for x<0.
Pa den anden side har vi;

Fc(x,y)-> 0 for x-> 0, idet Fc(x,y) <2x
(For Fclx,y)= 2y/x, har vi, 2y/x< 2x%*/x= 2x). Samtidig har
vi ha(x,y)->« for x-> 0. Sammenholdt med ovenstaende kan
vi finde € si for -8<x<d og |ylg ct er

hy(x,y)> (1/2)ad og |Fe(x,y)|< (1/4)d (*)

Pa grund af senere vurderinger lad os valge 0<8<(1/4)d,
For -3¢x%¢0 har vi ifslgende (¥*);

Yr(x) = Felx,y)+hy(x,y) > (1/4)d (**)
Middelvardisetningen giver nu, at der findes xg¢ ]-%;0[ s&;
Prixa = Yo)- P11
Af (**) far vi sa; §

0)- $-3) > (1/4)
3

og dermed ¢(o) >(?(-8)+(1/4)d8. (**%)
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Vi viste ovenfor, at for x<0 er {(x)>-x*. Dette giver
¢(-3 > -3*. Vi fir sid foslgende vurdering pa (***);

P(0)> (1/4)134-8" = ((1/4)g-3)3.
Da (1/4)c >3 har vi nu at 9(0)> 0.

Vi har nu set, at den positive puls betyder, at lesningen
WY(x) ikke gar gennem (0,0), men derimod tvinges opad
sidledes, at Y(0) er i det omrade af kassen, hvor Fc(x,y)=2x.
Her ser differentialligningen ud som folger;

Yr(x) = 2x+ hy(x ,P(x)). | ,

Da hg(x,y)) 0 har vi @' (x)) 2x og dermed $(x)» x*. Nir nu
lgsningskurven meder den hegjre interpolations brazmme (for
x=0,998c), har vi s§, at ¥(0,998c)> (0,998c)?. Som for nir
lesningskurven vandrer over de yderste brzmmer @ndres den
hejst med (2/1000)c?, altsi forlader 9¥(x) kassen siledes; .

P (c)y (0,998%-0,002)c™> 0,99c™.

Vi skal her tilsidst sikre os, at pulsfunktionen ikke
overspiller sin rolle og sender lgsningskurven ud over
kassens top. Vi skal vise, at lzsningskurven'¢(x) bliver
igdenfor det omrade, hvor Fc(x,y)=2x, selv om der er puls
pa. R

Vi Husker at pulsfunktionen ha er defineret for -d<x«d,
hvor vi valgte 0<d¢(1/8)c. Vi har fer vist at |F(x,y)|< 2c.
Santidig har vi,at hy(x,y)<a¢(1/8)c. Dette giver at; '

| F(x,y)+ hy(x,y)| ¢ 3c.

Af middelvardisztningen fir vi nu at der for enhver
xe J-8:a[ findes x, sa; , '
(‘?, (xg) = P(x) - ‘-P(-d)
X+d
Pix)- P-d)= @' (x,) (x+d)¢ 3c-2d¢ 3c-2(1/8)c = (3/4)c2.

Avs.

@(x) =ndres alts3 hejst (3/4)c? fra d(-a). P(-(1/8)c) ligger
mellem de to parabelgrene med ligninger |y|= 0,999x%, dvs.
(-4 hejst er (1/64)c . Dermed er;

P(1/8)c)g ((3/4)+(1/64))c*< 0,998c .

Vi ser altsa at lesningskurven lgber uden om (0,0) ind i den
omegn af kassen, hvor Fc(x,y) =2x. Her bliver den sa indtil
den meder den hejre interpolations brammﬁj

Det er klart, at vi kan formulere et lemma helt tilsvarende
for de tilf=zlde, hvor der er en negativ puls. Her vil
losningskurven blot forlade den nederst hundrededel af
hojresiden i kassen. '
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Lad os nu konstruere den snskede funktion. Denne skal, som vi
har skitseret ovenfor, vere stykket sammen af en fglge af
kasser samt pulse pa nogle af dlsse. Lad os kalde .
slutfunktionen uden puls for F™ (x,y).
Lad ¢, betegne den halve 1angde i den m'te kasse, altsa
Cm= c(m), m=0,1,2...
Lad v__ betegne knudepunktets x-koordinat i den m'te kasse,

™
altsd v,,= v(m), m=0,1,2,.:.

Vi satter nu c,= 2™ 1 Og Vo= 27 e 2T,

Hermed bliver F (x,y)— ZE,ch(x “VprY) e
20

Hver af funtlonerne Fce er beregnelig. Vi har;

,Z FCm Z FC%A | = \FCnN) < 2Cn.ﬂ 4 2

mz=g

Ifglge punkt (B) i introduktionen er F* da beregnelig. Nu
skal pulsene tilfejes. Lad a og b vere recursive funktioner,
der frembringer_hhv. A og B, dvs. A = [m' dn a(n)-ml og

-£l° 3n b(n)= lla Hvis a(n) = m sd satte positiv puls pa den
m'te kasse, dvs. vi fzjer funktionen hd(x- vw,y) med hgjde
A(n) = 2°Mm+s) 3] F (x,y). Hvis b(n)=1 sd sattes negativ
puls pa den 1l'te kasse. Her tllfzjes funktionen
hpuq(x vy,y) med p(n)= 27 (2nas) 17 pa (%,y). Hermed far vi
funktionen F frem;

F(x,y) = F (y,y) + ;i Ny (X=Vay 1Y) = Zi_hﬁmﬂx “Vin) 1Y) e

=0 n=0
Hver af funktlonerne hya er beregnelig og daj;

}Z By(e - i hyp | = l h d(p-u)l< 2‘(P“)

%;bhdbd(x vah),y) beregneliqg.

er;

Pa samme vis bliver summen af de negative pulsfunktioner
beregnelig, og dermed bliver F(x,y) beregnelig. Vi mangler
nu at vise, at l@sningskurven(ﬂ(x) ikke er beregneligq.

Antag at 4Nx) er beregnelig. Vi vil nu vise, at vi kan finde
en recursiv mengde C, der separerer A og B. Dermed vil vi fa
en modstrid, da A og B er valgt som varende recursivt
inseperable.,

Vi ser feorst pa de recursivt nummerable fglger v,, og Cp.
Disse giver anledning til en recursivt nummerable folge

(%) R e N D

Xp= Vo #Cpy = 2 + .
Xe~ bliver altsd x-koordinaten til den heojre side i den m'te
kasse. For Y(x) beregnelig har vi ifslge punkt (A) ovenfor
at folgen y.=4(x,) er recursivt nummerabel. Vi kan sdledes
til folgen y. finde en beregneclig feolge af rationale tal
I S3; . et
| Ym =T | ¢ c2/100 = (2 ) /100 = 4 /100,
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Lad os nu dfinere mengden C som felger;
mé C netop hvis rn>0.

Tag vilkarligt m. Her er det nemt at vise, om r.>0 eller
ej. C bliver altsa klart recursiv. Vi vil nu vise at Ac C
og B¢ C. Hvis me¢ A, er der en positiv puls i den m'te
kasse. Forholdet mellem Cmet 09 Cw er som 132, dvs.
forholdet mellem siden i den (m+1)'te kasse og siden i den
m'te kasse er som 1:4. N&r lgsningskurven sa forlader hgjre
side i den m+1'te kasse sa trader den ind i den m'te kasse
pa den midderste fjerdedel. Prazmisserne i lemmaet er klart
opfyldt, og denne giver sd, at lesningskurven forlader den
m'te kasse i den gverste 1/100 af hejre side, eller mere
pracist; :

Ym = $(x0)>(99/100)c}.

Nu er |ym-Tm|<¢ cn/100, dvs. rm> 98/100¢c>> 0 dermed har
vi at me C.

Analog betragtnlnger giver sa, at 1€ B => 1¢ E, og dermed

har vi opnaet den osnskede modstrid, da dette betyder at A
og B er recursivt seperableﬂ
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KONKLUSION

Vi har i det historiske kapitel undersegt, hvorledes Frege,
Hilbert og Brouwer har behandlet dele af matematikkens
filosofi. Vi har spec1elt interesseret os for deres bud pa,
hvorledes man kan give matematikken et filosofisk fundament.
Hos Frege tages der filosofisk udgangspunkt i det, han
kaldte logik, men som ogsd indbefatter det vi kalder
sprogfilosofi. Med dette udgangspunkt forsegte han at vise,
at matematik kunne reduceres til logik. Dette program -det
logicistiske- stedte imidlertid pa en rakke forhindringer
forst og fremmest i form af de inkonsistenser, der opstod i
den cantorske mezngdelzre. Vi ma dog fastholde, at Freges
filosofiske udgangspunkt var sundt et langt stykke hen ad
vejen. Man kan vare uenig med Frege pa en lang rakke punkter
f.eks. mht. den reallsme, der gar 1gen i hans filosofi pa
forskellige nlveauer. Pa trods af sadanne eventuelle
uenigheder ma man dog sige, at Frege glver fornuftige bud pa
en lang razkke filosofiske sporgsmal - sd gode bud at Freges
sprogfilosofi idag stadig er til debat.

Som vi har set det i Hilbert afsnittet, segte ogsa han at
give den klassiske matematik et sundt fundament, og han
havde i denne forbindelse gode svar pd en razkke fundamentale
filosofiske problemer. Spergsmalet, om det er berettiget at
indfere ideelle elementer, samt sporgsmalet, om den
transfinitte matematik reprasenterer en konservativ
udvidelse i forhold til den finitte, afhang dog sterkt af et
absolute konsistensbevis. Med Godels
ufuldstendighedssztninger bliver svaret til disse
overvejende filosofiske spergsmal negativ, men hvad mere
vasentligt er for en matematikker som Hilbert; De
tilintetgerer det formalistiske program i den oprindelige
formulering. Vi kan altsa konkludere, at savel Frege som
Hilbert fremkom med serisse bud pa, hvorledes en filosofi
der skulle danne udgangspunkt for en fundering af den
klassiske matematik, skulle tage sig ud. Uheldigvis leb
begge deres konkrete forseg pa at gennemfore denne
fundereing -det logicistiske- og det formalistiske program -
ind i uovervindelige problemer,

Med Brouwer forholdt det sig nogenlunde omvendt. Hans
program, der bestod i at praktisere konstruktiv matematik i
intuitionistisk forstand, dvs. konstruere matematiske
objekter og evt. gengive, hvad det er man har konstrueret,
lob ikke ind i de samme tilintetgerende problemer som Frege
og Hilbert. Brouwer havde til geng®ld andre problemer at
slds med. Med det @rkeintuitionistiske synspunkt, at
intuitionistis matematik ikke blot er en blandt flere mader
at praktisere matematik pa, men er den eneste saliggerende,
er det iejenfaldende, at Brouwer har en filosofisk
begrundelse for dette synspunkt, der mildest talt er
ufuldstendig. Hvis man som traditionel intuitionist ikke vil
folge Brouwer i hans syn pa den mystiske intuition, der
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skal skaffe os adgang til den matematiske sandhed som en
anden yogi, der mgder den store upersonlige verdens and ,
Brahman, ma man pa temmelig dogmatisk vis vis forfagte det
synspunkt, at matematiske entiteter er mentale
konstruktioner. Dette er et noget spinkelt grundlag at
forkast bl.a. den abstrakte funtionalanalyse, den generelle
topologi, samt store dele af den reelle-~ og den komplekse
analyse pa.

Skal man med andre ord som intuitionist argumentere for det
- synspunkt, at intuitionistisk matematik er den eneste
legitime form for matematik, md& der forst og fremmest langt
flere filosofiske boller pa suppen. Man kan sige, at dette
kommer der med Dummet. Via en syntese af Freges
sprogfilosofiske tilgang til filosofien samt Wittgensteins
overvejelser omkring sproget som offentlig sterrelse, far vi
en sober behandling af en rzkke filosofiske spergsmal.
Hermed far vi som hos Frege og Hilbert et sundt filosofisk
fundament, hvoromkring vi kan bygge et program, der skal
forer os fra de generelle filosofiske overvejelser frem til
hvordan vi konkret far matematikken -i dette tilfzlde
intuitionistisk matematik- indpasset i den filosofiske
ramme. Hos Dummett gar programmet i retning af at angive,
hvorledes vi med et meningsteoretisk grundlag kan begrunde
den intuitioniske logik samt centrale intuitionistiske
principper. :

I afsnittet om de logiske konnektivers intuitionistiske
mening sa vi, hvorledes Dummetts program blev effektueret. I
afsnittet om intuitionistisk aritmetik sa vi bla. pa,
hvorledes vi videre kunne placere en meget lille portion
matematik ‘indenfor en dummettiansk ramme.

Indtil nu har vi sandsynliggjort, at det vi har kaldt den
forste intuitionistiske tese holder et langt stykke hen ad
vejen i Dummetts regi. Netop i spergsmalet om intuitionismen
er en koherent filosofi, var Brouwer pd glatis. Vi kan sige
at vi med Dummett har et forseg pa at rehabilitere-
intuitionismen filosofisk. For at kunne sige, at dette
forseg er lykkedes, ma vi kunne godtgere, at den
intuitionistiske matematik falder idenfor Dummetts
filosofiske rammer. Med andre ord; '"Reprasenterer den
intuitionistiske matematik en anseelig portion teori?" og
hvis svaret til dette sporgsmal er bekraftigende; "Kan denne
portion matematik funderes pa samme vis som den
intuitionistiske logik og -aritmetik?".

I det andet afsnit af kapitel III gik vi ind pa livet af
disse spergsmal. Ferst s& vi nogle eksempler pd, at
intuitionistisk matematik er mere end blot en konstruktiv
del af den klassiske matematik -retfzrdiggorelsen af det
videre program begynder lovende.

I vores meta-overvejelser skilte vi sd& nogle principper ud,
der er nedvendige, hvis intuitionismen skal praktiseres i
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fuld flor. Disse principper bar-induktion og
kontinuitetsprincipperne danner sammen med en konstruktiv
kerne saledes grundlaget for den intuitionistiske analyse.
Problemet er blot, at bar-induktion (eller hvad der er
nasten zkvivalent; Konigs lemma) og kontinuitetsprincipperne
ikke kan begrundes meningsteoretisk.

Ser vi eksempelvis pa kontinuitetsprincippet CP3z,, s& kan
dette ifolge Troelstra udskilles i et svagt udvalgsaksiom
A 09 skemaet for aben data SOD. A4, kan begrundes
meuingsteoretisk, men CPEn er netop stazrkere end som sa.
Hvis vi for et ojeblik glemmer de begrundelse problemer, vi
har med bar-induktion og kontinuitetsprincipperne, kan vi
godt impdekomme de skeptikkere, der tror, at intuitionistisk
matematik er en tynd kop te -ihvertilfazlde hvad analysen
angar. Der kan faktisk praktiseres en del matematik indenfor
en ramme, der hedder; .

basal konstruktivisme +
kontinuitetsprincipperne +
bar-induktion.

Denne portin matematik kan dog ikke begrundes udfra det
udgangspunkt, der er langt op til med Dummett. Vil man med
Dummett have sit filosofiske fundament i orden, ma man som
intuitionist undvere bar-induktion og
kontinuitetsprincipperne. Dette har imidlertid katastrofale
folger, som eksemplet i kapitel IV viser; Begraznser man sig
i den intuitionistiske analyse til et eller andet basalt
konstruktivt system ( hos Simpon RCAg), md man undvare en
sterk satning som Cauchy/Peanos' sztning om lgsninger til
sadvanlig ferste ordens differentialligninger (Der er her
andre setninger, man kunne trazkke frem; eksempelvis har vi
antydet, at ogsa Borels overdskningssaztning ma undveres).

Vi ser altsd, at det netop er ved bar-induktion og
kontinuitetsprincipperne, at Dummetts program bryder sammen.
Hvis disse principper skal med i den intuitionistiske
analyse, sad er de kun med fordi, de giver os adgang til
substantielle dele af den intuitionistiske analyse -dele som
man mdtte undvare, hvis man var uden disse principper.

Med Brouwer har Dummett som feor nevnt det synspunkt, at
intuitionistisk matematik representere den eneste form for
legitim matematik. Et si& skarpt synspunkt krazver et virkelig
godt bagland bla. ma de to intuitionistiske teser holde et
langt stykke hen ad vejen. Vi konkluderede imidlertid, at
Dummetts meningsteoretiske forseg pa at retfardiggere den
forste tese medte problemer , ndr vi bevager os over i den
del af analysen, der ger brug af kontinuitetsprincipperne og
bar-induktion. Indtil disse principper ogsa bliver indlammet
i Dummetts eller et lignede program -ma intuitionisten nejes
med et mere beskedent krav end det, hvor al matematik kraves
placeret indenfor en intuitionistisk ramme.
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Selvom det er muligt at finde en sddan tilfredsstillende
fremstilling, er det selvfelgelig stadig et abent spergsmal,
om man matematisk skal valge side til fordel for
intuitionisten. Dette ville krave, at man kunne argumentere
for at den anden intuitionistiske tese holder, og sidst men
ikke mindst at matematikkeren er parat til at lade en
filosofisk argumentation noget at skulle have sagt.

Nu mener jeg ikke, at intuitionisten skal h@nge med hovedet
fordi, det ikke lykkedes i denne omgang at forankre hans
matematik filosofisk. Selv om intuitionismen ikke kan gives
en sikker fundering , sa er det fra et erkendelsesteoretisk
synspunkt da mest tilfredsstillende at arbejde med f&rrest
mulige antagelser indenfor et bestemt matematisk
problemfelt. At undersosge, hvorledes vores matematiske
erkendt!lse hanger sammen, og at udforske, hvornar vi
matematisk kommer pa gyngende grund, er dog langt fra kun et
filosofisk spergsmal. Heri ligger der altsa ogsa en
matematisk udfordring.
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von Moos, Else Marie Pedersen og Erling Mpller
Pedersen. J
Vejledere: Bernhelm Booss og Klaus Grinbaum.

66/83 “"MATEMATISKE MODELIFR FOR PERIODISK SELEKTION
I ESCHERICHIA QOLI".
Projektrapport af: Hanne Lisbet Andersen, Ole
Richard Jensen og Klavs Frisdahl.
Vejledere: J¢rgen Larsen og Anders Hede Madsen.

67/83 "ELEPSOILE METODEN - EN NY METODE TIL LINEAR
PROGRAMMERING?"
Projektrapport af: Lone Biilmann og Lars Boye.
Vejleder: Mogens Brun Heefelt.

68/83 "STOKASTISKE MODELLER I PCPULATTONSGENETIK"
- ti1 kritikken af teoriladede modeller.
Projektrapport af: Lise Odgird Gade, Susanne
Hansen, Michael Hviid og Frank Mplgard Olsen.
Vejleder: Jgrgen Larsen.
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71/83

- 76/84

' 69/83 "ELEVFORUDSETNINGER I FYSIK"

»-entestilgnedkamenta:er.
: Albert C. Paulsen.

"INDIARINGS — OG FORMIDLINGSPROBLEFMER I MATEMATIK
PA VOKSENUNDERVISNINGSNIVEAU".

Projektrapport af: Hanne Lisbet Andersen, Tor-
ben J. Andreasen, Svend Age Houmann, Helle Gle~
rup Jensen, Keld Fl. Nielsen, Lene Vagn Ras-
russen.

Vejleder: Klaus Grinbaum og Anders Hede Madsen.
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70/83

"PIGER OG FYSIK"

- et problem og en udfordring for skolen?

Af: Karin Beyer, Sussanng Blegaa, Birthe Olsen,
Jette Reich og Mette Vedelsby.

"VERDEN IFVILGE PEIRCE" - to metafysiske essays,
om og af C.S Peirce.
Af: Peder Voetmann Christiansen.

72/83

""EN ENERGIANALYSE AF LANDBRUG"

- ¢gkologisk contra traditionelt.

ENERGY SERIES NO. 9

Specialeopgave 1 fysik af: Bent Hove Jensen,
Vejleder: Bent Sgrensen.

73/83

83/84 "ON THE QUANTIFICATION OF SECURITY":
PEACE RESEARCH SERIES NO. I
Af: Bent Sgrensen
nr. 83 er p.t. udgdet

84/84 "NOGLE ARTIKLER OM MATEMATIK, FYSIK OG ALMENDANNELSE".
Af: Jens Hpjgaard Jensen, Mogens Niss m. fl. :

85/84 "CENTRIFUGALRECULATORER OG MATEMATIK".
Specialerapport af: Per Hedegird Andersen, Carsten Holst-
Jensen, Else Marie Pedersen og Erling Mpller Pedersen.
Vejleder: Stig Andur Pedersen.

86/84 "SBECURITY IMPLICATIONS OF ALTERNATIVE DEFENSE OPTIONS
FOR. WESTERN EUROPE". . .
PEACE  RESEARCH SERIES NO. 2

Af: Bent Sgrensen.

"A SIMPLE MODEL OF AC HOPPING CONDUCTIVITY IN DISORDERED
SOLIDS".
Af: Jeppe C. Dyre.

"RISE, FALL AND RESURRECTION OF INFINI'IESIINS"
Af: Detlef Laugwitz.

87/84

88/84

" FIJERNVARMEOPT IMERING" .

89/84
Af: Bjarne Lillethorup og Jacob Mgrch Pedersen.

"MINIATURISERING AF MIKROELEKTRONIK" - om vi-
denskabeligqjort teknologi og nytten af at lare

74/84

Pro:yektrapport af: Bodil Harder og Linda Szko-
tak Jensen,

Vejledere: Jens Hpjgaard Jensen og Bent C. Jgrgensen,

"MATEMATTIKUNDERVISNINGEN I FREMTTDENS GYMNASTIUM"
- Case: Line®r programmering.

Projektrapport af: Morten Blamhgj, Klavs Frisdahl
og Frank Mglgaard Olsen.

Vejledere: Mogens Brun Heefelt og Jens Bjgrmeboe.

75/84

"KERNEKRAFT I DANMARK?" - Et hgringssvar indkaldt
af miljgministeriet, med kritik af miljgstyrelsens
rapporter af 15. marts 1984.

ENERGY SERIES No. lo _

Af: Niels Boye Olsen og Bent Sgrensen.

"POLITISKE INIEKS - FUP ELLER FAKTA?"
Opinionsundersggelser belyst ved statistiske
modeller.

Projektrapport af: Svend Age Houmann, Keld Nielsen
og Susanne Stender.

Vejledere: Jgprgen Larsen og Jens Bjgmeboe.

77/84

"JEVNSTRIMSLEININGSEVNE OG GITTERSTRUKTUT I
AMDRFT GERMANIUM".

Specialrapport af: Hans Hedal, Frank C. Ludvigsen
og Finn C. Physant.

Vejleder: Niels Boye Olsen.

78/84

"MATEMATIK OC ALMENDANNELSE”.

Projektrapport af: Henrik Coster, Mikael Wenner-
berg Johansen, Povl Kattler, Birgitte Lydholm
og Morten Overgaard Nielsen.

Vejleder: Bernhelm Booss.

79784

"KURSUSMATERIALE TIL MATEMATIK B".
Af: Mogens Brun Heefelt.

80/84

81/84
Specialerapport af: Jgrgen Wind Petersen og Jan
Christensen.

Vejleder: Niels Boye Olsen.

"MATEMATIK - OC FYSIKUNDERVISNINGEN I DET AUTO ~
MATISEREDE SAMFUND".

Rapport fra et seminar afholdt i Hvidovre

25-27 april 1983.

Red.: Jens Hpjgaard Jensen, Bent C. Jprgensen
og Mogens Niss.

82/84

"FREKVENSAFHENGIG LEININGSEWE I AMORFT GERMANIUM".

"ENERGI I 1.G - EN TEORI FOR TILRETTELAGGELSE".
Af: Albert Chr. Paulsen.

90/84

"KVANTETEORI FOR GYMNASIET".

1. Larervejledning

Projektrapport af: Biger Lundgren, Henning Sten Hansen
og John Johansson.

Vejleder: Torsten Meyer.

91/85

"KVANTETBEORI FOR GYMNASIET".
2. Materiale
Projektrapport af: Biger Lundgren, Henrung Sten Hansen
og John Johansson.
Vejleder:‘ Torsten Meyer.

“THE SEMIOTICS OF QUANTUM - NON - LOCALITY".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

92/85 *

93/85

"TREENIGHEDEN BOURBAKI - generalen, matematikeren
og &nden".

Projektrapport af: Morten Blomhgj, Klavs Frisdahl
og Frank M. Olsen.

Vejleder: Mogens Niss.

94/85 .

"AN ALTERNATIV DEFENSE PLAN FOR WESTERN EUROPE".
PEACE RESEARCH SERIES NO. 3
Af: Bent Sgrensen

95/85

ASPEKTER VED KRAFTVARMEFORSYNING".
Af: Bjarne Lilletorup.
Vejleder: Bent Sgrensen.

96/85"

"ON THE PﬁYSICS OF A.C. HOPPING OONDUCTIVITY".
Af: Jeppe C. Dyre.

98/85 "VALGMULIGHEDER I INFORMATIONSALDEREN",
Af: Bent Sgrensen.

97/85

99/85 "Der er langt fra Q til R".
Projektrapport af: Niels J¢rgensen og M:Lkael Klintorp.
Vejleder: Stig Andur Pedersen.

100/85 "TALSYSTEMETS OPBYGNING".
Af: Mogens Niss.

101/85 "EXTENDED MOMENTUM THEORY FOR WINDMILLIS IN
PERTURBATIVE FORM".
Af: Ganesh Sengupta.

102/85 OPSTILLING OG ANALYSE AF MATEMATISKE MODELLER, BELYST
VED MOCELLER OVER KZERS FODEROPTACELSE OG - QMSEINING".

ProYjektrapport af: Lis Eilertzen, Kirsten Habekost, Lill Rgn

og Susanne Stender.
Vejleder: Klaus Griinbaum.



103/85 "@DSIE -KOLDKRIGERE OG VIDENSKABENS LYSE ITEER".
Projektrapport af: Niels Ole Dam og Kurt Jensen.
Vejleder: Bent Sgrensen.

104/85 "ANALOGREGNEMASKINEN OG LORENZLIGNINGER".
Af: Jens Jxger.

103!85"’]!1!3 FREQUENCY DEPENDENCE OF THF SPRCIFIC HEAT AF THE
(F.ASS REANSITION".
Af: Tace Chriscensen.

"A SIMPLE MDDEL AF AC HOPPING CONDUCTIVITY".

Af: Jeppe C. Dyre.

Contributions to the Third Intemational Conference
on the Structure of Non - Crystalline Materials held
in Grencble July 1985.

"QUANTUM THEORY OF EXTENDED PARTICIES".

Af: Bent Sgrenser.

106/85

"EN MYG-GPAR INGEN EPIDIMI”,

~ flodblindhed som eksanpel Pa matematisk mdelle—
ring af et epidemioclogisk problem:.

Projektrapport af: Per Hedegird Andersen, I.ars Boye,
CarstenHolst Jensen, Else Marie Pedersen ou Erling
Mgller Pedersen. .

Vejleder: Jesper larsen.,

107/85

"APPI.IG\TI@ISANDPDIEI.LDJG]N‘IHEMMCSCX!R-
RICULUM" - state and trends -

Af: Mogens Niss.

108/85

109/85
studenteroplysninger fra RUC.

Projektrapport af: Mikael Wennerberg Johansen, Poul Kat-

ler og Torben J. Andreasen.
Vejleder: Jgrgen Larsen.

110/85"PLANNING FOR SECURITY".
Af: Bent Sgrensen

111/85 JORDEN RUNDT PA FLADE KORT".
Projektrapport af: Birgit Andresen, Beatriz Quinones
og Jimmy Staal.
Vejleder: Mogens Niss.

112/85 “"VIIENSKABELIGGPREISE AF DANSK TEKNOLOGISK INNOVATION
FREM TIL 1950 - BELYST VED EKSEMPLER".
Projektrapport af: Erik Odgaard Gade, Hans Hedal,
Frank C. Ludvigsen, Annette Post Nielsen og Finn
Physant.
Vejleder: Claus Bryld og Bent C. Jgrgensen.

113/85 "DESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS 11°".
Af: Bermnhelm Booss og Krzysztof Wojciechowski.

114/85 "ANVENDELSE AF GRAFISKE METODER TIL ANALYSE
AF KONTIGENSTABELIER".
Projektrapport af: Lone Biilmann, Ole R. Jensen
og Anne-Lise von Moos.
Vejleder: Jdrgen Larsen.
115/85 "MATEMATIKKENS UDVIKLING OP TIL RENESSANCEN".
Af: Mogens Niss.
116/85 “"A PHENOMENOLOGICAL MODEL FOR THE MEYER-
NELDEL. RULE".
Af: Jeppe C. Dyre.

"KRAFT & FJERNVARMEOPTIMERING"
Af: Jacob Mgrch Pedersen.
Vejleder: Bent Sgrensen

117/85

118/85 "TII.EMDIG!EDB‘I 0OG NZDVENDIGHEDEN IFPLGE
PEIRCE OG FYSIKKEN".
Af: Peder Voetmann Christiansen

119/86 "DET ER GANSKE VIST - - EUKLIDS FEMIE POSTUIAT
KUNNE NOK SKABE RZRE I ANDEDAMMEN",
Af: Ihen Maj Christiansen
Vejleder: Mogens Niss.

"COX I STUDIETIDEN" - Cox's regressionsmodel anvendt pd

120/86 "ET ANTAL_ STATISTISKE S'INM‘D!EIIER
- Af: J¢rqen Larsen

121/86"STMUIATION I KONTINUERT TID".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

122/86 "ON THE MECHANISM OF GLASS IONIC OONDUCTIVITY".
Af: Jeppe C. Dyre.

123/86 "GYMNASIEFYSIKKEN OG DEN STORE VERDEN".
Fysiklarerforeningen, IMFUFA, RIC.

124/86 "OPGAVESAMLING I MATEMATIK".
Samtlige opgaver stillet i tiden 1974-jan. 1986.

125/86 "UVBY, systemet - en effektiv fotaretrisk spektral-
- klass :I.katicm af B~,A- og F-stjemer”.
Projektrapport af: Birger Lundgren.

126/86 "OM UDVIKLINGEN AF DEN SPECIELLE REIATIVITE.'I‘SI‘mRI
Projektrapport af: Lise Odgaard & Linda Szkotak Jensen
Vejledere: Karin Beyer & Stig Andur-Pedersen.

127/86 "GALOIS' BIDRA(‘ TIL UDVI(LI{\BEN AF DF.N ABSI‘RA."’I’E
ALGEBRA" .
Projektrapport af: Pernille Sand, leine Larsen &
Lars Frandsen.
Vejleder: Mogens Miss.

128/86 "SMAKRYB" - am ikke-standard analyse.

Projektrapport af: Niels Jorgensen & Mikael Klintorp.
Vejleder: Jeppe Dyre.

129/86 "PHYSICS IN SOCIETY"

Lecture Notes 1983 (1986)

Af: Bent Sgrensen

*Studies in Wind Power"
Af: Bent Sgrensen

130/86

131/86
projekt om naturanskuelsens historiske udvikling
og dens samfundsmessige betingethed.
Projektrapport af: Jakob Heckscher, Seren Brond,
Andy Wiered.

Vejledere: Jens Heyrup, Jergen Vogelius,
Jens Hepjgaard Jensen.

"FYSIK OG DANNELSE"
Projektrapport af: Soren Brond, Andy Wiered.
Vejledere: Karin Beyer, Jergen Vogelius.

132/86

"CHER&OBYL ACCIDENT: ASSESSING THE DATA.
ENERGY SERIES NO. 15.
AF: Bent Serensen.

133/86

134/87
Authors: - M.B.El-Den, N.B.Olsen, Ib Hest Pedersen,
Petr Vistor

135/87 "INTUITIONISTISK MATEMATIKS METODER OG ERKENDELSES-

TBEORETISKE FORUDSATNINGER"
msamm‘mm.s: Claus Larsen
Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen

136/87 "Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristendammens

forste og andet mode med grask filosofi"
Projektrapport af Frank Colding Ludvigsen

Vejledere: Historie: Ib Thiersen
Fysik: Jens Hejgaard Jensen

"HOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING I UORDNEDE

137/87
FASTE STOFFER" - Resume af licentiatafhandling
Af: Jeppe Dyre

Vejledere: Niels Boye Olsen og
Peder Voetmann Christiansen.

"FYSIK OG SAMFUND" - Et integreret fysik/historie-

£

“THE D.C. AND THE A.C. ELECTRICAL TRANSPORT IN AsSeTe SYSTEM"
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