T

TEKST NR 114 1985

ANVENDELSE AF GRAFISKE METODER

TIL ANALYSE AF KONTINGENSTABELLER

\““peElESEfing hoved, arme,

vavty e hals krop ben total
fregner 22 2 10 34
spredt overfladisk 16 54 115 185
pigmentering

knuder 19 33 73 125
ubestemmelig 11 17 28 56
total 68 106 226 400

TEKSTER fra

IMIEUJ B R ot s noi by teet

FUNKTIONER | UNDERVISNING, FORSKNING OG ANVENDELSER



IMFUFA, Roskilde Unibersitetscenter, Postbox 260, 4000 Roskilde

ANVENDELSE AF GRAFISKE METODER TIL ANALYSE AF KONTINGENSTABELLER

Lone Biilmann, Ole R.Jensen og Anne-Lise von Moos.

IMFUFA tekst nr. 114/1985 60 sider TISSN 0106-6242

Abstract.

I rapporten undersgges, hvordan et matematisk fagomrade
-grafteori- kan anvendes i analyse af koﬂtingenstabéller. Der-
for gennemgas fgrst den del af grafteorien herunder hypergra-
fer, som bruges i arbejdet med kontingenstabeller. Herefter
beskrives den statistiske teori, der ligger til grund for ana-

lyse af kontingenstabeller.

Det viser sig, at grafteori kan bibringé analysen af kontin-
genstabeller en ny dimension, idet den grafteoretiske tilgang
letter opstilling og udvalgelse af hypoteser. Den understgtter
ogsd den intuitive forstdelse af sammenh&nge/afhengighed, og
gpr det vasentligt lettere at bevare overblikket over de

ellers ofte uoverskuelige kontingenstabeller.
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0. INDLEDNING.

Dette er en projektrapport for 2 modul I-studerende (Ole R.
Jensen +-Lone Biilmann) og 1 modul II-studerende (Anne-Lise --
von Moos) ved matematikoverbygningsuddannelsen. Denne rap-
port skulle derfor dekke bade bredde, anvendelse samt model-
kravet. Emnet "Grafteori's anvendelse ved analyse af kontin-
genstabeller" skulle opfylde dette krav, fordi vi behandler
en teori (grafteori) som anvendes ved analyse af en klasse

af statistiske modeller.

Da vi ved projektets start var interesserede i anvendelsen
af grafteori, blev vi af vejleder Jgrgen Larsen henvist

til artiklen "Markov Fields and Log-Linear Interaction Models
for Contingency Tables" (Darroch m.fl., 1980).

Artiklen dannede sd grundlag for resten af'projektforl¢bet.
Denne rapport er s&, hvad vi har néet at safﬁé os ind i om
dette emne. Det er altsd en sammenstykning af "gammelkendt"
viden om grafteori og kontingenstabeller, samt den nyligt
observerede anvendelse af grafteori som hjzlpemiddel til
analyse af kontingenstabeller. (Denne viden er sd vidt vi
ved ikke beskrevet i andet end artikelform).

Rapporten her omhandler de emner, der er ngdvendige for at
kunne forstd, hvordan en kontingenstabel kan fortolkes v.

hj. a. grafer, som for det fgrste visualiserer en sddan model
pa en helt ny mdde, for det andet indskranker det antal af
modeller, der analyseres,betragteligt, samtidig med at det
kun er i sjzldne tilfelde at interessante analyser oversprin-

ges.
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1. MODELBEGREBET.

1.1. Indledning.

I dette afsnit gennemgdes nogle generelle overvejelser om
matematiske médeller. Disse overvejelser gdr ud pa& at af-
dekke, hvad en matematisk model egentligt er. Endvidere
beskrives i overordnede trzk faserne i en modelbygning. Af-
snittet afsluttes med en kort diskussion af kontingensta-

bellers anvendelse som grundlag for statistiske modeller.

1.2. Definition af model.

En model er en forenklet udgave af virkeligheden. Der kan
vare flere grunde til at lave en model. Den genstand eller
det system,man modellerer,bkan f.eks. vafe for kompliceret)
farligt, 1angsomt}hurtigt, stort, lille eller uudforsket
til at eksperimentere med. Med en model kan man transfor-
mere sit génstandsomréde til f.eks. et matematisk system,
som der kan arbejdes med. Denne transformation bestdr bl.a.

i at udvalge de for emnet vigtige karakteristika.

For overskuelighedens skyld vil vi nu kalde de karakteris-
tika, modellen bestdr af, for elementer, og de relationer
og sammenhange, der er mellem disse, kalder vi for koblin-

ger.

En model bestdr sdledes af enAsamling elementer samt nogle
koblinger mellem disse elementer. Hvert af modellens ele-
menter reprasenterer et element fra virkelighedsomrddet,
mens koblingerne ikke alle ngdvendigvis reprasenterer kendte
koblinger fra virkeligheden; der kan forekomme tankte kob-

linger (Hermann m.f1l.,1982).

Vi kan nu give en meget simpel definition p&, hvad en mate-



matisk model er:
En matematisk model, er en model, hvor elemen-
terne reprasenteres ved matematiske objekter, og
koblingerne mellem elemente}ﬁeroversattes til
matematiske koblinger mellem de matematiske objek-

ter.

1.3. ~ Forholdet mellem model og virkelighed.

I enhver model er forholdet mellem model og virkelighed
afggrende for trovardigheden af modellen. Det drejer sig ikke
ngdvendigvis kun om, hvor godt modellen stemmer overens med
virkeiigheden, mindst lige s& vigtigt er det, om modellen

er teoriunderbygget eller ej.

"Forhéndsforventningérne til modellens kvalitet md
vare stgrre, hvis de forhold, der er taget i be-
tragtning ved udvalgelsen og reprasentationen
af objekter og strukturer, er i overensstemmelse
med teorier eller teoridele, som fra andre sammen-
he&nge er solidt underbygget, end hvis der er tale
om til lejligheden konstruerede antagelser om
virkelighedens beskaffenhed." (Birkemose, 1975)

For matematiske modeller galder endvidere, at man i kraft af
det matematiske sprog kan manipulere med modellens objekter
og strukturer alene ud fra kendskabet til matematikkens sym-

bolsprog, uden at @ndre modellens udsagnskraft.

1.4. Modeldannelsen.

For at komme lidt mere i dybden med,hvad en matematisk mo-
del egentlig er, vil vi se pd, hvordan man opstiller eller

bygger en model.

Selve modelbygningen foregdr som en proces og for at under-
strege dette, inddeler vi modelbygningen i nogle faser. Der-
med er det ikke sagt, at enhver modelbygning passerer de

- 3 -




»

enkelte faser i netop den rakkefglge, vi navner dem, idet
en sddan opstilling af modelbygningen i faser er en idea-
liseret beskrivelse, Dette underbygger Hermann og Niss, som
vi blandt andet stegtter os til i dette afsnit, idet .de om
modelbygningens faser skriver: ’

"I virkélighedén foregdr modelbygningen ofte

langt mere uoverskueligt} med faserne vavet ind

i hinanden, razkkefglgen mellem dem byttet om osv.
Men det er alligevel sddan, at de ingredienser,
der er beskrevet for den enkelte fase,alle er
direkte eller inddirekte til stede i enhver model-

dannelsessituation." (Hermann m.fl., 1982)

Resten af afsnittet omhandler de 4 faser, vi har inddelt
modelbygningen i. De fgrste 3 faser beskriver selve model-
ngningen; mens den sidste fase omhandler behandlingen og

eValueringen af modellen.

1. fase: udvalgelsen:

Som tidligere navnt har modelbyggerens formdl eller hensigt
med at bygge en model en afggrende indflydelse pd udvalgel-
sen af, hvilke elementer fra virkelighedsomrédet, der i for-
bindelse med et opstillet problem er interessanﬁe at beskaf-
tige sig med. Det er'ogsé modelnggeren,'der afggr hvilke
koblinger mellem elementerne, der m& betragtes som vigtige

at medtage i modellen.

Denne fase bestdr sdledes af en udvalgelse af de elementer
og koblinger, der skal indgd i modellen,.og det fremgdr
klart, at denne fase for modelbyggeren indeholder mange
valgsituationer, der ikke blot er afggrende for, hvordan

den endelige model kommer til at se ud, men ogsd er afggren-
de fpr modellens udsagnskraft.

Det er ogsd i denne fase, det fgrste informationstab fore-

kommer; kun ved meget smd& og simple systemer kan man undgd
et informationstab. Informationstabet behgver dog ikke at



vare afAsarlig'stor betydning, idet det kan hidr¢re fra
elementer, der ikke har betydning i denne sammenhang.

2. fase: idealisering:

I denne fase foretages en idealisering af de i fase 1 ud-
valgte elementer og koblinger. Denne idealisering er ifgl-

ge Hermann og Niss, en

"...erstatning af den 'r&' virkelighed med en
bearbejdet og mere poleret ‘virkelighed'."

Omformningen afivirkeligheden sker ved, at de udvalgte ele-
menter og koblinger tilpasses p& en s&dan made (dvs. omfor-
mes eller bortkastes), at en senere modeldannelse kan ske

Pad en rimeligt overskuelig og overkommelig mdde. Typiske
idealiSeringer er f.eks. gennemsnitsbetragtninger og sm& til-
narmelser og bestemmelse af, hvorvidt parametre er konstan-
ter, eller om de snarere burde skrives som variable, der

afhznger af systemets tilstand.

Ved omformningen eller bortkastelsen af elementer og koblin-
ger sker et agte informationstab, da disse elementer og kob-
linger rent faktisk har en betydning for den del af virkelig-
heden, modellen skal beskrive; men man beslutter pPa baggrund
af en eller anden antagelse om, hvordan virkeligheden er
indrettet, at nedprioritere visse faktorer for overhovedet
at_né frem til en model, det er muligt at arbejde med.

Det skal dog bemarkes, at de informationstab der er sket ind-
til nu, er sket inden matematikken er inddraget i modellen.

3. fase: den matematiske reprasentation:

I denne fase drejer det sig om at oversatte de idealiserede
elementer og koblinger til matematiske objekter og relatio-
ner. Hermann og Niss fremhaver i denne forbindelse, at




"Ved den matematiske reprasentation ggres en rak-
ke matematiske forudsatninger om de oversatte

objekter og koblingerne mellem dem."

De pointerer videre, at ikke alle disse forudsatninger sva-
rer til de antagelser, der blev gjort om virkeligheden un-
der udvalgelsen og idealiseringen, nogle éntagelser ggres
simpelthen for at den matematiske model overhovedet kan

formuleres eller behandles.

Oversattelsen til det matematiske sprog kan ofte ggres pé
flere méder, sd valget mellem disse forskellige mdder ma

ske ud fra overvejelser om, hvad der g¢r det videre forlgb
bedst muligt. N&r oversattelsen er tilendebragt, er modellen

opstillét.

4. fase: behandlingen af modellen: '

Det f¢rste, der éker ved behandlingen af modellen, er ofte
at uhders¢ge; om modellen overhovedet er "god nok", idet
éelve opstillingen af modellen kan resultere i noget uover-
skuéligt og ganske uhdndterligt rent matematisk. Det kan
derfor vafe n¢dvendig£ med nogle justeringef‘elier'foran-
dringer i den matematiske model. Detté kan ggres enten ved
at foretage en simplificerihg af modellenieller ved at fore-

:tage nogle approximationer i den opstillede model.
Ved simplifiéeringen af modellen ggres

"...nogle supplerende matematiske forudsatnin-
ger, .der indskranker modellens genéralitet til
noget mere specifikt." (Hermann m.fl., 1982)

Denne simplificering medfgrer rent faktisk, at man erstat-
ter den fgrst opstillede model med et specialtilfzlde af

denne.

Véd.approximation i modellen forstds d&t, at tilnzrme u-
h&ndterlige matematiske udtryk og funktioner til mere h&nd-
terllge begreber. En sédan tilnermelse kan dog give anled“ |
nlng til fejl 1 modellen, da det 1nformat10nstab der sker A



ved en tilnarmelse til tider betragtes som tab i pracision
og man taler om, at der opstdr en usikkerhed. En tilnermet -
model vil derfor ofte blive opfattet som mindre teoretisk
tilfredsstillende end modellen uden tilnarmelser. .

Ndr den matematiske behandling af modellen er tilende-
bragt, sammenlignes de fundne konklusioner med den bagved
liggende teori (hvis en s&dan findes) eller med et givet

sat data.

Ved de teoretisk velfunderede modeller wvil man ved uover-
énsstémmelse mellem teorien og resultatet blot forkaste
resultatet med begrundelsen: der md vare en fejl i udreg-
ningerne eller lignende. Denne type model evalueres derfor
ikké som en enkeltstdende model, men som led i en samlet
teori, hvor det er teorien,maﬁ‘evaluerer snarere end selve

modellen.

For de empirisk baserede modeller vil man derimod blot EKor-
rigere nogle af de i modellen indgdende parametre, sdledes
at resultatet kommer til at stemme overens med allerede
kendte data. Denne type model vil derfor blive evalueret
som-en enkeltstdende model gennem konfrontation med et stgr-

re eller mindre observationsmateriale.

Det er selvfglgelig de farreste modeller, der kan sattes

i bds som enten 'teoretisk baseret' eller 'empirisk baseret'
model. De allerfleste modeller er en blanding af disse to
yderpunkter. Den skarpe opsplitning skal blot medvirke

til at pointere, at

"Forholdet mellem matematiske modeller og den
virkelighed, de reprasenterer, er ikke det samme
for alle modeller." (Hermann m.fl., 1982)

Det er derfor vigtigt ved evaluering af enhver matematisk

model at ggre sig dette forhold klart.

1.5, Statistiske modeller for kontingenstabeller.

De hypoteser, man opstiller for kontingenstabeller, kan op-
deles i 2 grupper. Den ene gruppe bestdr af rent statistiske
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overvejelser, altsd hypoteser om matematiske relationer
mellem modellens variable. Den anden gruppe hypoteser hentes
fra det fagomrdde de observerede data beskriver, og disse
hypoteser prgver at give en forklaring pd tingenes sammen-
heng. Arbejdsgangen kan lidt firkantet beskrives som fglger:
Nogle f@znomener er observeret, og det ville veare interessant
at be/afkrafte, om der er en sammenhang mellem faznomenerne.
Disse sammenha&nge be- eller afkraftes statistisk, og man
sgger sd i det relevante fagomrdde efter en forklaring pa

fortolkning af de pdviste. sammenhange.

AnalySe af kategoriske variable er blevet meget udbredt

med billiggprelsen af datakraft. Det skyldes, at der er
mange sammenhange, der skal undersgges, hvilket kraver et
stort antal beregninger. Men en analyse af kontingenstabel-
ler er selvfgplgelig ikke altid tilstrekkelig. Det er struk-
turen for svag til.Man sammenligner tehmeligt ustruktu?eret
et observeret kategorisk materiale for at finde en'sammehQ
heng. En ukritisk brug af‘dé fuhdne’sammenhange kan i visse
tilfelde give resultater, der, nadr de 'konfronteres med vir-
keligheden', viser sig at vere meningslgse. Man md aitsé
hér, som man i¢vfigt altid be¢r g¢re det, sammenholde model-
lens resultater med det virkelighedsomréde, def skal model-

leres.




2. GRAFTEORI.

Afsnittet falder i to dele. Et om almindelige grafer og et
om hypergrafer. For hele afsnittet galder, at det er en be-
skrivende indfe¢ring i grafteori, dvs. beviser er udeladt.

Den fg¢rste del, der 6mhandler almindelige grafer, beskaftiger
sig kun med ikke-orienterede grafer. Den ikke-orienterede
graf defineres, og forskellige grafteoretiske begreber gen-
nemgdes. Formdlet med denne del af afsnittet er at introdu-
cere gxafbegrebet bredt, samt at det skal virke som grundlag

for de i anden del indf¢rte hypergrafer.

Hypergrafer, som anden del beskaftiger sig med, omhandler
definitioner samt begreber, .der er nyttige for at forsta
den grafiske behandling af kontingenstabeller.

2.1.1. Definition af en graf og dens diagram.

I mange situationer f.eks. indenfor trafik og mikro-teknologi
kan det vare hensigtsmaessigt at betragte problemerne som
grafer. Her ser man problemet som en rzkke knuder (punkter),
mellem hvilke der enten er forbindelse eller ikke-forbindelse.

Dette kanillustreres ¥ha. et diagram:

Figur 2.1,

Det er den mdde en graf i dette afsnit vil blive reprasenteret
pa. Denne graf bestdr af 4 knuder og 4 kanter (forbindelser).

Reprasentationen er ikke entydig, for diagrammet kunne ogsa



have set sdledes ud:

Figur .2.2.

En graf, for hvilkén det er muligt at tegne et diagram, uden
nogen af kanterne krydser hinanden, kaldes en plan graf.
For at kunne referere til enkelte knuder/kanter/déle af
grafen-naVngives disse. Grafen fra for kunné f.eks. have

- fglgende navne tilfgjet sine knuder og“Kahter:
L - 4 v, - L

Figur 2.3.

Figur 2.1, figur 2.2 og figur 2.3 er isomorfe, idet de alle
representerer den samme struktur. Knuderne og kanterne er
de samme, blot er figur 2.3 navngivet. Figuferne 2.1 og

2.2 siges at reprasentere en akvivlens-klasse‘af isomorfe
grafer, der kunne vare navngivet p& en hvilken som helst
méde.

Nu kan der opstilles en definition af grafen G i figur 2.3:

G=(V(G) ,E (G) IVG) ’
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hvor
V(G)={V1,v2,v3,v;}
E(G)={é1,e2,e3,e;§
og‘Vé er defineret ved
Ygle)=vivy » Yglep)=vyvy
Yales)=vqvy » Ygleg)=vyvy -
Man kan sige at grafen G er defineret ved en tripel; nemlig

mezngderne V(G) og E(G) og afbildningenfw%;

Forklaring af triplen:

V(G): er mengden af knuder i grafen G
- fremover kaldet V.
E(G): er mengden af kanter i grafen G
- fremover kaldet E.
X?G : er en funktion, som for hver kant
angiver kantens endeknuder.
Ofte skelnes der ikke formelt mellem“ﬁb og E(G), idet f.eks.
e, kan betegnes ved:
e1={v1,v2? .
Generelt kan en kant pd denne mdde defineres ved:

ek=gvi'vj! H
Denne reprasentation kan ikke angive dobbeltkanter!

Endvidere bruges symbolerne [vi og IE' til at betegne antallet

af knuder hhv. kanter i grafen G. I vores eksempel er
vl = |el =4

og to knuder siges at vare naboer, hvis der er en kant mellem

dem.

Hvis der tilfgjes en ny kant egy hvor

eg = fv1,vd}

ville diagrammet se sdledes ud:
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Figur  2.4.
En kant sém e5 kaldes en l¢kke. En lgkke er altsad en kant,
hvis afbildning kun indeholder en enkelt knude - eller sagt
p& en anden made: o | '

en kant ek=[vi,vi] .
En graf er simpel, hvis den ikke indeholder lgkker og to

_givné'knuder ikke er forbundet af mere end en kant. Figu;

2.5 viser et eksempel p& en ikke—éimpel'graf.

2.1.2. Rute, tur, vej lengde og kreds.

Hvis grafen fra fe¢r igen'betragtes kan man f.eks. lave

f¢lgendé rute R:

R=v1e1v2e4v3

Figur 2.5.

- 12 -



En rute er altsd et gennemlgb i hele eller dele af grafen.
Mere abstrakt kan en rute opskrives pd& fglgende made:

. R=v0e1v1.. ....... ek,kf, |
For vores konkrete rute fra f¢r kan vi "oversatte" den for-

melle notation som eksempel:

Konkret graf: formel notation:
v, Vo
e1 e1
v, vy
ey e,
V3 Va2

En rute kan kaldes en tur, hvis &n betingelse er opfyldt.
Nemlig den, at alle kanterne i ruten skal vare forskellide,
mens knuderne godt m& passeres flere gange. Man kan ogsé
tildele en tur en lengde. En tur's lengde er defineret som

antallet af kanter, turen indeholder.

En mere restriktiv m&de at 'vandre' rundt i en graf p& kaldes
en vej. En vej er en tur, hvor ogséd alle knuderne er forskel-
lige. Hvis grafen fra fg¢r igen betragtes, er der herunder.
angivet et eksempel p& de tre mdder at bevaege sig rundt

i en graf pa. Fgrst den mindst restriktive, nemlig ruten R

sd en tur T og:til slut en vej P.

R=v1e5v1e1v2e4'v3e2v4e3 v.|e5v1

T=v4e3v1e5v1e1v2

P=v3e4 v2e1v_I e3 v4 .

Den formelle opskrxivning for en rute betragtes igen:

V=v0e1v1e2. ter e .eka

Vo kaldes begyndelsesknuden og Vi terminalknuden. Alle de
mellemliggende knuder kaldes interne knuder.

For en tur gelder der, at hvis begyndelsesknuden og terminal-
knuden er den samme, hedder turen en kreds. En kreds kan
selvfglgelig ogsd tildeles en langde og en kreds af langden

k kaldes en k-kreds. Specielt kaldes en 3-kreds for en tre-
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kant. Fra den snart meget brugte graf fra tidligére er her

et eksempelipé en 4-kreds:

K=v, e v, e,vie,v,ye,v,

Bade ruter,'turq«og veje kan danne en kreds.

2.1.3. Induceret del-graf, snitmengde og forbundethed.

Mange begreber fra mengdelazren anvendes ogsd indenfor graf-
teorien. Et eksempel pd dette er begrebet en dengraf. En
del-graf til en graf G defineres i forhold til G og delgrafen

G, skal opfylde fglgende i-forhold til G:

V(G}) S V(G)
E(G,)SE(G) .
Herunder gives et eksempel pad en delgraf G1 af den gammel-

kendté'graf‘G.

Figur

I delgrafen G1 er v, og v, forbundet af kanten e, 09 V4

og v, af e2.

Grafen i figur 2.6 siges at vare ikke-forbundet i modsatning
til G, der er forbundet. En . forbundet graf er en graf, hvor
der findes en vej mellem to vilkadrlige knuder. Hvis en graf
ikke er forbundet kaldes de enkelte dele for grafens sammen-
hangskomponenter, dvs. en hver delgraf best&ende af én sam-

menhengskomponent er forbundet.
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En snitm®ngde er en mangde af knuder (eller kanter) hvis
fjernelse resulterer i en ikke forbundet graf, dvs. f.eks.
er knudemangden {v4,v52 i figur 2.7 en snitma&ngde.

Figur 2.7.
Man kan lave en speciel slags delgraf, kaldet induceret
delgraf. Vi tager grafen i figur 2.7 og betragter en delmangde
V1 af v. Vi satter V1=Zv1,v3,v4,v5,végi. S& findes den (de)
kant (er), der har begge endeknuder i V1 - her kanterne eyrey
95,66 og e,. Den inducerede delgraf betegnes med<5V{>som
er vist pd figur 2.8.

Figur 2.8.

En snitm@ngde deler en graf i nogle sammenh@&ngskomponenter.
Delgrafen induceret ved knuderne i en sammenhangskomponent
forenet med knuderne i snitm@ngden kaldes et stykke af grafen.
Stykkerne af en graf er samtlige delgrafer, der fremkommer

ved denne procedure.

- 15 =



2.1.4. Komplet graf, todelt graf og klike.

En graf, hvor alle forskellige par af knuder er forbundet
med en kant, kaldes en komplet graf. Der findes kun én'kom—
plet graf for hvert n (alle komplette n-grafer er“isomorfe).
Denne betegnes Kn’ hvor n er antallet af knuder. F.eks.

ser K5 sdledes ud:

Figur 2.9.

En todelt graf er en graf hvor knudem®zngden kan deles i
to delmengder. De to delmangder bestdr af knuder, sé&dan
at alle kanterne har en endeknude i hver delmzngde. Et eksem-

pel pd& en todelt graf fglger herunder:

Figur 2.10(a). Figur 2.10(b).

De to grafer er isomorfe. Det er tydeligt i figur 2.10(b),
at grafen er todelt.

De to begreber todelt og komplet kan samles i et krav til
en graf, nemlig den todelte komplette graf. Her fg¢lger et
eksempel p& en sé&dan:
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Figur 2.11. .

Det ses af figuren, at denne type graf ikke er komplet -
men at den derimod er komplet mht. sin todeling. Dvs. at
hver knude i den delmzngde, der fremkommer ved todelinge?,
er 'nabo' til alle knuderne i den anden delmangde.

Figur 2.12.

Hvis grafen i figur 2.12 betragtes, ses det, at den ved
delmengden V1=fv1,v2,v£1 inducerede delgraf <V,> er en
komplet graf. Det samme galder for <V2>, hvor V2=fv1,v2,v3,v£§
Den sidste kaldes en klike, fordi den er maksimal. Dvs.,

at ligegyldigt, hvilken anden knude, der tilfg¢jes delgrafen,
vil den sd fremkomne delgraf ikke mere vare komplet.
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S 2.1.5. Rand og afslutning.

Hvis man ser pd fg¢lgende graf G med delgrafen <V1> med

V1=§Y1'V2V§3

Figur 2.13.

kaldes knuderne V3rVe 09 Vg for rénden til G1 eller aG1.
Randen (aG1) til en graf G er altsé defineret som naboknuder-
ne til delgrafen. Hvis man har en delgraf Grsé er afslutningen

til G

—

foreningsmangden af G1 og dens rand.

2.1:6. Triangulerede grafer:

En graf er triangular, hvis den ikke indeholder en kreds
med lengde st®rre end eller lig 4 uden en korde (en kant
der ikke ligger pa randen, men som fdrbinder to knuder). Fi-

gur 2.14 viser to triangulerede grafer.

AV

Figur 2.14(a). Figur 2.14(b).



Figur 2.14 (a) indeholder en kreds med langde 4, men den
har en korde. Grafen i figur 2.14(b) er trianguleret, da
den ikke indeholder en kreds (en sddan graf kaldes et trea).

V3

V4

Figur 2.15(a). Figur 2.15(b).

Derimod er graferne i figur 2.15 ikke triangquleret. 4-kredsen
V41V,y1Vy Og V, har nemlig ingen korde. Figur 2.15(b) indeholder
kun en :kreds, og da l®ngden er 5, er grafen ikke trianguleret.

2.2. Hypergrafer.

For senere at kunne tydeligggre sammenhangen mellem grafer
og statistiske modeller, indfgres nu hypergrafer, der kan
betragtes som en udvidelse af grafbegrebet. I en almindelig
graf kan man definere kanterne som en me&ngde af uordnede

par af knuder. Som det fremgdr af nedenstdende, bestédr ud-
videlsen af grafbegrebet til hypergrafer i, at knudem@ngden,
der definerer en kant i en hypergraf, kan indeholde et vil-
kdrligt antal knuder (>0).

2.2.1. Definition af hypergrafer.

En hypergraf defineres (Berge, 1973) ud fra en mzngde af
knuder

v ={v1,v2,...,v£{

og en klasse af delme®ngder af V:€~={fil iei}, hvor I er
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en indexmengde, sdledes at

E;, + 0 (i€I)
E:=
YF= v .
Hypergrafen betegnes H=(V,€), og mengderne E1’Ez""Em kaldes

- hypergrafens kanter.

Figur 2.16.

Hypergrafens orden betegnes |V| og.angiver antallet af knuder.
Her er altsd |vl= 10. Tilsvarende betegnes_anfallet af kanter
|E|(=]I|=m) og antallet af knuder i en kant med IEﬂ . Af

figur 2.16 ses, at hvis ]EJ = 1 symboliseres kanten med

~en lgkke, er|E|
kurve ‘omkring Ei‘s knuder.

=2 ved en linie, og er IEJ >2, tegnes en

For hypergrafer kan man benytte begrebér/betegnelser, der
er analogeAtil dem, vi benytter i-"almindeligeﬁ grafer (fremf
over blot kaldet grafer), hvad vi viser eksempler pa i det

f¢lgende.

En simpel hypergraf er en hypergraf,.thr Ei#Ej hvis i#3j;
to knuder er naboer, hvis de tilhgrer samme kant, og to
kanter er naboer, hvis deres fallesm®ngde ikke. er tom.
Det fremgdr, at hvileﬂ =2 for alle i, og hypergrafen er
simpel, da vil den vare isomorf med en simpel graf uden
isolerede knuder. Sammenh®&ngskomponenter, vej og kreds er
ogs& analoge for grafer og hypergrafer: Man opskriver en

vej p& fglgende méde:

VOE1V1E2...Epr, hvor vitvj, Ei#Ej for i#j
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0g Vi _q/VEE;.

Er Vo=Vy er der tale om en kreds. Et eksempel herpd fra

hypergrafen i figur 2.16 er

V1E6v9E3v7E4v6E2v3E1v1.

Endvidere er begreber som snitm@ngde, induceret delhypergraf

og stykker af hypergrafen analoge til de tilsvarende betegnelser

for grafer.

2.2.2. Dekomposabel genererende klasse hypergraf.

Idet fglgende introduceres nogle nye begreber, og der opskri-
ves nogle satninger og definitioner for genererende klasse
hypergrafer (g.k.hypergrafer): En g.k.hypergraf er en simpél
hypergraf, der yderligere opfylder betingelsen Ei4:Ej for i¥*j.
Figur 2.17 viser en g.k.hypergraf, der er en delhypergraf

af den i figur 2.16 viste hypergraf.

Figur 2.17.

De nedenfor anfigrte nummererede setninger og definitioner

findes (ofte i en mere generel form) hos Lauritzen m.fl. (1978)

som definitioner (d), coroﬁérer (¢), lemmaer (1) eller teoremer (t).
Vi skal imidlertid f¢rst have indfg¢rt en s@rlig type fellesmangde,
betegnet A, for stykker af en g.k.hypergraf (V,£), der er

delt i to stykker (V,,£,) og (V,,£,), hvor V,,V.,cV og za,€é=€L
Desuden betegner vi fremover hypergrafen ved angivelse af mangden
af kanterw€(£1,52 osv.). Vi indfgrer s&, at fazllesmzngden beteg-



net vedE}ASé er klassen af maksimale elementer bestdende af
Ef\Ej for alle Efsf1 og Ejeiz.b
. Vi kan s& definere en dekomposition (her: i to stykker) af en

g.k.hypergraf:
1 (d) En g.k.hypergraf bliver dekomposeret i€1 og €2 i for-

——

hold til (en snitmengde) dSV, hvis {1U£2=€ og€|A£2 =fd3.
For at anskueligggre dette ser vi pd g.k.hypergrafen i figur
2.17. Den kan dekomposeres i forhold til d=€ﬁ;§, idet vi-

- :r = = ,
s& far 5'1 ¢E1,E2,E3,E‘B og le £E53. Det ses, at€1052 £ og
hvis vi indledningsvis ser bort fra krhvet om maksimalitet,

fas
<€ 1A €2=§E1nE5,E2nE5 ,E3nE5,E4nE53={{43,¢3

idet E20E5={vézog de ¢gvrige fallesmengder er tomme. Medtager
vi kravet om maksimalitet, fési}AE&={¥43}={dz . & kan alts&
dekompoSeres iforhold til d={43 .
E:kan derimod ikke dekomposeres i forhold til d={v3,v%};'
Stykkerne af & bliver (1 =EE1',E;A og <2=£E2,E4,E;§ . Ser
vi igen bort fra maksimalitet, fas ’

2 1/\Q2={E1f\E2,E3nE2,E1nE4, ..... E3(\E_35 =f{v33,{v73,,¢3.
Indrages maksimalitet, f&s ' o

2 52={fv3?, ,_Ev;{i +ﬁ}={{v3,v;§g |
g.k.hypergrafen i figur 2.17 kan alts& ikke dekomposeres i
forhold til d=fv,,v.y. |
Vi kan sd give en definition p& en dekomposabel g.k.hyper-
graf: '

2 (d) En g.k.hypergraf E er dekomposabel, hvis enten|ﬂ=1,
eller hvis der findes en dekomposition af S i forhold til

dev i €1 og €2' sé|€1|<|€|,|£2|<lijog bade €, og €, er dekom-
posable. '

Det ses, at den i figur 2.19 viste g.k.hypergrafen ikke

er dekomposabel, idetE1 fremkommet i f@rstnavnte eksempel

ikke er dekomposabel.
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Vi kan sd indfg¢re begrebet ekstremal kant. Det skal navnes,
at dette begreb har stgrst betydning, hvis man er interesseret
i at lave en algoritme til undersggelse af, om en given

g.k.hypergraf er dekomposabel.

3 (d) En ekstremal kant E* i en g.k.hypergraf € er en kant,
der opfylder betingelsen: Der findes en kant E**e€\£E5§
siledes at ENE*SE**NE* for enhver kant E€ £\.YE™3

‘Ser vi endnu en gang pad figur 2.17, ses det, at E5 er ekstre-
mal (E*=E5), idet der findes en kant E**(=E2), sdledes at

3 er opfyldt: Ef1E5=¢ hvis E er alle andre kanter end E,,

og Ezﬂ Eg = {vé} , dvs. EN E5=¢EE2(\. E5={v41 for E+E,,Eg
(betingelsen En E*< E**/ E* er naturligvis opfyldt, nér

man valger E=E**)., En narmere undersggelse vil vise, at

ingen andre kanter i denne hypergraf er ekstremale, f.eks.

er E4 ikke ekstremal: Vi satter E*=E4 og valger f.eks.
E**=E2. Det giver E*N) E**=§v6§. Ndr vi s& undersgger om
ENE*SE*NE** f&s for E=Ey: EjNE*= TvlE jv.3 . Et
tilsvarende resultat fds, hvis en anden kant valges som -

E**,

Der er to satninger om ekstremale kanter i g.k.hypergrafer,
der har betydning, hvis man som ovenfor navnt er interesseret
i en algoritme til at undersg¢gge om en g.k.hypergraf er dekom-

posabel:

4 (c) Hvis E* er en ekstremal kant i en dekomposabel g.k.hy-
pergraf &, s erS \{E*} dekomposabel, og

5 (1) En dekomposabel g.k.hypergraf € har mindst to ekstremale
kanter (sdfremt €| > 2 ).
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2.2.3. 2-opdeling af hypergrafer og conformale hypergrafer.

For at fa undersggelser af g.k.hypergrafer bragt over til
unders¢gelse'af (alm.) grafer, kan man betragte 2-opdelingen
. ("2-section") af hypergrafer. 2-opdelingen af en g.k.hyper-
graf (V,£€) kan defineres som grafen, der har V som knuder,
og som kanter har me&ngden af (ikke-ordnede) knudepar {Vi,VB,

5 begge tilhgrer samme kant i hypergrafen.’

Figur 2.18 viser et eksempel pd en hypergraf (figur 2.18(a))

hvor v, o9 Vv

og dens 2-opdeling (figur 2.18(b)).

Figur . 2.18(a). Fxgur 2.18 (b).

En conformal g.k.hypergraf (V,£) kan defineres som en g.k.hy -
pergraf, hvor klassen af alle kliker af hypergrafens 2-
opdeling netop udg¢rEra Hypergrafen i figur 2.17 og figur

2.18 er begge conformale. Et eksempel pé en g.k.hYpergraf,

der ikke er conformal, er hypergrafen medEf=gE1,E2,E;%, hvor
E1={V1}v2(v;§, E2={v2,v3,v;§ og E3={y4,v5,ygs, se figur 2.19.
2-opdelingen er antydet med punkterede linier. -

~Figur 2.19.
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Delgraferne. induceret ved knuderne i hhv. Ei,Ez,og E3.er
sel¥fplgelig: kliker, men delgrafen induceret ved’v1,v4‘og;v6
er ogsd en klike, men é:v2f'v4’v62¢€' og. £ er derfor ikke. .

conformal.
Det kan vises, at

6 (c) Enhver dekomposabel g.k.hypergraf er conformal. Det
omvendte er ikke ngdvendigvis tilfeldet, jvf. figur 2.17.

Alt dette giver anledning,tii at sammenligne grafer med
klike-hypergrafer, hvor klikehypergrafen dannes af grafen 7
ved at hypergrafens kanter bestdr af knuderne i grafens
kliker, se figur 2.20. I klikehypergrafen (figur 2.20(b))
er grafens (figur 2.20(a)) kanter markeret ved punkteredle

linier.

En graf Dens klikehypergraf
Figur 2.20 (a). Figur 2.20(b).

Det kan s& vises, at for en sammenhangende graf er fglgende

punkter a og b &kvivalente:

7 (t) a Der findes ingen delmangde af V, der inducerer en
delgraf med en kreds af lengde > 3, uden en korde.

b Klikehypergrafen er dekomposabel.

Betydningen af teoremet 7 vil fremgd i kapitel 4, hvor vi
sammenkobler dele af teorien for grafer og hypergrafer med

begreber fra statistikken.
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3. KONTINGENSTABELLER.

Vi vil i dette kapitel beskrive, hvad en kontingenstabel er,
og hvordan man analyserer den. Inden vi nadr frem til selve
kontingenstabellerne, vil vi dog f¢rst'komme lidt ind pa
estimation generelt samt mere specielt se pd maximum like-
lihood estimation. Derefter vil vi ved hj®lp af et eksempel
beskrive de 2-dimensionalé katingenstabeller. Vi indfgrer
begrebet log-line®re modeller for 2-dimensionale kortingens-
tabeller 6g udvider det til ogsd at gzlde for flefe-dimen—
sionale kontingenstabeller, og til sidst kommer vi ind pa e-

stlmatlon i de log—llneare modeller.

3.1, Estimation generelt.

I det fglgende afsnit kommer vi fgrst 1nd pé det mere gene-
relle omkrlng estimering i statistiske modeller. Vi navner

to estimations metoder, og heraf uddyber vi den ene - maximum

llkellhood metoden.

3.1.1. Model.

"Til analyse af en st¢rre mengde af data (observationer)
ahvendes en statistisk model knyttet til en sandsynllgheds-
~model for at f& en overskuelig beskrivelse af dlsse data

og finde eventuelle sammenhenge/rege1ma531gheder i den
pidgeldende observation (datamzngde). En sadan observation
kan vare fremkommet pd flere forskellige mdder, ofte i fcrm
af en Stikpr¢ve, dvs. udvalgelse af en delmengde af en popu—
lation, et vareparti el.lign. (udvalgelsesstrategier vil

vi ikke komme n®rmere ind pd).

De indsamlede data kan reprasenteres ved observationen

Y = (Y1ly210--lyn)r

og vi betragter y som en realiseret observation af den sto-
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kastiske variable

Y = (Y1,Y2,...,Yn), B
og det drejer sig om at teste/fitte en sandsynlighedsmodel.
for den stokastiske variabel Y overfor den givne observation.
Vi betragter sandsynlighedsmodellen som specificeret ved
sandsynlighedsfunktionen p(y,8), og vi opfatter altsd y
som en observeret vardi af den stokastiske variabel Y, der

fglger sandsynlighedsfordelingen, som er bestemt af pl(y,8),
hvor 9=(e1,92,...,9k) har en bestemt, men ukendt vardi.

© skal sd estimeres i overensstemmelse med den foreliggende
hypotese om sandsynlighedsfordeling og 8%s "udseende". Det
skal ske sdledes, at estimatoren, der betegnes @, bliver
"den bedst mulige", der er i overensstemmelse med hypotesen
og dens foreliggende observaﬁionnz. Der findes . forskellige
metoder til bestemmelse af §. Man kan f.eks. anvende maximum
likelihood métoden, der omtales narmere nedeﬁfor, eller man
kan for forskellige "bud"pa ® finde de ©, der opfylder E8=6,
og blandt disse valges s& den med den mindste varians. Her-
ved fas en middelret (Eé;g) og variansminimal estimator. De
narmere enkeltheder ved denne estimationsmetode vil vi ikke

komme ind pa.

3.1.2. Maximum likelihood estimation.

Vi betragter som f@¢r navnt y som en observation f.eks. en
stikprgve frembragt af sandsynlighedsfunktionen p(y,6). Be-
tragter man en anden observation (stikprgve) af den samme
p(y,8), vil man givetvis fa en anden vardi for y, og dermed
et andet sk¢n over estimatoren é, dvs. §=§(x), og maximum
likelihood metoden er en metode til at finde det bedste

sk¢n over é ud fra den givne observation.
Vi indfgrer en funktion, likelihoodfunktionen:
L:©->ply,e)

L=L(8,y)angiver for enhver vardi af 6 "rimeligheden" af,
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at 6 har frembragt den givne observation y (under den opstil-
lede model), med andre ord: jo stgrre vardien af L er, desto

bedre er skgnnet over 8, og den kan bestemmes som:

L(8/y) =mgxL(8]y)

Man kan sdledes finde maximum for © ved at differentiere
L og undersgge for maximum pd sa&dvnlig vis. Det vil dog
ofte vere nemmere at differentiere log L(8ly) (log er den

naturlige logaritme, og vil vare det fremover). Idet
1(ely) = log L(8|y)
fér man, hvis der er k parametre, der skal estimeres, k

likelihoodligninger af typen

.al(eilx)
aei

Man m& naturligvis sikre sig, af de fundne ei er giobale
maxima. Metoden kan illustreres ved at tage et'Bernoulli-
forsgg som eksempel: X=(y1,y2,...,yn), y{ffO,i}.lPunktsand-
synligheden er -
| co ) = o¥i(1_e) 1Y
P(Yiryi) =6 (1 6? A:i
og sandsynlighedsfunktionen (den simultane punktsandsyhlig-
hed) bliver | '
= = = - 1
p(yl@)=TT P(¥,=y;) = 6 (1-0)"
Likelihoodfunktionen bliver
L(yle)=6-Yi(1-0)"2¥i |, eel0;1)

og likelihoodligningen bliver

d(ZYilne-(n-fyi)log(1—9)_o
de

({Xi_.r_l.iu=0
e 1-6
dvs. at vi for maximum likelihood estimatet (MLE) fér

6 = 2¥i

n
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Sandsynlighedsfunktionen kan ofte omskrives til

p(y,8) = g(s(y).,8)-hly) ,

hvor h(y) er en af 6 uafhangig funktion, medens al information
om 6 er indeholdt i s(y), den sdkaldte stikprgvefunktion.
Denne omskrivning kaldes en sufficient reduktion. Det ses

i dette tilfzlde, at s(y) =§Eyi. Det samme vil vere tilfel-
det, hvis y stammer fra en binomialfordelt stokastisk varia-
bel Y, idet binomialfordelingen kun adskiller sig fra oven-
stdende fordeling ved binomialkoefficienten, der er inde-
holdt i h(y).

Gar vi over til at betragte en multinomialfordeling, vil

det ssmme ggre sig galdende for hver enkelt ei i . Man

kan endvidere vise, at noget tilsvarende galder for en Pois-
sonfordelt stokastisk variabel Y, idet man ogsd her féar

MLE (forA) til

,;\ - Ean_.
I tilfelde, hvor der anvendes log-lineare modeller, kan det-
te siges at vare praktisk, idet man kan foretage estimering
i kontingenstabeller, uden at man i selve estimationsproces-
sen behgver at tage hensyn til, om man i modellem har valgt
en multinomial- eller en Poissonfordeling.

3.2. Kontingenstabeller.

I dette afsnit vil vi fg¢rst definere hvad kortingenstabeller
er samt notationen for disse. Derefter viser vi ud fra gennem-
gangen af et eksempel, hvordan analysen af en 2-dimensional

kontirgenstabel foregar.
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3.2.1. Katagorier og niveauer.

Hvis man gnsker at sammenholde f.eks. hudkrafts placering

pd kroppen i forhold til arten af hudkraft for et antal
hudkrzft-patienter, kan man opskrive en kontirgenstabel. I

det eksempel vi her vil vise, og som er referéret i Dobson
(1983), har man to kategorier (variable), nemlig sygdommens
art og sygdommens placering. Disse to katagorief er igen
inddelt i niveauer nemlig fire sygdomsarter og tre placeringer
af sygdommen. Dette giverAanledning til'én 4X3-konﬁngen3ta—
bel som vist i tabel 3.1. | B

Nx\‘\peglgsering hoved, arme,

vavty T hals krop ben total
ffegner : 22 2 10 34
spredt overfladisk 16 54 {115 185
pigmentering

Knuder 19 33 73 | 125
ubestemmelig 11 17 28 56
total | 68  |106 226 | 400

Tabel 3.1. De observerede vardier. (Dobson 1983).

Fordi denne tabel kun indeholder to kategorier, kaldes den
2-dimensional. Det er alts& antallet af kategorier, der
bestemmer kontimgenstabellens aimension. Antallet af niveauer
indenfor en kategori bestemmer st¢rrelsen af I,J,K..., hvor
man betegner st¢rrelsen af den 2-dimensionale tabel som
(IxJ), den 3-dimensionale som (IxJxK) osv.. I ovennavnte
eksempel er I=4 og J=3, og vi har derfor en (4x3) 2-dimen-
sional tabel.

Tabellen tilfgjes endvidere en rakke samt en sgjle, der
indeholder summen af hhv. sgjlerne og rakkerne. Disse kaldes

s¢jlemarginaler hhv. rakkemarginaler. -
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3.2.2., Indeksering af kontingenstabeller.

Notationen for kontingenstabeller er som almindelig matrix
notation, dvs. man bruger rakke-nummeret som fg@grste indeks
og s¢gilenummeret som andet indeks. Pladserne i tabellen
kaldes celler, og det antal, der stdr i en celle, betegnes nij
og det totale antal er N. Herunder fglger en "abstrakt"

2-dimensional kontingenstabel.

Kategori B
B B B totaler
1 R il s o 153 ] _(marginaler)
A 1% M3 Mgl P
Kate-
gori A
A, . . . .
i M1 IHJ gl M4
Ar | g 15 Mgl M1
totaley _
(marg.D" "1 nj n.;[ N=n o
Figur 3.1.
Betegnelsen "." bruges, ndr der summeres over en rakke hhv.

spjle. I ovenstdende figur betyder n sdledes, at man i

1.
fgrste rakke summerer over j, dvs.

n1. = n11+n12+...+n1j .

I visse tilfalde kan det vare mere hensigtmessigt at betrag-
te cellesandsynligheder istedet for celleantal, og tilsvaren-

de at betragte marginalsandsynligheder. En marginalsandsynlig-



hed ﬁ-j er da lig med

no‘ A =11_j;0
"ﬁl eller Py.

og cellesandsynligheden

.

A =nij
Pi3 N

3.2.3. Analyse af en 2-dimensionalkontingenstabel.

Vi vil i det fglgende afsnit vise, hvordan man analyserer
en to dimensional kontingenstabel. Vi vil anvende det tal-
materialé, der er vist i kohtingenstabellen i tabel 3.1,

der i¢Vrigt forudsattesvmultinomialfordelt.

Pr1nc1ppet i analysen er, at man tester en hyppotese HO’
der siger, at der er total uafhanglghed mellem de to variable

(katagorier).

I dette eksempel vil totél uafhengighed sd betyde, at typen
af hudkr@ft ikke har indflydelse pd sygdommens placering

pa kroppen. Det betyder igen, at dé marginale rakkesandsﬁﬁig—
heder erauafhangige. Cellesandsynligheden pij kan sd& under

Ho udtrykkes ved

Piy7Pi."P.y |
Vi kan sd estimere det forventede celleantal m, ij under denne
hypotese. Anvendes maximum likelihood metoden (jvE. kap 3.1),

fds MLE:

. - ny.n.s
m_._—,N.p.. _—_N-ﬁ. -f) L= _l_l
i3 P13 i Pyt T

Er forskellen mellem m i3 og nlj generelt for stor, mé hypo-
tesen forkastes. Undersggelserne foretages ved en )i -test

(se nedenfor).

Analysens fgrste trin er at beregne ﬁij for hver celle. ved
at betragte tabellen, ses det, at der skal estimeres seks
celleantal, idet der skal estimeres for tre razkker og to
S¢j1er. Den resterende rakke og sgjle er da ogsd fastlagt
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(fittet) ud fra marginaltabellerne. Generelt vil der i en
IxJ tabel, der testes for uafhengighed, vere (I-1) (3-1) pa-
rametre, der skal estimeres, der er altsd (I-1)(J-1) friheds-
grader. Tabel 3.2 viser de forventede celleantal beregnet

ud fra denne metode.

vavstypé lacering j1 j2 j3
11 5.8 9.0 19.2 34
12 31.5 49.0(104.5 | 185
13 21.2 | 33.2} 70.6 [ 125
i4 9.5 14.8} 31.7 56”

68 106 226 400
Tabel 3.2. De forventede vardier.

De forventede samt de observerede vardier anvendes sd til
beregningen af

X2=Z(observeret - forventet?2
forventet

hvor der summeres over alle celler.

Fordelingen X2 (Pearson's?ﬁz-test) vil vere en tilnermet
flz-fordeling med i dette tilfalde seks frihedsgrader. Det

kan generelt vises, at hvis X=(yl,....,ym) fplger en m~-dim-
mensional multinomisk fordeling med parametrene (N'pl'pZ""

A Al
pm) og med é=(gl,....,§), og p1=pl(§l,,,,,,9k),sé\dl

2 2
(y,-Np.) (y,-Np,) (y -Np )2
X2= 1 1 + 2 2 + ....+__l9_.___r_n__
Np1 NPZ Npm
Z(Y 'NP)
557 N
Pj

vare tilnarmet 712-fordelt med m-1-k frihedsgrader for store N.

Vi udregner nu X2 og far med indsattelse i formlerne for

denne, at
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(2-9)2 , (10-19,2)?

2 (22—5,8)2

X =—"s5,8 '3 19,2 *
2 4on2 2
(16-31,5)% , (54-49)% (115-104,5)% |
ELL: 19 104, 5
(19-21,1°% | (33-33,2)2  (73-70,6)% |
21,2 33,2 70,6
o 12 2 2
(11-9,5)% , (17-14,8)% , (28-31,7)
~ 9,5 14,8 31,7

= 45,2 + 5,4 + 4,4 + 7,6 + 0,5 + 1,0 +
0,2 +0+0,1+0,2+0,3+0,4
%% = 65,3 . |

1

Antallet af frihedsgrader = 32 = 6. .
I en tabel overj{ -fordellnger finder vi, atR:O 95(6) 12 59,

altsa er verdlen 65, 3 51gn1g1kant for H, p& 5% niveau. Selv
pé et 0,1% nlveau md vi forkaste vor hypotese Ho, idet .
‘xo 999(6) 22 46 og Vor)C =65,3 langt overstiger denne verdi.

Generelt kan det 51ges, at jo st¢rre X2-vard1 man fér,

desto dérllgere passer modellen pé den hypotese man tester.

En anden ofte anvendt testst¢rrelse er L2 (ogsé kaldet G2

eller. -2 log Q). hvor

2 forventede )

observerede

==2 Z (observerede) log (

Hvis den valgte model er riméligt god, vil vardierne af x?

2 . .
og L vare nogenlunde ens for store N, men ved fi observa-

tioner kan der vare ret stor forskel pi dem.

3.3. Log-lineare modeller for kontingenstabeller.

Vi vil i dette afsnit beskrive hvad en log-linéar model
er, og hvad den bruges til. Det skal i dennt forbindelse be-
maerkes, at begrebet "model" her refererer til en eller anden
"teori" om ssh-fordeling af observétionerne; og at parame-
trene i modellen reprasenterer den "effekt" en bestemt faktor
eller kombination af faktorerne har, i fastlaggelsen (detef-

minering) af de vardier, observationerne antager.
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Log-line®r modellerne har egentlig udgangspunkt i variansana-
lysen (som vi dog ikke vil komme narmere ind p& her), og

har derfor "arvet" en del begreber her fra, blandt andet
begrebet "vekselvirkning" som er et meget centralt begreb’

i log-linear modellerne.

Vi vil i beskrivelsen af log-linear modellerne bl.a. komme
ind p& fgrste ordens vekselvirkning mellem par af variable
for 2-dimens.ionale kontingenstabeller, dernast anden-ordens
vekselvirkning mellem tripler af variable i tredimensionale
kontingenstabeller og siden generalises de log-lineare model-
ler til ogsd at galde for n-dimensionale kontingenstabeller.
Til sié% vil vi foretage en afgransning af log-linear model-

lerne til de hierdkiske modeller.

3.3.1. Log-lineare modeller for 2—dimensionale tabeller.

Hypotesen om uafha&ngighed mellem to variable kan beskrives

som
(1) pij=pi-p'j

Denne relation beskriver en besﬁemt struktur eller model

for et sat data, nemlig den, at der i en population galder
at, sandsynligheden for at en observation falder i den ij'te
celle af tabellen, simpeltheﬁ?lig produktet af marginal

sandsynlighederne.

Det er imidlertid ofte lettere at beskaftige sig med en
model hvor pij kan udtrykkes som en sum af marginal sandsyn-
lighederne eller som en funktion af disse. Ved at tage den
naturlige logaritme til (1) far man fglgende formel:

(2) log pij=log p;.tlog P.j
Dette kan med hj=zlp af det teoretiske antal mij' hvor
m, m, .
= =1 'J
mi5"NP; =R '

omskrives til:
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(3) log mij = log m, + log m.j - log N .

Ved at summere over i fé&r vi

’ I I
(4) g == -
Zylog mj=Flog m + Tlog m, 4~ ilog N .
Summeres pd llgnende v1s over j fés
(5) i’ = 11 +S” logm ., - Jlog N
(5) ng m, og m, :Z; gmy - og
J_

Nadr der summeres over béde i og j féar man

o (6) é i 1og m, —JZlog m, +IZ log m j—IJlog N
: i=1 =1 : _

Med analogi til variansanalysén kan ligning (3) sad omskrives

til

(7) log mij = g + g](i)~f u2(j)
hvor
. 1 L J
usgy & Z log myy
i=1 j=1 .
L5~ .
u = log m,. - — log m, .
1(1) J Py ij I i=1 =1 ij
1S tegm, -5 T =
Uy 2= = log - = log m,..
2(3) 1 i=1 ij IJ i=1 §=1 ij

Formel (7) er almindeligt kendt som en log-linear model

og beskriver sdledes en linear model for logaritmen til
celleantallene. Det skal bemerkes, at man istedet for:celle-
antallet mij kan bruge cellesandSyn;igheden pij i formel(7).
u'erne fadr da andre talvaerdier, men deres betydning (se
nedenfor) vil stadig vere den samme. Vi vil i kapitel 4
nétop benytte cellesandsynligheder istedet for celleantal.
‘E siges at>reprasentere "det totale gennemsnit", dvs. gen-
nemsnittet af é%tlige celler.

Uq (i) reprasenterer "hoved effekfen" af den i'te kategori

~af variabel 1, dvs. den betegner afvigelsen af rzkke gennem- °
snittet fra det totale gennemsnit og '

u betegner "hoved effekten" af den j'te kategori af

2(3)
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variabel 2, hvilket vil sige, afvigelsen af s¢gjlegennemsnit-

tet fra det totale gennemsnit. Som en konsekvens af dette ma

J

i=1 j=1

3.3.2. Fgrste—-ordens vekselvirkning.

Det der imidlirtid er interessant at beskaftige sig med
er, ndr de variable ikke er uafh@ngige. For at vise en af-
hengighed mellem to variable tilfgjes et ekstra led i for-
mel(7):

(8) log mij=u+u1(i)+u2(j)+u12(ij)
hvor de numeriske indices p& parameteren betegner de vari-
able der er afh®ngighed imellem og de alfabetiske indices

betegner niveauerne af disse variable..

u12(ij) kaldes'et forste-ordens vekselvirkningsled og beteg-
ner sdledes vekselvirkningen mellem niveau'erne i og j af
variabel 1 og 2 hhv.. 0gsd vekselvirkningen er fremkommet
som afvigelser fra et gennemsnit og vi har da, at

J

z u ;s _§£ u .22 =0

521 12(13)—i=1 12(i3j)
Hvis man derfor skal teste hypotesen om uafh@ngighed, er
det det samme, som at teste om alle vekselsvirknings led-

dende er lig nul.

Det skal bemarkes at i modellen givet ved formel (8) er de
forventede verdier lig de observerede antal. Dette skyldes,
at antallet af parametre er lig antallet af celler i model-
len og af den grund kaldes (8) for den maksimdle model for
2-dimensionale tabeller. Her er §ij=2ii' der er sédledes

N
ikke noget at teste.
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3.3.3. Log-lineare modeller for 3-dimensionale og multi-

dimensionale tabeller.

For en 3-dimensional IxJxK kontingenstabel vil den 'maksi-

male log-linezre model se sdledes ud:
10g my 53 7utuy (1) ¥ (5) U3 (k) B2 (15) M3 (k)
U23(3k) *1123 (13k)

Oog det sidste led med tre indices kaldes for anden-ordens

vekselvirkning.

En s&dan model indeholder altsd det totale gennemsnit, hoved-
‘effekt parametrene for hver af de variable, fgrste-ordensvek-
" selvirknings parametre for hvert par af variable, samt en

parameter, der repra@senterer en mulig anden-ordens vekselvirk-

ning mellem de tre variable.

I den maksimale model vil det totale antal parametre vare

lig med celleantallet, idet der er I }ed af typen u1(iV
hvilket giver I-1 uafhangige led, der bliver (I-1)(J-1)
uafhengige led af typen u12(ij)' Ti}syarende for UyrUg,uyg g

og Uyge Endelig er der (I-1) (T -1)(K-1) led af typen u123(ijk):
Sammen med det ene led fra u giver det ialt IJK led (ses umid-
delbart ved udregning) svarende til antéllet'éf celler.

Det er herefter let at udvide log-linear modellen til ogsé.
at gelde for multidimensionale kontingenstabeller. Har man

f.eks. en n-dimensional kontingenstabel vil den tilsvarende
maksimale log-linear model indeholde fglgende typer af led:

det totale gennemsnit
n hovedeffekt's parametre
(B) forste-ordens vekselvirkningsparametre

(3) anden-ordens vekselvirkningsparametre
1(n-1)~ordens vekselvirkningsparameter
(Der er set bort fra de alfabetiske indices).

I forhindelse med analysen af kontingenstabeller bruger
man oftest en bestemt type log-linear modeller, nemlig de

hierarkiske modeller, som vi vil beskrive i det fglgende.
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3.3.4. Hierarkiske modeller.

For at en model kan betegnes som en hierarkisk model galder
der, at for hvert hgjere-ordens led der indgdr i modellen,
skal ogsd de lavere-ordens led, der kan komponeres af de
variable i hgjere-ordens leddet, indg&. Dette bety der at,
hvis f.eks. anden-ordens leddet Uso3 indgdr i modellen,

sd skal b&de hoved effekt's leddene u,su,,uy 09 alle fgrste-
ordens leddene indgd i modellen. Hvis et af disse led:
mahgler, er modellen ikke en hierarkisk model.

Til at illusrere dette kan vi f.eks. se pa en model hvor
det er specificeret at der er uafha&ngighed mellem u,; og
u2 dvs. u12=0. For en hierarkisk model vil dette medfgre
at ogsa u123=0 Den log-lineare model for dette tilfalde

vil se sdledes ud:

*

10g my 53 Uty (1) *95 (5) M3 (k) 13 (1k) T¥23 (k)

og det man umiddelbart kan lese ud af den er, at der ikke
er nogen vekselvirkning mellem variabel 1 og 2 pd hvert
niveau af variabel 3 (1 og 2 er (betinget) uafhangige givet
3).

Man kan s& diskutere det rimelige/logiske i den begransning,
Qer lagges ved indfgrelsen af hierarkiske modeller. Det

lyder dog umidelbart rimeligt, at hvis der er trefaktor
(2.-ordens) vekselvirkning mellem variabel 1,2 og 3, sé

mé& der ogsd vare gensidige tofaktor (1.-ordens) vekselvirk-
ninger. Tilfzlde af denne type kan dog tankes at forekomme,
f.eks. kunne man forestille sig, at man indenfor den medicin-
ske forskning kan finde synergistisk virkning af tre prapa-
rater samlet, medens der parvis ikke er nogen vekselvirkning,
men igvrigt vil vi ikke beskeftige os med ikke-hierarkiske

modeller.
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3.4. Estimation i hierarkiske log-line=zre modeller.

Hvis man vil estimere i log-linezre modeller, kunne man
tenke sig at estimere de relevante u'er under den aktuelle
hypotese og ud fra disse beregne de forventede celleantal.
Da u'erne angiver afvigelser fra et gennemsnit, vil man
derved f4 et mal for, hvor godt modellen passer for hvert
enkelt (vekselvirknings-) led i den log-lineare model.
Normalt vil man dog ikke beregne u'erne, men benytte dem

til en mere overordnet beskrivelse af den aktuelle.model.

3.4.1. Valg af metode.

Der kan anvendes flere kriterier for valget af en log-line-
&r model. Dette valg kan f.eks. foretages ud fra et kendskab
til det bagved liggende virkelighedsomrdde, og valget vil
afspejle hypotesen om vekselvirkning mellem de indgdende
kategorier. Vi introducerer en kort skrivemdde for hierar-
kiske modeller. Det kan illustres ved et eksempel for en
- 4-dimensional tabel:

10g My 43 TUHL +ULFUGHU HU, 54U, 40,y HUH 4 5y
Denne model kan kort og enentydigt symboliseres som:

(137 [24] ,

idet [324] viser, at leddet Uqyoy
da der er tale om en hierarkisk model, fgplger det, at leddene

er med i modellen, og

UqrlUy Uy Uy, - 09 u,, ogsd md vare reprasenteret.

Tilsvarende viser [33] at u13 og dermed u, (og u1) er repra-
senteret i modellen (u er altid med). Vi kan kalde [ﬁj][324]
for modellens genererende klasse (Haberman, 1974), jvf. kap.4.
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3.4.2. Principper for estimation.

I en 2-dimensional kontigenstabel vil der kun vare to model-
ler, der har interesse (ved en given sandsynlighedsfordeling)
nemlig modellerne f1]f§]og[12]. Man vil da teste modellen
CWJEZ] , idet en forkastelse af denne model automatisk implice-
rer, at modellen [12] er den aktuelle (medmindre andre sand-

synlighedsfordelinger kan vare aktuelle).

Som vist i kap. 3.2 (jvf. kap. 3.1) findes MLE ud fra margi-
naltabellerne, og man laver sé7lz-test. Som nevnt i kap. 3.3

er den maksimale model uinteressant at teste, da ﬁij'nij
(dette gezlder den maksimale model for en vilkdrlig dimension).

G&r man videre til tabeller af hgjere dimensioner, viser

det sig, at man i forbindelse med estimationen kan komme

ud for to forskellige muligheder, nemlig at der findes -
eksplicitte udtryk for MLE, eller at der ikke findes ekspli-
citte udtryk. 1 sidstnavnte tilfelde md man anvende iterative
metoder til estimering af de forventede celleantal. Disse
metoder findes beskrevet i de fleste af de i litteraturlisten

anfgrte bgger om emnet, f.eks Bishop m.fl. (1975).

I fgrstnavnte tilfelde findes MLE ud fra de marginale tabeller,
principielt som i det 2-~-dimentionalé& tilfzlde, men aktuelt
skal de "rigtige" marginaltabeller valges, og dette valg

afhenger af den konkrete model.
Vi viser nu, hvorledes man kan nd frem til et eksplicit
udtryk for ﬁijk i den 3-dimensionale model [[13]3[23]. Vi
kan skrive m, ., som
ijk
My TOXP (WU (4 HUy (5 +U3 ) g3 40) P53 (k) )

Da der ikke er vekselvirkning mellem variabel 1 og 2, har

vi

mi’k=exp(u+u1(i)+u3(k)+u13(ik))§§ exp(uz(j)+u23(jk))
°9 ™, K =eXP (A¥, (5 U3 () Fp3 (5)) 2 XD Uy (3)Fy53 5
©g M, =explutuy ) 2T exp(uy 5%y (5)*Uy3(5k) Y923 (k)

ij
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mexp (uHy o) T exP g (4) 35100 ) 2 (2 (5) P23 (510

Det ses af ovenstdende, at hvis udtrykket for mi-k’m'jk
divideres med udtrykket for M, vil summationsfaktoren

kunne forkortes vak, og vi far

og MLE for m,., bliver s&
ijk

= ikl gk
ijk no g

Det er sdledes muligt at angive et eksplicit udtryk for

de forventede celleantal i denne model. Det rejser sd spgrgs-
mdlet om, hvilke betingelser der skal vere opfyldt for -
at kunne finde et eksplicit udtryk.

I kaél 4 angiver vi, at det netop er tilfaldet for den type

hodeller, der kaldes dekomposable.
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4. GRAFER, HYPERGRAFER OG KONTINGENSTABELLER.

4.1. -Indiéaﬁing.

I de foregdende kapitler har vi introduceret grafer, hyper-
grafer og kontingenstabeller hver for sig. I dette kapitel
vil vi pregve at sammenfatte disse begreber, sd det munder ud
i en anvendelse af grafer og hypergrafer sém hjzlpemiddel V
til analyse af multidimensionale kontingenstabeller. Der
indfgres hermed en ny klasse modeller for kontingenstabel-
ler, grafiske modeller, der viser sig at vare en delklasse
af hierdkiske modeller, men iﬁdeholder dekomposable model-
ler som en delklasse, dvs. dekomposable modeller < grafiske

modeller € hierarkiske modeller.

==

4.1.1. Mere om kontingenstabeller.

Vi indfg¢rer en notation for kontingenstabeller, der dels
ggr det muligt at behandle tabellerne uden p& forhand at
angive dimensionen, dels bevirker, at overgang til sammen-

ligning med grafer bliver umiddelbart mere overskuelig.

Mengden af kategorier kaldes C, antal kategorier 1 Cl og

de enkelte kategorier betegnesy (3& C). Hvert y opdeles i
kriterier(niveauer) I, , og m@&ngden af celler er mangden
I=Z§’Ig  hvor her enkelt celle kan betegnes med vektoren
;=(i3 3¢ C). Antal observationer i en celle kan betegnes
n(i), og cellesandsynligheden med P(i). Vi vil fremover

blot skrive i istedet for i. Hvis a=C, betegnes de dertil
svarende marginale celler med ia’ 0og antal observerede i

de marginale celler betegnes n(ia). Tilsvarende betegnes den
marginale cellesandsynlighed med P(ia). Det antages, at

man har en multinomialfordeling.

Som eksempel til illustration af ovenstdende kan vi se pa
en tredimensional kontingenstabel, dvs. |C\=3 og de enkelte
kategorier i C kaldes R, S og T (det kunne f.eks. std for
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race, stilling og tro) vi har sé C={ R,S,T} r OO R, S og T
R’ Is og IT er mengden af niveauer i
hver af de tre kategorier. Hvis IR indeholder J niveauer,der
hver betegnes med et tal, og IS.og IT,tilsvarende indeholder
K hhv. L niveauer, haves en Ix Kx L kontingenstabel, og i=
(j,k,1) med j=1,2,...,J9, k=1,2,...,K, og 1=1,2,...,L. n(i)
svarer sd til den tidligere brugte nyk1- Sattes a= {R,S} ’
kan man f.eks. skrive i som (J,K,l), og de marginale antal

n(ia) bliver n 17 tilsvarende galder for P(i) og P(ia).

er de enkelte 3'er. I

Den - generelle log-lineare model kan . i det tredimensioné-
le tilfalde betegnes |
' _ j. ok, 1. 3k, jl, k1  jkl
log Pyy = urugtupruztui;tugztu,ystuig

Dette kan kort skrives som
log P(i)= ua(la), hvor u, er en funktion af ia'

Hvis vi indf¢rer, at uy er en konstaﬁt(vektor).svarende til
a=¢, far vi netop det generelle log-lineare udtryk, og der
gelder de sadvanlige band pa de enkelte led(summefer til
0) og restriktioner pé led%ne indbyrdes, ndr der er tale

om hierarkiske modeller (se kapitel 3 ).

Som omtalt i kapitel 3, kan hierarkisk model specificeres

" ved en generende klasse €2§%&},7;cc, hvor det for elementerne
i skal gelde, at de parvis er forskéllige, ikke er "del-
ﬁangder af hinanden", dvs. at de er maximale. Formelt kan

dét skrives: ’ '

ua=0 , hviss der ikke finde et ce‘f’y, hvor a &c.

| Hvis f.eks. ICl=4 og@==&jl,21 , {1,3%, {43 X er bl.a.

u,,=0 (der er mange andre u der er 0) i overens-

%1247 a'er’
~stemmelse med den tidligere definition af hierarkiske

modeller.

4.1.2. Markovfelter.

Vi betragter nu en graf, hvor de enkelte knuder symboli-
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serer kategorier (y) fra en kontingenstabel (kanternes be-
tydning vil fremg& efterhdnden). Vi har altsd grafen(V,E),

VEC. Man definerer si: :

En ssh er Markov mht. {(V,E), hvis det -galder:

Ml  P(i)>0 for Viel

M2 P(I&)=T%§hvis QQV) I, er ligefordelt og uafhangig af de
gvrige kategorier

M3 Hvis r,s€C og r+s, gzlder ;3_253

hvor symbolet \ anvendes om betinget uafha&ngighed: Hvis |

det om tre stokastiske variable X,Y og Z galder, at X er

uafhengig.. af Y givet Z, skrives det XE_Y. M2 svarer til,

at kategorier, der ikke er reprasenteret i grafen, er irre-

levante for den statistiske analyse, og man kan derfor ude-

lade kategorier af denne art fra kontingenstabellens grafi-

ske reprasentation; vi satter altsd C=V.

Det kan vises, at en ssh P er markov mht. (C,E), hviss
der findes —funktionercPa, a¢ C sdledes, at CPa=0 medmindre

a er en komplet delmengde af C og

log P‘l);gg%(l)
Beviset udelades, men det ses, at det for de her define-
rede qba(i) gelder {‘Pa(i)}s {ua(ia)} fra de hierarkiske
modeller, og at de reprasenterer vekselvirkninger mellem
(knude)naboer i grafen. Det skal bemzrkes, at betegnelsen
ovenfor 'a er en komplet delmengde af C' skal forstds sale-
det, at delgrafen induceret ved knudema&ngden a er komplet

(men ikke ngdvendigvis maximal).

Det kan endvidere vises, at fglgende fire udsagn er akvi-

valente:

(1) p er Markov
(2) alb, ndr c er en snitmergde for a og b

Ba
(3) Yacsc: aa%ac
(4) Y €EE: o« L ¢

I tilfaelde (2) skal det galde, at aubuc=C og at a,b og c

er disjunkte.
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4.1.3. Sammenfatning af teorien for Markovfelter og kon-~

tingenstabeller.

Vi kan nu sammenfatte det foregdende til en definition
_af en grafisk model: o :

En grafisk model er en hierarkisk model, hvis graf
kan reprasenteres ved den genererende klasse hy-

pergrafs 2-opdeling.

Et par supplerende bema&rkninger vil tydeligggre defini-
tionen. Den genererende klasse hypergrafs 2-opdeling er en
graf bestdende af kliker sdledes, at enhver delgraf indu-
ceret af punktmengden hgrende til en kant i hypergrafen

er en klike, jvf fig. 2.20.

-Det kunne ﬁmiddelbart virke som enhver hierakisk model er
grafisk, men et par eksempler vil_vise, at det ikke er til-
fazldet. Den hierarkiske model med C={:1,2,3} og & =

(1,21 ,{1,3},{2,3] er den hierarkiske model uden 2.-ordens
vekselvirkning. Grafisk skulle den se séledes ud:

Figur 4.1.

Umiddelbart ser grafen ud til at reprasentere en dekom-
posabel model; den reprasenterer den dekbmposable (og der-
med grafiske) model c= 11,2,3) ,% =101,2,3y}, men ikke
modellen c= {1,2,3} , § ={(1,23,{2,3],{1,31}.

Et andet eksempel pd& en hierarkesk, ikke-grafisk model er
c= {1,2,3,43},% ={{1,2,3, {1,3,43,{2,4 }. G6.k. hypergrafen
og dens 2-opdeling hgrende til denne model er vist i figur
4.2.
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Figur 4.2.(a)+(b)

Det ses, at g.K.hypergrafens 2-opdeling er en komplet

graf, dvs. hypergrafens kanter ikke er kliKer i dens 2-op-
deling(de er komplette delmangder, men ikke maximale).

Grafen i figur 4,2.(b) er derfor ikke en model for den nevn-
te hierarkiske model, men for modellen med 8 ={1,2,3,4%3.

Figur 4.3(a)+(b)+(c) viser eksempler pd hierarkiske modeller,
der er dekomposable(og dermed grafiske) mens figur 4.4.(a)+
(b)+(c) er eksempler pd& hierarkiske modeller, der er grafis-

ke, men ikke dekomposable.

WEIN&

4 Jh 2 f2 :3%8 1 2,3,{1,3 Q} Fiz 3, ‘p 2,4) ,3,5,}}

Figur 4.3.(a)+(b)+(c)

4 :
.‘>'6l

4 {% 2, {2 ﬂ 4} 1 {B ?=ﬁ72u2:3@ @{;, é éB
{{125?{23@@45}{,45}

4

Figur 4.4.(a)+(b)+(c)
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Bruger vi nu den ved<;>a definerede Markov-egenskab, ses det,
at grafiske modeller netop er de modeller, der besidder den-
‘ne egenskab (udgg¢r et Markov-felt). Det betyder, at knuder-

ne i grafen representerer hovedvirkningerne i den log-line-

~®re model, mens grafens kanter -reprasenterer 1.-ordens vek<
selvirkninger og klikerne i grafen (kanterne i g.k.hyper-

grafen) reprasenterer hgjere-ordens vekselvirkninger.

Da Markov-egenskaben er ®kvivalent med'de navnte egenska-
ber for betinget uafhzngighed(1) og (2)-(4) ovenfor, vil de
grafiske modeller umiddelbart give nogle vasentlige oplys-
ninger, blot ved at betragte den grafiske reprasentation

for disse modeller.

Det kan yderlf%re vises, at aekomposable modeller har den
égenskab, at man kan opstille et explicit udtryk for maxi-
mum likelihood estimatet (jvf. kapité1.3.4). Det kan g¢reé
ua fra en dekomposition af grafen, men vi vil igvrigt ikke
komme ind pa metodeh. Den er bl.a.‘beskrevet i Lauritzen
(1979). Det betyder, at grafer kan give hurtigt overblik
over, hvordan man mest hensigtsmessigt kan7valge/béhandle
“en statistisk model for kontingenstabeller. |

Eksempler pd brug af grafer til at finde betingede uafhan—r
gigheder gives i figqur 4.5., idet skrivemdden (1,2®4/3)
betegner:1 og 2 er uafhangige af 4 givet 3.

1 2

a) o0—o maximal model
b) A maximal model

2 3

1 2 3
c) 0—o0—0 (183}2)

1 2 3 4

d) o—Oo0—--O0—0 (183,4}2)N1(1,284]3)

1 2
e) (28411,3)
4 3
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—

maximal model

' 4

1

3 (582,3}1,4)N(1,56312,4)

2
2
g)
4

1 2 :
h) D (1@3]2{4)/1(584“,3)
4 3

1
i) ' (1,284)3,5)N(2,385}1,4)
5 3 osvVv.

4

Figur 4.5.

De i figur 4.5.(h) og (i) viste grafer er ikke dekomposab-
le, da de indeholder en kreds af lengde§4. Forskellen pd de-
komposable og ikke~dekomposable modeller (grafer) ligger som
fgr nevnt i, at man for dekomposable grafer kan opstille

et explicit udtryk for M.L.E., mens man for ikke-dekom-

posable modeller md bruge iterative metoder.

Det kan imidlertid i nogle tilfzlde vare hensigstmessigt

at se pd grafer for ikke-dekomposable modeller, idet man
dels kan se pd betinget uafhangighed(jf. figur 4.5.(h)+(i)),
dels kan dele af grafen vare dekomposabel, og disse (denne)

kan behandles som dekomposable modeller.
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Figur 4.6. (a)+(b)

Grafen i figur 4.6.(a) er ikke dekomposabel, men knuderne 1,2,3,4 og
5 udggr tilsammen en dekomposabel del af grafen (modellen) og vil kunne
testes som s&dan, f.eks. am den kan reduceres til fig 4.6.(b).

4.2. Ft eksempel pd brug af grafer til test af en kontingenstabel. ,

Nedenstdende eksempel er taget fra en artikel af Edwards og Kreiner og
viser et eksempel p4, hvordan en analyse af eh flerdimensional kontin- 4
genstabel kan foretages. Der er i artiklen n®vnt og diskuteret flere mu- ‘
lige metoder, der involverer grafiske s&vel som ikke—grafiske metoder.

Vi vil blot refere‘en af dem, der anvender en grafisk model.

Den mest almindelige metode til udvalgelse bestdr af to trin. Det
forste trin er udvelgelse af en basismodel (start-model) og andet trin
er trinvis forbedring/simplificering af modellen. Ved at sammenligne
med kapitel 1., kan man se (i det fglgende), at man allerede i fgrste
trin har veret gennem punkterne 1.-3., sam til dels er sammenfalden-
de, idet man f.eks. i valg af sandsynlighedsfordeling foretager bade i-
dealisering og valg af matematisk reprasentation. I det her referefe
eksempel (og generelt i statistiske undersggelser) er opstillingen

af modellen i snever forstand en stadig vekselvirkning mellem ideali-
sering og test af modellen.

_Pé fgrste trin udvelges en basismodel. Ndr man hovedsalig er inter-
esseret i grafiske modeller, er den maximale model her et naturligt
udgangspunkt, og det antages i denne forbindelse, at der er tale om
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en multinomial fordeling.

P4 andet trin begynder man sd pd selve selektionsproceduren for

den grafiske model. Det, der sker, er, at man med udgangspunkt i den
maximale model,tester hver kant for signifikans. Derefter fjerner man
den mindst signifikante kant og undersgger de resterende kanter én for
én. Atter fjermes den mindst signifikante kant, og de resterende kan-
ter undersgges, og slledes fortsatter proceduren, indtil man er ndet
frem til en brugbar model. |

Men lad os tage fat pd selve eksemplet og'*;sé beskrive 1lidt mere ud-
forligt, hvad der sker undervejs.

Eksemplet amhandler en 5-dimensional kontingenstabel, der er opstil-
let pd baggrund af materiale fra en undersggelse foretaget af Social-
forskningsinstituttet i Kgbenhavn i 1978-1979. Undersggelsen omfatter
en gruppe mend(arbejdere og funktionzrer) i alderen 18-67 ar, der

blev spurgt, om de i de foregdende 12 mdneder havde lavet nogen form
for arbejde, som de tidligere ville have betalt en h&ndverker for at

ggre.

Formdlet med undersggelsen var bl.a. at vurdere amfanget af skatte-
unddragelse i bygningssektoren. De blev endvidere spurgt om alder, om
de boede i hus eller lejlighed, om de boede til leje eller ejede de-
res bolig, og an de var faglerte, ufaglarte eller funktion®rer. Mate-
rialet og betegnelsen for de variable er vist i tabel 4.1.

Den opstillede tabel er en 2x3x2x2x3 altsa en 5-dimensional kontin-
genstabel. Den hertil svarende maximale model [ASEBF] kan illustre-
res ved fglgende grafiske model, figur 4.7.

Figur 4.7.

- 51 -




F B E S A

Boligform Beskaftigelse Ejerforhold Svar Alder
< 30 31-45 46-67

lejlighed faglert lejer Ja 18 15 6
: Nej 15 13 9

ejer Ja 5 3 1

Nej 1 1 1

ufaglart lejer - Ja 17 10 15
Nej 34 17 19

ejer Ja 2 0 3

: Nej 3 2 0

kontorarb. lejer Ja 30 23 21
. Nej 25 19 40

ejer Ja 8 5 1

Nej 4 2 2

hus faglaert lejer Ja 34 10 2
Nej 28 4 6

ejer Ja 56 56 35

Nej 12 21 8

ufaglert lejer Ja 29 "3 7
_ Nej 44 13 16

ejer Ja - 23 .52 49

Nej 9 31 51

kontorarb. lejer Ja 22 13 11
e - Nej 25 16 12
ejer Ja 54 191 102

Nej 19 76 61

Tabel 4.1. Mend (arbejdere el. funktionarer) krydsklassifi-
ceret efter alder, beskaftigelse; boligform, ejerforhold af
bolig samt svar pad spgrgsmidlet.

(Edwards & Kreiner, 1983).
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Her er alle knuder forbundet med hinanden, dvs. modellen viser total
afhengighed mellem samtlige 5 variable. Dette svarer til fgrste trin
i modelopstillingen.

P& andet trin i modelopstillingen begynder s& selve udvelgelsesproce-
duren. Fgrste trin i denne procedure er at teste signifikansen af hver
kant. Dette ggres i praksis ved , at man fjerner én kant fra basismodel-
len og udregner L2(og/eller X2) for den model, der bliver tilbage,
ndr denne kant er fjernet. Det,mah rent faktiskt tester, er,om der er
betinget uafhengighed mellem de to variable, den fjernede kant forbin-
der givet de gvrige variable. Det ggres for modellen [ASEE] , ©ERD
ved at opstille 12 todimensionale kontingenstabeller for variabel

A og F, en tabel for hver kombination af nlveauer for de ¢gvrige tre
variable. For hver af disse beregnes L (eller X ), sam sé summeres for
alle 12 tabeller, og der laves s& X -test for L (eller X ) for model-
len. Antallet af frihedsgrader bliver 2-12, da hver tabel har to fri-

hedsgrader.

Den fjernede kant indfgjes nu i modellen igen, en anden kant fjernes
og den ovenfor navnte procedure gentages. Sdledes fortsattes indtil
samtlige kanter en efter en har weret fjernet fra modellen. I tabel
4.2. ser man resultatet af dette fgrste trin i selektionsproceduren
beskrevet. Modellen, der undersgges, er beskrevet i knek-parante-
serne i kolonkn 'model’, og den kant, der er fjernet fra den maximale
model, stir i koloren 'kant'. 'f.g.' stdr for antallet af frihedsgra-'
der, og 'p' beskriver sandsynligheden for at fa en Lz(eller Xz)-vmxdi,
der er stgrre end eller lig med den fundne.

model kant f.qg. L2 p X2 p
[ASEB] [SEBF] AF 24  76.09 0.0000 81.54 0.0000
[ASEB] [AEBF] SF 18 19.81 0.3435 18.31 0.4351
[ASEB] (ASBF] EF 18 541.68 0.0000 567.52  0.0000
[ASEB| (ASEF] BF 24 32.37 0.1181 31.26  0.1463
(ASEF) [SEBF] AB 32 106.36 0.0000 107.12  0.0000
[ASEF] [(AEBF] SB 24 52.98 0.0006 50.09 0.0014
[ASEF] [ASBFI EB 24 41.06 0.0164 40.05 0.0211
[ASBF] [SEBF] AE 24 194.32 0.0000 194.13 0.0000
(ASBF] [AEBE] SE 18 73.71 0.0000 72.61 0.0000
[AEBF] [SEBF] AS 24 38.77 0.0288 36.56 0.0484

A: alder, B: beskaftigelse, E: ejerforhold, F: boligform,
S: svar.

Tabel 4.2. Fgrste trin af den fgrste selektionsprocedure.
(Edwards & Kreiner, 1983).
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Af tabel 4.2. fremgar det klart, at kanten SF er den mindst signifi-
kante, dvs. at modellen, hvor denne kant ikke indgédr, har den mindste

' Lz-yaerdi (eller X2—va>.rdi) og den stgrste sandsynlighed for at fd en
L2()Xf2)-vardi, der er stgrre end den fundne. At kanten SF er den mindst
signifikante og derfor fjernes, medfgrer, at man som neste basismodel
velger modellen { ASEE] [AEBF]. Denne model kan ogsd beskrives med betin-
get uafhengighed mellem variabel S og F, givet A,E og B, formelt opskre-
vet som {S®F\A,E, B} . Den hertil svarende grafiske model ses i fi-

gur 4.8.

Figur 4.8. Vekselvirkningsgrafen for [ ASEE| [AEBF)

P4 andet trin i udvelgelses-proceduren tages sd udgangspunkt i den i
'figur 4.8. beskrevne model, og resultatet af dette trin ses i tabel 4.3.
Proceduren pd dette trin er den samme som tidligere, hvor man fjerner
kanterne en efter en og udregner L2 for de dertil svarende modeller.

I de 3 spjler yderst til hgjre sammenligner man modellen med den pd
fgrste trin fundne nye basismodel, hvor man i de foregdende 3 sgjler
sammenligner med .den maximale model.

At beregne disse vardier for sammenligningen med den maximale n'odél er
dog overflgdigt, idet man blot kan = . legge Lz-wrdien for modellerne i
den nye basismodel til den i tabel 3 fundne L2-vardi for den fjernede
(mindst signigikante) kant. Dermed f&s L°-verdien for sammenligning
med den maximale model. Det samme gelder for antallet af frihedsgra-

~ der; derimod er der ingen umiddelbar sammenheng mellem p-verdierne

i den ene eller den anden sgjle og dette kan vere begrundelsen for at
medtage sammenligningen, idet man kunne forestille sig, at to kanter
hvis LZ—\mrdier ligger tat, ville 'bytte om' indbyrdes ved de to
sammenligninger.
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12

model kant f.q. L2 P f.g. o)
/ASEB} EBF] AF 30 72.02 0.0000 12 57.21 0.0000
(ASEB ABF] EF 27 575.75 0.0000 9 555.94 0.0000

* “[ASER 'ABF] BF 30 34.64 0.2561 12 14.83 0.2504
[ASE] [SER (AEF] (EBF| AB 42 109.22 0.0000 24 89.41 0.0000
[ASE] (AEBF} SB 30 55.25 0.0033 12 35.44 0.0004
EASB][ASE][ABF][AEF} EB 36 51.85 0.0423 18 32.04 0.0218
SEB [ASB [EBF)[ABF] AE 36 204.19 0.0000 18 184.38 0.0000
[AsB [AEBF] SE 27 107.79 0.0000 9 87.98 0.0000
[SER| [AEBF] AS 30 39.71 0.1107 12 19.90 0.0687

Tabel 4.3. Andet trin af fgrste selektionsprocedure.
Vardien for L2 i modellen [ASE@ [AEFﬂ er i den originale tabel
angivet til 35.64, der si vidt vi kan se mad vare en trykfejl

og derfor har andret til 34.64.
(Edwards & Kreiner, 1983)

Resultatet af andet trin i selektions-proceduren viser, at kanten BF
er den mindst signigikante, og dermed at bade S og B er betinget uaf-
- hengige af F givet A og E, {S,B@ F) A,El . Som fglge heraf vil model-

len T ASEE) (AFF| blive valgt scm neste basismodel. Den grafiske re-
presentation af denne model ses i figur 4.9. V

Figur 4.9. Vekselvirkningsgrafen for (ASEB] [AEF)

P4 tredie trin i udvelgelses-proceduren, som sker efter samme princip

sam pd andet trin, finder man at kanten AS er den mindst signifi-

kante og dermed at modellen [AEB! [SEE] [AEF] er den eneste model, der
pa dette trin kan accepteres pd et 5% niveau for L2-testen. Resulta-
tet af tredie trin ses i tabel 4.4, og den grafiske model for { AEE] [SEB}

{AEF]ses i figur 4.10..
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model kant f.g L2 P f.g 1.2 P

[ASER! (EF) AF 34 88.06 0.0000 4 53.42  0.0000
[ASEH [AF) EF 33 594.45 0.0000 3 559.81 0.0000
|ASE] [SEB| (AEF] AB 46 102.20 0.0000 16 85.56 0.0000
[ASEJ[AEE] (AEF) SB 42 70.07 0.0042 12 35.43 0.0004
[ASE|[ASB| (AEF] EB 42 69.12 0.0053 12 34.48 0.0006
[ASB] [SEB] (AF)(EF] AE 44 235.32 0.0000 14 200.68 0.0000
[ASE) [AEB) (AEF) SE 39 122.61 0.0000 9 87.97 0.0000
[AEB][SEB}(AEF] AS 42 54.53 0.0931 12 19.89 0.0689

Tabel 4.4. Tredje trin af fgrste sélektionsprocedure.

(Edwards & Kreiner, 1983)

B A

Figur 4.10. Vekselvirkningsmodellen for [AEB) (SEB] REF]

Alle grafiske modeller, der fremkammer af denne ved at fjerne endnu en
kant, er uacceptable da p<0.003. Selve udvelgelsesproceduren vil derfor
standse her, og den bedste model efter denne metode, er dén vist i figuf
4.10.

Af denne model kan man se, at svaret pd det i undersggelsen stillede
spprgsmdl (vedrgrende udfgrt arbejde) kun direkte kommer an pd E, den
adspurgtes ejerforhold til sin bolig, og B den adspurgtes beskafti-
gelse. Derfor kan man, hvis man kun er interesseret i svar-variablen
S, ngjes med at se pd den 3-dim ensionale marginaltabel SEB,da S er
betinget uafhangig af A og F givet E og B. Er man derimod interesseret
i flere variable vil det veere tilstrakkeligt at se pd de 3 3-dimen-
sionale marginaltabeller AEB, SEB og AEF, da disse tilsammen indehol-
der al den statistiske information, det er muligt at uddrage af det
foreliggende statistiske materiale. Man vil derfor ikke miste nogen
information ved at bruge modellen frembragt af de tre generérende klas-
ser [AEB}[SEQ}(AE@H , og man opndr en model, der med den her anvendte
analyse metode, giver den bedste beskrivelse af det statistiske mate-
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riale.

Det bemerkes, at enhver af de opstillede og testede modeller i udvalgel-
ses-proceduren (naturligvis)-er hierarkiske modeller med de angivne ge-
nererende klasser, og den foreliggende statistiske analyse kunne have
vaeret udfgrt pd helt tilsvarende vis ved at betragte vekselvirknings-
leddene og skiftevis udellﬂdie't et af fgrste-ordens vekselvirknings-
leddene, men anvendelsen af den grafiske metode ggr hele proceduren
vesentligt mere overskuelig (og forstdelig).
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5. Opsamling og afrunding.

Inden for mange fagomrdder, men mdske isar det samfundsviden-
skabelige og medicinske, anvendes kontingenstabeller af hgj
dimension. Vi har illustreret, hvordan man kan analysere
kategoriske data v.hj.a. en hierarkisk model. Men den alt-
overvejende del af rapporten omhandler begreber til forstd-

else af grafiske og dekomposable modeller.

Det er mange steder i rapporten omtalt, at man ved at fortolke
en kontingenstabel v.hj.a. en grafisk‘model réducerer antallet
af modeller betragteligt. Lauritzen (1979) har opstillet en

tabel over, hvor mange modeller = der findes afhengig af model-

type og dimension (tabel 5.1).

t

type-dimension |, ! 3| 4 5
" Vekselvirkning § 8 1128 |32768 2147483648
Hierarkisk 5119 167 7580
Grafisk ! Sj 18 113 1450
Dekomposabel 5718! 110 1233

Tabel 5.1.

Som det fremgdr af tabel 5.1 er det selv med en datamaskines
hjelp praktisk umuligt at undersgge allé de muiiée log-line-
ére modeller, hvis dimensionen ovérstiger 4. Det, mgn tid-
ligere har gjort, er udfra et fofhéndskendskab til virkelig-
hedsomrddet at reducere antallet af modeller. Hvis man der-
imod ikke har nbget forhdndskendskab til problemfeltet, er
den grafiske model en god fgrstehdndstilgang.

Man kan pd en overskuelig m&de reducere modellen trin for
trin (ud fra den maximale model) og efterhdnden nd frem til
en model, der beskriver de indbyrdes sammenhaznge. Metoden

ggr det nemt til stadighed at have overblik over den p& det
pageldende stadium aktuelle model, og de indbyrdes veksel-
virkninger (betingede uafhangigheder) fremgdr ogsd umiddel-
bart af grafen. N&r man sd er ndet frem til en statistisk

set "fornuftig" model, kan den konfronteres med virkeligheds-
omrddet, og man m3d sd foretage en helhedsvurdering;
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