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Hvem er vi

Tidligere pro-

jekter

SMEC II

Statistik-

rapporten

_keskolelerere, men pd grund af politiske indgreb overfor RUC”s uddannel- _

Kapitel 0. Indledning -

Vi er tre kvinder og en mand, der studerer til lzrere ved RUC”s overbyg-
ningsuddannelse. Udover, at vi har valgt matematik (de tre kvinder har
samfundsfag og manden fysik som arcet fag), har vi det tilfalles, at det

hele tiden har varet vores hovedintension at blive larere. Fgrst som fol=

sesudbud faldt denne uddannelse bort. Efter dette indgreb valgte vi alli-
gevel at fortsatte pd stedet, pd grund af de padagogiske nyskabelser, men-

nu til en gymnasielarerfunktion.

Indtil nu har vi sammen deltaget i to matematikprojekter og desuden fér-
diggjort et projekt i vores andet fag.

Vores fgrste matematikprojekt tog sit udgangspunkt i en undersggelse af .
den samfundsmessige anvendelse af matematik (1). Objektet for vores under-
sggelse var SMEC II; den model som Det gkonomiske R&d (i stadig mere ud-
viklede udgaver) bruger til deres finanspolitiske prognoser.

I projektet vurderede vi modellen a priori og opstillede elementer til en
a posteriori evaluering, som vi selv udfgrte en del af.

A priori evalueringen var en vurdering af den mdde, som virkelighedsomrd-
det (i dette tilfalde det komplicerede gkonomiske system) var matematifi-
ceret p&, hvilke antagelser modelbyggerne havde gjort sig om virkeligheds-
omrddet, og hvilke dele af virkelighedsomrddet der var medtaget i model-
len. Af de elementer,der indgik i vores forslag til en a bosteriori evalu-
ering (en vurdering af modellen p3 dens egne pramisser), valgte vi at lave
en delunders¢ggelse af modellens stabilitetsegenskaber - denne gik i kort-
hed ud pd at undersgge om den funktion, der fgrer inputvariablene over i
outputvariablene, er kontinuert.

I tilknytning til projektet lavede vi et papir indeholdende nogle overve-
jelser over indfgrelsen af denne type af anvendelse af matematik i gymna-

siet/HF s matematikundervisning.

Det andet matematikprojekt indeholdt en historisk analyse af udviklingen

af nogle statistiske standardmetoder (mindste-kvadraters metode, yx2-test, o
t-test og den ensidede variunsanalyse)(2). Vi forsggte at klarggre, hvil-

ke forhold udenfor matematikken, der havde givet anledning Lil udviklin-

gen af disse metoder, og hvilken betydning for metodernes anvendelse, som

den senere matematiske fundering af dem, havde haft,

(1} Birkmose et al : "En undersggolse af modellen SMEC 11", RUC OB I, 1975.

(2) Bacher et al : "Statistiske standardmetoder - set ud fra on lareruddannelsessynsvin-
kel"”, RUC NAT P£D, dec. 1977.




Samfundsfags-

rapporten

Teknologi-
% rapporten

Gymnasium/HF

Dette projekt

" . ) e
Desuden indeholdt vores projekt et kapitel, hvor vi gjorde os nogle over-

vejelser overvejelser over undervisningen i sandsynlighedsregning og sta-
tistik i gymnasium/HF, og i et bilag redegjorde vi for,hvorledes de sta-

tistiske standardmetoder blev anvendt i tre miljgundersggelser.

Derudover har tre af os lavet et projekt i samfundsfag, hvor vi sa pa ten-

denserne i den statsligeAkonjunkfurreguleriﬁg og 'herunder studerede udvik-

lingen af den nationalgkonomiske teori fra 1920 til idag.(3)

M H
]

Og een af‘osihar delkaget iet préjekt omZkommunikationsteknologiéﬁs udvik-

ling (u4).

Det kendskaﬁ'vi indtil nu har haft til den konkrete uﬁdérvisning.i gymna-
sium og HF begranser sig til samtaler med gymnééielarere og -elever og til
vores frie praktik, hvor vi selv fik lov til at pf¢ve at undervise i mate-
metik og hvor vi oververede nogle timer i vores respektive andet fag.
Derudover har vi forsggt at fglge debatten i "Gymnasieskolenﬂ(S)'og-i "Med~-
delelser"(6) ligesom tre af os gennem Vores’medlemékab af FALS (7)fhér kun-

net fglge debatten i "Samfundsfagsnyt" (8).

Med dette projekt har vi villet arbejde langt mere praksisreftet og skole-

rettet, end vi har gjort i nogle af de tidligere projekter. Dette hanger

bl.a. sammen med,at dette projekt bliver det 'sidste vi laver indenfor ma-

tematik, inden vi bliver ferdige kandidater. Samtidig hznger det sammen

med,“at vi gennem debatten omkring gymnasiet og is@r matematikundervisnin-
‘ . . . - .

gen ved at der findes forskellige undervisningsmassige problemer.

Desuden har det varet en naturlig konsekvens af vores udvikling som mate-

matikstuderende. Vi skal gennem vores egne kurser og projekter arbejde ‘med

forskellige arbejdsmetoder og med forskelligt fagligt indhold bdde emnemzs-

sigt og rent matematisk, og vi har hele tiden forsggt at forholde os bevidst
til vo;es arbejdsmetode. Gentagen kritik og reformulering af vores arbejds-
metdde og‘detlfaglige indhold har .pavirket vores stillingtagen til under-
visningsmessige forhold. ‘ (

(3) Birkmose et al : "Tendenser -1 den statslige gkonomiske politiske konjunkturregule—
ring - et studieprojekt", RUC, foraret 1976.

{4) Bacher et al : "Relationer mellem videnskab, teknologi og samfund", RUC NAT, jan 77.
(5) Gymnasieskolen, medlemsblad for gymnasieskolens larerforening.

(6) Meddelelser, medlemsblad for matematiklarerforeningen.

(7) Foreningen.af lazrere i samfundsfag.

(8) Medlemsblad for FALS

M



Opsummering_. .
af tidligere

papirer

Vores isola-

“tion

Interview

Konkrete under-

visningsforlgb

Valg af objekt
for undervis-

ningsforlgbene

P& denne mide har vi kunnet bruge vores tidligere projekter, og den erken-
delse vi har fra dem til at pracisere vores eget formdl med at undervise
i matematik og til at udmgnte dette i nogle konkrete forslag til hvordan

vi tenker os det gjort.

I lgbet af.vores studietid har vi bade i de ovenfor navnte sammenhznge og -
i andre (f.eksi studentEPpoliﬁiske)‘formulerett£§ omkring vores gpfuttclse 7
af matematikkén og af undervisﬁingen i matematik i gymnasium og HF. Efter- 7
hdnden fglte vi et behov for at formulere disse ting samlet og til at pp¢—.

ve at vardere, hvordan det kan vare, at vi har den mening vi har. *

Men p& den anden side mente vi ogsd at det ville vare halslgs gerning, at’
sidde isoleret pd en universitet og formulere sig op af stolper og ned af .

vegge om, hvordan tingene sd ud uden for universitetet.

Derfor skrev vi til 6 gymnasiers matematiklazrere for at hgre, om de ville
snakke med os eller skrive til os om deres erfaringer med at unQervise i
matematik. Vi var ude og interviewe larerne pd 7 gymnasier, idet elever-
ne i en 3.g pa et 7-ende gymnasium af sig selv henvendte sig til os.

Vi har fdet mange gode ideer af disse samtaler med larefné og eleverne.
Sqmtidig har vi fdet revideret vores opfattelse af tingene en del. F.eks.
troede vi fgr at vi kunne identificere undervisningen med undervisnings-
materialet. Men det er blevet os klart,at mange larere faktisk forholder
sig forholdsvis frit til det eksisterende. undervisningsmateriale,hvis de

da ikke gdr sd langt.at de skriver noter selv.

Diése nye erfaringer har vi brugt i den endelige formulering af vores menin-
ger om gymnasiets matematikundervisning, som vi diskuterer i rapportens

del I, Kap.1l.

~

’
Nir disse principielle overvejelser skulle udmgntes i konkrete forlgb, har
vi ment det ngdvendigt ogsd at studere hvilke betingelser, man er underlagt
som (matematik)lzrer i gymnasium/HF. Disse overvejelsef vil vare at finde ¢

L1 del I, kap.2.

Selve valget af omrdde for undervisningsforlgbene er bestemt ikke alene ud
fra vores fastlagte principper i kapitel 1 og 2 men ogsd ud fra lidt an-
dre kriterier.

Vi ville udfra vores principper i kapitel 1| og 2 (com péd det Lidspunkr
ikke var udkrystalliseret i deres endelige form, men nok i deres indhold)

velge et eller to omrdder inden for gymnasie/HF-pensummet.




Integralreg-

ningen

Differential-

ligninger‘

Tilrettelag-
gelsen af und-
ervisningsfor-

lgbene

‘ger.

Men vi er ngdt til at inddrage andre kriterier af mere ﬁragmatisk karakter
i dette valg. Vi valgte in&egralregningen'og emneundervisning i differen-
tialligninger.

|
Integralregning havde vi netop selv gennemgdet i ef kursus i reelle funk-

tioner af flere variable. Den indholdsmessige -side af valget var, at det

kan indfgres pd forskellige mider, og at det afhzngig af denne indf¢bing

vil fremstd som to begrebsligt'forskellige'ting, nemlig stamfunktion og

areal. Vi vurderer 1ntegralregn1ngen til at vEre svart for eleverne at for-
std i forhold til, hvad de igvrigt prasenteres for i matemat1kunderv1sn1ng-
en. Samtidig gav det os mulighed for udfra netop vores principper overfor

den opfattelse der ligger hgs nogle lapebogsforfaftere-(at man skal opbygge
den matematiske teori for hvert omride axiomatiskfdeduktivfb'ét diskutepé:

“.

problemerne i dette.

Da integralregningen historisk har haft (og stadig har) anvendelse inden

for fysik og senere inden for statlstlk og sands ynllghedsregnlng, frygte--
de vi,at bade forstdelsen af den matematlske 51de=og hvad det eventuelt vil-
le kunne sige dem om faget i en samfundsm&351g sammenhmng ville blive sa
kompliceret, at det ville blive. intetsigende for eleverne Vi v1; altsd
afholde os fra at bruge integralregningen som anlednlng tlLVat lare elever-

ne noget om matematikkens historie eller nuvarende anvendelse.

Selvom differentiailigningers oprindelse kan spores tilbage fil kort fid
efter 1ntegra1regn1ngens tilblivelse har de samfundsm3551gt en st¢rre selv~
standig anvendelse. F.eks. har prognosemodeller, hvori dlfferentlalllgnln-
éen anvendes, i-de éenebe 8r fdet en stgrre og stgrre betydning ogsa i den
offentlige debat. Den stigende‘anvendelse af matematiske modeller idet he-
le taget k&n sige‘noget om den udvikling, som vort samfundssystem er inde i
En anden fordel set ud fra vores synépunkt er, at ppincippet i s&danne mo-
déller kan indfgres og diskuteres af eleverne, uden at de vibkelige'modél-

lers komplicerethed begranser forstdelsen af deres fordele og begransnin-

v

Ved tilrettelaggelsen af selve undervisningsforlgbene skal der pd den ene
side.tages hensyn til de principper der udmgntes af voreS'opfatteise af fé-
get, .og pd den anden side skal det vare praksisrettet, dvs. tage hgjde

for de betingelser der ligger for undervisningen.

Vores holdninger til faget er bygget op udfra ovennavnte projekter samt en

. bredere orientering i se historiske og anvendelsesorienterede sider af an-

dre dele af matematikken. Vi mener selv,at disse studier har givet os en
indsigt i en helt anden dimension af faget end vi tidligere har set.

Det har medvirket til at .vi har fdet en samfundsmassig forstdelse af faget.



Axiomatik

Larebgger

Skolens orga-
nisatoriske

opbygning

Forsggsunder-

visning

En bred orientering i historiske og anvendelsesmzssige sider af faget skulle
vaere medvirkende til at bestemme form8let med undervisningsforlgbene.

Det Setyder ikke at vi vil undgd en axiomatisk fremstilling af matematikken
og ej heller at vi ikke vil formidle deduktive forlgb, men vi mener pa

den anden side at dette skal ske eksemplarisk, hvor eleverne fdr en opfattel-

se af denne vasentlige side at matematikken (9). Det har i det hele taget

_vaeret vores principielle opfattelse at eleverne skal have et s& Virkefighéds-:
tro billede af matematik som mhligf. Vi har derfor forsggt at undgd ideolo-

giske tillgb (10), det vare sig af den ene eller anden art. ~

Ligeledes har det varet ngdvendigt for -os at gennemgd nogle larebgger, for
‘at se hvilke muligheder andre opererer med i forhold til undervisningssitu-
ationen. Det er klart at vi har set larebggerne igennem i forhold til vo-
res milformulering. Herved har vi kunnet bedgmme ikke alene selve bgger-
ne, men ogsd et langt stykke hen ad vejen set bekendggrelsens og under-

visningsvejledningens muligheder fortolket pd temmelig forskellig mdde.

En anden vigtig side af skolenv— nemlig dens organisation i forhold til under-
visningen - har vi ogs3 mittet tage i betragtning.

Her har vi f.eks. indset at opsplitningen af skoledagen og grenvalgssystemet
er eksempler pad ting der lagger nogle begrznsninger pa undervisningens mu-
ligheder. Ogs& andre konsekvenser af skolens organisatoriske opbygning har

fgrt os frem til nogle konklusioner omkring undervisningsforlgbet.

Vi havde kendskab til forskellige undervisningsforsgg (1l), og vi havde i
‘starten af projektet ideer om, at opbygge et alternativt undervisningsfor-
1¢b eller et forsggsundervisningsforlgb, pa bagérund af de konsekvenser

vi havde kunnet uddrage af forskellige analyser af skolen.

Vi ville pd denne mdde have haft friere tgjler overfor nogle af ﬁndefvis—
ningsproblemerne, som vi mente kunne afhjzlpes gennem et alternativt forlgb

hvor de enkelte elementer var bygget op omkring elevrelevante situationer.

(9) Det vil sikkert vare en fordel at anbringe sadanne eksempler tidligt i gymnasiet,
men ikke allerfgrst. Det er ikke matematikkens “skgnne" verden, vi vil introducere
til, men vi vil give eleverne en indsigt i videnskabsfaget matematik, der bide hax -
en historisk udvikling og nogle samfundsmessige konsekvenscr,som man ikke skal fg-
le sig skremt og forvirret over, men som man godt kan forholde sig kritisk overfor.

(lo}" Da begrebet ideclogi har en mangetydig fortolkning, og da vi benytter os meget af
netop dette begreb, vil vi her citere en ultrakort udlegning af begrebets indhold.
"Kort udtrykt er con ideologi en kollektiv falsk bevidsthed, som handler om sam-
fundsforhold, eller pd anden mide pavirker (..) (folks) samfundomessige opfgrsel.
(..) Vi bruger altsd ikke ordet ideclogi i betydningen sympati for eller indstil-
ling til fordel for den ene eller den anden klasse, eller gnske om den ene eller
anden samfundsopbygning." (Hgyrup,Else og Jens : "Matematikken i samfundet”, Gyl-
dendals samtundsbibliolek, 1973, s.24-2%.)

(11} PA Akademisk Studenterkursus har der kg¢rt et forspg med integration af bl.a. sam-
fundsfag og matematik med en vidtgdende anvendelse af datamaskinen. Objektet for
undervisningen har bl.a. varet SMEC II. PA Grend gymnasium har larere i 6 fag kert
et temasamarbedde inden for bekendtggrelsens rammer for 1.HF omkring emnet vakot—
modadior .,
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nuvarende form
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drsager ikke.varet muligt. : i i

Ndr vi valgte at -lade vare med at gengemf¢r§ disse ideef, ékyldtes det, at
vi ville relatere vores overvejelsgr om undervisningsforl¢bene og selve de-
res indhold til skolen, som den fremstdr i sin nuvarende form, da dét nu
engang er den skole vi skal ud og undervise i; Endelig m& det bemmrkes at .
vivhavde ‘en stgrre og bredere mdlgruppe , som ogsd omfattede eleverne i

en tidlig fase af projektet. Men det ville krave et stgrre og grundigere

formidlihgéarbejde, ligesom det stiller stgrre krav til os om at have af-

prgvet forlgbene inden projektets fardigggrelse. Dette har af tidsmessige

¢

Noter til teksten vil vare at finde nederst pa hver side. Citater er skre-

vet i kursiv.- En alfabetisk ordnet litteraturliste findéS'bégest i rappor-
ten. Bilaget til undervisningsforlgbet i differentialligningers anvendelse
i fiskerimode;lér findes umiddelbart efter dette undervisningsforl¢gb, mens’

de ¢vrige bilag er samlet bagest i rapporten.

God laselyst
Anne, Lena, Marianne 6g Nikolaj
RUC/NAT/PED
1978




Indledning til DEL I.

" Samtidig er -det hensigten med denne rapportdel at formulere nogle genc=

Denne fgrste del af rapporten skal, som det kért blev skitseret i kapitel
0, tjene som optakt til og grundlag for vores udarbejdelse af to under- V
visningsforlgb (kap 3 og 4). Forslagene omhandler dels integralregning

og dels differentialligninger, - sidstnavnte undervisningsforslag placé—

res som valgfrit-emne. -- B = . —

relle princippef for undervisningstilrette1aggelse (obsumﬁeringen pd kap

1 og 2), der kan anvendes pd et vilkdrligt delomrdde af matematikken.

Denne formulering vil ske pd baggrund af en fremlazggelse af vores nuve- .
rende opfattelse af nogle vigtige indholdsmessige eiementer i faget mate-
matiks status. Det drejer sig om fagets historiske udvikling (kap 1.1.1),
og der drejer sig om fagets anvendelser (kap 1.1.2).

For at kunne praksisrelatere de opfattelser vi har herom, har det veret
ngdvendigt for os at betragte skolefaget matematik (1.1}1, 1.1.2 6g 1.2)

og at betragte de betingelser, som skolen generelt er underlagt (kap 2).

Kapitel 1.1. Matematikkens samfundsmessige betydning

Dette kapitel indeholder to vesentlige fagpolitiske aspekter af matecmatik.
For det fgrste en behandling af matematikkens videnskabshistorie, idet den
historiske forstéelse af faget, som vi har tilegnet os gennem vores stu-

die, har givet os en indsig% iog forstielse af matematikkeﬁ og dens funk-

tion, som normalt ikke fremtrazder af den mdde, som matematikken fremstil-

les pa.

Det andet aspekt er anvendelsen af matematikken, hvor vi gennem beskef-
tigelse med forskellige anvendelser har fdet endnu et bidrag til en for-.

stielse af matematikken, der ra&kker ud over dens selvforstielse.

Vores opfattelse af disse to aspekter at matematikken har betydning,sé-

vel for vores opfattelse af hvilken funktion skolen og specielt mate-

matikundervisning har som for de principper og metoder, som vi vil til-

rettelagge undervisningen efter, som for vores stillingtagea i forsknings- . .

politiske sammenhange.

- Vi vil starte dette afsnit med en redeggrclse for, hvorledes vi opiuttcr

videnskabens (specielt den matematiske videnskabs) historiske udvikiing,
op herander kort diskutere lorskelbige andre videnskabshistovishe op =teo-
retiske opfattelser. Derefter vil vi diskutere hvilken videnskabsopfat-

telse gymnasieelever i almindelighed har - nemlig at matematik er on




. Baggrunden for
vores Qiden-'
. skabshistoriske

opfattelse

X,
R
A

: /
"sand" videnskab, som altid har eksisteret - samt hvorfor vi mener, det

er vigtigt at f& @ndret denne opfattelse. Og til slut i afsnittet har

vi nogle overvejelser over, pd hvilken méd% videnskabshistorie skal ind-
o . C v T

ga i matematikundervisninpen.

Allerfgrst vil vi dog redeggre for hvilke konkrete erfaringer; der dan-

ner baggrund for vores meningstilkendegivelser.

Vores videnskabshistoriske opfattelse ér béseret bé de. generelle diskus-
sioner, der féregéy pad RUC, pa lasningen af errsigtsb¢gén:(12) og pa

de f& videnskabshistoriske unders¢gelser,~vi seiv og voreé medstuderende
har lavet som et led i studiet. Det drejer sig om et af de projekter, vi
alle haf varet mea til at lavé, hvor vi-stude;ede den historiske udvik-
ling af nogle statistiske.standafdmetdder: x2-testet, t-testet, varians-
analysen og mindsteTkQadrafers metode (13). Desuden er‘&er lavet et pro-
jekt om kommunikationsteknologieﬁs udvikling (14), s§m en af os har del-
taget i, og endelig'har andre lavet et projéké udfra problemgtilliﬁgen:
hvilken indflydelse har Carlsberglabofatoriet haft pa én;ymkemiens ud- .
vikling (158). Inden for samfundsfag har tre af os'eﬁdvidere gtuderet
udviklingen af den nationalgkonomiske teori i dette “drhundrede (16).

Det skal endvidere navnes, at vi i forbindelse med dette projekt har

l@st sekundarkilder om den historiske udvikiing af integral- og diffe-
rentialregningen. . »

Det fremgér af overstlende, at vi ikke har:nogen bred og detaljeret bag-
grund for at udtale os generelt om videnskaben. Den viden, vi har om
videnskabgns historiske'udvikling,‘er eksemplarisk; men omfatter forskel-
lige videnskaber. Ligeledes har der veret ét faelles udgahgspunkt for pro-
jektarbejderne, idet de alle sgger at belyse videnskabernes udvikling i

sammenhzng med udviklingen af samfundet uden for videnskaben selv.

Uden at gd narmere ind i en diskussionen omkring videnskabsteori, kan man

sige, at der har tegnet sig to tydelige spor i diskussionen af, hvad viden-

(12) For eksempel Struik, Dirk J. : "Matematikkens historie", Haases Facetbgger, Kgben-
havn 1966, . :

(lj) "Statistiske standardmetoder".

(14) "Relationer mellem videnskab, teknologi og samfund".-

(15) Andersen et al : "Naturvidenskaben som produktivkraft", RUC NAT BAS, 197S.

(16) “Tendenser.."




Positivisme -

Kuhn

og ordne de ken&sgerninger, vl stilles ansigt til ansigt med i vor er-

skab er, og hvordan den udvikles. Disse to er positivismen, som opfatter -
videnskaben isoleret og derfor uafhangig af det gvrige samfund, og Kuhn's
paradigmeteori, hvor den videnskabelige aktivitet foregdr i forhold til

en grundleggende teori (paradigmet), som sd kan udskiftes, hvis omsten-

dighederne er til det.

- Indholdet i positivismen, som voksede frem i Frankrig i midten af det. -
19. &rhundrede, kan illustreres med fglgende citat fra Uffe Juul- - - -+
Jensen (17):

"At opnd videnskabelig erkendelse er ifelge denne retning at registrere

faring. I videnskaberne afdekker man regelmessighederne i de direkte
oplebede kendsgerninger, og at forsege at trenge bag disse er (frugt- .
lgse) bestrebelser, der hgrer hjemme inden for religionen og metafysik-
ken. "

Det vil sige, at der i positivismen ikke ligger forklaringsmodeller, men
kun foregdr en beskrivelse af den umiddelbare virkelighed. Dette fiar ogsa
som konsekvens, at videnskaben betragtes ahistorisk, da virkeligheden til-
syneladende ikke @ndrer sig. Den udvikling, der foregdr, betragtes som op-
dagelser eller som enkeltpersoners erfaringer, som evt. gennem eksperi-
mehtelt arbejde med et naturfznomen fgrer til nye teorier, som s& bygges
oven p& de allerede eksisterende.

Det var’blandt andet som en reaktion p& dette sidste, at Kuhn formulerede
sin paradigmeteori. Han mente ikke, den nuvarende videnskabelige erken-
delse er en ophobning af ddta, men at forskellige teoretiske rammer har
aflgst hinanden (18). Det er en teoretisk ramme, et paradigme, som be-
stemmer videnskabens karakter i en vis periode, og egentlig udvikling
finder sted ved et 'revolutionart' opggr med det fremherskende paradigme,
og det munder ud i fremsattelsen af et nyt paradigme.

Den videnskabelige aktivitet, der foregdr under et paradigme, kaldes 'nor-
mal videnskab' og er karakteriseret ved, at alle problemer er defincret
inden for dette paradigme. Kriterierne for hvad der er videnskab, bestem- -
mes sdledes fuldstendig af rammernc for paradigmet.

Fgrst ndr der kan pdvises resultater, der er i direkte modstrid med det
fremherskende paradigme,vil der opstd tendenser til tvivl pd paradigmets
rigtighed. Kuhn mener, at ct nyt paradigme oftest fremfgres af unge viden-

skabsmend, som ikke har veret aktive i den normalvidenskabelige udvikling

{17) Jensen, Uffe Juul : "videnskabsteori I", Berlingske leksikon bibliotek,1973,s.72.

(18) Afsnittet om Kuhn bygger pd uUffe Juul Jensen og pad Ngrretranders, Tor: "Om kapi~
talistisk naturvidenskab", Modtryk, 1976, s. 96ff.
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Kritik af Kuhn‘
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vores opfat-

telse

under det foregdende.

Ku%ns forklaring af‘hvordan et paradigmeskifte foregdr, er af psykolo-
gisk karakter, da det er et spgrgsmdl om de nuvarende forskeres opfat-
telse af verden, der afggr hvilket paradigme, der er det herskende

Selv ‘om Kuhn~a1tsé opfatter den videnskabelige udvikling som en histo-
risk proces, er der altsa ikke tale om, at han forsgger at forklare den
i forhold til de gkonomiske og politiske sider af videnskabernes oprin-
delse og udvlkllng Forklarlngsrammen er ogsa her taet knyttet til viden-
skaben selv, hv11ket far som konscekvens, at der ikke glveq nogle handle—

muligheder overfor udviklingen.

Dette skal ses ikke mindst p& baggrund af den betydning, som videnskaben

.(formidlet gennem eksperter og teknokrater) har for de politiske og ¢ko;

nomiske aktiviteter i samfundet. Det er selvfglgelig et postulat, at vi-

:denskaben overhovedet har nogen betydning for andre samfundsm&ssigé akti-

viteter; men vi mener, at- der er mange eksempler pa, hvorledes v1denoka—
ben (gennem en teknisk raffinering) har indflydelse pé mllltmre, 1deolo—
giske og ¢gkonomiske forhold . (19).

Vi betragter altsd ikke natﬁrvidenskabernelsom isoleret fra andre sociale
eller samfundsméssige aktiviteter, herunder ogsd de pblifiske oé gkono-

miske sider af disse.

Vendef viftilbagé til vores konkret erfaringer, er det klart, at vi ikke
har nogen bred baggrund for at udtale os generelt om-den hisﬁériske ud-~
vikling af alle discipliner inden for matematikken. Vores konkrete viden
omfatter kun hovedtrakkene af udviklingen af infinitesimalregningen samt
udviklingen af dele af statistikken, hertil kommer, at statistik har en
del sartrak i forhold ﬁil (resten af) matematikken.(20). . ' v
Vi vil derfor, ndr vi i det fglgende kommer med et bud pd nogle teser om
den historiske udvikling af matematikken - forstdet ggnevelt, samtidig
fortzlle om, hvorledes nogle af teserne kan eksemplificeres ud fra sta-

tistikken.

Matematikken har tilsyneladende haft forskel -

(19) Som eksempler pd anvendelser af matematik kan navnes den numeriske analyse, som
har veret baggrund for regnemaskiner,-‘operatlonsanalyse der er cpstéet under 2,
verdenskrig med det formadl at fA stgrst mulig virkning af bombardementerne (Jvf.
Hpyrup og Heyrup s.89), og endelig brugen af makrogkonometriske modeller i den
statslige politik.

(20) For eksempel det forhold at statistik ikke er axiomatiseret, og at statistik er
meget afhengig af dets anvendelsesomrédg.
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Matematikkens’
funktion i for-
skellige histo-

riske perioder

Matematiks
udvikling under

kapitalismen

lige funktioner i forskellige historiske perioder, og det har derfor ogsd
veret forskellige typer af drivkrafter, der har varet mest betydende i de
forskellige perioder. ‘

I perioder specielt under kapitalismen har matematikkens vesentligste op-
gave varet at udvikle redskaber til brug i produktionen og administratio-

nen,_og i andre f.eks. i angikken var det tilsyneladende den ideologi-

ske funktion, der var den overskyggende, hvor besk£ftigelsen med mate-
matik var noget der ;ilh¢rté en ovefklasse;:der inéen kontakt havde med
hverken produktion eller administration.

Den jnteressanteste periode for os er efter kapitalismens gennembrud som
den vasentligste produktionsmidde, hvor den historiske udvikling af mate-
matikken har fdet nye og pévirkede rammer at forlgbe inden for, idet den
méde, som udviklingen foregdr p& underkapitalismen, kan vise os noget om,
hvordan funktionen er af det samfundssystem, som vi lever i.

Det altoverskyggende krav fra det kapitalistiske systems side om at ud-
vide og rationalisere produktionen, har skabt nye anvendelsesomrdder

for den matematiske videnskab. Der er inden for den materiellé produk-
tion opstdet behov for udvikling af nye matematiske redskaber.

Som eksempel p& matematik udviklet med henblik pa en eller anden form
for rationalisering af en produktion,kan vi navne t-testet, der blev
udviklet ud fra problemer med at tilrettelzgge rastofanvendelse og -~be-
handling i en bryggerivirksomhed i England i begyndelsen af dette &r-
hundrede (21). Og vi kan navne variansanalysen, der blev formuleret i for-
bindelse med landbrugsvidenskabelige forsgg over gédning, vanding, korn-

sorter o. lign.

De problemer i det kapitalistiske system, der danner udgangspunkt for den
videnskabelige udvikling, er endvidere af en bestemt art, nemlig sadan-
ne, der ikke bidrager til systemets afskaffelse. Videnskabssociologiske
undersggelser inden for medicin viser, at der bruges en yderst ringe dcl
af ressourcerne til undervisning og forskning inden for ct omrdde som
arbejdsmedicin. Den politiske prioritering, der foregdr, bunder i forhold
som tradition, gkonomisk financiering (dennes betydning er alt overskyg-
gende ved kontraktforskning), og i at det isar er fra de hgjerc sociale
lag, de videnskuabeligt arbecjdende rekrutteres. Prioriteringen bunder ogsd
i det grundlaggende forhold, at de erhvervs funktioner, som det hgjere
uddannclsessystem sigter mod, bestdr i statsunderstgttende og produktions-

udviklende arbejde.

Dot or oplapt, gt alle nyskabelser indon For den matewatiske videnskab

sker pd baggrund af et problem, som enten er formuleret 'inden lov!

smd stikprgver, da man ifglge sagens natur ikke kunne afprgve hele varepartiet.
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rie

matematikken selv (22f, inden for andre videnskaber eller i produktionen
(i bred betydning). Men vi vil gd videre til at havde, at hovedlandeve-
jenvaf udviklingen er afstukket af forhold uden for matematikken selv;
og at den egenudvikling, der foregdr, har karakter af en forfining og
videreuavikling af allerede udviklede dele af matematikken samt af en

indplacering.af disse i en axiomatisk ramme.

ud ffa et éﬁinkelt kendskab til hvor ﬁeget og hvad der undervises i omr
kring v1denskab"histor10ke emner i gymnaSLet, v1l vi fremsaztte den hypo-
tese, at eleverne indirekte f&r en hl;tOPlSk opfattelse af faget, sonm

de ikke selv er bevidste om.

Denne opfattelse formidles gennem selve undérvisningen ved enten udela-
delse af den historiske oprindelée af elementerne i fagéts udvikling el-
ler ved tidsfastelse af elementerne til en bestemt person, som levede

i fortiden. Samtidig er det klébt, at eleverne ikke alene gennem under-
visningén far formidlet,elementer af den historiske udv1k11ng, men ogsa
gennem massemedler, popularv1denskabe11ge varker f. eks. "Sp¢rg Arhus",
"Fysikkens puslespil" og "Natek-magasinet".

Den opfattelse, der formidles disse steder, har samme karakter, som den

ovenfor omtalte.

Den totale udeladelse af den historiske oprindelse-af matematikken gi-
ver denne et ahistorisk og tidslgst prag, der kan fortolkes, som om mate-
matikken i den fremstillede form altid har eksisteret. Eller eleverne

kunne ledes til den opfattelse, at det var noget larébogsforfatteren hav-

de puslet sammen hjemme i studere-kammeret. Denne bevidsthed om matematik

medfgrer, at matematikken generelt betragtes som vmfende adskilt fra den
samfundsmessige historiske proces, som er dens,foruds&tﬁing i ligesd

h¢j grad som faget selv. Denne.effekt forstazrkes af den sérlige egen—l

skab, som Videnskabsfaget‘matematik indeholder, nemlig dets generalitct

og abstraktion. Fremstilles matematik pa denne mide, vil dens isolert-

hed vare det fremherskende trak.

Vi har dog kendskab til, at der i nogle naturvidenskabelige fag gives’
visse historiske .oplysninger om videnskabéfaget.‘Den opfattelse, der for-
midles her, kanvkarakteriseres som tidsf;stélsen af, hvorndr en bestemt

person formulerede denne eller hin del af videnskaben, f.eks. er udsagn

(22) For eksempel er de komplekse tal udviklet som et hjelpemiddel til at lgse alge-.
braiske ligninger.

el ariees
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som: "Newton opdagede sine tre naturlove omkring det og det ar" og

"han levede fra det ogvdet &r til det og det &r", typjske<ud5dgn al vi=-
denskabs historisk-art i 1&re5¢gerne. Disse centrerer sig om personcns
opdagelse af visse sammenhznge, pd samme midde som Colombus opdagede Ame-
rika, men dog ikke slét s& konkret, idet videnskabsmanden (det har op
til vort &rhundrede nzsten udelukkende varet maznd). ved enten en idema@s-
sigdbenbaring ellel idfra-én. konkret sansemessig erfaring opdager visse
naturmassige sammenﬁénge. 7 ‘

Lerebogen Andersen, Blilow og Helms har til hvert hovedafsnit en histo-
risk indledning. Disse historiske afsnit har karakfer af en opremsning
af hvad forskellige mend har formuleret om dette emne gennem tiden,-f.
eks. indehoider afsnittet om den historiske udvikling af differential-
ligninger navne pd 17 mend, som pd en ellér anden m&de har bidraget til
udviklingen (23). Selvom det ser ud som en navneopremsning, mener vi, at
der bliver formidlet en opfattelse af udviklingen af matematik samtidig.
Nemlig en opfattelse; der gir ud pd 1) at det er matematikkens udvik-
ling, der saetter gang i matematikkens senere udvikling, og 2) at det er
matematikken, der er drivkraftgg bag fysikkens udvikling.

Man kan igvrigt aflazse denne holdning til naturvidenskaberne i de f¢r

omtalte videnskabsteorier, specielt i positivismen.

Nar vi fremstiller dette s& polemisk, skyldes det to forhold. Det cne
er, at vi ikke i sarlig grad har undersggt hvilke videnskabshistoriske
elementer, der faktisk forekommer i undervisningen i dag. Dernwmst har
vi ikke undersggt og kender ikke til unders¢gclser.af psykologisk og
sociologiék art, der har beskaftiget sig med denne side af elevernes
udviklingspfoces. Vi har derfor midttet tage stillihg pd baggrund al
vores generelle psykologiske og sociologiske viden samt det forelig-
gende undervisningsmateriale.

Gennem den gangse fremstillingsform bliver eleverne konfronterct mcd
en individcentreret opfattelse af videnskabens udvikling. Denne siger
netop, at den historiske proces fremdrives nasten udelukkende pd grund
af visse personer. Den siger ikke, at det er en kollektiv proces, der
bestdr af mange facetter, og som har et kompliceret udviklingsforlgb

konkret betragtet, men hvoraf det er muligt af uddrage visse generclle

trak.
Pedagopisk Den padagogiske verdi afl den iadivideentrerede frematilling cr serlig
verdi tvivisom i f[ag, hvor faget formidles som en abstraktionsprocedurc, RNt
& g i

(23) Andersen, Bllow og Helms : "Matematik for gymnasiet 11 A", Gyldendal, 1964,s.307.
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ledes som naturvidenskaben ofte bliver det.

Her er virkeligheden totalt fjernet fra ffemstiilinggn, og resultatet
kan derfor blive, at naturvidenskaben- opfattes som nbget guddommeligt
(virkelighedsfjernt).eller som en samling af skgre og tilfaldige ideer,
som nogle bersoner har fdet op gennem historien. .
Vi mener, at dét er én udbredt opfattelse hos eleverne, at matematikken

eksisterer og altid har eksisferet, og at udviklingen af den (matematik-

ken) har karakter af.opdagelser. Disse to ting tilsammen betyder, at

der eksisterer ég 'sand' matematik, der p& ingeniméde kgnrfreﬁstilles
andefledgs .end undefvisningen indikerer éller k;n udvikles pa anden
mide. . - ' ,

Hermed mener.vi ikke, at eleverne skal kunne /kan udvikle en anden ma-
tematik, men derimod méner.vi, at eleverne skal have kendskab til,at ma-
tematik er et mangeartet videnskabsomrdde, som ikke er sd entydigt, som

selve fremstillingen af matematikken kan forlede eleverne til at tro.

at_det_er_en del af _en kritisk, indstillet

1,1.1.4. Hvorfor_mener

. :

At vi i denne rapport har gnsket at formulefe nogle principper for en
undervisning, der bl.&. lxgger op til en videnskabshistorisk fébs?éel—
se, henger sammen med vores egne erfaringer, som vi nevnte det i ind-
ledningen til détté'kapitel. Igennem det at vi har fdet kendskab til
ﬁaturQidenskaberneé placering i samfundsudviklingen; har vi ogsd faet
et gget kendskab til samfundet,og vi mener, at det ogsd pd gymnasieni-
veau er muligt at lade en videnskabshistorisk ud;ikling optrzde som case-
study pa saﬁfundsuaviklingen. . 7

Vi mener, at eleverne derigennem kan f& en viden om den kapitalistiske
gkonomis m&dsatninger. Disse mddswtningcv viser sig f.eks. tydeligt

i forhold som patentvmsenet; men de viser sig pgsé i enhver priori%e—
ring af ressourcer til undervisning og forskning.

Det forholder sig sddan, at den ideélogi, der findes ‘omkring naturvi-
denskab har mange lighedspunkter med andre former for ideologiske op-
futpelser.'For cksempel fremfgrte Ove Nathan i diskussionen omkring
bygningen ;F e¢n tandemaccelerator i Danmark argumentet, at forsknin-
gen er en fundamental trang hos mennesket, der adskiller det fra dy-
rene. Pdstanden er ideologisk, da den atomiserer vurderingsgrundlaget
for at kunne tage stilling til, om det er én fornuftig anvendelse af
de danske forskningsressourcer. Derved bliver ikke-naturvidenskabeligt
arbejdende mennesker sat uden for diskussionen, idet det ikke er muligt

for dem at tage stilling til dette psykologiske fanomen "at forskning
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er en fundamental trang". Det niveau, hvor "almindelige" mennesker kan
tage stilling, er pd det politisk/gkonomiske. .

En kritik af denne ideologi (omkring videnskaben generelt) kan i ‘en vis
udstrazkning overfgres til andre former for ideélogi, som i eksemplet
hvor forskningspolitik psykologiseres.

0gsd en persons opfattelse af matematikkens-indhold og dens anvendelser

er pdvirket af personens videnskabshistoriske opfattelse. En opfattelse,

som den vi ovenfor har tillagt eleverne, indebéfér i%ﬁe alene troen pad
den sande og ubetvivlelige videnskab; men ogsad troen pa, at det er

det enkelte menneskes geniale opdagelser, der er fremskridtes ve-
sentligste kilde. Dette formidler en autoriter héldning til videnskaben,
hvilket far betydning for den mdde, som man forholder sig til matematik-
kens anvendelser pad. Det videnskabshistoriske element i undervisningen
er derfor af stor betydning, ikke alene for at give en mere korrekt
fremstilling af fagets dimenéionev, men i lige sd hgj grad for at vise
videnskaben som en side af det politiske og ¢gkonomiske 1liv, eller for

at vise hvordan videnskaben integreres i dette.

'Ligeledes &bner en videnskabsopfattelse som vores mulighed for en stil-

lingtagen til forskningen, og til hvilke interesser forskellige mdder
at drive videnskab og undervisning p& tjener. Her er det iser vigtigt
for os at inddrage videnskabshistoriske elementer i undervisningen pa

forskellige mdder, hvilket vi vil skitsere neden for.

1.1.1.5. Diskussion_af hovedprincipper_ for_pd_hvilken_mide_videnskabs-

PP LN 1 LA R PR~y L L 2 e g 0.4 ol Ly d . - S LA

Vi har nu redegjort for, dels vores opfattelse af hvordan den histori-
ske.udvikling af matematik foregdr og dels den opfattelse, vi mener, ele-
verne almindeligvis far af naturvidenskaben - at den er sand og ahisto-’
risk. Vi har endvidere pdpeget vigtigheden af at f& =ndret dennec oplat-
telse hos eleverne, for at de til fulde kan forstd og tage stilling til
matematikkens (og naturvidenskabens) funktion i det kapitalistiske sy-
stem. Vi vil nu i hovedtrak diskutere, hvordan vi forestiller os, at den
historiske udvikling skal indgd i undevrvisningen.

Matematikkens historie skal indgd pd to niveauer i undervisningen, dels
pd et eller andet tidspunkt som direkte formdl for umndervisningen, og
dels skal en discipling historiske udvikling indgd i indledningen til

en undervisning i disciplinen.

Vi mener, at det er ngdvendigt, at man tager den historiske udvikling
af et stykke matematik op som objekt for undervisningen f{or at i Lid

til at beskeftige siyg indpgdende med ogsd de. omrdder uden for malemarik-
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Som indledning

til et omrdde

ken, som har givet anledning til udviklingen. En af éfsaéerne til, at
det tager sa 1ang»tid, er, at der ikke eksisterer ﬁogetAlitteratur, som
behandler matematikkens udvikling pd denne méde - og man er-derforAn¢dt
til at lave en form for‘ddgravningsarbejde sammen med eleverne.
Formilet med et s&dant studie er at vise eleverne, at matematik ikké.er
noget guddommeligt og totalt lpsrevet fra virkeligheden, men netop er
og bliver udviklet i t@t tilknytning til omrdder uden for matemafikken
selv. Det omrdde, hvis historiske udvikling skal‘sfuderes ﬂ¢jere, mé
vare et, som fﬁrst er udviklet efter ca. 1850, - vi forestiller os, at

i alt fald statistik er velegnet til dette.

Den anden mide som videnskabshistorie skal indgd i undervisningen pé;

er som et ‘led i indledningen til et stofomrdde. En sddan indledning
. har flere funktioner. For det fgrste kan det bruges til af give elever-
ne en fortrolighed med de begreber, som de nu skal til at lare, og for
det andet kan det bruges til at give dem en fornémmelse af iangden af
historien - af det har taget flere hundrede 'dr med flere qiélykkede fofji

sgg at udvikle det, som de nu lzrer i gymnasiet pa 2-3 mineder.



KAPITEL 1

Kapitel 1.1.2.Matematikkens anvendelser. .

Flere forskellige 8rsager har fgrt os frem til at betragte matematikkens

-anvendelser som en vasentlig problemstilling i forbindelse med vores frem-

T - "tidige ‘érhvervsfunktion. Lad os tage udgangspunkt i et citat: s

- - Mprogrammatisk sagt m& matematikundervisningen tage sigte pd at setteiele-

7 7béfne iwstand til at bygge matematiske modeller for ikke-matematiske fén&—
mener (dette skal forstds generelt, idet det f.eks. inkluderer at kunnc
beregne skat og f& korrekt tilbage ¢ pelsforretningen) og til at kunne

gennemfore en pd et konsistent grundlag hvilende matematisk lesningsproce-

dure for problemer, der er oversat fra virkeligheden til modellen.” (24)

De @ndrede" Citatet er formuleret ud fra en erkendelse af, at produktionen og samfuﬂds~

kvalifikations- 1livet i gvrigt stiller krav om kvalifikationer, der inkluderer aktiv del-

krav tagelse i matematiske modelbygningsprocesser.
En af 4rsagerne til,at anvendelse af matematik er blevet en s& central pro-
blemstilling for os,er netop den tendens, som dette citat kan ses som, ud-
tryk for. Den tendens der ligger i,at "fremsynede", "progressive" akademi-
kere er i stand til at formulere samfundsmassige krav til uddénnelsessyste-
met p& en s&dan midde, at der ikke rgres ved de grundlzggende problemer ved
anvendelsen af matematik i samfundet. Det er vores opfattelse, at der,-net-
op ndr formdlet med undervisningen i matemat ik formuleres si bredt som i
citatet ovenfor,- indlejres en opfattelse af, at anvendelsen af matematik
(som egentlig er selve matematikkens inderste vasen eller i hvert fald den
fundamentale egenskab, som tillazgges matematikken) er modsigelsesfri og al-
tid leder frem til et entydigt resultat . Det ligger for os at se implicit
+i citatet, at anvendelsessituationen og anvendelser generelt skulle lzgge

op til en aktiv stillingtagen til matematikken pd forskellige niveauer.

Ideologisk En undervisning, der som formdlsformulering har, at elevernc sattes i stand

undervisning til at bygge og anvende matematiske modeller, kan meget vel have en ligesa
(om ikke sta@rkere) ideologisk funktion som en undervisning, der er blottet
for elevaktivitet i forbindelse med modelbypningsprocesser. Der tankes her
pd en undervisning, der ikke sgger at klarlagge de matematiske modellers
politiske funktion. Dct er vores opfattelse , at matematik bliver politisk
pd trods af, at den ikke i sig selv barer noget politisk-filosofisk bud-
skab, idet den kan optrade som argument for cn bestemt politisk-filosofisk
retning, ndr den identificeres med virkelighedoen., Dette sker ofte, som vi

senere skal vise, 1 anvendelsessammenhange.

(24) Fra et notat om "Nogat om matematik oq matematiklerore, 7-11--1973. Bt ydorst fore-
igbigt udkast fra Mogens” af Mogenu Nigsn.

-
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En anden &rsag til, at vi mener, at anvende1sesprob1ematikken er vasentlig,
ligger i vores videnskabshistoriske forstdelse af matematikken. Som beskre-
vet i det.foregéende har "ﬁovedlandevejen" varet, at ny matematisk teori
blev udviklet i forbindelse med andre videnskaber (de fysiske i det 16.,
17, og 18.4rhundrede, og de fysiske suppleget med. biologiske og ingenigr- -
messige videnskabér i det 19. og Zo.érhundredé).'Det vil sige, at selve den
matematiske tilblivelsesproces som hovedregel-ef tet bundet til et samspil
mellem matematik og anvendelse af matematik. Den;fundering af de matematiQ;
ke disciPlinér, der er sket efter selve tilb}iveésen, har ogsd haft konse-
kvenser.for ;ﬁvendelsen af den matematiské teori; idet det har haft som
konsekvens, at man har ment,at maﬁ kunne errf¢re'teorien til andre anven-
delsesomrdder.” Endvidere findes der eksempler p&, at problemer i anvendel-

N

sen af teorien har motiveret en matematisk fundering. (25)

En_tredie drsag er, at den opbrydning, der er sket i undervisningen af ma-

tematik pa de forskellige niveauer i uddannelsessystemet i de senere dr
(med undtagelse af de universitare uddannélser'boptéét fra RUC), har haft
stor indflydelse pa vores opfattelse af placeringen.af matematikkens an-
vendelser i undervisningsmassig sammenhang. Det var og er frustrationeﬁ o-
ver den abstrakte, videnskabcentrerede ég s{fukturfremlaggende matematik.

Der kan vere forskellige drsager til, at der har vist sig problemer med

. denne fremstilling af matematikken.

Fra den pedagogiske teori kan man hente det forslag til‘forklaring, at de
identiske elementer i unﬁervisnings- og anvehdelsessituationerhé kan vere
uhensigtsmassigt valgt. De udvalgte identiske elementer i overfgrelsen fra
et.niveau til et andet (i‘uddahnelsessystemet) er centreret omkring de vi-
denskabelige begreber og strukturer. Koncentreringen omkring disse elemen-
ter skulle efter hensigten give eleverne (hhv studéﬁterne) indsigt i mate-
matiske prgblemstillinger og traning i brugen af m#tematik, sém et redskab
i senere sammenhange, hvori eleverne indgdr. I denne forbindelse kan der
opstd en konflikt meilem den matematiske fremstillingsform og de ikke-mate-
matificerede begreber, som eleverne sé-at sige tager med sig ind i skolen,
pvilket let kommer til at fjerne begrundelsen for at beskaftige sig med
matematik i skolemazssige sammenhaznge for eleverne. Vi er af den opfattelse,
at anvendelsessituationer, som kan hentes fra elevernes égen hverdag eller
som kan'blive deres. hverdag, ikke alene Qil bazre begrundelsen i sig selV,
men samtidig vil ggre tilegnelsen af matematik lettere. Dette galder i ud-
strakt grad for fc lkeskolen, men det galder ogsé& for de gymnasiale udéan—
nglsef.

(25) Det var.i mange Adr et uafklaret problem, om man skulle trazkke antallet af estime-
rede parametre fra for at finde antallet af frihedsgrader ved testning af hypote-
ser. Problemet blev‘f¢rst endelig afklaret gennem et matematisk bevis mange ar
senere, (se"Statistiske standardmetoder" s. 62.)
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Det er sj#ldent, at man hgrer kritik fra matematikere af andre matematike-
res (gkonomers, planlaggeres, rafionaliseringsekspertérs osv.) arbcjde; her
tznkes pd kritik, der kommer offentligt frem, og som samtidig ikke blot er
rettet mod eventuelle smd ukorrektheder, men som er mere tilbundsgéendé
kritik af disse modeller.-Dette kunne f.eks. bestd i - ud fra andre anta-
gelser for modellen - at foresld andre matematiske mekanismer..Dette er
selvf¢lgeiig en banalitet, vil Mangé hzvde, da en matematiker kun kan raf-
finere matematiske modeller matematisk ud fra den ekspertice, som hun cr i

besiddelse af. Hvad kan/bgr vi da som matematikere mene om anvendelser ?

Man kan bl.a., som det er formuleret i U 90 (26), mene, at verden er delt
op i en masse forskellige faser:; arbejde, fritid, privatliv, offentligt

liv , og/eller i en masse forskellige omrdder: gkonomiske, kulturelle, re-
ligigse, under jorden og over jorden ogsv. En sddan opdeling ggr krav pd,at
man skal agere som en god matematiker, politiker, fader, sportskvinde osv.
Opdelingen betyder ogsd, at man nappe kan mene noget om, hvordan matematik
anvendes, n&r blot den anvendes forsvarligt i den forstand, at brugeren af
dette eller hint stykke matematik har overholdt de matematiske regler, samt
at modellgrerne kan f& for dem meningsfulde uasagn fra modellen. Modelkri-
tik af denne snavre art vil foregd p& de premisser, som er o}stillet af mo-
dellgrerne, og vi mener selvfglgelig, at den i en vis forstand er menings-—
fuld, (men ogs& kun i en vis forstand). En mere dybgdende diskussion af
denne indgangsvinkel til emnet findes i "En undersggelse af modellen SMEC

II", RUC, 1975.

En anden side af anvendelsesproblematikken, der sjzldent ggres til gen-
stand for diskussion,er, hvilken funktion den matematiske formulering af

teorier fra andre videnskabsomrdder egentlig tjener.

Anvendelser af matematik kan tjene erkendelsesmexssige formdl, hvor begre-
berne (som kan vare og ofte er forklaret i forvejen, men hvis indhold ikke
er fuldstandigt fastlagt) indholdsmessigt praciseres og endda kan udvikles.
Det gjaldt f.eks.,da Maxwell ved deduktion viste, at elektromagnetiske bgl-
ger udbreder sig som polariseret lys. Dette gav anledning til at vise en
modsigelse i den klassiske mekanik. Matematikkens kvantitative struktur
gav samtidig mulighed for at verificere Faradays og Maxwells postulater ek-

sperimentelt, ved Hertz’ forsgg. (27)

(26) "u 90", Dct centrale uddannelsesrdd. Fortryk, marts 1978.

(27) witt-Hansen, Johannes : "En kritisk analyse af matcriebegrebet hos Newton, Kant
og Einstein”, G.E.C.Gads Forlag, 1949.




»

L2

»,

20

KAPITEL 1.

Et redskab til

_at udvikle an-

dre natur-

videnskaber

Anvendalse i

gkologi

Anvendelse 1
samfunds-

videnskaber

Ligeledes kan matematikken vare et redskab til at klarlazgge strukturen i
et omrdde. Som et eksempel herpd kan.navnes, at man ved hjzlp af popula-
tionsdynamikken (og herunder differentialligninger) har féet et vasentligt

bidrag til en viden om, hvorledes forskellige populationer udvikler sig.

Et andet eksempel er udviklingen af .'x2-testet, hvor formdlet var empirisk

at eftervise Darwins teorier om, hvorledes forskellige egenskaber nedar-
ves. Den erkendelsesmassige funktion, matematikk;n har haft i naturviden-
skaben er af stor betydning. Den er ikke alene i stand til at3g¢re'vores
erkendelse mere konsistent, men kan samtidig angive handlemuligheder o-
ver for naturen. ; .
Imidlertid e% det pd sin plads at understrege, at den mdde, naturvidenska-
berne udvikles pd og anvendes pd idag, er pdvirket af de ¢konomiské lov-
messigheder, hvilket betyder, at udviklingeﬁ og anvendelsen ofte er ulo-
gisk. Der forskes f.eks. i de sémme problemer pa forskelligé virksomhe—
der, fuldstandigt uafhangigt og i konkurrence, og indholdet i giftstoffer
i materialer er hemmelige . Ligeledes var udviklingen af denh statistiske
teori i forbindelse med udviklingen af Darwins lare. delvis politisk“ber
grundet, og den har haft konsekvenser af poiitisk karakter, idet psykomé—
trien "blandt anﬁet (har) veret anvendt som aréuﬁentAmod enhedsskole og
for eliteskoler”. og for at "klasseforskelie (..) (bliver) uundgdelige <

ethvert civiliseret samfund."” (28)

Anvendelse af matematik i gkologi vil vi betegne som et gransetilfelde
mellem pd& den ene side anve;delse inden for de mindre komplicerede og kom-
plekée fenomener, som (de gvrige) naturvidenskaber beskaftiger sig med og
pd den anden side de_meget komplicerede og komplekse fxnomener, som sam~’
fundsvidenskaberne beskaftiger sig med.(ée senere om anvendelse af diffe-

rentialligninger i gkologiske modeller).

Vender vi os nu\mod anvendelsen af matematik inden for samfundsvidenskab,
er det typiske trak, at man leder efter‘kvantificeyede udsagn} som kan
fremstilles ved matematiske formuleringer. F.eks. en.yurdering af hvorndr
verden bryder sammen, ndr befolkningen, produktionen, forureningen osv
vokser med bestemte stgrrelser, eller f.eks. en prognose for den ¢konomis—
ke situation under foruds&tning af en bestemt gkonomisk politik. Som ek-
sempel kan 0gs& navnes en type planlagningsmodeller, hvor placeringen af
industrier beregnes ud fra tyngdepunktets placering, hvor konsumenternes
placering er krefterne, der afggr punktets beliggenhed - fratrukket de

modsatrettede krafter, som omkostningerne ved forskellig placering udggr.

(28) Jensen, Jgrgen Pauli : "Ps .
: ykosocial udvikling og socialisation® D ~
nyt, 1976 nr.12, s.30l. ¢ ¢ Pansk Peykolog
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Matematikken indgdr pd to forskellige mdder i samfundsmassige forhold. Den
fgrste mdde er der, hvor matematikken har fundet anvendelse direkte i en
teori. Et eksempel herpd er Keynes-modellen, hvor matematikken indgdr i be-
skrivelsen af sammenhazngene mellem gkonomiske stgrrelser. Den anden made,
som matematik finder anvendelse pd, er i modéller, som bliver konstrucroet

til en bestemt-lejlighed eller til et bestemt formidl. Dette kan dels vare

en prognosemodel (eksempelvis SMEC-modellerne) til at udsige konsekvenser-
ne af en given politik, og dels kan det vire statistiske beskrivelsesmodel-
ler, hvor man f.eks.

tester, om der med rimelighed kan siges at vare en

sammenhang mellem to stgrrelser, men hvor man ikke kan sige noget om even-

e

tuelle kausalsammenhznge. Et vasentligt fallestrzk ved disse forskellige

modeltyper er, at de kun kan bringes i anvendelse over for kvantificercde
stgrrelser. Kvantificeringen udggr her et helt kapitel for sig, da de stér- <
relser, der indgdr i modellerne (vurderet i forhold til dem, man arbejder
med i naturvidenskaberne) ikke har en sd8 definitiv karakter, som de stgr-

relser modellerne ngdvendigvis m& bygge pa.

Der er en fare for, at den matematiske formulering vil blive identificeret
med de egenskaber, som generelt ligger i matematikken, hvilket kan betyde,
at matematikken fir en legitimerende funktion. Det samfundsmassige omrdde
f&r derved et "videnskabeligt" prag, som det ikke har krav pd. Med viden-
skabeligt prazg mener vi, at omrddets struktur kommer til at fremtrade.som
sammenhzngende og holdbart. At vi kun kan betragte dette som en fremtraz-
delse, skyldes den situation, som borgerlige teorier stdr i i et kapita-
listisk samfund, idet der ikke udfra en marxistisk synsvinkel eksisterer
lovmassigheder, der kan kvantificeres.

For eksempel kan en gkonomisk teori

inkluderende statens planlagning ikke blive konsistent, s& lznge den va-
sentlige del af gkonomien - de private erhverv - stdr uden for en direkte

statslig regulering og i h¢j grad udvikler sig anarkistisk.

Hvis teorien for et omrdde er bredt accepteret af samfundsvidenskabelige

teoretikere, og hvis samtidig den matematiske konsistens er undersggt og

fastsldet, vil der ikke lengere i samme udstrakning kunne skelnes mellem

den matematiske formulering og omrddets egentlige teoratiske siruktur, op Y
den samfundsvidenskabelige teori "arver" siledes noget at den autoritets-

tro, som matematikken er omgardet om. gef kan ske den samme “"nedarvning"

i konkrete anvendelsessituationer : Man kan altid ved hjelp af en datama-
skine finde resultater til en opstillet matematisk model, og der sker of-
test det,at man kun formidler ct enkelt af disse resultater (nemlig det,
som maskinen eller moudellgrerne ud fra deres erfaring ser soum dot mest ri-
melige resultat). Det er du nerliggende, at folk uden matematicke forud-
ikkae

aatninger {(og sikkert ogsd nople med) tyder datte som om, dot alena
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er det eneste resultat, men ogsd er den eneste mulige lgsning pa de sam-
fundsmzssige problemer, som modellen behandler.” En mere tilbundsgdende
tolkning af resultatet krazver derimod en del viden - ogs& om det omrade,

hvorpd den matematiske model er formuleret.

Det naste skridt i den bevidsthedsm&ssige'reducering, der kan ske i for-
hold til en s&dan modelbygningsprocedure, er, at det nu kun er et spgrgs-

mdl om teknisk regulﬁring. Hvad der, fgr var et teoretisk kaos, hvor kun
. . . t

~ teoretikere kunne bdltre sig, er nu reduceret til en ren teknikerfunktion.

i H M i

Endnu et aspekt ved brugen af matematik pd samfundsforhold er, at det bli-

ver legitimt 4t reducere visse vasentlige samfundsforhold, fordi de er for
komplicerede til at kunne indlejres pd en fornuftig mdde i den matematiske

model. Et gfoft eksempel herpd er den mdde, hvorpd forhcold som arbejdstil-

fredshed og livstilfredshed mdles i en skala fra 1 til 5 i "Arbejdsmiljget

og dets virkninger" (29).

Ogsa det forhold, at de opstillede modeller ﬁeget ofte er store, .(hvad de
md vare for at f& inddraget de forhold, som synes-vésentlige for teoreti-
kerne), ggr, at modellerne bliver uhyre vanskelige at overskue og f& hold

p&, og derfor bliver det ogsd uoverskueligt, selv for andre matematikere/

teoretikere at vurdere og dermed kunne kritisere sddanne modeller.

Détte forhold forstarkes af, at det er meget ressourcekrzvende at lave og
at bruge matematiske modeller, og at det derfor ikke er muligt for kritike-

re at lave alternative modeller. Ressourcekravet viser sig for gvrigt tyde-

ligt i forbindelse med en model inden for gkologi (som vi tidligefé katego-
riserede imellem naturvidenskabelige- og samfundsvidenskabelige modeller),
Nordsgmodellen (se i afsnitt;t om anvendelser af Aifferentialligninger),
der har to mindre udgaver : en gkonomimodel og en pr¢§emodel, da det er for

.

dyrt at kgre pad den egentlige model.

Vi har her i sarlig grad belyst to vigtige sider af anvendelsen af matema-
tik, sddan som vi mener, den fungerer i praksis, samt beskrevet hvilken op-
fattelse anvendelserne bibringer folk i almindelighed. De to sider er dels
anvendelsen af matematik inden for naturvidenskaben, hvor matematikken har

den funktion at- medvirke til at videreudvikle de andre naturvidenskaber(3o),.

(29) "Arbejdsmiljget og dets virkninger", Afdelingen for arbejdspsykologi, Teknologisk
Institut, 1976 (2 bind).

(30) Det md her bemzrkes, at der er eksempler pd, at fagfolk er meget kritisk indstillet
over for matematificeringens indflydelse pd udviklingen af naturvidenskabelige di-

scipliner. Se f.eks. Jesper Hoffmeyers kritik af neodarwinismens matematiske elemen-
ter i NATURKAMPEN nr. 6, dec.1977, s.22-34.

[RPSS BN
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og dels anvendelsen inden for samfundsvidenskabernes omrdde, som er af mere
problematisk karakter, da forholdene ikke umiddelbart kan struktureres og
kvantificeres efter matematiske strukturer og kvantificeringer. Det skal
dog bemarkes, at der kan vare konkrete tilfalée, hvor anvendelserne af mate-
matik kan vare berettiget. Det er sddanne tilfzlde, hvorrdet i hgjere grad

er udviklingstendense;ne; der aflazses, end det er det bestemte tal eller

stgrrelsesforhold, der kommer ud som lgsning.

Et af de vigtigste elementer i en vurdering af konkrete modeller er efter
vores mening at klarlagge og diskutere de antagelser, som modellen bygger

pd,- idet det er den eneste mulighed for ikke blot at acceptere modellerne
som de eneste mulige. Dette vil blive diskuteret lidt narmere i det fglgen-

de afsnit.

Fgrst md det bemerkes, at de typiske elementer i en éﬂvendelsessituation
ikke er helt sa firkantede, som de her fremstilles. Men kortfattet kan det
siges, at den opbygningsproces, som anvendelsen gennemlgber, kan deles op i
fire trin. Disse fire trin er: ‘

1) En diskussion eller konstatering af anvendelsesomradets struktur.

2) Overgang fra virkelighedsomrddet til den matematiske model.

3) Den matematiske undersggelse.

4) Konfrontation med virkeligheden.

Efter en behandling af hver enkelt af disse fire trin, vil vi til sidst i
dette afsnit foretage en prioritering af, hvilke elementer af anvendelses~-

aspektet, det er vigtigt at tage op til behandling i undervisningen.

1) Efter selve valget af og afgransﬁiﬂg af omrddet, der skal behandles,
skal der foretages en diskussion eller konstatering af anvendelsesomrddets
strukturelle beskaffenhed. Dette indebarer en diskussion af, hvilke objek-
ter der findes i omrddet, hvilken kvantificerbarhed de kan antage og hvor-
ledes de indgdr strukturelt. I den strukturelle beskaffenhed indgdr anta-
gelser om, at der faktisk cksisterer dec sammenhange, som man pdstdr. Det
kan f.eks. dreje sig om en sammenhang meilem betalingsbalanceunderskuddet
og arbejdslgsheden eller mellem forbrugskvoten og investeringslysten. Det
er ikke elementart at nd frem til disse antagelser, og formuleringen af
dem henger ngje sammen med, hvilke udsagn man gnsker at fé frem. I'.eckn. er

det athenpipt af formitet med ens undersggelser af svingninger, om man vil

velge et fysisk pendul frem for et matematisk pendul som reprascentation.
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Derfor vil diskussion og udvilgelse af, hvilke sammenhznge en model skal
bygge pd vare yderst vigtig. For kapitalisten er det vigtiét at vide noget
om de optimale produktionsmuligheder i forhold til de optimale prisdannel-~
sesmuligheder. Omvendt kan det vare af stor betydning for arbejderen at
have de bedst mulige arbejdsbetingelser (hvordan sddanne end kan beskri—
ves) i forhold til den optimale lgnudvikling. Modeller for disse to omra-
der ( hvis en konstruktion er mulig), hvor optimeringsproblemet begge ste-
der er afggrende, md som fglge af deres forskellige udgangspunkt ngdven-
digvis blive .temmelig forskellige hvad angar derés antageiser og dermeq

;
deres strukturelle sammenhange. (31)

2) Selve formuieringen af overgangen'fva virkelighedsomrade til den mate-
matiske model kan i sig selv volde vanskeligheder. Spgrgsmdl man md stille
sig er : Hvorledes skal de indgdende sammenhznge reprasenteres matematisk?
Er der simple eller komplicerede linearitetsforhold til stede i struktﬁ—
ren, s& modellen kan opbygges af et system af lineare ligninger,eller skal
det vere et .system af ikke-lineare llgnlnger ?

Det kan hande, at der ikke kan anvendes kendte matematiske funktionelle
sammenhange, sd man i stedet md give en grafisk fremstilling. Men ligegyl-
dig hvilken matematisk reprasentation, man valger' at lade modellen munde
ud i, md det vare et krav, at den har indfanget alle de vasentlige trak
ved anvendelsesomrddet, som er ngdvendige fov at kunne fa den gnskede type

udsagn om omradet.

3) N&r modellen er opbygget, dvs. at anvendelsesomrédets.teori har féet en
matematisk formulering, def er operationel, kan den rent matematiske under-
sggelse begynde. Det er klart, at alle matematiske modelier skal have en
grundig matematisk evaluering, men der er dog forskelligheder , bl.a. af-
haengigt af anvendelsesomrddets teoriladethed. Til tlder kan dct vare svart
at udskille den matematiske formalisme fra selyé indholdet i modellen,

hvilket er typisk for naturvidenskabelige modeller. Om disse kan man sam-

tidig overbevise sig om, at de har en stor grad af teoriladethed. Anderle-.

des forholder det sig med til lejligheden opstillede’ modeller for samfunds-
forhold, hvor modellerne ofte er épbygget ud fra forskellige teoridele el-
ler teoristumper, som bliver forbundet ud fra den erfaringsmassige kund-
skab, man har tilegnet sig over en langere eller kortere drrazkke. Desuden
bygger médcllerne pa.. empiriské data fra en bestemt periode med al den u-
sikkerhed dette afstedkommer. Dette gg¢r tilsammen, at modellerne bliver

(31) Det eksempel,vi har konstrueret, er kun medtaget af padagogiske grunde for at illu-
strere det matematiske indhold, og ikke fordi vi mener, det er onskeligt at sddan-
ne modeller bliver konstrueret og anvendt.
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delvist teorilgse samt periodeafhangige. Derfor kraver disse modeller en
langt stgrre evaluering, som rakker ud over den matematiske, idet man gen-
tagne gange md konfrontere deres egenskaber med virkeligheden,- og herecf-

ter vende tilbage til modellen for at "rette" i den.

4) Enhver model skdl=konfronteres med virkeligheden. Ved naturvidenskabe-

lige modeller sker dét- gennem eksperimenter med de natirvidenskabelige fa-

nomener. I samfundsvidenskabelige modeller er det ofte75¢hvendigt at bru-
ge datamaskiner til simulering af forskellige udviklingsforlgb. Det sker
ved at modellerne sgges fittet til et allerede kendt forlgb, typisk til
en periode der ligger forud for den periode, som modellen er opbygget ud
fra.

Et andet moment i konfrontationen er en vurdering af, hvorvidt modellerne
ikke alene kan vare grundlag for en @ndring af virkeligheden, men ogsé af
vores opfattelse af den. Sddan at forsté_at man kommer til at tanke i dis-
se modelbaner, mdske ikke netop pd modellernes pramisser, sd dog i for-
hold til disse modellers karakter. Det betyder, at man kommer til at for-
holde sig kvantitativt til trazk i virkeligheden, som eventuelt er af kva-
litativ karakter, og derved bliver de kvantitative trak det politiske
handlingsgrundlag. Dette giver sig f.eks. udtryk i, at hér man taler om
intelligens, s& refererer man i hgj grad til et tal, intelligenskvotient
- som man efterhdnden helt identificerer imtelligensen med. P4 samme mi-
de kan det forhold, at man starter pd at bruge et begreb som trivselsin-
deks p& arbejdspladser, betyde, at man fokuserer pd generelt at £f4 gjort

indeksvardien hgjere og s3 helt glemmer de enkelte kvalitative krav.

Fgr vi foretager en vurdering af, hvorledes de ovenfor beskrevne fire
trin i model?ygningspvocedupen skal prioriteres i en undervisning, vil

vi kort skitsere, hvad der er vores prioriteringsgrundlag.

Som det vil fremgd senere (kapitel 1.2) ser vi det som en vigtig opgave
for larere, at cleverne bliver bevidste omkring, hvorledes det nuvarcnde
samfundssystem er indrettet og fungercr. 1l denne sammenhang kommer anven-
delse af matematik ind pd& to niveauer,- den kan dels bruges til at vise,
at det er i sidste ende politiske (og ikke tilfweldige) beslutninger, der
afggr,hvilke problemer der skal ggres til genstand for matematisk be-
handling og hvorledes behandlingen foregir,-- og dels kan en beskafti-
gelse med anvendelser bruges til,at elevernc kan andre deres bevidsthed
omkring modellers (og eksperters og autoriteters udsagn generclit) usik-

kerhed.

AL dc firc modelingredienser cr for os at oe de to fgrate de vigtigste,
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da den opfattélse-af.virkeligheden, som modellerne reprasenterer, helt ty-
deligt vil komme frem ved en blotlzggelse af grundlaget for médellerne.
Det er ogsd de to fgrste faser, der generelt i en undervisningssituation
vil give det bedste resultat, idet elevernes bevidsthed kun vil kunne an-
dre sig, hvis eleverne selv oplever, at de bade kan give en grundlaggende
vurdering af modeller og selv kan fglge, hvorledés modeller bliver til i

et samspil med konstruktion af antagelser.

P P

Nu vil vi i det f¢1génde diskutere, hvilke bévidéthedsmassige konsekvenser

: . i : N R
det har at lade anvendelser indgd pd forskellige mider i undervisningen,og
pa& denne mide vil vi sgge at uddybe og praksisrette de foranstdende be-

trégtningera

Ogsd& selv om man som larer harbintentioner'om at undgd,at undervisningen
bibringer eleverne en bestemt opfattelse af faget, kan dette ikkelundgés.
Denne opfattelse gives selvfglgelig ikke kun via l@rebgger, men af eiever—
nes totale skolesituation. Det fglgende bygger imidlertid’f¢rst og frem-
mest pd en Vurdeping af undervisningsmateriale, idet det er def\eneste,

der har varet muligt for os.(32)

1) Matematik, der formidles uden at inddrage anvendelser, er et uddrag af

de resultater, som den matematiske forskning er fremkommet med indtil det-

te tidspunkt. Formidlingen er renset for materielle begrundelser og tager
kun hensyn fil den faglige strinéens og korfekte udformning. (Der findes
dog indfgringer, der lagger op til mere intuitiv forstdelse eller kon:v
struktiv forstdelse af matematikken). De anvendelser, der findes er brugen
af nogle matematiske resultater péwandre dele af matematikken, og er ikke
reelle i den forstand, at de razkker udover.selve matematikken, ind over an-
dre videnskabsomrdder eller sesi sammenheng med samfundsmassige og teknis-
ke anvendelser. Dette fratager matematikken en gf dens vigtigste funktio-
ner, netop dens store anvendelsesgrad, og matematik bliver til en abstrak-
tionsproces, der foregdr pd ganske bestemte pramisser. Reducerihgen af ma-

tematikken til en deduktiv abstraktionsproces ggr den til en mekanisk fo-

restilling, hvor eleverne i hgijere grad larer at spille pd det matematiske

(32) Efter de interview vi har lavet med gymnasielarere har vi mittet revidere en del af
vores tidligere arbejde, idet det har bygget pd den antagelse, at det var muligt at
bruge lazrebogsmaterialet som den vasentligste indikator for, hvordan undervisningen

fungerer. Me? som sagt har vi i hgj grad veret ngdsaget til alligevel at basere det-
te arbejde pd vores kendskab til larebogsmaterialet,
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klaveatur end at se matematikken som en samling af brugbare ( for nogle be-
stemte mennesker) redskaber og unders¢gelsesmetodér.
Da de matematiskeudsagn, der indgdr i denne fagformidling skal tolkes som

sande eller falske i forhold til den matematiske begrebsverden, der ofte lig-

. ger uden for elevernes begrebsverden, bliver det pd denne platoniske og ob-

jektive mdde til, at matematikken giver fastsldede sande eller falske udsagn
om virkeligheden, hvor den bruges -(uden at eleverne i gvrigt har kendskab
til selve brugsprocessen).Den komplekse verden og proces, der liéger bag en
matematisk model og tilblivelse af denne, bliver i elevernes bevidsthed re-
duceret til entydigt fremkomne resultater. F.eks. vil eleverne kun opleve,

at der kan vare forskellige resultater af en gkonometrisk model, hvis de

*selv har deltaget i opbygningen af en s8dan. Det er jo langt fra alle, der

blive modellgrer af matematiske modeller, s& det ér alene gennem skolesyste-
met, at "befolkningen" kan £4 mulighed for at beskaftige sig med det, - og
dette sikres ikke ved en formidlingsform, der ingen anvendelser inddrager.
I alt md man sige, at formidlingsformen giver en opfattelse af matematikken,
der ikke alene er ahistorisk, men som reducerer matematikken til en mekanik,

der er objektiv og giver entydige resultater.

2) En ;nderviSning, der kun inddrager "skinanvendelser", det vil sige anven-
delser af matematikken, som er skraddersyede til at illustrerec netop det pa-
geldende stykke matematik, som det er beregnet til, vil nok i hgj grad for-
midle samme opfattelse som en undervisning, der ikke inddrager anvendelser
overhovedet. Eleverne vil dog nok f& en fornemmelse af, at matematikken kan
bruges til noget, men der er en fare for, at de tror, at det er s& komplice-
ret, at det i alt fald ikke er noget,de kan finde ud af. De bliver jo kun
prasenteret for forsimplede problemer, som de aldrig mgder uden for en mate-
matikundervisning. Eller der kan omvendt eksistere den fare, at eleverne tror,
at det er ukompliceret at anvende matematik, da det jo er gdet s& glat 1 de
eksempler pa aﬂvendelsev, de har set. Endelig giver en sadan undervisning et
forvranget billede af, hvad matematik er og hvilke funktioner matemetik kan
have. Som eksempler fra larebgger pd& sddanne forvrangninger kan navnes, at
integralregning bruges til at udregne areal af haveldger og til at udregne

befolkningsantallet i1 en cirkelrund by. (33)

3) De anvendelser, som man ofte ser i lerebggerne, er anvendelser inden for
fysik, hvor matematik som omtalt tidligere har en vesentlig funktion i vide-
reudviklingen af forskellige omrdder. Ved en sddan undervisning vil eleverne

fA et kendskab til anvendelser af matematik pd omrdder, hvor anvendelserne orv

(33) Tarp, Allan :"Vakstmodeller",GMT,1974, s.150 og Kristensen & Rindung : "Matematik
2 - matematisk-fysisk gren", Gad 1971, s.175.
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.forholdsvis uproblematiske, da det er kvantitative stgrrelser, der matemati-

ficeres. Dette indebazrer den samme fare, som vi fgr omtalte,- at eleverne
f8r den opfattelse, at matematik kan anvendes pd alle omrader, uden at over-

veje disse omrdders struktur narmere.

I det foregdende er det godtgjort, at matematik anvendes i en del forskelli-
ge sammenhangé, samt at en del af disse anvendelsér er problematiske. Samti-
dig er det godtgjort, at elevernes opfattelse af 5g bevidsthed om matematik
( og anvendelsen deraf ) er meget afﬁangig af, hvilke anvendelser de har va-
ret presenteret for samt pd hvilken mdde de har arbejdet med dem.’Vi vil nu
opsamle og diskutere vores forslag fi} 1) hvilke anvendelser der skal indgéd
i undervisningen og 2) hvorledes disse anvendelser s& skal behandles.ﬁ

Med hensyn til hvilke'anvendelsergder skal inddraées,er det uhyre vigtigt at
inddrage anvendelser fra forskellige omrdder. Vi vil priorifere hgjt,at det
samfundsvidenskabelige omrdde bliver représenteret i -undervisningen, for ‘at
eleverne kan opleve, at sd&danne modeller ikke er bedré end det teoretiske
grundlag, de bygger pa, og at eleverne derfor ikke skal tro pd noget,blot
forai.det er resultat af en matemafisk behaqdling. Men samtidig med. at ele-
verne skal danne sig en kritisk holdning til anvendelse af matematik pd ik-
ke-kvantificerede omrdder (og egentlig ogsd til anvendelse pd kvantificerede
omréger), skal eleverne ogsa have kendskab til, at matématik faktisk inden
for f.eks. fysik har bidraget til en udvikling af teorien. Det vil derfor va-

re vigtigt at tage begge aspekter op til behandling i undervisningen.

Et andet forhold, som md tages op til diskussion i denne forbindelse, er,i

hvor hg¢j grad der skal tages reelle anvendelser ind i undefvisningen i for-

.hold til skraddersyede, men urealistiske anvendelser. Hertil kan man sige:

Reelle anvendelser er ofte meget komplicerede og indeholaer en rakke forhold
og sammenhange, som kan.vare svért gennemskuelige.‘Dette kan i h¢j'grad med-~
virke til at fordunkle, hvad det er, der er de vasentlige problemstillin-
ger, og det kan vanskeligggre processen med at finde ud af, hvilken matema-~
tisk behandling der skal/kan bruges. Man kunne derfor som matematiklarer
vere fristet til at opklare dunkelhederne p& forhdnd og derved fa sagens ker-
ne til at trade tydeligere frem. Hvis man imidlertid altid ggr det, kan det

betyde dels, at anvendelserne fdr et abstrakt og irrelevant preg og dels, at

_eleverne ikke far en fornemmelse af den komplicerede og vigtige proces, som

idealiseringen/forenklingen er. Vi mener derfor, at begge typer m& reprasen-

teres i undervisningen.
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Med denne diskussion er vi kommet over i det andet punkt, nemlig hvordan
anvendelserne skal behandles. Som tidligere nazvnt mener vi, at den proces,
der foregdr indtil selve den matematiske model er opstillet, skal behandlés,
idet det i hgj grad er i forhold til de overvejelser og konklusioner, der
tages her, at modellens gylaighed og anvendelighed kan vurderes. Det er sé&-
ledes der, det bliver klart5-hvilket grundlag modelbyggerne har for modele--.
lens og dermed ogsd, hvilken-opfattelse af virkeligheden det er, som de byg-
gerriﬁd i modellen. h

I samme forbindelse er det ngdvendigt, at eleverne selv prgver at behandle
et virkelighedsomrdde matematisk, da det vil vare den bedste metode til at
lzre dem,l)hvad det er der foregdr, ndr der skal valges,hvilke sammenhange
der skal reprasenteres og pd& hvilken mdde, 2) at det samtidig er en kompli-
ceret proces og 3) at resultaterne fra modellen derfor ogsd bliver derefter.
Nu vil nogle mdske mene, at vi med denne prioritering af behandling af den
proces, der foregldr fg¢r,den egentlige matematificering begynder, helt glem-
mer, at eleverne skal lazre den matematik, som er formuleret i bekendtggrel-
sen. Det er selvfglgelig rigtigt, at en sa omfattende behandling af anven-
delsen af al matematik er umulig. Dette skyldes sdvel tidsmmssige drsager
som det faktum, at ikke al den matematik, man skal l=zre i gymnasieskolen,

kan anvendes p& det niveau, som eleverne skal lare den pa.

I interviewet med gymnasielzrer A pd gymnasium 1 blev det pointeret, at det
er et elevgnske at f4 anvendelser ind i alle dele af undervisningen, men at
ikke al gymnasiematematikken kan motiveres ud fra anvendelser. Dette sidste
er vi enige i , og vi vil da heller ikke have det som et overordnet formdl

(se senere), at al matematik skal behandles ud fra dets anvendelsesfunktio-

ner. Tvartimod vil en forskellig behandling af forskellige dele af pensummet

vaere ngdvendig. Men vi vil samtidig pointere, at vi mener, at anvendelser
behandlet pd& ovennavnte mdde hgrer til i en matematikundervisning. Det skal
altsd ikke forstds pd den mdde, at vi mener, at matematikken absolut skal
inddrages i andre fag - fordi det eventuelt kunne fremme forstdelsen af ma-
tematikkens funktion. Vi mener nemlig, at en matematificering af fagene kan
komme til at betyde en sérlig form for videnskabeligggrelse af disse, som

vil vere urimelig i forhold til,hvad eleverne har brug for, hvis de ikke net-
op skal lase videre inden for faget. Vi ser det som vores opgave -~ ikke at

kenstruere alternative og bedre modeller, man at give eleverne et billede af
de modeller, der rent faktisk eksisterer, og som har en samfundsmaessipg betyd-

ning.

0]
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Kapitel 1.2. Almen politisk bevidsthed.

I den tid eleverne opholder sig i skolen, sker der ikke alene en faglig
formidling t;i eleverne, men ogsad opdragelse af eleverne. Denne opdragelse
ligger ud over den holdningsdannelse, der.sker igennem selve den faglige
formidling,dog formidles til eleverne igennem hele den sifdation, som
cleverne skal indordne sig under i lgbet af en skoledag. Selve skoledagens
organisering,i us-minutter af det ene og u% minut%er af det andet, har

en disciplinerende og passiviserende effekt. ;
Eleverne vannes helt klart til at lystre aﬁtopiteter, lade sig kontrolilere
(34) og indordne sig under ( ofte uforstdelige og uformuleret) regler (35).
Nér man er larer pd en skole, er mandermed ikke alene faglig formidler,

man er ogsd administrator af og reprasentant for hele dette system af

opdragende foranstaltninger.

Denne opdfagende funktion er dobbelt vigtig for os at beskaftige os,mep

i vores studietid. For det f¢rste vil vores situation som fardigdddannet

og ansat larer Jare, at vi béfinder os i en besteﬁt mellemlagssituation,
hvor der eksistere en fare for,at vi vil vare tilbgjelige til at pribyiteré
fagforeﬁingsmassigt i forhold til at prioritere elevernes interesser (36).
For det andet er det hogle.forhold,.som vi ikke ‘har behandlet i serlig hgj
grad i de tidligere projekter, hvor vi har koncentreret os om vores fag og
oﬁ den faglige formidling. ‘

Det f¢lgende behandler derfor den opdragélse, som el everne udsattes.for

i gymﬁasiet, og som de har med sig fra folkeskolen (37). Samtidig opétiller

vi nogle.forslag til at modvirke denne pdvirkning.

Det er et overordnet princip for os,at vi vil arbejde, for at sdvel under-
visningen som resten af skolens liv, skal give eleverne (og larérnc) mulighed
for at gennemskue nogle af de vigtigste forvrangede fremtrmdelser i samfundet
og for at genﬁemskue den borgelige.indoktrinering.

Princippet er uforeneligt med en undervisningsform, hvor det er lareren, der

(34) Kontrollen foregdr konkret gennem forsgmmelseslister, afleveriny af opgaver, ter-
mingprever samt eksaminer, der er organiseret og fastlagt centralt.

(35) Hele denne problematik er udmerket beskrevet i "Den skjulte lareplan”, Mette Bauer
og Karin Borg, Unge Padagoger, A 16, 1976.

(36) Den jyske Historiker 7, s.44-45,

(37) SID har analyseret tre forskellige omrdder i folkeskolen - eller rettere sagt det
undervisningsmateriale, der anvendes inden for de tre fagomridder: historie, sam-
fundsfag og dansk. Her udfra konkluderes det nctop, at der -forcqir en ensidiq bor-
gerlig pavirkning. Hvis denne pavirkning har niogen effekt, er det oplagt, at ele-
verne vil bringe den med sig i gymnasiet. Analyserne er beskrevet i DASF:"Skole-
bggernes indhold", Speclalarbejderforbundet i Danmark : "Skolen er en del af sam~
fundet" samt Christiansen, K. Dahl, m.fl. : "Danskbggerne i folkeskclen - et de-
batopleg". - . :
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i kraft af sin autoritet bestemmer og styrer slagets gang til mindste detalje.

Princippet kan kun opfyldes, sd&fremt undervisningen har sit udgangspunkt i,-
og ogsd konkluderer. i forhold til - situationer som eleverne kan sette sip
ind i og som pi en eller anden mdde er relevante. for eleverne. Pa den anden

side mener vi, at vi som larere vil have nogle erfaringer fra vores ud-

" dannelse og fra forskellige politiske sammenhznge, som g¢r -os istand til

at give nogle bud pa; hvilket indhold der er relevant at have i en under-
visning. Det er siledes vores opgave som larere at fortazlle eleverne om

disse erfaringer og begrunde vores forslag til undervisningstilrettelaggelse.

Det er et meget vanskeligt spgrgsmial at‘afg¢ve, hvilke undervisningselemcnter
der har betydniné for den holdhingsmassige udvikling, og det er ligeledes
meget kompliceret at afggre, hvad det er, der bestemmer, om eleverne kan
tilegne sig det faglige stof. . -

En af de mdder hvor pd man kan fd nogle erfaringer om, tivad det er for nogle
elementer, men kan lagge i undervisningen for at formidle en kritisk be-
vidsthed, er at samle ens egen og andres erfarings historie for at se, hvad
det er, der har haft betydning for udviklingen af vores kritiske holdning.
Alligevel er der nogen, der forsggsvis vover at opstille nogle generelle
rammer inden for hvilke, man kan ggre sig hdb om at satté sine mal.
Erfaringer fra samfundsfagsundervisningen taler for, at man pa et todrigt
samfundsfagsforlgb vil kunne nd sd langt, at eleverne indser, at der er
problemer i dette samfund og at disse problemer skyldes selve den made,

som samfundet er organiseret pd, og at en lgsning af disse problemer ikke
kan ske tilfredstillende inden for dette systems rammer. Det skal pointeres,
at dette er en vurdering af, hvor langt man kan komme i en samfundsfags-
undervisning,som for det fgrste ikke galder for alle samfundsfagsklasser,

og som for det andet ikke lader sig overfgre umiddelbart pd en matematik-
undervisning. Da samfundsfagsundervisningen umiddelbart kan tage sit ud-
gangspunkt i samfundsproblemer og en bearbejdning af disse - og da dette

kun i mindre omfang kan blive tilfaldet for en matematikundervisning, vil
det vare klart, at man som larer ihvertfald ikke skal hébe pé& at sette sine
m&l udover denne ramme.

Man kunne mene, at man gennem at lade matematikundervisningen tage ud-
gangspunkt i problemer, der er ylgselige indenfor systemets rammer. F.eks.
rationaliserings-bestrabelsernes ngdvendighed udfra rentabilitets hensyn,
som samtidig medfgrer arbejdslgshed, kunne man opnd det samme som i sam({unds-
fagsundervisningen. Bortset fra at det vil vare meget vanskeligt at for-
mulere sddanne problemer matematisk, sd pgymnasiceoleverae er i stand tit ot
behandle dem, er det for os at se en lidt problematisk indgangsvinkel.

Elaverne kunne let fa den opfattelse, at man muligvis kunne bruge mate-
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Mmatik p& sddanne problemer, i_ en form for samfundsmessig cost-benefit

analyse. Det ville netop vare vare at tilslgre herskende politiske forhold.
Joachim Neander (38) foresldr noget lignende men siger saﬁtidig;” Sdledes
er det f.eks. vigtigt at pdpege, at matematiske modeller af gkonomisk e
processer nedvendigvis kun.kan giue.oplysninger om bytte-verdi synséunktet,
men ikke kan sige noget om den (ikke-"objektive') brugsﬁmrdi." Han mener

samtidig, at det er muligt i den forbindelse at diskutere den borgerlige

og den marxitiske politiske gkonomi. Det er i den forbindelse vigtigt at

tage i betragtning, at sadanne dlsku581oner i hg) grad mé& indrettes efter:

elevgrundaget.

En direkte diskussion 1 undervisningen af handlemuligheder overfor sam-
fundsmazssige problemer vil. i szrlig grad i konservative miljger kunne skabe
en konflikt for eleverne mellem skole og hjem, som kan medfgre, at eleverne
reagere negativt overfor en progressiv pdvirkning fra lazrerens side.

De funktioner, som skolen har udover de rent fagligt formidlende, har vi. .
delt op i dels skolens funktion som'sorterer af befolkningen' og dels

skolens funktion som opdrager af eleverne.

01.2.2. Skolens_ selektlve funktion .

Nir man ser p&, hvilke sociale lag de bgrn, der kommét‘i gymnasiet er rekrut-
teret fra, er det klart, at def allerede har fundet en vasentlig sortering
sted ved indgangen til gwmumiwn/HF.(395. Vi .narer ingen illusion om, at vi-
kan udrette meget i den retning at modvirke denne sortering; men vi mener

at vi ved at tage problemerne op og ggre os ( lazrere og elever ) bevidst
over, hvorfor selektionen foregdr og hvorledes den bringes til at fungere,

kan danne en modvagt til den yderligere selektion, der foregdr i gymnasiet.

En anden "skjult" adskillelse mellem eleverne er den k¢nsbéstemte selektion
i faggrupper. -

Else H¢yrup har i to skrifter Hgyrup 1974 (40) og, Hgyrup 1977 (41) pdvist
en betydelig forskel i tilgangen af piger til de(n) matematlskellnle(r). Her

er det is®r valget af rene naturvidenskabelige fag, der har betydning. H¢yfup

tilbageviser, at forskellen kan forklares biologisk, men at det i h¢j grad er .

pigernes opdragelse til og forventning om en bestemt samfundmassig status
(38) Neander, Joachim : "Curriculare perspektiver i matematikundervisningen" fra For—
fatterkollektiv: "Skolereformer i de kapitalistiske samfund”, Rhodos, s. 182.

(39)- Jv£."ungdomsskolen ? het eller nu ?" En gruppe samfundsfagslarere, Samfundsfags-
© nyts Forlag,

. (40) Hgyrup, Else : "Kvinder, arbejde og intellektuel udvikling", RUC forlag og boghan-

del, 1974.

(41) Hgyrup, Else : "Preprlnt af artikel til det norske tidsskrift om skole og samfund
"PAX Praxis" : "Piger og matematik” ", 1977.

i



33

. -Behandling af
selektions

problemet

Projektgruppe

Sociologisk

~ undersggelse

Abstraktions-

. Ilevne"

som moder, hustru og kgnsobjekt, der forklarer forskellen. Selviglgelig kan
man ikke ud af de matematiske formalismer eller naturvidenskaben 1 det hele
taget aflase denne mandschauvinistiske holdning. Det ligger i den samfunds-
mzssige betydning, som man tillagger bdde matematik (naturvidenskab) og

kvinder.

En undevv1sn1ng, der bygger pd bl.a. at behandle disse problemer dbent, vil
ogsé kunne have det formdl, at bev1dstg¢re eleverne om nogle kapltallstlske
mekanismer. (Se igvrigt afsnittet om opdragelse til konkurrence.) En anden
mide hvorpd man kunne behandle disse problemer er, at lade elevernes fo;skel-
lige baggrund/erfaring/foruds@tninger vare udgangspunktet for forskellige
undervisningsemner. F.eks. kunne man forestille sig, at pigerne dannede
mindre projektgrupper, hvor de undersggte deres tidligere matematik "op-
levelser" i folkeskolen sammenholdt med, hvad de nu blev'udsat for. Der
kunne i Jden forbindelse etableres et samarbejde med andre fag.

Et andet eksempel kunne vare, at elevernes sociale baggrund kunne indgé ,
som datamateriale til en sociologisk undersggelse om sociale forhold i
samfundet og i skolesystemet. Her kunne det bruges til at diskutere, hvor-
ledes klassens medlemmer har forskellige forudsaztninger, - bide fra fortiden
( kundskaber, arbejdsvaner, selvtillid og manglende ditto) og i nutiden
(gkonomi, arbejde ved siden af skolen, forsgrgerpligter). En behandling af
disse forhold i undervisningen kan bidrage til at problemstillinger, der

typisk hgrer privatlivet til, offentliggdres og kollektiveres.

Et andet forhold, som det i denne sammenhang er vigtigt at tage op,er, at

en matematikundervisning i den form, som den har i ¢jeblikket, stiller

krav til elevernes abstraktions-"evne". I det gjeblik matematikken lgs-
pives fra virkeligheden, bliver det rene abstraktioner,der formidles. Dette
giver selvsagt problemer for elever fra ikke lasevante miliger, idet de ikke
er vante til at beskaftige sig med abstraktioner hjemme fra. Her spiller
tidligere skoleoplevelser af matematik en vaesentlig rolle. Matematikken i
folkeskolen har gennem de senere &r gennemgdet en udvikling i retning af at
legge vaegt pd det formelle ( den videnskabscentrerede matematikundervisning).
Her er det klart, at taktikken m& vare ikke at lgsrive matematikken fra

virkeligheden, men at ggre den konkret og anvendelseorienteret.

Matematilks funktion som selektions pgkanisme kan cndvidre behandles ud fra
elevernes egne erfaringer med, hvordan de i deres tidligere skolcforigh or
blovet udskildt fra resten of kldssen. Det or givet ol ompdde, derv fipper

en masse bluferdighed overfor, s& et eller andet skriftligl materialce, der

kan ggrer diskussionen upersonlig til at starte med, vil nok varce nghl-
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" vendig, men samtidig eridiskussionen vigtig, da den kan medvirke til at e-

leverne forstdr, at dygtighed i hgj grad afhanger af ens tidligere erfarin-

ger, sdvel i undervisningen som i andre sociale sammenhange.

[yl

Omkring de adf&fdsformer,.der indlares i gymnasieskolen, kan man tage et
historisk udgangspunkt. Disse adfzrdsformer har andret sig i tiden. Speci-

elt gymnasiet har andret sig i lgbet af 60”erne. Man var fgrhen sikret en

- god (émbedsmands)stiiling, hvis man kom s& langf som til at blive lukket

. ' t
inden for gymnasiets mure. Eleverne var mere ens og mere tilpassede til sy-

stemets krav end i dag. Og der var langt mere klippefast autoritetstro.
Magtforhoidené er tilsyneladende andret’vasentliét, men i virkeligheden
mindre end de umiddelﬁart,ser ‘ud til. Der er idag andre behov i samfundet
end’i 50 “erne angdende befolkningens medbestemmelse og demokratiske sinde-
lag. Opblomstringen pa de& gkonomiske omrdde i 60”erne fgrte til en anti-
autoritativ bglge, der modsvarede samfundets krav om initiativrighed og an-
dre kvalifikationer,~ men méd krisen er det vanskeiigere at bestemme sam—‘

fundets umiddelbare kvalifikationskrav og forudsige'frem{idens. Det er en

-umulighed, hvilket da ogsd genspejles i den statslige uddannelsespolitik.

Eet er ihvertfald klart: der er kommet starkere og sgérkere brydninger mel-

lem forskellige sahfundsgrupper,- og der er'ogsé kommet brydninger anga-

ende skolesystemet, jvf. Erhard Jacobsens foreninger.

Det fremstir nu; som om eleverne har en reel medbestemmelse i skolen. Mod-
standere af denne elevmedbestemmelse kan ofte havde, at vare blevet bekraf-
tet i, at eleverne ikke er modne nok og ikke har tilstfakkelig faglig viden
til atdenn?medbestemmelse kan lykkes.

Ndr elevrddsarbejdet og.anden.elevaktivitet midske tit mislykkes p.g.a.
manglende interesse fra elevernes side; kan det meget vel skyldes, at Qer
ikke gives ﬁuligheder for,at det kan fad indflydelse p& de grundlazggende pro-

blemer i skolen som f.eks. opsplitningen af skoledagen.

Samtidig er det selvfglgelig illusorisk at tro, at eleverne i alt fald

i matematik har nogen forudsatninger for at udgve deres ret til medbe;
stemmelse pd undervisningen - det kan i givet fald kun blive pé'ef meget
generelt niveau. Endvidere vil en eventuel medbestemmelse jo ogsd foregd
under fastlagte rammer, nemlig pensumrammerne for gymnasieskolen. .

En af begraznsningerne for elevernes muligheder for medbestemmelse er,

at de ikke i deres skoletid 'har fédet nogle konkrete erfaringer med f.eks.
forskellige arbejdsformer, som de kan bruge i en situation, hvor de bli-

ver bedt om f.eks. at give forslag til arbejds- og evalueringsformer.
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Derved bliver cen af larerens opgaver at give eleverne nogle konkrete er-

faringer (42).

Udover at oplare eleverne i den bestemte form for demokrati, som de kom-

mer til at deltage i uden for skolen, oplarer skolen dem ogsé i at arbej-

de pd en made, som det forventes, at-de skal arbejde pd deres:kommende ar-

° bejdsplads-- de socialiseres til at..udfylde den funktion,som de senera

tildeles i samfundet. Det vil sige;ét eleverne i skolen skal lare flid og
ngjagtighed, orden, omhyggelighed, udholdenhed osv. Desuden skal de pa
grund af erhvervslivets zndrede kvalifikationsbehov lare at samarbejde,
argumentationsevne, evne i problemlgsning, kreativitet osv.
Disse ting larer eleverne selvfglgelig i alle fag i skolen, men vi mener,
at matematik er et fag som meget effektivt kan bidrage til at socialisere
eleverne. Dette skyides, at selve den form, som matematikken oftest pra-
senteres pd, nemlig abstrakt og uden kontakt med virkeligheden, g¢gr at ele-
verne ikke har mulighed for at diskutere relevans eller stille spgrgsmal.
Det betyder samtidig,at de ting som eleverne selv skal udfgre - opgavereg-
ning - bliver en trazning i at bruge et bestemt stykke teori pd en bestemt
mide - altsd en selvstandig handling p& meget bestemte betingelser, og bli-

ver derved aldeles ufarlig for systemet.

Nu er det selvfglgelig ikke sddan, at vi mener, at de ovenfor navnte kva-
lifikationer i sig selv er dirlige. Her er det vigtigt, at eleverne opgves

i selv at vurdere p& hvilke omrdder og i hvilke situationer, det er vigtigt
f.eks. at vare flittig. Det er selvfglgelig godt at lazre sig nogle gode
arbejdsformer, hvis man skal lase videre,og ved deltagelse i politisk arbej-
de er det ogsd vigtigt,at man arbejder ordentligt og udholdende.

En af miderne til at lare eleverne at vurdere vigtigheden af en given ar-
bejdsopgave og arbejde med den derudfra, m& vare hele tiden at forklare e-
leverne, hvorfor de skal lare de ting,de skal. Altsd noget med at arbejde
grundigt med tingene, ndr vi argumenterer fér,at de er vigtige, og slippe

sd let som muligt hen over de ting, som de ikke kan bruge til noget.

Hermed er vi ndet til en anden vasentlig adferdsform, som eleverne ukal op-
drages til, nemlig til konkurrence.
Notop gennem konkurrencen afspejles en af det kapitalistiske systems mod-

setninger. Staten gnsker at formidle samarbejdsfunktionen (den konflikt-

(42) Under et fremlaeggelsesseminar pd RUC af et projekt, hvor gruppen havde undexvist
pa Herlev Statsskole, fortalte en af eleverne derfra, at det var et vasentligt ud-
bytte for dem, at de havde set, at i hvert fald fysikundervisningen kunne organi-
seres pd en andon midde end den,de var vant til.
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udglattende funktion), da man forudsatter et stabilt system, og fra erhvervs-

livet er der krav om,at folk kan samarbejde, sd& de kan indgd i sdkaldte team-

work. Samtidig er det i det kapitalistiske systems interesse, at sdvel ar-

Karaktersystemet

bejdere, som studerende og akademikere har den indstilling at ens egne be-
hov er vigtigere end alle andres. For kun hvis man er i stand til at sta
sammen og prioritere individuelle behov lavere end fzllesskabets behov,

s& bliver man en gruppe med magt, der kan gennemfgre en kamp for f®lles krav.

I skolen er karaktersystemet nok det mest effektive redskab,der findes i
denne opd%agelse til konkurrence. Hver gaﬁg der ;krives en stil, regnes et
sat oégaver osv, kan man ved hjzlp af'karaktersystemet'méle,hvem der er bedst,
og hvem der er darligst til det. I de fleste fag i skolen kan eleverne
trods alt betvivle rigtigheden af de kérakterer,der gives, fordi de klart
og tydeligt er udtryk for en subjektiv bedgmmelse (lzrerens), og selv om
lazreren-er en autoritet, sd giver det en lille mulighed for at betvivle
rigtigheden af tallene. Men i.matematik er der sjzldent mulighed for at
betvivle rigtigheden af bedgmmelsen - der er jo kun eet rigtigt svar.
Denne opdragelse til konkurrenbe er i gjeblikket blevet forstarket af ad-
gangébegransningen til de videregdende uddannelser, som betyder, at elever-
ne er ngdt til at skulle have bedre karakterer end kammeraterne, hvis de
skal ggre sig nbgen forhdbninger om nogensinde selv at vare med til at
bestemme, hvad de vil lave/lase efter studentereksamen.

Det ér et stort problem, hvordan man som larer skal forholde sig til det

at skulle give karakterer. Det er klart, at det er ens opgave  at ggre e-

-1everne.gode til at regne opgaver af den type, som de skal regne til eksa-

men. Derudover mener vi, at man skal give karakterer i mindst mulig_omfgng
og istedet diskutere med eleverﬁe,.hvéd de skal kunne, og hvordan de
lettest lazrer det, altsd efter ﬁvert afsluttet undervisningsemne skal de
eQaluere i grupper i klassen,hvad de nu har lart.

I forbindelse med regning af opgaver, forestiller vi os,'at eleverne i grup-
per dels regner opgaver og dels retter hinandens opgaver - det er selvfgl-
gelig ogsd ngdvendigt,at lareren ser elevernes opgaver, for at kunne vurde-
rc,om der er nogén emner, der skal have ekstra behandling i hele klassen,
eller om nogle grupper skal opfordres til at regne og hjzlpe hinanden med
en. bestemt type af opgaver.

0gsd med hensyn’ til konkurrencen er det vigtigt, at larerne og eleverne

er bevidste om denne indflydelse p& den daglige undervisning - dette m& og-
sd tages op til eksplicit behandling af lzrerne, hvis ikke eleverne selv
tager initiativ til det,og man kan i denne forbindelse opfordfe eleverne
til. at danne lektielasningsgrupper eller til-i hele klassen sammen at

lzse lektier pd skolen nogle gange om ugen - hvilket en l.g pd .gymnasium 6
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selv har taget. initiativ til efter en diskussion pd gymnasiet om adgangs-

begransningen.

Falsk bevidst- Dér mangler en gennemarbejdet empiri 6m, hvilken betydning det har for e-
hed om at lere levernes totale selvvurdering at lide nederlag/fejre sejreAi matematikti-
matematik merne. Men vi er alligevel af den opfattelse, at det er en udbredt tro,
at enten s3 er man dygtig til matematik, eller ogsd er man det ikke, og 1i-
geledes at det er et tegn pd,at man er,henholdsvis ikke er,i besiddelse af
visse betydningsfulde evner.
Da vi mener,at denne.opfattelse for det fgrste er falsk, og for det andet
har en politisk funk{ion, mener vi, at undervisningen for at fi udryd-
det den m& beskaftige sig med denne opfattelse. Undervisningen m& sdledes '
indeholde fglgende elementer:
- betydningen af de enkeltes forudsztninger, for om man kan lzre matematik
pd netop den og den mide, ‘
- forstdelsen for at undervisningen kan tilrettelagges pd forskellige ma-
der med forskellige virkninger,
- forstdelsen af at det er diskutabelt, hvad man skal lzre,
En forstdelse af, at det ikke er et spgrgsmil om s abstrakte og uhdndter-
bare ting som klogskab og dumhed, giver man ikke eleverne mulighed for at
skaffe sig, hvis lareren blot stdr og docerer, at s&ddan og sddan hanger
tingene sammen. Det er en falsk bevidsthed,som de selv - og med dem st¢gr-
stedelen af den danske befolkning har - om is®r matematik. En ny forstdel-

se kan eleverne kun skaffe sig gennem praksis.

Diskutere hvad Et andet middel i undervisningen er at diskutere, hvad det er, der er svart.
der er svart - Ofte vil problemerne ligge pad et lavere klassetrin, pd den mdde at det er
tekniske ting som lareren tror,at eleverne kan, som eleverne knazkker hal-

sen p&,- og ikke alene tekniske ting,men ogsd meget grundlaggende ting.

Begrunde pen- Et tredie middel i undervisningen er at ggre meget ud af, hvilke begrundel-

summet ser der findes fra forskellig hold for,at den og den matematik er inde i
pensummet,og hvilke begrundelser der findes for arbejdsformen,der bruges.
0g her md lareren vare ngdt til visse steder blankt at indrgmme, at det og
det kun er gavnligt i forhold til en mdlsatning om at skille fdrene Lra
bukkene.
Men der mé o%sﬁ fortalles om, hvorfor det er vigtigt, at de lerer det, vi
forsgper at lere dem. Det vil sikkert her vére en pod ide, at 14 (ol ade-
fra til at fortelle om, dels hvad de krwever at andre kan og dels hvad de

selv har haft brug for.
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I det foregdende har vi nu diskuteret, dels den rolle vi som larere vil f&
som faglige formidlere (1.1.) og den rolle vi vil ¥4 som opdragere og som
reprasentanter for skolens organisatoriske opbygning (1.2.), og vi har dis-
kuteret vores holdninger til faget og sammenholdt med elevernes formodede
fagopfattelse, og vi har forsggt at beskrive den:rolle,vi vil f4 som iarere
(autoriteter og kontrollanter). Desuden har vi opstillet ﬁqgle forslag til,
hvbr&an-vi vil forsgge at hdndtere disse broblemgrh

3

'
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Kapitel 2. Betingelserne, som undervisningen er underlagt.

Indledning Som det skulle vare fremgiet af det foregdende, er de mil for og det ind-
hold,som vi har beskrevet, de ideelle mil og det ideelle indhold.
N&r man skal bruge disse ‘tanker i en reel undervisningssituation, er
det ngdvendigt at forholde sigAkonkret til de betingelser, undervisnin-

gen er underlagt og indrette malsatningen herefter.

Opdeiiﬁg af be- Vi har i det fglgende foretaget én opdeling af disse betingelser for

tingelserne undervisningen i dels de betingelser, som eksisterer i og med gymnasic-
skolens samfundsmessige placering (den sociale rekruttering og place-
ringen i uddannelsessystemet) og dels de betingelser, der eksisterer
inden for gymnasieskolens rammer, hvis man tager skolen pd& den egne
betingelser.
Denne opdeling er foretaget mere af struktuelle end af substanticlle
grunde, idet rammerne for undervisningen pd gymnasieskolens egne pra-
misser naturligvis ogéé har meget baggrund i skolens samfundsmessige
placering, og begge dele har derfor dybesf set sine grunde i samfundets
organisering og produktionsmide. Men opdelingen har naturligvis ogsd
den reelle substantielle begrundelse, at det i de fleste tilfelde vil
vere nemmere pa kort sigt at handle overfor de betingelser for under-
visningen, der eksisterer inden for skolens rammer, end over for de for-
hold som betinger skolens samfundsmassige placering. Dette sidste kraver
totale ®ndringer i samfundets organisering, o0g handlinger der retter

sig mod dette, har ngdvendigvis en mere langsigtet karakter.

Uddannelsessy-~ Uddannelsessystemets funktion er at reproducere arbejdskraften pa alle
stemets funk- dens niveauer. Med andre ord at uddanne og at opdrage unge og bgrn til
tion at viderefgre, at udvikle og at bevare det nuvarende samfundssystem i

alle dets hjgrner. Dette er ideelt uddannelssystemets formdl, sclvom
det pd overfladen foregdr mere ulogisk, ndr forskellige forhold
sisom tradition, forskellige politiske gruppers pres og andre forhold
spiller ind. Endvidere vil uddannelsessystemet altid fremtrade foraldet
i forhold til de kvalifikationskrav, der stilles af den samfundsmas-
sige udvikling. Planlagningen af uddannelsessystemet vil aldrig kunne
vare andet end reaktiv.
Gymnasiets pla- Gymnasieskolen er preget af, at den ligger midt i uddannelsessysteme!
cering i uddan- mellem en folkeskole, der sdgrger for uddannclsen af ufaglaert avbejds-
nelsessystemet kraft, og mellemuddannelser og videregdcende uddanneliser, der ligeledes
ferdiguddanner arbejdskraft, men disse sidste cr en neget inhomogen
gruppe med vidt forskellige funktioner i samfundet. Gymnasict er ikke

i sig selv erhvervskvalificerende. Denne pluacering, som pymnasieskolen
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har, ggr det problematisk at beskazftige sig isoleret med den, sddan som

vi ggr det i dette projekt.Problemerne ligger blandt andet i, at vores ar-
bejde med gymnasieskolen m& blive teorilgst for sd& vidt angdr den uddannel-

sesgkonomiske side af det. Uddannelsesgkonomer som f.eks. Masuch tagér i

- deres analyse udgangspunkt i produktionen og ser pd, hvorledes kravene fra

produktionen overfgres til uddannelsessystemet.(u43)
Gymnasieskolens indhold bliver derved vanskeligt at analysere pd dette

grundlag, idet betingelserne for og kravene til inaholdet formidles igen-
nem en anden del af uddannelsessystemet - s&vel nedefra som oppefra (4u).
Som vores studierammer er indrettet, bliyerfvi dog;n¢dt til at ladé os

ngje med de usikre overvejelser, vi kan ggre os uden en egentlig analysé.
Vores vurdering af de gnkelte indholdselementer md derfor i hg¢j grad blive
Vurdefinger ud fra snusfornuffige overvejelser, - sdsom hvorfor tror vi,

at Aette ligger i pensummet, hvordan tror vi at dette pdvirker eleverne osv.
Men selve det analytiske grundlag for vores overveﬁelser er svagt og kan
ikke blive andet. Dertil kommer, at vi ogsd kun kan foretage reaktive over-
vejelser over pensummet. Disse overvejelser er f.eks. af fyﬁén, hvor i sam-
fundet kan vi finde begrundelser for,at pensum'ser ud som det ggr (u5).

2.1.1. Formelle rammer.

Det er statens rolle som administratof af totalkapitalens interesser at

sgrge for, at uddannelsessystemet opfylder.sif formal.

‘Staten har forskellige midler at-benytte sig af til dette. For det fgrste

er der bekendtg¢reiser, betankninger, undervisningévcjledningep osv., som .
fastlagger nogle overérdnede’faglige rammer for undervisﬁingen. De fast-
lagga‘delslhvilke fag, eleverne skal have pd de forskélligé grene, og dels
fastlagger de i hovedtrakkende, hvilke dele af faget.man skal igennem pa
de to eller tre ar.

Inden for disse rammer har lzrerne deres metodefrihed og kan tilréttelag-
ge undervisningen, som de vil. Hvor Peel.denne metcdefrihéd er, kan man
diskutefe ud fra en diskussion af bl.a. 1&rerﬁes egen uddannelse - de kan
naturligvis ikke s& nemt ﬁndervise i andet e;ler pé& en anden mdde, end dg
selv har'lert det.

Men et faktum er,; at nogle larere forholder sig forholdsvis frit til dis-

se regelsat, hvilket md betyde, at det med nogen ekstra arbejdsindsats,

er muligt som larer at udnytte den metodefrihed, hun har p& papiret; mens

(43) masuch, M. :"Uddannelsessektorens politiske gkonomi" , Kgbenhavn, 1974, (Hamborg
1973). o

(44) For en mere uddybet diskussion af dette se jStattétiske standardmetoder”.

(45) Denne analysemetode er igvrigt den eneste mulige, og den er ogsd benyttet i Simon-
sen, Birgitte : "Dansk uddannelsespolitik og -planlzgning”, RUC Forlag, 1976.
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den begransende faktor er, at det er arbejds- og tidskravende at lave
en undervisning, der er anderledes. Det er praksis, at blot undervisrin-
gen behandler de emner, der stdr opskrevet i bekendtggrelse og undervis-
ningsvejledning, sd godkendes undervisningen. Den vasentlige prgve af

lareren er - ligesom for eleverne - eksamen.

Et andet middel, som étaten har:éil sin rddighed i Pegulevi;éen af ud-
dag;elsessyééemet,Aerﬁédgangsbeéransning;}. Ved hjalp af déiﬁe forsgges
det at sluse folk ind i de fag, hvor totalkapitalen har sin interesse i
at f& folk fra. I gjeblikket betyder dette,at korterevarende teknisk ori-
enterede fag (herunder regnes ogsd handelshgiskolens fag) blive opprio-
riteret, mens de humanistiske og de samfundsvidenskabelig fag totalt set

bliver nedprioriteret.

Efter i det foregdende afsnit at have beskrevet de betingelser, som har
indflydelse p& undervisningen, og som ligger uden for den enkelte skole,
vil vi her beskrive de betingelser, som lareren stgder pad inden for den
enkelte skole. Dette er dels de betingelser, der er sat af skolens orga-
nisatoriske rammer samt af de tilrddighed varende materialer. Derudover
vil der vare nogle betingelse, der knytter sig direkte til de personer,

der er i skolen.

Materialer.

Nar man skal diskutere undervisningen i et bestemt fag, har det en me-
ning at diskutere det til rddighed varende larebogsmateriale. Vi vil ikke
hermed postulere en identiget mellem materialet og undervisningen (46),
men behandler det fordi, det er det materiale, som lzreren har til ra-
dighed, hvis hun ikke selv har tid til at producere noter til undcrvis-
ningen eller til hvert &r at sztte sig ind i nye bgger eller andres noler
fra notecentralen (47). Selvom man mener, at man har tid til at satte sig
ind i nogle nye lareb#gger, kan der vare gkonomiske problemer med at fa&

fat i den, hvilket et eksempel fra gymnasium 3 viser (se bilag 1).

Indholdet i de matematikbgger, som i @gjeblikket er de mest anvendte 1
gymnasiet (Xristensen og Rindungler tilstrzbt formidlet deduktivt pé den
médde, at de starter med nogle grundbegreber og derudfra deducerer den

(46) Vi har igennem vores interview fdet afklaret, at man godt kan forholde sig for-
holdsvis frit til larebogsmaterialet. (se bilag 1}

{47) Pi Notecentralen (p§ Risskov gymnasium, Arhus) samles larerncter, der er brugt i
matumatikundaervisningen , gammen, ’
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. Konsekvenser
! af fremstil-

lingen

Organiseringen

af skoledggen

Organisering

af stoffet

De hange for-

skellige fag

gvrige teori. Dette far nogle konsekvenser for den made, forholdet mel—

"lem matematik og samfund bliver formidlet pa. Det er hele tiden matema-

tikken, der er udgangspunktet (og det centrale), og de enkelte eksempler,
der cr pd anvendelse af den,bliver derfor ogsa derefter .

De har f. eks. et eksempel, hvor man vil undersgge om resultaterne fra en
i en klasse er normalfordelte - Umiddelbart ser de ikke ud til at vare
det; men ved tildelingen af karakterer opn&r lzreren, "at karaktererne

bliver smukt normalfordelte"(HB) Det v1l 31ge, at formdlet er at fa en

" normalfordellng frem, og ikke at dlskutere om detser rimeligt at antage,

at resultaterne fra en prgve i en klasse er normalfordelte

Den deduktlve fremstllllngsmade betyder endvidere, at man ikke s¢ger de
matematiske begreber bundet t11 en intuitiv f9rstaelse. Matematlkken frem-b
stilles altsé alt i-alt som et ferdigt system,som primert skal lares, for-
di man skal til eksamen i det. . v l

Teksten er endvidere organiseret, sa alle dele af matematlkken fremstll—

les sideordnet. Alle teoristumper , ‘beviser og satnlnger optrader med

11ge stor vagt og ma for eleverne fremstd som lige v1gt1ge og dermed

alle som havende hg¢jst akademisk interesse. Dette pé.trodé af at lareren

eventuelt i selve undervisningen forsgger at fofmine et nuanceret bil-

'

lede af stoffet.,
Vi mener, at en sddan organisering af stoffet har den betydning, at det
bliver svarere for eleverne at tilegne sig'det, idet de ma f& en fornem-

melse af, at alt skal lares lige godt.

Skolens orgahisering.

Selve den mdde skoledagen er organiserét pa udggr en begranéning i for--
hold til, hvad man kan foretage sig i undervisnihgen. Det at en dag er
delt op i 6-7 periodgr af 45 minutters varighed, vénskeligg¢r i meget
hgj grad udadrettet undervisning som institutionsbesgg, langere varen-
dé excursioper osv.

Den korte tid stiller ogsé store krav til organiseningen af stoffet.
Gyﬁnasielarer J pa det 6. gymnasium mener, :at specielt for sproglige

og HF'ere ggr det fpfhold sig galdende, ;t deres utdlmodighedstarskel
er sa lav, at de i selv samme time, hvor et problem rejses, ogsad skal
have l¢gsningen pd det, mens eleverne pé an‘matematisk-fysiske gren har
en ligt hgjere tarskel.

De mange forskellige fag, som eleverne har pa en dag, stiller sammen

med det forhold, at larerne som regel ikke har koordineret deres under-
visning hverken med hensyn til indhold, aflevering af skriftige arbej-

der eller undervisningsformer, store krav til eleverne om at kunne om-

(48) Kristensen & Rindung: "Matematik 3", Gad, 1974, s.95.
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stille sig. Hvis det da ikke resulterer i en passivitet fra elevernes

side (49).

CEleverne
~ Forventnifiger = Elevernes forventninger til, hvordan. en undervisning skal foregd, er
“meget betydende for, hvordan de vil modtage/reagere pé en undervisning,
der adskiller sig meget fra deres forestillinger.Det konkrefe indﬁsld
i elevernes forventninger vil vare starkt afhengig af deres sociuale bag-
grund og af deres tidligere skolegang. Elevernes reaktioner err, al de-
res forventninger midske ikke bliver opfyldt, vil ligeledes vare afhaen-
gig af deres baggrund.
Skolemzssige » Elevernes forskellige erfaringer fra deres tidligere skolegang vil af-
baggrund spejle sig i deres valg af linie og gren.
De fleste er i de f¢§ste 9-1oc ar af deres skolegang blevet vannet til,
at der er en bestemt form for matematikundervisning, og til at matema-
tik er noget klart, entydigt og veldefineret. De elever, der har valgt
matematisk linie (matematisk-fysisk gren i 2.g), har ofte haft succes i
matematiktimerne de fgrste 9-1lo dr, og det md derfor formodes, at det i
starten kan blive vanskeligt at overbevise dem om, at en undervisning,
der skal kgre efter de principper, der er beskrevet i det foregdende,
er tilstrakkelig kvalificerende for dem.
Sociale bag- En anden vasentlig faktor i forhold til eleverne er deres sociale pla-
grund cering i samfundet. Eleverne er som oftest uden ansvar for deres egen
eller andres reproduktion, det vil sige at alle deres forngdenhcder
bliver - i mere eller mindre bogstavelig forstand -serveret for dem.
Eleverne er ikke tilknyttet hverken produktionslivet eller det,man tra-
ditionelt betegner som det politiske liv (sdsom kemmune- og folketings-
valg). For de allerflestes vedkommende har hverken de selv eller nogen
andre nogen forestillinger om, hvad det er for et liv,de kvalificerer
sig til, jvf sloganet: 'du lzrer ikke for skolen, men for livet'(5o0).
Motivation Disse forhold har enorm betydning for elevernes motivation og for, hvil-
ke ting det er muligt at motivere dem for. Vi vil komme til at sta i
konfliktfyldte situationer, nir vi vil arbejde for at formindske de
ydre motivationsmidler (som karakterer og at undgd at bliveskaldt ud)
betydning og i stedet arbejde for at motivere eleverne for problom-
stillinger, som vi med vores stgrre hoben af erfaringer har erkendt

vil vere vigtige for dem som arbejdere og som ‘samfundsborgere’. For

{49) Dette bygger pd "Den skjulte l®replan”.

{50) Dotte bygger pd Christie, Nils : "Hvis skolen ikke fantes", Kgbenhavn, 1971.




Ly

Udviklings-
psykologisk

stade

Faplig ansvarp-

lig

eleverne vil makrogkonometri umiddelbart vare lige sd abstrakt og vir-
kelighedsfjernt som 1lgsning af é.gradsligninger og som forstdelse af kon-

tinuitetsbegfebet.

En fredie vigtig ting at‘tage i betragtning er elevernes udviklings psy-
kologiske stade; Ideelt betragtet skulle eleverne vare i det, Piaget kal-
der,det formelt opepationelle stadium, ndr de kommer i gymnasiet. De skul-
le altsd vere i stand fil at forstd den madde, som matematikken bliver
formidlet i de traditionelle lzrebgger. Imidlertﬁd er:det dbg sddan, at
man ved indfgrelsen af nye.begreber (helst) skal have disse konkret praz-
senteret, fgr det er muligt at forstd abstraktionen (51). Dette taler »
for, at man ved matematikunderyisningen skal starte konkret og intui-
tivt, og fgrst derefter foretage ébstraktionerhé.4Ligeledes er det af

betydning,at abstraktionerne forankres konkret ud‘fra‘mange forskellige

“eksempler.

Larerrollén. I o ) . BN
Der.er mange ting at tage i.betragtniné i forbindélse med den rolle,

man kommer til at indtage som larer. Hvis vi ikke sammen diSkUterer den-
ne pdtvungne rolles aspekter, 1nden vi bllver fardlguddannede, og sam-
men danner -os en mening om, hvordan vi vil udfylde den, ek51sterer der
en fare for, at vores udfyldnjng af lmrerrollen for st¢rstcdclcns ved-

kommende bliver bestemt af vores individuelle 'temperament'.

To vasentlige aspekter af lzrerrollen er, at man er faglig ansvarlig

for undervisningen, og at man.er kontrolinstans over for eleverne.

Det er i hgj grad lererens opgave (52) at sgrge for, at eleverne la-
rer de ting, som er kravede i bekendtggrelsen. For os som unge og u-

sikre larere (eller for en larer med en stor arbejdébyrde) kan det

betyde, at vi i for h¢j grad lader undervisningeﬁ styre af 'sikre'

léreb¢ger, hvor man er sikker p& at pensum gennem drelang tradition er
accepteret. ‘

For at sikre at vi i hgjere grad kan lade vores formulerede mdl for
undcrvisninuen vare de styrende (som vi i dette projekt har gjort

med differentialligninger og integralregning), md vi forsﬁge at tolke

bekendtg¢}elsen sammen med vores studiekammerater/fremtidige kollega-

er og gve os i at argumentere for at det pensum, som vi opgiver, fak-
tisk er dakkende for bekendtggrelsens krav.

(51) JvE. gymnasielarer D pad gymnasium 3 (se bilag 1).

(52) Med den modifikation om elevmedbestemmelse, der ligger i § 25-i "Samlede bestem-
‘melser vedrgrende Studentereksamen”, Kroghs Skolehdndbog A/S vejle, juni 1973.
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Det er ogsé -en 1mreré opgave at fgppe kontrol med, at .eleverne larer det,
de skal lare - eller i alt fald at de bruger noget tid pé at.br¢§e at
lzre det.

Denne del af en larerrdlle stiller sig hindrende for etableringen af ¢t
tillidsfuldt forhold méllem elev og larer. Dette kan endvidere fgre til;

at eleverne ikke tgr Spgnge, nar der er noget,de ikke kan finde ud af,-

herved bliver det vanskeligt at undervise ordentligt. Forsgger man SOm

lzrer at gg¢re noget ved dette problem, kan man fristes £il .at ophgre
med at vare kontrolinstans, hvilket vil betyde, at opgaveregning er fri-
villig, at der ikke bliver fgrt kontrol med, hvem der kommer.til timer-
ne,-at de, der har lyst, kan g& op til tavlen osv.

Men erfaringer fra en af de lzrere, vi snakkede med, viser (53), at
eleverne ikkeAkan administrere denne mangel p& kontrol, og at de reage-

rede pd det ved at blive sure pd lareren over, at de ikke larte noget.

I stedet har vi nu diskuteret os frem til at mene, at det man skal eli-
minere ved denne kontrolfunktion er, at det er en kontrol fra oven, Og

at det er en kontrol tilsynelédende uden noget bestemt mal.

Det vil sige, at vi vil forsgge at ggre kontrollen til en selvkon-'
trol med et bestemt formuleret formdl.

Eksempel 1: Efter anden g. og til studentereksamen vil eleverne med loo%'s
sikkerhed stgde pd en funktionéunders¢gelsesopgave;-nér den ngdvendige
teori er gennemgdet {differential- og intrgralregningen)J og de har reg-
net et passende antal opgéver af denne type, skal de skrive en side om,
hvordan gangen er i s&dan en opgavelgsning.

Eksempel_2: Efter gennemgangen af et samlet stykke teori - eller et stort
bevis -, skal de skrive 92-3 sider om strukturen i teoridelen (dette kan
for eksempeil vafe 1ogaritmefunktiqnen) eller i beviset for selv at kon--
trollere, at de har hold pd sagermne i en eksamenssituation (mundtlig).
§§§gmggg_§:ufter at der har kgrt et 'pvqjckt; i f.eks. anvendelse af
matematik skal eleverne formulere sig skriftligt om, hvad de ﬁar fdet ud

af projektet - hvad de ved nu, som de ikke vidste fgr de startede -,

hvordan skal projekter for fremtiden kgre i deres egen kluasse op i andre.

Det er klart, at flere af disse eksempler ville kunne fungere udmerket

i mindpe grupper fra 2 og op til 5~6 stykker.

Af gvrige vigtige sider af larerrollen vil vi navne larerens forventnin-
ger til eleverne Of eleverneas forventninger til lererven.

(53) Ifglge gymnasielarer B pa gymnasium 2 (se bilag 1).
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Def er forléngst erkendt at larerens forventninger til den enkelte elev
spiller en polle for, hvorledes eleven lzrer stoffet (54). Denne virk-
ning er klart ugnsket for en larer, der vil fremme én kollektiv og .so-
lidarisk adf@rd mellem éleverne. Imidlertid har vi ikkejkendskab til
noget litteratur, der behandler, hvorlede; man kan komme uden om denne
virkning. Vi har derfor sélv formuleret den tese, at det eneste, der er
at ggre, er at behandle problemet &bent med élevérne, sdledes at bdde.
de og vi er opmzrksomme pa det. ;

s
. ‘

Elevernes,forbentninger til lereren har fofmodentﬁig nogenlunde samme

selvforsterkende effekt. De fleste elever vil fra folkeskolen vare vant

‘til en traditionel larerrolle, og for en larer, .der ¢gnsker at opbygge

et andet forhold til eleverne, kan dette meget nemt blive en hindring.
Det er meget svart at stllle konkrete forslag t11 hvad vi skal ggre
ved det udover at vare os prob;emet bevidst.

De dndré larere. )

I gymﬁasieskolen'g¢r det specielle forhold sig gezldende i fofhold tii_
folkesk?}en, at la#rerne i langt hgjere grad er fagligt specialiserede,
oé dermed fagligt isolerede.

Dette kan vare en alvorlig hindring for et samarbejde. Det giver selv-

'sagt problemer for det meget ¢gnskvardige tvarfaglige samarbejde, men det

giver ogsa problemer hvad angar "det almlndellge dagllge samarbejde om-
kring den' enkelte klasse.

P4 gymnasium 6 har dg forsggt at komme over eﬁ‘del af problemerne ved
etableringen af en kollegaskole, hvor de enkelte faggrupper préver at

lere deres kollegaer om, hvad deres fag er for noget.

(54) Der er her tale om den sdkaldte Rosenthal-effekt. Rosenthal & Jacobson: "Teacher
Expectation for the Disadvantaged", Scientific American, 1968 218, p.19-23.
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Opsummering af del 1.

I de foregdende 2 kapitler har vi diskuteret de aspekter, som vi har vurde-
ret som de vaesentligste at tage stilling til som kommende larerce i pymnasi-
eskolen. Vi har givet en opsﬁmmering af vores viden og erfaringer inden forv
den historiske udvikling af matematikken og inden for matematiks anvendelser,

hvor vi har taget udgangspunkt i videnskabsfaget og senere har relateret vi-

1
wl

denskabsfaget til skolefaget.

Omkring skolefaget ﬁar Qi opdelt voréé ko;mende er;vervsfunﬁtion'i et fagligt
formidlende og et alment opdragende element. Vi har inden for hvert af de tre
omrdder: historie, anvendelser og almen politisk bevidsthed fremlagt nogle

skitser til, hvilke elementer vi mener bgr prioriteres i en undervisning,samt

hvorledes vi mener det kan tilrettelzgges.

I det fglgende vil vi ved at sammenholde kapitel 1 og kapitel 2, dvs de idea-
le mdl og de betingelser, der findes,- opstille nogle principper for, hvorle-
des vi kunne forestille os at tilrettelagge en undervisning i matematik i

den gymnasieskole; der eksisterer i dag.

Skolens funktion og struktur dbner ikke mulighed for, at man eksempelvis kan

lade undervisningen strukturere efter hvilke dele af matematikken, der har de
—'for os at se - vasentligste samfundsmassige betydninger,- ligesom der hel-

ler ikke er mulighed for fuldt ud at eliminere elevernes indbyrdes konkurren-

ce endsige larerens kontrolfunktion.

Vi har fglgende forslag til minimumsprogram, for. at en undervisning pa& rime-
lig vis kan give eleverne mulighed for at skaffe sig informationer om matema~
tikkens samfundsmzssige funktion og holdninger herom:

Imellem de matematiske omrdder, som skal gennemgds i undervisningen,valges 3
omrader,- et omrdde, der kan bruges som case-study p&, hvorledes matematikken
er udviklet historisk, et omrdde, der kan bruges som case-study for anvendel-
sen af matematik samt et omrdde, der kan bruges som case-study for matematikf
kens axiomatiske struktur. I undervisningen af det til anvendelser udvalgte -
matematiske emneomrdde (f.eks. differentialligninger) bliver matematikkens
anvendelse gjort til selvstandigt objekt - foruden den ordinere eksamcnsfor- -~
beredelse -, og analogt i de 2 andre valgte emneomrdder.

Forslaget er begrundet i, at vi mener, at hvis man ikke pd et eller andet
tidspunkt tager hvert af disse 3 forhold op til en grundig behandling, dvs
lader dem vare undervisningens objekter, sd vil de kun kunne optrade som pa-

dapopisk if for selve indleringen af teorien, og det mener vi er fejlagtipt.

Prioriteringen af anvendelsec- og historieaspektet har vi leverct samlede be-

grundelser for i kapitel 1, mens det axiomatiske aspekt optrader pd forskel-
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lige og adskilte steder i kapitel l.og 2. Det er derfor pd sin plads at op-
summere arguﬁentationen for vores priorjtéring af dette aspekt i en gymnasi-
e/HF-undefvisning. Argumentationen er to-delt. For det fgrste er den axioma-
tiske struktur af grundlaggende betydning for, hvad det er for en type ud-
sagn,.som‘matematisk teori er i stand til at freﬁp?inge : der kan kun frem-
bringes "hvis..... s, S8&... .. "-udsagn. Denne egenskab ved matematikken findes
ogsd ved matematiske modeller. Ogsd her er det kun ud fra en viden‘om_model-
lernes forﬁdsatninger, ét modellernes udsagn kan'vurdefes, og under vores
diskussion af anvendelser (kapitel 1.2) konkludeéede vi, at netop den sam-
menfattende Vurdering af forudsatninger og.konklﬁsiéne; var af be?ydning for
en undervisning i matematik. .‘

For det andet er vor prioritering af en behandling af det axiomatiske aspekt
begrundef.i, at vi-mener, det kaﬁ(haQe en afmystificerende effekt. Det er
erfaringsmaessigt vanskeligt for mangé elever at fd hold pd, hvad matematik
er for en dims. Det er svart at begribe, hvad et bevis er,- hvorfor noget mi
tages som givet, og hvorfor noget andet skal bevises. Forvirringen giver sig
udtryk i elevbemzrkninger som: "der st&r det samme flére gange",ég "det er
da oplagt". Nar man ikke forstér.spillereglerne i teorien, md den uvilkdrlig
opfattes som vilkarlig og uforstdelig. ‘

Vi mener, at det er vigtigt, at denne opfattelse nedbryde§. Som beskrevet i
kapitel 1 kan det, at man tror,.man ikke selv kan fofsfé matematik, styrke
en opfattelse af intelligens og dygtighed som en ﬁedf¢dt ellerhentydig "ev-
ne", som andre - men ikke en selv ef i besiddelse af. Dette-anser vi - for.

at vare politisk undertrykkende.

Vi er nu rustedé til at opstille en ideel metode tii at tilrettelzgge et un-
dervisningsforlgb i et bestemt matematisk emneomrdde for et'bestemt klasse-
trin. Man starter med at skaffe sig en viden om fglgende omrader: eémneomra-
dets historiske udvikling, emneomrddets anvendelser i dag samt emneomrddets
axiomatiske struktur. Herudfra skal man sd vurdere, om emneomriddet frembyder
interessante forhold indeﬁ for et eller flere af disse tre navnte aspekter,
sdledes at en gennemarbejdning af emneomrddet kan‘bruges som et case-study
pd et af de tre éspekter. Hvis ikke emneomrddet er velegnet_til nogen, af de
tre ting, undervises der efter fglgende principper:
a) elevérne skal lare at kende de anvendeléer, som de vil st¢dé pd i andre
fag, '
b) eleverne skal traznes i at lgse typeopgaver inden for omrddet, og de skal
have en fortrolighed med og et overblik over stofomrddet.
For at kunne lave en undervisningsplanlagning er det herudover en ngdvendig-
hed at kende til eksamenskrav, til tilgesngeligt undervisningsmateriale samt

til elevernes forudsatninger og tilrddighedvarende tid.
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Udover dette forslag til den indholdsmessige vagtning af undervisningen vil
vi skitsere nogle principper i forhold til arbejds- og evalueringsformer.
Dette vil ske ud fra de overvejelser, vi gjorde os i kapitel 1.2. om almen

politisk bevidsthed sammenholdt med kapitel 2 om betingelser (samt med ef-

_fektivitetsbetragtninger i forbindelse med vores eget studieforlgb).

Som det er navnt i kapitel 2 har gymnasie/HF-elever i kraft af deres aldef
og derigennem deres placering i samfundet ikke ret mange forskelligaftede:x
wrfaringer - ej.heller angiende arbejdssituationer. Vi ser det som en af under-
visningens opgaver.at give eleverne mulighed for at fa nogle erfaringer om
forskellige arbejdsformer, hvilke typer af opgavér de hver isar kan bruges
til og hvilke typer af kvalifikationer og af forhold mellem larere og elever

og mellem eleverne indbyrdes, som arbejdsformerne hver isar fremelsker.

Angdende evalueringsformer gg¢r det samme sig gzldende. Evaluering vil vi gi-
ve en-h¢5 prioritet, og vi vil bide afsatte tid til det og forklare eleverne
vores begrundelser for denne prioritering. Dette gzlder specielt i de under-
visningsforlgb, der kraver meget af eleverne. A
Undervejs i de enkelte forlgb og ved afslutningen af,dem skal eleverne del-
tage i en evaluering af forlgbet og af klassens og de enkelte elevers udbyt-
te. Evalueringerne af det faglige udbytte skal tilrgttel&gges, sd det opfyl-
der det formdl, at eleverne hver iszr fir udbytte af at deltage i evaluerin-
gen, jvi eksemplerne i kapitel 2. Det kan for eksempel foregd ved, at ele-
verne alene eller i grupper skriftligt udarbejder 1) opsummeringer af struk-
turen i det gennemgdede forlgb og/eiler 2) formelsamlinger, der foruden de

gengse formler ogsd indeholder en beskrivelse af typéopgayer.

Det forhold, at man overhovedet lader en lgbende evaluering indtage en va-
sentlig plads i undervisningen, mener vi, kan bruges som et middel til at .
mindske den elevundertrykkelse, der oftest/ofte/i nogle tilfalde/i enkclte
tilfzlde (l@seren bedes her overstrege det ikke gnskede) finder sted i
matematikundervisningen, med nedbrydelsen af selvsikkerhed som konsekvens.
En anden mdde at nedbryde undertrykkelsen pd er, at tage skolesituationen
som s&dan op til behandling, da en af de vigtigste undertrykkelsesmeka-
nismer bestdr i, at det er og det ggres vanskeligt for eleverne (og til~
dels for lareren) at gennemskue, hvordan hverdagen er styret, hvilke krav,

der bliver stillet til en og hvilken form for indflydelse man har.

Vi mener ikke, at vi er i stand til at give de ovennavnte principper en
mere detaljeret udmgntning uden at tage et konkrvet udgangspunkt, f.eks.
ved at planlagge et undervisningsforlgb, hvilket vi vil g8 i gang med i

den fglgende del af rapporten.




Periodisering

Indledning til del IT.

Som beskrevet i indledningen (kap 0) har vi valgt at lade vores under-
visningsforlgb omhandle integralregningen og differentialligninger. Vores
grunde hertil er ligeledes beskrevet i indledningen.

Disse underv1sn1ngsforl¢b vil vare at flnde i kapltlerne 3.4 og 4.4,

Bade kapitel 3 og kapitel U4 vil vare disponerét éfter de principper for
planlmgningenﬂaf et underv1sn1ngsforl¢b, ‘som Vi har udmgntet i opsum-

meringen tik del I. Det vil sige, at vi 1nd1edn1ngsv1s vil beskrive de

-to omraders v1denskabshlstorlske udv1k11ng og deres anvendelsesomrader

(omkring den historiske udvikling har vi ikke foretaget ‘selvstaendige
studier, men refererer blot sekundarkilaei). . .
Efter dette vil vi undérs¢ge det tilrddighed varende undervisningsma-
teriale, for derefter at gd over til en egentlig undervisningsplan-v
legning. ‘Denne omfatter 1) en beskrivelse af de formelle bestehmelser,'
2) en prac1ser1ng af formalet med netop det forlgb,.3) en pracisering
af elevforudsatnlnger og til sidst 4) beskrivelse ‘af- arbe]ds- og eva-

lueringsformer og.5) selve forlgbet.

Kapitel 3.1.. Den historiske udvikling af integralregningen.

Vi vil i dette afsnit give en kort og oversigtsmessig gennemgang af in-
tegralregningens historiske udvikling. De sp¢fgsmélivi vil tage op er:
1) hvorndr er hovedudviklingen sket, 2) hviike omrader er udviklingen
sket 1 forhéld til og 3) hvad har veret .de. begrebsmassige Qanskelighe—
dor. .
Integralregningens (55) historie kan siges at falde i tre perioder. Den ~
f¢rste‘er antikken, hvor de bl.a. beskaftigede sig med forskellige (prak-
tiske) metoder til bestemmelse af arealer og rumfang af for eksempel cir-
kel oglkugle ud fra areal af kendte stgrrelser (trékanter og firkanter)..
Dereftef ligger matematikkens gdvikling stille indtil omkring 1500, hvor

man genopdagede antikkens resultater og udnyttede dem til bl.a. tyngde-

punktsbestemmelse. 1 forlangelse med dette blev regning med differential—

* kvotienter og med bestemmelse af intégraler udviklet, uden at grundlaget

for det. blev praciseret. Dette blev fgrst gjort efter, at man havde kon-
stateret, at man kunne bruge resultaterne i forskellige sammenha@nge. I
den sidste periode foregdr da praciseringen af det.matematiske grundlag
for integralregningen, idet man fir preciseret gransevardibegrebet og

konvergensbegrebet (56).

(55) Ligesom forgvrigt det meste andet af den matematik, som indgdr i gymnasieskolens
pensum.

(56) Det fglgende bygger vasentligst pé Struik, Dirk J.:"Matematikkens historie",
Haases Facetbgger 1966 og pa foredrag pé RUC af Anders Madsen, marts 1978
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I antikken fgrte beskaftigelsen med sdvel praktiské former for areal og
specielt rumfangsbestemmelse (af bl.a. pyramide) som problemer af mere

spekulativ karakter, .sdsom cirklens kvadratur, til infinitesimalbetragt-
ninger. For eksempel beregnede Arkimedes fglgende ulighed, 3%% <.ﬂ»< 31,
ved at lagge en rakke polygoner inden i og udeén om en cirkel;, som mere

Of mere narmede sigfcirklen. I antikken havde man kun de rationale tal.

I perioden 1600 - 1800 sker udviklingen af matematikken dels i forbin-
delse med udviklingen af astronomien og fysikken -tyngdepunktsbestemmel-
ser, hydraulik og mekanik - , og dels ved at nogle personer ( Toricelli,
Fermat og Pascal) som fritidsbeskaftigelse har siddet ég puslet med be-
stemmelse af arealer af for eksempel cykloiden (57). Som eksempel pd det
fgrste kan navnes, at Kepler beregnede stgrrelsen af ?sinede numerisk i
forbindelse med astronomiske overvejelser. °

Der var siledes mange, der arbejdede med problemer, der fgrte til infi-
nitesimale betrégtninger. Men det er Newton og Leibnitz, som tildeles
zren for at have udviklet metoderne inden for integral- og differential-
regningen. De udviklede deres teorier uafhangigt af hinanden, - Newton

(i 1665-66) i forbindelse med kinematik og Leibnitz (i 1673-76) ved geo-

metriske overvejelser; men de ndede til samme resultater (58).

Et vasentligt problem i forbindelse med differential- og integralreg-
ningen og praciseringen af grundlaget for den, -er netop tolkninggn af

de infinitesimale st@drrelser - gransevardibegrebet.

I Newtons teori, som han kaldte fluxionsteori, kaldes de infintesimale
stgrrelser for f.eks. %Xo. Her er det uklart, hvordan Newton opfattede
o-et, ombdet er nul, et endeligt tal eller om han faktisk opfattede det
som en infinitesimal stgrrelse.

Det er ligeledes uklart,om Leibnitz' dy'er var endelige stgrrelser, el-
ler de var mindre end et hvilket som helst tal; men nul var de dog ikke.
Lagrange derimod forkastede gransevardibetragtninger, da "han ikke kunne
foratille oig hvad der sker, ndr 8y/Az ndr sin grenseverdi'(5%),0g han
sggte i stedet af formulere et grundlag for infinitesimalregningen ved
at reducere den til algebra.

Som vi ved i dag blev det dog grensevardi- og konvergens betragtninger,

(57} F.eks. var Pascal sagfgrer af profession og beskaftigede sig med matematik som
hobby.

(58) Leibnitz' notation er den, der bruges i dag.

(59} Struik, side 166.
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Til denne sejr bidrog bl.a. D'Alambert, som indfgrte begrebet granse-

vaerdi. "Han kaldte en storrelse for en grenseverdi af en anden, dersom
denne anden kommer den forste nermere end nogen anden given stérrelse
(forskellié'frq 0). "Differentiationen af ligninger bestdr simpelt hen

i at finde grenseverdien af forholdet mellem endelige differencer af to
variabler, som er indeholdt i ligningen” (citat fra et andet sted‘i bo-
gep).Dette var et stort skridt fremad, Zigesom«ags&'D'AlémbertsAidé‘om
uendelige storrelser:af forskellig orden. Det uarédog ikke let at over-
bevise samtiden om betydninéen af D'AZambe}ts syn;punkter,iog ndr han
pédstod, at sekanten bliver til en tangent, ndr de to skeringspunkter
falder sémmen, opfattedes det som om han ikke havde overvuhdet de van-
skelitgheder, der skjulte sig i Zenons paradokser."(60).

Bl.a. ved brug af D'Alamberts grensevardibegreb far Cauchy omkring 1820-
30 ferdigformuleret det matematiske grundlag for iﬁtegral- og differen-
tiélregningen, som vi kender deh i dag.

Der gik-altsé 160 ar fra Newton formqlerede metoderne til de blev mate-~
matisk bevist. At metoderne alligevel blev brugt i den mellemliggende pe-
riode, md vel tilskrives, at de gav nogle resultater pd de omrdder, hvor
de blev anvendt, og at resultaterne stemte. 'godt' overens med erfaringer

og praksis.

_ Opsamlende kan siges, at den historiske baggrund for integralregningen

har varet beregninger af arealer (og opsummeringer af arealer), som det

er uhyre vahskeligt at udfgre uden ihtegraler.

Desuden kan det ses, at der er témmelig store erkendelsesmxssige proble-
mer forbundet med dannelsén af gransevardibegrebet. Det ses, at det har
kostet meget tid at f& dannet det begreb, som matematikken i dag rummer .
om graznsevardi, og det ses, 'at der har varet en stor debaf om dette.
Endelig ses det, at det faktisk kunne lade sig g¢re at anvende integral-
og differentialteknikker uden at have et pricist defineret grundlag,
ligesom det kunne lade sig ggre at lade integral- og differentialregnin-

gen indgd i udviklingen af fysiske teorier.

Integral- og dilferentialregningen (i alt fald, som der undervises i den

pa gymnasieni&eau) er stort set udviklet fgr &r 18oo0, altsd i en histo-

-risk sammenhang, som er vaesentlig forskellig fra den, vi har’'i dag. Der-

for mener vi, at det er svert (omend ikke umuligt) at overfgre erfaringer,

fra hvordan. denne del af matematikken er udviklet til,hvordan matematik

(60) Struik, side 157.
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(og naturvidenskaben) udvikles i dag. 0g det er en sddan viden,vi vil
formidle til eleverne (jvf kapitel 1.1.1).

Alligvel mener vi dog, at kunne bruge denne hiskoriske oversigt pd nog-
le omrdder. For det fgrste kan man konstatere, at ompidet historisk har
veret begrebsligt svart - hvilket det sikkert ogsd vil vere for clever-
ne -, og her er det specielt gransevardibegrebet, som det er vanskeligt
at~b¢gribe. For det andet kan man f&§ et yderligere argument for anven-
delsesorienteringen, da vi jo har konstateret, at det vasentlige ved de
nye begreber var deres brugbarhed i praksis, og hvor man i adskillige

ar sd stort pd, at deres matematiske grundlag ikke var stringent.
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Kapitel 3.2. Anvendelse af integralregningen.

Formilet med dette afsnit er at_vurdere, om anvendelsen af infegpalreg-
ningen er et egnet omréde til at lare eleverne noget om, hvordan mate-
matik anvendes i dag. Vi har i kapltel 1.1.2 diskuteret, hv1lken beskaf-
fenhed anvendelsen skal have, for at vi vil ggre den til genstand for
undervisningen - den skal kunne sige noget om overgangen fra virkelig-
hed til matematik, altsd om selve modelbygningspfoceduren.

I det f¢1éenae vil vi derfor vurdere integralregningens anven§else'ud

fra dette kriterium!: . .

Integralregningen pd det niveau, som den bliver formidlet i gymnasiet,
indgdr som redskabsdisciplin i.en prazkke andre videnskaber - b&de p& det
niveau, der undervises i gymnasiet,og pd et mere avanceret niveau.

ﬁerimod har vi ikke kendskab til, at den pad nogen omrdder anvendes selv-

|s‘caandigt som modelbygning af virkeligheden.

Som beskrevet i fofegéende afsnit har integralrégningen spillet en ve-
sentlig rolle i udviklingen af fyéik, bl.a. i forbindelse méd Newtons
uqvikling af bevagelsesligningerne.

Det er ikke alene i udviklingen af fyéikkgn, at integralregningen havde
betydning}.— den indgdr stadigvak som en del.af den fysiske teori. I
Ogsa inden for statistik og sandsynlighedsregning har integrairegning
en vasentlig funktion bade i udviklinéen og i teorieh.i dag. Som ek;
sempel pd betydningen i udviklingen kan navnes, at Pearson beregnéde
xz—sﬁ¢ryélsén ved at regne pd rumfang af en generaliseret ellipsoide,

-
og 1 den forbindelse benyttede han kendskabet til integralregningen(61).

.I dag indgar integralregningen som et uundvaerligt led i sandsynligheds-

teorien for kontinuerte fordelinger, ved at sammenhangen mellem fre-
kvéns og fordelingsfunktion beskrivesvved hjelp af integralet, og ved at
for eksempel middelvaerdi beregnes ved integraler.

Ogsévi differentialligningsteorien, som vi behandler i naste afsnit, N
har integralregningeh eﬁ vaesentlig funktion; Den udggr en ngdvendig

forudsaetning for,at man kan lgse ligningerne analytisk.

Det at integralregningen har denne funktion som redskabsdisciplin bety-

der, at vi ikke ggr anvendelsen af den til objekt for undervisningen.
Men dette betyder selvfglgelig ikke, at vi ikke vil ggre:eleverne op-

mzrksomme pd, hvad integralregningen bruges til. Vi vil ligeledes tage

. nogle af de eksempler, hvor integralregningen anvendes i andre fag i

gymnasiet, op til behandlinp i vores undervisningsforlﬁb.

(61) Pearson, E.S5: "Some incidents in the early history of biometry and statistics.
1890-94.", Biometrika, vol 52, 1965, side 3-18.
Genoptrykt i Pearson og Kendall: !Studies in the History of Statistics and
Probability, London 1970, side 323-38.
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Kapitel 3.3. Undervisningsmateriale om integralregning.

N&r man skal planlegge et undervisningsforlgb, vil en af de ting, man

skal g@re, vare at orientere sig om, hvilket undervisningsmateriale, der

findes om emnet og foretage en vurdering af dette materiale.

Vores situation som studerende pi et universitet er i den forbindelse 7~

priviligeret, idet vi kan tillade os som en del af vores studie at gd B

sarlig dybt i vurderingen af undervisningsmateriale, og bruge mere tid

pad det, end en ansat lazrer normalt ville have tid til.

I det fglgende vil vi , inden vi gdr over til en beskrivelse af lare-

bggerne, derfor beskrive pd hvilken mdde vi er gdet frem i denne mate-

rialegennemgang.

Da et af vores erklzrede generelle mdl med undervisningen er, at give

eleverne en klar opfattelse af matematikkens. axiomatisk-deduktive struk-

tur, er det vasentligt for os at vurdere, om lerebggerne er axiomatisk-

deduktive i deres opbygning.

Da Kristensen og Rindung (62) er det mest udbredte larebogssystem, og i

sin fremlzggelse af stoffet kan betragtes som en gymnasiets reprasen-

tant for Bourbaki-skolen, var det naturligt for os at starte med at lave

en vurdering af den axiomatisk-deduktive struktur i dette larebogssystems

behandling af integralregningen. Vores metode til at prgve at fd et over-

blik over dette var at beskrive strukturen i et diagram. Det er i dette

diagram illustreret i hvilken rakkefglge tingene bevises, hvad de bevi-

ses ud fra, hvad der optrader som axiomer, hvad der er setninger, defi-

tioner osv. Vi har behandlet b&de den gamle (64) og den reviderede (65)

udgave af larebogssystemet for at se hvilken udvikling, der cr sket.

Vores naste skridt i denne undersggelse var at underkaste de andre lere-

bggers integralregnings afsnit en lignende procedure (66).

Udover en beskrivelse og vurdering af strukturen (herunder udarbejdelse

(62) Kristensen og Rindung; larebogssystem for matematik i gymnasiet. Gad.

(63)

(64}

(65)

(66)

Se bilag 2.

Kristensen og Rindung: "Matematik 2, matematisk-fysisk gren", Gad 1971. I det fgl-
gende kaldet Kr & R, 1971.

Kristensen og Rindung: Matematik 2.1, Gad 1974. I det fglgende kaldet Kr & R, 1974.

De bgger vi har behandlet er fglgende:

Kr & R, 1971

Kr & R, 1974

anderscn, Billow og Helms: "Matematik for gymnasiet. 2A", Gyldendal, 1964. 1 det f£p1-—
gende kaldet A,B & H.

aAndersen og Mogensen: "Matematik IIY, Gyldendal, 1966. I det fglgende Kaldet A & M.
Axelsen og Schrgder: "Matematik 2 for HF tilvalg"®, Gad 1977. I det fglgendc kaldet
A & 3.

Handest et.al: “ Matematik BY ,Munksgdrd, 1970. I det fplgende kaldet H.

Allan Tarp: Matematiske vekstmodeller, GMT 1974, I det fglgende kaldet A.T.

Crona og Vibjerg: “Matematik 2 - et grundlag for videreuddannelse! Eget forlag,
1977. I det fg¢lgende kaldet C & V.
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af diagram) lavede vi en vurdering af den enkelte bogs historiske og
anvendelsesorienterede betragtninger, en vurdering af om de lagde op til
en intuitiv begrebsforstdelse, og en vurdering af om de lagde op til be-

stemte arbejdsformer.

Det var oprindelig vores mening, at diagrammérne for de .andre bgger skul-

le udarbejdes sdledes, at det var klart, hvorledes disse larebgger ad-
skilte sig fra Kr & R. Vi hdbede pa, at man simpelthen kunne tegne struk-

turen ind i samme diagram, og dermed klarggre hvilke teoridele, der med-

tages/udelades oé hvilken vej, fremstillinéen i de enkelte bgger fglger.

Men det viste sig hurtigt at vare en uoverskueliguopgave. For eksempel
benytter A,B & H sig af trinfunktioner.og fglger af trinfunktioner i ste-
det for over- og undersummer. De benytter viden om konbergenfe fglger og
indfgrer intégralet som graznsevardi for fglger af trinfﬁnktionev.

Hvis dette —'og de andre uoverensstemmelser

- skulle indfgjes i diagram-

met ville det for os at se blive uovefskueligt og. intetsigende (67).

Vi har i stedet valgt at udtage nogle ngglepunkter af indholdetlog se
pas; hvorledes disse behandles i de forskellige larebogssystemer.

Gennemgangen af bggernes integralregnings afsnit vil derfor have fgl-

. gende disposition:

a) Introduktion til stofomrddet.
Vi er af den opfattelse, at det betyder en hel del for elevernes for-
trclighed med stoffet, hvorledes de bliver introducerede til det. Vi vil

derfor undersgge pd hvilken mdde, de forskellige lereb¢gér dels. intro -

" ducerer indholdet i stofomrddet og dels motiverer, at det er interessant.

b)Hvilke typer af funktioner behandles.

Dette er et af ngglepunkterne i behandlingen i strukturen i1 afsnittene;
Som .det vil fremgd senere, har vi valgt at lade vores(undervisningéfér-
1¢b i integralregning udelukkende‘behandle stykkevis kontinuérte funk-
tioner ud fra den begrundelse, at det er dem, eleverne vil komme ud for
og fordi; vi ikke mener, ét modeksemplerne vil fa anden betydning for
eleverng, end at en del af dem vil blive forvirrede, hvis ikke eksemp-
lerne kommenteres dybtgdende. Vi vil derfor undersgge de forskellige la-
rebggers holdning til dette problem.

c) Hovedsatningen.

-

Med hovedsztningen vil vi forstd den sztning, som knytter sammenhzngen
mellem stamfunktions tilvaksten og det bestemte integral:

b
F(b) - F(a) = |

F'(t) = f(t) e f(x)dx

(67) Selvom det ville kunne lade sig gdre at fremstille disse ting overskueligt i et
diagram, ville det vare forkert at g¢re det, idet det ville give indtryk af, at
tingene var mindre komplicerede end de rent faktisk er.
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Beviset for denne centrale sammenha@ng har vi valgt at lade verc ct andet
ngglepunkt.

d) Integralet som gransevardi for summer.

I bekendtggrelsen for den matematisk-fyskske gren (68) stdr det bestem-

te integral som gransevardi for summer navnt. P& grund af anvendelsen‘i

fysikken, hvor det netop er summationsbetragtninger, der fgrer til inte=-
gralbetragtninger, har vi ogsd ment,: at dette var et vigtigt:punkt. Der-
for har vi udnavnt dette til at vare det tredie ngglepunkt (69).

e) Intiutiv begrebsforstdelse.

Selvom vi selvfglgelig mener, at det i hg) grad er en af lererens funk-
tioner at formidle en intuitiv forstdelse af begreberne og sammenhangene,
er det alligevel af betydning at konstatere, hvor meget larebggerne pgpr
ud af dette.

£) Anvendelse af integralregningen.

Vores konstatering af, at integralregningen ikke i sig selv har en sd
betydningsfuld anvendelse; at den kan ggres til selvstandigt objekt for
undervisningen, betyder ikke, at vi ikke vil inddrage anvendelseseksemp~
ler i undervisningen. Specielt kan det have betydning at inddrage sddanne
anvendelser af integralregningen; som eleverne mgder i andre fag i skolen.
Med henvisning til diskussionen i kapitel 1.1.2 om anvendelser, vil vi

i gennemgangen af materialerne beskrive hvilke typer af anvendelser, der
inddrages. s

g) Videnskabshistorie.

At vi ligeledes har konstateret, at integralregningen ikke bgr anvendes
som middel i en videnskabsorienteret undervisning, forhindrer heller
ikke, at vi vil inddrage videnskabshistoriské kommentarer i undervisnin-
gen. Men det er ikke ligegyldigt for os, hvad det er for en type af kom-
mentarer (jvf kapitel 1.1.1), og derfor vil vi bemerke materialernes vi-
densk;bshistoriske behandling.

h) Elevvenlighed.

Nogle egentlige kriterier for lasbarhed har vi ikke kunnet fastlzgge.

Vi mener ikke, at det kan ggres generelt (70), men afhaznger en del af,
hvilke konkrete erfaringer, som laserne har. Vi har derfor varet ngdsa-
get til at bruge vores egne erfaringer med bggerne, og ud fra dem for-

midle et umiddelbart indtryk af lasevenlighed og elevvenlighed:

(68) Samlede bestemmelser vedrgrende studentereksamen, l.udg, juni 1973, ¥roghs Skole-
hindbog. A/S, Vejle, side 14.

(69) Punkterne b,c,d vil for nogle af bggernes vedkommende optrade i en anden rakkefpl-
ge ait efter den rxkkefolye, man gir frem efter i den enkelte bog.

(70} Den normale LIX-betragtning, hvor man anlzgger ot mil for lasbarheden udfra sat-
ningens og ordenes lengde, har udover de andre svagheder den svaghed i forhold
til matematikbgger, at den umuligt kan tage i betragtning, hvor vanskelige de ting,
der formidles ved hjzlp of matematiske togn og graske bogstaver, er for aloverne.
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3); arealfunktionen er additiv.

Bogen starter integralregningen med betragtninger omkring areal, hvor

der opstilles fg@glgende axiomer for et ;dvidet arealbegreb (side 128):

1) arealet af en punktmezngde er et tal stgrre end eller lig med nul.

2) enhver %olygon har det samme areal, som i henhold til det elementare
arealbegreb. . ‘

Mf pér der til en punktmengde til vilkdrligt e<o eksisterer indre og
ydre.polygoper, hvis arealforskel er mindre en¢le, har punktmeng-

den et areal.

Det bestemte integral. indfgres derefter som gr&nsevapdibfor sumner.
Fgrst defineres over-, under- og middelsummer (ved bl.a. betragtninger
af grafer). Efter nogle indledende satninger om disse, kommer fglgende

setning (uden bevis): "Der eksisterer mindst et tal T, som er sterre end

eller lig med enhver undersam'og mindre end eller Zigvmed enhver over-

“sum."(71). g derefter siges, at hv1s der kun flndes et tal T, s& er

f integrabel og T kaldes det bestemte 1ntegrale fra a til b: ff(x)dx.
(72). 2

Bogen har hovedéatningen’i fglgende formulering: Hvis f er integrabel
og f har stamfunkrion F, s& galder:[f(x)dx = F(b) - Fa). .

De har tidligere yist, at det‘besteite integral kaﬂ_bruges til bereg- |,
ning af arealet under en kurve ‘i et interval. l

Hovedsatningen bevises ved at de ved hjmlp af middelvardisztningen fir,

. s . \
at stamfunktionstilvaksten fids som det tal, der adskiller over- og un-

dersummerne, hvilket netop er definitionen pa integralet.

Bogen starter med at behandle funktioner generelt, det vil sige at inte-
gralet defineres generelt for funktioner, og senere vises sd, at styk- .
kevis monotone funktioner og kontinuerte funktionef er intégrablé. Dette
sidste bevises kun i bogen for den'matematisk-fysiske.gren'

Samtidig med formulepingen'af sa@tningen om, at kontinuerte funktioner er
integrable, ggres opmerksom pd, at kontinuitet ikke er en forudsatning

for integrabilitet.

Endvidere har de et eksempel pi en funktion, der ikke er integrabel (73).

(71) Kr & R, 1974, side 141

(72) Denne udgave af Kr & R, 1974 adskiller sig fra den zldre udgave fra 1971, idet
denne sidste starter med en prasentation af nogle problemstillinger { a) arbejde,
b) tilvakst i en funktion, hvis afledede funktion er kendt, ¢) middelvaru. af en
funktion i et interval og d) areal), og idet 7l-udgaven ikke udtrykker forudsat-~
ningerne om areal direkte som axiomer. Endvidere bruger 71-udgaven begreberne
supremum og infimum for undertal og overtal i stedet for 74-udgavens "tal, der
skiller to mengder"”.

1 for x € Q
o for x € RN Q

(73)

Funktionen f£(x) = { og x € [0,1.
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De g¢vbudtrykkeligt opmerksom pd, at regnereglerne kun gelder [or kon-

tinuerte funktioner.

Der findes gode og illustrative figurer i de indledende afsnit med a-

real og sumovervejelser, men vi mener ikke, det er nok til at sikre en

intuitiv begrebsforstdelse.~For at dette kan opnds, kraves der for os = BE =
at se, atieleverne selv udfgrer numeriske beregninger ud fra mange for-

skellige grafer, som de selJrhar konstrueret.

I forbindelse med gennemgangen af teorien findes ingen anvendelser, der -

er kun interng matematiske eksempler.

I afsnittet, som hedder 'Anvendelser af integralregningen', findes fgl-

gende anvendelser: rumfang af omdrejningslegeme, fra fysik er der bestem-

melse af vejen; ndr man kender hastigheden, ineptimoment,lberegning af ar- |

bejde og til sidst er der et eksempel med beregninger pad en efterspgr-

selskurve. Alle eksemplerne behandles uden, at modelkonstruktionen dis-

kuteres - dette gzlder ogsd for efterspgrgselskurven.

En sddan behandling af anvendelser, mener vi, er utilstrakkelig (jvf

kapitel 1.1.2).

Der findes ingen antydninger af historiske beh&rkninger.
|

Bogen har en sddan sverhedsgrad, at det kraver larergennemgang, fgr 1

eleverne selv kan lase den. Den er p& den ene side for kortfattet i

sin forklaring af begreberne, og pd den anden side er den vanskelig

at s14 op i og repetere efter (jvf lzrer A's generelle vurdering af

larebogssystemet i bilag 1).

Bortset fra at hovedsatningen kaldes hovedsatning, er der ingen prio-

ritering af, hvad der er vigtigt, hvilket sikkert ogsd vil ggre det

svart for eleverne at vurdere, hvor de skal ligge deres krafter.

Bogen indfgrer og definerer integralet pd tre forskellige méder.

De starter med at indfgre det ubestemte integral ved at minde om, at
en stamfunktion til f(x) ogsd kaldes et integral af f(x) og betegnes
ved [f(x)dx, det vil sige, at de trakker det op, som eleverne skullc

kende fra differentialregningen.

De pointerer desuden i starten, at der "ved de integrationer, der her
bliver tale om, fdr vi kun at gere med kontinuerte funktioner, og du

enhver sddan funktion, som anfert i § 47 setning Ili, har cn stamfunk-
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tion, kan vi aqltsd pd forhdnd vere sikre pd, at integrationsopgaven har

en Z@sningh(7u).

Denne bogs indledning med at knytte sammenhangen mellem det ubestemte
integral og stamfunktion, betyder at hovedsatningen egentlig ikke far ka-
rakter af satning, men indfgres til definition af det bestemte integral.

Ved betragtning af integralkurver (kurver for y = F(x) + ¢, hvor F(x) er

en stamfunktion til f(x)) fds det ved a bestemte 1ntegral af f(x):

f

Fa(x) = F(x) -iF(m) og denne tilvakst betegnes med’ If(t)dt

Ved at s&fte x = B fds det bestemte lntegral fra o t11 g af f(x):

8 .
ff(t)dt = F(B) - F(a).

a

I

I det sidste afsnit i kapitlet (75) defineres det bestemte integral ved

summer, hvor de fgrst viser, at en middelsum er begraznset af en under- og
en oversum. Herefter defineres det bestemte integral ved mengdeindsnav-
ringen mellem to talmangdef, der er funktionens under- og ovefsummeri'
Endelig indfgres det bestemte integral som gransevardi for middelsum{
mér, hvor middelsummer er dén talf@glge, der er konvergent med intégra-_,‘-

let som gransevardi (76).

Den eneste intuitive forstdelse, der lazgges op til, er gfafiske ffem-
stillinger af problemerne og deres lgsning. Dog indleder man under sam--
menh&ngen melleﬁ integral og- areal med en forklaring pd forskelle mellem .
veldefinerede géometriské objekter, som det er 'leftere"at fastlagge et
mal pé, end pd vilkarlige objekter, som arealet under en vilkérlié funk-
tion. Dette er miske narmeré en begrundelse for matematikkens betydning

( og af betydning for matemétikken) end en ;ﬁtuitiv begrebsforstdelse,

der l®gges op til.

Bogen beskazftiger sig kun med anvendelser af integralregningen i fysik,
og det forégér i et specielt afsnit. De énvendelser; der optrader her,
er bestemmelse af tyngdepunkt for vilkdrligt legeme og bestemmelse af

inertimoment.

Der er en del historiske bemerkninger i bog I. Ud over at give nogle fak-_
ta omkring et begrebs opdukken i historien, har de en del bemzrkninger om,

at matematikken er tankens barende kraft. De placerer endda videnskaber-

(74) A & M, s. 142,
(75) I et mellemliggende afsnit er sammenhzngen mellem areal og integral behandlet.

(76) A & M, s. 182,
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ne i forhold til matematikken, idet Gauss referefes: Matematikken er
videnskabens dronning og talteorien er matematikkens dronning”(77). De
historiske personer har en fremtradende plads og har karakter af mennc-
skeslagtens intellektuelle avantgarde, hvilket vi mener (jvf kapitel

1.1.) er en sandhed med betydelige mofikationer.

Vi vurderer, at bogen—er lettere end Kr & R for eleverne, da den har
mere tekst og g¢r mere ud af at forklare begreberne iiéfralmindeligt
sprog. ‘

Det at regnereglerne indféres lige efter det ubestemte integral er defi-
neret ved stamfunktion, har sikkert den fordel, at eleverne hurtigt kan
komme i gang med opgaveregningen og dermed kan blive fortrolige med tek-

nikken, at integrere.

Behandlingen af integralregningen bestdr dels af et teoriafsnit, hvor der
ingen anvendelser er ("Integrable funktioner" og "Stamfunktioner") og
dels et anvendelsesafsnit.

Der startes med en behandling af trinfunktioner, der kort er blevet be-

rgrt 1 l.g.

Trinfunktionen har samme funkyion i begrebsudviklingen af integralreg-

ningen, som summer har det i Kr & R, idet kontinuerte funktioner tilner-
mes med en fylge af trinfunktioner. Herefter defineres det bestemte in-
tegral for trinfunktioner. Ved hjzlp af Cauchys konvergenskriterium ud-

vides begrebet det bestemte integral til kontinuerte funktioner (78).

Hovedsatningen (at det bestemte integral af en kontinuert funktion er
lig tilvaksten i en vilkiarlig stamfunktion) .benavnes ikke direkte hoved-
satningen. Satningen bevises ud fra integralregningens middelvardiszt-
ning, der siger, at en kontinuert funktion har en stamfunktion, og ud

fra at to vilkdrlige stamfunktioners differens er konstant.

Indfgrelsen af begrebet integral er snavert knyttet til en type af funk-
tioner, nemlig trinfunktioner. Det vises at, trinfunktioner, kontinuerte
funktioner og stykkevis monotone funktioner er integrable, mens det be-

merkes - uden bevis - at monotone funktioner er integrable (79). Det be-

(77) A & M, bog I, 5. 57.

(78)- Ogsd andre steder i larebogssystemet defineres de nye begreber i to omgange. Det
gelder for granseverdibegrebet, der i fgprste omgang blev defineret for talfglger
med den beqrundelse at "vi hdber herved, at lette eleverne forstielsen af det
mere aluindelige gransevardibegreb." (forordet til A,B & H 2A,5.5).

(79 A, B &M, 8. 112.
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merkes ligeledes, at der findes diskontinuerte funktioner, der har en

stamfunktion. Hovedsztningen bevises for kontinuerte funktioner.

I selve teori afsnittet er der en gvelse, hvor éléyerne'skal tegne gra-

fen for en trinfunktion og angive den geometriske betydhing af det be-

‘'stemte integral (80). Arealtolkningen navnes ikke direkte igen fgr i

anvendelsesafsnittet. Der er igvrigt mange ¢@gvelser, hvor eleverne skal

tegne grafer, bl a. skal de i starten optegne to stamfunktloner og deres
i

'sumfunktloner (81), og de skal give en 1llustratlon af indskudsreglen.

Der er séledes lagt op til en del tegneakt1v1tet for elevernes 51de, men
forfatterné har altsa valgt ikke at ville bruge arealbetragtninger som

eventuel stgtte for elevernes begrebsopfattelse.

Der findes et sarskilt kapitel, 6cr hedder "Anvendelser af Infinitenimal-
regningen". Der'er underafénit om integralregning, der hedder "Arealer" |
"Rumfang", Tyngdepunkt" og "Inertimoment".'Anvendeisgrhe er alle af fy-
sisk art, og de er ikke ledsaget af en behandling ék'kSruds&tningerné for

anvendelsen.

Der findeé i 1gbet af hele larebogssystemet historiske afsnit, der er me-
get mere detaljerede end i nogle af de andre systemer. Vi nmref dog\sn

vis skepsis over for;hvgd eleverne kan skaffe sig af udbytte af -det. Det
cr meget vanskeligt at férholdo sig til det, der er ridset op. For eksem-
pel nievnes for integralregningens omréde, at tanken er fra dén greske old-
tid. Dereffer nazvnes navneiog &rstal i forbindelse med formuleringen af
det matématiske grundlag for integralreéningen. Her fortzlles for eksem-
pel om Riemanns helbred og matematiske produktion,'og at Lebesgue senerel

udvidede. hans integralbegreb ud fra begrebet miltal.(82).

Der findes lange og besvarlige>satningskonstruktioher ind. imellem. For
eksempel siges der: "Ved at .danne summen af produkterne af lengderne af
de delintervaller af [a,b]; og hvori ¢ er konstant, og ¢'sv verdier, 1i,
heri, knytter vi til funktionen og det givne interval et tal I(¢)."(83).
Det er endvidere typografisk svart at. adskille hvad der er-vigtigt, og

hvad der skal bruges til at bygge noget andet vigtigt op.

(80) A, B & H, s. lo6.
(81) A, B & H, s."lol.

(82) I differentialligningsafsnittet er karakteren af opremsning grotesk: pd knap en
side navnes ikke mindre end 17 navne.

(83) A, B & H, 8. lo5.
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-i forhold til f.eks. opbygningen af Kr & R, idet larebogssystemet generclt

Sammenlignet med Kr & R er integralbegrebet klarere khytfet til egenska-~

ber ved de reelle tal, idet der tales om fglger af trinfunktioner, mens

det fgrst er efter, at al teorien er opbygget, at arealbetragtninger tages

ind i undervisningen.

Det er ikke muligt for os at—vurderé elevvenligheden af denne opbygning

7;gér meget mere i dybden med den matematiske fundering end Kr & R. .-

3.3.5. Axelsen_og_Schroder.

P PRy AP Y S -

Bogen indledes med, at man i dette afsnit vil "se, hvordan man kan bestem—

me arealet af visse punktmengder i planen”(84). Disse punktmengder kon-

-‘kretiseres til at vare den punktmengde,”der begrenses af grafen for f,

x—aksen og de to lodrette lintier gennem (a,o0) og (x,0). Dennc punktmeng-

des areal betegner vi Afx)."(85), og det vises, at A'(x) = f(x).

Ved brug af dette og af stamfunktioners egenskaber bevises hovedsetnin-
gen, som her formuleres som at punktmzngden (som peskrevet covenfor) har.
arealet F(b) - F(a), hvor F er en vilkdrlig stamfunktion til f. For st¢r-
relsen F(b) - F(a) bruges betegnelsen ?f(x%dx, som kaldes det bestemte

a
integral af f fra a til b.

Indtil hovedsaztningen er formuleret, beskeftiger bogen sig med kontinucrte,
stykkevis monotone og ikke negative funktioner, og efter hovedsetningen
vises, at al det foregdende ogsd gazlder for negative funktioner. Men el-
lers ggres der ikke noget sarligt ud af at snakke om, hvilke typer af

funktioner dette gazlder for.

Integralet som graznsevardi for summer anskueligggres ved et eksempel, hvor

man ud fra hastigheden i et tidsrum vil beregne vejlangden.

1 1,2
Derefter har de et eksempel pd et integral [e 2*%4x, hvor man ikke kender

-1 .
et funktionsudtryk for stamfunktionen. De udregner da en tilnarmet vardi

til integralet ved hijalp af de netop definerede summer.

0gsad denne bog har en del grafiske fremstillinger. Derudover cr der en-
kelte steder tillgb til at give en intuitiv begrundelse for nogle begre-
ber (og i disse tilfalde optreder den intuitive tolkning i stedet for

et bevis).

{(84) A & S, s. 159.

(85) A & S, s. l6o.
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Bogen har ingen historiske kommentarer.

Udover eksemplet med hastighed og vejlangde i afsnittet om integralet
som gransevaerdi for summer har bogen kun interne matematiske opgaver

og eksempler.

Denne bog er ret ny (1977) og kan opfattes som strukturmatematikkens
svar pd Crone.og Vibjerg's lazrebgger, som i nogle &r havde monopol pa
larebogsmarkedet inden for matematik til HF.

Vurderet ud fra sine egne pramisser virker.bogen haderlig i sin frem-

' stilling. Der ggres en del ud af at precisere forudsmtninger, og det

pointeres, ndr noget ikke bevises.
Typografisk er det klart for eleverne,hvad der er hvad, satningerne er
for eksempel indrammet,og fremstillingen er fulgt op af en hel del il;u-
strationér. .

Men set i forhold til deﬁ anden larebog for HF (C & V),.vil vi befegne
den som betydelig mindre elevvenlig pad grund af dens manglende behand-

ling af anvendelser og af dens mere stringente matematiske frémstilling.

3.3.6. Handest_et.al.

Udgangspunktet i denne bog er, at integralregning er det omvendte af

" differentialregning, nemlig.til en kendt funktion f, at finde sddanne

funktioner F, hvis afledede funktion er f. F kaldes stamfuhktion, og

det ubestemte integral defineres herefter ved stamfunktionen.

Efter at have behandlet sammenhzngen mellem areal og stamfunktion, be-

vises hévedsatningen i fglgende formulering: Arealfunktionen er lig til-
v

vaeksten i stamfunktionen. Her har de fgrst bevist, at arealfunktionen

er differentiabel med den afledede funktion f. Det bestemte integral de-

fineres da som tilvaksten i stamfunktionen.

De beviser, at granseverdien for middelsummen er integralet, efter at
de fgrst har bevist, at graznsevardien for over- og undersummer er are-
alet af punktmmzngden under kurven, og dette areal er jo netop inte-

pralet.

I afsnittet om sammenh&ngen mellem areal og stamfunktion behandles kon-
tinuerte funktioner, hvilket ogsd siges eksplicit.
Integralet som gransevardi for middelsummen blev vist for en kontinuert

voksende og ikke negativ funktion, og bagefter formuleres sztningen .om,




65

Intuitiv be
grebsforsgta-

else

Historie og

anvendelser

Elevvenlighed

Introduktion

Typer af

funktioner

Grznsevardi

for summer

Hovedsetning

at en kontinuert funktion er integrabel (men den bevises ikke).

De har forsggt at bruge dagligdags Sprog i forbindelse med matematikken -
sdledes er hvert afsnit indledt snakkende og tit ogsd grafisk intuitivt.
Men samtidig er der s& mange afsnit, at det nok er svart for eleverne-

at Rolde dem ude -fra hinanden.- -

Ingen af delene bliver bergrt i bogen.

Bogen er opbygget sadan, at der ikke er et overordnet afsnit, der hed-
der integrairegning; men tre afsnit, der tilsammen er det. Det er altsd
ikke umiddelbart kiart for eleverne, at disse afsnit hgrer sammen.
Blandt andet derfor er det umuligt at overskue, hvad der er vesentligt -
bortset fra , at det selvf¢1gelig m& vaere den satning,der er (sztningen
om, at en kontinuert funktion er integrabel), men alt andet fremstar
med samme gyldighed og vasentlighed.

Dens forsgg pad at bruge et dagligdagssprog g¢T» at den nok er lettere

at lzse end Kr & R; men der er en del ting, der bare indfgres og s& ikke

bruges mere, hvilket understreger uoverskueligheden.

Integralregningsafsnittet starter med en beskrivelse af, hvorledes man

kan beregne, hvor langt et skib har sejlet ud fra kendskab til tiden og

til skibets hastighed, og med en beskrivelse af udbredelsen af en epedimi,

hvor antallet af nye tilfzlde tegnes som funktion af tiden.

Materialet beskaftiger sig udelukkende med kontinuerte funktioner (bort-

set fra de indledende eksempler), og det siges ogséd eksplicit.

De indledende to eksempler motiverer interessen for at udregne arealet
under optegnede grafer. Nir man for den xontinuerte funktion, der svarer
til epedimifunktionen, vil udregne arealet (dvs. det samlede antal) de-
fineres og bruges begreberne under- Og oversummer og herefter middelsum-
mer. Det anfgrer uden bevis, at enhver kontinuert fumktion har en stam-
funktion. Differentialregningens middelvardi sztning vepeteres, Of det
fortzlles, at det er muligt at vise, at middelsummerne har det totale

antal nygdomstilfelde N som granseverdi.

Da middelsummernc i kraft af differentialregningens middelverdisetuing

kan omskrives til stamfunktionstilvakster fAiy, at N kan udregnes sof

ad
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tilvieksten i en stamfunktion. Herefter defineres integralet som granse-

verdi for middelsummerne.

Kapitlet starter med et eksempel pd, hvad integralregningen er i.stand
til..Nér vi sammenholder dette hed, at déAfleste matematiske formule-
ringer s¢gges illustreret ved hjalp af gréfer, mener vi, at éleverne kan
fa én intuitiv forstdelse af begreberne. '

I

Underveis (i den teoretiske gennemgang) erfder ek;empier med straekning
af en fjeder Sg afk¢ling af vesker. . ‘

Til allersidsti afsnittet betragtes. et eksempel med en bakteriekultur

(et eksempel, som har varet brugt fgr i bogen).
)

_Anvendelserne er som det ses reelle og er anbragt bl.a. som motivering

for indfgrelse af den nye teori.
I det tilhgrende opgavehzfte er der 4 ud af 36 opgaver, der er formu-
leret,som ikke rent matematiske, og de Y handler om en bils hastighed,

vandtryk, strgmstyrke/ladning og en partikel,der .bevager sig.

Der findes en enkelt historisk bemarkning, og den er intetsigende
vurderet ud fra vores intentioner om, hvorledes videnskabshistorie
skal indgd&, idet det hedder:"Denne skrivemdde skyldes den tyske mate-

matiker og filosof Gottfried Wilhelm von Leibnitz (1646-1716)"(86).

Der er meget formuleret tekst ind imellem de mateﬁatiske formuléringer,
hvilket vi formoder letter tilégnelsen af stdffét; men bogen kan ikke
laxses alene, idet strukturen kan vaere lidt vanskelig at f¢ige.

Bogens meget snakkende form og dens typografi, der ikke adskiller vie-
sentligt fra mindre vasentligt betyder, at den er vanskelig at bruég
som opslagsverk, og der findes ikke, soﬁ der ggr i bog 1, en opsamling

bagerst 1 bogen.

Materialet begynder med at resumere, hvilke problemer differential-
regningen. kan héndtere og fortzller, at integralregningen er det modsat-
te af differentialregning, og at den kan bruges til ud fra kendskab til
stigningsfunktionen at finde selve funktionen eller dens samlede stig-
niné (87). )

Der kommer herefter 7 eksempler og opgaver, hvoraf det kun er den ene,

der kun er.formuleret ud fra et funktionsudtryk:

(86) C & vV, s. 195,

(87) A.T, s. 128,
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Sumovervejelser forekommer to steder i kapitlet. Det bestemte integral
defineres aritmetrisk som granseverdien for "summen af de differenticlle
bidrag”(88), . og det anskueliggg@gres, at dette geo-
metrisk svarer til arealet under funktionen. Dén sidste del af kapitlet
drejer sig om en formalisering af integralet. Her vises, at gransever-
dien er-entydig Bestemt,,nér under- og oversummer kan kommervilkérlig tat
p&: hinanden. B} 7 b
Hovedsatningen kaldes hovedregel. Det bliver vist, at de to metoder, -
at finde tilvaksten i en stamfunktion, og at finde det bestemte inte-
gral defineret ved gransevardien for summer - giver identiske reéulta-
ter. Til dette brug bruges differentialregningens middelvaerdisetning

(uden at sztningens navn anfgres).

Integralet defineres i fgrste omgang for differentiable funktioner. I
den afsluttende pracisering af integralbegrebet godtggres,at konstante,
linezre, begrznset monotone og begrenset stykkevis monotone funktioner
er integrable. For de to sidste typers vedkommende fortazlles det, at
beviset kan fgres som for de linemre, og at eleverne selv kan overveje
dette. Endelig fortzlles det, at kontinuerte funktioner er integrable,

men at det ikke vil blive vist.

Bogen g¢r meget ud af at formidle en intuitiv forstdelse af tingenc ved

at knytte an til virkeligheden eller rettere andre fags virkelighed (en

partikels hastighed, en populations vakst).

Han arbejder ogsd med sproget: "man bruger undervtiden ordet "antidiffe-~
rentiere” istedet for ordet "integrere"" (89) og

"symbolet [, som vi kalder et integraltegn, kan opfattee som en defor-
mation af sumsymbolet £."(90).

Man kan diskutere effekten af dette sidste,-vi mener ikkc, at den mide,
som sproget er bearbejdet pd 1 disse to eksempler, har nogen sarlig ef-
fekt med henblik pd at give eleverné en intuitiv forstdelse af begreber-
ne. Hvorfor skulle sumtegnet virke mindre mystisk end integraltegnet.
Men derimod mener vi, at det, at bogen kalder den afledede funktion

for stigningsfunktionen, kan klarggre begrebets indhold.

Den historiske udvikling bliver ikke bergrt i afsnittet.

{88) A.T, s. 133.
(89) a.7, s. 138,

(90} A.T, 5. 133.

.
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Anvendelser

Llevvenlighed

Bogen legger op til at behandle matem;tjk som modelbygning af virkelig-
heden; men den tager alligevel sit udgangspunkt i matematikken (hvilket
bl.a. kan ses af, at bogen er struktureret efter det matematiske ind-
hold).

6vennavnte synspunkt pd matematikken betyder i afsnittet om integralreg-
ning, &t der i starten behandles 7 eksemplér pé proplemstillinger (pri-
mert fra de andre skolefag, der fgrer til integralregning. Udover det
behandles anvendelser i et specielt afsnit. Ogs& her ligger hovedvagten
pa& at behandle problemstillinger fra‘andre:fag (fof eksempel bakterie-
kulturvaekst . ;g ﬁewténs'Z. lov). . ‘
I dette afsnit vil vi fremhavé 2 eksempler; dels et vi vurderer som godt
og dels et,.vi vurderer som ydefst uhensigtsmzssigt.

Det fgrste er et eksempel fra kulturgeografi, hvor Loréntzkurven er en
matematisk model af graden af ulighed i en given fordeling, i eksemplet i
bégen regnes pd indkomstfordeling (91). .

Der er to grﬁnde til, at vi mener, dette eksempe; er godt. For det fdrste
er det en anvendelse af integrairegningen, soﬁ eieverné rent faktisk mgder
i et andef fag, og for det andét }mgges der op til,.gt man kan: behandle
'rigtige' empiriskg data.

Det eksemﬁel, som vi mener, éf ﬁhensigtsm&ssigt, handler om beregning af
arealet af en haveldge (92), hvis gverste’ kant approximeres med sinuskur- .

ver. Dehne-mdde 'at beregne areal af haveldgen pid er totalt urealistisk,

“og eksemplet siger derfor ikke andet om integralregningen, end at den kan

brugeé til at more sig med at udfegne arealer af fjollede ting.

Bogen er skrevet i et sprog, der er nemt at laese, qg‘der ggres en del
ud af at motivere og argumentere for, hvorfor der introduceres nye be-
greber oé teknikken, og der er mange opgavév undervejs. Til gengald kan
det nok varc vanskeligt For eleverne at holde styr.pd, hvad der er genc-
relt snakkende, og hvad Qer er matematiske formuleringer.Som beskrevet
ovenfor er vi skeptiské.overfor Allan Tarps brug af utraditionelle navne

til begreberne.

_______________________________

I princippet kan bggerne deles op i to grupper - efter strukturen i de-

res afsnit om integralregning.

Fire af bggerne (Kr & R, A,B & H, C & V, A & S) har arealbetragtninger
som deres udgangspunkt, i 3 af disse sker definitionen af integralet

som gransevardi for middelsummen; mens den sidste (A & $) viser, at areal-

(91) A.T, s. 154.

(92) a.T, s. 1So.
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funktionen er differentiabel og ad den vej fdr defineret det bestemte in-
tegral som stamfunktionstilvaksten.
De tre sidste bgger (A & M, H, T) tager udgangspunkt i, at intepralrep-

ningen er det amvendte af differentialregningen; men er som det brempdir

af de foregiende beskrivelser vidt forskellige i deres fremganésmédé.
Samtidig indicerer denne forskéllighed, som kenhdétegner bggerne -(93), at =T
der ikke er-nogle krav til i hvilken rakkefglge -eller pad hvilken mide,
integralregningen skal behandles. i )

Et andet omrdde, som vi specielt vil kommentere her, er, at bdgerne

stort set forholder sig ens til eksistensen af arealet. De navner, at man
ved (af erfaring og fra tidligere skolegang), at polygoner har et areal;
men at man ikke kan var; sikker pd, at punktmengder har et areal (i nogle
bgger beviser de, at d;t faktisk er tilfzldet, i andre opstiller de axio-
mer for arealet af en punktmzngde og i atter andre postuleres, at det er
rimeligt at antage, at ogsd punktmengder generelt har et areal).

Hertil kan man spgrge, hvorfor bggerne netop satter ind pd at problema-
tisere eksistensen af en punktmengde, ndr polygoners areal tages for gi~
vet - fra et matematisk synsvinkel var det lige s& rimeligt at starte

med eksistensen af polygoners arealer. Eleverne opfatter sikkert hver-
ken, at punktmzngders eller pblygoners areal er nogct problem ;'man kan
se de eksistevrer'~. De opfatter nok narmere at problemet med ikke-poly-
goner er, at arealet af dem er sQart at male ngjagtigt.

Til slut vil vi papege, at der i ingen af b¢gérne bliver opfordret til,
at eleverne numerisk skal beregne areal for eksempel under kurver. Vi mener,
at elevernes aktive deltagen bl.a. i diskussionen af, hvordan disse are-
aler udregnes er ngdvendig for, at de kan fa en forstdelse af omrddets
struktur og ikke blot indlazrer dets tekniskec metoder.

Som en fglge af ovenstdende sammenholdt med formilet for vores undervis-
ning i integralregning, er ingen af bggerne skraddersyede til dette.

Vi har i stedet valgt at ville skrive noter selv (eller rettere at skit-
sere indholdet i de noter, vi ville skrive), men i disse indgdr dog ek-
sempler fra de gennemgdede lzrebgger, nemlig eksemplet med Lorentzkurven
fra Allan Tarp og epedimieksemplet fra Crone og Vibjerg.

Om man som fardiguddannet lzrer ansat pd et gymnasium har tid til fuld-
standig at skrive sine noter selv, er nok problematisk; men vi mener nok,
materialet kunne fremstilles i stort set den form, com vi forestiller os,
ved at vare en 'sammenklipning' af de eksisterende lzrebgger.

(93) Bortset fra at de er beregnet for forskellige linier,

o
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Kapitel 3.4. Undervisningsforlgb i integralregning.

.tages simple

1 bekendfg¢relsen for gymnasiet (94) stdr der, at undervisningen i integral-
regning p& den matematisk-fysiske gren skal omfatte fglgende omrdader:

" Det bestemte integral som grenseverdi for summer. Det ubestemte integral.

Regneregler for bestemte og ubestemte integraler, .herunder partiel integra-

tion og integration ved substitution.” og "Bestemmelser af arealer og rum-

fang ved integration.”

!

'
i
'
i 1 '

Endvidere sté; der i undervisningsvej1edni5gen, at’ "rumfangsbereghiné ved
integration skal omfatte bestemmelse af omdrejningsiegemers rumfang" og, at
der "som eksempler pd fysiske anvendelser af fnfinitesimalregnihgen kan med-
bestemmelger af inertimomenter og simplevtyngdepunktebestem-

melger." (95)

Vi mener ogsd, at eksamensopgaver kan siges at "hgre ind under" de formelle
bestemmelser, da de formuleres centralt. Vi mener, at undervisningen bgr til-
rettelagges sadan, at eleverne har stiftet bekendtskab med (og kan regne)

de opgaver, som stilles til eksamen. I de to studentereksamensszt for mat-

" fysgrenen har det fra 1966-74 typisk varet sddan, at der har varet en opga-

ve, hvor man enten ved partiel integration eller ved integration ved sub-
stitution skulle lgse et pa forhdnd formuleret integral. samt en funktions-
undersggelsesopgave, hvor man skulle bestemme'’ arealet ( eller i

nogle tilfalde rumfanget af et .omdrejningslegeme) under kurven,- denne sid-

ste type opgaver har i de fleste tilfalde varet valgfri. (96)

I det foregdende afsnit har vi argumenteret for, at hverken den historiske
udvikling eller anvendelser er egnede til at blive gjort til objekt for un-
dervisningen i integralregning . Den historiske udvikling er foregdet i en his-
torisk periode, som er vaéentlig forskéllig fra den, vi har i dag, og inte-.
gralregningen er ikke en disciplin,som anvendes selvstandigt pad nogen omrd-
der.Det tredie omrdde, som vi i lgbet af gymnasieundervisningen vil ggre til
6bjekt for undevvisniﬂgen, er matematikkens axiomatiske struktur. Vi mener
heller ikke, at integralregningen er sarlig velegnet til dette fermél. En

axiomatisk fremétilling af integralregningen vil blive uhyre kompliceret p.

gr. a., at der indgdr s& mange andre omrdder af matematikken i udledning.
(94) Samlede bestemmelser vedrgrende studentereksamen, side 14.
(95) Undervisningsvejledningen for gymnasiet fra 1971, (med de nyeste @&ndringer), s. 3-4.

Gennemgangen af eksamenssazttene er sket ud fra "Matematik. Skriftlige opgaver
fra Studentereksamen 1966 - 1974", Danpress, Kalundborg.
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af eksamen

Mat-fysgrenen

Faglige

forudsatninger

og bevider for f.eks. sammenhangen mellem areal og stamfunktion. Og da vi me-
ner, at det er vigtigt, at eleverne fdr en forstdelse af denne sammenhang,
mener vi, at en axiomatiseret fremstilling vil vare ddrlig, da komplicerethe-
den af denne mere vil fordunkle end egentlig klarggre indholdet i integral-

regningen.

P4 baggrund af ovenstdende kan vi hermed konkludere, at vores formdl med un-

dervisning i integralregning er

a) eleverne skal kunne forstd og have fortrolighed med integralregningen, som
den optrader i andre fag ( eksempelvis mekanik, Lorentz-kurver i geografi,
udbuds- og efterspgrgselskurver i samfundsfag).

b) eleverne skal kunne bestd eksamen.

For at eleverne skal kunne bestd mundtlig eksamen, mener vi, at de skal have
overblik over stoffet og vare fortrolige med det. De skal i denne sammenhang
have en intuitiv forstdelse af forholdet mellem areal og stamfunktion oy
derudover vare i stand til at bevise udvalgte satninger. I forbindelse med
skriftlig eksamen skal eleverne have trazning i at regne opgaver - og i den
sammenhang skal de have et godt kendskab til regneregler, stamfunktioner til
typiske funktioner samt til bestemmelse af arealer og af rumfang for omdre]j-

ningslegemer, jvf beskrivelsen ovenfor af eksamensopgaverne.

Da et af vores erklarede formdl med forlgbet er, at eleverne skal kunne tor-
std og have fortrolighed med integralregningen, som de mgder den i an-

dre fag, har vi set os ngdsaget til at bestemme os for,at forlgbet skal fo-

regd i en bestemt gren af gymnasiet/HF. Vi har valgt at lade forlgbet foregd
i gymnasiets matematisk-fysiske gren,- uden at der egeﬁtlig er nogen sarlig

grund herfor. S&fremt forlgbet skulle foregd i en af de andre grene, miatte for-
1gbet justeres med hensyn til de eksempler, vi trazkker in? fra de andre fag.
I en samfundsfaglig klasse ville det f.eks. vare pd sin plads at inddrage

udbuds- og efterspgrgselskurver.

Undervisningsforlgbet er lavet til en 2.g.mat-fys, og vi tenker os det pla-
ceret ca. midt i 2.g.,efter at differentialregningen er behandlet, hvilket
betyder, at eleverne er fortrolige med det begrebsmessige indhold i en dif-
derentialkvotient, og at de er fortrolige med at differentiere.

Endvidere har eleverne et kendskab til kontinuitets- og graenscverdiovervejel-
sery (men de behgver ikhe ngdvendigvis al hende de tormelle detinitioner).

Vi forcstiller os derudover, at elevernc har ct fond af forsleltipe tunktio-

ner, som de kender forskellige egenskaber ved. Som et minimum kender de it
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" Arbejdsmassige

Elevernes
manglende

motivation

Arbejdsformer .

konstante funktioner, polynomier (af 1.,2. og 3.grad) og til trigonometriske
funktioner samt til addition og subtraktion af disse. Og eleverne ved, at man

kan multiplicere og dividere disse funktioner sdvel med reelle tal som med

" hinanden.

Da forlgbet ligger midt i 2.g. har eleverne nogle erfaringer med forskellige
arbejdsformer og med,i hvilke sammenhaznge det er godt at bruge hhv individu-
elt, gruppe- og samlet klassearbejde,- men de vil nok ikke selv vare i stand
til f.eks. i gruppearbejdet at styre grupbens arbejde fuldt ud. Det vil der-
for kreave, a% lereren i hgj gradstyrerarhéjdets géng. Denne styring skal fo-
regé dels.ved, at noterne er skrevet pd en sddan mide, at de forholdsvis tit
stiller sp¢rg;mél og dels ved, at lzreren gér.rundt oglsnakker med de eﬁkel-

te grupper om, hvordan arbejdet skrider frem. ) ‘

En anden Qasentlig forudsatning for arbejdet er, at man'ikke kan antage, at
eleverne overhovedet er interesserede i integralregning. Hvis man betragter
elevernes sémfundsm&ssige . placéring som ungdomsgruppe, er der faktisk inJ
gen begrundelser fo?, at de skulle vare interesserede. Tvartimod er der man-
ge anére ting, som sikkert optager eleverne - f.eks. det at de ved at blive
voksne, og derfor i nogle samﬁenhange far palagt ansvar, mens de i andre sam-
menhaenge er fuldstendig ansvarsfrie. Derudover er de formodentlig ved at dan-
ne sig en politisk bevidsthed, bg de mener, at integralregning i denne sam-
menhang er fuldstandig ligegyldig. '

Hvorledes eleverne da stiller sig til matematikundervisningen afhanger dels

af deres forhold til lareren - er det godt, er.d%r en vis sandsynlighed for,

at eleverne pd trods af ovenstdende vil arbejde med stoffet- og dels af, at
de, hvis’de'vil studere véd en hgjere lazreanstalt, er ngdt til at have gode

- i
karakterer pa& grund af adgangsbegransningen.

3.4.4. Arbejds-_og_evalueringsformer. -

Stgrsteparten af forlgbet skal foregd ved gruppearbejde, hvof lareren gér
rundt til de forskellige grupper og hjzlper dem med de problemer, de st¢der
ind i undervejs. '
Formdlet med dette er dobbelt. For det fgrste vil det, at eleverne arbejder
i mindre grupper betyde, at alle fdr mulighed for (tvinges til) at formulere

sig mundtligt over for hinanden omkring matematik. For det andet betyder det,

_at eleverne kan hjzlpe hinanden med at "fd gode ideer".

Prasentation af nye begreber og opsamling efter et forlgb. skal dog foregd sam-

let i hele klassen. Ved nye begreber skal l&reren genﬁemgé dem, mens en grup-

pe godt kan f& til opgave at foretage en opsamling efter et forlgb og derefter

fremlegge det for de andre elever i klassen.
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Evaluerings-

former

Eksempler

Detrer ngdvendigt, at eleverne l¢$ende i grupperne snakker om, hvordan ar-
bejdet gér. Det er sandsynligt, at lareren stadigvek her i 2.g. er ngdt til
jevnligt at spgrge om, hvordan grupperne arbejder sammen, om allg kan fglge
med osv,- og dermed opfordre dem til selv at udfgre en lgbende evaluering.
Det er planlagt, at der efter 3.uge (dvs midt i forlgbet) og som afslutning
skal bruges tid pi at evaluere elevernes produktmessige udbytte. Efter 3su-
ge skal der foretages en -opsamling af strukturen i.det foregdende, vg ele= -
verne skal starte pid at skrive et strukturpapir. Denne evaluering kag enai
videre tjene til, at lareren kan fa en fornemmelse af, om eleverne har féet
en begrebsmessig forstdelse af integraler, eller der er nogle elementer, der
ngdvendigvis md tages op igen.

Til slut i forlgbet skal eleverne sa fardigggre strukturpapiret, og derigen-
nem skal de formulere i hovedtrak, hvad de har lart om integralregning.
Endvidere skal eleverne undervejs skriftligt formulere deres egen formelsam~
ling til 1@¢sning af opgaver samt sammenligne den med den autoriserede for-

melsamling,(som de i gvrigt ogsd skal bruge undervejs, idet de ikke md have

deres egne noter med til eksamen). !

De to skriftlige papirer, som eleverne sdledes far formuleret, kan de ogsé
bruge til at repetere efter til eksamen. Det vil nok vare ngdvendigt at bru-
ge en time ekstra ud over det skitserede forlgb til at gennemgd disse papi-
rer samlet i klassen for at sikre, at indholdet er korrekt,- men ellers
lzgges der i udstrakt grad op til, at eleverne selv skal kontrollere, om de
har lart tingene. Lareren skal selvfdglgelig ogsd vide det, for at hun i den
videre undervisning kan tage hgide for, at der eventuelt er nogle ting, som

er utilstrakkeligt indlazrt.

Undervisningsforlgbet i integralregning starter med en indledning, hvor la-
reren fortzller om historie og anvendelser. af integralregning. Strukturen i
forlgbet er derefter, at vi begynder med arealer under kurver, som beregnes
fgrst numerisk dernazst analytisk ved tilvaksten i stamfunktionen,og ud fra
dette defineres det bestemte integral sd ved hjalp af begrebet stamfunktion.
Fgrst herefter gennemgds, at problemer,der kan formuleres som problemer om
granseverdi for middelsummer, kan lgses ved hizlp af bestemtco integraler,
(sledes som vi har defineret dem). Denne gennemgang baseres sd vidt muligt
pd anskuelighed. Resten af forlgbet drejer sig s om, hvordan integraler kan

regnes ud.

Det skal her kommenteres, hvorledes eksempler indgdr i forlgbet. Som det er
papeget i afsnit 3.2. om anvendelser af integralregning, sd anvendes inte-

gralregning ikke i sig selv pad nogen reelle omrdder, men don indgdr selvigi-
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gelig i anvendelsen af andre videnskabsomrdder. Det betyder, at eksemplerne
her i forlgbet alle har karakter af at vare enten internt matematiske eller
at vare mere eller mindre idealiseringer af reelle omrdder - eksempler pa

det sidste er tyngdepunktsbestgmmélser'og inertimomentbestemmelser."

Da vi har valgt ikke at f¢lge nogen af de eksisterende larebgger, men at
skrive noter selv til dette undervisningsforlgb, setyder det, at forlgbet,
som det stér beskrevet her i rapporten, er én blaqding af (ufuldstendige)no-
ter og af en ﬁeskrivélse af, ﬂyordan de eqkelte t;mer skal féregé. Da ét¢r—
steparten af fgrl¢betzend§idere skal genne;érbejﬁésﬁaf eleverne selv 1 grup-
per, er de noter, vi harAskitseret, alene ;f den grund ubrugelige. Noterne
skal i étedet skrives i en form, s& eleverne dels selv kan lzse dem, og dels
skal der stilles sp¢rgsmél,.som giver eleverne mulighed for selv at udvikle
teorien et.lille stykke fremefter. Opgaverﬁe,som omtales i forlgbet, er ho-
vedsagelig af "almindelig" type, dvs internt matematiske, som dels giver e-

lerne fortrolighed med begrebet, og dels traner eleverne 1 at regne den

slags opgaver, som de far til eksamen.

Faserne i forl¢bet‘kén beskrives pd fglgende mader

l.fase: l.time Introduktion (historie og anvéndelser).

2.fasé: 2.-7.time Lorentzkur?er. Numerisk beregning af.arealer.

3.faée: 8.-lo.time Epedimieksempel. Iptuitiv_forstéelse af sammenhzng mellem
areal og stamfunktion. ‘

4.fase: 11.-15.time Hovedsatning. Opgaveregning.

5.fase: 16.-18.time Gransevardi for summer.

6.fése: 13.-23.time ‘Regneregler. Indskudsregel.

Z.fase:_ZH.time Ubestemt integral.v »

8.fase: 25.-28.time Integration ved substitution og partiel integration.

9.fase: 29.-30.time Evaluering;

Den f¢rsfé time kommer hovedsagelig til at foregd som en orientering og intro- -
duktioﬁ til stofbmr&det fra larerené side. Laferen fortaller fgrst 1¢sf om,
hvad indholdet i integralregningen er. Her kommer hun bdde ind pd stamfunkti-
onsbegrebet - at integrere er den modsatte operation af at differentiere - og
pd beregning af arealer under kurver ved hjzlp af integration. Som eksempel pa
at integration (for reelle funktioner af een variabel) er det modsatte af dif-
ferentiation bruges relationerne mellem hastighed v(t) og acceleration a(t),
hvor det er modsatte operationer, man udfgrer, alt efter hvad der er kendt.

Herefter orienterer lareren kort om stofomrddets historie og om dets anvendel-

" ser. I orienteringen om historien indgdr en kort skitsering af integralregnin-

gens opkomst op ti1_1756 og den senere udvikling i forbindelse med fysik (se
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kapitel 3.1.), og der lagges vagf p& de erkendelsesmassige problemer i udvik-
lingen af infinitesimalregningen. Som eksempler pd anvendelse af integralreg-
ningen anfgres eksempler fra fysikken (mekanikken) og fra geografi (Lorentz-
kurver) og fra matematikken selv (differentialligninger).

.Timen afsluttes med en kort diskussion af arbejds- og evalueringsformer her-

_-=: under nedsattelse af.arbejdsgrupper. Lazrerens orientering uddeles i et e -

T skriftligt oplag bl.a.-af hensyn til eventuelle fravaggnde elever, men ogsa

for senere at kunne henvise til det.

-

Areal Form&let er med disse to timer at vise, at det er interessant at beskaftige .
2.-3. time sig med arealer under kurver.
Vi skriver et papir om,

hvad en Lorentz-kurve gir AN

ud pd, og hvordan man teg-
ner den. S& fér eleverne
nogle tal for indkomstfor-
delingen i Danmark, som

de skal indtegne i et ko-
ordinatsystem med akkumu-

leret procent af de ind-
komstansatte som l.akse

og med akkumuleret pro-

cent af den samlede ind-
komst som 2.akse. Samti-

dig skal de indtegne lig-

hedskurven. };

Arealet mellem kurverne

er da et udtryk for uligheden i samfundet. Herefter diskuterér man, i hvilken

férstand man kan tale om,at arealet udtrykker dette, og man diskuterer hvor-
dan man kan udregne et sddant areal. Svaret pd det sidste er, at man kan ud-

regne arealet af trekanten og herfra trzkke arealet under den optegnede styk-

kevis linemre kurve. Det sidstnzvnte areal regnes ud ved arealstolper og ved

at talle tern pa papiret. ?

Numerisk Her arbejdes nu med numerisk beregning af arealer under kurver, hvor man ken-

integration der funktionsudtrykket. Eleverne fér udleveret forskellige funktionsudtryk,t.

4.-7.time eks. F(x) = x2 + 2 hvor de skal beregne arcalet af {(x,y)| 0<x<3 ; O<y<x? + 2}

bedst muligt. Her skal de prgve med forskellig bredde af arealstolper, og

deres konklusion skulle gerne blive, at jo finere intervalinddeling, jo "mere

rigtigt" bliver arealet.
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Epedimi-
eksempel |

8.-lo. time

Vi glr nu over til at eksempel taget fra Crone & Vibjerg: Matematik 2, s.186:

"T{l et givet tidspunkt

anigd Lkt pr a’?
a bliver man klar over, 200
. v
at en influenzaepidemt
er under udvikling. Som -
. "3
altid i en sddan situa- 17
72
tion begynder man at re- b
100} g?
gistrere antallet af nye %’
: Zi
sygdomstilfaelde pr. dag. !ﬁl -4
. o o ary P2 G cf)
Afsettes disse tal 7 et fig.94 : L2 [t i
! o 3-
koordinatsystem, fdr man
normalt en rekke mile-
punkter som pd (...) figurCen). Den fuldt optrukﬁe kurve gennem mdlepunkterne

er en mateﬁatisk model, der beskriver udviklingen. Kalder vi den hertil -sva-
rende kontinuerte funktion for f, sd angiver f(t) den fart,.hvormed éygdommen
breder sig til tiden t. F.ekse. ser vi, atAf(a+2) = 2500, hvilket betyder, at
p& den fjerde dag efter undersogelsens start registreres der.ca.2500 nye syg-
domstilfelde.

(...) Tilveksten AN i antallet af syge © Zébét af dette tidsrum er 84 givet
ved AN = f(t)-At; hvie blot At er ed lille, at vi.kan regne farten f(t) kon-
stant % tidey fra' t til t +4t. '

Af 8N = f(t).at’ f&r vi, at AN/Ai = f(t), og T grensen for uendelig smd At
har vi 84, at dN/dt = f(t)." ' ' ‘

P& samme made so@ beskrevet .i time 3 kan eleverne nu bestemme det samlede aq4
tal sygdomstilfaelde i et givet tidsrum, dvs ved at bestemme arealet under kur-
ven f(t) i tidsrummet (/intervallet). Eleverne kan diskutere, hvorfor dette er
tilfaldet.

En anden made at gribe problemet an pd er at forsgge at udnytte, at vi kender
f(t), (hvilket vi antager vi ggr her). Vi skal sd forsgge at fa arealet N ud-
'trykt ved hjalp af f(t). Fgrst oéfatter vi N som en funktion af tiden : N(t)
betegner sd arealet under kurven i intérvalletA [o,t], og vi kalder N(t) for
;realfunktionen. For at f& et overblik over det samlede antal N(t) (lig are-
alet i intervallet), ser vi fgrst pd et lille tidsrum At.Af udtrykket

dN/dt = f(t) har vi netop fdet udtrykt arealet ved hjzlp af f(t).

Herefter diskutefer man med eleverne, om de har ideer til at finde N(t), hvis
f(t) er .en kendt funktiqn, f.eks. lig med sin t.

1 det foreééende er der givet en intuitiv baggrund for, at bestemmelse af are-
alet under en kurve defineret ved hjzlp af en funktion f hanger sammen med at
finde stamfunktioner til f. I det fglgende gives en formel holdbar udledning

heraf. Vi vil bevise fglgende:
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En formel

udledning
11.-12.time

Opgaveregning

13.~14.time

Evaluering

15.time

Hvis f er positiv og kontinuert og stykkevis monoton i et interval [a,b]l og

A betegner arealfunktionen regnet fra a, s& er A en stamfunktion til f.

Fgrst valges xde [a,b), og der A\
argumenteres for, hvordan vi i
forbindelse med undersggelsen £Lx)

;f differentiabilitet i xo af f(xo)J
A kan ngjes med at betragte . ]
nabopunkter x valgt til hgjre

for x  og i et delinterval,

hvor f er voksende. Ved figur-

betragtninger fids, at

A(x) - A(xo)

f(xo) s < f(x)

X = X

og heraf udledes differentiabiliteten og formlen A'(xo) = f(xo).

Dette resultat skal nu bruges til at beregne arealet under kurven. Fgrst ggres
opm&rksom p&, at problemet jo ikke er l¢gst i og med, at vi har fundet ud af, at
A er en stamfunktion til f, idet derAjo (hvilket er eleverne bekendt ﬁa dette
tidspunkt) findes mange stamfunktioner til en given funktion, (hvis den overho-
vedet har en). Vi resummerer elevernes kendskab til strukturen af mengden af
stamfunktioner: Samtlige fremkommer som Fo(x) + ¢, nar Fo valges som en fast,
men vilkdrlig valgt stamfunktion, mens ¢ varierer.

Herudfra vises sd, at ligegyldigt hvilken stamfunktion F vi valger, er arealet
bestemt ved at A = A(b) = F(b) - F(a), og vi definerer derfor for enhver funk-
tion, der har en stamfunktion, det bestemte integral i intervallet [a,b] , skre-
vet j: f(x)dx som F(b) - F(a), tilvaksten over [a,b] af en vilkarlig stam-

funktion.

Det md her bemzrkes, at vi i denne fremstilling har formlen fz f(x)dx =F(a)-F(b)
blot som en definition, og ikke som en sztning, hvilket sadvanligvis er tilfal-
det, hvor formlen betegnes integralregningens hovedsatning.Hvis vi imidlertid
tenker pd, at vi har vist, at det,vi har kaldt I: f(x)dx,er arealet under kur-
ven mellem a og b, kan formlen ogsd opfattes som en version af hovedsatningen i

vores fremstilling.

I de neste timer regner cleverne opgaver, hvor formdlet er, at clcverne skal

gatte stamfunktioner.

Denne time bruges pd at evaluere forigbet indtil nu. I grupperne foretages on
opsamling af, hvad de har lart indtil nu om integralregning, og dc formulerer

det skriftligt med henblik pd, at det skal bruges i ot strukluvrpapir. Lndvide-
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Gransevierdi
for summer

16.-18.time

Regneregler

19.-23.time

re diskuterer de, hvordan arbejdet forlgber i gruppeﬁ.

I time 16 vénder vi tilbage til epedimieksemplet for at anskueligggre sammen-
hangen mellém den numeriske beregning af arealer, som elevérne gennemfgrte i
starten af forlgbet,og den analytiske méde med at bestemme tilvaksten i stam-
funktioner til f(t), som lige er blevet udviklet.

Det vises herefter, hvordan lgsningen af forskellige andfe pboblemer‘kan fgre
til betragtning af summer og intervalinddelinger, der har en analogi til are-
albestemmelser}-- P

At ogsa disse-éroblemér kan lgses ved hjelp af det:inaf¢rte integralbegreb.’

behandles ved direkte at omforme dem” til arealbestemmelsesproblemer. Det: er

~ herunder vigtigt at understrege, at begreber som oversum, undersum og. middel-

sum i sig selv er uafhangige af argalbetragtninger, og i den forbindelse kan

det passende.ﬁnderstfeges, at det indfgrte intggfalbegreb gelder for :alle l
funktionéf, derthar en stamfunktion.

De eksempler, som tages op i de.naste timer, stammer fra omrdder,eleverne' har
gennemgdet i fysik. Det drejer sig om t?ngdepunktsﬁestemmelse eéller inertimo-
mentbestemmelse, hvor inteérglét optrader som gransevafdi for Suﬁmer. Her fér
eleverne udleveret noter, som er skrevet pid en sddan form, at eleverne selv

i grupper skal.arbejde sig frem til.resultatet,-‘f¢rst ved sﬁmbetragtninger'
og dernast vaiintégratioh; og til slut skal de udf@gre nogle konkrete bereg-

ninger.

'Regnereglerne for integration af k.f, fiz indfgres ved,at eleverne selv arbej-

der med nogle matematiske eksempler og finder ud af, at f.eks.

n e Tl
Io(sin t + cos t)dt = Iosin t dt +Io cos t dt.

Herefter beviser eleverne selv regnereglerne ved hjalp af stamfunktioner.

Indskudsreglen indfgres i forbindelse med en diskussion éf arealet bestemt af

Ix] over f.eks. intervallet [-1,1] , samt ved andre funktioner, hvor stamfunk=
tionsbe;temmelser kraver en opdeling af intervallet, f.eké. Tuborgfunktioner.

Reglen motiveres i f¢rsté omgang ved brug af opdeling af arealet i delarealer,
men bevises dernazst generelt ved hjzlp af definitionen:‘

Hvis F er en stamfunktion til f pd [a,b] og ¢ €la,b] er

S ' b
J f(x)dx + [ f(x)dx = ( F(c) - F(a) ) + ( F(b) - Fle) )
a c :
= F(b) - F(a)
b .
= [ fx)dx
a

I tilslutning hertil indfgres fortegnskonventionen
b a
[ f(x)dx = - [ f£(x)dx , der kan opfattes som en udvidelse af integralbegre-
a . b . .
bet, ligesom dette udvides til funktioner, der er sammenstykket af funktioner,
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Ubeéstemt

integral

Integration ved
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25.-28.time

Evaluering

29.-30.time

der har stamfunktioner, f.eks. trinfunktioner.

Indtil nu har vi bestemt integralet til en funktion i et interval. Det er ik-
ke altid, man er interesseret i at bestemme integralet i et interval; somme-
tider er man interesseret i kun at bestemme en funktion £, hvorom man ved, at
£r(t) = glt), (hvor g(t) er en kendt funktion).

Fra fysik (og differentialregning) ved eleverne, at sammenhazngen mellem has-
tighed og acceleration er af denne form, nemlig v'(t) = a(t). Hvis man sd f.
eks. antager, at accelerationen er konstant, kan eleverne overveje,hvad has-
tigheden vil vare. Eleverne skal her gette en stamfunktion til k. Herefter
skal de tegne v(t) for k= 2 cm?/sek., og for forskellige vardier af c (f.eks.
0,1,2,4). Det bemzrkes, hvorledes graferne ligger i forhold til hinanden.
Endelig skal eleverne overveje, hvorledes funktionsudtrykket for hastigheden
bliver; s&fremt man ved,at begyndelseshastigheden (hastigheden til tiden 0)

er kendt, f.eks. lig 1.

Opsamlende fds: v'(t) = k e v(t) = [ kdt = k-t + ¢ , hvor c er en vil-
kdrlig konstant. Generelt kaldes integralet uden graznser for det ubestemte
integrale og findes ved

FP(t) = g(t) » £(t) = fg(t)dt = G(t) + c, hvor G(t) er en stamfunktion til

g(t), og hvor c er en vilkdrlig konstant.

I disse timer indfgres regnereglerne for partiel integration og integration

ved substitution. Disse indfgres ved hjzlp af regnereglerne for differentia-
tion af produkter‘af funktioner og af sammensat funktion. Da disse regler cr-
faringsmessigt er svere for eleverne at lare at bruge, og du det er temmelip
klart, at de skal anvende det i eksamenssituationen, skal der afsattes en del

tid til traning af brugen af disse regler.

De to sidste timer bruges pd, at eleverne dels opsamler indholdet i hele for-
1g¢bet i et strukturpapir og dels opsamler regneregler. Dette sker ved, at de
laver deres egne formelsamlinger og sammenligner den med den autoriserede for-
melsamling, (sd& det hermed sikres, at de er fortrolige med den autoriserede,

da det er den, de m& bruge til eksamen).
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Problemomrdder

Fysik

Kun 1. ordens

ligninger

17. Arhundrede

Kabitei N.ll Den historiske udvikling af differentialligninger.

I det fglgende vil vi beﬁandle differentialligninger p& samme mdde som vi
i kapitel 3.1  behandlede integralregning. Vi villgive-en oversigt over
pd hvilke Lidspunkter simple differentialligninger blev formuleret, samt
hvilke anvendelsesomrdder og sammenhange de er blevet formuleret i for-
hold til. Endelig var det vores hensigt at diskutere hvilke begrundelser,
der fandtes for den efterfglgende mateﬁatiske fundering, eksemplificeret
ved eksistens - og entydigheds beviset. IQet vore;(sekundmre)kilder.ikke

indeholder en sddan diskussion, har vi méttg udelade den (97).
j H

~ De nye redskaber, som blev formuleret i det 17. drhundrede, jevnfgr kapit-

tet. foran om integralregningens Historie; blev sggt anvendt til nye pro-
blemstillinger..ﬁisse problemstillingers behandling kravede, at der blev
‘uaviklet nye redskaber, ‘herunder differentialligningsteorif

e problemstillinger,det drejer sig om, var alle af fysisk karakter og ud-
sprunget af nogle af datidens vasentligste udviklings omrader indeﬁ‘fbrv
fysikken : 1) elasticiiets{eori; der blev empirisk behandlet'af kons truk-
tgrer af de store middelalderkirker og blev bearbéjdet mqtematiskvfra det
17. &rhundrede, 2) jordens form, 3)>gravitationste6rien, s&mt 4) astronomien
Inden for astronomien var specielt forudsigelser af ménens bevagelser af
interesse bdde i praksissituationer som navigation bgli forbindelse‘med

udviklingen og verifikationen af den astronomiske teori.

Da vi vil lade vores undervisningsforslag handle om anvendelser af dif-
ferentialligninger inden for gkologi (se om dette i kapitel 4.4 ) og da der
‘i disse anvendelser bruges (systemer af) 1. ordens ligninger, vil Vi lade

den historiske skitsering centrere sig om denne ligningstype.

Differentialligninéer optrader fra slﬁtningen af det 17. &rhundrede, og det
sker’i forbindelse med beregninger af kurver. Det drejer sig om 1. ordens
ligninger til berégning for pendulér ( pa hvilken kurve er svingningstiden
konstant uafhangig af udsvingets stgrrelse (cykloiden)), og om beregninger '
.for uelastiske snore ophangt i 2 punkter (=eatenary).

2. ordens ligninger fremkommer i forbindelse-med formen af et sejl pa et
sejlskib, hvor der er luftmodsfand, og med elastiske snore fastgjort- i
begge ender ( f.eks. en violinstreng). Fra mekaniske problemer blev der ogsd
formuleret 2. ordens ligninger. Euler arbejdede med pendulsvingninger med

luftmodstand og - for den preussiske konge - med luftmodstandens konsekvenser

(97) Dette afsnit bygger vasentligst pd: Morris Kline: "Mathematical Thought from
Ancient to Modern Time", New York, 1972, specielt kap. 21: " Ordinary Differen-

tial Equations in the Eighteenth Century, s. 469 - 50l og p& Struilk :"Matematik=
kens historie”. )
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e d

for projektilbaner, mens Daniel Bernoulli arbejdede med svingninger af ka-

der der var fastgjort i et punkt.

18“de &rhundrede

Eksistenspro-

blemet

Konsekvenser
for vores
undervisnings-

forligh

Omkring midten af det 18. &rhundrede kan det siges at studiet af differen—_
tialligninger blev til en selvstandig disciplin, hvor lgsningen af dem kun-
ne optrade som et mil i sig selv (Qé), og hvor man interesserede sig for at
konstruere generelle lgsningsmetoder. Denne interesse endte imidlertid omkring
1775 "fordi der-var opndet metoder—&f en eller anden form, der var adequate

til de typer (af ligninger) der krevedes i anvendelser.” (99)

Eksistensproblemet blev negligeret i lang tid, "évilket delvis skyldes den v
kendsgerning at differentialligninger fremkom i fysiske og geometrigske. pro~

blemer, og det var intuitivt klart at disse ligninger havde lgsninger.” (100)

At Cauchy i tiden 1820-30 som den fgrste gav sig i kast med eksistensproble-

met giver vores kilder desvarre ikke antydningen af en forklaring pa.

Den simple differentialligningsteori,der eventuelt formidles pd gymnasialt

ie
ki

niveau,er fardigudviklet - ligesom integralregningen - f¢r den kapitalistis-

ke periode, og af denne drsag vil vi valge ikke at lade differentiallignings-

teori optrade som et case-study for den historiske udvikling af matematik.

{98) Kline, s. 499.
{99) Kline, s. Soo.

(loo)} Kline, s. 717.




5%

y

82

Indledning

Mekanik

Kemi og elek-

tronik.

4 .

Kapitel 4:2. Differentialligningers anvendelse

Formdlet med at studere anvenaelsen af differentialligninger er at f4 en
baggrund,‘pé hvilken vi kan vurdere, om dette omrdde af matematikken anvend-
és pd en mide , der er velegnet til at lare eleverne noget genereit om de pro-
blemer, der er i forbindelse med at bringe matematiske modeller i anvendelse
overfor virkeligheden.

I kapitel 1.1.2. har vi diskuteéet de forskelligé problemer,der er i forhold
til brugen af matematiske modeller indenqu forsgellige videnskabelige omra-
der, og vi har diskufgret, med hvilket formal vi yil'tége énvendelsen af
matematiske mbdellep ind i underQisningen'som et éelvsfandigé objekt. Vi
gnsker nu at diskufere om den anvendelse, som differentialligninger har, er
egnet til at illustrere de probiemer,vi har ridsét op.

Af denne grund Qil yi opdele dette afsnit pd samme mdde som vores generel-

le afsnit om anvendelser (1.1.2) - nemlig i en behandling af differential-

ligningers anvendelse indenfor henholdsvis naturvidenskab, gkologi og sam-

fundsvidenskab.

Felles for anvendelsen af différentialligningér inden for naturvidenska-
berne er, at denne anvendelse i de fleste tilfalde er ret uproblematisk.

Nar differentialligninger anvendes indenfor mekanikken.i forskellige be-
vegelsesligninger, er der selvfglgelig klart tale om en forenkling, idet

der i den tilsvarende virkelige situation ville vare tale om en hel del
forhold, der spillede ind, som man ikke har faget hgjde for i modellen.

Her tanker vi f.eké. pd, at ndr-en bil kgrer op ellérbned af en bakke, s& éf
der pl.a.-ikke tale om glatte overflader og lige linierysom der er i mo-
dellen. ) a .

Men vi har ikke kendskab til, at forenklinger af denne type har betydet,

at virkelighedsomrddet fremtrader alvorligt forvranget i modéllen. Médeib&g—
ninger af denne type indfanger efter vores mening problemernes kerne. Det
samme g¢r sig geldende indenfov_kemien'(beskrivelse af kemiske processers
forlgb) og inden for elektronikken, hvor ﬁan langt hen ad vejen kan postu-
lere en identitet imellem de virkelige elektriske kredslgb og differential-
ligningernes beskrivelse af dem. . ) '

Indenfor biologien har vi ikke kendskab til nogen anvendelse af differen-

“tialligninger,som ikke er beskrevet i det fglgende under ¢gkologien.

Indenfor gkologien anvendes differentialligninger i sarlig grad i popula-

tionsbiologien. Anvendelsen af matematikken har her en s& vidtrazkkende betyd-
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ning, at det har givet anledning til dannelsen af en speciel gren af po-
pulationsbiologien nemlig populationsdynamikken.
I dette grznseomridde mellem gkologien og matematikken spiller differential-

ligningers velegnethed til at beskrive vazkstforlgb en afggrende rolle.

Objektet for denne gren af videnskaben er beskrivelsen af vakstforlgb hos for-

skellige populationer og systemer af populationer under forskellige ydhei
forhold. H
I disse beskrivelser benyttes l.ordens og systemer af l.ordens differential-

ligninger.

I modeller for virkelige populationer bruges numeriske metoder til 1gsning
af ligningssystemerne, mens analytisk lgsning tages i anvendelse i situatio-

ner, hvor man gnsker at diskutere modellernes egenskaber.

Som tilfazldet er med (nzsten) al anden matematisk modeldannelse vil der

ogsd i disse populationedynamiske modeller vare stor usikkerhed med hen-

syn til,om modellen kan siges at reprasentere virkeligheden pd en til for-
milet passende m&de. Om Fzlles sg modellen hedder det bl.a. :"Forstdelsen

af et sddant kompliceret systems kausale tidsmessige endring er meget be-
grenset. For at opnd en stgrre erkendelse af systemets struktur samt en tesit-
ning af postulerede og kendte mekanismezammenhenge, er det nepdvendigt at
foretage en systemanalyse. Dette md nedvendigvis foregd ved opstilling

af matematiske modeller. Da der er stor usikkerhed med systemets mekanisme-~
sammenhenge, er der hverken mening i eller mulighed for at opstille en "per-
fekt" model ved hjelp af et avanceret matematisk apparatur.” (101) ‘
De i citatet navnte problemer med brugen af differentialligningsmodeller

p& store komplicerede systemer af populationer er nok de mest centrale

problemer i dette anvendelsesomrdde.

Det drejer sig om, at virkelighedsomrddets struktur og indre mekanismer

ikke kan aflases direkte af empirien,og at der ikke er nogen tégri,dcr dek-
kende kan beskrive dette. En matematificering er ngdvendig for at sgge at
skaffe mere viden om denne struktur og disse mekanismer, men i selve mate-
matificeringen ligger der en fare for,at man identificerer modellen med
virkelighedsomrddet og derfor drager vidtgdende slutninger pd grundlag af
modellen, som der ikke er belmg for i den teori, man har om dette virkeligheds-

omrade.

(lol) K.I. Dahl - Madsen m £l.: " FSP, Fazllessgprojektet, Esrom s@¢, delrapport 4, 1974,
modelgruppen”, s. 1.
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Eksempler pd modeller af den type, som vi har omtalt i det foregdende er
Falles s¢g-projektet (se note lOl)éog Nords¢gmodellen som vi vil beskfive

kort i det fglgende.

Fa}les sg-modellen ér en sdkaldt "boksmodel bestdende af to bokse, nemlig
eptlimnion og hypolimnion." (1q2) Modellen :er en matematisk gkosystemmodel
for Esrum sg. Formdlet med modelleh er at "udger(e) et fundament for en vide-
reudvikling af det systematiseringsarbejde, der blev presenteret i - -FSP-
rapporten "Slutrapport 1973","(103)

Modellen er Qdarbejdet af en modelgruppe med reprasentanter fra Vandkva-

litetsinstituttet, Farmaceutisk Hgjskole, og Danmarks tekniske Hgjskole.

‘Nordsgmodellen (104) er udviklet p& Danmarks Fiskeri- og Havundersggelser
og er ligesom den foregéeﬁde en omfattende l.ordens differentiallignings—
model. Modellen har til formdl at'unders¢ge:

"1. Fiskerireguleringers virkninger pd andre.art;r end dem, reguleringen
sigter'imod;v

2. Virkningen af; ;t de? med den'stigéndc forurening ;ilfares flere plan-
teneringsstoffer til Nordsgen end tidlfgere.

3.>Giftstoffers vej igennem systemet: hvordan de optages af dyr og planter
og udskilles igeh'eller overfores tiZ.nwste Ze& i fodekeden, ved at‘dyrei
eller planten biiver edi.” (105) ‘

‘Modellen har altsd til formdl at 1ave.prognoser for udvik}ingeh under for-
skéllige ydre betingelser (punkterne 1. og 2.), samt at danne basis for en
videreudvikling af teorien for omradet (punkt 3).

Nordsgmodellen vil igvrigt blive narmere beskrevet i det fglgende (kap.4.2.6.).

I forhold til den gkonomiske model SMEC II som anvendes af Det gkonomiske
R&d kan man godt opfatte ligningssystemet som et system af koblede diffe-
rensligninger, idet‘'der indgdr absolutte og relative andringer af forskelli-
ge variable med 1lags p& 1 og 2 &r (106). Men egentlige differentiallignin-
(lo2) FSP, s. 1. ¢

(lo3) FSP, s. 4.

(104) K.P. Andersen og E. Ursin: "Nordsgmodellen. A multispecies Extention to the Be-
verton and Holt Theory of Fishing, with Account of Phosphorus Circulation and
primary Production", In Print: Meddr. Danm. Fisk.- og Havunders. N.S., vol 17.

(105) E. Ursin: “"Nordsgmodellen" i Fisk og Hav. Danmarks fiskeri~ og havundersggelser,
1974, s. 61. :

N

(lo6) Rosted, Schauman og Sg¢rensen : "SMEC II. MAling af finanspolitikkens aktivitets-
virkninger", Det gkonomiske Rads sekretariat, Kgbenhavn 1974.



85

Konklusion

Matematikkens

autoritet

Teknisk reguls

ering

ger har vi ikke set anvendt i samfundsvidenskabelige sammenhxnge udover

et enkelt eksempel, som ovenik¢bét er hentet fra en matematikbog (107).

Dette eksempel viser anvendelsen af differentialligninger i en beregning af,

hvor stor en del af overskuddet aktionzrerne skal have udbetalt som ud-

bytte (i modéétning til reinvestering i virksomheden), for at opnd den stgrst
mulige gevindst i lgbet af et givet tidsrum. -

Det er svart for os at vurdere om dette sidste eksempel er en reel anvgndeli

se af differentialligningev,Aog'daidet er det eneste, vi har kunnet {inde, )
er det ikke nok i sig selv til at motivere, at differentialligningers anven=

delse i samfundsfag behandles som et selvstandigt emne 1 undervisningen.

Den ovenstdende gennemgang viser, at mens der ikke er eksempler pd differen-
tialligningers anvendelse i naturvidenskab og samfundsvidenskab, som kan be-
grunde en selvstandig behandling af differentialligningers anvendelse i den-
ne forbindelse, s& kan anvendelsen indenfor gkologien pd udmarket vis illu-
strere nogle af de generelle problemer,der er i forbindelse med at bringe
matematiske modeller i anvendelse overfor virkeligheden.

For det fgrste ser vi her et eksempel pd, at matematikken er indlejret i en
teoridel inden for et andet videnskabsomrdde (populationsdynamikken), for

det andet er det et eksempel pd, at et videnskabsomrdde kan "avve" nopet

af matematikkens autéritet (uden at der dermed er teoretisk belxg for del

i videnskaben selv), og for det svedie at de resultater, der kommer ud af

den matematiske model,derved kan komme til at fremstd som om,den eneste
1gsning pad et samfundsmassigt problem skal findes. pd baggrund af disse resul-
tater - hvilket automatisk vil medfgre, at lgsningen er en eller anden form
for teknisk regulering - det er den eneste form for reguleringsmulighed, der

kan indbygges i modellen.

N&r differentialligningers anvendelse i gkologien skal_inddrages i under-
visningen og bruges som anledning til at lare eleverne noget generelt om sam-
fundsmazssig anvendelse af matematik, er der mange gode grunde til at valge at
ggre det eksemplarisk, ved at udvalge een model som ggres til objekt for
undervisningen.

For det fgrste viser det sig, at det er nemmere for eleverne at arbejde ud~
fra konkrete eksempler, og for det andet kan man ikke nd at behandlc flere

modeller end een sd grundigt, som vi lagger op til.

(1c7) Bellman og Covke: "Modern Elementary Differential Equations™, addison -Wesloy
Publishing Company, 1871, s. 2o0.

G
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Problemet er s& at finde et eksempel,som'virkeiig ogsé‘gg eksemplarisk i
forhold til en behandling'af matematikkens anvendelse p& samfuﬁdsmassige
problemer. Vi har i vores undervisningsforlgb valgt at behandle Nordsgmodel-

len.

Et af vore k?iterier har varet, at det skulle dréje sig om en model, som
enten var eller i narméstevfremtid kunne blive grundlag for vigtige poli-
tiske beslutninger. }

Men det er Viétigt for os af understrege, ;t.vi ligeségodt kunne have valgt
en anden modei f.eksi Fxlles s¢-mode11én,oé at valget af Nordsgmodellen i
hgj grad har vmretAbcgrundet i, at vi havde kendskab til nogle artikler

om denne model, som var skrevet af een af modelbyggefne, 6g at der er en pz-

‘ dagogisk pointe i,at nogle af modellens centrale hovedelementer kan forstds

" og produceres ‘af eleverne selv (sammensztningen af en "grreddams-model

med Bertalanffys ligning). Dette vil Blive beskrevet nzrmere i det fglgende.

Inden vi gir over til en beskrivelse af selve modellen,vil vi beskrive 2
hovedﬁestdnddele af‘médeileh, som 6gsé vil komme til at spille en rolle

i vores undervisningsfori¢b. Det dreier sig om en ligning til bestemmelse
af et individs (en fisk) gennemsnitsvagt til et bestemt fidspunkt, og -

det drejer sig om grreddamsmodellen som er en een-populations model u-

- den ny rekruttering.

I et ideelt tilfmlde, som f.eks. en grreddam, hvor man kun har een po-

pulation, hvor alle individer er lige gamle, og hvor tidsrummet, som mo-

dellen arbejder i er s& kort, at man med rimelighed kan forudsatte,at

der ikke f@gdes nye individer, vil en matematisk model fil besKkrivelse

a% antallet af individer vare meget siﬁpel at opstille. I dette tilfalde
kan man regne med at dgdeligheden (antallet af individer,der d¢r pr. tids-
rum) vil vare proportional med antallet af individer. Det vil sige,af

vi kan apstille en simpel f¢rsteordens;linear,homogen differentiallig-
ning med konstant koefficient f'(t) = af(t), hvor a € R_

Ndr man ¢gnsker at bestémmc et individs (en fisk) gennemsnitsvagt til et
givet tidspunkt benytter man Bertalanffys ligning;AMan antager,at gennem-
snitsvagten @ndrer sig proportionalt med optageléen af stof minus ud-
skillelsen af stof. Endvidere antager man,at optagelsen éf stof er pro-
portional med overfladen af fisken,og at udskillelsen af stofver.propor—
tional med fiskens vagt. Og man antager}at overfladen og rumfanget (vag-

ten) er proportional med fiskens langde i en eller anden potens.
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sen har sit maximum.

Man fdr altsd,at =ndringen af fiskens vagt kan udtrykkes ved:

dw

n
It Hs(t) - kw(t), hvor s(t) pl (t)

wit) = qi™(¢) \

Disse eksponenter er blevet bestemt til n = 2 og m = 3, men varierer igvrigt

fra art til art, og estimeres i dag ved hjalp af regressionsanalyse.

Herefter er det mﬁligt at bestemme det'tidsﬁdnkt,hVor det bedst kan be-

“tale ;ig at fiske alle fiskene i grredddmmen,” idet man kan gange antal- - : =

‘let af ¢rreaer med gennemsnitsvagfen og finde: det tidspunkt/hvor biomas- |

Dette princip er et af de barende i Nordsgmodellen. I modellen er samt-
lige arter (af fisk) der er medtaget, opdelf i aldersklasser, og hver
klasse er beskrevet med sin egen Bertalanffy-ligning og sin egen grred-
damsmodel. T bilag 2 til undervisningsforlgbet til differentiallignin;
gers anvendelse i fiskerimodeller er der et (modificeret) System-dynamic
diagram for en forsimplet uégave af Nordsgmodellen (3 arter med een
klasse i hver), og vi vil i den fglgende gennemgang henvise til dette
diagram.

Men det er klart,at systemet nu,hvor der medtages mange arter)bliver me-
get mere kompliceret, idet man md& medtage,hvorledes arterne vekselvir-
ker med hinanden og med omgivelserne. Side 1 i bilag:2 til undervisnings-

forlgbet (kap. 4.4) illustrerer hvorledes denne kobling foregdr.

Bertalanffyligningen og grreddamsligningen bestemmer tilsammen.hvor me-
get biomasse, der er til radighed for de andre fisk som fgde (A). Gennem
nogle analyser af maveindholdet i forskellige fisk har man dannet sig
nogle antagelser om egnethedsgraden af forskellig f@gde til forskellige
arter (B),

Dette danner tilsammen grundlag for beregningen af udbuddet af egnet
fgde af de forskellige arter til de forskellige arter (C).

Dette sammenholdt med antallet af den art, der i denne forbindelse
optrader som byttedyw, giver udnyttelsesgraden af det samlede udbud

af egnet fgde (D) og dermed til beregning af, hvor mange kg, der er

2dt af hver art (E).

Disse beregninger virker tilbage til Bertalanffy-ligningen (udbuddet

af egnet fgde pdvirker hastigheden,hvormed det enkelte individ vok-
ser) og pd grreddamsligningen,hvor antallet at individer pdvirkes af,
hvor mange der er blevet =adt.

Dette er princippet i modellen, som igvrigt findes i tre udgaver, som
er mere og mere simplificerede : En idealmodel, en gkonomimodel (sem cr

den man laver prognoserne ved hjzlp af) og en prgvemodel, som bhenyttes
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til at analysere modellens mekanismer, med henblik pd en videreudvikling

af modellen.

Modellen har vist sig at stemme rimeligt godt i beregninger fra 1960-
1970, hvof den har forudsagt et fiékefiudbytte, som svarer til det vir-
.kelige (108) og Erik Ursin forsgger sig i 1977 (109) med en forudsigelée
pé baggrund af Nordsgmodellen om, at man kan fordoble nordsgfiskeriet,

'hvis man fisker efter princippet om,at skaffe‘fiskeyngelen bedre vil-

k&r ved at fiske rovfiskene i videre omfang. ;

. Men han mener sig alligevel ikke mere sikker ena,ét artiklen slutter med:

"Men mdske er det farkert alt sammen. Fiskeriet, éog gav et udbytte pd

nesten 6 mill. tons, foregik ikke i Nordsgen, men i en datamaskine."” (110)

. (loB) "Analyse af nordse¢fiskeriets udvikling”, Nat-bas, hus 162/gr 5, RUC 1978.

{109) E. Ursin: "Kan Nordsgfiskeriet fordebles?", Fisk oé Hav 1977. Danmarks Fiskeri-
og Havundersggelser. , . N

(llo) Ursin 1977, s. 9.
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Kapitel 4.3. Undervisningsmateriale om differentialligninger

. Som det er fremgdet af de ovenstdende skitseringer af differentiallignin-

gers anvendelse og historie, anser vi anvendelsen for at vzre af en s&-
dan karakter, at vi vil opbygge forslaget til valgfrit emne omkring an-
vendelsen af differentialligninger i fiskerimodeller.

Da formdlet med forslaget til valgfrit emne ikke er af samme type som
formdlet med integralregningen, vil vi ogsd beskrive det udpluk af larer
bogsmaterialet, vi har beskaftiget os med,pé en anden ﬁéde,end vi beskrev

materialet om integralregniﬁgen.

Vi vil nemlig give en vurdering af,hvorledes materialet giver eleverne mu-
lighed for at skaffe sig en forstdelse af, hvorledes differentiallignin-

ger bliver anvendt.

Forinden vil vi imidlertid referere nogle vurderinger af de padagogiske pro-
blemer ved undervisningen i differentialligninger, idet det viser sig,at

vi kan overfgre disse vurderinger til gennemgangen af larebogsmaterialet.

De refererede artikler drejer sig om undervisningen pd de indledende trin
af universitets- og ingenigrstudier, mens vi ikke kender til litteratur

om undervisningen i differentialligninger pd gymnasialt niveau.

Vi mener, at artiklerne kan bruges i forhold til det gymnasiale niveau, i-
det artiklerne drejer sig om introduktionen til differentialligningsom-

rddet, og idet man m& gd udfra,at gymnasieelever har mindst lige sd sto-

re indlaringsmassige vanskeligheder som de studerende.

I en engelsk artikel (111) fortazlles, at der i de seneste ar har varet en
voksende frustration blandt de studerende, der deltager i kurser i sé-

kaldt anvendt matematik, idet de ¢gnsker, at matematikken skal ses anvendt
i reelle problems?illinger og ikke kun i temmelig abstrakte mekaniske pro-
blemer. Mange larer endvidere differentialligninger,fgr de lazrer mekanik,
sd4 der méd sgges efter andre motiverende eksempler. Her nmvnes populations-

dynamiske modeller som et vasentligt omrdde.

En anden engelsk artikel (112) gdr 1idt dybere i diskussionen om ind-
laeringsvanskelighederne og herunder motivationsproblemer.
Der tales om, at der almindeligvis opereres ."ed tre forskellige mdder at

strukturere undervisningen pd, og at de alle har nogle uheldige konsekven-

(111) Burghes D. "Population dynamics, An introduction to differential egquations”
Inst. J Math. Educ. Sci. Technol. 197%. Vol 6 No. 3 s. 265-276.

(112) Bajpuaj. A.C. I.M. Calus and G.B Simpson. "An appraach to the Teaching of Ordi-

nary Differential Equations.” Inst. J Math. Educ. Sci. Technol. 1970, Vol I, s 39-54
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2) Der startes med
at-definere en differentialligning. For at motivere de studerende skitser-
es et par eksempler pd ligninger, der optrader i praksis. Ulempen er i

dette tilfzlde, at fleste studerende synes uinteresserede i dette.

3) Endelig kan emneomrddet .introduceres ved at beskrive et eller flere
fysiske problemer, der giver anledniﬁg té} differentialligninger, fseks.
bevagelsesligningen eller en kredsl¢bslign§ng. ‘

Denne 3. form for introduktion vurderes som bedre end de to fgrste, men

det samlede forlgb er oftest sddan, at den matematiske béhandling gir

forud for den fysiske fortolkning, bdde i tidsrakkefglge og i prioriterings-

- forstand.

De tre struktureringer kan 'r symboliseres pd ovenstdende .figur, idet det

bemarkes,at det kun er den indledende fase¢yder er forskellig.
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Disse almindeligt anvendte forlgbsstruktureringer betyder ifglge forfat-
terens erfaringer, at de studerende generelt set ganske vist far gode
karakterer, fordi de kan bruge lgsningsformlerne , men at de har en:ringe
begrebsforstielse.

Desuden kan de ikke selv formulere ligningerne ud fra f.eks. fysiske ud-
sagn om problemstillinger, og endelig kan de ikke forstd betydningen

af de tre forskellige metoder til lgsning: analytisk lgsning, numerisk

1gsning og lgsning ved hjzlp af analog-computer.

Forfatteren har et alternativt forslag til starten af et forlgb, der
forudsaztter adgang til analog- og en digitalcomputer.

1) En fgrsteordens ligning udvikles fra en fysisk situation som f.eks.
Newtons kglelov (side 42).

2) Ligningen lgses analytisk og ved hjzlp af b&de analog- og digitalcom-
putere. .

3a) Koefficienterne i en homogen 2.ordens ligning varieres,og de tilsvaren-
de lgsninger fra de 2 slags computere sammenlignes med den analytiske lés-
ning.

3b) Ligningen ggres inhomogen,og man behandler igen udfra de tre lgsnings-
metoder forholdet mellem den homogene lignings og den inhoﬁogene lignings

lgsningsrum.

Anvendelsen af en datamat er ogsé hgjt prioriteret i en schweizisk artikel
(113). Begrundelsen er som i den engelske,at det vil give de studerende

et mere reelt billede af,hvordan differentialligninger anvendes,og at det
vil lette den begrebsmassige indfgring at se de grafiske udtryk for lgsnin-
gerne.

Forfatterne mener, at en traditionel undervisning,der prasenterer de
studerende for en grydeklar fremstilling, g@¢r de studerende ukritiske over-
for anvendelsen og ude af stand til at ;urdere forskellige fremgangsmd-
der. l

Brugen af datamat kan derimod tilfredsstille studentens spontane spgrgs-
mdl og hjazlpe til med at forstd procedurernes detaljer.

I Geneve findes ¢t Fortran-program, hvor brugerne selv kan valge begyndcl-
sesverdier til tre modeller for projektilbaner, og kemiske reaktioner, og

konkurrerende dyrearter (to arter), hvorcifter der plottes en lgsning ud.

(113) Magnena og Thalmann: "Differcntial Equations, an interdisciplinary model”.
Ingt. J. Math. Educ. Sci. Technol. 1978. Vol 9 nol, s. 35-42.
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os om hvilke typer af anvendélser,der er reprasenteret, hvorledes anvendel-
serne diskuteres og vurderes, samt i hvilken rakkefglge anvendelserne optrie-

der i forhold til indfgrelsen af den matematiske teori.

I forbindelse med det sidste punkt vil vi kunne henfgre til de tre struk-
tureringer, der er optegnet i figuren .i det foregdende.
l'or hvert materiale vil vi udvaelpe mindst en anvendelse til en detal-

jeret gennemgang.

Vi vil fgrst betragté nogle noteryder er skrevet af larér G pa gymnasium

5 . Noterne indeholder ingen anvendelser overhovedet, men‘giver en kortfat-
tet indfgring i teorien for 5 simple typer af l.ordens ligninger i l¢bef
af 7 handskrevne sider. Det Kan igvrigt bemarkes,at materialet for os at .
se vil vere ideelt at have til at sl4 op i (efter at det er gennemgdet) og

til repetition. Noterne fortazller ikke noget om anvendelser, men det giver

de sig heller ikke ud for .at ggre.

y -
Lﬂrebogssystemet,dér er lavet af Mogensen og(Andersen,har_i bog II for 2.g
mat/fys 7% side om differentialligninger,hvor der helier ikke er nogen form -
for anvendglser, péd trods af at de skriver at "i mangfoldige anvendelser

af matematikken er differentialligninger et vigtigt hjelpemiddel til be-

stemmelse af de funktioner,man har brug for."”(11lH)

I bog 2B af Andersen, Biilow og Helms behandles differgntialligninger pd de
13 sidste sider. Der startes med -funktioner af typen f(x):k(l-x)/xé; k € R,
som eleverne har set 150 sider fgr i et eksempel, h&or det blev fortalt

at funktionerne bruges i kemi. Funktionerne omskrives til ykx-2)=%¥(l-x)x,
som kaldes en differentialligning, som s& har de‘oprindelige funktioner

som lgsning. Forlgbet er sdledes struktureret efter den sikaldte metode 1

i figuren, der ifglge erfaringer fra undervisning af universitets- og in-
%eni¢rstuderende kan haQe den skévank,at eleverne ikke kan se meningen med
at indfgre den nye type af ligninger.

Det er'et generelt princip for larebogssystemet, at anvendelser er adskil-
te fralselve‘indf¢ringen af ny matematisk teori, samt at anvendelserne .

er placeret bag efter teorien. Der behandles til sidst i afsnittet 3 anven-
delser: henfald af radiocaktivt stof, vejlangde tilbagelagt af et legeme

pé& vandret underlag med gnidningsmodstand samt en strgmkreds.med modstand
og induktor. )

Eksemplerne er altsd alle hentet fra fysikken, og dé§ lagges ikke op til

at man skal vare opmerksom pid - endsige problematisere - Selve modelbyg-

(114) A & M, bog 2:'s. 114.
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ningsprocessen. Der startes i alle tre eksempler med at opskrive lignin-
gerhe, hvorefter man bruger lgsningsformlerne og indsatter nye begyndel-

sesvardier.

Kristensen og Rindung har i bog 2.2. for matematisk/fysisk gren 20 sider
om differentialligninger. Disseﬁ?o sider er struktureret eftfp metode 2
i figuren, idet der startes medj&efinition og lgsning af nogle l.ordens
differentialligninger og fgrst 7rsider inde irafsnittet koﬁger et enkelt
eksempel pd en anvendelse. Herefter gennemgds é.ordensligninger efter
samme skabelon. Kritikken af denne metode gdr pd,at den ikke er moti-
verende for eleverne. Eksemplerne drejer sig om befolkningsvakst og om

Newtons 2. lov samt om tvungne svingninger. Eksemplet om befolkningsvakst

er meget idealiseret, men dette kommenteres ikke.

Bogen "Differentialligninger" af Erik Kristensen (lu4o sider) er tankt som
materiale til brug i det valgfri emne, og er derfor langt mere omfangsrig
end de tidligere navnte materialer.

Ogsd denne bogs fremstilling kan henregnes under metode 2 i figuren. Bogen
er struktureret efter de ligninger, der behandles, og det er fgrst efter,
at der er indfgrt en given teoridel, at der gives nogle eksempler pd,
hvad den kan bruges til.

Bogen indeholder et stgrre antal eksempler pa anvendelser end de tidli-
gere navnte materialer, og eksemplerne er ikke alehe hentet fra fysik

(men overvejende), men ogsd fra kemi, populationsdynamik, teknologi og
gkonomi.

Fra fysik drejer det sig om nedbrydning af radiocaktivt stof, ophangt

snor, Newtons 2. lov, lodret frit fald og skrdt kast med og uden luftmodstand
samt retlinet bevzgelse med luftmodstand. Og enéelig eksempler med elek-
triske kredslgb.

Fra kemi er der omtalt kemiske processer og fra populationsbiologien
bakterievakst. Inden for det, vi har kaldt teknologi drejer det sig om
projektering af hangebroer, om telefonopkald og ventetid ved lysreguleret

kryds, og endelig er gkonomiomrddet prasenteret med en kapitals vakst.

P& trods af, at der er eksempler fra alle vasentlige videnskabsomrdder,
er der en rekke kritisable forhold i den made eksemplerne bliver gen-
nemgdet pd. Lad os betragte cksemplerne med bakterievakst og kapitalvekst.
Bakterievakst optreder for fgrste gang csom eksempel pd anvendelse af
ligningen y'=zay. Her skal man “overvej(a) om de gjorte antagelser er ri-

melige,(..) (og om) der stiltiende (er) listet andre antagelser ind end
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de 't eksemplet anfwrte.” (115) Man skal ligeleﬁes sammenholde observerede
data med‘prognos;icgrede verdier, og de passer ikke helt éammen.

Der vendes tilbage til disse data senere,efter at modellen er forfinet til
%%:kg(y)? hvor ideen om at satte gly) lig vy hi&es ned fra snoreloftet.

Det viser sig nu,at der ogsd er én rimelig overensstemmelée mellem ob-
gerverede og prognosticerede fal. Endelig.argumenteres.for dy/dt=ky(M-y),
og ogsd her er overensstemmelsen rimeiig. Der lzgges op til diskussion af
dette forhgld’genném spgrgsmilet : "Hvordan kan maﬁ i praksis afgere, hvil-
ken af de tre Eypotesér der er bedst ?" (liﬁ) ) ;

Sidste gang bakferiemodellen forfines, tilfgjes eﬁ ind-/udvandringsfunktion

. ’ . dy/dt = ky + g(t). (117)

‘

Bakterievakst Denng defaljerede gennemgang af bogens behandling_viser, at der lagges op
og, kapital-‘ ‘til‘rimélige overvejelser over bygning af modeller for bakterievakst. Det
vakst er imidlertid kritisabelt, at bogen blot siéer, at "de her apfmrte overve~-
. [jelser (...) ikke n@dvendigvis (er) knyttetvtfl bakteriekulturers storrelr:
se, men Kunne ;gsd forspges a;ﬁéndt f.eke. g&‘qtorbyers_vmkst" (118), uden.
at der er antydning af en behandling af,.hvorledes modelbyggeriets:koﬁ—
‘plexitet gges’, nar vivkelighedsomrédet ggres mere komplekst.
Kapitalvakstekéémplet er pd samme mide indholdsﬁaésigt problemétisk. Det
begynder med: "Sterrelsen (verdien) af en kapital varierer med tiden grund-.
et forrentning, inflation og andre forhold. N&r kapitalens verdi til -
&en t er lig med.y(t); kan man - ved at resonnere som i eksemplérne vedrp-
rende bakteriekulturer - né frem til (tilsvarende ligninger).."(119).
En diskussion af den politiske betydning af denne slags - tilsynélédende -
harmlgse analogier mellem vaksten af kapitaler og vaksten af biologiske po-
pulationer kan uddybes med, baggrund i “En objektiv, men alligevel farlig‘
regnetime" (120).
;3 Bogen Differentialliéninger giber sdledes en ufuldstzndig behandling af
€ . o problemerne vedrgrende anvendelser af differential-ligninger, men bogen fore-
giver heller ikke, at den ggr det, ‘

R - Lo (115) Kristensen, Erik: "Differentialligninger for matematisk gymnasium. Gad 1973, s. 17.

{116) Kristensen, s. 17.

(117) Kristensen, s. 78.
(118) Kristensen, s. .78.
(119) Kristensen, s. 78,
(120) Jensen, Jgrgen Pauli: Forbem&rkninger til og referat af: Otto F. Kanitz: "En

. objektiv, men alligevel farlig regnetime”. Materiale udleveret til et seminar,
v RUC 1974.
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Det gg¢r derimod "Matematiks anvendelse i biologil. "Hovedparten af (..)
bogen beskeftiger sig med den gren af biologien, der kaldes populationsbi—
ologien.” (121) '
P4 grund af indholdet i vores forslag til valgfrit emne vil vi i det fgl-
gende give en behandling af den fgrste del af bogen,der handler om popu-

lationsdynamik, men udelade den sidste de;rQm:pgpulationsgenetik.

k3

Bogen er struktureret efter modellernes komplig;refhed, sd man starter ‘ ™
med diskret populationstilvakst med konstant rate og ender med stokastiske

modeller, udbredelse af epedimi og systemer med to dyrearter.

Der arbejdes med forskellige populationer: insekter, kaniner, mennesker,

bakterier, storke, epedimi hos mennesker, zebrzer/lgver samt harer/losse

(opsat i rakkefglge efter hvorndr de optrader fgrste gang). I de fleste

.
tilfezlde er populationerne imidlertid anonyme. :
De anvendelser, som eleverne stilles overfor er enormt pant bearbejdede.

Alle tallene er stillet op, og antagelserne om virkeligheden er gjort uden,

at man har fulgt med i den proces,det er at lave antagelser om virkelig- ?
heden. Matematificeringen er for sa vidt allerede sket, og elevernecs opgave |
er blot at fglge med i den proces,det sd er at satte tingene pd ligning.

I vores undeéyisningsforl¢b ville det svare tilyat eleverne blot blev

prasenteret for det fardige system-dynamic-diagram og oversattelsen'heffra

til ligningssystem, istedet for at diskutere forudsatningerne for system-

dynamic-diagrammet.

I indledningen til bogen findes der nogle generelle overvejelser over, hvor-

ledes matematik anvendes i biologi, dvs. bdde indgdr i et samspil med den

biologiske teori og udvikler denne og bruges til at bringe den biologiske

teori og empiri pd en sddan form, at man kan prognosticere et forlgb.

Her fortzlles det ogsd,at "(matematiske modeller) inden for biologien (..)

som regel kun (vil) give kvalitative resultater",hvilket senere bliver gen- '

taget.(122) -

Det er et vasentligt formidl med at bygge populationsdynamiske modeller,

at de kan bruges til at lave stabilitetsovervejelser. Der findes tre sider

om stabilitet i materialet, og der ggres opmzrksom pd, at den definition i
af stabilitet, der foretages, kun er intuitiv (123).

{121) Schultz, Jonny: "Matematiks anvendelse i bioclogi", Munksgdrd 1974, s. 9.

(122) Schultz, &. lo og 29.

{123) I denne forbindelse vil vi ggre opmerksom pd, at bogen i forhold til stabili-

tetsovervejelser er mere fyldestggrende end det forslag til valgfrit emne, som
vi har lavet.
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Vi vurderer, at der er for 1lidt datamateriale (fra fors¢g eller fra
Statistisk Arbog), som eleverne kan arbejde med.. Ndr data“ene er f&-
tallige, er der en fare'for,'at lareren istedet for at lade undervis-

ningen fordybe sig i nogle konkrete modéller og diskutere forskellige aspek-
ter af disse, er mere tilbgjelig til at gd& videre i teksten, - for tekst

er der ikke for 1lidt af til otte uger.

Efter disse kommentarer til nogle generelle aspekﬁer i bogen vil vi nu
give et bud pd en vurdering af nogle af detaljerne, for at begge dele ,
kan danne baggrund for en samlet vurdering af bogén.

I afsnittet om stokastiske modeller er der en overskuelig opstilling .

.af de forudsatninger,man ggr sig, hvilket vil ggre det narliggende at

diskutere forudsatningernes gyldighed, og det vurderer vi som meget

positivt. I forbindelse med diskret populationstilvakst findes der en
velegnet og uddybet diskussion af tolkningen af konsténten k i udtryk-
ket x = = kxn?l'
Overgangen fra diskret til kontinuert model giver anledning til an oﬁ-

start pd en diskussion af modellernes ngjagtighed saﬁmenholdt med, hvad

det er muligt at give en matematisk lgsning p&. At disse overvejelser over-
hovedet er med,er naturiigvis godt, men bogen ville blive vasentligt for-
bedret, hvis overvejelserne blev uddybet og‘samhenholdt méd konsekven-

serne for modellernes brugbarhed til forékellige typef af fofmél. Bogen
kunne ogsd forbedres ved at have flere simulerede udvikligsforl¢b (f.eks.

i forbindelse med .den allerfgrste del s. 11-12.) Endelig bliver der pra- i
senteret og behandlet problemstillinger, uden at der pd nogen méde argu-
menteres for deres relevans. F.eks. findes der kun een population, der ikke
er anonym i kabitlet om stabil aldersfordeling. Det er den danske befolkhing
fra 1930 til 1970, som eleverne i en gvelse s.63 skal vurdere .aldersforde-
lingens stabilitet for. Men det navnes ikke, hvorfor det kunne vare relevant

at undersgge det.

Argumentationen for,at det er relevant at regne p&, om det er muligt, at-
jordens nuverende befolkning kan nedstamme fra Noahs sgnner og svigerdgtre,
angives at vare det "ofte (anvendte) som"bevis" for, at Det gam{e Testamen-
te gengiver de historigke kéndsgerninger korrekt." (124)

Vi mener, at det er et forvirrende og fordrejet eksempel p& anvendelsen af

populationsdynamik.

(124) Schultz, s. 24.
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fn'quave angdende indestdende p& en sparekassebog falder derimod helt uden
,Vfor bogens titel, og er endvidere ideologisk p&d samme made som kapital-
vekst-eksemplet i "Differentialligninger”. Analogien mellem renter og til-
vakst i naturlig populationer understreges kraftigt af brugen af matematisk
formalisme, idet der efter opgaveteksten $tér :"Vink: Renter = nyfedte."”

(125)

Sammenfatning _ :Sammenfattende mi det konkluderes,at bogen ikke i sig selv giver elever-T
) ﬁeimulighed for at skaffe sig et dazkkende billede af matematiks anven- )
delse i populationsbiologien, idet der ikke tages udgangspunkt i konkrete
anvendelsessammenhange, og idet de populationer der opereres med, som
oftest er anonyme. En overskrift som "Differentialligninger med biologis-
ke -eksempler" ville efter vores mening vare mere aakkende (for den fgrste
del af bogen) end bogens titel er det, idet den for os at se lagger op
til, at eleverne efter at have arbejdet bogen igennem f.eks. har et eksem-
plarisk kendskab til i hvilken forstand biologien kan udvikles ved hjwelp
af matematik, og til hvorledes de matematiske modeller kan indgd som en .

del af et beslutningsgrundlag.

Afsluttende Vi har nu gennemgdet larebogsmaterialet og vil afsluttende navne, at der
kommentarer i ingen af materialerne diskuteres numerisk lgsningsmetode eller bru-
gen af analogcomputere, sdledes som det blev anbefalet i de referede artik-
ler om universitets- og ingenigrstuderende. Tvartimod formuleres det i
"Matematiks anvendelse i biologi", at "det sdrgelige er, at (lgsningen til
et rovdyr-byttedyr-system) ikke kan (..) udtrykkes ved "kendte funkti-
. oner"." (126), mens muligheden for andre lgsningsmetoder end ikke nav-

nes.

Vi har ikke varet af den opfattelse,at materialet direkte kunne udggre
noget vasentligt element i det undervisningsforlgb, vi vil skitsere
i det fglgende kapitel ud fra den viden,vi har erhvervet os om differential-

ligningers anvendelse.

{125} Schultz, s. 26.

(126) Schultz, s. lol.

e
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Kapitel 4.4. Undervisningsforlgb : Differentialligningers anvendelse i fis-

vkerimodeller.

4.4.1. De formelle bestemmelser.

Matematikundervisninéen pd den matematiske linje har som en del af sit for-
mdl at give en forstdelse af og evne til kritisk at analysere den mdde,
hvorpd matematikken anvendes indén for forskellige omrader.

Om det fagligegomréde?differentialligninger%er i b%kendtg¢relsen blot navnt,
at der skal behandles simple differentialliéningeri og i undervisningensvej-
ledningen stdr, at dette kan vare "ligninger af fofmen fi'ix) = gf{x),

f'iz) = k-f(x), f'(x) = g(f(x)), f'(z) = h(x)-g(f(x)) og f''(zx) = k-f(z),"

og at der ikke "kreves nogen almen teori for differentialligninger'.(127)

Der forekommer forskellige typer af differentialligninger til den skriftlige
studentereksamen; men det har vi ikke villet tage hénsyn til i undervisnings-
planen. Eksamenstrening i differentiallighinger vil vi henlagge til efter

forlgbet.

Om det valgfri emne hedder det i bekendtggrelsen at,bder skai lzses et sddant,
og at "opgivelsérne til den mundtlige preve (...) © omfang (skal) svare til ca.
hal;deien af det leste pensum. Opgivelserne skal blandt andet indeholde cen-
trale dele af det valgfri.emne." (128). I undervisningsvejledningen stdr, at

det valgfri emne mindst skal vere pd 40 timer. Vi har lagt vores forslag inden

fér 40 timer, idet det eventuelt kunne ske, at der ikke var mere end 40 timer

til rdédighed grundet de andre ngdvendige pensumkrav (129).

Det vil fremgd af det fglgende, at vores forslag falder ind under de gzldende

bestemmelser.

Der ef en del vanskeligheder forbundet med at udarbejde undervisningsforslag
for os som universitetssfuderende, der kun har et riﬁge praktisk kendskab til
gymnasieskolen, og som ikke har mulighed for at afprgve forslagene. Vi vil for-
udsatte, at eleverne sammen med lareren inden det valgfri emnes 8 uger starter
har besluttet , 1) at specialet skal omhandle differentialligningers anvendel-
se i fiskerimodeller, 2) at formdlet skal vare det, som vi skitserer nedenfor,

3) at lazreren har féet til opgave at udarbejde en detaljeret planlagning og

(127) Undervisningsvejledningen, s. 3.
(128) Samlede bestemmelser vedrgrende studentereksamen, s.l14.

(129) Undervisningsvejledningen, s. 4.
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4) endelig at eleverne godkender den fremlagte plan i den fgrste time.

Vi har valgt at give undervisningsforlgbet fglgende overskrift: Dillerentli-
alligningers anvendelse i fiskerimodeller.
Formdlet med forslaget er mangedelt:

a) Eleverne skal stifte bekendtskab med nogle virkelige anvendelser af ma-

tematik, hvor anvendelserne er eller i den nzrmeste fremtid kan blive grund-
lag for beslutninger af vidtrakkende karakter.

b) Eleverne skal have information om, hvilke samfundsmazssige problemer der

har fgrt til, at man er begyndt at anvende matematiske modeller for gkolo-
giske systemer.

c¢) Eleverne skal bringes til selv at erfare, hvilke typer af begransninger

modeller om s& komplicerede forhold som gkologiske systemer har,- som fglge
af de forskellige typer af forudsaztninger man m& ggre sig.

d) Eleverne skal bringes til selv at erfare, at det er ngdvendigt at have

komplicerede modeller, ndr de skal bruges inden for gkologi.

e) Eleverne skal bringes til selv at erfare, hvilke fglger modellernes ngd-

vendige komplicerethed har for gennemskueligheden af modellerne.

f) Eleverne skal deltage i diskussionen af forskellige kriterier for evalu-

ering af matematiske modeller.

g) Eleverne skal selv formulere, hvilke ekstra informationer om brugen af
en model det er relevant at indhente.

h) Eleverne skal have at vide, at det i mange anvendte medeller er en ngd-
vendighed at bruge numeriske lgsningsmetoder.

i) Eleverne skal formulere sig skriftligt om problemstillinger inden for

anvendelser af matematik.

j) Eleverne skal vare aktive i den afsluttende evaluering, hvilket for os

at: se forudsaztter, at de undervejs har summeret op og evalueret.

Der er lagt forskellige principper til grund for udarbejdelsen af forlgbet.
For det fgrste har det varet vasentligt for os, at undervisningen taeger ud-
gangspunkt i reelle anvendelser, at der igennem helc forlgbet relatercs til
reelle anvendelser,og at man endelig til slut bruger den viden, man har fa-
et igennem forlgbet, til at give en vurdering af reelle anvendelser.

Vi har pd denne mdde sggt at undgd, at anvendelser optrddte som et motive-
ringsmiddel, der blot skal overstds, “s& man kan komme igang med den rigtige

matematik".

For at anvendelser af matematik potentielt kan fungere som beslutningtgrund-

lag, er det ngdvendigt, at modellerne er komplicerede. Undervisningen ckal
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derfor behandle‘denne kompleksitets ngdvendighed og konsekvenser. P4 den an-
den side er det vanskeligt for eleverne at-satte sig ind i modellernes.ind—
hold og funktionsmdde netop pd grund af, at modellerne -er komplicerede. Det-
te dilemma har vi sggt at lgse ved at léde kémplicerede og simple modeller
indgd i et vekselspil i undervisningsforlgbet. De simple modeller,vi tager
ind, er ddg ogsd det, som vi vil kalde reelle.anvendelser.

‘ .
Forlgbet begynde% med, at den udvalgte kowplicerede modél, Nordsgmodellen
prasenterés. Det er imidlertid i forbindelse med nogle simple modeller (bak-

teriemodel, Bertalanffys model for individers vakst, grreddammodel og sild-

_torsk-model), at eléverne bliver fortrolige med konkrete modelbygningspro-

cesser, i kraft af at de aktivt deltager i dem.

Som det er beskrevet i kapitel I, vil vi give behandlingen af overgangen fra
virkelighed til ﬁodel en h¢j prioritet, og til dette formdl er en behandling
af SD-diagrammerne velegnede, idet dét er i formuleringen af SD-diagrammerne
der f&retages en-indsnavring af virkeliéhedsoﬁr%det, mens der ikke foregdr

nogen diskutable. ting i overfgrslen fra SD-diagram til mafematisk model. SD-
diagrammer behandles for bide de komplicerede og de simple modellers vedkom-
mende, mens det kun er i forbindelse med de siﬁple modeller, at ligningerhe

behandles.

Vi er selv af den opfattelse, at det traditionelle matematiske indhold samt
kgrsel pd regnemaskine eller datamat er af en sddan karakter, at arbejdet med
det skulle give eleverne en fornemmelse af, hvilke elementer der indgér i

;de virkelige modelbyggerier" samt en fornemmelse af, at det ikke er noget
mystisk noget, soﬁ kun specielt kloge hoveder kan finde 'ud af, at eleverne-
'qut selv kaﬁ forstd principperne, men ét det kraver en del systematisk og

redeligt arbejde at lave en '"rigtig" model.

Endelig kan det navnes, at vi har ment, at numeriske metoder ngdvendigvis
mitte indgd i et valgfrit emne under den formulerede overskrift, idet nume-
risk lgsning er langt den overvejende lgsningsmetode i reelle anvendelser af

differentialligninger inden for gkologiske forhold.

Som det er fremgdet, er der koblet mange formdl til undervisningsplanen i
forhold til den tid, der er til Pédighed,.og selve det faglige indhold er
vanskeligt. Af disse grunde er forlgbet forholdsvis styret bdde hvad angér
rakkef@dlge og hvad Ahggr selve gruppearbejdets forlgb, idet lareren gir fra
gruppe til gruppe og giver rad og .vink og samtidig kan fa fgling med, hvilke

vanskeligheder der opstdr i grupperne. P& grund af tidsngd er princippet om

at eleverne selv skal formulere en stor del af teorien fraveget i forbindel-
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se med torsk-sild-modellen. Men ogsd her er der en vis aktivitet fru clever-

nes side, idet opbygningen af modellen.foregdr pd dialogform.

Elevaktiviteternes centrale rolle i forlgbet rejser et problem angdende la-
rebogsmateriale eller noter. Der lases ikke noget lzrebogsmateriale, men la-
reren skriver selv de ting ned.til eleverne, som hun har gennemgdet mundt-
ligt. Lareren sgrger ogsd for, at alle har noter om den teori og de opgaver,
eleverne selv har opbygget. Muligvis kan man duplikere noget af det, elever-
ne (/nogle af dem) har skrevet, eventuelt md lareren selv skrive det ned.
Det er vigtigt, at eleverne har forlgbets indhold fastholdt skriftligt. Man
md altid regne med, at der er nogle, der er syge eller af anden grund ikke
kommer til timerne. Skoledagene er splittet op, s8 man let glemmer fra den
ene matematiktime til den anden, og det er under alle omstandigheder vigtigt

at have gode og przcise noter at repetere efter til eksamen.

I vejledningen stdr, at "det valgfri emne kan (...)velges 7 samarbejde med

et eller andre fag." (130)

Vi har imidlertid tilrettelagt dette forlgb ud fra den forudsatning, at det
kun skal kgre i matematiktimerne, idet vi mener, at matematikundervisningen
skal g8 i dybden med eksemplariske anvendelser inden for andre fag, ogsa i

de klasser hvor der ikke kan etableres et direkte fagsamarbejde. Det er i-

midlertid oplagt, at eleverne ville f& et stgrre fagligt udbytte, hvis der

forinden og i s@rlig grad samtidig kgrte gkologi og fiskeri i biologitimer-
ne og/eller fiskeri og statslig regulering i samfundsfagstimerne,-- hvis

klassen da er s& heldig at have disse fag sammen.

Endelig md det bemerkes, at der bruges 1 ud af de 6 ugentlige timer pd reg-

ning og diskussion af eksamenstrazningsopgaver.

Vi har gnsket at lagge specialet s& tidligt som muligt, idet vi mener, at
det er nogle vasentlige kvalifikationer (kendskab til sider af matematikkens
samfundsmessige anvendelser), eleverne kan skaffe sig igennem arbejdet med
det valgfri emne, og at disse kvalifikationer kan lette tilegnelsen af yder-
ligere matematik, ligesom de arbejdsmetodiske kvalifikationer kan vare til

gavn i andre fag.

Da emneomrddet differentialligningerne lettere kan forstds ud fra et solidt
kendskab til differential- og integralregning og til eksponentialiunkliouer,

og da vi ikke har kendskab til, at der almindeligvis kéres valgfrie emner

{130) Undervisningsvejledningen, s. 4.

e
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tidligere end i 3.g., placerer vi dette forslag i efteraret i 3.g.

Eleverne: har pa dette tidspunkt en viden om, at eksponentialfunktioner kan
bruges til beskrivelse af vakst. De erli stand til at anvende métoderne fra
differential- ‘og integralregningen, og de er fortrolige med cksponential-

og logaritmefunktioner. Derimod har elevérne ikke haft differentialligninger

i 2.g:

Eleverne har derudover varet vant til at‘brﬁge skiftende arbejdsformer til-

rettelagt efter indholdet i arbejdet, for eksempeliér,de i stand til at have

en mening om, hvorvidt der i forskellige sammenhange skal bbuges skiftende
e¢ller faste grupper. Eleverne har ligeledes en vis gvelse i at give kritik

af undervisningen:

Vi tror ikke, at eleverne har nogen reél motivation for at safte sié ind i~

emnets indhold. Ungdomséruppen har,som det blev beskrevet i kapitel 2 ingen

egentlig samfundsmassig funktion, hvilket har betydning for, hvad det er de

interesserer sig for. Det kan her indskydes, at arbejdsdelingen i samfundet

og de eksisterende interessemodsztninger ovenikgbet gor det problematisk at

antage, at voksne "borgere" genéfelt har nogen umiddelbar-mbtivation(for at

vide, hvordan fiskebestandene udvikler sig som fglge af forskellige typer af
fiskeri, eller for hvilke metoder der er t;l,rédighed‘fof en analyse af den-
ne problemstilling. ’ .

Vi er sdledes af den opfattelse, at eleverne ikke umiddelbart vil vare mere

"motiverede for dette valgfri emne end for resten af indholdet i matematikun-

dervisningen. Vi trof derimod, at det vil havé befydnihg for elevernes ind-
stilling til forslaget, om de kan lide iareren-og har tillid til hende, og
det vil ogsd have betydning, hvorledes lzreren fremlagger sin egen indstil-
ling til forslaget.

Elevernes indstilling til det samlede forsiég vil ogsd vare bestemt af, om
de har lyst til at anvende de foresldede arbejdsformer. Détte sidste vil af-
henge af, hvilke erfaringer de har om disse arbejdsformer fra andre dele af
deres undervisning og af hvad det er, de laver i det samme tidsrum i de andre

fag.

Forlgbet er lagt an pd, at elevernes selv deltager i deiklingen af det fag-
lige indhold, og det stiller krav sdvel til den: indledende planlagning som

til den lgbende evaluering.

Det er en forudsatning for at gruppearbejdet kan fungere, at den plan, som
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lzreren har udarbejdet, bliver grundigt gennemgdet, grundigt diskuteret og
godkendt henholdsvis andret af eleverne,- ligesom det er ngdvendigt, at ele-

verne har den godkendte plan pd papir,og at den er hangt op i klassen.

Nogle af de teknikker; som eleverne mgder for fgrste gang i dette forlgb,
giver lareren en mundtlig prazsentation af. Det gzlder SD-diagramteknikken og
eulerintegrationsmetoden, hvorefter eleverne anvender og praciserer metoder-
ne i grupper. ) o 7

En anden teknik, som eleverne ogsa mgder for fgrste gang, transformationen
fra SD-diagram til ligning udvikler eleverne derimod selv i det simple til-

falde, og stgtten fra lareren sgges i dette tilfelde afpasset efter elever-

nes egne idéer og tanker.

Vi foresldr, som det ses nedenfor, at grupperne kan brydes op efter en uge,
men herefter er faste. Grupperne er faste, idet det sd vil vare lettere at
tage hensyn til, at det miske gdr hurtigere i nogle grupper end i andre, idet
det er oplagt, hvem der sé;har ansvaret for, at alle kan fglge med, selv om
man er fraverende en gang ;mellem, og idet det er vanskeligere for eleverne
at skulle tilpasse sig til:nye grupper hele tiden.

Derver lagt op til, at der stilles ret store krav til grupperne med hensyn
til selv at dele hjemmeopgaver ud til hinanden, og ogsd dette er et argument

for faste grupper.

Eleverne laver sandsynligvis hjemmearbejdet individuelt, da det kan va&re van-
skeligt at mgdes efter skoletid (specielt pd oplandsgymnasier). Der er lige-
ledes individuel traning i at bruge de udviklede lgsningsmetoder til at regne

opgaver.

Dele af indholdet, lgsning af l.ordens inhomogenvligning, opstilling af SD-
diagram og ligning for rovdyr-bytte-modellen, er af en saddan karakter, at det
vil vare vanskeligt p& egen hdnd at udvikle for eleverne. Med den tidsvagt-
ning vi har lagt i forlgbet, er det lareren,der stdr for indfdrelsen af dis-
se elementer og styrer forlgbet meget. Da eleverne imidlertid har fdet
kendskab til lgsning af den homogene ligning og til enkelt-art-modeller, vil
eleverne kunne indgd i en dialog med lareren.

Ogsd i klassediskussionen af karakteren af en l¢sning vil lereren vare ret

styrende,

Grupperne cller enkeltpersoner skal fremlegge noget af deres arbejde for hin-
anden. Det skal ske, ndr de har noget at byde pi, som kan vare relevant for

de andre at hg¢re om. Det vil vare tilfaldet, ndr kun nogle af gruppernc eller
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af de enkelte elever har nédet at lave de aftalte arbejdsopgaver, og det vil
vere tilfeldet, ndr grupperne har lavet kgrsler pa datamat. Elevgennemgang

kan ogsd komme pd tale, hvis der opstér behov for repetition undervejs.

At der foretages en grundig evaluering undervejs i forlgbet er en n¢dvenﬁig
forudsatning for, at gruppearbejdsformen kan lykkes, ;igesom koncensus om-
formilet og planen er en ngdvendig forudsatning.

Der er afsat tid til evaluering i den sidste time i hver uge (undtagen i ti-
me 15-'og i time 25). Her kan.man diskutepe’indhol&et og arbejdsformen og
summere op, hvad det er, man har lart, sombman.ikﬁe kunné f¢r, og lareren
kan fé en fgling med, hvor det er eleverne har forstdelsesmazssige og ar-
bejdsmetodiske problemer. Man kan ud fra diskussionen lave forslag til @n-

dringer i planen. Lzrerens arbejdssituation vil sandsynligvis betyde, at hun

kun vil g& med til smd indholdsmzssige andringer i planen, s& justeringerne

bliver i hgjere grad pd det arbejdsmetodiske niveau. Det kan f.eks. tenkes,

at eleverne vil have mere individuelt.arbejde.

- Under evalueringerne er det vigtigt, at lareren lmgger op til en diskussion

af, om kravene til skriftlig formulering er for ambitigse, hvilket vi kunne

forestille os, de var.

Under deri afsluttende évaluering legges aér v&ét pd, at eleverne skal formu-
lere sig skriftligt om, hvilket udbytte dé har fdet. I denne forbindelse er
det muligt at byége pad den lgbende evaluéring og pad de noter, som eleverne '\
har fabrikeret undervejs. Vi forestiller os, at eleverne eventuelt kan skri-

ve en dansk stil som en del af den afsluttende evaluering.



-Undervisningsforlgbet bestar af S theddele, hvoraf den fgrste og 'den
sidste er introduktions- og evalueringsdelen.

De ¢vrige tre dele bestiar af en fase, hvor vi beskaftiger os med en reel
anvendelse af differentialiigninger, nemlig Nordsgmodellen, .men uden at
have os noget egentligt kendskab til det matematiske apparat, een fase,
thvor vi beskaftiger'oé:med en del af det matematiske .apparat. :nemlig f@gr-
steordens differentiélligninger og numerisk analyse, og een hvor vi s

vender tilbage til Nordsgmodellen (131) for at diskutere oversattelsen

fra virkelighed til model med baggrund i den erhvervede matematiske viden.

Denne opdeling skal ikke opfattes sd rigid, som den her er obridset, idet
vi naturligvis vil diskutere Nordsgmodellen med eleverne hele vejen gen-
nem forlgbet og relatere den matematik, de larer til denne model, som de
kender 1lidt til i forvejen. Faseopdelingen er blot udtryk for, hvad det

er, der er det hgjest prioritere.de undervisningsemne i de forskellige fa-
ser. For at lette gverblikket over forlgbet, vil vi her forsgge at ridse
det op i hovedtrazkkene, inden vi gdr over til at beskrive det time for

time.

Fase_l._ Introduktion

Udover time 1 i selve det beskrevne forlgb indeholder denne fase natur-
ligvis ogsd hele denne procedure, der er gdet forud med bl.a. valget af
emnet for det valgfri emne.

Timerne 2-5: SD-diagramteknik og.modelelementer.

Timerne 6-lo: Artikler om og diagram over Nordsgmodellen (132)

Fase_3._ Fgrsteordens_differentialligninger_og numerisk_ analyse.

Timerne 11-23: TFgrsteordens lineare ligninger.

Timerne 24-30: Systemer af fgrsteordens ligninger - numerisk lgsning

Timerne 31-38: Formulering af spgrgsmdl vedrgrende Nordsgmodellen og

interview med Erik Ursin, ansat ved Danmarks Fiskeri- og Havundersggelser.

Timerne 39-40: Udover disse to timer vil der blive 1idt mere diskussion
af forlgbet i forbindelse med de skriftlige fremstillinger, som eleverne

skal lave efter forlgbet.

(131) Nordsgmodellen.

(132) Det drejer sig.om artiklerne Ursin 1974 og Ursin 1977.

.
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Introduktion Timen. er en introduktion til emnet og til dé arbejds- og evalueringsfor-
1.time mer, som vi har tenkt os og en diskussion af.dette.
Introduktionen vil fra vores side bestd i, at vi‘fortaller om de faser,
som vi havde t@nkt os, at forl¢5et skulle falde i, - begrunder dette og
giver dem eksempler pd, hvad de skal lare i 1gbet @f de naste 8 uger. Det
er vigtigt,at ae kan fastholde perioderne og méle;e med diése, og derfor
udlquger vi e; skriftlig oversigt over dette. I éenne time nedsattes

endvidere de arbejdsgrupper, de skal arbejde i i resten af forlgbet.

Introduktion 2.time.SD-diagramteknik og'modele;ementer. Vi tegner de forskgllige ty-
til Nordsgmo- per diagrammer for dem (bilag 1 til undervisningsforlgbet), og de laver
dellen, time selv et diagram.for bakteriekulturs vaekst under ideelle forhold.,

3-10 ‘ " 3.time. I denne time skal de i grupper lave et diagram for bakferiekultur

under temperaturandringer og for d¢deligheden i en ¢rredd$m (uden ny
.rekruttering). Det er vigtigt, af de her far en forgemmelsé af, at een
midde at beskrive et sddant system kan vare 1igé s& god som en anden mdde,
det vil sige, at der ikke findes et entydigt svar pa en opgave af denne
type. Hvis de ikke ndr at blive fazrdige, md de aftale indbyrdes i grup-
pen, hvem der har mest tid til at ggre det ferdigt hjemme, eller hvor-
daﬁ de eventuelt kan dele det. '

4.time. Denne time iAdledes med, at vi tegnef et diagram pé‘tavlen for
bakteriekultur under temperaturandringer. Det er vigtigt at sld fast,

at dette ikke er lgsningen, pd opgaven, men at det er eﬂ ﬂd af flere mu-
lige lgsninger. I forbindelse‘mea det diagram, der nu er tegnet, giver
vi dem nogle definitioner pa forskellige typer af modelelementer.
F¢lg¢nde modelelementer skal indfgres: tilstandsvariabel, proéesvaria—
bel, inputvériabel, outputvariabel, konstanter.

Resten af timen diskuterer de disse definitioner i forhold ti1 de af dem
selv 6pstillede modeller, for eksempel hvad, der er tilstandsvariaﬁel i
vores grreddamsmodel, og de starter pad at formulere sig skriftligt om-
kring disse ting. Opgaven er altsd at skrive deres egne definitioner ned
og illustrere dem ved et eksempel.

Resten af det laves hjemme, og 1-2 sider (hdndskrevet) om det afleveres
istedet for en af naste uges hjemmematematikopgaver. Hvis de har varet
flere om at lave en formulering (hvis de for eksempel er blevet fardige
i timen), afleverer de bare een falles besvarelse.

é;ﬁim2~ Evaluering af ugen. Vi forsgger gennem spgrgsmdl til og diskus-
sion med eleverne at hitte ud af, om de har forstdet noget af det hele,

og hvor de eller enkelte af dem har nogle svage punkter. S& vidt muligt
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6.time. Artikler om og diagram over Nordsgmodellen. SD-diagrammet for Nord- !

redes trddene ud i denne time, og derudover forsgger vi for os selv at

fastholde, hvor problemerne er = specielt hvis det er problemer for den
enkelte. Dette vil give os mulighed for senere at gribe ind, hvor der er
sarlig behov for det.

Resten af timen snakker vi 1lidt 1gst om, hvordan det gir i de forskellige -

grupper, hvis der eventuelt er behov for en udskiftning i grupperne, séf?f
skal det nemlig ske nu. o

sgmodellen uddeles (bilag 2 i undervisningsforlgbet), og de szttes il i
grupper at fglge nogle forlgh i modellen. Dette ggres ved at give dem nog-
le opgaver af typen: Hvilke fglger vil en radikal nedsazttelse af sildebe-
standen (f.eks. overfiskning) f& for de andre arter i modellen.

7.time. Ursins artikel (133) gennemgds og diskuteres med sarlig henblik pé
at diskutere, hvilke samfundsmessige begrundelser, der er for modellen, og
hvilke problemer der er, han mener, at man bedre kan lgse ved hjalp gf en
ﬁatematisk model end ved traditionelle biologiske overvejelser.

8.time. Endnu en artikel (134) gennemgds og diskuteres med sarlig henblik
pad at konstatere hvilke typer af konklusioner, han mener, at man kan dra-

ge pd baggrund af modellen i forhold til de konklusioner, man kan drage

pa baggrund af traditionelle biologiske overvejelser. Dette skal sammen-
holdes med de mdl, som han har sat op i den tre 4r tidligere artikel.
For begge artiklers vedkommende galder, at de er delt ud til en eller to

elever en 2-3 uger i forvejen, og at diskussionen foregdr pd baggrund af

ok d

et mundtligt oplag fra disse elever.

"

9.time. I denne time skal eleverne i SD-diagrammet sgge efter muligheder
for at regulere systemet udefra. Det er ligeledes meningen, at de skal
diskutere, hvad det er, der saztter granser for, hvor godt man kan regulere.
Her tenker vi p& sdvel de modelspecifikke som de politiske begransninger
(135). De skal formulere sig skriftligt omkring disse ting i grupperne.

lo.time. Denne time bruges i lighed med sidste time i sidste uge til e-

valuering og udredning af problemer og misforstdelser. Problemerne i grup- g
perne skal fra nu af lgses ved at snakke om det i stedet for ved udskift-

ning i grupperne. “
Desuden foretager,vi s& langt tiden tillader, en introduktion til naste gi
uges emne. Det cr vigtigt at s1& fast, at det,de skal i naeste uge,er at ‘gﬁ
opstille nogle ligninger for to af de diagrammer, som de nu har lavet ‘?2
(homogene med konstante og koeffecienter), svarende til bakterickultur %%

med og uden temperatursvingninger.

(133) Ursin 1974.

(134) Ursin 1977. i

{135) Jvf. fiskerikonflikten, ma} 1978.
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11.-25.time

11. time. Fgrsteordens lineare ligninger. Udfra SD-diégrammet for bakterie-
kultur under ideelle forhold skal de i grupper opstille en fgrsteordens
line®r, homogen differentialligning med konstante koefficienter og finde
en lgsning til den, og hvis de kan nd det, skal de finde alle lgsningerne.
Hjemmeopgave: fors¢g.et bévise, at det er alle 1¢sningérne,der er fremkﬁm—
met ved lgsningerne ceat, c€R.

12.time.’ Hvis nogle af eleverne har bevist det hjemhe,genncmgév de beviset
for at ceat, c€R udtrykker samtlige~1¢sninger - éllers gennemgdr vi det.
Resten af timen og hjemmeopgave til naste gang: Find'konsfantén, néf du
har et punkt (to,xo), som lgsningen gdr igennem. Hvad hvis t = o-

13.time. Udfra SD-diagrammet for bakteriekultur under temperaturvafia-
tioner opstilles-en f¢rsteordens'1iﬁear homogen differenfialliéning med
variabel koefficient. Med hjzlp fra os, der gdr rundt til grupperne, fin-
der dé samtlige lgsninger og bestemmer konstanten, ndr man har et punkt.
14.-15. time. Her gver de sig pa de fundne l¢sﬁingsformler ved at ‘lgse

en stribe l.ordens ligninger - skiftevis individuelt og ved tavlen..
Betydningen af den konstante koefficients stgrrelse diskuteres i for-
bindelse med ¢rreddamsmodellen, hvor vi har en negativ konstant i sel-

ve ligningen,

16.time. Vi gennemgdr ved tavlen i (sd vidt muligt) en dialog med ele-
verne udledningen af lgsningsformlen for den inhomogene ligning (l.or-
dens linezr, inhomogen med variable k5éfficienter)ﬁ

17.time. L¢sningsfofmlen traenes i en stribe opgaver ved tavlen.

18.time. Vi fortazller dem om Bertalanffy, om hans fortjeneste med at fin-
de eksponenten i ligningen, at denne eksponent i hgj grad er'értsbestemt
og satter dem til at finde et udtryk for lengden til et givet tidspunkt
udfra de tre ligninger (bilag 5 i undervisningsforlgbet).

19.time. Grupperne arbejder videre med at bestemme langden af en fisk

ud fra Bertalanffy ligning, og de skal ogsd helst n& at diskutere, hvor-
ledes denne model opf@grer sig péilangt sigt.

20. time. Ugen slutter med evaluering, samt med at vi lagger op til nas-
te uges forlgb ved at begrunde, at det kan betale sig at sémmens&tte Berta-
lanffys ligning med ¢rreddamsligningen for at beregne det tidspunkt, hvor
der er mest mulig biomasse i grreddammen.

21.,22. og 23. time. Disse tre timer er tilrddighed for eleverne for at

prgve selv at sammensette Bertalanffys lighing med ¢grreddamsligningen for

at se, at det kan lade sig g@re at beregne tidspunktet, hvor biomassen

topper. For de grupper, der ikke ndr det i 1lgbet af disse tre timer, ud-

leveres i den sidste time en gennemregning af det fra larerens side (bilag
4 i undervisningsforlgbet). Bedst ville det vare, hvis en af grupperne

var s& fardige, at de kunne gennemgd det pad tavlen for de andre.
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System af 1.or-
densligninger -
numerisk ana-
lyse.

24,-30.time

Arbeijde med

Nordsgmodellen

24 ,-25.time:

I disse to timer gennemgdr vi p& tavlen rovdyr-byttedyr-systemet i en

dialog med eleverne. Vi benytter lejligheden til at prgve at hitte ud af, -

hvor meget de selv er i stand til at fd ideer til. Nasten alle forslag
oy ideer fglges, og det skal begrundes, hvorfor nogle gdr bedre end andre.
De to timer skal ende med, at Lotka-Volterras ligninger stdr pa tavlen

(bilag 5 i undervisningsforlgbet). _ N

26. time. Vi diskuterer med dem som klasse, hvad det er, der g¢r, at der,;
ikke kan lgse dette system af'kobiede ikke-lineazre ligninger, og vi ais—
kuterer med dem, hvad de vil forstd ved en lgsning. Skal de absolut have
en analytisk lgsning, eller vil de stille sig tilfredse med at fa en
kurve tegnet?

Herefter gdr vi over til at fortzlle dem om princippet i eulerintegra-

P

tion. Vi fortazller dem, hvad det er,man kan ved hj=zlp af eulerintegration,
og fortzller dem om, at der er andre former for numeriske lgsningsmetoder,
men at de i princippet er ens.

27.,28. og 29. time. Disse ligninger skal bruges til, at de lgser Lotka-

4
]
|
3
.

Volterraligningerne for rovdyr-byttedyr-systemet numerisk og fa&r tegnet
nogle forlgb, som viser, hvad der sker ved at bruge forskellige startvar-
dier og forskellige skridtlangder. Konstanterne udleverer vi til dem

og vi forteller dem, at disse konstanter ligesom cksponecnten i Berta-
lantfyligningen kan udregnes ud fra tilstraekkelig mange observationer.
Det er meningen, at de skal lave 1gsningerne ved hjzlp af regnemaskiner -

eller hvis skolen rdder over dataanlzg ved hjzlp af dette - men det er

ikke meningen, at dg pd dette sted skal lare at bruge maskinerne. Hvis

de ikke kan bruge dem ved indgangen til specialet, skal specialetiden

forlenges, sdledes at der bliver den ngdvendige tid til at lare det.

30. time. I sidste time i denne fase skal de for hinanden fremlagge de

'kgrsler', de har foretaget, og vi har ct par kgrsler med, som vi ogsa kan

vise frem (bilag 6 i undervisningsforlgbet). Det er meningen, at eleverne

skal se, at det ideelle system ender med at give nogle periodiske sving-

ninger, og i det helt ideelle tilfalde giver en fuldstandig ligevagt.

Disse ting skal diskuteres i forhold til, hvilke faktorer, det er, vi

ikke har medtaget i forlgbet. -

Desuden skal vi bruge ti minutter pd at evaluere denne uge.

31., 32., 33., 34. og 35. time. I denne uge er det meningen, at vi skal

vende tilbage til Nordsgmodellen, og at vi nu skal repeterc alle de ting,
som de har lart i forlgbet indtil nu, i forbindelse med denne store model.
bor det farste er det vigtigt, at de forstdr, at de rveluationer, der op-

tewder | oden store model, § virkeligheden er al samme Lype som greeddams=

ligningen og Bertalanffyligningen, og at det er det samme problem, man



Evaluering

39.-Lo.time

forsgger at lgse, nemlig hvordan gér det med'den samlede biomasse in-~
den for de forskellige arter. Eleverne skal ogsé.forsfé, at det hele
bliver meget mere kompliceret, ndr man fors¢g¢r at sammenkople sd mange
forskellige arter og opdeler dem i aldersgrupper, sOm man g#r i ﬁords¢-‘
modellen, oé at de udsagn, som modellen kommgr med, derved bliver ikke

bare svart gennemskuelige for andre end modelbyggerne selv, men at ud-

~sagnene ogsd i hgj grad bliver usikre, fordi der er sd mange ting, som

'
‘

man ikke kan tage hgjde for.

B

Man prgver at huske Ursins udsagn fra 1977 og diskuterer hvor meget til-
tro, man mon kaﬁ have til hans udsagn. Det hele mdnder ud i, at eleverne

opstiller en rekke spgrgsm3l, som de vil stille Erik Ursin, hvis han

'kan komme pd besgg (eller ogsd en anden reprasentant for Danmarks Fiskeri-

og Havunders¢gelsér).

Def eb vanskeligt for os at forudsige, hvorledes disse ting vil foregd

i hver enkelt time, da dette i hgj gréd vil afhaznge af, hvor fortrolige
eleverne fgler sig med den store model# men en skitse til ugen kunne vare:
31. time. Nbrds¢modellen.g¢res igen til objekt for undervisningen, 6g vi
forklarer,at princippet i ﬁodellen er ‘det samme som sammensatningen af
modellen for grreddam og Bertalanffy.

32.time. Eleverne diskuterer i grupper konsekvenser af-at udbrede princip-
pet til flere aftey og laver nogle spgrgsmidl i- forbindelse hermed.
33;t;me. Vi kigger pa Ursins artikel fra 1974 og ﬁé diagrammet for Nord-
sgpmodellen og laver spgrgsmal i/forbindelsé hermed. Specielt er malet

med modellen vigtig at holde fast i - hvad er det, den skal bruges til.

34.- time. Samme procedure for 1977 artiklen..

. 35. time. Opsummering af spgrgsmdl og evaluering af forlgbet indtil nu -

herunder planlzgning af den kommende samlede evaluering.

36. og 37. time. Disse to timer er afsat til besgg af eller hos Ursin

eller en anden'reprmséntant for‘DFH.

Det er meget muligt, at man ved hjzlp af velvillige kollegaer er ngdt
til at bytte sig til nogle timer, sdledes at man kan fd mindst en dob-
belttime tilAdette.

38. time. Denne time bruges til at snakke om besgget og udbyttet af det.

33.-u4o.time iEvaluering af hele forlgbet.
Evalueringen deles i to faser. En evaluering af indholdet og udbyttet

og en evaluering af selve processen.

1 fgrste time evalueres selve indholdet i grupper . Dette ggres ved, at

grupperne fdr til opgave at formulere nogle stileemner om anvendelsen af
differentialligninger i fiskerimodeller. Det vasentlige i dette er, at
de formulerer pd overskriftplan, hvad de nu synes, de ved om disse ting,

~
~
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som de ikke vidste fgr.

Det ville vare en god ide at lave en aftale med dansklezreren om, at de

faktisk kunne f& lov til at skrive stil om dette.
Evalueringen af processen foregdr i klassen ved at lareren i en samtale

med eleverne forsgger at fa dem til at formulere, hvilke nye erfaringer,

- de nu har med. forskellige arbejdsformer, og hvad de kan bruge dem tll

i andrc underv1sn1ngss1tuatloner‘ Det er 11ge1edes v1gt1gt at finde lrcm

til drsagerne til, at det i nogle af grupperne evt. er gaet skmvt, eller

en del af forlgbet er kikset. Og samtalen med Erik Ursin skal ligeledes

evalueres med henblik p4d at finde ud af, om den var forberedt pd den bed-

ste mide.

X
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A

Betegner en tilstand. Hvor ménge eller
hvor meget der. er af noget. Eks. hvor
mange bakterier er der i petriskdlen.

Betegner en hastighed af en proces,

v hvorved en tilstand zndres. Eks. hvor

hurtigt vokser antallet af bakterie-

<

kulturer i petriskdlen,

Et dren eller en kilde. Betegner at

der ledes noget ind i eiler ud af sy- .
stemet, uden at man interessefep sig
for hvor meget der er tale om.

Betegner en fysisk strgm af'stof.deﬁ
ledes fra et sted til et andet.

Betegner en information om hvorfra

en bestemt proces pdvirkes. Eks. vakst-
hastigheden for bakterier bestemmes \ .
af populationens stgrrelse =~ !

Hjélpevariabel.
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Bilag_3. Bertalanffys model for_vaksten_af_en_fisk

(1 $ = bs(t) - cu(t)

(2) wlt) = pl3(t)

(3) s(t) = ql2(t)

hvor w(t) er fiskens gennemsnitsvagt

hvor s(t) er fiskens gennemsnitsoverflade

hvor 1(t) er fiskens gennemsnitslangde

sd far vi idet vi indsatter (2) og (3) i (1): s

4 c
4 (4y2DQ =St
() oo + de 3

ﬁs
b, 4 )
cp
d>0
bg T .
cp d<o0
ba , 4
cp
L
v

hvilket kun er interessant for 4 < 0

(1) £'(t) = -af(t) o £(t) = ke 3T
b -S¢

(2) 1(t) = 22 4 g3
cp

hvor f(t) er antallet af ¢grreder
mdlet for den samlede biomasse fds nu af:

c
Fw(t) = ke 2Tu(t) = ke—atp(%% + de"3%)3

tidspunktet for maximum af den samlede biomasse f&s nu af udtrykket:

df (tiw(t)

= 0, som kan udtrykkes ved hjzlp af i situationen kendte konstanter.
dt




dT(t) _ ¢ .
T = CS(OITEE) - ¢, T(t)
ds(t) - cls(t) - czs(t)T(t)

hvor S(t) er antallet af sild til tiden t og T(t) er antallet af torsk til

tiden t.
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Opsumnmering af

del I

Fapglig for-

midling

Lererens
opdragende

funktion:

Betingelser.
for under-

visningen

Opsummering

af del II

Undervisnings=-
forlgbene

Evaluering

Kommentarer
fra gymnasie-

laxrere

I fgrste del af rapporten diskuterede vi fofskellige sider af en larers

funktion. Vi diskuterede dels den funktion, hun har som faglig vejleder i

‘et stof, (matematik) og den funktion hun har som opdrager.

I forbindelse med le®rerens faglige formidlingsfunktion udspandte og disku-
terede vi to omrdder af betydning for elevernes fagopfattelse, nemlig mate-
matikkens histo;iske udvikling og dens nuverende samfuﬁdsmassige anvendelse.
Og vi opstillede i den forbindelse hogle forslag til, hvorledes disse om-

rdder skulle indgd i undervisningen.

D

"I forbindelse med lazrerens rolle som opdragef'beskrév vi den borgelige pa-

virkning, som éleverne er udsat for, i og med den mdde skolen er organi-=
seret pd, og i og med de roller som eleverne og larére ngdvendigvis ma
indtagé overfor ﬁinanden i denne ékole, og vi opstillede négle forslag til,
hvordan vi mener, at man som lzrer kan forsgge at-modvirke denne borgelige

pavirkning.: N

Der udover har vi (i kap. 2) beskrevet de.ramhér som unaervisningén i mate-
matik i skolen er underlagt,‘og vi har endelig ﬁé baggrund af kaitel 1 og 2
udmgntet nogle principper for undervisningen og opstillet en metode for
undervisningsplanlagning - sdvel af det faglig‘indhold som af arbejds- og

evalueringsformerne.

I del II har vi derefter udmgntet disse principper og.brugt denne metode

i planlagningen af to konkrete undervisningsforlgb.

Disse undervisningsforlgb barer selvfglgelig prag af at vare universitets-

produkter. I en virkelig underviéningsplanlagningssituation vil vi ikke

‘mene, at et undervisningsforlgb er fazrdigplanlagt i den form, som det har

i denne rapport. Det er klart, at man gennem forlgbet med baggrund i den

lgbende evaluering skal justere forlgbet i overensstemmelse med de erfa-.
ringer, som man hgster undervejs. Og vi vil ogsa mene, at en endelig eva;
luering er en ngdvendig del af en vurdering af for1¢bét, hvilket ogsd
h¢rér med i den metode, vi mener, man skal tagé i anvendelse ved plan-

legningen af undervisningen.

Det er derfor klart en mangel ved vores undervién?ngsforl¢b, at de er
skrivebordsprodukter, og at de ikke har varet anvendt i en konkret under-
visningssituation. Det var vores intention at sende disse forlgb ud }il
en forelgbig vurdering hos nogle af de éymnasie/HF— lzrere, som vi har
kontakt med, hvilket vi ikke kunne néd pé.den afsatte tid. Det ville havé

styrket forslagenes vardi at indarbejde denne vurdering

hdber vi pd, at vi kan na efter at rapporten er trykt.



Indledning

Generelt

Aksiomatikken

B@lag 1. Referatev af samtaley<mgd gymnasielarerg.

Det fglgende er en (anonymiseret) samling af referater fra de samtaler,
vi havde med!forskellige gymnasielazrere i den fgrste fase af projekt-
forlgbet. Referaterne har dannet en del af baggrunden for de overvejel-
ser, som vi anfgrer i rapportens del I. Referaterne er medtaget 1 deres

helhed i dette bilag, idet vi selv mener, at vi har fdet et mere detal-

jeret billede af undervisningen i matematik genﬂem samtalerne, oé:da
det ikke har veret muligt fofibé at indarbejde{alle de fremf¢rté:syns-
punkter i'dei I. Referaterne har varet udsendt til godkendelse til de
larere, vi har talt med, og et enkelt er udeladt, da de pagzldende la-
rere ikke mente, at det refererede var dakkende for deres synspunkter

vedrgrende matematikundervisningen i gymnasiet.

Besgget var forskelligt fra de andre besgg, vi har varet pd, idet det

var tre elever, der havde taget initiativet yil vores besgg. Det var

vanskeligt at tilrettelagge samtalen og dele tiden op, sd& bdde de og

vi fik noget ud af den.-Eleverne ¢nskede, at vi skulle hjzlpe dem med
deres speciale i matematik, men det var meget svart for os, idet vi

ikke kendte tilstrakkeligt til deres ¢gnsker og muligheder.

Generelt mener larer A, at ikke alt i matematikken kan motiveres udfra
anvendelser, og derfor kan man heller ikke altid starte et nyt afsnit
med at prasentere nogle anvendelser, hvilket eleverne gerne skal have.
Lzrer A mener, at det er darligt ikke at ggre noget ud af matematikkens
generelle karakter, og at man ogsd skal kunne tznke abstrakt og logisk.
Han mener, at det ideelle l@rebogsmateriale bestdr af een bog, der

er teoretisk merm omprimeres end Kristemaru og Rindung med definitio-
ner, satninger og beviser samt en anden bog med eksempler, opgaver og
diskussionsoplag.

Lezrer A mener, at uligheder (fra den gamle udgave af Kr.& R.) er et godt
eksempel pad en aksiomatisk opbygget del af matematikken. Undervisnin-
gen fglger direkte bogen, og larer A mener ikke, at det er vanskeligt
for cleverne. En larerkandidat har genncmgdet vektorer med den klasse,
som nu er 3.g. [ starten blev der udelukkende anvendt kandidatens egne
noter, som eleverne arbejdede med i grupper. Vektorer blev indfgrt som
skattejagt iﬁstruktioner, og flere af eleverne fandt selv frem til en
del af regnereglerne. Fra indfgrslen af koordinater og fremefter brugte
de Kr. & R. Differentiation gennemgas ligeledes efter denne hog, men
det gennemgds f¢r rontinuitet og grensevardi. Eleverne syntes, at det

var kedeligt og nyttelgst at gennemgd beviser og grundlag for redskaber,
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Anvendelser

Frit emne

Samarbejde

med andre fag'

Arbejdsformer

efter at man har lart at bruge dem, - men lareren fortalte dem sd, at
beviserne ville have kravet langt langt mere tid, hvis de havde fulgt
bégens rakkefglge. Integralregningen startes med behandlingen af area-

ler under funktionerne x2 og x3, - man fortsatter lynhurtigt med hoved-

‘setningen, Her bevises pd en simpel mdde', gdr derefter til regneregler

og fgrst derefter tilbage til over-, under- og middelsummer. Larer A

laver selv noter til integralregningen.

Lerer A mener som sagt ikke, at al matematik kan motiveres direkte ud
fra anvendelser,men at déle af den kan. Lzrer A mener desuden, at larer-
kandidatens forklaring om, at cosh og sinh bruges til brobygning, vir-

kede 1idt kunstigt.

Lzrer A har to gange pv¢vef, at lade en hel klasse kgre falles emne
(komplekse tal og funktioner og spilteori), men i’dénne 3.g. mf. (hvor-

fra tre elever deltog i samt;&en) har eleverne‘deitrsig op i fem grupper:

2 elever har valgt rumgebmetfi, tre persoﬁer komplekse fal, tre personer
differentialligninger ( efter Kristensen: "Differentialligninger"), syv
har valgt statiétik (binomialtest, nf~, poisson-, hypergeometrisk-, 12-,
og t-fordelingen) og endelig har tre elever, vi snakkede med, vélgt

et speciale, der til at étérte med hed 'Matemaviks anvendglse'i samfunds-

1"

fag Da bogen af samme navn imidlertid har vist sig ubrugelig, er det
helt afhengigt af, hvilket materiale de kan skaffe sig, hvad projektet

ender med at handle om.

Vi spurgte ikke, om der havde varet et direkte samarbejde mellem forskel-. .

lige fag, - men vi fik at vide , at eleverne havde varet meget i tvivl

om, hvorvidt der fandtes summationstegn i matematik, sddan som de vidste,
det fandtes i fysik. Selv om differentialregningen i larer A's undervis-
ning kommer tidligefe end normalt i matematikundervisningen, er det sta-
digvak et problem for eleverne, at de skal bruge det i fysik, f¢gr de har

v

lart det i matematik. .

Den mest anvendte arBejdsform er klassegennemgang. Ved sarlig svare ting
gennemgdr en elev veé tavlie, men det er altid gennemgdet af lareren i
forvejen. Nir de er ndet til at skulle regne en ny type opgaver, gennem-
gédr de altid et taleksempel p& tavlen. Lzrerkandidatens undervisning var
( vist nok ) udelukkende baseret pd gruppearbejde, mens der i larer A's
undervisning kun bruges gruppearbejde omkring opgaverl Eleverne mente,
at det gruppearbejde, de havde lavet omkring eksponential=- og logaritme-

funitioner godt kunne have varet undvaret, idet de ville de ville have fdetdet samme
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ud af det ved at have siddet alene og arbejdet med det.

Tid Vi stillede kun spgrgsmilet om tidspres ixforhold til specialet, og

lzrer A mente, at man kunne nd virkelig langt pd de 40 timer.

Bgger ’ _.Skolen har ikke haft rad til at udskifte Kristensen og Rindung, sd de
_bruger stadig den gamle-udgave af bog 2. "Matematiks anvende};e 1 sam-
’fﬁndsfag" blev som sagt vurderet som ubrugelig af eleverne.rL&rer A havde
foresliet dem "Mathematical Fodels in the Social Sciences" skrevet af John
G. Kemeny og J. Laurie Snell. Bogen har bl.a. et kapitel om organisations-
og kommunikationsteori, der f. eks. omhandler, hvorledes en taxachauffgr
og en k¢grende betjept kan kommunikere med hinanden. Herudfra skulle man
s& kunne afggre, hvem af dem der er overordnet den anden. Som indledning
+i1 statistik anvender lzrer A FUM 74. Halvveijs igennem 3. g har eleverne

fiet udleveret omkring 100 sider noter, som larer A har udarbejdet.

Regnemaskiner Ifglge lazrer A er det meget motiverende at bruge regnemaskiner i under-
visningen. Specielt har det betydning for de sproglige klassers elever.
Det er en stor lettelse, og samtidig synes eleverne, at det er sjovt. Et
begreb som "omvendt funktion" er det almindeligvis meget vanskeligl at
f& hold pa, -- selv for mat/fys elever. Ved hjalp af regnemaskinen kan
man nu se, at funktionen eksisterer, og at man selv kan finde/udregne den.
Begrebet kaldes ikke mere omvendt funktion, men det engelske ord "inverse"
og begrebsopfattelsen, som eleverne nu kan skaffe sig, er snavert knyttet
til "knappen" pd maskinen, Foruden at vare en indlzringsmaessig hizlp har
regnemaskinen den betydning, at den ggr det muligt at tage mere realis-

tiske eksempler og anvendelser ind i undervisningen.

Axiomatisk lzrer B - og nzsten alle andre pa dette gymnasium - underviser clter

fremstilling Kristensen og Rindungs larebgger, da disse passer £il bekendtggre lsen-

af matematikken. Lzrer B mener, at den deduktive opbygning i bogen er en fordel, da den

Forstdelse af de giver elevernc en fornemmelse af faget, men samtidig mener han, at lare-

axiomatiske bogsuystemet er sd svart, at eleverne ikke selv kan lase det. 1 2. g

strukturer kommer cleverne ind i en nedgangsperiode, idet de ikke kan forstd, hvad
det er, der foregdr. Han mener desuden, at eleverne heller ingen chancer
har for at kunne forstd pekkevidden af definitionerne og axiomerne - den
kommer fgrst til syne, nidr man ser, hvilke saxtninger de kan danne bagprund
for op hvilhe oppaver der kan regnes, Paopramd af det sidstaesvinte probiom
har laorer B forsggt sipg med at starte infinitesimalregninpen 1 dr i en

mat/fys- klasse med i 1ldbet af cn to-mineder lang periode at give eleverne
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mulighed for at skabe sig en geometrisk forstdelse. Dermed sattes de ogsa
i stand til at regne opgaver, hvilket ellers er et problem i starten af
dette omrdde, da der ikke kan stilles nogen ordentlige opgaver, fg¢r ﬁan
kender regnereglerne. Derefter gennémgées stoffet "formaliseret" efter

Kristensen og Rindung.

Lezrer B mener, at Allan Tarp i éin bog "Spilteori" opfylder intentionen om
at tage udgangspunkt i nogle problemer/eksempler og derudfra foretage ab-
straktloner Dette betyder, at eleverne fir en fornemmelse af selve ab-
straktionsprocessen. Pa et HF»aftenho}d havde larer B diskuteret mate-
matiske-modellers holdbarhed med eleverne,:— han havde ikke gjort det i
gymnasiet, og det var bi.a. pa grund af elevernes manglende modenhed -

( gymna51ee1ever\har generelt en autoritar opfattelse af matematik). Larer
B vil imidlertid fors¢ge at tage det op i en 3.g i forbindelse medsandsyn—
lighedsregning. Samt1d1g<v11 han, - ud fra den udvikling og pracisering af
bégrebet sandsynliéhed, de? skgr hos eleverne, - forsgge at yiée, at evnen
til abstrakt tznkning ikke er medfgdt, méﬂ at Aeh udviklésmmedjdef, man °

laver.

Lzrer B mener, at elevmedpestemmelsen_er illusorisk, for de ved jo ikke,
hvaa det er, de eventuelt skal‘vaige imellem. Derfor ma éleverne tro pa, at
det; som lzreren siger er interessant, ogsd er det. Eleverné pa. dette gym-
nasium/HF har oprettet et fagkartotek. Det er meningen, at der deri skulle
samles materiale om de emner, der er blevet undervist i, samt.eleQernes

vurdering af forl¢béne; men mappen med matematik var tom!

Kristensen og Rindung lagger op til klasseundervisning med larergennemgang
og elevoverhgring, og det er denne undervisningsform, der anvendes mest.

Nogle gange har eleverne efter skriftlig prgve~ rettet hinandens opgaQer;

P4 samfundsfaglig - og naturfaglig gren kan man ikke nd det, der er lagt
op til, - bl.a. pd grund af,.at eleverne har forskellige .erfaringer fra
l.g. Her spiller det en vasentlig rolle, at élevgrne har haft forskellige
lerere i l.g, der bruger forskellige undervisningsformer og formulerings-

mdder. Vi fik ikke indtryk af, at der var tidsproblemer pa mat/fys -grenen,

Kristensen og Rindung er som nazvnt tidligere det eneste specialsyede sy-
stem, og det er vanskeligt at fa tid til at g¢re noget andet eﬁd at bruge
dette system og at lade uﬁdervisningen styre af systemet. Lazrer C vil
til naturfaglig og samfundsfaglig gren. prgve at bruge Matematik A og B

for HF, samt de fgrste sider i Allan Tarp's "Vasktmodeller" om differen-:




Eleverne

Axiomatisk
fremstilling

af matematikken
Forstdelse af
de axiomatiske

strukturer.

tialregning.

Eleverns forventninger til fag og larer spiller en stor rolle for, hvor+
ledes undervisningen kan udformes. Det er et problem, at lareren ind imel-
lem er ngdt til at spille rollen som kontrollant. Larer B havde som nyud-

klzkket kandidat prgvet at lade vare med at pétage sig denne rolle; men

eleverne blev bare sure pd ham, fordi de ikke kunne administrere at han lod vere

vare.

Larer D mente, at det ville vere godt at tage matematikkens axiomatiske
struktur op som objekt for undervisningen, men hun var meget usikker med
hensyn til hvilket udbytte eleverne kunne f& af det. Det bedste og eneste
materiale der findes til dette brug er om geometrien, og det er lavet Bent
Christiansen, Lezrerhgjskolen, til skoleradicen for realafdelingen. Lazrer

D har brugt det i en 2. reél, men mener ikke, at eleverne fattede pointerne.
De havde - selvfglgelig - den opfattelsé, at verden er euklidisk, og det
var et problem at fd dem til at se, at det skulle vare ngdvendigt at be-
vise noget overhovedet. lazrer D vil prgve at fa tid til at ggre noget lig-
ende i en 3.g snart.

Lzrer D mente, at der var vigtigt at passe pd, at de forskellige strukturer
ikke opstod som en sammenhobning af tomme begreber uden noget indhold.
strukturer skal kun indfgres, hvis de kan bruges til noget i forhold til
den teoridel, man arbejder med.

For gvrigt mener larer D ikke, at der er sket noget kvalitativt skift i

« matematikundervisningen mod en strukturmatematik. Zndringen er af sproglig
art - f.eks. sagde man tidligere:"det gzlder for alle x at" i stedet for at
bruge kvantor symbolikken (denne er jo ikke begrundet i formallogikken, mecn
er mere en slags vedtazgt, det er en kort og smart skrivemdde). Mangdelare
og algebra er dog emnekredse, der er kommet til siden 1861, men det har
ikke en overordnet funktion, det er snarere nogle hjalpemidler.

Lzrer D mener, at Kristensen og Rindung's behandling af de reelle tal i
starten af 1l.g skyder langt over mdlet, idet det simpelthen kraver et
hgjere udviklingstrin med hensyn til abstraktionsevne end eleverne pd da-
vaerende trin er i besiddelse af. Eleverne tror for eksempel, at n er lig

%2 eller er lig 3,l4. Eventuelt tror de, at 3,14 er en tilnarmelse il 5% -

Larer D forsdger at pille elevernes fordomme om tal ud af dem, - det or
svert gt £ dem til at acceptere, at det er interessant ol Cinde ud ot
hvortedes R adskiller sig tra Q. Som  honsehvens al clevernes taloplattelse
og for overhovedet at ggre det muligt for eleverne at fglge larercns be-

viser for f.eks. den distributlve lov for vcktorer satter lerer D tal
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ind i ligningerne - bdde positive og negative tal samt nul.

Det er vanskeligt at f& rigtige anvendelser ind i undervisningen,

og det er der forskellige &rsager til:

1) Pensumfastlaggelsén er ikke sket udfra hvad_matematikken kan an-
vendes til og larebggernes eksempler pd anvendelser er ofte sar-

deles kunstige. F. eks. var der i Kr. & R.: 'Matematik 2, matematiskj
fysisk gren ', s.175 et eksempel (23.5.), hvor man udregner befolknings-.
tallet i en cirkelrund by, hvor befolkningstétheden:aftager med kvadra-

tet pd afstanden frd centrum, og hvor befolkningen opfattes som pakket

‘1 koncentriske cirkler.

Lerer D mente, at det ville vare mere naturligt at integrere over kun-
stige bakkeg (sédanné findes faktisk i-Vestskoven)t Man kunne f.eks. fin-
de det samlede jordforbrug eller vagten eller trykket forske}lige steder
jordoverfladen.

Et andet problem ef, at der mangler materialer om anvendelser.‘

Det er sjazldent, at lzrere har en mat-fys klasse (der er jo mange grene).
Lzrer D har kgrt to frie emner: Et i statistik (med en bog der bruggs pé
Handelshgjskolen (af Lehman)) og et i komplekse tal. De vigtigste kvali--
fikationer, eleverne far, er, at de selvstandigt prgver at lase matematis-
ke tek;ter - enten en tekst for ikke—matematikere‘eller en for 'rigtige'

matematikere. Det fire emne kan i praksis fgrst lases i 3.g., fordi man

helst skal have differentialregningen hurtigt igennem for fysikkens skyld.

Stgrstedelen af tiden bruges til traditiohel\klasseundervisning‘ Gruppe~
érbejde'bruges en del til at l¢gse opgaver, fordi dét giver .eleverne mu-
l;gheder for at thrykke sig overfor hinanden, men er ogsd med udmerket
besﬁltat brugt som gennemgdende metode til teorigennemgang pa HF-filvalgs—
fag.-Forudsatninge?ne var imidlertid en sjaldent forekommende kombination:

Hé3 motivation og et lille hold (8 elever):

Hvert &r starter der tre matematicke klasser. De deles i 2.g. i fire gren-
hold. Denne store grad af grehdeling startede i 1973. Grendeling-en bety-
der, at man ikke alene skal bruge samme lazrebog, men ogsd at man skal na

pracist lige langt. Pa studenterkurser er man dog grendelt fra starten,

s& man slipper for ovennazvnte problemer.’

At der er for fa anvendelser og sd lidt andet interessant skyldes, at
der er sd mange begreber i pensummet, deﬁ skal indlares,og det tager tiden.

Endvidere er der problemer med, at eleverne pd holdene med lavt timetal
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(dvs. sproglige, naturfaglige og samfundsfaglige grene) glemmer meget

fra time til tine.

Kr. & R. er langt den mest brugte - men den er for svar for andre cnd
mat-fys'ere. Larer D ville gerne have brugt Crone og Vibjerg til 2.g.
ms., men der var ikke penge til at fremskaffe den. I stedet brugtes
Lichtenbergs 'FUM'. Nir man bruger 'FUM', md man gd tilbage til Kr. &

R., fordi 'FUM' ikke har afsluttet differentialregningen.

Som forberedelse til eksamen regnes der hjemme-opgaver hver uge, og

mange af disse er gamle eksamensopgaver.

Det er specielt fysik, som matematik bruges i. Men differentialregningen
er for svar for l.g.'erne, og selvom man fdrst 1 2.g. startede med den
kan man ikke nd det inden den skal bruges i fysik. Pad fysik er der dog

nogle muligheder for samarbejde med flere fég: geografi, samfundsfag og

biologi
cndda i

men det

om deskriptiv statistik og eksponentiel vakst m.m., og der er
fglge bekendtggrelsen afsat 2o timer, som kan anvendes til det,

er endnu ikke lykkes larer D at etablere et sddant arbejde.

Referat af samtale med lzrer E og F pd gymnasium nr. u.

Lzrer E lazgger ikke sarlig
sige, og heller ikke pd at

talsystemernes opbygningen

torer i matematikerklasser.

meget vagt pd at diskutere, hvad deduktion vil
gd i detaljer med 'fine' beviser. Afsnittet om
springes over, og der startes sdledes med vek-

Dette ggres for det fgrste fordi eleverne

ikke kan forstd, at de skal bevise/arbejde med ting, som de allerede ken-
der til og for det andet fordi det af lerer E vurderes som mindre vigtigt.
Hvis der er tid i 3.g, gdr han tilbage til vektorer og holder foredrag

om, hvor fa forudsatninger, de dengang vedtog, og hvor stor en verden, de
opbyggede udfra dem. Envidere fortzller lazreren, at de ogsd kunne have lavet
et univers som enkugleoverflade.

Det vasentlige formdl angdende den axiomatiske =~ deduktive opbygning er,

at eleverne forstdr, at der ligger nogle antagelser til grund for arbej-
det. Hermed ligner matematikken dandre videnskaber, - og der kommer en kri-
tik af fagene ind, idet det oftest er antagelserne, der er kritisable og
politiske.

Der gdecs som sagt ikke i dybden med beviser. Larer F tager kun beviser med,
hvis det giver nogle oplysninger, som selve satningen ikke giver. Nogle
pange gennemfgrer ¢leverne bevisernce som gruppearbejde., Larer E fortaite,
Hohontinuitet Briver sat iy med "en sommenhanpomde peat ng ditteren-

Piabilitel Lip med Yon graf uwden knak".

(93
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Der bliver ikke taget'anvenﬁelser op ud over de som er i larebggerne.

"Larer E har den indstilling til emne - arbejdet, at det enten skal vare et

&ndehul for eleverne, hvor de kan slappe af fra det almindelige ras pd
skolen (her kan man bruge.Allan Tarp's bog:"Spilteori"), - eller de kan
bruge tiden p& eksamensrettéde aktiviteter. Diffefentialligninger er et
eksempel pd den anden mulighed, idet det samtidig‘bil‘give traning i at
differentiere . Man havde. haft emnela@sning efter to bgger:"Spilteori” samt
"Differéntialliéninger"?af Erik Kfistensen. ﬁesudeﬁ{er der kgrt et spe-

ciale i sandsyniighedsregning og statistik.

Der findes ikke eksempler pd noget samarbejde p& tvars af fagene, hvor -

_ matematik er med. Men lzrer E er blevet kaldt ind i en samfundsfagstime.

. for at forklare, hvad indekstal er.

Den traditionelle klasseundervisning har varet den fremherskende. Der har
dog veret gruppearbejde omkring repetition til’eksameh og dgsé noget grup-

pearbejde i l.g omkring opgaveregning og diskussion af teori. Lazrer E

lbrugte ikke faste grupper, men lod eleverne valge grupper, som det nu kunne

falde sig.
Lezrer F brugte ligeledes gruppearbejdsformen ved opgaver og teori gennem-
gang, men her blev grupperne sammensat af "dygtige" og "mindre energiske",

s& eleverne kunne hjzlpe hinanden.

Bgger: Kristensen og Rindung‘brugés overalt pa skolen undtagen i emneles-
ningen, hvor ogsd Erik Kristensenvom sandsynlighedsregning og statistik er
blevet brugt. Der var utiifredshgd med Kristensen og Rindung, og larerne
vurderede, at man pad grund af bggernes opbyghing har svaert ved at stille op-
géver,ghvor eleverne selv skal forsgge at nedskrive strukfurer f.eks et narmere
afgrenset omrdde eller bevis. o '

N

Undervisningen er som det er fremglet lagt direkte an pad at:eleverne skal

bestd eksamen.
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Axiomatik Matematikkens struktur tages ikke op til speciel diskussion i undervis=
ningen, og larer G ville ikke have noget imod at springe algebraen over.
Visse dele af matematikken, f.eks. differentialvegningen bliver dog gennem-
glet axiomatisk~deduktivt; men det sker fgrst efter, at eleverne har haft

mulighed for at skaffe sig en intuitiv forstdelse af begrebernes indhold.

Anvendelser - Undervisningen er lagt til rette efter det thedprincip, at eleverne skal
kunne se, hvad det de larer bruges til, og at eleverne skal traznes i selv

at bruge det,de larer. Dette hovedprincip har fgrt til, at modellen SMEC II

anvendes i undervisningen, ligesom emneomrddet statistik er mere omfangsrigt
end normalt. Lazrer G havde en ide om at lade eleverne selv prgve at lave

en sociologisk undersggelse, hvor det - ligesom i alle andre undervisnings- <
forigh - var vigtigt, at eleverné diskuterede betydningen og relevansen af

de forudsatninger, de fabrikerede i lgbet af undersggelsen.

Det matematiske begrebsapparat,der inddrages i forbindelse med SMEC II, er
differentialligninger.

Lérer_G mener, at det ordinare pensum 1 sandsynlighedsregning og statistik er

skdret til pid en mide, der ikke passer til, hvofdan-emneomrédet anvendes re-

elt. Man indfgrer f.eks. begreberne middelvardi og varians uden at nd til

begrundelserne for, at begreberne er pensumkrav, idet disse begrundelser

ligger i den teoretiske statistik.-

Samarbejde Arbejdet med SMEC II og den udvidede inddragelse af statistik i undervis-
med andre ningen kgrer under en forsggsordning. Ordningen omfatter fagene samfunds-
fag fag, geografi, datalogi og matematik. Datalogitimerne tages fra 1) reduk-

tioner i emnerne i matematik, 2) oldtidskundskab som er strgget helt og

3) kemi, som er flyttet fra 1. &r til 2. &r. Fagene har beholdt deres "egne"
timer og kgrer for sd vidt stadig adskilte, men modeller som f.eks. SMEC II
indgdr i sdvel matematik som i samfundsfag.

Et vasentligt forhold at tage i betragtning ved forsgget er, at eleverne
selv har valgt at g3 under forsgget. Der er sendt forespgrgsler ud til den
enkelte elev inden starten, og klasserne er sammensat efter, hvem der ville W
deltage i forsgget og hvem der ikke ville.

Klasserne der gir under forsgget er stgrre, og de har mindre frafald end

de gvrige. Det er kendectegnende, at mange (nmsten alle) har besluttet sig for,

hvad de vil lave cfter eksamen.

Det materiale,der anvendes i matematikundervisningen under forsgget.er dels

en larebog for HF og dels noter som lerer G selv har skrevet.

Fagintegrationen vanskeligggres af det ringe kendskab, «om lererne har it

hinandens fag. Dette kom svagt tilsyne i en bemzrkning fra lsrer G om, at
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det, som samfundsfagslareren interesserede sig for var, at f& nogle p’er

(sandsynligheder) fra matematiklazreren.

Gruppearbejdsformen er den mest anvendte arbejdsform. Eleverne lgser

opgaver i grupper; de laver selv teori i grupper. Lazrer G deltager i arbejdet
ved at.gd fra gruppe til gruppe og give gode rad ogvtips,'der er afpasset
efter, hvor langt de enkelte grupper‘er ndet.og efter, hvilke pfoblemer de

er stgdt ind i. .
Elevgrupperne er faste, og eleverne har se} Jfundet ud af, hvordan grup-
perne skulle éammensattes.efter, hvém der Erbejdede godt sammen. '

Det har petydning for undervisningen, at 80% af eleverne haf erhvervs-
arbejde, for det tzrer pd elevernes tid og arbgjdskraft. Som et eksempel

pa, hvad det er svart for eleverne at forstd,blev nazvnt indicerede va-

riable med to indices.

Lzrer H ggr ikke ret meget ud -af at lare eieverne om den axiomatiske frem-
stilling. Vagten lagges pd at afmystificere elevernes forhoid til ma-
tematikken ved at pointere, at Kr. & R. gg¢r tingene mere indviklede, end
de er. I integralregningen springer han eksistensbeviset over, og-iige-
ledes springes epsilon-delta-overvejelserne for kontinuitet over. En ’
fuﬁktioq er kéntinugrt,Anér den kan tegnes uden}ét kridtet 1gftes fra
tavlen. I en 2.g naturfaglig har han taget middelverdisztningen 1 inte-
gralregningen'ﬁed, fordi han troede, at den var ngdvendig for at vise
integralregﬁingens hovedsztning, men han fandt ud af, at den kunne. sand-
synligggres udeh, s& nu overvejer han at droppe den. )

En anden matématiklarer (larer i) bemarkede, at eleverne blev glade, da
de ved hjalp af middelvafdisétningen havde bevist eksiétensén af integralet,
da alt hvad de indtil da havde lart inden for integralregningen, kun var
rigtigt under forudsatning af at integfalet eksisterede. Til detta'diskutere-
de vi, om ikke det kﬁn var fordi, hén hele tiden havde mindet dem om

tat dette jo kun gelder under forudsatning af‘at integralet eksisterer'.
Lérer H behandler den axiomatiske opbygning af matematikken ved at tage

et afgraznset omréde med en "lukket" axiomatik op f.eks.- uligheder og der
g¢re den axiomatisk-deduktive opbygning af matematikken til objekt for
undervisningen, men har igvrigt en'vision om, at man i alt fald een gang
skal tage et helt fremmed omrdde op, og behan&le det axiomatisk f.eks.
sddan som Nagel'og Neﬁman gér det. i G&dels Proof (136).

Ogsd geometri axiomatisk behandlet kan bruges, men det kraver at man giver

(136) Nagel and Newman: "Gbdels Proof". New York{ University Press 1958u
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tingene nye navne (p-element = punkt, l-element = linie etc).

Lzrer H mente, at forskellen pa en HF-elév og en gymnasieelev kunne
anskueligggres ved at sige, at de pd spgrgsmidlet om hvad en eksponential-
funktion er, ville svare helt forskelligt. HF-eleven ville svare, at det
var noget med vazkstproblemer, mens gymnasieeleven-ville sige, at eksponen-
tialfunktionen var den inverse_til den naturlige logaritme, og at den har
den egenskab, at den er sin egen differentialkvotient. De ville slet ikke

kunne forstd hinanden.

I en l.g overvarede vi, hvordan lzrer‘H, da de skulle lare om tangens, sendte
eleverne ud for at mile skolens flagstang med en sekstant. De syntes tyde-
ligvis,at det var skagt, og de vil nok altid kunne forbinde tangens til den-
ne oplevelse. Lzrer H har ikke prgvet at kgre nogen specialer - men han har
prgvet at kgre noget om vekstproblemer i en 2.g. Her arbejdede de bl.a. med
noget datamateriale, som biologilareren havde lavet om bakteriekulturers
vaeKkst.

I denne forbindelse har de haft meget glade af at bruge system—dynamic-.dia—
gramteknik, og i forbindelse med numerisk integration har regneﬁaskinerne
haft en vigtig funktion. .

Desuden brugte larer H noget materiale om f&r i Tasmanien, (et ideelt ck-
sempel pi en een-populationsmodel), og om den fargske befolkning (hvor
modellen s& viser sig ikke at passe).

Desuden har de avbejdet.med forbruget af el-artikler, hvor der for enkeltar-

tiklerne indtrader en mztning, men som totalt vokser eksponentielt.

. I en eksamenssituation er det,de skal bruge differentialregningen til,at lave

funktionsundersggelser, hvorfor det er vigtigt at dette tranes systematisk.

Udover en kollegaskole, hvor lazrerne larer hinanden noget om deres fag, fo-
regdr der ingen egentlig interaktion mellem fagene. Matematiklarerne af-
taler i starten af skoledret - med henblik pd den senere grendeling cfter
fgrste &r - om man skal n& trigonometriske funktioner eller logaritmefunk-
tioner igennem i 1.g.

Det er normalt sddan, at kemilazreren helst ser, at man ndr logaritmefunk-
tioner, mens fysiklareren helst vil have de trigonometriske funktioner gen-

nemgdet.

Lzrer J,som vi ogsd overvarede en time hos, havde nogle overvejelser om
eleverne. Larercn mente, at tilfredsstillelsesfasen (tiden fra problemct er
stillet op til Jdet 1lgses) er betydelig kortere for HE“cre op aproglipe end
forimat/fys“ere. For de fgrstes vedkommendc skal det helst ske i samme time.

Desuden foregdr der en merkbar modning af elevernes forhold til utoffet | de
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tre 4r,de gdr i gymnasiet. De forstdr tingene pd en anden mdde i 3.g end i
i.g. Til studentereksamen forlanger nﬂh, at de skal have et '3.g-forhold'

til stoffet) og- alene af den grund er man ngdt til at repetere.

Eleverne i en l.g havde efter nogle diskussioner om adgangsbegrznsningens
virkningeribesluttet sig for, at de vi;le forsgge at modvirke nogle af disse
virkninger : karakterras og konkurrence. De havde fdet stillet 1okéler til
rddighed, sd de tre eftermiddage om ugen kunne hjélpe hinanden med lektier-

- ne (20% af klassen deltager ikke). Larer H ﬁente, at der ogsd var en 3.g, som .
havde taget ideen op.°’ .

Eleverne i 1l.g havde‘égsé kravet at fa mére gruppéérbejde i matematik, for det

var de fleste af dem vant til fra folkeskolen.



En forkla-
ring til

skemaet

Forskellen mellem den gamle udgave (1971) og den nye udgave (1874) an-
gives i skemaet ved, for den nyes vedkommende at angive strukturen

med bglgede linier, og for den gahle med rette linier.

De runde "boller" angiver,at der er tale om et bevis.

Kasser, hvorfra der ikke gér forbindelseslinier stdr som axiomer el-
ler definitioner. Man skal lagge marke til at der i den 4. kasse yderst
til til venstre er et axiom i den nye udgave og satning i den gamle
udgave.

De stiplede linier rundt om nogle af kasserne angiver, at de stammer fra

hand o ——

Endelig skal man lzgge maerke til at lasningen foregdr nedad.
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