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Sammendrag:

Hvorfor blev de reelle tals egenskaber preaciseret i
1870-erne? Var det en felge af kravet om stringens og
matematisk renhed ? Eller var det snarere forhold inden-
for den anvendelsesorienterede del af matematikken, der

—spillede ind 2-- — — —

Svaret er et bade-og. I projektet har vi isar beskzf-
tiget os med faktorer indenfor anvendt matematik: Belge-
ligningen og varmeledningsligningen fra fysikken samt teo-
rien om Fourierrazkker. Emner som synes fjernt fra Can-
tors fundamentalfelger, men faktisk er vigtige i de reel-

le tals forhistorie.

Projektet handler ogsd om nogle af de spergsmdlstegn,
der siden er blevet sat ved Cantors opfattelse af de
reelle tal. Logikerne har sat sporgsmialstegn ved selve
konsistensen af talsystemerne. De har ogsd ophavet de
reelle tals monopol p& at udgere grundlaget for differen-

tial- og integralregningen.

Vi diskuterer, om disse ting kan betyde noget for under-
visningen i gymnasiet og HF, hvor det jo er den klassiske

konstruktion a la Cantor, lzreren har i baghovedet.
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Del 1. Indledning.

1. Prazsentation af problemstillingen.

Dette projekt'handler om konstruktionen af den reelle tal-
nzngde R ud fra den rationale talmengde Q. Her i del 1 ser vi
pd, hvorledes talmengderne prasenteres i'gymnasiet, og pa den
teori, der ligger bag: Den“klassiske konstruktion af de reelle
tal ved hjelp af rationale fundamentalfglger. Derefter preci4
serer vi projektets problemstilling.

Efter dette ser vi pd baggrunden for, at Cantor i 1870'erﬂe
"opfandt” denne konstruktionsmetode (del 2}, p& selve Cantors
indfgrelse af metoden (del 3), og endelig refererer vi nogle
senere resultater fra logikken - resultater, der modsiger

Cantor p4 det grundlagsmassige omrdde (del 4).
Formdlet hermed er:

(1) at forsgge at karakterisere de forhold, der fremprovokerede
Cantors stringente indfgrelse af R, og

_(2) at belyse nogle af de valg, -som larere og elever (og be- -
kend€g¢relser) m& trazffe i forbindelse med undervisningen
i talsyétemerne pd gymnasiets matematiske linie -(hvor

"dybt" vil/kan man nd, med videre).

Men hvad er - sddan lgst sagt - de reelle tal for nogle
stgrrelser? Mange gymnasieelever vil formentlig svare, at de .
reelle tal bestdr af rationale tal plus n, VZ og bestemte andre
tal. Nogle vil méske ogsa kunne pidpege et andet og mere grund-’
laggende forhold: At eksisténsen af'supfemum for opadtil be-
grznsede me&ngder er sikret inden for R. Dette benyttes eksplicit
i beviserne - i hvert fald pa Aen fysiske gren - for at. sikre
eksistensen af de gransevardier, der optrader i forbindelse med

differential- og integralregningen. Det benyttes ogsd i beviserne




for visse satninger om kontinuerte funktioner; blandt andet sat-
ningen om, at en funktion, der er kontinuert over et begranset,
lukket interval, afbilder dette p& et begraznset, lukket inter-

val.

Et tredie - og ogsd meget grundlaggender- forhold er der
sandsynligvis ingen, der vil nevne. Det drejer sig om, at R
sikrer, at de funktioner, der ¢nskes karakteriseret som kontinu-—

erte, lige netop er dem, der opfylder kontinuitets-definitionen:

‘f: R-R er kontinuert i x,
3
Ve>0 3650 Vx: X € Ix =6;%,+8[ = £(x) € 1£{xy)-e;£(x,)+el

Dette vil ikke vare tilfzldet med de rationale tal som grundlag.

Her vil for eksempel funktionen g: Q- {-1,1}, hvor

1 for x€Q og x?>2
g(x) =

-1 for x€Q og x?¥<2

tilfredsstille kontinuitets-definitionen. Men denne funktion

kan ikke med rimelighed kaldes kontinuert:
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Grunden til at g vil vare kontinuert er, at Q ikke indéholdet
VZ. Ved hjalp af satningen om, at en opadtil begrznset delmengde
altid har et reelt supremum, kan det visgs, at der ikke er
s8danne "huller" i R. Konkret kan vi sige, at sup{x€Q: x?<2},

det vil sige VZ, tilhg¢rer R.

Hvis meningen med den reelle talmengde er, at den skal udg¢re
et grundlag for den matematiske analyse, s3 er det interessant,
at der findes talmengder, hvor supremum af opadtil begransede
delm@ngder ikke altid eksisterer, men hvor kontinuitetsbegrebet .
alligevel har den gnskede mening, og hvor der i det hele taget
kan bygges'en del matematisk analyse ovenpd. Dette er et af de
moderne logiske resultater, som kan belyse den mide, hvorpéd R
prasenteres 1 gymnasiet.

Men fgrst m3d vi uddybe, hvad der egentiigt kraves af denne

. presentation. N

- Bekendtggrelsen (vejleéning'og retningslinier ..., 1978) er..
‘yderst kortfattét, hvad angdr undervisningen i talsystem?rne.v
fé den.fysiske gren skal undervisningen omfatte: "De naturlige
tal. Induktionsaksidmef. Primtal. Steorste felles divisor. Restklasser.
Rationale og reelle tal (regneregler); de reelle tals ordning. Qvre og nedre ..
gmznée. Absolut '(ﬁumerisk) verdZ.” (s.17). Undervisningensvejledning- -
en uddyber -~ for de naturlige tal - at der be¢r 1eggés vagt pa
induktionsaksiomet (stadig den fysiske gren), men uddyber ikke .
med hensyn til uqdervisningeh i de reelle tal (s.68-69).

Der md siledes siges at vare stort spillerum for larere og
elever: Om hovedvagten skal lagges pd de-og de egenskaber; der
s& -anvendes i det gvrige stof, eller der skal gg¢res mere ud af
talsystemerne - eventuelt som valgfrit emne - og lagges vagt pa f

at "indplacere problemstillingen i den aksiomatiske opbygning, sdledes at




Tden logiske samenﬁ@zg er respekteret"”, som undervisningsvejledningen
(s. 67) fremhaver muligheden af, ndr det drejer ‘sig om et rent
matematisk emne,

I den nye, alternative bekendtggrelse (bekendtggrelse om
undervisningen ..., 1981) har talbegrebet en mererfremtradende
plads. "Undervisningen skal uddybe elevernes forstdelse af talbegrebet, .."
(s.2, alle grene). Dette md dog formodes ogsd at vare et formal,
der er indeholdt i den gamle bekendtggrelse, men under alle
pmstandigheder er der med den nye bekend;g¢relse lagt yderligere
vagt pd mulighederne i at fordybe sig i sarlige emner, og belyse

dem ud fra forskellige aspekter. Bekendtggrelsen fremhaver, at

der skal tilgodeses et datalogisk, et historisk-filosofisk, et

model- og et erkendelses-aspekt.

Som et eksempel p& en fortolkning af bekendtggrelseskravene
har vi set p& Kristensen og Rindungs serie: Matematik 1, Mate-
matik 2.1 og Matematik 2.2. Disse bgger har nu en knap s& domi-
nerende rolle i gymnasiets matematik-undervisning som tidligere,
men de er for os at se interessante i denne sammenhzng, fordi
valget i forbindelse med de reelle tal g&r i retning af en
summarisk presentation, til forskel fra at gd dybere i sammenhangen
med de gvrige talsystemer - selv om Kristensen og Rindung ofte
er blevet kritiseret for at prasentere stoffet alt for grundlags-
orienteret og stringent. Stringensen opretholdes dog ved at
bevare den velkendte aksiom/deduktion-stil.

De reelle tal prasenteres i to omgange. Dels i starten af
bind 1 (1.g.) og dels i starten af bind 2.2, der kun er beregnet
for den matematisk~-fysiske gren. Prasentationen i bind 1 har
eksplicit karakter af at vare en opremsning af egenskaber - "en

kort oversigt over de vigtigste grundegenskaber ved de reelle tal.” (s.27}).



Det drejer sig om regneregler, fortegnsregler, uligheder, R som
model for den rette linie, at ligningen

x" = a, hvor a> 0

altid kan l¢ses inden for R, og endelig navnes muligheden for
at tilnazrme reelle tal med decimaltal (vigtigt p4& grund af
lommeregnerne) .

Hvilke af disse egenskaber, som de rationale tal ogsd/ikke
har, navnes ikke med et ord. Det eneste, der meddeles om far-
skellen mellem den rationale og den reelle talmengde, handler .

"om irfationale tal. Det foregdr helt fremme i starten af
kapitel 1, der drejer sig om mengder og udsagn. Her fortalles
det, at R best&r af alle de rationale tal sammen med alle de’
tal, der ikke er rationgle; altsd de irrationale. Berpé gives .
der et par eksempler pd rationale og irrationale tal.

Ud over de her névnte omrader, er det kun mat-fys'erne, der
bliver nzrmere indviet i de reeile tal. Det sker i bind 2.2,
der indledes med et kapitel om de reelle tal og de kontinui-
tetssatninger, der i.bind 2.1 (differential- og integralregning) -
fremsattes udén bevis. Der ggres her rede for den essentieile
forskel mellem Q og R, nemlig fuldstandigheden af R, og denne
indfgres aksiomatisk. Det fremgdr klart, at dette sker af ned:
(Konstruktionen af R ud fra Q)... "er noget vidtleftig, ... og det
vil fere for vidt at medtage den i en bog som denne.” (bind 2.2, s.3).

.S&ledes bliver et udtgmmende sat aksiomer for de reelle tal
opstillet uden ‘intentioner om at gd bag disse aksiomer ved
hjzlp af en konstruktion. ‘Den egentlige forskel mellem R og Q°
dbenbares endog kun for mat-fys'erne - og det sker fgrst efter

differential- og integralregningen i bind 2.1.




Men hvilken forskel ge¢r det overhovedet, om R's egenskaber i
sd vidt omfang som muligt udledes, eller om egenskaberne blot
tages for givqe? 7

Den universitetsla@rebog i matematisk analyse, som vi iszrxr
har konsulteret i forbindelse med projektet, Adpostol: Mathematical '
Analysis indledes med et kapitel om talsystemerne. Ogs& her ind-
fpres R blot som en mengde, der opfylder et antal aksiomer, hvis
forhold til de mere grundleggende aksiomer vedrpgrende N med
videre ikke bergres. Dette begrundes ikke - som i Kristensen og
Rindung - med vidtle¢ftigheden af konstruktionen af R ud fra @,
men derimod med, at_"in most_phases_of analysis it-is only-the properties— -
of the real numbers that concern ue, rather than the methods used to con-
struct them." (s.1).

Det synes siledes som om, at man ofte - bade pd gymnasie- og
universitetsniveau - kan tage R's egenskaber for givne.
Konstruktionen af R er en historie for sig, og analysen fungerer

ligegodt, hvadend den historie fortalles eller ej.

Med dette i baghovedet vil vi nu kort ridse de gangse kon-
struktioner X2 Z Q- R op, og efter ridset kan vi pracisere

problemstillingen.



2.

Den klassiske konstruktion af R.

I moderne matematik er teorien om den reelle talmzngde R og

dens forhold til andre talmzngder formuleret i en algebraisk

ramme med generelle begreber som @kvivalensklasser, komposition,

isomorfi med videre.

N, mengden af de naturlige tal, kan her karakteriseres ved

(N,+,+,0,1,>). Nermere bestemt:

ved dens elementer‘o, 1, 2, ... ; normalt regnes nul ikke med,
men det g¢r vi her, fordi vi senere kommer ind p& konstruk-
tionen af N ud fra mengdelaren, og der regnes nul
sedvanligvis med.

ved definitionerne p4 kompositionerne + og -, der er afbild-
ninger af NxN ind i N, hvor (N,+) og (N,+) er kommutative
h;lvgrupper, alts& hvor kompositionerne er kommutative med et

neutralt element hver (henholdsvis 0 og 1), men hvor eksi-

-stensen af inverse elementer ikke er sikret.

ved at kompositionen  er distributiv med hensyn til kompo-
sitionen +; og endelig

ved definitionen pd ordningsrelationen > oé de fundamentale
egenskaber ved denne - herunder at den er archimedisk. Archi-
medisk ordning betyder, at der ikke er indeholdt uéndeligt sma
eller store tal i mengden. bette uddybes senere,.;;ar i for-

bindelse med ikke-standard analyse: Del ‘4, afsnit 3.

Pa basis heraf kan mengderne %, Q og R karakteriseres ved

at tilfgje yderligere elementer og egenskaber.

Z, mengden af de helé tal, kan sdledes karakteriseres ved,
at Nc2 og at (Z,+) er en kommutativ gruppe, hvor eksistensen
af inverse elementer med hensyn til kompositionen + altsl er sikret.
@vrige definitioner forbliver uandrede, bortset fra at den na-

turlige midde at udvide ordningsrelationens definitionsomrade
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til den nye mangde indebarer, at ordningen ikke langere er en
velordning. Det vil sige, at ikke alle delmazngder af Z har.et

mindste element med hensyn til denne ordningsrelation.

Q, mangden af de rationale tal, kan karakteriseres véd, at
Z<Q og at (O~{0},*) er en kommutativ gruppe. Hvad angar ord-
ningensrelationen, er der nu tale om en ordning, der stadig er
archimedisk, men som ogsd er tat (mellem to vilké&rlige elementer
ligger altid et tredie). Dermed er opadtil/nedadtil begransede
delmaﬁgder ikke langere er sikret et stgrste/mindste element.

En sddan mengde kaldes et archimedisk ordnet, kommutativt legeme.

R, ma&ngden af reelle tal, kan slutteligen karakteriseres ved,

atiQCZR'og at R er etvfuldstandigt; érchimedisk oraneﬁ, kommu-
tativt legeme. Fuldstendigheden betyder, at enhver opadtil/ned-
adtil begraznset delm®ngde har et supremum/infimum, der dog ikke

behgver at tilhgre delmangden.

Det centrale er herefter, hvordan de mere righoldige mangder
kan konstrueres ud fra de mindre. Heri ligger, at givet eksi-
stensen af N med diverse specificeringer, s& ¢gnskes eksistensen
af Z, Q og R pavist. Dette er til forskel fra, som for eksempel
i Apostol, at tage de reelle tals egenskaber for givne. Der
gelder, at de ti aksiomer, Apostol copridser som kendetegnende
for R, svarer til at pakke betegnelsen "et fuldstendigt, archi-
medisk ordnet, kommutativt legeme” ud og s& g& tilbage til
definitioner og egenskaber vedrgrende Q, Z og N.

Sigtet er s8ledes at etablere en logisk-aksiomatisk opbygning,
hvor spgrgsmdlet om konsistensen af de aksiomer, der er grund-
laget for R, kan fgres tilbage til spgrgsmdlet om konsistensen

af de mere fundamentale aksiomer, der er grundlaget for N.
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visse forskelle i konstruktionskaden.

Af de tre konstruktioner i kaden N-»Z-Q~+R, er konstruk-
tionerrie af Z og Q de enkleste. Dette skyldes, at "manglerne"
ved N og Z kan ben?ttes direkte i konstruktionen af den efter-
fplgende m@ngde. Betragtes for eksempel konstruktionen af Z, sd
galder, at de manglende inverse elementer med hensyn til + i N~
skal konstrueres. Det vil sige, at i den nye mzngde skal lig-
ningen: a+x=b altid kunne lgses, og det er den direkte
ledetrdd i de konstruktioner af nye mengder, der skal til for .

at danne Z. Endvidere er konstruktionerne forholdsvis overskuelige.

Konstruktionen af R er vasentlig mere kompliceret, da det
karakteristiske ved R, nemlig fuidstandigheden,er en heget merev
kompliceret egenskab end de egenskaber der bygger pd forskellige
typer llgningers lgselighed. Det, som mange gymnasieelever op-
fatter som karakteristisk for R, nemlig at w, VZ og i det hele
taget l@sninger til ligningen: x"= a (a>0) er omfattet af R,
giver kun anledning til en talleligt uendelig mzngde, hvilket
blot er en forsvindende lille del af R.

Ledetréden i den mest almindelige mAde at konstruere R pa
er, at alle fundamentalfglger skal kunne tilskrives en granse-
verdi i den sggte mengde. Dette peger pd en vasentlig forskel i
forhold til de to andre mangdekonstruktioner.Dét betyder nemlig,
at konstruktionen af R kraver en overgang til at betragte mang-
der med stgrre megtighed end W; her er det mzngden af rationale

talfglger.

Med hensyn til udgangspunktet for konstruktionerne, kan de
til grund for N liggende aksiomer naturligvis ogsd ggres til
genstand for na@rmere undersggelse. Her drejer det sig om over-
hovedet at indfgre kompositionerne + og ¢ samt ordningsrela-

tionen. Dermed drejer det sig ogsa om, hvilke m@ngde-teoretiske
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og logiske forudsatninger, der ngdvendigvis md fastlagges for
at sikre eksistensen af en uendelig mangde, hvori ovennavnte

indf¢relser kan foretages og anvendes.

Oom_konstruktionen af Z.

I konstruktionen af % ud fra N benyttes f@rst det kartesiske
produkt NxN og derefter kvotientmangden NxE/~, hvor ~ er en
zkvivalensrelation, som identificerer forskellige talpar i NxN.

Meningen med at betragte ExH er, at talpar som for eksempel
(2,5) og (5,2) skal svare tilrdet, der normalt betegnes med
henholdsvis -3 og 3 i %. Meningen med a@kvivalensrelationen er

at identificere alle talpar med samme differens, sésom (2,5) og

(6,9), der jo begge svarer lige godt til tallet -3. Kvotient-
mengden bliver derved en mzngde af klasser af talpar med samme
differens. Efter at de ¢gnskede egenskaber er vist, indfgres de

velkendte symboler, for eksempel:
-3€2Z i stedet for [(2,5)] ={(a;,a;): (a,,a,) =~ (2,5)}€ NxN/~,

Addition i NxB/~ indfg¢res via en indfgrelse af addition i
NxN, hvor addition af to talpar defineres som den koordinatvise
addition. Herved benyttes den allerede definerede addition af
to elementer i W. Derefter vises at additionen af talpar harmo~-
nerer med &kvivalensrelationen. Det vil sige, at addition af to
klasser af talpar i NxN/= giver netop en klasse som resultat,
ndr den klassevise addition defineres p& en naturlig mdde: Addi-
tion af klassen, der indeholder (a;,a;), med klassen, der inde-
holder (b,,b,), skal give klassen, der indeholder (a;+b,,a,+b,).
Her skal der sd vare sikkerhed for, at valget af andre reprasen=-
tanter for de to klasser, for eksempel (aj,a;} =~ (a,,a,) og
(b} ,b3) = (b,,b,), ikke far indflydelse p& resultatet. Det vil

sige, at klassen, der indeholder (a,+b,,a,+b,) skal vere lig med
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klassen, der indeholder (a}+b},a}+b}).

Indfgres addition af klasser pd denne madde, s& opnds deﬁ bn-u
skede resultat, at (NxN/~,+) bliver en gruppe, svarende til.
afhj®lpelsen af den konstaterede mangel ved N: At ligningen
a +x =b ikke altid kunne 1lgses.

Denne ligning kan i den nye m@ngde skrives sdledes (i den
enkleste form): [(a,0)]+[(x,,x,)]=[(b,0)]. Det naturlige tal b
er her udtrykt ved klassen af talpar med differensen b. Det, vi
sgger, er klassen af talpar, der opfylder ligningen; det vil
sige en klasée af talpar, der har samme differens som reprasen-
tanten (x,,x,). En sddan représentant er (b,a), altsd - ikke
overraskende - et talpar med differeqsen b-a. Lgsningen til ,

ligningen er derfor [(x,,x,)] = [(b,a)].

Pointen er, at dette resultat er opndet uden, at der er gjort
nye .antagelser. Sdledes sikrer de mengdeteoretiske antagelser
sammen med eksistensen af N, at NxN eksisterer, og>at defini-
tionsmengden (NxR)x (NxN) for den parvise addition eksisterer.
At det ikke er ngdvendigt at ggre nye antﬁgelser, kan illustre-
res ved, hvordan begrebet difféfens kan omgds. Ovenfor er navnt;,
at to talpar er akvivalente, hvis de har samme differens.
Fplgende definition omgér'dette: (a,b)~(c,d) & a+d=b+c, da kun

den alleféde etablerede addition inden for N benyttes.

Ekvivalensklasserne i NxN kan illustreres sdledes:
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To andre vigtige aspekter ved konstruktionen af %, er spgrgs-
mdlene om M's indlejring i ‘Z og om Z's entydighed. Til grund
herfor ligger et princip, der sgges gennemfgrt - ogsd ved kon-
struktionen af N. Der s¢gges en s&dan afrunding af teorien, at
.alle-de mengder (med tilhgrende kompositioner med videre), der
besidder de opstillede karakteristika, er ens i;den forstand,
at de er isomorfe.

En isomorfi mellem to mengder A 0o¢- B er en en-entydig afbild-
ning f: A- B, som ggr kompositionerne i de to mangder overens-
stemmede. Symboliseres for eksempel addition i A ved ®m og i B
ved @, si skal der gzlde, at f(a,ma,)=f(a;)ef(a,), hvor a,,a,€A.

Det kan s& vare ligegyldigt, hvilke_af mangderne, man adderer i,

for ved hj=alp af f og £

kan der bare "oversattes" fra den ene
mengde til den anden. Mere generelt er der tale om komposition i
stedet for addition, og en isomorfi henger sdledes altid sammen
med en eller flere kompositioner. Ndr det overhovedet er muligt
at etablere en isomorfi mellem to m&ngder, kaldes disse isomorfe.

Et eksempel pa& ikke-isomorfe mengder er fglgende: Ved et be-
stemt valg af logiske og mangdeteoretiske forudsatninger, hvor
induktionsaksiomet er givet i en fg¢rste-ordens udgave, kan der
findes bdde archimedisk og ikke-archimedisk ordnede mangder, der
opfylder Peano-aksiomerne for de naturlige tal. Her sikres iso-
morfien fgrst, ndr der aksiomatisk kraves archimedisk ordning,
eller ndr der antages starkere forudsatninger. En ikke-archime=-
disk ordnet mengde vil ikke kunne opfylde Peano-aksiomerne, nar
induktionsaksiomet er formuleret i den starkere, anden-ordens
logiske udgave (vi ser lidt narmere pd Peano-aksiomerne med
videre i del 4, afsnit 1).

I forlangelse heraf vil vi formulere kravene til Z mere
korrekt end fgr (s. 9).

For det fgrste skal der i stedet for kravet om, at N<Z,



15

formuleres et krav om, at den nye mangde skal have en delmangde,
.der er isomorf med N. En sadan delmzngde af NxN/~ udggres af
me&ngden af alle klasser, hvis repraseﬁtanter har fbréte—koordi-
nat stgrre end eller lig med anden-koordinaten.

For det andet md det sgges vist, at alle de mengder, der op-
fylder de s&ledes opstillede krav, er isomorfe. Et bevis herfor .
krever en stramning af kravene til Z: Z skal vare den mindste
udvidelse af N, der opfylder de ¢gvrige krav. Beviset for iso-
morfien kan benytte, at to mengder Z' og Z", der begge opfylder
de strammede krav til Z, h&er is®#r vil have en delmzngde N' og
K", der begge er isomorfe med ﬁ. Disse to delm®zngder md vare
indbyrdes isomorfe, og det videre bev;s gdr ud pd at udvide

isomorfien til at gzlde mellem Z' og Z".

Denne konstruktion foregdr efter samme hovedlinier som oven-
stidende. Udgangspunktet er her %Zx(%~{0}), hvor det er meningen,
at talparret (a,b) skal svare til a/b. Her er det begrebet
"kvotienten mellem" to tal, der skal omgds ved en etableret ope-
ration, nlr talparrene skal inddeles i klasser. Her benyttes sda
(a,b)~(c,d) & ad=cb som definition p& akvivalens mellem to
talpar (les: Lighed mellem to brgker).

Ekvivalénsklasserne i Zx(2~{0}) kan illustreres siledes:

\\

-
A
4
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Bemark, at anden-aksen er vandret, mens f¢rste-aksgn er lodret;
derved f&r en @kvivalensklasse intuitivt mening som haldningen
af den linie, der "binder" dens reprazsentanter sammen. .

Inden for den dannede manéﬁé Zx (2~{0}) /~ kan +, « og > sd
defineres med udgangspunkt i definitionerne inden for W og Z.
Det kan s& vises, at Zx(2Z~{0})/~ - fra nu af kaldet O - har en
delmengde, der er isomorf med %, at (Q\{O},-) er en kommutativ
gruppe, og endelig at Q er entydigt bestemt. Det vil sige, at
alle mzngder, der opfylder de stillede K:av, er isomoxrfe. Det
sidste kraver dog - som ved Z - den yderligere betingelse, at
mengden ikke indeholder overflgdige me&ngder i forhold til de
basale_krav; i modsat fald_ville for eksempel de_algebraiske
tal opfylde alle de krav, der stilles til Q.

Mzngden A af de algebraiske tal udggres af tal, der fremkommer

som nulpunkter i endelige polynomier med heltalskoefficienter:
knxn+kn_1xn-1+...+k2x2+k1x+ko, kn€ Z, nemM,

Alle rationale tal er sdledes algebraiske, men der findes alge-
braiske tal, der ikke er rationale, for eksempel VZ. A er dog
ikke nazr omfattende nok til at indeholde alle irrationale tal;
n er et eksempel pd et sddant transcendent (altsd ikke-algebraisk)

reelt tal. Der galder QcAcCR.

Om_konstruktionen af R.

Som nazvnt er ledetré&den i konstruktionen her, at i den nye
maengde skal alle fundamentalfe¢lger kunne tilskrives en granse-
verdi. Hertil betragtes mangden F af alle rationale fundamental-
fglger, der er en delmangde af OF = 0x@xQx... (Q" er mangden af
funktioner fra N ind i Q). Meningen er her at sikre eksistensen
af granseverdierne ved at lade R bestd af klasser af fundamen-

talfp lger, hvor to fundamentalfglger er ®kvivalente - i samme
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klasse - hvis og kun hvis den koordinatvise differens giver en
felge, der konvergerer mod nul. Enhver fundamentalfglge vil sé&-
ledes "dumpe” ned i en klasse, der sé.siges at vare déns'grense—
verdi. '

Ligesom konstruktionen af 2 ud fra N ikke difekte kunne in-
volvereAbegrebet "differens", s3 skal brugen af begrebet "gran-
sevaerdi” uﬁdgés ved konstruktionen af R. Det er grunden til
fo;muleringen af ovennavnte akvivalensrelation frem for at sige,
at to fundamentalfglger er zkvivalente, ndr og kun ndr de har
samme gransevardi. Problemet bliver sdledes vendt til at handle
om en velkendt klasse af rationale fundamentalfglger: Dé,,der
konvergerer mod et sardeles velkendt (og velvalgt) rationalt tal.

Herefter kan der indfe¢res definitioner pa +, « og >, som

ligger i naturlig forlangelse af de tidligere definitioner.
V Det kan ogsid - som ved de tidligere udvidelser - vises, at F/§
(NB! ~ er blevet brugt som symbol for forskellige =zkvivalens-
relationer, selvom det formelt set havde varet rigtigst at an-'
vende forskellige syﬁboler. Det samme forhold g¢r sig galdende
- ved symbolerne +, * og >) indeho;dgr en delmengde, der er iso-
morf med startmengden, her Q. Den med Q@ isomorfe delmengde er
"blot" mengden af alle de klasser, der indeholder en konstant
fglge. For eksempel vil det rationale tal q svare til ({q,q9,q9,...}].

Det er nu forholdsvis oplagt, at'fundamentalf¢lgeraf klasser'-
fra den med Q isomorfe delmangde har en granseverdi, der ligger
i F/~. En sddan fglge af denne type klasser kan for eksempel
skrives: {[{ql,ql,ql,...)],[{qz,qz,qz,...)],...}. Granseklassen -
bliver naturligvis [{qy,q9:93,.-.}]. '

Kravet om fuldstandighed omfatter yderligere, at vilkdrlige
fundamentalfglger af klasser: fra F/~ skal have en grznseverdi i
F/m. Centralt stir derfor beviset for, at dette er tilfaldet;

Endelig kan det vises, at der galder isomorfi mellem alle
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s&danne udvidelser (der giver fuldstendighed) af en med @ isomorf
mengde. Denne isomorfi galdei ydermere, hvor der som udgangspunkt
bruges en mere righoidigAmangde, for eksempel mengden af de dlgebra—

ske tal, blot der er tale omet archimedisk ordnet, kommutativt legene.

Den dannede mengdes egenskab af at indeholde gransevardier.
af alle fundamentalfglger kan herefter benyttes til at eftervise,
at mengden opfylder de krav, der stilles til R. S&ledes har det

jo lange veret kendt og anvendt, at n, kvadratrgdder med videre

kan udtrykkes ved rationale fundamentalfglger. At disse tal er
omfattet af mengden er nu umiddelbart givet. Egenskaben er end-
videre s& stark, at den kan bruges til at bevise eksistensen af

supremum og infimum for begraznsede delmengde. Givet en vilkérlig

o;adtillnedaétil begranset delmengde, er det nemlig muligt at
konstruere en fundamentalfglge, hvis granseverdi netop er
supremum/infimum for delmzngden.

Til brug for analysen kan flere andre vigtige egenskaber
bevises at Qare opfyldt. Blandt andre Heine-Borell-egenskaben
(ethvert begranset og lukket interval er kompakt) og Bolzano-
Weierstrass-egenskaben (enhver fglge, hvoraf der i et begranset
interval ligger uendeligt mange punkter, har mindst et
fortatningspunkt) .

Eksistensen af granseverdier af fundamentalfglger, eksistensen
af sup. og inf. samt de to ovennavnte egenskaber er fire akvi-
valente egenskaber i den forstand, at givet et vilkérligt archi-
medisk ordnet, kommutativt legeme vil tilfgjelsen af en af de fire

egenskaber som aksiom give en mengde, der er isomorf med R.

Den her beskrevne metode til opndelse af et fuldstendigt,
archimedisk ordnet, kommutativt legeme har den fordel frem for en
rent aksiomatisk indfgrelse, at det ved konstruktionsprocessen
bliver tydeligere, hvilke logiske og mengdeteoretiske

forudsatninger, der antages.
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3. Pracisering af problemstillingen.

Man kan roligt sl3 fast, at det er en spandende og omfattende
teori, der gds udenom, nir R's egensk&bef blot tages for givne.

Hoved-ideen i den fremstillede konstruktion af R indfgrtes af
Cantor sd sent som i 1872. Det vil sige pd et tidspunkt, da den
matematiske analyse var meget udviklet, péde med hensyn til‘an-
vendélserne - for eksempel ved lgsning af differentialligninger
fra den matematiske fysik, og med hensyn til afklaringen af
fundamentale begreber som kontinuitet og integrabilitet.

Til pracisering af punkt 2 i problemstillingen (s.3) vil vi
derfor vare specielt interesserede i, hvad en historisk gennem-
gang kan sige om stringensen eller "niveauet" af forskellige
dele af matematikken, sdledes som den s& ﬁd, fgr Cantor (og andre)
leverede deres bidrag om grundlaget: De reelle tal. Det har
overrasket os, hvor meget matematikerne var i stand til uden en
afklaring om R - og vi finder, at det er med til at underbygge
det rimelige i - som normalt i gymnasiet - blot at tage R's
egenskaber for givne. - , '

Det sene tidspunkt for R-indfgrelsen viser, at matématikken
sd langt fra er bygget op fra neden, startende med en afklaring
af de basale talteoretiske eller logiske aksiomer og s& videre.
Afklaringen af de fundamentale begreber foregik over en lang
periode, og den var for en stor del knyttet sammen med diskus-
sioner i forbindelse med matematikkens anvendelse.

S8ledes fandt Cantors indfgrelse af de reelle tal sted i
snaver samhenheng med en unders¢gelse af, hvorledes en Fourier--
rekke opfegrer sig. En Fourier-razkke er en uendelig sum af sinus
og cosinus-funktioner, som benyttes inden for for eksempel
fysikken til at approksimere vilkdrlige funktioner med.

En vilkarlig Fourier-rakke har formen

dac+a;cosx+bysinx+azcos 2x+bysin2x+...+ascos nx+bssinnx+...

Hvis rakken konvérgerer punktvis mod f(x) overalt i intervallet
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[-n3n], s& har vi altsd
£fx) = ia.o*nzl (ancosnx+ bnsinnx>, X€E [=-n;n].

Her som i reSten af projektet betragte;rr vi kun gefinitipnsinter-
valferne [-m;w] og [0;n]. Sztninger med videre jk}:m uden problemer
generaliseres til at g=zlde i intervallerne [~£;£]) og [0;£].

Som eksempel pd en Fourier-razkke kan fglgende bruges:

sinx—%sin2x+%sin3x-%sin4x+%—sin5x— vees XE€ [-m;m]

Tegningen viser afsnitssummerﬂmed de 3, 6 og 12 fgrste sinus-led.

Rekken konvergerer

punktvis mod

ix for -n<x<m
f(xy=4¢ ) '

0 for x-=tn
som ligeledes er ind-

tegnet. Bemerk, at f

er diskontinuert!

Fysisk set giver Fourier-razkkerne mening som et udtryk for

overlejring af harmoniske (rene) svingninger.

Vi har fundet det ngdvendigt at se pd forhistorien til de
problemstillinger omkring Fourier-rakker, som Cantor tog udgangs-
punkt i. Den artikel, hvori Cantor indfgrer R: "Uber die Ausdehnung
eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen” bygger i mangt
og meget pd et arbejde af Riemann: "Ueber die Darstellbarkeit einer
Function durch eine trigonometrische Rethe”, som er vores anden historiske
kilde. Den tredie kilde er en artikel, hvor Dedekind redeggr for
en alternativ konstruktionsmide for de reelle tal: "Continuity and
Irrational Numbers" (Originaltitel: "Stetigkeit und irrationale Zahlen').

Til pracisering af punkt 1 i problemstillingen vil vi specielt
vare interesserede i1 ud fra disse kilder at skelne mellem interne,
logiske stringens-krav som faktorer, der fgrte til R-praciser-
ingen, og faktorer inden for den mere anvendelsesorienterede

del af matematikken.
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Del 2. Den historiske bagqrund for Cantors

indfgrelse af de reelle tal.

1. Riemanns "Habilitationsschrift".

Cantors indfgrelse af de reelle tal i 1872 var som navnt
et led i behandlingen af trigonometriske rakker, hvor Cantor
byggede direkte pid en afhandling af Riemann: "Ueber die Darstell-
barkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe" (1854).

Riemanns afhandling, der havde form af et "Habilitations- ‘;
schrift” (en ngdvendighed for opnielse af forelasningsret ved
universitetet), er i dag fg¢rst og fremmest kendt, fordi det er
heri, Riemapn formulerer sine integrabilitetsbetingelser.Han
opstiller 1 afhandiingen de nedvendige og tilstrekkelige beting- -
elser for at en begranset funktion er integrabel, og han leverer
derved et vaséntligt bidrag til den praciserifig og afrunding
af den matematiske analyse, son fandt sted i sidste &rhundrede.

Det er dog is=®r Riemanns resultater med hensyg til de tri-
gonometriske rakker, som Cantor bygger videre pA. Ogsd Riemann
selv betragtede disse som det centrale i afhandlingen. Sdledes
fremtrader afsnittet om integrabilitetsbetingelserne narmest
.som et 1lille, men ng¢gdvendigt sidespring. Allerede her ser vi
et eksempel pd, at det, der i dag ses tilbage pA som teoré-.
tiske landvindinger, dengang fremtrddte som udviklingen af -

visse hjzlpemidler uden stg¢rre principiel betydning.

Den historiske baggrund for de Fourier-rakke-problemer,
som Riemann’'og Cantor behandlede, fremgdr af det indledende -
afsnit i Riemanns afhandling. Her gennemgir han i korte trgk,
hvorledes Fourier-rakkerne kom ind i den matematiske diskus-.
sion i forbindelse med lgsningen af visse fysisk relevante :-

differentialligninger. Ligeledes beskriver han, hvordan

matematikerne senere fdrse&gte at afklare spgrgsmdlene omkring
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Fourier-razkkerne. Vi lader en fremstilling af hovedpunkterne
i Riemanns historiske afsnit danne udgangspunktet for opstillingen
af nogle spgrgsmil, der forekommer os relevante for belysning

af, hvad der historisk set fremprovokerede Cantors indfgrelse af R.

Det historiske rids i Riemanns afhandling starter, hvor de
trigonometriske rakker for alvorr begyndte at spg¢ge, nemlig
omkring 1750.

Det skete i forbindelse med spgrgsmdlet om den svingende
streng, og kernen i diskussionen om denne var lgsningen af den

partielle differentialligning:

2 2

den s&kaldte bglgeligning. Lgsninger til denne ligning skal vare
funktioner af to variable: y= f(x,t). Ved den svingende streng
er der visse granse-betingelser og begyndelsesvardier, og en af
de fgrste, der kom med et bud pd en lgsning var d'Alembert. Han
ndede det elegante resultat, at enhver funktion, der beskrev den

svingende strengs forlgb, kunne skrives pd den enkle form:
(2) y =§(f(at+x)-f(at-x)>, hvor:

1) f{x) er strengens begyndelseskurve.
) £ er ulige, det vil sige f(x) = -f(-x).
oI) £ er periodisk med perioden to gange
strengens langde.
IV} £ er to gange differentiabel med

hensyn til b3de x og t.

d'Alembert mente, at funktionen skulle vare givet ved et
analytisk udtryk, men her mente Euler, at der kunne tillades

funktioner, der var givet ved helt vilkéarlige (det vil sige
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"frihéndstegnede".og i vores forstand kontinuerte) kurver. De to

blev aldrig enige pad dette puhkt, men i 1753 fremkom Daniel

Bernoulli med et synspunkt, de begge kunne enes om at vafe uenige i,
Bernoulli havde arbejdét med den svingendeAstreng ud fra en

anden angrebsvinkel, og som l¢gsning fik han funktionen
(3) y=f(x,t) = ?lansinnx cosant, hvor ap€R, x€ [0;n]
n=

hvor koefficienterne a, fastlagges ud fra begyndelseskurven.

Det ser unagteligt noget anderledes ud end d'Alemberts lg¢s-
ning. Bade d'Alembert og Euler tilbageviste den med begrundelsen, -
at lgsningen ikke var nar generel'ﬁok. ‘

Tilbagevisningen skyldtes .fglgende. For ﬁ; 0 f&s et udtryk

for strengens’ begyndelseskurve, nemlig
-]

(4) f(x,0) = Xlahsinnx, hvor aj€R, x€ [0;n]
n=

hvilket er en uendelig sum af sinus-funktioner med forskellige
amplituder a,..d'Alembert og Euler kritiserede Bernoulli ud fra,
at en éenerél 1gsning skulle beskrive strengens forlgb ud fra
vilkdrlige begyndelseskurver; og det kan darligt siges at fremgd
helt tydeligt af (4), hvorledes dette udtryk kunne omfatte alle
mulige begyndelseskurver for strengen.

Bernoulli havde imidlertid ret. De mulige begyndelseskurver
er tilstrakkeligt pzne til, at den tilsvarende funktion har en
Fourier-rzkke, der overalt konvergerer mod funktionen, endda
- som Bernoullis formel angiver - en rakke af udelukkende
sinus-funktioner.

Der kom til at g4 knap halvtres 4r, f¢r nye problemer og nye
metoder kastede lys over "Bernoullis problem"”.

Det fysiske problem var her varméledning,der ogsd gav anled-
.ning til en parfiel differentialligning, og det var Fourier, der

i starten af sidste Arhundrede, s¢gte at lgse denne. Igennem dette
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arbejde blev han klar over, hvor utroligt starkt et vaerktegj ud-
tryk af formen (4) er, og han leverede herved en solid stette
til anvendeligheden og generaliteten af Bernoullis lg¢sning af

b¢lge1igniﬁgen.

Fourief-rakkerne blev herefter ofte anvendti den matematiske
fysik til fremstilling af funktioner, og i de enkelte tilfzlde
var det let at overbevise sig om, at Fourier-razkken virkeligt
konvergerede mod funktionsverdierne.

Det varede dog lange, fg¢r en gehere].satniné herom blev bevist.
Fypr Dirichlet gjorde dette, havde blandt andre Cauchy forsggt sig
med et bevis, der imidlertid var utilstrakkeligt.

Dirichlet beviste, at ndr en funktion opfylder de fglgende
betingelser, s konvergerer Fourier-rakken punktvis i hele inter-

vallet mod funktionsvardierne.

I) £ er integrabel i intervallet.
o) £ har et endeligt antal lokale maxima og minima.
IIT) Funktionsvardien i et diskontinuitetspunkt a skal
vere lig med middelvardien af %&gﬁ(x) og ;&gf(x).

Dette galder naturligvis i alle kontinuitetspunkter.

Dirichlet havde, skriver Riemann, med denne s@tning afgjort
spprgsmdlet om konvergensen af Fourier-rakkerne for alle de
funktioner, der forekommer i fysikken (die Natur). Formilet med
den yderligere afklaring af konvergens-problemet, som Riemann
arbejdede pd, betegner han derfor som varende af intern

matematisk karakter.

Da de Fourier-rakker, som Cantor beskaftigede sig med, er
kommet ind i den matematiske diskussion i forbindelse med lg¢sning

af bglgeligningen og varmeledningsligningen, vil vi i det £f¢lg-
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ende se narmere pd disse emner fra den matematiske fysik.
gg;gg;igg;ggégg Hvad var det nye ved bglgeligningen i forhold
til tidligere problemer inden for den matematiske fysik?

Hvad kan grundene vare til, at selv om Bernoulli havde "ideen"

til de trigonometriske razkkers betydning, s& fik matematikerne

ikke udviklet denne idé& til en egentlig forstdelse af problemet? -

ningsligningen, der bevirkede, at erkendelsen om tr;gonometfisk

rakke-udvikling af funktioner kunne sl igennem - 50 ar efter

ideen fgrst var blevet fremsat?
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2. Den svingende streng. Bglgeligningen.

Den svingende streng var et fysiék'problem af en ny type.

Hidtil havde problemerne i mekanikken hovedsageligtdrejet sig
om stive legemers bevagelse (planeter, kanonkigler med mere).
. Et stift legeme kan ofte i fysikken reduceres til et enkelt
punkt, hvori hele massen er koncentreret (eventuelt kommer der
et drejningsmoment ind i billedet). En sadan reduktion af den
svingende streng vil vere meningslgs, da det er hele streﬁgens
uéseende (med dens uendeligt mange punkter) génnem et

tidsforlgb, der har interesse.

Et tidsmessigt forlgb af en s&dan streng kan beskrives ved

en funktion af to variable. Lgsningen af de -differentiallig-
ninger, der opstilledes for at beskrive bevagelsen - partielle

differentialligninger - kravede nye metoder.

Den svingende streng var det f¢rst behandlede problem af
denne mere komplicerede type, og problemet var endvidere sar-
deles matematisk interessant, fordi det havde en smuk og enkel
lpsning, og dermed demonstrerede de matematiske metoders

anvendelighed.

I det fglgende ser vi pd, hvorledes d'Alembert og Daniel
Bernoulli ved to forskellige metoder ndede frem til hver sin
beskrivelse af den svingende streng. d'Alemberts lg¢sning var
den smukkeste og umiddelbart mest anvendelige, men Bernoullis
lg¢sning indeholdt ideen om de trigonometriske razkkers betydning.
En vis del af overvejelserne var de enige om, og denne del vil

vi kort gennemga, fgr vi ser pa& uenigheden.

De-tager begge udgangspunkt i en masselgs, elastisk streng
med et endeligt antal massepunkter javnt fordelt pd strengen.

Forskellen i de to metoder drejer sig om, hvorledes den konti-
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nuerte strengs opfgrsel udledes fra opfgrslen ‘af den masselgse .
streng med det endelige antal massepunkter, det vil side,-

hvorledeé antallet af massepunkter fgres mod uendeligq.

Det er for ¢Q:igt interessang, at de hérved.opstiller og
lpser bglgeligningen véd hjalp af grznseovergangsbetragtninger,
hvorved infinitesimalerne kgn inagér indirekte{vnemlig i selve
deres begreb om graznsevardi. Faktisk benyttes 1nfinitesima1er
direkte til opstilling af bglgeligningen (og meget mere) i nogle
moderne fysikbgger (for eksempel Alonso-FinnIl, s. 670f£.) -
hundiedé 4r efter, at dette "smdkryb" af Cantor, Weierstrass

med flere var blevet udelukket fra den matematiske.analyse.
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Et lille udsnit af en masselgs , elastisk streng med n

javnt fordelte massepunkter kan se sdledes ud:

Yi+1

X
Xy -1 Xy Xyr+1

For nemheds skyld idealiseres problemet yderligere, idet der
ggres fglgende forudsatninger:
I) Ingen friktion,
II) Stram opspanding af strengen, sd jordens tiltrakning
af partiklerne er uden betydning.
IIL) Der sker ingen bevagelse af partiklerne

i x-retningen.

Fremover benyttes fglgende stgrrelser:
Strengens langde: n
Strengens spanding: T °
Antal partikler: n

Partiklernes samlede masse: M

Fgrst benyttes Hookes lov (elasticitets-loven), der siger, at
kraft er proportional med langde, og det er den del af
strengen mellem X1 99 Xy vi betragter:

I hvile: Lengde=%, kraft =T, d.v.s. %;s'r

n
ncos oy

. kraft =T,, d.v.s. o

P& tegning: Lengde = 7 Cos O =Ty
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Dette giver alt i alt
(1) T = T,cosa, k=1,2,3,...,(n=1)

Med Newtons anden lov kan den kraft, der pdvirker den
k'te partikel, skrives
2) Be¥ op (LY or o net lerati id
T k T jo netop accelerationen en
eneste retning, partiklen beveger sig)

Fra tegningen _fis for denne kraft, at

F = Tkﬂsin'akﬂ-‘l;‘sinuk (vinklerne regnes med fortegn)
Indsattes imidlertid udtryk for Ty og Ty, givet ved (1), er

E = T(tanqk+l-tanuk)
Tangens til de respektive vinkler er lig med haldningen af de
tilsvarende liniestykker, og disse hazldninger kan udtrykkes -

ved koordinaterne, sdledes

F = T((yk+1'yk) L N U ﬂ((ykn'zyk*Yk-x)\
k (n/m) 7 n m/m* 7

Sammen med (2) giver dette, at

(3) b ﬂ((yk+l-2yk+yk-1))= az((Ykn'zYk*Yk-l))

dtz M (n/n)? (n/n)?

S8 vidt har der tilsyneladende varet enighed. (Langer, 1947).

delembert og Euler lader i udtrykket (3) n g& mod uende-
lig (egentlig satter de Ax=n/n og lader Ax g& mod 0) og

opndr herved bglgeligningen for et kontinuert 1-dim. medium:
3%y _ .9y .

@ ¥ - iy

hvor y er en funktion af bdde x og t. I (3) ligger y's afhang-

ighed af x "skjult" i index pa y.

\ .
Ved et lineart koordinatskift (x ) =(_1 :)(:) og rimeligt
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simple udregninger, lykkedes det.d'Alembert at vise, at

enhver 1lgsning til (4) kan skrives pad formen

(5) yi{x,t) = ¥(at+x) + ¢(at-x)
¥ og ¢ fastlegges ved grensebetingéiser og begyndelsesvar-

dier, og for den svingende streng giver dette

(6) yi{x,t) = f(at+x)-£f(at-x), hvor
I) £(x) for x€ [0;n] er strengens begyndelseskurve.
o) f er periodisk med perioden 2m.

IIT) f er ulige, det vil sige, at f(x) = =f(-x).

Her holdt Euler og d'Alemberts enighed op, men det er

mindre vesentligt her. Den her relevante uenighed dukker op

i forbindelse med Bernoullis metode, der giver et resultat

af et noget anderledes udseende end (6).

Bernoulli tog fat p& (3), der er et system af ordinare
differentialligninger. Han s¢ggte at lgse den k'te ligning,
det vil sige, at finde funktioner ¥y (t), der opfylder (3).
For k=0 og for k=n skal lgsningen vere den konstante funk-
tion 0, da endepﬁnkterne ligger stille.

De simplest beskrivelige svingninger, den diskrete streng
kan opretholde, er synkrone svingninger. Her vil alle partik-
lerne vare i hver sin yderstilling samtidig, de vil alle
passere nul-stillingen samtidig og sd fremdeles. I s& tilfzlde
findes der nemlig konstanter up, uy, uz, ..., u, og &n funk-

tion £, der tilsammen opfylder
(7) Y (t) = v £(t) for alle k€N, 0sk £n.

Om konstanterne kan umiddelbart siges, at Uy =u, =0, da ende-
punkterne ligger stille. Om f kan siges, at £'(0) = 0, det vil

sige at strengen er i en af yderstillingerne til t=0,
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Indsattes (7) i (3) fremkommer fglgende
" nay ‘ '
u £ (t) = (—n—) (uyyy - 2y +uy ) £(E)
En mindre omskrivning og en forkortelse giver .
(8)  £"(t) = -cif h cny_2 =0
(t) = =c?£(t), hvor up, +{{7)~2)u+uy_ ;=

Ved at sg@ge nogle specielle lgsninger, er problemet siledes
omskrevet til en ordiner anden-ordens differentialligning og
et ligningssystem med n+1 ligninger i n+1 ubekendte. Systemet

har’ kun ikke-triviel lgsning, ndr konstanten ¢ er af formen

sin(vn/2n)

Gy = va {vn/2n)

, hvor 1svgn-1.

For et givet v er lgsningen

uk=A\,sink"T“, k=1, 2, 3, ..., n, AyER,

Sammen med lgsningen til den ordinazre differentialligning-i (8)
f(t) = cos(ct) (idet £'(0) skal vare nul)

kan det foregdende ved hjalp af den oprindelige antagelse (7)
sammendrages til dette:

s n
in{ =—
sin 2n

y(t,x) = A sinvx cos|vat , hvor x = k%, 1svsn-1, A ER.

o
2n

\

Alle funktioner af denne form er lgsninger til (3), og det er i
dette udtryk, Bernoulli lader n og k g& mod uendeliqg. I argumentet

til ‘cos genkendes et udtryk af formen

si;:lv’ og nar man lader n.

ga mod uendelig, mens %? gar mod x, bliver greznsevardien .

(9) y(t,x) = A sinvx cosvat, hvor x€ [0;n), vEE og A,€ R.

Funktioner af denne form tilfredsstiller den af d'Alembert
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opstillede bglgeligning for den kontinuerte streng, s& disse
funktioner er altsd specielle l¢sninger til beskrivelse af
strengens svingning.

Berhoulli tolkede nu (9) som en ren svingning, hvor v be-
stemmer frekvensen. Han forlod sig sd pd, at strenge ved forsgg
kun afgav svingninger, der var summer af grundtone (v =1) og af
overtoner (v> 1). I udtrykket (9) er der uendelig mange fre-
kvenser at tage af, og han konkluderede, at alle svingninger,

som en kontinuert streng kan afgive, lader sig beskrive ved

(-]
(10)  y{t,x) =v§1Avsinvx cos vat, hvor A€ R.

Daniel Bernoulli havdede altsa, at (10) var den generelle
lgsning til bglgeligningen. Den ser jo unagtelig noget ander-
ledes ud end (6}, men den kommer til at ligne 1idt bedre, hvis

man benytter ligheden
sinoa cos B =3 (sin(B+a)-sin(B~a)).

Da kan (10) nemlig omformes til

(11) yix,t) =v§1§Av(sin(v(at+x))— sin(v(at-x))).

Euler og d'Alembert mente ikke, at Bernoullis lgsning var en
generel lgsning. Det skyldtes scm navnt, at strengens begyndelses-

kurve, der f£fas af (10) ved at sa@tte t =0, vil se slledes ud:
@ :
(12) y({x,0) = vEIAVSanx.

Hevdes det s& - som Bernoulli var overbevist om - at l¢sningen
er generel, det vil sige, at den kan beskrive strengens bevsgel-

ser ud fra vilkdrlige startbetingelser, sd m& det ogs& havdes,
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at (12) omfatter alle mulige begyndelses-kurver.

Denne pdstand, der var en foregribelse af Fouriers synspunk-
ter, var det umiddelbart svart at fremfareoverbevisende. Bernoulli
kunne argumentere ud fra fysiske overvejelser om den svingende
streng, hvor han pdpegede, at bevagelsen altid kunne opfattes
som en overlejring af harmoniske svingninger. Han argumenterede
ogs& med, at n&r strengens position var givet i n punkter,
kunne der berggnes en sinus-razkke med n led, hvis kurve gik
gennem alle n punkter (de n koefficienter kan teoretisk set -
findes ved 1lgsning af 'n ligninger i n ubekendte). Med uendelig
mange koefficienter matte der sd vare "nok" til en -
kéntinuert streng. ‘ 4

Men Bernoulli kunne ikke angive nogen metode til beregning
af koefficienterne i det kontinuerte tilfzlde, og der var ébenén
bart ikke nogen omstendigheder, der kunne drive andre matemé—
tikere til ' at afklare problemet. Euler og d'Aiembert holdt fast
ved d'Alemberts l¢sningsmetode, og spgrgsmllet var gehstand for

en pan strid, hvor ingen af parterne nogensinde gav sig.

Striden blev ikke afgjort, f¢r der dukkede et andet problem

af samme karakter (partiel differentiallighing) op. Det drejede

sig om varmeledning.
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3. Varmeledningsligningen.

Det arbejde fra 1807, hvori Fourier fremsatte sine -bane-
brydende ideer om trigonometrisk fremstilling af funktioner,
er et vark om opstilling og l¢sning'af varmeledningsligningen.

Vi gennemgdr i det fg¢lgende, hvordan Fourier i-prﬁuﬁppet
lgste denne partielle differentialligning (idet vi kun har set
metoden i moderne udgave - jf. Braun, 1983). Der s@¢ges en funk-
tion, som udtrykker hvorledes temperaturen afhanger af sted (i
&n dimension) og tid. Derefter ser vi pd Fouriers tolkning

af de matematiske forhold omkring i¢sningen.

I en dimension ser varmeledningsligningen sdledes ud:

(1) y . a,a’¥ hvor a er en konstant, der blandt andet
It 9x‘ " udtrykker varmeledningsevne.

d'Alemberts smarte metode med koordinatskifte faldt ikke lige
for ved denne type differentialligning.Til gengzld viste

seperation af de variable sig at vare et uhyre starkt varktgj.

For at f& en entydig lgsning m& der sazttes visse granse-
betingelser. For eksempel giver en isoleret, varmeledende
stang af langdeg n, der i endepunkterne (x=0 og x=n} har
samme, fastholdte temperatur (der ved passende temperaturskala
er lig nul), og som har en bestemt start-temperatur-for-

deling £(x), fglgende gransevardier og startbetingelse:

yin,t) = 0.

(3) y{x,0) f{x), hvor x€ JO;nl.

1
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En mdde at £4 hul pd dette problem er at splitte y(x,t) op
ved at antage, at y(x,t) kan omskrives sdledes
(4) yix,t) = ¥(x)o(t)

hvilket er en s&kaldt seperatidn af de variable.

Under denne -antagelse bliver (1) til

aza’(v(x)¢(t)) - alyi{x)e(t))
axt at

3
(5) aly"(x)o(t) = vix)o'(t)

Af betingelse (2) fés
¥(0)o(t) = 0 og ¥(m)e(t) =0
og hvis ikké ¢ (t) - og dermed y(x,t) - skal vere konstant 0, s er’
(6) ¥(0) = ¥(x) = 0.
Endelig giver (3), at
(7 ¥ (x)o(0) = £(x) x€]o;m(

Nu er problemet under antagelsen (4) blevet formuleret, si
det er muligt at omforme den partielle differentialligning til
to ordinere differentialligninger. Dette ggres ved at dividere
begge sider i (5) med a?¥Y(x)¢(t). Her bgr der retteligen tages.

hgjde .for singulariteter, men det .gdr vi med tyngede hjerfer
forbi i tavshed, hvorved vi opndr

¥ (x) _ o'(t)
¥(x) a%’o (t)

Her stdr, at en funktion af x er lig en funktion af t,
Ligheden skal s& ogsa galde ved for eksempel x=x,. Det impli-
cerer, at funktionen af t er lig en konstant funktion. Det mi
funktionen af x fglgelig ogsd vare - tilmed -den samme

konstante funktion. Altsd

¥Ux) _etie) _ 3
T are(ey - ke Bvor KER,
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og hexrved er den ¢nskede opsplitning lykkedes, nemlig
(8) ¥'"(x) + k¥(x) =0
(9) o' (t) + a’kd(t) =0

Voild, to ordinere differentialligninger, der nu kan l@gses ved
en standard-metode (jvf. Braun, 1983). Ved at gange lg¢sningerne

sammen opnds en lgsning til den partielle differentialligning.

Den fgrste (8) har med granseverdierne (6) kun ikke-

trivielle lg¢sninger, ndr k er af formen

k, = n?, hvor n=1, 2, 3, ...
(detééer~méske—lidt—for simpelt—ud, men det—skyldes, -at—vi—
har sat stangens langde til n).
Lgsningerne er da

¥, (x} = a,sinnx, hvor n=1, 2, 3, ... og a€R
De band, der er p& k'erne fgres over til lgsninger af (9):

¢ (t) = b exp(-a’n’t), hvor n=1, 2, ... og b € R
Szttes ¢, =a b, fads ud fra den oprindelige antagelse (4),

at funktionerne

(10)  y, (x,t) = cysinnx exp(-a®*n?t), hvor n=1, 2, 3, ...

er lgsninger til (1) under gransevardierne (2).

Hvordan skal det nukunne lade sig gg¢re at £4 betingelsen (3)
opfyldt? Det er ikke helt s& svart som det kunne se ud til,
for (1) er linesr, det vil sige, at summen af to lgsningex
selv er en lgsning. Samtidigt vil summen opfylde (2), nér de

to l¢sninger; der adderes, hver isar opfylder (2).
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For at f4 (3) opfyldt kan vi altsd uden at ¢delzgge noget

prgve at summe "passende" lgsninger fra (10).
N .
(11) yix,t) = zlcnsinnx exp(-a’n?t) x € )0;n(
n=s

Begyndelses-temperaturfordelingen (t=0) bliver for (11)

(12) y(x,0) =

=
"Mz
—

cpsinnx x€ }0;n(

Her var Fourier - som normalt for sin tid - uden videre
parat til at foretage en uendelig summation. &ensigten var‘
at (12) skulle omfatte s& mange Segyndelses-temperaturfor—
delinger som muligt, altsd at l¢sningen skulle vare s& gene-

rel som antagelsen (4) overhovedet muliggjorde:

(13) y(x,0) = Azlc“sinnx x€ ]o;ml(
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4, Pouriers tolkning og hans beregning af koefficienterne.

Fouriers problem minder nu om Bernoullis: ﬁr lpsningen til-
vardier?

Hvad der ikke lykkedes for Béerhoulli med hensyn til at over-
bevise matematikerne og fysikerne om funktioners trigonometriske
udvikling, lykkedes for Fourier. Han var i stand til at beregne
koefficienterne i-det trigonometriske udtryk. Dels gjorde dette
lgsningen anvendelig, og dels var det et starkt argument for

hans generelle pdstand om funktioner udviklelighed gennem uende-

__lige rzkker af_sinus- og cosinus-funktioner.

Fourier hazvdede, at en vilkdrlig funktion f£(x), x€ [-m;n] kunne-

skrives p& formen

(1) £(x) =ia,+ El {ajcosnx + bysinnx), hvor

n
ta, =-2-1—]f(x)dx

:=|-—r

[f(x)cosnx dx

1
b, = ?Jf(x)51nnx dax

Faktisk var Fourier ikke den fgrste, der havde beregnet koef-
ficienterne. Selveste Euler havde si tidligt som i 1777 féet
samme resultat; fgrst ved en meget besvarlig metode, men med-
resultatet for handen var en langt nemmere metode faldet ham
ind. Fourier kan nappe have kendt Eulers udledning, s& havde
han sikkert benyttet den. Fourier brugte oprindelig en meget

kompliceret og noget tvivlsom metode med lgsning af uendelig
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mange ligninger i ﬁendelig mange ubekendte. Men ogsd han fandt
den metode, der bygger p& en ganske bestemt egenskab ved de

trigonomgtfiske funktioner, nemlig

n . 0 hvis mz#n

2 hvism=n=0

1t

(2} %Jcosnx cosmx dx

" 1 hvis m =n (og ikke nul)

0 hvis m#+n (eller en af dem nul)

f“
(3) %jsinnx sinmx dx
-n 1 hvis m=n (og ikke nul)

n
(T3] %Jsinnx cosmx dx 0

-

Denne sammenheng kaldes i dag ortogonalitet/vinkelrethed af
funktionssystémetv hvilket kommer sig af, at Jf(x)g(x)dx'kan
tolkes - og opfegrer sig som - et indre produkt i et lineart
Avektorrum, hvor vektorerne alts& er funktioner. De trigbnome—
triske funktioner udg¢r da en ortogonal basis, og ndr koeffi-
~clenterne er bestemt som i (1) er de funktionens koordinater i

denne basis. Nok om den moderne fortolkning.

Koefficienterne udregnes pd f¢lgende made: Multiplicer (1)

igennem med cosmx og integrer over [-mn;n} pd begge sider.

L
Jf(x)cosmx dx
-1

n n
--]
=J§a°cosmx dx + [ (cos mx[ T (ancosnx-+bnsinnx] )dx
: n=1

-7 -n

Hvis man ikke er pivet, s& ganger man ind og bytter om pid inte-
grationen og den uendelige summation, hvorved det af (2) og (4).

vil fremg&, at der kun bliver et eneste led tilbage pd hgjre-
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siden, nemlig map, og derfor

m
an =%If(x)cosmx dx
-
Samme metode bruges naturligvis til at bestemme b, 'erne-.

Metoden er dog ikke helt problemfri. Senere viste Weierstrass,

at ombytningen af integrationen og den uendelige summation forud-
satte, at visse narmere betingelser skulle vare opfyldt.

Fouriers store force var her tolkningen af resultatet. Euler,
der som navnt selv havde udledt ovennavnte formler, behandlede
kun funktioner, der i forvejen var periodiske, og han tillagde i
¢gvrigt ikke resultatet nogen stgrre betyvdning.

— "Féurier~opdagede~pé—en eller-anden—made, at—funktionen oy dens—
rakke ikke behgvede at stemme overens uden for intervallet. Inden
i intervallet behgvede funktionen ikke en gang at bestd af et
enkelt analytisk udtryk. Den kunne vare stykket sammen af flere
udtryk, eller mdske endog vare helt "vilkarlig". Fg¢r vi kommer
nermere ind pd& hvad, der ligger i begrebet "vilk&rlig funktion",

kommer der et eksempel pd Fourier-rakke-udvikling.

Blandt mange eksempler (se ogsd s.20) gav han selv fglgende:

J tn for x € J-im;inl
f(x) = 0 for x = zin
l'—in for x € }J-n;-in{ U Jin;nl

Med formlerne i (1) regnes koefficienterne nemt ud.

n
= -
dag = 7;[f(x)dx =0
m
n
a, = % f(x)cosnx dx
-n

-in in n
= %([—}ncos nx dx + {}ncos nx dx + l-iﬂcosnx dx)
-n -in in
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= }[-Eiﬂgé]'5“+ }[EEEEE]Q“ . *L_sinnx]:“='sin§nn‘

-n n 'i“ n n

n .
b, = %If(x)sinnx dx =0 (da f(x) er lige og sinnx er ulige).
w :

Alt i alt giver det denne smukke razkke
f(x)=cosx--§—cos3x+%cos$x- caey X€ [-nm3m)

Nedenstdende tegning viser funktionen f samt tre tilnermelser

med de henholdsvis to, syv og tolv fgrste cosinus-led.

Ved hjelp af et vald af eksempler af samme type som ovenfor
var Fourier i stand til at underbygge sin pdstand. Med formlerne
for koefficiéenterne viste det sig oven i kgbet at vare nemt og
effektivt at tilnarme funktioner ved Fourier~-rzkker, og det
fandt hurtigt en udbredt anvendelse.. -

I forbindelse med varmeledningsligningen kan man endvidere
tale om ngdvendighed med hensyn til at acceptere den trigonometri-
ske udvikling af - nesten - vilkarlige funktioner. Anvehdeligheden
af lgsningsmetoden med seperation af de variable stdr og falder
med, at en vilkArlig begyndelses-temperatur-fordeling kan ud-
trykkes ved en trigonometrisk rakke, og der var ikke nogen anden

lgsningsmetode til det foreliggende problem.
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5. Dirichlet og Riemann.

Fra og med Fouriers arbejde har FOurierrazkkerne haft en
central placering i matematikken. Som vi skal se, var de
en del af udgangspunktet for Cantors undersggelse. af de

reelle tal

Derudover tog Cantor naturligvis udgangspunktri den
ggede stringens og afklaring indenfor matematikken pa
hans tid. Forhistorien hertil skal vi ikke komme ind pA.
Men vi kan navne, at afkiaringen af generelle begreber si-
som kontinuitetsbegrebet, funktionsbegrebet og integral-
begrebet absolut ikke var uafhazngig af diskussioﬁen af

Fourierrakkerne.

Fourierrazkkerne leverede eksempler pd besynderlige
fenomener, s&som at en (uendelig) sum af kontinuerte
funktioner kunne give en diskontinuert funktion. Tid-
ligere havde man isa@r anvendt potensrakker (a°+alx+..+anxn+..)
til at fremstille funktioner med, og dlsse fgrte ikke til
diskontinuerte funktioner. Det var med til at stille

spgrgsmilet om, hvad kontinuitet egentlig var.

Selve karakteren af Fouriers pastand - at en vilkarlig
funktion kunne fremstilles som en trigonometrisk sum - lagde
ogsd op til at man stillede sig spgrgsmilet: hvad forstéas
ved en vilké&rlig funktion? Hos Fourier kan man finde for-
muleringer, der svarer til det moderne funktionsbegreb.

I praksis var han dog praget af datidens almindelige opfat-
telse, hvor en "funktion" som oftest betgd det, man i dag
betegner som en kontinuert eller stykkevis kontinuert
funktion. Fouriers pdstand er jo ogsd forekrt, hvis man

antager den moderne definition p4d en funktion.
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Ogsd integralbegrebet pikaldte sig interesse, ndr man
beskaftigede sig med Fourierrakkerne. En funktion kunne
kun Fourierrzkke-udvikles, hvis det gav mening at tale om

‘funktionens integrale (integralet indgdr i bestemmelsen

af koefficienterné).

Vi fortsaztter nu den historiske gennemgang med et par
store skridt, hvor vi g&r helt frem til Dirichlet og der-
efter Riemann. To matematikere, som illustrerer ovennavn-
te sammenh&ng mellem arbejdet med Fourierrakkerne og af-
klaringen af diverse fundamentale begreber. Dirichlet,
der behan@lede Fourierrékkernés_konvergensforhold pd en
méae, hvor det var afgprende at han havde forladt det gam-
le funktionsbegreb. Og Biemann, der for at komme endnu
langere med de trigonometriske rakker, s& sig ngdsaget
o til at opstille et helt generelt kriterie for hvornidr en

vilkarlig, begranset funktion var integrabel.



Dirichlets_betingelser for_at en Fourierrakke konvergerer.

Konvergensen af Fourier-rakkerne var -og er stadig et
meget kompliceret problem. Fourier havde i sine fremstillinger
givet beviser for specielle tilfzlde, men han gennemfgrte
aldrig et generelt bevis. Det forsggte blandt andre Poisson
og Cauchy, men deres-beviser var ikke helt pletfri.

Ydermere havde nogle af beviserne den svaghed, at de "fore-
gav" at dakke alle funktioner. Grunden hértil var nok blandt
andet, at det gamle funktionsbegreb stadig spggte, sdledes
at implicitte forudsgtninger om funktionernes "panhed" gjorde

bevisfgrelsen lettere.

Her fandt Dirichlet i 1829 en frugtbar vej, idet han
havde indset det nyttige i det helt generelle funktions-
begreb: Uden implicitte forudsetninger om de funktioner,
hvis Fourier-rakker skal undersgges for konvergensforhold,
kunne et bevis pabegyndes. Ved nu kun at indfgre de for
beviset allermest ngdvendige indskrankninger findes til-
strzkkelige betingelser i den forstand, at alle de funktioner,
der opfylder betingelserne, har en Fourier-rakke, der
punktvis konvergerer mod funktionsvaerdierne. ﬁet kan sd

meget vel vare, at betingelserne er for stramme; men ved at
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undgd implicitte forudsatninger og ved at sgge si f& og si
generelle betingelser som muligt sikres bevisets gyldighed
for en rimelig stor - og hvad vigtigere er ~ en veidefineret
klasse af funktioner. '

Denne strategi gav bonus. Som det ses p& side 24, fandt

Dirichlet nogle tilstrzkkelige betingelser, der var meget

generelle. Det er de to f¢rste'betingelser (integrabilitet
og et endeligt antal max. og min.), der er de vigtigste, for
er det kun den tredie ("normerede" funktionsvardier i .dis-
kontinuitetspunkterne), der ikke er opfyldt, vil dét kun
vere i diskontinuiteterne, at Fourier-rakke ég funktion ikke
stemmer overens.

Den anden betingelée var ngdvendig i.Dirichlets bevis,
fordi han ved en graznseovergang under et integrationstegn
var ngdt til at kunne dele intervallet op i et endeligt
antal monotoni-intervaller.

Omfanget af betingelse et (integrabilitet) var ikke helt
klart. Dirichlet var sikker pd, at en funktion kunne inte-
greres, ndr den hgjst havde et endeligt antal diskontinuiteter,
men han mente - uden at fgre beyis ~ at betingelserne kunne:
slakkes, sd der kunne tillades uendeligt mange diskontinuitets-
punkter, blot de ikke ]& t#t i intervallet.

Alt i alt forekommer en slazkkelse  af Dirichlets betingelser
at krazve stgrre kendskab til - integralbegrebet, og det var

blandt andet p4 dette punkt Riemann kom ind i billedet.
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Riemanns_afklaring af integralbegrebet.

Integralbegrebet afklares hos Riemann, idet han op§tiller
ngdvendige og tilstrazkkelige betingelser for integrabilitet
af en given begranéet funktion over et interval [a;b].

Denne udredning er et vesentligt skridt i afklaringen af
den matematiske analyse, men gnsket om generel afklaring var
ikke Riemanns prim@re motiv. Riemann var derimod interesseret
i at viderefgre blandt andre Dirichlets undersggelser af
Fourier-razkkernes konvergensforhold.

Riemann tager udgangspunkt i Cauchys definition af et

bestemt integral:

QD) Hﬁis summen

n
s, = iElf(xi_l)(xi—xi_l), hvor a=x <X <X,<. .. <X =b

har en granseverdi for n gdende mod uendelig, sa
kaldes denne gransevaerdi for funktionens bestemte

integral over intervallet [a;b].

Den endelige sum s, kan illustreres ved nedenstdende figur,

idet s, er lig med rektanglernes samlede areal.
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At summen s, har gransevardien S kan defineres séledes;

(2) Med s(P,) betegnes den i (1) definerede sum

svarende til intervalinddelingen fn={x°,x1,x2,...,xnh
hvor aA=%o <Xy <X2<. . . <x;=b.

Med en intervalinddeling, der er finere end P., menes
en endelig punktm&ngde P, der opfylder de to krav:
P,cP og X€EP = asxsh.

Summen s(P,) har gransevardien S for n giende mod
uendelig, hvis og kun hvis der for alle ¢>0 eksisterer
en intervalinddeling Py (NEN), sd alle finere inter-

valinddelinger P giver |S -s(P)| < ¢.
Riemann formulerer summen i (1) 1lidt anderledes:
- n
(3) sy = i};lf(xi-ei(xi—xi_1)>(xi-xi_1), hvor ¢, € [0;1].

Det ser lidt uoverskueligt ud, men det drejer sig blot om

at kunne valge funktionsverdien i et vilkarligt punkt i
 intervallet [x;_j;xi]l 1 stedet for at bruge .funktionsvardien
i venstre delinterval-endepunkt. Riemann betragter  nemlig

funktionens udsving (Schwankung) i delintervallerne, og han
har derfor brug for frit valg.

De to definitioner er - set med moderne ¢jne - ikke
vasensforskellige, men det er baggrunden for dem til gengald. -
Cauchy giver nemlig kun sin definition med henblik p& kon-
tinuerte funktioner, mens Riemann lagger op til en langt
bredere klasse af funktioner: Begraznsede funktioner, som er
defineret pd et lukket -interval [a;b]. I resten af dette
afsnit refererer "funktioner" til denne type.

Ideen med at betragte udsvinget'i,del;ntervallerne kan
anskueligggres ved fgrst at kigge pd en kontinuert funktion.

Uanset hvor lille et tal 6>0 du valger, s3 kan du gere din
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intervalinddeling fin nok til, at:udsvingene &; i ethvert af
delintervallerne bliver mindre end &, altsd &; < &. Det skal
bemzrkes, at dette kun er muligt, fordi funktionen erAligelig
kontinuert. At dette ér tilfaldet skyldes, at;funktionen er
kontinuert over et lukket interval: Den tilhgrer sdledes -den
klasse af funktioner, som Cauchy havde bevist integrabiliteten
af. Han benyttede nemlig tilsyneladende ligelig kontinuitet i
sit bevis.
Med et enkelt diskontinuitetspunkt i intervallet [a;b]

vil der opsta en mindre ubehagelighed. Uanset hvor fin du ggr

intervalinddelingen, s& vil der vare et delinterval, hvori

.udsvinget-vil vare stgrre end eller-lig med diskontinuitetens —

hg¢jde. Udsvinget kan altsd ikke ggres vilkarligt lille i alle
delintervallerne. Ikke desto mindre eksisterer gransevardien
for Riemann-summen (3). Det hanger sammen med, at "fejlbi-
draget", det vil sige delintervallangden ganget med udsvinget,
ogsd ved diskontinuiteten kan ggres vilk8rligt lille. Dette
gpres selviplgelig ved at snavre delintervallerne tilstrakke-
ligt ind.

Med et endeligt antal diskontinuiteter i intervallet er
ubehagelighederne heller ikke svare at overkomme: Den samlede
le2ngde af de delintervaller, der indeholder diskontinuiteter,
kan ge¢res vilkarligt lille. Hermed vil "fejlbidraget", der
hidrgrer fra diskontinuiteterne, der jo alle er endelige,
kunne ggres vilkarligt lille. Der opstdr ferst for alvor
problemer, hvis funktionen har uendelig mange diskontinuiteter
i det begraznsede interval!

Her fandt Riemann, at hvis gransevardien for (3) eksisterer,
sd opfe¢rer funktionen sig negdvendigvis sd "pant", at den
samlede l@ngde af de delintervaller, hvori udsvinget er stegrre

end et vilkdrligt 6>0, kan ggres vilkarligt lille.
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For at belyse betingelsen, der kan forekomme noget sngrklet,
kan vi n®vne et kendt eksempel p& en funktion, der ikke

opfylder betingelsen.

1 ndr x er rational
f(x) =

0 ndr x er irrational

Uanset hvor fin intervalinddelingen gg¢res, s& vil udsvinget

i ethvert delinterval vare lig med 1, idet alle delinterval-
lerne vil indeholde bade rationale og irrationale tal. For
alle 6<1 vil den samlede lengde af "ubehagelige" delintervaller

vere lig med b-a, der jo er et fast tal ste¢rre end nul.

Riemann viste sd ogsd betinaelsens tilstrakkelighed for
ekstistensen af granseverdien af summen (3). Det vil sige, at
hvis Riemanns betingelse er opfyldt, s& er f integrabel over .

\

intervallet [(a;b). Summa summarum:

(4) f opfylder Riemann-betingelsen e f er integrabel over [a;b] -

Som navnt kan betingelsen forekomme sngrklet og uhdndter-
lig. For .at belyse operationaliteten af betingelsen og gene-
raliteten af integralbegrebet konstruerede Riemann derfor en
sezrdeles besynderlig funktion, der ikke desto mindre takket

vere (4) -kunne bevises at vare integrabel.

Konstruktionsmetoden, der senere ofte anvendtes af blandt




50

andre Weierstrass, gir ud pd at lave en fplge af funktioner
med et stigende antalr"ﬁgehageligheder" (knak, diskontinui-
teter med videre). Med et végent gie til konvergenseg lagges
derp& alle funktionerne-i den uendelige fglge sammen, hvorved
ubehagelighederne ophobes. I Riemanns s&ledes konstruerede
funktion bestod disse af diskontinuiteter. Hans funktion har
faktisk en diskontinuitet i ethvert punkt af formen %%, hvor
P ©9 2n er indbyrdes primiske. Disse punkter udgegr en tat
delmengde af R, men som:navnt er funktionen integrabel.

Det skyldes, at springet i et s3dant punkt har stg¢rrelsen
éET' s8 i et begranset interval skal springvardierne findes

2
blandt stg¢rrelserne é%T' n=1, 2, 3, ... I et begranset in-

terval vil samme springverdi hgjst forekomme endeligt mange

2
gange. For eksempel vil springvardien %r (n=1) kun forekomme

i punkter af formen Zﬁ;x' k€ Z, idet p skal vare indbyrdes

primisk med 2n =2, s& p skal vare ulige. Det medfgrer, at
der i et begraznset interval kun vil forekomme et endeligt
antal diskontinuiteter, hvis spring er st¢rre end & (6>0).
Et endeligt antal punkter kan ved en tilpas fin interval-
inddeling bringes til at ligge i delintervaller, hvis samlede
langde er mindre end et vilkdrligt lille o (0>0). Dermed er

betingelsen opfyldt.

Det m& sdledes medgives, at Riemann udvidede forstdelsen
af integralbegrebet ganske gevaldigt. Dels betragtede han en
stgrre klasse af funktioner end de kontinuerte, og dels
stillede han et skarpt og operationelt skel op mellem inte-

grable og ikke-integrable begransede funktioner.

Selve formuleringen af Riemann-betingelsen har nogle videre
perspektiver, idet der lagges op til, at der ved integration
kan ses bort fra en vis del af definitions-intervallet. Rent

faktisk udviklededes senere - omkring &rhundredskiftet - den
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sdkaldte mdlteori, der blandt andet beskaftiger sig med si-
danne "ubetydelige" mangder - nulmengder.

For at en mangde kan f4 benavnelsen “Lebesgue-nulméngde"
skal dens elementer kunne indeholdes i foreningen af talleligt
mangé (alts& ikke ngdvendigvis enéeligt mange) &bne inter-
valler, hvis samlede langde kan ggres vilkarlig lille.

Riemanns betingelse om, at totallangden af en vis mangde .
intervaller skal kunne ggres vilké&rlig lille, minder om be-
pingelsen for at der er tale om eﬁ nulmengde. Der ex dog den
vasentlige forskel, at Riemann forudsatter,at det kun drejer
sig om endeligt mange intervaller.

Med begrebet om nulmengder kan der opstilles en endnu
mere handterlig ngdvendig og .tilstrakkelig betingelse for,
at Riemann-summen (3) har en gransevardi: En begrznset funk-
tion er Riemann-integrabel, hvis og kun hvis den er kontinuert,
panar eventuelt p4d en nulmengde. (Blandt andet er enhver

tzllelig mengde en nﬁlmengde).

Det ovenfor beskrevne drejer sig som nzvnt blét om en lille
del af Riemanns afhandling, og det var fgrst i den sidste del,
at han rigtigt foldede sig ud med sit egentlige emne: Fourier- -
rezkkerne. Riemann viser her en stribe sztninger; herunder to,
som Cantor senere gjorde brug af. Som eneste forudsatning .

for disse to satninger havde han, at rakken

L d
fcg+ Zl(cncosnx+dnsinnx)
n=

punktvis konvergerer .mod en funktion f.
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Begge satninger galder funktionen
F(x) = C +C1x‘+}cox’-nglﬁ%(cncosnx+-dnsinnx),-

Fgrst viser Riemann, at gransevardien for den "anden diffe-.
renskvotient"” (ikké at forveksle med den anden afledede) af

F er lig med £, det vil sige

F{(x+h)-F(x) _ F(x)~-F(x-h) .

1 i =
(1) }1,.1.'3( h _ B ) £ (x)

Bemzrk, at hvis ledvis integration (henholdsvis differentia-
tion) to gange af f (henholdsvis F) uden videre lod sig ggre,

s& ville der gelde, at

7 I(]f(x)dx)dx =7F(x), og
F"(x) = £(x)
Under de forudsetninger er satningen triviel, men Riemann
etablerede netop s=ztningen uden andre forudsatninger end
konvergensen af (6).

Under netop denne betingelse viser Riemann ogsé, at

(2) 1im F(x+hL-F(x)__F(x)-g(x-h)
h=0

hvilket medfgrer, at hvis F er differentiabel fra en retning i xo,
sd er der ogsd differentiabilitet fra den anden retning, og
der er den samme differentialkvotient.

Disse to satninger gjorde Cantor senere brug af i et par
mindre artikler om den entydige bestemmelse af Fourier-koef-
ficienterne, og det var i den forbindelse, han kom ind pé&

en pracisering af de reelle tals forhold til de rationale.
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Del 3. Cantors indfgrelse af_R.

1..Cantors. inerigdehierarki.

Cantors arbejde om tal og m#ngdeizre er omfattende; det
‘spender over unders¢gelséf af det konkrete maﬁématiske problem
om -Fourier-rekke-udviklingens entydighed, en konstruktion af de
reelle tal og en rzkké bidtag og diskussionsoplag om de reelle. -~
tals egenskabeér: Ikke-tzlleligheden, kontinuimshypotesen med
videre. Han grundlagde en teori om transfinitte tal, samtidig
med ‘at han konsekvent udelukkede uendeligé tal -fra den reelle
‘talmengde.

Cantors 1ndf¢relse af Rer i princippet den samme,som vi har
‘skitse¥et i del 1. Hans arbejde’ om de transfinitte tal er ogsé
grundlaget for dep moderne opfattelse heraf. Den moderne formu-
lering af N'og -de gvrige talméngder pA merigdéteoretisk grundlag,
hvor N's (og R'S) eksisténs er en Konsekvens Af visse mengde-

. tedretiske ‘aKsicmer, skyldes derimod ikke direkte Cantor, selv
ol hans arbejde pegede i den retning. Han var naturligvis pa
"det réne med blandt andre Deaékinﬂé stringente indfgrelse af W -
‘ted videre, men déen mengdeteoretiske formulering er fgrst
‘grundligt “sedere ‘

Céntbré nyskabende indfgrelse ‘af R -.den fgrst offentlig-.
gjorte konstruktion af R ud fra Q - fremkom i forbindelse med
hans arbejdée med Fourier-rakkernes entydighed: Nir to Fourier-
rakker konvergerer mod samme funktion, har de to razkker da
nddvendigvis ens Koefficienter?

Hvis Fouriers metéde €11l udfegning af koefficienterne god-
tages, fglger entydigheden uden videre. Her er det karakter-
istisk for Cantor, at han er p& hgjde med opfattelsen af den
matematiske analyse hos Weierstrass, hos hvem han havde fulgt

forelasninger. Weierstrass havde blandt meget andet pdpeget



forskellen mellem ligelig konvergens og almindelig, punktvis

konvergens (om Cantors inspiration'fra Weierstrass med hensyn
til selve taludvidelsen, se s.GUY'. Ccantor var siledes opmarksom
p&, at den fra Fourier stammende metode ikke var tilétrakkelig,
- idet r=zkkernes konvergens ikke ngdvendigvis er ligelig, hvorved
ombytning af summation éé integration ikke automatisk er en
tilladelig operation.

I artiklen "Beweis, dass eine fir jeden reellen Werth von x durch eine
trigonometrische Rethe gegebene Funktion f(x) sich nur auf eine einzige Weise
in dieser Form darstellen ldsst” (1870) leverede Cantor et ud fra
moderne synspunkt fuldt gyldigt bevis for entydigheden. I "Jber
die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen"
(1872) udvidéde han s;tningen;'gyldigheasomréde, og det Qar i
denne anden artikel, han leverede den stringente konstruktion

af R.

Cantor beviste i artiklen fra 1870, ét ndr en funktion i et
interval I er givet ved en Fourier-rzkke, s& findes der ikke
andre trigonometriske rzkker, der konvergerer mod funktionen i
alle intervallets punkter. Dette kan udtrykkes sdledes, idet I

for overskuelighedens skyld er sat til [-n;nw]:

o o«
vx € I:(§a°+n§1(ancosnx-rbnsinnx) = ia6+n§1(aﬁcosnx+-bﬁs;nnx)
8
ag=ag Aa;=aja by=bj A az=aj aby=bj A ...

hvilket Cantor (uden kvantor-symbolikken) ogsd angav ved

o«
VxE€ I: ic°+n§1(cncosnx-+dnsinnx) =0
13

Co 7 Cy =dl =Co =d2 =C3 =d3=... =0

NAr Cantor overhovedet anser det for ngdvendigt med et bevis,
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skyldes det som navnt, at hén métte .afvise Fouriers metode til
beregning af koefficienterne som tilstrékkeligt bevis for en-
tydigheden. Fourie; mente, at "vilkériige“ funktioner kunne
fremstilles ‘'ved hjalp af en uendelig sum af trigonometriske
funktioner. De.fbrmler, han angav for koefficienterﬁe, bestem-
mer &t eneste koefficient-sat. Men undervejs er der “"smuglet"
et_éar forudsztninger ind. '

Cantor pépeger, at-den ledvise integration af Ae uendeligt

mange led pi hgjresiden af lighingen
f(x)cosmx = icycosmx +;2r(cncosnx'¥dnsinhx)cosnm

ikke kan tillades, ndr rakken af sinus-.og cosinusfunktioner
kun vides ‘at vere punktvis konvergent. Han havde ganske vist
-pavist, ‘at koefficienterhne ¢, og -d, gi&r mod nul for n gdende
‘mod uendelig, mar blot ‘den trigonometriske rzkke konvergerer
iet (vilkarligt) 1lille interval {(Cantors lemma). Det sikrer -dog
‘hverken ligelig konvergens eller ligelig begr@nsethed, og Fou-
riers beregning-af koefficienterne kan ‘sdledes ikke 'bruges di-
rekte til ‘entydighedsbeviset. Desuden foruds;tter beregningen,
at den funktion, der sgges fremstillet ved razkken; er integrabel;
ogsd det undgér Cantor at forudsatte.

Cantors bevis gAr ud pi at studere en -anden trigonometrisk
rekke, hvor ‘stgrrelserne c, og d, indgér i koefficienterne, 'men
hvor -konvergensen er panere - der er ligelig konvergens. Det
giyer mulighed for et sAuptag mage til det, der blev brugt ved
beregningen af koefficientetrne (se s.39), nu blot med formali-

teterne i orden.

Inspireret af Riemann studerede Cantor funktionen

o«

F(x) = c x® - E_ %f(cncosnx+dnsinnx) ,

n=1
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hvor det er givet, at
. © -
(1) dco + oL, (encosnx +dpsinnx) = 0

Den funktion Riemann studerede (se s.52), indeholdt to

ekstra led, nemlig
-Cz +C1x.

Det g¢r ingen vasentlig forskel, men det er lettest at udelade

disse led. De enkelte led i F(x) svarer til leddet

cpcosnx +d,sinnx

--.——to-gange-integreret, -og-det—er-muligvis derfor; Riemann—anser

det for rimeligt at medtage et konstant led for hver integra-

tion. Men det md understreges, at der ikke er tale om at inte~
grere ligning (1); F er en funktion, Cantor definerede med det
formdl at sg¢ge oplysninger om ¢, og d, ud fra forudsatningen (1).

Det kan nemlig bevises, at funktionsfglgen
coxr - B2
Fy (%) =cox? - ol filcncosnx+d,sinnx)

er ligelig konvergent, og at F er kontinuert.
Cantor benyttede ikke den knappe plads til at bevise det,

men det kan indses ved fglgende rasonnement. Rzkken skal opfylde
(2)  Ve>0 INENW Vk,mEN Vx€ I: k>m>N = |F, (x)-F (x) !<e
for at vaere ligelig konvergent. Fgrst ses det, at

k
VX E€I: |F {x)=Fy (x)I = L}:
i

1 R !
c,cosnx +d_sinnx)
\ s+l 0 (Cy n

L
Cp+
nanl E \ n n

Da ¢, og d, begge g&r mod nul for n gdende mod uendelig, kan vi
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finde et tilstrakkeligt stort N,€R, si n>N;= |c,+d,| < 1. At

k
(3) 3NEN Vk,mEN Vx € I: kOm>N;= Fp(x) -Fp (x) <n=5+1

1
n?
. k 1
vil derfor galde. Fglgen, hvis k'te element er ngla,, er kon-
2
vergent (med granseverdi %;), og der er sdledes tale om en fun-

damgntalf@lge, det vil sige en fglge med hale-indsnavring:

ko1
(4)  Ve>0 3N,EN VK,mE N: k>m>N, > X om<e

Bade (3) og (4) vil vare opfyldt, hvis Ny bhv. N? erstattes med
N =max{N; ,Ny}, og heraf felger (2),@35 ligelige konvergens af F.
Kontinuiteten af F er hermed let at bevise, idet den ligelige
konvergens overf¢rer kontinuiteten af de enkelte led i rzkken
til grensgfunktianen. Udover disse egenskgbgr ved F benyttede
Cantor Riemanns resultat om gransen Eor den anden differens-
kvotient. Ved indsattelse af (1) fra foregdende side i Riemanns
formel som gengivet side 52, f&s at gransen for den anden
differenskvotient er nui..Herefter ville Cantor bevise, at
F er lineer.

Havde det vareé den anden afledede, der var nul, ville sagen
vare klar; men oplysningen om, at gransen for den anden diffe-
renskvotient er nul, er imidlertid noget svagere. Kontinuiteten
af F gjorde det dog muligt for Cantor at vise lineariteten. Det
var en matematiker ved navn Schwarz, der havde fundet pa beviset,
hvori der behandigt opereres med diverse granseovergange,
behandlet efter dé-stringente metoder, Weiérstrass netop havde
lagt grunden til (jv£f. Cantor: Beweis, Jass eine..., s. 82, eller
Schwarz: Beweis eines filr die ..., s. 342).

Med lineariteten i hus kan det benyttes, at der findes to

konstanter k; og k, s&

F(x) =k;x +k
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Med udtrykkét for F(x) og lidt rykken rundt kan dette skrives

@«©
cox?* - kyjx-k= X

Jﬁ(c cos nx+ dp sinnx)
ns1 n n )

Hpjresiden er periodisk med en periode p& maksimalt 2m, Her i
projektet har vi holdt os til intervallet [-n;n], men Riemanns
1i§ning og alle de f¢1gehde betragtninger gzlder for alle x.

Heraf fglger, at venstresiden er konstant, det vil sige
Co=k1=0

Tilbage er kun ligningen

1;17 lepcosnx+ dpsinnx) = 0

og hvad Fourier tillod sig over for ligningen (se 5.39-40)

(-
jcg+ I, (cpcosnx+d,sinnx) =0
[e] n n

n=1

tillader Cantor sig nu over for fgrstn®avnte. Den ledvise inte-
gration er her "tilladt" som fg¢lge af den ligelige konvergens,

og simpel udregning viser umiddelbart, at alle koefficienterne

qé?

og

QL?

er lig med nul, og dermed er cp og d, selv nul.

Den_udvidede_satning._ Indfgrelsen_af R.

Det er ovennavnte sa&tning, Cantor udvider, s8ledes at slut-
ningen vedrgrende koefficienterne kan foretages, selvom pramissen
er afsvakket til kun at gzlde for alle x € I~P, hvor mazngden P er
af en bestemt type, der meget vel kan bestd af uendelig mange
elementer.

Det centrale i Cantors bevis er pavisningen af, at der uanset



afsvekkelsen af pramissen gzlder, at F er line®r i hele inter-

vallet - inklusiv den punktmzngde P, hvor pramiésen ikke gazlder.
N&r man forst er ndet s& langt, fglger konklusionen af argu-
mentationen for den oprindelige satning.

Cantor benytter Riemanns.resultat (2): p& side 52, der siger,,
at hvis F er differentiabel i x, fra venstre, s& er F ogs&:
differentiabel i X, fra ﬁ¢jreb 0g der er samme differential-
kvotient.

Cantor begynder med at konstatere,. at inden for ethvert del-
interval af I, der ikke indeholder punkter fra. P, vil F vare.
linear. Det vil .sige, atbder i et s&dant interval findes to..

konstanter k; og:k;, s&
F(x) =kyx+kp.

Dét fglger af argumentationen for den allerede viste s?tning.
Dereffer sgger han- at vise, at konstant-parret (kqy, ké) er det
samme i alle de pdgaldende delintervaller.

\Sélenge'P kun indeholder endeligt mange elementer,'er denne
slutning ikke sd svar at foretage. Den fglger af kontinuitefen og
af egenskaben med hensyn til differentiabilitet fra hgjre og
venstre. I de tilfzlde, hvor P har uendelig mange elemehter, er
sagen straks vanskeligere, og her benytter Cantor et induktions-
bevis, der muligggres af den serlige m&de, P er koﬂstrueret pa.
vi vil i deé fplgende se pa konstruktionen af P og den dermed
‘forbundne konstruktion af R.

Mangden P m& kun have uendeligt ménge punkter omkring visse
fbrtehnhgspunkter. Det er studiet af disselfortatningspunkter,
der er bindeleddet til indfg@relsén af R, idet Cantor blandt
andet studerer fortatningspunkter, der fremkommer som granse-
punkter for rationale fundamentalfglger.

Cantor definerer, at en rational fglge {a,} har en granse b,
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na; fglgen er en fundamentalfglge. Han understreger, at der
ikke ma ggres forudsetn;nger om b, men at gfénse-begrebet skal
defineres udelukkende ué fra et kriterium vedr¢rende f¢1gens
opfgrsel, nemlig haleindsnavringen.

Han definerer herefter en ordning pd mengden B af granser,
og dette foregdr - ligesom hans indfgrelse af addition og mul-
tiplikation - p& principielt samme stringente mdde som i moderne
matematik: Definitionen baseres pd ordningen af Q, sdledes at
grznsen af fundamentalfglgen {an} er stgrre end gransen af

fundamentalfglgen {bp}, ndr og kun ndr ap-b, er stgrre end et

fast, positivt rationalt tal for alle n stgrre end et givet N.

P& denne made er det muligt at bevise sgtninggr om»g's ordning.

I et senere arbejde (Cantor, 1883) fremhaver han det logisk
set afggrende i intet at forudsatte om grznsen b, og i stedet at
udlede de relevante egenskaber ud fra de kendte egenskaber ved
de rationale tal, som fundamentalfglgerne bestar af.

I samme artikel henviser han til Weierstrass, der som den
forste havde gennemfgrt en R-konstruktion i overensstemmelse
med dette logiske princip. Weierstrass' metode minder om Cantors,
eller rettere 6mvendt, for Cantor kendte Weierstrass' metode
fra dennes forelasninger.

Weierstrass konstruerede de positive reelle tal som rakker
af positive rationale tal. Et reelt tal b defineres ud fra en

fglge {a,}, hvor

N
3g€Q YNEN: n§1c—x“<q

Pointen er sd, at ordningen af R baseres pa en sammenligning af
endelige (rationale) afsnitssummer af rakker til forskel fra at
jonglere med gransesummerne - summer, hvis eksistens netop ikke
md tages for givet.

Denne metode giver naturligvis kun R,U{0}, s der skal 1lidt
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flere armbevaegelser til, fgr man har hele R. Sémmenlignet med
Weierstrass' metode - og Dedekinds, se s. 68 - er Cantors noget
enklere; og der er en mere direkte parallel til den méde, hvorpa
reelle tal i praksis approximeres. Det kan vare rart ogsa:at have
fundamentalfglger, som ikke er monotont voksende, direkte puttet
ind i definitionen af R. For eksempel er potensrakkén, der be-
stemmer ‘'sinus til en given verdi, en razkke med skiftende fortegn;
'det gor dog.reelt set ingen forskel. N&r Cantor benytter vilkar-
lige fundamentalfglger, er det da ogs& pd grund af hans interesse
for vilkdrlige fortatningspunkter i forbindelse med hans Fourier-
rakkeproblem. v

Selv om Cantérs fremstilling i hovedlinier svarer til den
moderne, er der blandt andet fglgende to forskelle:
- @'s indlejring i R behanales>ikke ved at papege, at det ratio-'
nale tal g kan identificeres med en klasse af fundamentalfglger,
nemlig klassen, der indeholder den konstante fglge {q,q)g,.;},,
hvoraf det m& konkluderes, at g€R. I stedet viser Cantor, der
benytter symbolerne A og B for.henholdsvis mengden af de ratio-
nale og mangden af de reelle tal, at der p& mengden AUB kan

indfgres en ordning, sdledes at nidr a €A og b €B defineres:
b>a e (3¢>0 INEN: n>N = b, - a >¢)

Der er ikke noget logisk vasensforskelligt ved denne metode,
men den heznger sammen med den anden - og vigtigere ~ forskel:

- Cantor ¢gnsker i den fardige konstruktion at fastholde det
searlige ved B, at den er opbygget af f¢}ger fra A; han vil nemlig
undergwge en stgrre hierarkisk struktur af mangder

A, B, C, D, ... (stopper IKKE ved 2).

Mengden. C defineres som bestdende af granser for fplger i B,



mangden D som bestdende af granser for fglger i C og s& videre.

Nu er det jo velkendt, at fundamentalf(alger af reelle tal har
en reel gransevardi, s& det falder umiddelbart for at slx‘xtte, at
B= C=D=.... Datte forhold var Cantor udmerket klar over, og
han sagde, at der gazlder "B=C.pd en vis made" (Uber dic Ausdehnung
einers Satzes ..., £.95), men i hans struktur er granseh b karakte-
riseret sdvel ved selve den'reelle gransevaerdi af en fundamental-~
fplge som ved mangden af elementer i folgen.

Det vil sige B=C for si Qidt, at til ethvert ¢ :i, C svarer
et b i B med den samme granseverdi og omvendt, men B * C for si
vidt, at © 1 C er karakteriseret ved de indgdende r’eellé tal i
fglgen {b,} (hvor hvert bp igen er karakteriseret ved en rational
—f'm)_;_oé € er derved et tal a:Ewen anden ;:y;;e end b. I ;ven-
stdende terminologi ville Cantor skrive b=c, men det betyder
alts& blot, at b og ¢ er identiske med hensyn til en vis akvi-
valensrelation, ikke at b og c er identiske i enhver henseende.

Fbr eksempel kan der inden for mmngden B forekomme to ele-
menter b og b', hvor der gaaider b=b', men at b og b*' ikke er
identiske i enhver henseende, javnfgr at to forskellige ratio-
nale fundamentalfglger kan have samme gransevardi.

Det er sdledes strengt taget forkert, nar Joseph Dauben
skriver, at AcB (i Grattan-Guiness, s.183). Ingen af A's ele-
menter tilhgrer B, fordi A's elementer er rationale tal, mens
B's elementer er fundamentalfglger af rationale tal. Derimod
findes der naturligvis for ethvert a i A et b i B, hvor a=b med

hensyn til den af Cantor definerede identitet.

Et tal 2 i L, hvor L fremkommer ved et endeligt antal mengde-
' konstruktioner ud fra A, er sdledes karakteriseret ved en reel
gransevardi og - idet man skridtvis gir tilbage til A - ved en

omfattende mengde af rationale tal. Disse har et uendeligt antal
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fortaztningspunkter b,, b,, ... i B, disse fortetningspunkter har
sd igen et uendeligt antal fortatningspunkter ; C og sa fremdeles,
indtil der i mengden umiddelbart.f¢r L er et uendelig£ antal
punkter, der er sddan fordelt, at deres granseverdi er lig med
"vardien af £ i L.

Denne konstruktion oversatter Cantor sid til den rette linie,
hvor det intuitivt blivgr klarere, hvad ideen er med at skelne
mellem B, C, D og sd videre.

Han etablerer en bijektion mellem talvardierne i B og liniens
punkter, idet han fg¢rst argumenterer for, at der-til ethvert
punkt p& linien svarer talvaerdien af en granse i B, og dernast
kraver han aksiomatisk en sddan geometrisk struktur af 1inien,
at der til talverdien af ethvert b i B'svarer et punkt pi linien.-

En granse b i B modsvares herefter pd tallinien af en punkt-
mengde P, der bestdr af uendelig mange punk£er med et fortat-
ningspunkt P', der svarer til talverdien af b. P' kan vare
element i punktmzngden P,'men behgver ikke at vare det.

Et element £ i L svarer da til en langt mere bmfattendé
punktmezngde. Cantor betegner en punktmzngde P som varende af den
A-te type, ndr P efter ) granseprocesser er reduceret til en

punktmengde med et endeligt antal punkter.

Eksempel pd_en_punktmengde P_af_ anden_type.

Konstruktionen af en sddan mazngde kan starte med punktet 0 i
mzngden D. S& kan der findes en fundamentalfglge i C, hvis ele-

menters talvardier konvergerer mod 0. Elementerne i denne fplge
1

El
disse talvardier svarer nu en reel fundamentalfglge i B. Disse

kan for eksempel have talvardierne ‘1, %, «+.. Til enhver af

fglger kan for eksempel se ud, som det fremgdr af skemaet pi

neste side.
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Mzngden P er sdledes mazngden af alle de punkter, der svarer til
talverdierne i skemaet. P kan ogsi indeholde gransepunkéerne i

hg¢jre kolonne, og P kan ogsi indeholde punktet svarende til

gransevardien af -grensevardierne nederst i hgire hjgrne. Hoved-
sagen er, at P efter to granseprocesser kun bestdr af et endeligt
antal punkter; i dette tilfalde kun af punktet, der svarer til

talverdien nul.
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2. Cantors anvendelse af ma@ngdehierarkiet.

Cantors udvidede satning bestdr som navnt i at svakke pra-
missen i entydighedssatningen for Fourier-rakkens koefficienter,
sd funktionen og dens Fourier-razkke ikke behgver at stemme over-
ens overalt i intervallet,nén godt kan have forskellige vardier,

nar dette kun sker i en.mengde af den A-te type (A€ N).

Den oprindelige satning:

. o *
(1) (Vx:e I: ico+n§1 (cpcosnx + d sinnx) =0)=s co=cy=di=cp=... =0
Den udvidede satning:
. o \
(2) (VxEI\P.; »éco+$§14(cn.cos nx + dpsinnx) =0)= Co=cy=dj=Ccp=... =0

N&r P bestdr.af et endeligt antal punkter, er-élutningen som
nevnt let at foretage (s.59). I det fplgende leverer .vi - lettere
omskrevet - Cantors argumenter for de mere komplicerede tilfzlde.

Det enkleste tilfazlde, hvor P har uendelig mange elementer,
er ndr disse ligger omkring et enkelt fortatningspunkt b, s&-
ledes at P' bestdr af netop-dette punkt. I s3 fald kan
slutningen foretages pd fglgende made:

Intervallet I inddeles i tre intervaller. Et lille interval
I;, der dzkker b og gir lengden ¢ € R, ud til hver 'side, samt et
interval pad hver side af I;. Vi kan da umiddelbart tillade os
at gd ud fra, at Fer linear ‘i hvert af disse to intervaller. Det
gelder, uansét hvor lille ¢ valges, da der stadig kun vil vare
endeligt mange-elementér fra P i de to yder-intervaller.

Som fplge af kontinuiteten af F kan vi opstille fglgende

ligninger (F er kontinuert overalt, ogsd for x € P):

F(b) = %33+F(b—h) og F(b) = %ig+F(b+h)
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F er lineerri det venstre yder-intervél med koefficientsattet
(k,, k,), og F er linear i det hgjre yde;-interval med koeffi-
cientsattet (x,, x,). For et vilkarligt h€ R, kan vi veige et
¢, sd 0<e <h, hvor F er linear i intervallerne p& hver side af

I;. Heraf kan vi slutte, at
F(b) = %_1.&(k1 (b=h) +k, ) = K, b+k,

F(b) =%i8+(K1(b+h)+Kz> =k,b+k,.

Vi har da, at

(3) k b+k, =k b+k,.

Samtidig er F differentiabel fra begge sider i b. For
eksempel fremgdr differentiabiliteten fra venstre i b af, at
lim F(b})-F(b-h) _ . k
h>0, h h~0,
Heraf fglger sd det g¢nskede resultat, at k, = k,, som sammen med

(3) giver k,=«,, og alt i alt at F er linear i hele intervallet.

S& vidt beviset for satningen (2), ndr P er af en sidan type,
at P' bestdr af et enkelt punkt.

Som et mere kompliceret tilfalde, vil vi se pd beviset, nar
P er sd stor, at der er uendelig mange elementer i P', dog sam-
let om kun et fortatningspunkt. Det vil sige, at P" kun inde-
holder et element. Ogsd her inddeles I i tre intervaller: Et
omkring fortaztningspunktet for P' samt de to, der ligger pa
hver side af dette. Disse to yder-intervaller indeholder kun
endelig mange elementer fra P', og som en fglge af foregéende
bevis vil F vaere linear d4&r. Hvad angdr situationen omkring
fortetningspuntet for P', kan der argumenteres helt som i det

f@r gennemgldede tilfalde.
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Satningens helt generelle tilfelde var, at P blot vides at
vere en punktmengde, hvor der findes et A€ N, si den A-te af-

ledede af P, ﬂx)

, ikke har uendeligt mange elementer. Hertil
mangler vi nu kun et induktions-argument. Vi har vist, at sat-
ningen galder for X =1, og ved en passende opdeling af I i

del-intervaller, er det let at vise, at hvis satningen galder

for X =n, sd galder den ogsd for A =n+1.

S&dan (i store trzk) anvendte Cantor mengdehierarkiet til
udvidelse af den trigonometriske entydighedss&tning (1) . At han
ved anvendelse af samme m@ngdehierarki har leveret en konstruk-
tion af B, var han tilsyneladende ikke videre interesseret i pa
daverende tidspunkt. Han navner ikke &t sted i artiklen, at der
her er tale om en nyskabelse inden for tal-teorien.

Han omtaler fgrst senere artiklen som indeholdende en R-kon-
struktion. Det er pa et tidsgﬁnkt, hvor hans hovedinteresse er
skiftet til selve det transfinitte mangdehierarki, som er en
videreudvikling af de punktmezngder, Cantor konstruerede i

artiklen om Fourier-razkker.
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3. Sammenligning med Dedekinds konstruktion af R.

‘Selv om Cantors konstruktion blev -den fremherskende, er
det ikke den eneste interessante, og det er da heller ikke
den eneste, der har "overlevetzl I moderne larebgger er det
faktisk muligt at stg¢de ind i en anden og logisk set lige sé
god konstruktionsmetode, nemlig Dedekinds. Weilerstrass” me-
tode ser man derimod ingen steder. Den er mere besvarlig end
Caﬁtors, og har ingen fordele frem for denne.

Det har Dedekinds til gengald. Hans metode er vasensfor-
skellig fra Cantors, hvilket blandt andet haznger sa-men
med deres forskellige motiver med konstruktionen. Mens Cantor,

- som_vi-har set, hvade -brug—for=konstruktionen i forbindelse—- -

med afklaringen af et specifikt matematisk problem, s&
var Dedekinds motiver snarere gnsket om en generel af-

klaring af analysens grundlag.

Dedekinds metode er derfor prazget af de intuitive krav,
der stilles til et kontinuert medium: Der md ikke vare et
eneste hul. Tallegemet skal have den rette linies egenskaber,
men det skal formuleres aritmetisk, ikke geometrisk. Hans
nggleord er kontinuitet (stetigkeit), hvis indhold han for
den rette linie mener at kunne udtrykke i dette princip:

Hvis alle punkter p& den rette linie falder i to klasser, sdledes
at ethvert punkt 1 den forste klasse ligger til venstre for

ethvert punkt i den anden klasse, 8d eksisterer der ét og kun &t

punkt, der fremstiller demne deling af alle punkter, denne
adskillelse af den rette linie 1 to dele.
Han undskylder, at han fremsztter si banalt et udsagn, men
til gengald glader han sig over banaliteten, for han er negdt
til at give princippet status af et aksiom, der giver linien

dens kontinuitet.
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Han overfgrer s& princippet i aksiomet til tal, hvor en
tilsvarende deling kan opnés véd at bruge "mindreAend" i
stedet for til "venstre for". En tvedeling af de rationale tal

~kalder Dedekind et snit. .

Hvert enkelt rationale tal giver anledning til to snit:

1) A o
2) ;

Snittene er dog ikke vasensforskellige, for ligegyldigt
hvilket af de to, der betragtes, vil det kunne fores tilbage
til samme rationale tal.

Her er dgt i moderne fremstillinger normalt kun at betragte
nedre halvdel af snittet og krave, at det ikke har noget

stgrste element, altséd

O

og si meget naturligt kalde det er nedre snit. Dette letter
de videre operationer en del, men Dedekind. selv venter med
dette, til han har introduceret de irrationale tal.

Som - eksempler herpd bruger han kvadratrgdder af hele

tal D, der ikke er kvadrattal. D opfylder altsa

AT <D < (a+1)? LENX

Han viser, at der ikke findes rationale tal, hvis kvadrat er

lig med et sadant D. Tages der s& et D til denne konstruktion:
A, omfatter alle rationale tal x, hvor x<0 eller x*<D
A, omfatter alle rationale tal x, hvor x>0 og x?>D

s& vil (A, ,A,) vere et snit i de rationale tal:

o—

o]




Til snittet svarer fglgelig ikke noget rationalt tgl, og

netop dette at der eksisterer snitAaf denne art, er essensen
af de rationale tals diskontinuitet.

MAden at reparere diskontinuiteten pd ligger nu lige for,
idet Dedekind til ethvert bestemt ikke-rationalt snit. lader
svare et nyt, irrationalt tal.

Mazngden af de reelle tal er s& mengden af de rationale tal
forenet med mzngden af de tal, der kan kreeres pd ovennavnte
md&de - de irrationalc tal. (Dedekind,s.l12). Ogs& her adskiller

de moderne fremstillinger sig fra Dedekinds oprindelige

konstruktion. I 'dé€ moderné fremstillinger kaldes sé&lve de
nedre snit reelle tal, og mzngden af de reelle tal er derfor
mengden af nedre snit i de rationale tal (Mendelson, s.336
og Rudin, s.9).

De rationale tals indlejring i de reelle er dgrfor ikke
ens hos Dedekind og i de moderne frémstillinger. Dedekind
har simpelthen de rationale tal som en delmengde af de
reelle tal, mens for eksempel Rudin og Mendelson i de reelle

tal har en delm®ngde, der er isomorf med mengde af de ratio-

nale tal. En tilsvarende forskel s3 vi hos Cantor (s.61).
Uanset de her navnte forskelle nds milet: Der er konstru-
eret et fuldstandigt, archimedisk ordnet kommutativt legeme,

og det er sket pd logisk forsvarlig vis.




Del 4. Cantors indfgrelse af R i moderne belysning.

Mens Cantors konstruktion af de reelle tal ved hj=zlp af
rationale fundamentalfglger er den gangse idag, er der efter-
hédnden blevet pillet alvorligt ved Cantors grundlagsmésSige
opfattelser. Vi vil referere 3 resultater pd dette omréade.

For det fgrste var det Cantors opfattelse, at ikke alene
var udledningen af R ud fra de foregdende talmzngder nu etab-

“leret p& passende stringent vis; han ansd ogsd de til grund
liggende antageélser vedrgrende N for at vere konsistente.
Dette er dér blevet vendt op og ned pd med Gédels ufuldstan-
dighedss#tninger. Disse indébarer bITa., at givét Konsis-
tensen af de aksioier, der er ngdvendige for at kKonstruere N,
s& er den s#@&tning, der havder at disse aksiomer er konsis-
tente, en uvafggrliqg satning.

For det andet har man siden Cantor fdet hevet udvalgs-
aksiomet frem i lyset, soim en foruds@tning der m& ggres eks-

plicit i form af et aksiom.

For det tredje udelukkede Cantor enhver forestilling om
uendeligt store og uendeligt smd tal i den reelle talmang-
de. Cantors afvisning hang sammen med, at han ans& den af
ham selv indfgrte transfinitte meangdelzre for at vare den e-
neste mulige ramme, hvori der kunne gives en korrekt matemar,,
tisk indfgrelse af uendelige stg¢rrelser (og de tranﬁéﬁéﬁﬁr
te talmzngder er forskellige fra R, bl.a. derved atlaz.er
velordnede). I 1960-erne er der konstrueret talmezngder, der
kan bruges som grundlag for matematisk analyse, og som inde-

holder uendeligt store og smd tal.



Udover at disse omrader indenfor matematisk logik fore-

kommer os interessante i sig selv, s& kaster de et yderlige-
re lys over den reelle talmangdes stagus. ’
Mens matematikhistorien frem til Cantor peger pd, at kon-
struktionen af den reelle talmazngde ikke primazrt er blevet
fremprovokeret af gnsket om en logisk konsistent opbygning
af talsystemerne, s8 viser matematikkens senere udvikling
ovenikgbet, at denne konsistens er et tvivlisomt spgrgsmil.
Gymnasieeleverne opfatter formentlig den reelle talmengde
som konsistent (eller "matematisk korrekt" i en eller anden
forstand), og ser den formentlig ogsd som det eneste mulige
grundlag for de videre armbevagelser, men begge dele kan i

allerhgjeste grad diskuteres.




1. Konsistens af talsystemer.

Ved at behandle talsystemerne i en form for mengteteoretisk

ramme, mente Cantor at kunne havde eksistensen af tallene, som

konsekvenser af det matematisk forsvarlige i at definere de
og de maengder. Cantor mente endvidere at der fandtes uende-
lige mangder —'ellgr samlinger af objekter - i den virkelige
verden, oé betragtede de matematiske begreber om .wendelighed
som en afspejling heraf. éé Cantors tid antoges de haturli-
ge tals teori for at vere konsistent, og Cantors saﬁmenknyt-
ning med en form for mangdelzre ligger indenfor denne opfat-
telse.

Sdledes havdede Cantor pd det bestemteste eksistensen af
(aktuelt) uendelige tal ;ndenfor hans system af transfinitte
tal.A B

Eksistensen af det fgrste uendelige tal, w, er her givet
ved, at det kan defineres som me&ngden af alle de -endelige
tal. Tilsvarende er eksistensen af de fglgende uendelige
tal, w+l, w+2, ..., w+n, ..., w+w, ..., givet, ndr der kan
opstilles en precis matematisk definition af dem.

Nu mente Cantor ikke, mafematikerne bare skulle slynge
om sig med definitioner, og han var overbevist om, at matema-
tiske systemer, der ikke kunne demonstrere en anvendelighed,
ville lide en krank skazbne. Sit eget system af transfinitte
tal ansd Cantor for velegnet bl.a. til at studere spgrgsmilet
. om forskellige gradér af'uendelighed, dvs. med den betegnel-
se Cantor indfgrte: forskellige magtigheder. To m&ngder har
samme megtighed, hvis der findes en bijektion mellem dem.
Cantor viste, at N og Q har samme magtighed (dvs. at Q er
tellelig), men at R har hgjere megtighed end 0 (ikke-talle-

ligheden af R). Videre viste Cantor, at givet en mangde 2,
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s& har mang@én af alle delmengder af A, potensmazngden P(A), .
stgrre magtigﬂed end A. Dette giver anledning til en kade af
mengder med stigende magtighed: w, P(w), P(P(w)), P}P(P(m))),..,
hvor det er-karakteristisk for Cantor, at han tog eksistensen

af disse manéder for g;vet, som fglge af den pracise defini-

tion af potensmzngde.

Den videre udvikling af ma&ngdelzren har vist, at man s&
langt fra er sikret eksistensen af en mengde, blot man har en
precis definition af den.

Dette blev bl.a. papeget med Russells paradox. Russell

" ‘betragtede mazngden af alle mezngder, og konstaterede at denne
mengde er element i sig selv. Andre mengder (de fleste) er
ikke element i sig selv. Russell betragtede mangden af disse,
dvs. M = mengden af mengder, der ikke er element i sig selv.
Herefter f¢rer udsagnet "M er element i sig selv" til en logisk -
modstrid. Antagelsen, at udsagnet er sandt, fgrer til at det
md& vare falskt (og omvendt).

Herved var Russell med til at saztte fokus pd ngdvendigheden
af at aksiomatisere mengdelaren (sammen med bl.a. striden om
udvalgsaksiomet). I en aksiomatisering af mangdelzren tilla-
des kun de m@ngder, som er dannet i overensstemmelse med aksio-
merne. Da vil det vare udelukket f.eks. at danne mzngden af
alle mangder, fordi aksiomerne ikke sikrer eksistensen af en
s8dan mangde., Russells paradox viser samtidig det farlige i
selv-referencer indenfor mangde-konstruktionerne (mengder der
tilhgrer sig selv, udsagn der handler om sig selv, f.eks. ud-

sagnet "dette udsagn er falsk")
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Zermelo-Fraenkel-aksiomatiseringen.

Fn aksiomatisering af mzngdel=zren er Zermelo-Fraenkels
mzngdelzre. Her baserer man sig p& 7 aksiomer, der lgst
formuleret lyder:
1l.Der findes. en tom mangde.
2.Givet en mengde af mengder, s& eksisterer foren;ngsmengdgn éf
maengderne. .

3.Givet en mangde, si eksisterer mangdens potensmangde.

4.To mengder er identiske, hvis og kun hvis de har netop de
samme- elementer. -

5.Udskiftningsaksiomet.

6.Enhver m@ngde har et minimalt element mht. tilhgrer-rela-
tionen.

7.Der eksisterer en uendelig mzngde.

Cantors sammenknytning af talsystemerne mgd en form for
mzngdelere kan pd dette grundlag realiseres fuldt ud. 6ven-
stdende aksiomssystem, ZF, er nemlig.étarkt nok til at konstru-
ere de.naturlige tal, dvs. de naturlige tal kan konstrueres
udelukkende ved- at danne me&ngder, hvis eksistens er sikret af
aksiomerne. Fglgelig er de naturlige tals teori konsistent,
hvis gvennavnte - og tilsyneladende harmlgse - aksiomssystem

er konsistent.

ZF-aksiomerne sikrer eksistensen af en m@ngde, der opfyl-
der Peano-aksiomerne, der sadvanligvis er grundlaget for M-

konstruktionen. Peano-aksiomerne siger i- én formulering:

Der findes en mengde N med en efterfglger-relation S: x-S(x),

(dvs. en afbildning af N ind i ®), som opfylder:



76- o

(1) N indeholder &t elehent, der ikke er en efterfglger.
(2) Afbildningen S er injektiv (men ifrlge (1) ikke: surjektiv).
(3) For enhver egenskab, p(x), der kan formuleres inden for

systemet uden kvantorer over pradikater, galder:

(P(0) A (VX: P(X) = p(S(x))) = Vx: p(x)

(1) og (2) svarer til, at N er en passende uendelig mangde,
og kan vises ud fra uendelighedsaksiomet og regularitets-
aksiomet.

(3) angiver, at der kan foretages igduktion over mzngden N.
Induktionsaksiomet er her formuleret fg¢rste-ordens logisk, og

kan i denne formulering bevises inden for ZF (ndr 2ZF, som

normalt, » er givet i eﬁrf¢rs£e—ordens‘udgavé).

ZFAtillader endvidere dannelsen af kartesisk produkt
(kryds-produkt) mellem to mangder, sdledes som dette blandt
andet er ngdvendigt ved konstruktionen af 2. ZF-systemet til-
lader ligeledes at danne mengden af funktioner fra en givet
mengde til en anden, og hermed blandt andet dannelsen af
mangden af alle rationale fglger, der er en afbildning af N
ind 1 Q, hvilket benyttes ved konstruktionen af R. Bade
dannelsen af for eksempel NxN og Q' er muliggjort af det
sterke potensmazngdeaksiom, som ogsd Cantor flittigt
benyttede.

Alt i alt kan det vises, at givet ZF-aksiomerne, findes
der en mengde N, der opfylder Peano-aksiomerne (1), (2) og (3),
og p4 denne mangde kan der indfgres +,+ og <, sdledes at den
opfylder de egenskaber, vi kraver af ®; og talsystemet kan

herefter udvides til for eksempel %, Q og R.



Godel.

Imidlertid er konsistensen af selve ZF-aksiomerne et van-
skeligt problem, som det fremgdr af Godel-sztningerne.

Den ene Gddel-satning siger, at der i ethvert (tilstrakke-
ligt righoldigt) system kan formuleres s@tninger, som er prin-
cipielt uafgprlige - hvis systemet er konsistent. (ZF er til-
strakkeligt righoldigt i denne forbindelse).

Dette kan synes underordnet hvis de uafagrlige s@tninger er
af den idiotiske, selv-refererende slags. Men man har siden
fundet uafggrlige sztninger med et rimeligt konkret og kon-
tant indhold. Dette galder-bl.a. den "udvidede, endelige
Ramsey-satning”. Dette er en kombinatorisk satning, ‘der kan
formuleres i et system med Peano-aksiomernes styrke. Satning-
en, som man umiddelbart synes ﬁé kunne enten bevises eller
modbevises, er imidlertid uafggrlig indenfor rammen af Peano-
aksiomerne. Mﬁn kan bevise, at den hverken kan bevises eller

modbevises ud fra disse aksiomer. (Derimod kan den bevises ved
antagelse af hele ZF-aksiomssystemet). Saztningen er beskrevet

i "Byggesten" nr.37, 1983.

Den anden Gédel-setping betyder, at hvis ZF er konsistént,
55 er udsagnet "2F er konsistent” selv en sddan uafgprlig sat-
ning. (bette gezlder ogsa ethvert .andet aksiomssystem, der
er starkt nok til at konstruere K).

Hermed havdes det principielt umulige i at levere et formelt
bevis for konsistensen af talsystemerne. Man kan eventuelt
bevise &t systems konsistens, givet konsistensen af et andet
(tilstrzkkeligt righoldigt) system, men man kan, ikke aféwre,
om dét s3 er konsistent. N, @ og R kan udledes af ZF-systemet.

Men ZF-systemets konsistens kan ikke bevises i den formelle ramme.
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2. Udvalgsaksiomet og kontinuitet af funktioner.

Et andet senere logisk—reéultat, som modsiger Cantor, ved-
rgrer udvalgsaksiomet. Ligesom tilfzldet er med talsystemer-
;;s konsistens, er der_dog téle om et problem, hvis videre af-
klaring 1 h¢j grad har vaeret inspireret af Cantors arbejde.

Cantor hzvdede, at enhver mzngde kunne velordnes, dvs., at
der fandtes en bijektion mellem m@zngden og en velordnet mzng-
de. En velordnet mangde er en mangde, hvori enhver delmangde
har et mindste element.

De hele, rationale og reelle tal er ikke velordnede. Men

som fglge af telleligheden af Z og Q, er det umiddelbart klart,

at~disse mangder kan bringes i en én til &n-korrespondance med
en velordnet mengde, nemlig K. Det er derimod langt fra indly-
sende at R kan bringes i en sddan korrespondance med en vel-
ordnet mengde. Som fg¢glge af ikke-talieligheden af R, kan N
ikke udggre den s¢gte mengde. Men Cantor havdede, at man ved
at gd lzngere op i hans system af transfinitte talmangder (der
alle er velordnede) kunne finde en passende mangde; og Cantor
hzvdede generelt, at en sddan bijektion pd en mengde i det
transfinitte mazngdehierarki fandtes for en vilkirlig mangde.
Cantor karakteriserede denne satning som en "Denk-gesetz",
en tankens lovmaessighed. Det lykkedes dog ikke for Cantor at
bevise satningen - trods talrige forsgg. Siden er det blevet
klart, at saztningen forudsatter, at der bliver tilfgjet et

ekstra aksiom, udvalgsaksiomét,

En formulering af udvalgsaksiomet (AC, for "Axiom of Choice)

er:

For enhver familie af ikke-tomme mzngder {ai;iEI}, findes en

funktion £, som til hver mangde a; tilordner et element i ag

{dvs. f(ai)eai).
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vdvalgsaksiomet sikrer, at det wvaelg af en mangde, man of-
te har brug for at foretage, bestéende af netop &t element

fra hver af mangderne i1 en given samling af mengder, vitterlig

er muligt at foretage.

Der var en meget omfattende diskussion i begyndelsen af
drhundredet af om det 6verhovedet var ngdvendigt at etablere
dette som et selvstandigt aksiom, men ngdvendigheden heraf
blev efterhdnden accepteret. Senere beviste Gadei, at givet
konsistensen af ZF, sd kunne man - som man ofte var interesse-
ret i indenfor matematikken - fgje udvalgsaksiomet til, uden at ri-
sikere en inkonsistens. Dvs. hvis ZF er konsistent, sd er ogsd
ZF kombineret med dealgsaksiomet konsistent (men ZFs konsis-
tens er stadig problematisk). Endeliqg viste P.Cohen si sent
som i 1963, at givet ZF”s konsistens, s3 er ogsd ZF kombine-

ret med negationen af udvalgsaksiomet konsistent. (Moore, 1982).

Der er matematiske satninger fra meget forskellige omrdder,
som kraver udvalgsaksiomet. En af disse satninger, som har en
oplagt relevans i forhold til R's hensigtsmessighed som grund-

laget for studiet af kontinuerte funktioner, er fglgende:

"De to definitioner p&, at f:R+ R er kontinuert i Xo e

(1) ve>0 36>0 vx:

X=-%o| €6 = |fAx)-F(x,)] <
og
(2) lim{xp}=xo = lim{f(xy)} = £(x;)

er zkvivalente."

I beviset for, at hvis f opfylder betingelse (2), s& op-
fylder f ogsd betingelse (1), kan man ikke undgd at benytte

udvalgsaksiomet. (2)= (1) s¢gtes af bl.a. Cantor bevist ved
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at bevise; at Ty s T2). Han mente at negationen af (i),
gjorde det huligt at bestemme en talfglge {xn}, hvorom galdt,
at {x;} havde gransevardien X, Mens {£(x,)} ikke havde granse-
vardien f{x ). Men eksistensen af denne talfglge {x,} kraver,
at man uendeligt mange gange foretager en udvalgelse af et Xy
indenfor et vist interval, en udvalgelse, som der ikke er gi-=

vet en tilstrakkelig pracisering af hvorledes skal forega.
Ved negationen af (1) £f&s:

3630 V6>0: V(Vx: (|x - %< 6= [£(X)-E(x0)|< €))
hvilket er ensbetydende med, at

3€>0'V6?°'3x5j_Jfafxo| <6 A |Elxg)-fix,)]| >e

Man fastholder nu x, og lader § vare mindre og mindre, f.eks.
65y =1, 63 = %, 53 = %,..., &, = %,... Den tilsvarende fglge

Xgr Xgg Xgg---, hvor lxo-xGJ <6, vil da konvergere mod x_,

o

mens-f¢lgen af funktionsvardierne ikke vil konvergere mod f(xo).
Det synes overmdde merkeligt, at man ikke uden videre er

sikret eksistensen af fglgen xG{ xd{ xé; ... « Men forholdet

er altsd det, at gennemfgrligheden af udvelgelsen af de uen-

deligt mange xéfer forudsatter udvalgsaksiomet.
1

Konsekvensen af dette er bl.a., at der pilles ved den enty-
dige bestemmelse af R. ZF med, hhv. uden, udvalgsaksiomet gi-
ver to udgaver af de reelle tal, som er vasensforskellige.

-Vi har navnt, at logikerne er ndet frem til, at hvis ZF er
konsistent, s3 er ogsd ZF kombineret med negationen af ud-
valgsaksiomet konsistent. Det er ogsd lykkedes at finde en

reel funktion, som givet 2ZF og negationen af udvalgsaksiomet
er fglge-kontinuert, men ikke almindelig kontinuert (Moore,

1982).

En funktion som, tgr man formode, ikke optrader i det nor-
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male g&mnasie-pensum, men hvis eksistens alligevel understre-
ger, at man ikke skal tage R i den almindelige udgave  for den

eneste mulige.
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3. Uendeligt smd og store tal. Ikke-standard analyse.

Ydermere er det i 1960-erne blevet vist, at der findes
talsystemer, der indeholder infinitesimaler, og som kan an-
vendes som grundlag for dele af den matematiske analyse. Det
vil sige talsystemer, som p& mere radikal m&de adskiller
sig fra den gangse udgave af R, end den udgave, hvor visse
helt specielie funktioner er fglge-kontinuerte men ikke almin-

delig kontinuerte.

Enhver forestilling om, at noget s&dant var muligt, blev
blankt afvist af Cantor, der som nzvnt mente, at uendelige
tal kun kunne gives mening inden for hans system af trans-

finitte mangder, og ikke som elementer i R.

En m@ngde med endelige og uendelige tal er karakteriseret
ved ikke at opfylde den archimediske ordning. Sztningen om,

at R, er archimedisk ordnet, kan formuleres sdledes:

vYa,b € R,3In€EN: an>b
hvor N er standard-udgaven af de naturlige tal.

Det kan altsd ikke lade sig ggre at valge a sd lille og b sd
stor, at a ikke kan ganges op til at blive st¢rre end b. Et
uendeligt lille tal vil her vaere et tal a (a+0), som ikke
kan ganges op til at blive stg¢rre end et vilkarligt endeligt
tal. Et uendeligt stort tal vil vere et tal, der ikke kan

"nds" af produktet af to endelige tal.

Det afggrende er om der kan konstrueres en sddan ikke-
archimedisk orénet mzngde javnf¢r konstruktionerne af 2, Q

og R. Her har logikerre bevist, at givet konsistensen af 2ZF AAC,

sd eksisterer der en sidan mangde.
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Vi vil her angive nogle trzk af en mzngde *Q, som er en
udvidelse af @, hvor *Q indeholder uendeligt smi og store
elemgntgr. R kan udvides pd tilsvarende vis, og *R er
egentlig mere interessant som ‘alternativt agalyse-grundlag.
Vi har valgt at holde os til *Q, hvis konstruktion er frem-
stillet pd rimelig. enkel vis i Stroyan:og Luxemburg; 1976,

og det er denne fremstilling, vi i det fglgende bygger pa.

Konstruktionen af *Q. .

Denne-konstruktion foregar pd grundlag af Q; og ligesom
ved konstruktionen af Rj; dannes fgrst en meget omfattende
struktur, hvorefter der foretages.en reduktion ved hijalp af

JA.
en zkvivalensrelation.

Fgrst betragtes-mengden af alle raﬁionale folger Q° (til for-
skel fra at "ngjes” med’mezngden af alle fundamentalfglger
FcQ¥). pa Q¥ indfgres + og-+ koordinatvis ud fra de tilsvar-

ende kompositioner - i @, det vil sige
{aj,ay, a3,...}+{by,by,b3,...} ={a;+by,ay+by,a3+b3, ...}
Der skal nu péf¢res:0m en &kvivalensrelation, der opfylder
fplgendé lpst formulerede betingelser:

I) Q“YN skal indeholde elementer, der kan' siges - at vare uende-
ligt store. Q¥/~ skal -alts& vere-en-forholdsvis righoidig

struktur.

1) QV/~ skal vare et legeme. Det vil sige, at @¥/~ p4 den anden
side ikke skal vere s& righoldig, at den for eksempel

indeholder nul-divisorer. Hvis =~ blot er den koordi-
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natvise identitet, vil der ’vaaréi;nul-’divisoi’er, idet
{0;} = {0,1,0,1,0,1,0,...} og*{02} = {1,0,1,0,1,0,1,...)
begge er forskellige fra {0,0,0,0,0,...}, men ved koordi-
natvis multiplikation bliver produktet mellem {0;} og
{0,} jo netop denne nul-fglge.

Endvidere vil en sddan struktur ikke vare ordnet.
Sdledes vil der med hensyn til ovennavnte nul-divisorer
{0,) og {0,] hverken gzlde, at de var lig hinanden, eller

at en af dem kan siges at vare stgrst.

Dernast defineres s~ ved at

15;,—}' m {b,} « a =b, for "naesten alle n",

Med en passende pracisering af dette udtryk, sd fAr mangden

Qu/m de gnskede egenskaber, og betegnes herefter med *Q.

Praciseringen bestdr i konstruktionen af en mangde U af
delmzngder af N, det vil sige Uc P(N). Med en sidan mazngde

U kan @kvivalensrelationen skrives
{ag} » {b,} » {n€N: a, =b_}e U

U er en mengde af uendelige delmengder af ﬁ, som hver for sig
er sd store, at ﬁe i den ¢gnskede forstand d=kker "nazsten -
hele H".
Mazngden Uc P(H) kaldes et frit ultra-filter, og er karak-
teriseret ved folgende aksiomer:
1e¢u

II) A, BEU= ANBEU

IIT) A€U A BGN A AcB = BE U

"IV) BEN = BEU v N~NBE U

V) B endelig = B4 U




Herefter siger man, at givet udvalgsaksiomet kan et sddant
filter konstrueres - og at det i #vrigt ikke drejer sig om
udseendet af et konkret filter U, men om at benytte egenskab-

erne I-V til at bevise egenskaber ved *Q.

Beviset for at den pé,Q" indfgrte addition harmonerer med

#kvivalensrelationen w, foregdr siledes p& felgende midde:

Vi forudsatter: {anlw~{al} og {bn}= {bA},
og skal vise: {ap+by)}m {ag+b))

Per definition gzlder

{apy ~{aj} & M= {nem: a =b }euU

{bp} ~{b}} » My= {n€EW: al=blleuU

{antbp} m{aj+bl} & My= {neN: antbp=aj+bpl€ U

Da (a; =a)) A (by=b}) = (ap+by = aj+b})

gaelder My My <My

Ifglge aksiom II) galder My, My €U = M;NM€eU

Og ifglge II) galder MiNMy€U A MNMc M3 = M3€EU

Det .vil sige {ap+b,}a{aj+b!}.

Indenfor *Q vil endvidere enten {01) eller {02} (nul-divisorer -

ne fra forrige side) tilhgre samme klasse som {0,0,0,0,...}.

{0,},{0,} kxan skrives hhv. {(}+}(-1)")} og {(3-3¢-1™)}, og

iflg. W), O) og I) gzlder enten {n€EM: 4-3(-1)"=0}c v .eller
{nem: 3+3(-1)"=0}evu , og der

er derfor ikke langere tale om nul-divisorer.

*Q er da en mzngde af klasser .af ®kvivalente fglger. Det
gelder, at der kan multipliceres og adderes med de enkelte
elementer (klasserne), ganske som ved almindelige rationale
tal, og at der findes en delmangde af *Q, som er isomorf med
Q, nemlig mengden af alle de klasser, der kan reprasenteres

ved fglger med konstante rationale .led.

3
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Det interessante er s&, at det ekstra, som *Q indeholder,
for eksempel er en klasse, der kan reprasenteres ved fglgen
{mn} ={1,2,3,...}. Denne klasse er stgrre end enhver klasse,
der kan reprasenteres ved en konstant fglge {knpl={k,k,k,...},
fordi {ne€N: k,>u,} er endelig, wuanset hvor stort et ratio-
nalt tal k, der valges.

Tilsvarende galder, at [{0,0,0,...}]<{{£;}]<[{kn)] uanset
hvor lille et rationalt tal k, der valges. Det vil sige, at

[{ﬁ:)] er uendelig lille.

Berettigelsen i1 betegnelserne uendelig stor/lille bekraftes
endvidere af (j=vnfgr bemerkningerne i forbindelse med for-
muleringen af Archimedes' aksicm), ;t [{&;}] ikke kan ganges |,
op til et endeligt tal. En fo¢lge {a, %, %, ...} vil altid
kun overstige fglgen {b, b, b, ...} pd et endeligt antal
pladser, uanset hvor stor a valges, og hvor lille b valges

(a, b€0+)

Med *Q er der skabt en begrebsramme, hvori den gamle frem-
stilling af differentialregning ved hj=lp af infinitesimaler

kan formuleres pd ny.

Vi kan for eksempel forsgge med fglgende definition pa

kontinuitet:

f: *Q- *Q er kontinuert i X,
3
en uendelig lille tilvakst i x, giver en

uendelig lille tilvakst i f£(x,).

I det fglgende betyder as b, at a-b er uendelig lille, og

definitionen ovenfor kan da skrives

f: *Q- *Q er kontinuert i x,

3
am xo = fla)~ f(xo)
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Vi undersgger nu funktionen
f: *Q- *Q, hvor f(x) =x?

og fdr da for et vilkarligt endeligt tal a og en vilkarlig

infinitesimal ¢ (a,. €€ *Q), at
fla+te) = (a+e)? = a?+e(2are)m a? = f(a)
Det vil sige, at f er kontinuert: ifplge definitionen.

Vi kan..endvidere definere differentialkvotienten i et

endeligt punkt a pd basis. af fglgende brgk

fla+te) - £(a) _ a?+ed2a+e)-a?
= = =2

.= 2a+e. s~ 2a,

idet vi kan definere f'(a) som den "normale" (standard) del

af bregken

£ (a+e) -£(a)
£

Ovenstdende kunne vel forventes af at talsystem, der er et
legeme og som indeholder infinitegima1ez. Mere sigende er det,
at ovenstdende kontinuitets-definition ogsd udelukker visse
funktioner,

Ser, vi pd funktionen

1 for x>0 A x?>2
g(x) ={

-1 for x<0 v x*<«2

s&d vil g, hvis den er defineret pd @, vare overalt kontinuert
ifglge den gangse definition (se. s.4) . Hvis g er definerer
p& *Q, er forholdet det, at selv om *Q heller ikke indeholder
VZ, sd er g 1ikke overalt kontinuert i *Q.

At *Q ikke indeholder VZ, fglger af at VZ er.irrational.
Det vil sige, hvis a=({a;, ap, a3, ...}] varrod i ligningen

a? = 2, skulle det galde, at'M={n€N: a;=2}€ U, men =0, .
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Der galder, at de fundamentalfglger {a }, der inden for R
bestemmer VZ, vil have den egenskab, at de bestemmer klasser

inden for *Q, hvorom galder, at
({a,}]? +2, med derimod [{an}]’m 2

At g ikke er overalt kontinuert vises ved at betragte en
sddan felge {a }. {a } valges sd den endvidere opfylder
[{ay}1>0 og ({a }]? <2
Da galder, at £(({a }]) =-1 (1),

og vi er derfor interesseret i1 at finde en fg¢lge {¢,}, sdledes

at {{e }] er infinitesimal, og hvor
([{a }1+[{e 3112 >2

Da galder nemlig, at f£({{a }1+[{e }]) =1 (2),

og (1) i forbindelse med (2 ) vil betyde, at g ikke er

kontinuert i [{a,}].

En fglge {e,}, der sammen med {a,} g¢r (2 ) sand kan be-
stemmes pd fglgende méde:

{e,} skal opfylde to betingelser, nemlig
= = H 2
l%ﬂ{t:n} 0 og M={n€m: (a,+e,)?>2}€ U
Dette ggres med udgangspunkt i, at inden for R galder
lim{a,} =vZ
Nesco
og at de reelle fglger
{(vZ-a )} og {2(VZ-a,)}
er nulfglger. Da Q@ ligger tat i R kan der bestemmes en
rational fglge {¢,}, hvor alle elementerne opfylder
(VZ-a,) < e, < 2(VZ-a,)
V2 < g ta, < 2VZ-a,
{¢,} opfylder de stillede krav, da den er en nulfglge, og da

M =N gzlder ifplge aksiomerne I)og IV), at M€ U,
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Ovenstdende analyse-grundlag, *Q, forudsatte som navnt
udvalgsaksiomet. Men givet konsistensen af ZF (som er ngd-
vendigt for den almindelige analyée), sd er IF A AC konsistent.

Hvis Q@ og R er konsistente og udvalgsaksiomet accepteres, si

er *Q ogsd konsistent.

Om betydningen af og fremtidsmulighederne for s&danne

ikke-standard udgaver af analysen har G&del sagt:

-+ Der er gode grunde til at tro, at ikke-standard analyse,
i den ene eller anden udgave, vil blive fremtidens analyse.
(citeret efter Bell & Machover,1977)
Men denne-&ndring er ikke sldet igennem, og Bell & Machover
anfgrer som argument for, at det heller ikke vil ske frem-
over, at udvidelsen fra R til .et fuldstandigt legeme er

entydiqg, mens udvidelsen fra R til *R er flertydig.
Eeri ligger, at forskellige filtre Ul og U2 kan give talmang-

der *Rl og *Rz, der ikke er isomorfe. Henvisningén til

dette har dog for os at se den svaghed, at det er et rent
internt-matematisk argument. Bell og Machover diskuterer
ikke hvilken padagogisk vardi det kan have, at en rakke

beviser og s@tninger bliver enklere.

Det ville vare vigtigt
f. eks.

i forhold til arbejdet med differentialregningen i
gymnasiet,

Om *() og *R galder i ¢vrigt, at de ikke er fuldstendige.
Mangdeﬁ af de positive uendeligt store_tal har ikke noget inf.,
selv om den er nedadtil begrznset. Antages at infimum er et
uendeligt tal a, f&s den modstrid, at a-1 er positiv og uende-
lig, men mindre end infimum. Antages at infimumer et endeligt
tal b, fd&s den modstrid, at b+1 er endelig - og dermed en

nedre granse - men stgrre end infimum.
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Cantor har derfor ret i, at R mid vare archimedisk ordnet,
for s& vidt som det forudsattes, at R skal have den egenskab,
at der ikke md eksistere sddanne huller - at supremum og

infimum for begraznsede mangder skal eksistere.
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Del 5. Konklusion.

Det anvendelsesorienterede matematiske felt - Fourier-
rekkerne - har tilsyneladende spillet en stor rolle for
Cantors indferelse af de reelle tal. Dels direkte, som

et omrdde, Cantor studerede, og som kravede udviklingen

af visse redskaber og hjalpesatnipger, hvilket forte ham
til praciseringen af de reelle tal. Dels indirekte, i

den forstand, at studiet af Fourier-razkkerne i matematik-
historiens leb har spillet en stor rolle for afklaringen af
begreber som kontinuitet og integrabilitet, og dermed for
det grundlag, Cantor kunne bygge pa, da han opstillede sit
Fourier-razkke-problem.

Det er interessan; at se, at et vigtigt omrdde som
Fourier-rekkerne 13& éé lange og ventedé pd at blive ta-
get op. Daniel Bernoulli havde fdet ideen - og agiteret
for dén - lange for Fourier vandt geher for metoden.

Det lykkedes forst, da de trigonometriske rzkker var ned-
Vendige i en f;sisk sammenhang - ved lesningen af varme-

ledningsligningen.

Vi nages dog af en vis tvivl mht. om Cantor har
spillet datidens matematikpublikum et lille puds. Hvem
ved, om Cantor i virkéligheden betragtede afsnittet om de
reelle tal som det mest interessante i hans artikel (uanset
at R-praciseringen fremtrader alene som et redskab i for-
bindelse med Fourier-r@kke-problemet). Men hvis denne for-
modning er rigtig, s& siger det pa den anden side noget om,

at man dengang i matematikverdenen ikke ans3 sadanne praci-

seringer for sarlig vasentlige,
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Dedekinds indfgrelse af en konstruktionsmetode havde der-
imod i hgjere grad sin baggrund i et gnske om intern matema-
tisk afklaring af grundlaget for analysen. I samme retning
peéer det, at da Riemann dg Cantor tager Fourier-rakkerne
op, har man allerede afklaret Fourier-rzkkernes konvergens-
forhold for de fysisk relevante funktioner; Riemann og Can-
tor s¢ger derudover en afrunding af den matematiske teori for

rakkerne.

Fourier-razkkernes betydning for indfgrelsen af R sattes i
relief af, at matematikerne historisk har beskaftiget sig med
uendelige razkker pd dybtgdende vis - uden at stille det som et
problem, hvilke egenskaber der kravedes af talmezngden, for at
de razkker, man normalt opfattede som konvergente, faktisk hav-
de en granseverdi. Sdledes har man systematisk behandlet
spgrgsmidl om konvergenskriterier for rakker, arbejdet med
spgrgsmil om brugen af razkker til at fremstille visse irratio-
nale tal - f.eks. n og kvadratrgdder - og mange andre proble-
mer. Dette galder ogsd Cauchy, som b3de systematiserede rak-
keteorien og udvikledede den yderligere bl.a. ved at indfgre
begrebet fundamentalfglge (Cauchy-fplge). Med denne lgsri-
velse af konvergenskriteriet fra betragtningen af en given
grznsevaerdi, som fglgen konvergerer imod, er man kommet ner-
mere at stille spgrgsmllet, hvad der er forudsatningen for,
at denne gransevardi eksisterer - men spgrgsmilet blev ikke

stillet.
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I den ﬁeriode af matematikhistorien, hvor R's konstruk-
tion ud fra Q ikke var blevet praciseret, og matematikerne
simpelthen gik ud fra, at fundamentalf¢lqerne havde granse-
verdier i R, at der ikke var "huller" i R, som gdelagde be-
tragtningerne over kontinuitet, osv., ndéde man sardeles
langt med den matematiske teori. PartiélleAdifferential-
ligninger blev 19st, kont1nu1tets -0g integralbegreberne blev

prac1seret - og mange andre ting, vi 1kke har veret inde p&.-

Skal man drage en parallel til gymna51et— kan man sige, at dis-

se begreber blev behandlet langt mere dybtgiendeé, end man har

mulighed for i gymnasiet - og at man for sa vidt roligt
kan springe  op og falde ned pid raffinementerne i R's Kon-

struktion ud fra @.

I forbindelse med gymnasie—undervisningen mener vi endvi-
dere det m& vare relévant at tage hgjde for nogle af de lo-
giske resultater, vi har reféreret.‘ Resultaterre om, at
der er andre mangder end den normale udgave af R, der kan ud-
g¢re et analysegrundlag, er givetvis alt for komplicerede
til, at der kan undervises i dem. Men de taler for, at R
prasenteres mere diskuterende, - mere som et valg 0g som en
velegnet mafigde - end som noget selvf¢1geligt, noget der

én gang er Blevet afgjort af matematikerne.
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