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FORORD

I forbindeise med forbereéelsesarbejdet til den internatio-
nale workshop "Mathematics and the real world", som blev af-

- holdt ved IMFUFA i august i &r, fik vi af professor, akademi-
medlem Boris V. Gnedenko stillet den artikel til r&dighed, evt.
med henblik péd ikke-kommerciel offentliggegrelse, der aftryk-
kes som hdvedbidraget til dette hafte. Artiklen er i Sovjet-
unionen udkommet som hafte {nr. lo) i serien "Matematik og
kybernik" pa forlaget "Znanie" i Moskva. Med udsendelsen i
IMFUFA's tekstserie foreligger artiklen for_fars&é gang pa
-dansk under oversattelse frd russisk af stud.mag. Poul Ander-
ggg. Den anded artikel i narvarende hafte, dér ogsa er oversqt
af Poul Andersen, blev offentiiggjort i dagbladet "Pravda" den’
4. januar 1978. ' ’

. Det faktum, at Boris Gnedenko dels‘er'en sterkt fremtradenae
bidragyder til séndsynligheds;egningens ﬁdvikling i det sidste
halve &rhundrede og dels er centralt placefet i Sovjetunionens
matematikmiljg, Béde hvad angér undervisning, forskning og an-
vendelse, gdr det i sig selv narliggénde at offentligg¢re hans
bidrag. Men ogsé\i kraft af deres indhold har bidragene inter-
esse, fordi Boris Gnedehko er optaget af de samme problemstil-
linger vedrgrende matematikkens karakter, placering og funktion
som er i centrum for IMFUFA'S matematiske virksomhed, og hvad
mere er, hans betragtnin@er svarer p& adskillige punkter til
overvejelser, vi selv har gjort os. '

vi,har af disse grunde fundet det verdifuldt at offentligggre
de i dette hazfte indeholdte artikler i IMFUFA's uformelle rak-

ke af tekster.

Bernhelm Booss Mogens Niss

Novembexr 1978
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BORIS VLADIMIROVICH GNEDENKO -

{on his sixtieth bithday)

On January 1. 1972 Boris VE u.hnnrovuh Gnedenko. Prulc.»or at the
Moscow State Univensity . .member of the Auduny of Sciences of| the'
Ukriinian SSR. and one of the leading Soviet scholars in the fuld of
probability theory and its applications, celebrated his sixtieth birthday.

Boris Vladimirovich Gnedenko was born in Ul'yanovsk, the son of a land
surveyor. At the age of fifteen he entered the Univenity of Saratov, ’
graduasting-when he was eighteen. While still a student, Gnedenko took an

Suctive part in the. campaign against illitefacy. After graduating from the
University of Saratov he taught at llu. Ivanovo Textile Institute. Even in”
his carlivst works [3}-{5}" (-mdmko revealed his mtercsl in applications
of mathematics.

From 1934 to 1937 (-mdmko was .n the .University of Moscow as a

. graduate student, under the supervision of A. Ya. Khinchin. During these

©yeurs the central trend in probability theory was the study of the limiting
behaviour of sums of inde¢pendent random variables. Gnedenko obtained o
number of first-rate results in this field, which made a considerable con-
tribution to probability theory.

Until the '30s, probability theory wus pnnup.xlly concerned with the
study ol conditions of the convergence of sums of mutually independent
rundom variables to the normal law. At the beginning of the "30s a
formulation for processes with independent increments was obtained in
papers by B. de Finetti, Ao N Kolmogorov and Paul Lévy, R. M. Babli

“and A, Ya. Khinchin showed that the cliss of infinitely divisible distribu-
tions 50 obtained is limiting for sums of independent infinitely small
random variables. In the cycle of papers [11] [16] Gnedenko found
necessary and sufficient conditions for the convergence of the laws of
distributions of. sums of independent random varisbles to one infinitety
divisible distribution or another. He proposed u new method, based on the
introduction of associated infinitely divisible distributions.

Relerences 1] [120) refer 1o the bibhiography published in Uspekhi Mat. Nauk l7 4 (1962),
195 200, the present bihliography ot Gacdenko's publshed papers is 2
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In subsequent papers [14], [17], {21] Gnedenko gave necessary and
sufficient conditions for the convergence of sums of independent cqually
distributed summands to a stable distribution with exponent p < 2. The
outcome of this rescarch into the theory of summation of independent
random variables was the fundamental monograph of Gnedenko and
Kolmogorov, *‘Limiting distributions for sums of independent random
variables” (1949), which was awarded a Chebyshev prize.

In 1938 Gnedenko became a lecturer in the Department of Probability
Theory in the Faculty of Mechanics and Mathematics of the Moscow
State University. During the difficult war years Gnedenko played an active
part in the community life of the university. During these ycears. as well as
continuing his rescarch on summation theory of independent random
variables {21]- [24]. he turned his attention to applications of probability
theory and mathematical statistics. We may note his article {18} on
Geiger—Muller counters. and his works [191. (201 in which he studies the
limiting distribution of the maximum term of a variational serivs.

In 1945 Gnedenko moved to the Ukraine, where from 1945 to 1950 he
worked in L'vov and from 1950 onwards at the Institute of Mathematics
of the Academy of Scicnces of the Ukrainian SSR and at the University
of Kiev (he was Head of the Department of Mathematical Analysis of the
Kicv State University, and Heud of the Probability Theory Scction and
Chairman of the Bureau of the Department of Physical and Mathematical
Sciences of the Academy of Sciences of the Ukrainian SSR). in 1945
Gnedenko was clected a Corresponding Member and in 1948 a full member
of the Academy of Scicnces of the Ukrainian SSR. During these years he
continued his research on summation theory, obtaining a number of
limiting theorems for sums of lattice random variables [40]. 141], 143].
[45], 152].

To the Ukrainian petiod belong Gnedenko's works on mathematical
statistics [56}. {581-10601. [67]. {74]. These works continue the rescarch
of Kolmogorov and Smirnov on the asymptotic behaviour of the maximum
deviation of an empirical distribution function from the theoretical and the
maximum of the diffcrence of two empirical distribution functions.
Gnedenko found simple methods for obtaining exact distributions of these
quantities for the case of finite samples. Using these methods he obtained
a more precise representation of the asymptotic behaviour of the maximum
deviation. To the same period there bulong his first works on the history
of mathematics. Of his numecrous works in this field [28]. 148]. [54].
1557, 162]. 1681, {103}, (129}, [137]. {143] we may note, in particular,
his popular “Essays on the history of mathematics in Russia™ (1946) and
the papers devoted to the life and work of M. V. Ostrogradskii.

in 1960 Gnedenko moved to Moscow, where he became a Professor in
the Department of Probability Theory in the Faculty of Mechanics and
Mathematics of the Moscow State University. In 1966 he became Head of
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Drevattineni. Frons the very begimning of bis activity i Moscow Gnedenko

noly concerned with problems ot apphed probabitity theory and

nehénuicad statistics, While he was anl! in Kiwev, he had drawn the

attention of a number ol young muethemulicians 1o the solution of prob-

lems in queaing theory, Te proposed o number of new problems and gave

lecture courses on queuing theory [92), 199 F100), [HTO}F. [ 112). In y
Maoscow Gnedenho gathered around him o group of mathematicians con-

cerned with quening theory the mathematical theory of relability, and-

nuthematical statistics. Of his articles we note [131], [132], (148}, in

which he studies the reliability of systems with o restorable stand-by.

This problem was developed turthier in the work of mathematicians

in Moscow and Kiev. During these years he published two monographs,
“Mathematical methods in the theory of retiubility™ in {963 (in collabora-
tion with Yu. K. Belyuev and A, D, Solov'ev) and “Elements of queuing
theory™ in 1966 (in colluboration with 1. N. -Kovalenko). His works on the
theory of summation of o random’ number of random summands [142],
LE44], [149) -[lS“] [157], [139], {100} deserve special attention. The
methods he proposes here have found. an effective application in asymp-
totic problems of qmmm~ and relisbility theory,

Gnedenko devoted a great deal of his eftorts and energy to. propaganda
work on the mathematical teaining of engincers and 1o orgunizational '
activity in the sphere of applicd mathematics. A course of lectures for
engineers was organized in the Polytechnic Muscum on his initiative: The
lecture vourses and -seminars which Gnedenko organizes attract. in addition
to muathematicians, o wide cirtle of engineers interested in applications of |
mathematics. He iy principal cditor of the section of queiing and reliability
theory tor the journal Tekhnicheskaya kibernetika, of the section of statistical
methods of the journal Zuvodskaya Laboratoriva snd also takes un active. .
part in publishing the journal Kontrel® kuchestva i nadezinosti of the .
Commitiee of Standards.

Gnedenko's pedagogical work hus been fruitful. He m.uh: an -.spumlly
great contribution to the creation of a'school of probability theory in the .
Ukraine. Under his direction scientific groups were formed, which have
done successful work on probability theory, random processes, and
mathematical statistics at the Institute of Mathematics of the Academy of
Sciences of the Ukrainian SSR and the University of Kiev. His .D.Sc.
students include 1. N. Kovalenko, V. S. Korolyuk, V. S. Mikhalevich, A. V.
Sxorokhod, Yu. P. Studnev, E. L. Yushenko and his Ph.D. students S. M.
Brodi, B. N. Gartshtein, 1. D. Kvit, T. P. Mar'yanovich and N. V.
Yarovitskii. Gnedenko pays great attention to the training of the young
scientists of the Soviet Republics. During the last few years his pupils
B. I. Grigilionis and M. A. Shneps-Shneppe have defended their D.Sc.
theses and N. Mukhitdinova, T. Nasirova and A. Shakhbazov their Ph.D.
theses. The following of his pupils have successfully completed a tesearch
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-course and defended their theses: ‘B. Fraier (DDR), 1. Tomko and D. .,
Sz4asz (Hungary). B. Dimitrov (Bulgaria). Y. Nasr, A. Omar, H. Zakhel, F.
Hussein (Lgypt). .

During his trips to East Germany, Poland and Bulgaria Gnedenko has
Hecturcd on probability theory and its applications and this. undoubtediy,
‘has helped the development of rescarch into .probability theory. His lectures
in East Germany in 1953 54 should be specinlly noted. During his trips to
Socialist and other forcign countries (Australia, England. Denmark, New
Zcaland. France. -cte.), where he is frequently invited to deliver lectures
and papers. Gnedenko is an unwearying propagandist of the achievements
of Sovict science.

Gnedenko devotes much time and effort to the development of scientific
mcthodological work and the claboration -of phitosophical problems of
mathematics. In his papers and lectures he appears as an active supporter
-of the mithematization of scicnce. s a fervent propagandist of ;progressive
methods of training, and deals with the philosophical problems .of the
natural sciences from a Marxist point of view,

All of Gnedenko's pupils and colleagues know him as a kindly. sympath-
-etic. tactful and highly-principled person, alwayvs ready to help by word and
deed. No onc—mathematician, engincer or teacher- who turns to him for
help or advice is ever refused.

At present Gnedenko is as young as ever. full of strength and creative
ideas. We wish him good health and further creative successes in his many-
sided activitics in mathematics and its applications.

Yu. K. Belvaev,, A. N. Kolmognrov, A, .D. Soloy'er.
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Translated by V. Rich.
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Referat bag pd& titelblad, s.2:
Denne brochures f&rfétter, }gdlem af.Ukraines Videﬁskabs-
akademi B.V.Gnedenko fortaller interessant og lettilgengeligt
om de vigtigste videnskabelige problemer, som den gkonomiske
udvikling har rejst, og som det er lykkedes at lgse med bistand’
fra matematikken. Om kgteori, teori for optimal planlagning,
forskning og aktion og andre vigtige anvendelser af matematikken.
Brochuren beskazftiger sig meget med teoretiske og metodologiske
spgrgsmdl.

Brochuren henvender sig til en bred kreds af lasere.



INDLEDNING

Samfundsgkonomien udggr i vore dage et meget kompliceret
system, der ikke blot omfatter et lands industri, transportvasen
og landbrug, men ogsd dets handel, byggeri, finansvasen, energi-
forsyning, minedrift, naturfredning, uddannelse, videnskab, sund-
hedsvasen, kultur samt dets forsvar. For at udvikle samfunds¢ko—
‘nomlen er det ngdvendigt -at tage hensyn til det enorme antal
relationer s&vel mellem dens forskellige omr&der som inden for

hvert af dem.

Matematikkens rolle ved l¢sningen. af p;éktiske og'saﬁfunds-
gkonomiske problemer har ikke -altid varet den samme, men altid
betydelig. I Oldtiden var kendskab til aritmetik og geometri til-’
strakkéligt.tilVi praksis at lgse enhver-opgave, . der mitte dukke

‘op; For at lave beregﬁinger over den tids meget enkle maskiner =
. blok, kile, lgftestang og spil - behgvede man kun elementer fra
-algebra og trigonometri. Men Nyere Tids begyndelse, der ikke blot
var kendetegnet ved en andring i de sociale forhold og ved skyde-
vdbnets og- fabriksproduktionens indtrengen i menneskehedens 1liv,

" men ogsé blev begyndelsen pd de store.geografiske opdagelser,
gjorde det pdkravet at skabe den matematiske analyse, der &bnede
'uudt¢mmelige muligheder ‘for at forudberegne mekaniske systemers-
tilstand. ’

Det s& ud som om, man endelig havde fundet en matematisk
metode, der var i stand til at lgse ethvert naturvidenskabeligt
eller pfaktisk problem. Dette var imidlertid ikke tilfazldet.
Videnskabens- og industriproduktionens centrale problemer stillede
matematikken nye opgaVer, der ikke langere kunne indpasses i den
matematiske analyses -strengt determipistiske skema. Teorien for
luftarters kinematik og senere konstruktionen af den kvantitative
teori for materiens molekylare opbygning gjorde udarbejdelsen af
nye matematiske metoder pékrevet,Af¢rs€ og fremmest sandsynlig-
hedsregning.

P
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Med andre ord er matematikkens rolle-ved lgsningen af prak-
tiske og samfundsgkonomiske problemer hele tiden vokset. Det 20.
&rhundrede, isar under Anden Verdenskrig og.i efterkrigstiden,
har p4 den ene side vist matematikkens enorme styrke ved lgsningen
af samfundsgkonomiske problemer og pd den anden side utilstrzkke-
ligheden i opgaveformulering og i de udarbejdede metoder, ndr det
galder stadig mere komplicerede og egenartede problemer. I for-
bindelse med ngdvendigheden af at nedskare uproduktive udgifter
til transport af fardigvarer fra fabrik til forbruger og af ri-
stoffer fra oprindelsessted til produktionssted opstod der pro-
blemer méd at optimere lokaliseringen af produktionsvirksomheder
ved deres projektering og minimere transportudgifterne ved leve-
ringen af den ferdige produktion. Men transportopgaver reprasen-
terer kun specielle aspekter af et generelt problem, - at spare
midler, materialer, maskintid og arbejdstid. Specielle opgaver
har fgrt til fremkomsten af en rakke matematiske discipliner, -
linear programmering, spilteori, teorien for massebetjening
{=kgteori, o.a.) osv., - mens generelle problemer har fprt til
udarbejdelsen af en anvendt matematisk disciplin, som kaldes
operationsanalyse. Det er en sammensat disciplin, der udnytter
alle de lige navnte grene af anvendt matematik.

Ngdvendigheden af en sammensat metode ved lgsningen af
samfundsgkonomiske problemer blev klar for forfatteren pd fglgende
vis. I S50erne, da lineare programmeringsmetoder fgrst begyndte
at finde udbredt anvendelse, kunne man i vore centrale aviser
lzse, at omorganiseringen af grusforsyningen til Moskvas bygge-
pladser ved at knytte dem til anlgbskajer og grusgrave tillod en
nedskaring pd 20.000 rubler i de daglige transportudgifter. P&
denne méde lykkedes det virkeliq at opnd en minimal samlet trans-
portstrakning og fglgelig et minimalt brandstofforbrug. Men alle-
rede nogle &r senere fik jeg ¢je pd en mindre artikel fra avisen
'Trud' (='Arbeijde', fagforeningernes organ, ©.a.), hvor det med-
deltes, at manglende hensyntagen til grusgravenes kapacitet og
mangel p& tilkg¢rselsveje og lasseanordninger fgrte til enorme
ventetider for lastbilerne dér, hvor sandet blev lasset p&. Si-
ledes ser vi, at det ikke er tilstrakkeligt kun at optimere ben-
zinforbruget. Operationen i sin helhed kraver en minimering.



De problemer, der er forbundet med en forhg¢jelse af produkt-
kvalitet, .var nok .vigtige i forrige &rhundrede, men har i vore
dage fdet en enestdende betydning. De kraQer den stgrste opmerk-
somhed, oé samtidig m§ man tage nye matematiske spgrgsmil op og
skabe nye mapematiske teorier. Jeg vil her tillade mig at minde
om to.tankerétninger i spgrgsmdl om at sikre kvalitet. Fgrst og
fremmest er man blevet klar ove£,~at kvalitet er et for generelt
- begreb, der ogsd omfatter relativt sekundare egenskaber, der er
luden indflydelse pd et produkts funktionsdygtighea, men som ned-
setter vurderingen af det. Samtidig findes der egenskaber, der
er afggrende. Til dem hegrer reliabilitei. dvs. et prodhkts evne
til 1 det n¢dvéndige tidsrum at udfgre de p8lagte opgaver. Ud-
forskningen af produktreliabilitet og udarbejdelsen af reliabili-
tetsteoriens kvantitative aspekter har stillet matematikkeﬁ en
razkke nye spandende opgaver, heriblandt udarbejdelsen af metoder
.tiljat vurdere reliabilitet pd grundlag af forsggsresultater. ‘j.'T"-

Det andet problem er styring af produktionskvalitet i frem--
-stillingspxocesség.-Hyofdan skal man blande sig i den teknologi-
ske proces for at éikre en god produktionskvalifet?.Hvorﬁér skal
* man” foretage en omstilling af udstyret eller engandrihg af tem- .
peraturmassige, vibrationsmessige'og<andre'forhoid,‘hvorunder
en proces foregdr, for at udstyret.kan:arbejde optimalt, maté—3
riéleforbruget thaeslinden for' de normerede manéder.oé kvaliteten.
af den fardige produktion blive maksimalt hgj? Formuleringen af
dette problem fgrte til dannelsen af en ny retning inden for

sandsynlighedsregningen - kontrolteori for stokastiske processer.

Der opstdr store opgaver i forbindelse med organiseringen
af reparation af udsi&r. Hvordan skal man organisere gennem~
fgrelsen af reparationer og opbevaringen af de'n¢dvendige reserve-
dele? I hvor étor m&ngde skal man opbevare reservedele, der er -
'n¢dvendige til repérationsarbejdei?.Dette er kun en lille del af'
de problemer, der opstdr for organisatoren af reparationsproduk-
tion og for forskeren. Disse problémer er af enestdende betydning
for vort land, eftersom der hvert 8r gives mange hundrede millio-
ner rubler ud p& reparation af landbrugsudstyr. Og de samme Op-
gaver opstdr jo i forbindelse med vedligeholdelse af bil- og fly-
parken, varkstedér, skibe etc. En 'véllykket arbejdsfordeling kan
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betyde en enorm bespareise af vort lands midler, mens et dirligt
planlagt skema for reservedelsproduktioﬂen kan give afbreak i
yderst vigtige opgaver sisom for&rss&ning, hgst, virksomhedernes
rdstofforsyning etc. Matematiske metoder er ved at blive et uund-
verligt beregningsinstrument i bogstavelig talt alle de vigtigste
processer i samfundsgkonomien.

For matematikere, inéeni¢rer og gkonomer rejser der sig
meget ansvarsfulde opgaver med forhdndsberegninger, prognoser
for udstyrs udnyttelsesgrad, produktionsskift osv. I alle disse
opgaver spiller matematikken en enorm rolle, eftersom det er bedre
pd& forhdnd at gennemregne flere handlingsvarianter og valge den
bedste af dem end pd lykke og fromme at tage den fgrste den bedste
og bagefter gpre tabene op.

Det er meget vigtigt at merke sig,vat en @ndring i arbejds-
vilkdrene kan medf¢re en uundglelig andring af det matematiske
undersggelsesapparat, der-anvendes. Hvis der sdledes kun er et
fartg¢j, der sejler i rutefart mellem to havne A og B, si opstar
der ingen problemer med kgdannelse blandt fartgjerne ved last-
ning og losning. Men hvis der er mange af disse fartgjer, s
rejser problemet med kger og det mest rationelle antal kajpladser
i havnen sig med fuld styrke. Til dets 1l¢sning er aritmetiske
midler ikke langer tilstrazkkelige, og det er ngdvendigt at an-
vende teorien for massebetjening.

Denne brochure er fortrinsvis helliget udviklingshistorien
og generelle metodologiske spgrgsmdl vedrgrende anvendt matematik,
der nu finder forskelligartet og yderst vigtig anvendelse pd alle
omrdder af vort lands samfundsgkonomi.



MATEMATIKKEN I SYSTEMET AF
KUNDSKABER

Menneskeheden har i den tid; den har eksisteret, gennemglet
en uhyre vej fra uvidenhed til viden og fra ufuldstazndig viden til
mere fuldstazndig. Og skg¢nt denne vej har fgrt os til opdagelsen
.af mange naturlove og til opbygningen af et fengslende interessant
" verdensbillede, sd bringer hver dag nye opdagelser, en ny frem—
trengen ind i omr&der af naturen, der var utilstr=zkkeligt udfor-’
skede og undertiden helt ukendte for menneskeheden. Men for at
trange ind 1 det ukendte, for at stille nye naturkrefter i menne-
skehedens tjeneste, skal videnskaben modigt begive sig ind pd de
kundskabsomréder, som den interesserede sig for -1idt for, eller:
som forekom at vare atilgangelige for vores erkendelse pad grund
af deres indre kompleksitet. ‘

 For ¢jnene af min'generation har nienneskeheden foretaget et
enormt skridt i udforskningen af processerne i naturen og i den
praktiské udnyttelse af den érhvervede viden. Vi kan blot tenke
pd de forste skridt i erobringen af verdensrummet og udfbrskningen
af intraatomare fznomener, sdvel som de fgrste hjerteoperationer.
Det, der for si kort tid siden endnu var utilcaznceligt for menne-
sker, og som befandt sig. uden for deres forestillinger og mulig;f
heder, det er nu blevet tilvant og er gledet ind i vores daglige
‘tilvarelse. Takket vare videnskabens, kirurgiens og den medicinske
tekniks reéultater er i hundredvis af menhesker, hvis dage var
talte, atter -vendt tilbagevtil deres familie og arbejde og har
atter f3et ret til et fuldgyldigt 1liv. ' '

I éfteréret 1945 blev menneskeheden rystet over mange'ti-
tusinder japaneres dgd veéd atombombninger. Kernevdbnet var blevet
fgrt ud i livet. Den menneskelige forstands magtigste frembringel~
ser, knyttet til navne som Eiérre Curie, Marie Sklodowska—qurie,
Ernest Rutherford, Niels Bohr, Louis de Broglie, Enrico Fermi og
mange andre, var stillet i gdel®ggelsens og dgdens tjeneste.

Mange blev grebet af mismod, og der begyndte endog at lyde rgster
for et forbud mod videnskabelig forskning, for ngdvendigheden af
at afstd fra videnskabeligt fremskridt i menneskelivets navn. Men
det er umuligt at standse videnskabeligt fremskridt, eftersom dette



er uadskilleligt knyttet sammen med social udvikling. Man skal
ikke tale om forbud mod videnskabelig forékning, men om at holde
op med at anvende den til skade for det menneskglige'samfund.

Meget snart, 27. juni 1954, l=rte folk i hele verden, at
atomet kan tjene ikke blot gdelaggelse, men ogsd skabelse, - tat
ved den lille by Obninsk i narheden af Moskva var verdens fgrste
atomkraftverk blevet bygget og‘begyndte at levere strgm. Siden
er der bygget snesevis langt st¢rre atomkraftvarker, dér leverer
en merkbar del af den elektriske energi, hen mindet om denne be-—
tydningsfulde dag i mennneskehedens liv kan ikke slettes af vores
erindring. Nu, hvor energikrisen truende har banket pid mange ka-
pitalistiske landes dgr, bliver det klart for enhver af os, hvor
vigtigt det er, at menneskeheden har udforsket intraatomare fano-
mener og temmet deres voldsomme kraft. Om ikke ret lang tid vil
en stor del af den energi, der produceres pd kraftvarker, stamme
fra atomets spaltning. Derved vil vi ikke blot spare organisk
brandstof, men ogsd bevare det som vardifuldt rdstof tilnfrem—
stilling af produkter, der er ngdvendige i samfundet.

Menneskeheden har bevaret mindet om stolte drgmme om flyv-
ninger ud i verdensrummet. Legenderne om Gilgamesh, Daidalos og
Ikaros, og eventyr hos nasten alle Jordens folkeslag har lgftet
menneskers tanke til Minen, Solen og stjernerne. Men for at drgm-
mene kunne blive til virkelighed, kravedes en lang vej med viden-
skabelig s¢gen, hypoteser, konstruktion af kvantitative teorier
og ingenigropfindelser. Den fgrste matematiske teori for en flyv-
ning ud i verdensrummet blev fremlagt af en beskeden gymnasielarer
i Kaluga Konstantin Tsiolkovskij allerede i slutningen af det 19.
drhundrede. Hans tanke skabte en fast basis og fgrte til mange ideer,
uden hvilke en flyvning ud i verdensrummet simpelt hen ville have
varet umulig. Men. for at nd frem til 4. oktober 1957 - dagen for
opsendelsen af Jordens fgrste kunstige sputnik - kravedes endnu
mere end 50 &rs sggen og videnskabelig og teknisk skabende aktivitet.



Det fgrste menneske- havede sig op 1 verdensrummet 12. april
1961, og hele verden fulgte med angstelse, ophidselse og henryk-
kelse Jﬁrij Gagarins flyvniﬁg. Szrdeles mange mennesker fglte
hin uforglemmelige dag, at de ikke blot var borgere i deres eget
‘laﬁd, men ogs3d 'jordboere', og at ethvert folks succes samtidig
var deres succes. Denne fglelse voksede, da vi alle i de lange
dage 16.-24. juli 1969 med bankende hjerte fulgte de'dristige
kosmonauter Neil Armstrong, Edwin Aldrin og Michael Collins, der
steg ud pd overfladen af vor evige sputnik Mdnen. Hvem af os gen-
nemlevede da ikke en angstelse for deres skzbne og ¢nskede dem
ikke en vellykket hjemkomst.

For at ggre flyvninger ud i verdensrummet, beherskelse af

" atomets energi og mange tusinde andre fing til virkelighed, kra-.

vedes der et kolossalt tankearbejde i forskellige retninger,

’herlblandt pé matematikkens .omréde. Fra at have. varet et hjelpe;

middel ved beregninger.har_matemat;kken forvandlet sig til en

-absolut-uundvarlig'hjalper»i.alle de storste forskningsopgaver

i vor tid og er sammen med eksperimentet blevet erkendelsens

- megtigste vafkt¢j Det har tilmed vist sig, at pé bestemte etaper
-1 ‘udviklingen af vor viden er matematikken det eneste erkendelses-

middel, og ligesom klrurgens skalpel g¢r den det muligt at trange

-ind i tingenes indre egenskaber.

: Matematlkken spiller virkelig en fremtradende rolle i
moderne naturvidenskab og begynder at f& stadig stgrre betydning
inden for gkonomi, produktionsplanlzgning og andre samfundsviden-
skaber. Hvad der er &rsag til dette, og hvad der giver matematik-
ken sd stor styrke, vil vi diskutere senere, og vi vil kunne
overbevise os om, at der ikke er nogen mystik 1 dette, men at det
er et resultat af tankens stadige og dybe arbejde, rettet mod et
bestemt mél.

Matematikkens position i vor tid er langtfra den samme som
ikke blot for hundrede, men selv for kun fyrre 3r siden. Den har
forvandlet sig til et dagligdags forskningsinsﬁrument i fysik,
astronomi, biologi, ingenigrvasen, produktionsplanlegning. Mange
lager, gkonomer og speclalister inden for samfundsvidenskaberne
mener, at yderligere fremskridt inden for deres discipliner uund-
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gieligt m& fgre til en bredere anvendelse: af matematiske metoder,
end man har set hidtil. D&r, hvor der selv for kort tid siden
herskede en rent kvalitativ angrebsméde ved udforskningen af
fznomener, anvender man nu matematiske metoder og studerer de
kvantitative lovm@ssigheder, der er karakteristiske for disse
fanomener. Resultatet af dette er blevet en dyberegdende og mere
alsidig inatrengen i de processer i naturen, gkonomien o0g teknik-
ken, der udforskes, og i sociale f=znomener. Og jo mere storsldede
erkendelsens forehavender er, hvad enten de angdr mikro- eller
makroverdenen, naturfaznomener eller udviklingsprocesser i sam-
fundsgkonomien, jo mere betydningsfuld bliver matematikkens rolle.
Dette har allerede V.I.Lenin klart skildret, da han i 1909 i sit
filosofiske vark 'Materialisme og Empiriokriticisme' beskrev til-
narmelsen 'til sddanne ensartede og enkle elementer i materien,
hvis bevagelseslove tillader en matematisk behandling’ som varende
naturvidenskabens stgrste resultat.

Nu er vi ndet langt i udforskningen af mikroverdenen i
sammenligning med begyndelsen af vort arhundrede, og vi kan kon-
statere, at matematikkens betydning for erkendelsen af dennes ser-
lige lovmessigheder er vokset kraftigt. Det har tilmed vist sig,
‘at mange af disse blev fundet p& rent matematisk vis og ikke kunne
opdages ved umiddelbare iagttagelser. Men for at matematikken
kunne blive i stand til at spille sin rolle i udforskningen af
processer i mikroverdenen, mdtte den udvikle sine metoder og ud-
vide sit arsenal af grundlaggende begreber.

Hvor store den videnskabelige erkendelses resultater end er
pd alle virkefelter, sd kan vi dog bemzrke en mzngde problemer,
der endnu ikke er tilstrzkkeligt udforskede, og som krazver yder-
ligere anstrengelser, til tider meget betydelige og langvarige.
Det er tilstrakkeligt at navne sidanne opgaver som en fuldkommen-
ggrelse af styringsprocesserne i gkonomiske og teknologiske pro-
cesser, optimal anvendelse af ristoffer ved fremstilling af indu-
striproduktion, formindskelse af industriens skadelige indflydelse
pd naturmilijget, udforskning af tankeprocesser, styring af under-
visning, for at overbevise sig om, at menneskeheden har mere end
nok at tage fat pd. Vi begynder nu for hver dag, der gar, klarere
at forstd, hvor vigtige alle disse problemer er for menneskeheden.
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Hvis vi tilstrakkeligt godt vidste, hvordan man skal an-
vende produktionsaffald, sd ville vi ikke forurene naturen i den
grad,'som det sker nu, og samtidig ville vi forbruge produktions-
materialer mere gkonomisk. Allerede nu er det muligt'at opnd en’
ganske vasentlig besparelse, hvis man anvender godt gennemarbej-
dede metoder til optimai materialeudnyttelse, til arbejdsfor-
deling mellem fabrikker og varksteder og til transportplanlagning.
Det b¢r4her bemzrkes, at uden anvendelse af matematikken og dens
metoder kan man hverken formulere eller lg¢se opgaver i forbindelse
med at finde frem til en optimal handlingsplan.

) For samfunds¢koﬁomien er det yderst vigtigt at nd til en
mere fuldstandig forstdelse af den 'mekanisme, der ligger til
grund for tankeprocéssen. I fgrste rzkke er det ngdvendigt for at
lette, fremskynde og have effektiviteten i undervisningsprocessen
sdvel hos bgrn som hos voksne og maksimalt at fremme opdagelsen -
af skabende evner hos et menneske. For det andet ville det &bne
nye veje for helbredelsen af psykiske og somatiske sygdomme og
ligeledes for deres forebyggelse. Men disse problemer er éé kom-
‘plicerede; at hibet om at finde en 1g¢sning rent eksperimentelt
ifplge fremtrazdende specialister er yderst ringe. Her m& man

0gs& g& andre veje, i sardeleshed ved at lave matematiske modeller
-af disse processer og sideﬁ udlede. logiske' konsekvenser, der er
tilgangelige for umiddelbar iagttagelse. Denne metode har vist
sin berettigelse p3 mange videnskabelige felter - i fysik, astro-
nomi og ingenigrvasen. Der er ingen tvivl om, at den ogsd vil
~vise sin berettigelse ved udforskningen af mere komplicerede pro-
cesser i gkonomi, produktionsplaﬁlagning og samfundsgkonomi, pro-
cesser i det hgjere nervesystem og lignende, s& meget desto mere
som den allerede har givet bemerkelsesvardige resultater i mange
tilfzlde.

Moderne videnskab kan ikke klare sig med kvalitative kon-
klusioner, den har ogsd brug for kvantitative lovmassigheder, reg-
ler, udfra hvilke det ville vare muligt at progndsticere proces~
sers forlgb. Ikke mindre ngdvendig end i videnskaben er en sddan
pracis prognosticéring p& alle omrdder af samfundsgkonomien, efter-
som det ellers hverken er muligt at forudse eller at beregne eller
at sﬁyre optimalt (selve bestemmelsen af'den optimale styring er
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umulig uden kvantitative metoder). Det er nu-blevet tilstrakke=-
ligt klart, at matematikken indtager en fremtrzdende plads p&

alle niveausr { lgsningen af samfundsgkonomiske sp¢£gsmél, ogsé
selv om den ikke selv frembringer materielle vardiér, men ggr

det muligt at opnd betydelige besparelser af arbejdskraft, drifts-
tid for udstyret, produktionsmaterialer og transportudgifter.




- 11 -

PRODUKTIONSPLANLZEZGNING 0G MATEMATTIK

Et lands samfundsgkonomi udg¢r, som allerede navnt, i vore
dage et kompliceret system af indbyrdes forbundne omrider. S&ledes
g¢r vakst i industriproduktionen det ngdvendigt at forgge land-
brugets vareproduktion. Dette stiller sd igen nye krav til indu-
strien om produktioﬁ af kunstggdning og landbrugsmaskineri, om
transport og byggeri, blandt andet af lagexplads til landbrugs-
produktionen. Samtidig bliver der ogsd stillet kravtil videnska-
ben, deriblandt til matematikken. Der melder sig spgrgsmdl om at
finde fiem til den optimale sdningstathed, de optimale normer
for tilfgrsel af kunstggdning, fremavl af nye plantesorter, der
har bedre egenskaber end andre. Men hvordan kan man finde ud af,
at-en'ny‘sdrt for eksempel giverx St¢;re udbytte end tidligere
fremavlede? Til dette kraves enAomhyggelig ﬁta;istisk underé¢ge1-_
se, der tager hensyn til mulige forskelle i markefneS'ﬁOrdbunds—
forhold og ligeledes til klimatiske andringer. I vor tid er der
inden for maﬁematisk statistik udarbejdet grundige metoder, der
go¢r det muligt at give et objektivt svar p& den slags sp@rgsmil.

Der opstdr yderst interessante problemer af matematisk
karakter i forbindelse med projektering og udnyttelse af land-
brugsmaskineri. Sagen er den, at landbrugsmaskinervarbejder under
vanskelige vilkar, og at sikre deres pilidelighed er en padtran-
‘gende opgave. Dette skal ggres. uden at ggre konstruktionen for -
tung. Den anden opgave er at -beregne de ngdvendige reservedels-
lagre og varksteder for at sikre, at landbrugsmaskinparken kan
fungere uden afbrak. Denne opgave vedrgrer i gvrigt ikke kun
landbrugsmaskineriet, men ogsd alle andre store gkonomiske fore-
tagender - bilparker, underafdelinger af den civile luftfart etc.
Disse problemer er endnu ikke l¢st tilfredsstillende, og vort
land lider enorme tab sdvel ved overproduktion af reservedele
som ved mangel é& dem. Men opgaven kompliceres yderligerg ved,
at der kan blive produceret et tilstrzkkeligt antal reservedele,
men deres fordeling pé re§ioner og enkelte brug kan vare util-
fredsstillende, og man mgder ligeledes ofte det faznomen, at de
enkelte brug af frygt for at vere uden reservedele indkgber langt
flere, end de har brug for. Dette afspejler sig uundgideligt pa
markedets tilstand, og der opstdr en kronisk mangel.
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Ukomplicerede beregninger viser, at ved fplgende aritmetiske
fopteliing, som ustandseligt anvendes ifpraksié, vil halvdelen af
behovet for reservedele ikke blive imgdekommet rettidigt. -Lad os
" antage, at vi har N maskiner, og at en bestemt del i lgbet af et
&4r i gennemsnit skal udskiftes k gange. S& skal industrien sgrge
for en produktion p& kN eksemplarer af den pdgaldende reservedel
i lgbet af et &r. I virkeligheden er denne fremgangsméde util-
fredsstillende, eftersom den ikke tager hensyn til den tilfzldige
fordeling af de tidspunkter, hvor den pdgaldende del gdr i stykker.
Her skal anvendes helt andre metoder, der tager hensyn til speci-
fikke trak ved produktionen og ved opstdelsen af behov for reser-
vedele.

éroduktionsplanlagning stiller en mengde krav til matematik-
ken. I vor tid er der udarbejdet en rzkke effektive matematiske
metoder til at tilfredsstille disse krav. Vi vil opregne nogle af
de opgaver, der typisk opstar.

Fgrst og fremmest opstdr ngdvendigheden af at sikre maksi-
mal effektivitet i udnyttelsen af produktionsudstyr og arbejds-
kraft, at mindske transport mellem forskellige varksteder og at
nedskare den arbejdscyklus, som produktet gennemgdr. Endvidere
bgr manuelt arbejde begraznses mest muligt, og arbejderne bgr
sikres sddanne arbejdsvilkdr, at sundhedsfarlig pdvirkning er
udelukket. Arbejdet skal vare siledes organiseret, at tab af pro-
duktionsmaterialer udelukkes, og at produktkvaliteten er hgj.

Hver af de navnte retninger inden for produktionsplanlagning
nyder stor opmarksomhed, og der er udarbejdet matematiske forsk-
ningsangrebsmdder for dem. Der er opstdet en speciel disciplin
'fartplansteori', der studerer spgrgsmidlet om arbejdsfordeling
blandt produktionsudstyret. I 1939 udkom de fgrste arbejder, dex
beskaftigede sig med l¢sningen af problemet med optimal materiale-
udnyttelse, og de fgrte til dannelsen af en ny matematisk teori

- 'line®r og ikke-linear programmering'. En undersg¢gelse af
arbejdsvilkdrenes indflydelse pi personalets sundhed kraver en
serigs anvendelse af metoder fra matematisk statistik. P& denne
méde har man fastsllet de skadelige pdvirkninger fra konstant
stgj, vibrationer, forurenet luft, benzindampe etc. De herved
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opndede konklusioner er af stor vardi ved vedtagelsen af produk-
tionsmessige beslutninger om udarbejdelse af nye konstruktioner,
der fordrsager mindre vibrations- eller stgjmessig pavirkning af
det personale, der betjener dem, og om flytning af visse produk-
tionstyper (farmaceutiske, lak og maling etc.) bort fra boligom-
. radder.

. Vi vil nu standse op for at behandle et yderst vigtigt
problem lidt mere udfgrligt, - sikring af en hgj kvalitet i den
fardige produktion. Dette problem er til stadighed genstand for
parti- og regeringsledernes opmerksomhed, eftersom en produktion
af darlig kvalitet foruden materielle tab er'tii.ubodelig skade
for det pigazldende vareharke'ved.at gdelagge de{s konkurrence-
dygtighéd pd det indre og'det ydre_marked;

Matematikken har nu udarbejdet effektive metoder sidvel 'til
v kva;itetskoﬁtrol af ferdige produktpartier som til styring af
produktkvaliteten i produkﬁionsprocessen..Metoderne:til kvali-
tetskontrol af den ferdigé produktion har fiet det falles navn
' metdder'i‘modtagelseskont;ol. B&de den ene og deﬁAanden type
metoder har fundet anvendeiée~pé en rzkke omrider af'vorvindustri,
speciel;'inden for radioelektronik og bilindustri, og har gjogt
det muligt for vért land ‘at spare mange milliarder rubler, maskin-
tid, arbejde, materialer, elektricitet og transportrgssﬁurcer.

.I en rakke produktionsgrene er det ikke muligt at foretage
kvalitetskontrol af hver enkelt fremstillet genstand, enten fordi
der fremstilles for mange genstande, og envfuldstendig kontrol
ville krave en hel har af kontrollgrer, eller fordi kontrol p&-
fprer genstandens kvalitet uoprettelig skade (f.eks. kvalitets-
kontrol af tandsatser). Som fglge heraf mé man ngjes med kvalifl'A

" tetskontrol af en del af produkterne. En sddan kontrol kaldes
. stikprgvekontrol eller statistisk kontrol. Naturligvis. ligger.
den teoretiske basis for alle stikpre¢ve-kvalitetskontrollens
regler i principper og resultater fra'sandsynlighedsreghing og

matematisk statistik. '
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Styring af produktkvaliteten i produktioﬁsprocessen kraver
anvendelse af mere forskelligarted%'matematiske metoder end kva-
litetskontrol :‘af den ferdige produktion. I fgrste .razkke er det
ngdvendigt at udarbejde et system af parametre, ud fra hvilke
man kan vurderé, om tiden er inde til at udlgse en styreimpuls i
den teknologiske proces. Denne impuls skal udlgses pd et tidspunkt,
hvor produktionen stadig har en tilstrazkkelig hej kvalitet, men
der er ved at opstd en tendens til dens forringelse. Desuden m&
styreimpulserne ikke vare for hyppige for ikke at bremse produk-
tionsprocessen og ikke ungdigt fordyre produktionen.

Det er selvindlysende, at automatisk styring af produkt-
kvalitet forudsatter konstruktion af automater, der kontrollerer
den i henseende til de parametre, der gver stgrst indflydelse pa
kvaliteten.

Udarbejdelsen af systemer til styring af produktkvalitet
ferte til formuleringen af en rzkke nye matematiske spgrgsmdl og
var en af beveggrundene til udarbejdelsen af en ny disciplin:
kontrolteori for stokastiske processer.

Min personlige erfaring fra arbejdet pd fabrikker med
spgrgsmdl vedrprende kvalitetskontrol og styring af kvaliteten i
fremstillingsprocessen har overbevist mig om, at man ikke pi
noget trin i den teknologigke proces md tillade en svakkelse i
fremstillingskvaliteten. Som regel vil fglgerne af fejl, som man
har ladet passere i én operation, kun forstzrkes i fglgende opera-
tioner.
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TEORETISK oG ANVENDT MATEMATTIK

Hvis man gennemglr skolerhes laseplan i matematik, ender
‘man med at méhe, at matematikken med dens ubevagéligé begreber
’ ikke ér.; stand til at rumme den evigt vekslende natpr-i al dens
mangfoldighed. Den forudgdende fremstilling viser til en vis grad
fejlagtigheden i saddanne forestillinger og lgfter en flig af det
slgxr, der for langt de fleste mennesker skjuler den matematiske
erkendelses overflod af metoder, en mangfoldighed af videnskabelige
undersggelser, de rigeste muligheder for at udforske processer,
dvs. #ndring af fenomeners karakteristika ; tid. Men man mid ind-
rgmme, at den fremstillingsform, matematikken anvender, - hvor
abstrakte begreber ikke- fyldes med 1ivsnar£ ihdhold, og konklu-
sioner ikke findérvéﬁvendelse i konkrete_opgavér fra det praktiske
liv i hele dets mangfoldighed, - uundgdeligt fremmer udviklingen
_af det navnte sygspunkt‘ogfsfyrker deres position;. som.i matema-
~tikken snarére ser en intellektuel leg end lgsningen af spgrgs-
mal,: der er yderst ngdvendige for livet og videnskaben og‘det
menneskelige samfunds. fremskridt. Denne holdning fremmes ogs&
af visse matematikere, der havder,_ at-de -ikke udforsker selve
a Virkelighedéﬂ, men blot matematiske strukturer, uden samtidig
1at forklare, hvilket forhold disse'strﬁkturer sté; i til érOr .
cesser i den verden vi.lever i. Man kan tilmed' ofte hgreé hgjt- "
4s£5endé videnskabsmand udtale, .at matematiske begreber og pfo—
blemer opstdr uafhangigt af det praktiske livs behov, og at det
kun skyldes en absolut uforstlelig forudbestemmelse, at matema-
tikkens konklusioner overraskende godt svarer til'lovmassigheder‘
i den virkelige verden, der omgiver os.

I virkeligheden stgder vi pd matematikere fra to vasensfor-
- skellige retninger - teoretikere, der udforsker matematiske lov-
messigheder i sig selv, uden forbindelse med praktiske spdrgsmil,
- = og anvendte matematikere. Sidstnavntes interessér bestemmes i
ferste rékke-af det praktiske livs spgrgsmdl. De udnytter arsena-
let af matematiske ideer og resultater til at opnd indholdsrige
konklusioner om bestemte fanomener, hvad enten de opstdr inden for
gkonomien, produktionen eller den menneskelige psyke. Selvfglgelig
er det lanétfra altid, at matematikken rdder over de begreber og

ideer, der skal bruges-til en sddan undersdgelse. I sd fald:ma -
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matematikeren fra den anvendte retning sgge efter de ngdvendige
metoder og om ngdvendigt selv udarbejde nye matematiske ideer;
nye grene af den matematiske videnskab. - o . Ta

Der findes selvfglgelig ogs&d en tredje type matematikere,
der beskaftiger sig med sivel rent teoretiske som anvendte problemer.
Netop denne type omfatter si store videnskabsmend som Archimedes,
Isaac Newton, L. Euler og A.-L.Cauchy, Henri Poincaré og P.L.Tje-
bysjov. Men ogsd her kan man iagttage to klart forskellige tenden-
ser, idet nogle matematikere har nogle matematiske metoder p& lager,
som de s¢gger anvendelse for, mens andre, der har et bestemt stort
problem fra naturvidenskaben eller fra hverdagens praksis for gje,
sgger den matematiske beskrivelsesmetode, som mest ngjagtigt gen-—
giver det virkelige problems vasen, dets natur. Til den fgrste .
type matematikere kan man miske henregne A.-L. Cauchy, der har
gjort meget for elasticitetsteorien. Til den anden ville jeg der-
imed henregne Isaac Newton, L. Euler og P.L. Tjebysjov. Selvfglgelig
er ogsd denne underinddeling ret vilkdrlig, eftersom det tit sker,
at en matematiker i nogle tilfzlde opfgrer sig som reprasentant
for den ene psykologiske type, 1 andre tilfazlde - for den anden.

Til matematikere p& et rent teoretisk plan, for hvem kun
den matematiske opgave er vaesentlig, og som slet ikke interesserer
sig for dens mulige forbindelser med gvrige omrddexr af videnskaben
eller praksis, ville jeg henregne K. Weierstrass og N. Bourbaki
(en gruppe franske matematikere, der har gjort meget for en moder-
nisering af matematikken). Antallet af reprazsentanter for den rent
teoretiske retning er i vor tid meget stort, og det er meget let at
navne et tocifret antal navne pd fremtrazdende reprasentanter for
matematikken i vor tid, som overhovedet ikke interesserer sig for
spgrgsmdl om anvendelsesmuligheder.

Det er min faste overbevisning, at for videnskabens udvik-
ling, for vore kundskabers fremskridt er det vigtigt, at der findes
reprasentanter for skabende talenter af enhver retning og for viden-
skabsmend af alle psykologiske typer. Men det er altid p& sin plads
at spgrge, hvordan det procentuelle forhold skal vare mellem
abstrakt-teoretiske og anvendte matematikere. Efter min mening mi
vi ikke lade vere med at vise vores ungdom, hvor spandende en mate-
matisk udforskning af anvendte problemer er, og mangfoldigheden og
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dybden af de rent teoretiske problemer, som de fgrer med sig. -

I vor tid er det sarligt vigtigt at lede en betydelig del af de
matematiske studenter i retning af anvendte studier. Det er vig-
tigt for samfundet, men det er ogsd vigtigt for de unge- mennesker
selv, eftersom der sker en udvidelse for dem af kredsen af sSporgs-
m&l, som de kan beskaftige sig med, ikke-blot for at have deres
kulturélle niveau, men ogsi for at anvende deres skabende krzfter
og evner i1 samfundsgkonomien.

Man siger tit ikke blot om matematikere, at &n er teoreti-
ker,-og en anden er anvendt matematiker, men ogsd om matematikken
selv, at nogle af dens grene er rent teoretiske, og andre er an-
vendte. I virkeligheden er forholdet mere kompliceret, og fore-
stillingerne om forskellige matematiske grenes anvendelsesmulig-
heder er ikké konstante, men er underkastet betydelige forandrin-
ger i tidens-lgb. Indtil begyndelsen af det 18.irhundrede kunne -
hele den anvendte matematiks inventar reduceres til aritmetikkens

'enkleste regler og geometriens basis. Hvad kravedes der dengang° ‘
At man kunne udfgre mellemregninger i handelsoperationer, meget
tilnermelsesvis opggre de ngdvendige forrad til en hars forsyning,
berégne aréaler, rumfang og langder. Til névigationssp¢fgsmél be-
hgvedes ogséd elementer fra sfarisk geometri, som ligeledes udnyt—
.tedes i ret ‘vidt omfang i .astronomien. Vi har. dermed opregnet
'nogenlunde allg behovene i den tids samfundsliv. Vi ge¢r opmarksom
P&, at ogsi matematikken selv egentlig begransedes alene til disse’
kundskabsomrdder. Talteori, der var blevet betydeligt udviklet
allerede 1 Oldtidens Grakenland hos Diofant, var det samme som
aritmetik, men studetrede vasentlige eéenskaber ved hele positive
tal. Sandsynlighedsregning, matematisk analyse og analytisk geo-
metri befandt sig dengang pa fosterstadiet.

Det 18. Arhundrede bragte en voldsom ﬁdvidelse af anvendt
matematiks inventar af midler, da grunden til differéntial- og
integralregning blev lagt gennem Newtons og Leibniz' arbejder
og ligeledes gennem deres forgangeres arbejder - Cavalieri, de
Fermat, Barrow og andre. Stimulerende pd deres fremkomst virkede
formuleringen af vigtige opgaver i forbindelse med studiet af
bevagelse, specielt ngdvendigheden af at give en pracis definition
af begrebet et punkts hastighed p&-et givet tidspunkt. Matematisk
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analyse, der"pé den tid inkluderede differential- og integral-
“regning og den fgrste begyndelse til en teori for differential-
ligninger, indgik 1 inventaret af ‘anvendt matematiks aktuelle
midler. En ngdvendig betingelse for udviklingen af den matematiske
analyse var analytisk geometri, skabt af René& Descartes, og hvis
forfadre var de ukendte mennesker, der byggede de zgyptiske pyra-
mider, og som i vidt omfang udnyttede retvinklede koordinater
eller, som man nu siger, cartesiske koordinater. Hele det 18.
&rhundrede gik med at fuldkommenggre de nye matematiske begreber,
ideer og tankeretninger,'og ligeledes med at udvide omrddet for
anvendelse af den matematiske analyse. I fgrste rzkke blev me-
kanikken udviklet, for hvilken Newtons og Leibniz' matematiske
analyse var en lange ventet metode. Astronomien, der fortrinsvis
studerede planetbevagelser, fik pd den tid strdlende muligheder
for fremgang og udnyttede dem fremragende. Forsgg p8 med matema-
tiske metoder at studere hydrodynamiske fenomener (Daniel Bernoulli
og Leonhard Euler), varmeudbredelse (J.-B,-J. Fourier, Simeon
Poisson og andre) og faste legemers elasticitet (A.-L. Cauchy,
Louis Navier og Georg Stokes) fgrte i lgbet af det 18. og fgrste
halvdel af det 19. 8rhundrede til, at teorien for partielle diffe-
rentialligninger blev fgjet til mzngden af anvendte matematiske
midler. Det bg¢gr her tilfgjes, at denne teori selv udviklede sig

i ner tilknytning til opgaver inden for mekanik og matematisk
fysik.

Vort &8rhundrede har fgrt til en kraftig forggelse af de om-
rdder af matematikken, der har fiet anvendt betydning. Fgrst og
fremmest viste det sig, at udviklingen af vore forestillinger om
rum og tid betgd, at man blev npgdt til at g& bort fra overbevis-
ningen om, at der kun er én geometri i verden. Lobatjovskijs og
Riemanns geometrier, der hidtil havde varet rent teoretiske kon~
struktioner, fik stor anvendt betydning. Videre viste det sig, at
fysikkens udvikling behgvede nye matematiske, specielt geometriske,
forestillinger. Dette stimulerede yderligere forskninger i denne
retning. For at konstruere anskuelige modeller af faznomener i for-
bindelse med molekylesystemers udvikling blev det ngdvendigt at
anvende flerdimensionale rum og siden ogsd rum af uendelig dimen-

. sion. Yderligerc blev det ngdvendigt at konstruere en matematisk
analyse for rum af uendelig dimension - funktionalanalyse.
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Teorien for operatorer, dvs. teorien for. afbildninger af et rum ind i et
andet, har vist sig at vare et meget effektivt 1nstrument i moderne
fysik.

Opgaver inden for.elektroteknik, aerodynamik og elastici-
tetsteori har fra deres side bevirket, at teorien for komplekse
funktioner er blevet en anvendt disciplin. ’

Allerede i forrige drhundrede fandt sandéynlighedsregning
anvendelse i teorien for milefejl, ballistik, teorien for luft-
‘.arters kinematik, biologi. Nu er sandsynlighedéregning et af de
grundlzggende matematiske forskningsredskaber i langt de fleste
opgaver inden” for biologi telekommunikationsteorl, fysik .pro-
duktionsplanlagning, ¢konomi, sociale processer.

"ﬁnééligxbeﬁafkeizvi:=at‘mateﬁatiskllogik5—dét oprindeii§*~‘¥'¥:"q.3 .o
udvikledes som. et middel til at begrunde matematikken, nu—-har féet
maanoldige yderst vigtige anvendelsesfelter. Vi kan blot minde
om ‘den udbredte udnyttelse af matematisk logik .ved programmering
af opgaver for edb—maskiner. Vi kan ogsd navne udarbejdelsen af.
programmer til automatisk styring af processer. .

"Axi’ Det her sagte kan opsummeres séledes- 1—vor tid er- det’
‘svart at pege oé nogen gren af- matematikken, ‘som ikke- finder*ﬁ
anvendelse i det praktiske- livs enorme mangfoldighed af problemer.
Tilsynéladende har opdelingen 1 teoretisk matematik og anvendt
matematik ikke langere nogen mening. ‘Man m& sikkert sige, at det
ikke er matematikken, men matematikerne, der kan opdeles efter
deres interesser og "skabende retning i1 teoretikere og anvendte
matematikere. Blandt teoretiske matemaﬁikeré er der nogle, der
betrégter lgsningen af vanskelige opgaver, som tidligere gene-

' rationer har efterladt ulgste, som midlet for deres videnskabelige
liv. Disse opgaver 1hteresserer dem i sig selv, uden forbindelse
ikke blot med praktiske opgaver, men ogsd med udﬁiklingén af
matematikken i sin helhed. Vi vil gerne bemezrke, at der er brug
for matematikere af denne type ikke blot i forbindelse med, at

‘de er‘n¢dt til at overvinde enorme vanskeligheder, men ogsd i
forbindelse méd ngdvendigheden af at sgge helt nye forsknings-
metoder, der kan udnyttes ved lgsningen af en mzngde andre pro- =~ - T
blemer.
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Vi vil gerne sige, at der kraves sardeles meget af den an-
vendte matematiker: han skal begribe selve den anvendte opgaves N
vesen, kunne udvalge eller pd ny udarbejde det matematiske appa;at}
der bedst afspejler fznomenets natur, konstruere en matematisk
model af den proces, der skal udforskes, udlede ngdvendige kon-
sekvenser og finde frem til deres virkelige fortolkning, og endelig
skal han kunne efterprgve graden af overensstemmelse meliem det
virkelige fanomen og hans konstruerede model og have mod til at
afstd fra sin model, hvis den ikke svarer til tingenes natur.
Af enestdende vigtighed for videnskabens fremskridt er den type
matematisk skaben, som strazber efter med matematiske midler at
erkende fanomeners natur, som kan finde den ngdvendige metode
hertil, og som kun betragter en praktisk opgave som et udgangs-~
punkt for almentmatematiske konstruktioner, der er i stand til
at lgse ikke blot den givne opgave, men ogsd et stort antal andre.
Netop en s&dan holdning udvider videnskabens granser og ggr det
muligt for mennesket at fuldfgre sin sejrsgang fra uvidenhed til

viden.
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MATEMATISERINGEN AF VIDENSEKABERNE

" Astronomer og fysikere kom tidligere end reprasentanter

for andre videnskaber til den -overbevisning, at de havde ikke blot
til udregninger brug for matematiske metoder, men ogsid som et af

de grundlaégende instrumenter til at -trange ind til det vasentiige
i de lovmassigheder, de studerede. Ingenigrvasen anvendte ogsd i
vid udstrzkning matematiske metoder. I en gammel lareboé 1 artil-
leri st$r4der, at det fgrste instrument som artilleristen £ir brug
for, er en passer. Skibsbygning stgttede sig 1genﬁem &rtusinder

kun pd erfaringen og &rhundredgamle traditioner. I 1696 kunne den
engelske skibsbygger Anthony Deany - ved bygningen af skibet 'Rupert’
obg¢re vagten og lastens fordeling inden bygningen,; udregne deplace-
" mentet og p& dette grﬁndlag forudsige skibets dybgdende inden
. .sgsa@tningen. Tiimed lod han udskare porte ‘(dbninger i skibssiden

- til skydning med ar;iilerivében);allérgde pd. stabelen,’idet han )
henyttéde sig af de foretagne bereghinger. Udfgrelsen af.arbéjder‘
efter beregninger, og ikke efter kontrol af skibets'positiOn i
vandet, fremkaldte pd den tid:almindélig,forundrihg. Senere er
sddanne beregninger gledet ind i hverdagsbrug; de -har forenklet
bygningsteknologien 6g fremskyndet og billiggjort bygningsprocessen.

I vor tid fuldfgrer matematiseringen af. videnskaberne en
saregen sejrsmarch. Mange videnskabélige og praktiske omféder, der
lige til den-seneste tid har befundet sig langt fra en anvendelse .
af matematiske forskningsredskaber, bestrazber sig nu ihzrdigt pd
at indhente det fors¢gmte. Arsagen til dette er selvfglgelig ikke
en forbigéende modestrgmning, men den omstandighed, at ét rent
kvalitativt studium af naturfenomener, ¢konomi, medicin, produk-
tionsplanlagning og styring ofte viser sig utilstrakkeligt.
Hvordan kan man automatisere stdludsmeltnings- eller olieraffine-~
ringsprocessen uden at kende disse processers pracise kvantitative
lovmessigheder? Hvordan kan man f& et telekommunikationssystem til
at fungere rationelt uden at kenée hverken de kvantitative lovmas-
sigheder for indgangen af opkald fra abonnenterne eller varigheden
af betjeningen af disse opkald? Dette er grunden til, at automati-
sering af teknologiske processer uundgieligt gar det ngdvendigt at
udnytte matematikken og.om?endt tvinger matematikken til at vare
opmerksom pd lgsningen af nye spgrgsmil o9 'pd udarbejdelsen af nye
metoder. '
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- Det er velkendt, at vor viden ikke blot udvider sig i bred-
den, men ogsd i dybden og bliver mere prazcis.. Meget, der.tidligere
er blevet studeret og forekom at vare godt udforsket for sin tid,
kraver 1 -vor tid nye anstrehgelser for at bringe vores forestil-
linger om emnet i overensstemmelse med det praktiske livs og vores
utilstrakkeligt tilfredsstillede nysgetrigheds fordringer. Der
stilles isar stgrre krav om, at man skal finde frem til kvanti-
tative forbindelser mellem fznomener, og at man skal finde lov-
messigheder for faznomener, som er udtrykt i en pracis kvantitativ
form. Dette gg¢r selve livet og vor daglige praktiske virksomhed
til en ngdvendighed.

Omhyggelige iagttagelser viser, 'at med den fart, som tekno-
logiske processer nu forlgber med, er den menneskelige psyke ikke
langere i stand til rettidigt at traffe beslutning om deres videre
forlgb og pd grundlag af modtagen information foretage den ngdven-—
dige styring. Som fglge heraf kommer styringen med forsinkelse.

En sddan forsinkelse fgrer enorme materielle tab med sig, eftersom
udstyrets produktivitet formindskes og den ferdige produktions
kvalitet forringes. Det har vist sig, at ved manuel styring af
papirproduktion er et menneske kun i stand til at holde produk-
tionen i narheden af det ¢nskede niveau ca. 10% af tiden. Med

fuld styrke opst&r den pdtrangende ngdvendighed af at overdrage
styringen af produktionsprocessen til en hurtigtvirkende automat.
Men et automatisk anlag er ikke selv i stand til at 1lgse logiske
opgaver og ud fra oplysninger om produktionsprocessens tilstand

at drage slutninger om dennes forlgb, om @ndringer i temperatur-
forholdene, den kemiske sammensatning, hastigheden osv. En automat
'forstdr ikke' ordrer, der har kvalitativ karakter, som f.eks.
'ggr det bedre', 'vaer mere ngjagtig i forarbejdningen'; den kreaver
strenge kvantitative ordrer som f.eks.: hvis processens temperatur
er sddan og den kemiske sammensztning af ristoffet s&dan, s& skal
processens hastighed ligge mellem v og u+L, og hvis temperaturen
overstiger to, s& skal opvarmningen af blandingen straks dampes.
Men for at kunne sige alt dette er det ngdvendigt at udarbejde en
kvantitativ teori for den proces, der skal styres, og ud fra denne
lave et handlingsprogram for den styrende automat. S3ledes g¢r frem-—
skridt inden for teknikken det ng¢gdvendigt at inddrage matematikken
til lgsning af vaesentlige tekniske opgaver.
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. Def opstidr en mangde af den slags opgaver - fra styring af

- kemiske processer og valsevarker til styring af eléktronisk tekno-
logi og udsmeltning af superrene metaller. Men dette er langtfra
alt. Det er vigtigt ogsé ét lere at overdrage styringen af flyve-.
maskiner og andre objekter, der bevager sig, til automater. Denne
opgave opstod allerede i 30rne, og i vor tid-kan man end ikke fore-~
stille sig Qirkeliggwrelsen-af langdistanceflyviinger fra et kon-
tinehtAﬁil et andet uden en tilfredsstillende l¢sning af denne
opgave.

Det er imidlertid ikke rationelt at konstruere en teori for
styringen af hver enkelt proces for sig, eftersom de aile har meget
til falles.-8p¢rgsmélet opstod naturligvis, hvordan man kunne skabe
en generel styringsteori, som ‘det ville vere muligt senere at ud-
nytte i hundredvis af enkelte tilfalde, kun med tilf¢jelse af de
ngdvendige- praciseringer, der er en fwlge af en given Droces f“ 
sarlige egenskaber..En sédan matematlsk opqave opstod ‘med fuld
styrke i -midten af vort &rhundréde og tiltrak mange ‘matematikeres -
‘opmzrksomhed ‘i alle udviklede 1ande.VDe fgrste positive résultater
blev opnéet af R. Bellman og hans medarbejdere og ligeledes af
L.S. Pontrjagin og. hans elever. Deres ideer og resultater dannede
grundlag for styring af mange processer af kolossal betydning:
S&ledes stillede teknikkens fremskridt. krav om skabelsen og- udvik-
llingen ‘af.en matematisk teori der-’ 1gen fremskyndede teknikkens
" egen fremgang. ’

Det'er‘i praksis umuligt at give.en.fﬁldstandig beskrivelse
af matematikkens rolle i udviklingen af andre videnskaber og pi
omrdder for praktisk virksomhed. Ikke blot andrer de spgrgsmil
sig, som krazver en omgdende lgsning, men ogsd karakteren af de’
‘opgaver, der skal lgses, @ndrer sig. N&r vi laver en model af en
virkelig proces, sd forenkler vi den uunégéeligt og studerer et
tilﬁarmet skema. Efterhinden som vor viden bliver mere pracis, og

. vi finder ud af, hvilken rolle tidligere updagtede faktorer spiller,
lykkes det at ggre den matematiske beskrivelse af processen mere
fuldstendig. Man kan ikke satte granser for praciseringsproceduren,
ligesom man ikke kan satte granser for selve kundskabens udvikling.
Matematiseringen af videnskaben bestdr ikke i at udelukke iagtta-
gelse og eksperiment fra erkendelsesprocessen..De er uundvarlige
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bestanddele af et fuldgyldigt og alsidigt studium af fznomener i
‘verden “omkring os. Meningen med matematiseringen af videnskaberne

er at udlede konsekvenser, der er tilgazngelige for umiddelba¥r
iagttagelse, af pracist foriulerede pramisser; at ggre komplicerede
og indviklede virkelige processer overskuelige. Ved hjzlp af et
matematisk apparat er det muligt ikke blot at beskrive fastsliede
kendsgerninger, men ogsd at forudsige nye lovmessigheder, at op-
stille prognoser for fanomeners forlgb og dermed f£& mulighed for

at styre dem. Hvis disse forudsigelser gdr i opfyldelse, s& styr-

ker teorien sin position og fortsztter med at levere nye konklusioner.

Men eftersom en matematisk teori for et eller andet virke-
ligt fznomen altid er en tilnarmelse, vil der under alle omstan-
digheder f¢r eller senere indtrade et tidspunkt, hvor en given
konsekvens af teorien ikke bekraftes af praksis eller ved et eks-
periment, eller der sker det, at en gilven kendsgerning ikke finder
forklaring i teorien. I s fald er det ngdvendigt at foretage en
revision af teoriens‘udgangspramisser og en @&ndring af teser, der
tidligere forekom urokkelige. En s&dan revision f¢rér til en ny
teori, der er i stand til b&de i bredden og i dybden at trange
bedre ind i de studerede fznomeners struktur.

Matematiseringen af videnskaberne bestdr ikke blot og ikke
s& meget i anvendelsen af fardige matematiske metoder og resultater,
som i at man begynder en s¢gen efter det specifikke matematiske
apparat, der tillader en s& fuldstendig og pracis beskrivelse som
muligt af den kreds af fanomener, der interesserer os, og desuden
gg¢r det muligt at udlede nye konsekvenser af denne beskrivelse for
ogsd at udnytte dem i praktisk virksomhed. Dette var, hvad der skete
i den periode, da studiet af bevagelse blev en pitrangende ngdven-
dighed. Netop da skabte Newton og Leibniz grundlaget for matematisk
analyse, som indtil i dag er anvendt matematiks vigtigste instrument.
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Der ligger en- lang proces forud for, at en praktisk opgave
kan blive objekt for en matematisk undersggelse. Til dette brug
" behgves en formulering af, hvad det egentlig er, forskeren gnsker
at opnd. Vi vil prgve at konkretisere dette krav med et eksempel.
De seneste &r har en ;ekke lzrere tit fremsat den tanke, at under-
visningsprocessen skal opbygges sddan, at lareren styrer den beast
muligt. Hvad betyder dette? Hvilken mening skal man lagge i dette
. gnske? For man kan jo tilstrabe, at de bedste elever i en klasse
‘gik hurtigere frem i indlaringen af et fag. Men man kan ogsd krave
noget andet, nemlig at de bedste elever ikke blot tilegnede sig
laseplanens materiale hurtigere,‘meh at de ogsd kom til at forstd
de pramisser, ved hvis hjzlp det er lykkedes hele menneskeheden
-at udforske den pdgaldende kreds af fanomener. Vi kan ogsd til-~
strabe, ‘at élleveléver tilegnede sig det pégaldende fag pad den
’fOIeskrevne tid, selv om.ogsi det skulle gd.ud over hensynet til.,
et 1ille antal sarlig gode elevers interesser. Hvilken retning -
skal man valge at styre i og anse for den bedste? ’

Man kommer til stadighed ud foi denne type vanskelighéder,

6g man mad alt efter det opstillede m&l- anse styring'i den ené. eller -

den anden betydning for optimal. Sidledes kan vi ved opsendelsen:

af en rumstation til. Mars f.eks. forfglge disse mdl: 1) at n& Mars- .
- hurtigst muligt, 2) med’ minimalt brandselsforbrug. Disse-.to mal R

fgrer principielt til forskellige 1¢sninger. .

Man kan foresld sardeles mange varianter for styringen af

‘en proces. Men vi skal i ‘en bestemt forstand finde den bedste

eller, som man nu siger, den optimale styring. Hvordan g¢r man det?

Ved pd forhdnd at afprgve alle varianterne, den ene efter den anden?

Dette fg¢rer Abenbart ikke til mdlet, eftersom en sddan fremgangs-

mdde tager for lang tid 69 ikke giver sikkerhed for, at det er

lykkedes os at finde den optimale lgsning. Der er kun en eneste

mulighed, - at konstruere en matematisk teori og sgge efter den

gnskede 1l¢gsning ved at udnytte den tilsvarende matematiske formal-

isme. NAr den matematiske side af sagen er udarbejdet, opstar

spgrgsmdlet om en kontrol af teoriens overensstemmelse med virke-

lige fenomener. Det er-klart, at en teori{ der- ikke fgrer til en

god overensstemmelse mellem resultater af iagttagelser, og en pro-

gnose, der er opndet éé basis af tgorien, trenger til at blive
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revideret. Det vil vi tale om senere, i afsnittet 'Matematiske
modeller', eftersom dette spdrgsmdl selv har pfincipiel bet§éﬁing
for ‘videnskabens udvikling. ' o o

For at styre md man stgtte sig til en bestemt mengde oplys-
ninger om processens forlgb og om de parametres tilstand, der be~
stemmer den, pd det tidspunkt, der interesserer os. Men hvilken og
hvor megen information skal man indsamle, og hvordan udnytter man
den rationelt? Desuden, hvad vil informationsmangde sige? Nir vi
spgrger ‘hvor megen', sd er det jo ensbetydende med mengde. Alle
disse spgrgsmédl er virkelig opstéet i videnskaben og har dannet
grundlag for skabelsen af en stor og indholdsrig teori, der kaldes
informationsteori. Som altid udvikler en teori sig ikke pludseligt,
p& én gang, men har brug for en lang periode til sin fremkomst og
opvakst. Det var ogsd tilfeldet med informationsteori. Ngdvendig-
heden af at videregive oplysninger opstod for meget lange siden
for menneskeheden, og allerede i en fjern fortid udtenkte man -
foruden talesprog — talrige metoder, heriblandt lys- og lydsignaler,
skrift og senere bogtrykning. Men alt dette gjorde det endnu ikke
ngdvendigt at skabe en speciel teori. Dette skete fgrst, da nogle
tidrs brug af telegraf- og telefonsystemer fgrte til forsgg pid en
maksimal udnyttelse af systemernes net og dermed til, at man under-
sggte, hvor megen information en eller anden meddelelse barer, og
hvilke elementer der er overflgdige. Et betydeligt skridt fremad
i konstruktionen af et system af grundlaggende begreber og opniel-
sen af de fgrste fundamentale resultater blev gjort i begyndelsen
af 40rne af den fremragende amerikanske videnskabsmand Claude
Shannon. Siden har denne teori gennemgdet en betydelig udvikling
s8vel pd et matematisk plan som med hensyn til serigs anvendelse
i mange videnskabsgrene.

Det bgr her navnes, at begrebet informationsmangde og mider
at m3le den pd var bogstavelig talt en &benbaring for mange forsk-
ningsretninger. Det viste sig, at med indfgrelsen af dette begreb
lykkedes det for Claude Shannon at foretage det skridt, som béde
den tekniske udvikling og videnskaben selv i den grad havde brug for.
Det blev muligt at foretage en kvantitativ sammenligning af for-
skellige md3der at kode den information pd, der skulle videregives,
og at udvalge den metode, der var bedst i en eller anden forstand.
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S8ledes fandt man ud af, at man til en vis grad kunne forbedre de
metoder til kodning af alfabetets bogstaver i form af en fglge af
streger og'prikker,'som anvendeé i telegrafieri, hvis man blot tog
hensyn til sprogets statistiske egenskabef'qg anvendelsesfrekven-
sen i sproget af forskellige -bogstaver. Det lykkedes at sammen—
ligne de forskellige sanseorganers muligheder med hensyn til pér—
,ceptionshastighgd.-

Informationsteori, der er et resultat af vor tids videnska-
belige og tekniske fremékridt, giver selv dette fremskridt et
yderligere skub, idet den afslgrer ngdvendigheden af at ggre vor
viden mere fuldkommen og. anviser muligheder for dette. Det viste
sig, at matematikken selv, endog i dens klassiske dele, ogsd mod-

“tog nye udviklihgsimpulser fra informatipnsteori.

Studiét af, hvordan telefonnettet fungeréde i begyndelsen
“af vort irhundrede, stillede en medarbejder ved Kgbenhavns telefon- -
selskab,. A.K.-Erlang, over for.en rakke s@regne opgaver, der ikke
tidligere var dukket op 1_§idenskaben.,Det drejede sig om at lare
‘pé“forhénd‘at'beregne telefonnettenes kapacitet,.nar der ikke _
‘'mitte vare risiko for udbredte forsinkelser af en abonnents for-

' -binde1se med det gnskede nummer.. De vanskellgheder, der opstér 1

denne forbindelse ey ‘velkendte,. -. anmodninger fra abonnenter om -
forbindelse indlgber pd tilfzldige tldspunkter,.varigheden af en
pdbegyndt samtale er ukendt og kan variere inden for sardeles vide
greznser. Forsgg pd at tzlle abonnenterne, idet man gik ud fra den
gennemsnitlige lazngde af tidsrummet mellem pi hinanden fglgende
-opkald, fgrte ikke til tilfredsstillende resultater. Indflydelsen
fra den tilfzldige spredning af disse stgrrelser viste sig at vere
den afggrende faktor. Det er umuligt at finde en fornuftig l¢sning,
hvis man ikke tager hensyn til denne s& at sige dobbelte tilfel-
.dighed.'Den fgrste dette lykkedes for, var A.K. Erlang. Dermed blev
han grundlagger af nye videnskabelige forskningsretninger sivel
inden for telekommunikationsteori som inden for matematikken, hvor
‘hans arbejder kom til ‘at danne grundlag for et nyt kapitel i an-
vendt sandsynlighedsregning - teorien for ventetider (kg¢teori -

p& engelsk, teorien for massebetjening - pd russisk). Desuden blev’
A.KErlangs opgaver en af kilderne til en generel teori for stoka-

stiske processer.
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Der gik nogle f& &r, og det viste sig, at nye problemer -
hverdagsproblemer, ingenigrproblemer, problemer inden for pro-
duktionsplanlegning ‘og naturvidenskab - fgrte til:beslazgtede op-:-
gaver., Dermed var det pdvist, at det var lykkedes Erlang at komme
ind p& spgrgsmél, der ikke var af speciel, men af meget generel
betydning. Og i vore dage er der virkelig et stort antal matema-
tikere, der beskaftiger sig med disse problemer, mens de opret-
holder en meget tzt kontakt med reprasentanter for anvendte tanke-
retninger. Herved opndr man en nasten ¢jeblikkelig korrigering af
formuleringen af opgaver af matematisk karakter og af anvendte
anbefalinger med henblik p& l¢gsningen af umiddelbart praktiske
behov.

Lad os standse op ved nogle af de opgaver, der vender til-
bage. I forbindelse med fremkomsten af automatiserede maskiner
og mekanismer i 30rne fik man mulighed for at palagge en arbejder
at betjene mere end &n maskine. Dette gjorde det muligt at ud-
nytte arbejdstiden mere rationelt, men samtidig skabte det en
forudsatning for maskineriets stilstand. Mens arbejderen bragte
et aggregat i arbejdsklar stand, kunne et andet g& i std. Her
befandt forskeren sig igen i en situation, hvor det var ngdven-
digt at tage hensyn til den kendsgerning, at de tidspunkter, hvor
maskineriet kraver arbejderens opmarksomhed, er tilfzldige, lige-
som ogsi varigheden af arbejdet med at bringe maskineriet i ar-
bejdsklar stand igen.

I begyndelsen af 40rne opstod der lignende opgaver inden for
kernefysikken i forbindelse med studiet af geigertzlleres fejl--
visninger og ved studiet af radioaktive spaltningsfznomener.
Senere forggedes mazngden af anvendelsesomrldder for den teori, der
startede med Erlangs undersggelser, som en snebold, - den fandt
anvendelse 1 produktionsplanlagning og handelsnet, ved driften af
datamater, kollektiv transport, lufthavne og havne osv.

I neste afsnit vil vi betragte et af disse eksempler lidt mere
indgiende. Forelgbig kan vi bemzrke, at matematiseringen af vor
viden og vort virke i betydelig grad henger sammen med, at livet
selv tvinger os til at s¢ge efter kvantitative (matematiske) model-
ler af de fenomener, vi studerer, og pé& basis af dem drage vigtige
videnskabelige og praktiske konklusioner.
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K®PSYSTEMER I VIRKELIGHEDEN OG
I TEORTIEN ‘ ’

Det moderne liv er nart forbundet med ngdvendigheden af at
regne med tidsspilde ved venten i forskellige slags kger. Vi ven-—
ter, ndr vi skal over gaden ved en lyskurv, ndr vi tager:imod
venner i en luféhavn} n&r vi tilkalder 1egevagten osv. Vi skal
vente i tandlegens ventevarelse og ved busstoppestedet, vente pi,
at en telefonsémtale g&r igennem, og at en artikel, der er indle-
veret til ‘et tidsskrift, bliver trykt.

Men vi kommer ogsd ud for k¢problemer i langt de fleste pro-
blemer i videnskabelig og praktisk virksomhed. N&r flodfartgjer
séjler gennem sluser, danner ‘der sig faktisk uundgdeligt kger sd-
vel i nederste som i gverste slusekammer. P& samme mide m& man i
en havn, der anlgbes af fragtskibe i langfart, regne med, at der.
miske ikke er ledig kajplads;i‘havnen, nir et beséeﬁt fart¢j an— - .
kommer, sa at det bliver ngdt til at vente, til der bliver'kaj-
plads ledig, som det kan anvende til lastning eller losning. I
store lufthavne er man hele tiden ude for, at der ankommer fleré-
" fly nesten samtidigt, og det er derfor ngdvendigt at. organisere

en k¢ for at undgd sammenstgd ved landing eller'étart. P et veQeri
. £&r. en veverske i.vore dage pdlagt opsyn med flere vaﬁestdle.
: Vaversken'skal-S¢rge fdr,“atghver,enkelt-arbejdetfrigtigt og,
om ngdvendigt, afhjelpe fejl. Men det kan ske (og det sker i
virkeligheden), at mens veversken er beskaftiget ved en vavestol,
g8r en anden (eller andre) i st. Som f@lge heraf mi den senest
standsede vavestol vente pd, at det bliver dens tur til at blive
betjent. Deh slags situationer opstdr ogsd i moderne regne-,
informations- og styreaggregater. For. eksempel, mens en maskine

er ved at modtage en information, kan ‘der opsts behov for, at den
ogsd skal modtage andre informationer. Som allerede sagt, en lig-
nende situation kom man for fg¢rste gang ud.for i opgaver i for-
bindelse med organiseringen af telefonsystemet og bestrzbelsen

p& en rationel udnyttelse af dé til rédighed stdende forbindelses-
linier og omstillingsudstyr.



_30_

Men en lignende situation kommer man ogsd ud for i viden= _
skabelig praksis - i kernefysik ved beregning af halveringstider,
i kosmisk strdlingsfysik, i biologi ved unders¢§elsen af overfgr-
sel af nerveimpulser osv. Det er ualmindeligt forskelligartede
spgrgsmdl, der opstdr i denne forbindelse: Hvor lang er ventetiden,
inden betjeningen pdbegyndes? Hvor mange enheder, der skal betjenes,
befinder der sig i kgen? Hvor tit bliver den betjenende enhed op-
taget? Hvordan kan man organisere betjeningen mere rationelt?

Vi vil nu diskutere lazgevagtens arbejde i en eller anden by-
del ud fra de synsvinkler, der interesserer os. Lagevagten mod-
tager opkald fra syge, der har brug for omgdende lagehjalp. Til
at betjene de syge pd grundlag af disse opkald er der lagehold
og biler. I tilfelde af at blot &t lagehold er ledigt, tager det
omgdende afsted til den opgivne adresse, og hjzlpen kommer hurtigt.
Men hvis alle lagehold er optagne, s& bliver den syge ngdt til
at vente pd hjzlpen. Hertil kommer, at det ikke er muligt at an-
give precist, hvor lang denne ventetid vil vare, eftersom man
ikke kan forudsige, hvor lange lagen er ngdt til at blive hos
den syge, som han begyndte at betjene tidligere. Desuden kan vi
bemarke, at opkald fra syge ikke indlgher pad faste tidspunkter,
men fuldstendigt tilfaldigt.

Indretningen af et lagevagtcenter skal altsd udfgres under
vilkdr, der rummer adskillige tilfszldighedsfaktorer, da vi hver-
ken kender antallet af opkald fra syge, eller tidspunkterne for
disse opkald, eller betjeningens varighed, dvs. den tid, som la-
gen anvender pd at lindre den syges tilstand. Og under vilkir,
praget af en sddan ubestemthed, skal vi pd forhdnd fastsatte det
antal leger, hjzlpepersonale og lagebiler, der er ngdvendigt,
for at de syge kan f& hj=lp i rette tid, og for at lange vente-
tider kun skal forekomme sjzldent. For i ethvert sidant tilfalde
kan forsinkelse af lazgehijazlpen jo f& alvorlige og til tider uop-
rettelige fglger.

Det er velkendt, at man i moderne naturvidenskab og pd& en
rakke vigtige anvendte omrdder i vid udstrakning anvender et in-
strument, der kaldes en geigerteller, til vurdering af intensi-
teten af kernestrdling. En af ejendommelighederne ved den mide,
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dette instrument fungerer pd, bestdr i, at en partikel, der er
havnet i talleren og blevet registreret, fremkalder et spandings-
fald i den, der en vis tid lukker instrumentet af og ikke gg¢r det
muligt at registrere andre partikler, der matte havne i talleren.
Denne 'dgde tid' afhanger i det hele taget af karakteren af den
‘registrerede partikel (iszr af stg¢rrelsen.af dens spanding), men
ofte ngjes man 1 kernefysikken med at antage, at denne tid er kon-
stant. Vi ser s8ledes, at en geigertallers udslag ikke giver en
sana forestilling om en str¢m af partikler, eftersom nogle af dem
overhovédet ikke registreres. Spgrgsmilet melder sig naturligt,
hvilke rettelser det er ngdvendigt at indfgre i mdleresultaterne
for at korrigere tallerens misvisning. Vi g¢r opmerksom pd; at
selve partikelstrgmmen er uregelmassig, og at tidsrummene mellem
. p4 hinanden f¢1§ende partikelforekomster er uafhangige tilféidige
stgrrelser. Vi befinder os pd ny i den situation, der Blev skil-
dret i det foregdende eksempel.

Det er ikke vanskeligt at anf¢re en mangde andfe'eksempler,
hentet fra de forskelligste virkefelter. Man kan beskrive opgaver
i forbindelse med skibe, der ligger stille ved sluser, biler ved
lyskurve, kunder i butikker ved kasser og diske osv. Det er vel-
kendt, at kger er blevet en virkelig plage i den moderne tilvarelse,
og at folk biuger en fglelig del af deres liv pi dem. I alle ver-
dens lande ggres studiet af kgdannelsens lovmessigheder nu til gen-
stand for alvorlig opmarksomhed. Vi kan allerede tale om,dannelsgn
af en matematisk kgteori, der har fundet vid anvendelse i tele-
kommunikationsteori, ved lgsningen af transportopgaver, organise-
ring af virksomheders arbeijde, i informationssystemer osv.

P& matematisk forskningsniveau m& man fgrst og fremmest pege
pd konstruktionen af modeller for en indgdende strgn af krav. Det
er sarlig vigtigt ligeledes at peqge p8 modeller, der i generelle
traek genqiverrejendommeligheder ved den virkelige dannelse .af
strgmme godt. For eksempel kommer man i mange tilfzlde ud for en
situation, hvor strgmmen af krav, der indtrader i betjeningssyste-
met, dannes af et enormt antal enkelte strgmme, der er indbyrdes
uafhezngige. Netop sdledes opstdr strgmmen af fragtskibe, der an-
lgber en bestemt havn. Den bestdr af strgmmene af skibe, der an-
kommer fra andre havne. Strgmmen af opkald til lagevagten dannes
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af strgmmene af opkald fra enkelte syge. Strgmmen af opkald fra
~“abonnenter, der indlgber til en telefoncentrals Bmstillingsbora,
-dannes -af opkald, der indlgber fra de enkelte abonnentef osv.

I vor tid har man bevist den almene sa@tning, at under meget
generelle vilkdr (et meget stort antal enkeltstrgmme, der er ind-
byrdes uafhangige, og som hver for sig bringer et meget 1lille bi-
drag i forhold til det samlede omfang) narmer en summeret strgm
.sig til en Poissonproces. Med andre ord kommer denne summerede
strgm tzt pd en strgm, der besidder fglgende to egenskaber:

1) Sandsynlicheden for, at der i lgbet af et tidsrum t féoregldr
n begivenheder, er 1lig

P_(t) = ‘Lrtl’!—ne“t
(her kan n antage verdierne 0, 1, 2, 3..., og t kan antage en vil-
kdrlig ikke-negativ vardi); 2) Inden for tidsrum, der ikke falder
helt eller delvist sammen, er de tal, der angiver indtraden af
begivenheder, uafhangige .tilfaldict.varierende stgrrelser.

Jeg har selv skullet behandle statistiske data for havneanlgb
af fragtskibe i langfart, indlgb af opkald fra alvorligt syge til
lzgevagten, for registrering af kosmiske partikler, der hévner pé
et bestemt stykke jordoverflade. I alle tilfzlde gav Poissonpro-
cessen en fortraffelig overensstemmelse med de faktiske data.

Den beskrevne model for dannelsen af en indgdende strgm af krav
er ikke den eneste, men den er vellykket.

Allerede i de fgrste arbejder om telefonbetjeningssystemer
begyndte man at betragte to typer krav, der indlgber i et system.
I systemer af den fgrste type vil et krav, der indlgber til be-
tjening og finder alle betjeningspladser optagne, stille sig i k¢
og vente s& lange det er ngdvendigt. S&danne systemer kaldes
ventetidssystemer. Skibe i en havn danner netop et vente-=
tidssystem. - I systemer af den anden type vil et krav, der finder
alle pladser allerede optagne, omgdende forlade systemet og ikke
vende tilbage til betjening. Denne type systemer kaldes afvisnings—
systemer. Herindunder hg¢rer geigertalilerens funktionsmide. De to
naevnte systemer adskiller sig ikke blot fra hinanden ved teknicke
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detaljer, men ogsd ved karakteren af de opgaver, ‘der opstdr ved
studiet af dem. Faktisk er den gennemsnltllge ventetid fgr betje-
ningens pibegyndelse s2rlig vasentlig for at vurdere betjeningens ’
kvalitet i et ventetidssystem, men for afviklingssystemer har
denne stgrrelse ikke den mindste betydning. ‘Her er det vigtigt at
angive en anden stgrrelse - sandsynllgheden for, at et nyindlgbet
krav gdr tabt i betjeningssystemet ;

I de seneste 3r kommer man ud for stadig mere forskellig-
artede situationeér, hvilket h@nger sammen med, at der er sket en
udvidelse af den kreds af praktiske opgaver, tll hvis l¢sning man
er begyndt at udnytte den matematiske kg#teori. Det har vist sig,
at systemer med tab og med ventetider blot udggr en del af andre,
ikke mindre interessante betjeningssystemer, - systemer med be-
greznset ventetid, med begranset opholdstid, systemer med begranset
antal ventepladser osv. Mange nye spgrgsmil er opstaet i forbin-
delse med studiet af de situationer, der opstdr ved projekteringen
af informationssystemer oq ligeledes ved samtidig lgsning af flere
- opgaver pd én datamat.

Opgaver i forbindelse med proyektering og udnyttelse af betje-
ningssystemer indgdr som en vigtig del i en ny matematisk disciplin
p& et anvendt plan - operationsanalyse
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MATEMATISKE MODELLER 7~

Fgrend man kan gg¢re et eller andet naturfanomen ellef en
gkonomisk eller teknisk - i det hele taget en hvilken som helst -
proces til genstand for matematisk behandling, er det ngdvendigt
at forenkle det, dvs. af den samlede mangfoldighed af egenskaber,
der er typiske for fanomenet, kun at udvalge dem, hvis indflydelse
skal studeres; at fremsatte visse antagelser om de forbindelser,
der virker i det, og om dets vekselvirkning med andre fanomener.

selvfglgelig kan man foresld mange modeller for et og samme
fznomen. Videnskabens historie har overleveret os et uhyre antal
eksempler p& dette. Hvis vi tager optikken som eksempel, s8 har
man her beskaftiget sig med flere modeller for lys, - den korpusku-
lzre teori, bglgeteorien, den elektromagnetiske teori. For disse
er der blevet udledt talrige lovmessigheder af kvantitativ art.
Hver af disse modeller kravede sin egen matematiske metode og
tilsvarende matematiske midler. Den korpuskulare optik udnyttede
midler fra euklidisk geometri og ndede frem til at udlede lovene
for lysets spejling og brydning. Bglgemodellen inden for lysteori
kravede nye matematiske ideer sivel for at komme frem til allerede
kendte resultater som for udledelsen af nye. Udelukkende gennem
beregninger opdagede man nogle resultater, der angdr lysets diffrak-
tion og interferens, som tidligere ikke var blevet iagttaget gen-
nem eksperimenter. Geometrisk optik, der h¢rer sammen med den
korpuskulare model, viste sig magteslgs her. S&ledes fik man yder-
ligere argumenter til fordel for bglgeteorien.

En model for et fanomen er ikke identisk med fznomenet selv,
men giver kun en slags tilnarmet forstielse af det. En sddan model
kan forekomme meget grov, men ikke desto mindre kan den give en
fuldt tilfredsstillende tilnazrmelse til virkeligheden. Vi kan
taznke pi, at celest-mekanikken fra Laplaces tid er giet ud fra
en model for solsystemets indretning, hvor planeterne og solen
udggr materielle punkter med tilsvarende masser, og hvor der mellem
dem hersker gravitationskrafter ifglge loven
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hvor Fl,2 er gravitationskraften mellem himmellegemerne I og II
med masserne m; og m, og en-indbyrdes afstand lig r; f er den kon-
stante gravitation. De materielle punkter, der modellerer plane-
‘terne, er anbragt i deres tyngdepunkter.

Hvor grov en s&dan model end er ved fgorste blik, s& beskriver
den doé fuldt tilfredsstillende planeternes bevagelser og giver
mulighed for at forudsige deres indbyrdes positlon P4 himmelhvalvet.
'Yderligere har den i de sidste hundrede ar to gange gjort det
Amuligt gennem beregninger at forudsige tilstedeverelsen af ukendte
planeter, der hidtil ikke var blevet iagttaget af astronomerne.

" Med udgangspunkt i uregelmessigheder i bevagelserne af de yderste
planeter i solsystemet fremsatte man den antagelse, at de var frem-
Akaldt af tilstedeverelsen af endnu en planet. Ved at sammenholde

. de faktiske afvigelser med dem, der fremkom, hvis man antog eksi-
stensen af endnu en planet, lykkedes det at beregne . den ukendte
masse, afstanden’ til sélen og positlonen p& himmelhvalvet pa et
bestemt tidspunkt S&ledes blev planeten Neptun opdaget i 1846

som resultat af beregninger, udfgrt uafhenglgt af hinanden og
samtidigt af Le Verrier og John Adams. Tilsvarende beregninger,
udf¢rt af Bernard Lowell, f¢rte til opdagelsen af solsystemets
niende planet der fik navnet Uranus.

Denne model. tjener fortsat vor erkendelse- fortraffeligt ogsid
nu, da udforskningen af verdensrummet er ved at begynde. Men heraf
f¢lger ingenlunde, at den vil vare tilstrakkelig i alle situatio-
ner, der vil opstd for videnskaben. Uden tvivl findes der allerede
nu opgaver, hvor denne oprindelige model for celest-mekanikken er
utilstrakkelig og enten kraver modernisering eller fuldstandigqg
revision. sdledes kunne den newtonske model for solsystemets op-
bygning allerede i begyndelsen af vort &rhundrede ikke forklare
uregelmessigheder i planeten Merkurs bevagelser. Det var Albert
Einsteins dengang nye specielle relativitetsteori, der gjorde det

muligt at finde forklaringerne herpa.
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Det kan meget vel ske, at flere modeller med forskellige
udgangspunkter kan beskrive et fanomen lige tilfredsstillende. = ---
Sadvanligvis er dette kun tilfaldet indtil visse grenser, hvorfra
den ene af dem viser sig at mitte foretrakkes. Indtil dette punkt
er der ikke grundlag for at foretrazkke den ene model fremfor den
anden {(medmindre der er et klart fortrin af fysisk karakter ved
den ene model fremfor de andre). De har alle lige eksistensberet-
tigelse. Men fra det @jeblik, da et nyt fanomen fravsamme omrade
ikke falder tilstrzkkelig godt sammen med modellernes forudsigel-
ser, md man opgive dem og erstatte dem med nye, der bedre afspejler
tingenes natur. Samtidig behgver de gamle modeller endda ikke at
blive fuldstzndigt forkastet, men de kan beholdes i videnskaben
til begraznsede formdl inden for de granser, hvor de g¢r det muligt
at opnd tilfredsstillende resultater.

Skabelsen af en matematisk model er et vigtigt skridt 1 erken-
.delsen, eftersom den g¢r det muligt at formulere vores forestillin-
ger pracist om, hvordan det fznomen, der interesserer os, forlgber,
og hvilke forbindelser, der virker i det. Vi opregner de antagel-
ser, vi tager som udgangspunkt, og under eksperimentel kontrol
eller ved at sammenligne processens virkelige forlgb med det for-
udberegnede ifglge en teori, der baserer sig pd den konstruerede
model, fir vi mulighed for at undersgge indflydelsen fra hver af
vore tilgrundliggende antagelser.

Jeg vil her standse op ved et illustrativt eksempel i for-
bindelse med l¢sningen af en ukompliceret ingenigropgave. I for-
bindelse med den betydningsfulde rolle tekniske systemer spiller
i samfundslivet, tillzgger man en forggelse af tekniske produkters
pdlidelighed stadig stgrre betydning. Dette opndr man pd mange
mider, - en af dem er reservesystemer. I et system indfg¢res der
ekstraelementer, uden hvilke det kunne klare sig, med et eneste
formil - at de trader i funktion i det ¢jeblik, da systemets grund-
laggende element svigter. En bils reservehjul er netop et sadant
reserveelement. Hbis elementet, der svigtede, yderligere sendes
til reparation og efter reparationen vender tilbage som reserve,
sd kaldes systemet et reservesystem med genoprettelse. Man siger,
at et reservesystem med genoprettelse svigter, hvis det grundlag-
gende element og alle reserveelementer er i ikke-funktionsdygtig
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stand. Den opgave, der opstod i denne forbindelse, bestod i fglgende:
Hvor meget forgger et reservesystem med genoprettelse det tids-
' rum, et system fungerer uden at svigte?

Det er klart, at en opgave, der er formuleret siledes, er
det endnu ikke muligt at lgse, eftersom vi egentlig endnu .jikke ved
noget. Vi har endnu ikke en basis, hvor?é‘vi kan bygge logiske
‘overvejelser og udlede formler til brug for ingenigrmessige be-
regninger. Det er klart, at en model ikke skal vare grebet ud af
luften. Dens grundlag skal vare iagttagelser og ingenigrmassig
intuition. Som resultat af langvarige diskussioner har man nu ved-
taget denne model: 1) Det tidsrum, ‘et element i systemet fungerer
-uden at'svigte, er en tilf&ldlgt varlerende stgrrelse med en vis
sandsynllghedsfordellng, 2) De tidsrum, elementer fungerer, der
bliver koblet ind efter hinanden, er uafhangige tilfzldigt varie-
rende stgrrelser; '3) Det opdages-omgdende, hdr et element svigter;
4) Et elemeént, der svigter, bliver omg&ende sendt til reparation;
5)“Reparationens-varighed er en tilfaldigt varierende stgrrelse
med en vis sandsynlighedsfordeling; 6) Hvis der findeés blot &t
funktionsdygtigf element, finder der en omgéendé udskiftning sted
af det svigtende element med det’ funktionsdygtige; 7) Et repareret
- element indgdr omgdende i reserven; 8) Reparationens varighed
afh#nger ikke af, hvor lange elementets funktionsdygtige periode
strakte sig; 9) Reparationen genopretter elementets edenskaber
fuldtud. ) '

Den netop beskrevne model kan-tjene som udgangspunkt for at
‘opnd de ngdvendige konklusioner. Nogle af dens punkter vil kunne
fremkalde utilfredshed og et gnske om at erstatte dem med mere
-realistiske. Men dette tager vi op lidt senere, her vil vi blot
‘anfgre en simpel konsekvens, udledt af den anfgrte model. Hvis
vores system bestdr af et virksomtvelement og et reserveelement,
der befinder sig i kold (ubelastet) reserve, si hanger det gennem-
" snitlige tidsrum T, som et system fungerer uden at svigte, sammen med
det gennemsnitlige tidsrum a, et enkelt element fungerer uden at
" svigte, efter fplgende formel’

G(x)dF(x) o .

- e LI PR

= 1, =
T ety s -

OHS

* se note side 71, af Jgrgen Larsen.
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Storrelsen v's virkelige betydning er simpelt hen sandsynligheden
“'for, at varigheden afﬁﬁenoprettélsen viser sig at vare mindre end
“det tidsrum, et element fungerer uden at svigte. Jo mere y narmer
sig 1, jo stg¢rre bliver T. Dette:kan man opnd pd to méﬁer, enten.
ved at forgge det gennemsnitlige tidsxum, et element fungerer uden
at svigte, eller ved at formindske reparationens varighed.

I den af 08 anfg¢grte model kan punkterne 4, 7 og 9 fremkaldé
serlig stor utilfredshed. Vi ved jo faktisk, at hver udskiftning
af et defekt element med et funktionsdygtigt kraver nogen tid til
reparationen, og at et element aldrig genvinder sine egenskéber
fuldtud. Det er velkendt, at det gennemsnitlige tidsrum en repare-
ret bil fungerer uden at svigte kun udggr ca. 60% af det tidsrum
en ny bil fungerer uden at svigte. Man kan &ndre disse punkter i
modellen og dermed gg¢re modellen og de resultater, der kan opnis
_ pA grundlag af den, noget mere komplicerede. Men i mange tilfzlde
beskriver ogsd den model, vi har beskrevet, fuldt tilfredsstil-
lende den virkelige situation og giver mulighed for at udlede
formler, der er nyttige i praksis.

I vor tid benytter man sig i vid udstrazkning af matematisk
modelbygning, ndr det er yderst 1idt, der er kendt om et fanomens
fysiske struktur. I si& fald bygger man en hypotetisk model, og pid
grundlag af den udleder man konsekvenser, der er tilgangelige forxr
iagttagelse. Det er klart, at sddanne hypotetiske modeller ofte
viser sig ikke at svare til erfaringerne. I s3 fald lever de ikke
lange, men dgr hurtigt bort til fordel for andre modeller, der til-
lader en mere pracis erkendelse af tingenes natur.

Verdien af hypotetiske modeller er uomtvistelig, - de akti-
viserer tankens arbeijde, leder eksperimentatorer til nye eksperi-
menter, tillader en fremtrengen i erkendelsen af verden omkring os.
Videnskabens historie viser, hvor stor en rolle videnskabelige hypo-
teser og matematiske modeller af fanomener, konstrueret pd grund-
lag heraf, har spillet. Vi k&n blot tenke pd8 Kopernikus' hypotese
om solsystemets opbygning. Vi kan desuden tanke pd& den model af
atomets opbygning, der blev foresldet af Rutherford. Denne model
gik ud fra den tanke, at et atom er opbygget omtrent pd samme mide
som solsystemet, - rundt om atomets karne kredser elektroner.
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* Selve modellen viste sié utilstrazkkelig, og videnskabens videre
udvikling har fejet den bort, men den fremkaldte mange videnska-
belige unders¢gelser, - der har fgrt frem til moderne atomfysik og
til de fgrste skridt p& vejen til erobringen af den energi, der

ligger gemt i atomets indre.

I vor tid er det blevet padtrangende ngdvendigt at rette ser-
lig opmarksomhed mod konstruktionen af matematiske modeller for
Siologiské og sociale fanomener. De er sardelés komplicerede, og
til studiet af dem har man brug for alle mulige metoder, der er
udarbejdet i videnskaben. S&danne problemer som studiet af tanke-
09 hukommelsesprocesser kraver ikke blot iagttagelser, men ogsd
kqnstrukéion af matematiske modeller for pd grundlag af dem gen-
nem logiske konklusioner at udlede konsekvenser, med hvis hijzlp
‘man kan d¢mme ‘om en teoris kvantitative sammenfald med eller af-

vigelse fra erfarlngerne.
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MATEMATIRKEKEN -,
VIDENSKABENS SPROG
Tilsyneladende blev der fgrste gang talt tydeligt og klart
om matematikken som videnskabens sprog for nasten 400 dr siden af
fortidens store naturvidenskabsmand Galileo Galilei. Filosofien ex
skrevet 1 en storsldet bog - naturen, - skrev han, - som altid er
4ben for alle.og enhver. Men forstd den kan kun den, der har lert
.at forstd dens sprog og de tegn, den er skrevet med. Den er skre-
vet pd matematikkens sprog, og dens tegn er matematiske formler.
Uden tvivl har videnskaben siden da opndet enorme resultater; og
matematikkens rolle er vokset umddeligt. Mange resultater inden
for teknik, gkonomi, naturvidenskab og produktionsplanlaegning
ville simpelt hen have varet umulige uden en udstrakt udnyttelse
af matematikken og dens metoder. En af nutidens stgrste fysikere,
Werner Heisenberg, har karakteriseret matematikkens plads inden
for moderne teoretisk fysik sdledes: 'Det fgrste sprog, som man
udarbejder under den videnskabelige tilegnelse af fakta, er inden
for teoretisk fysik normalt matematikkens sprog, nemlig et matema-
tisk skema, der g¢r det muligt for fysikerne at forudsige resulta-
terne af kommende eksperimenter.'

Til kommunikation og til at udtrykke deres tanker har menne-
skene skabt et gtorartet middel - det levende dagligsprog og dettes
skriftlige modstykke. Sprog forbliver ikke uandret gennem tiderne,
men tilpasser sig til livsvilkarene, g¢r ordforrddet rigere, udar-
bejder nye midler til at udtrykke de fineste nuancer 1 tanker og
menneskelige fglelser. Og ikke desto mindre, til trods for hele dets
fleksibilitet og alsidighed, viser det sig i en razkke tilfzlde at
vare et utilstrakkeligt og tilmed et utilfredsstillende kommunika-
tionsmiddel. Forskellige virkefelter udarbejder s& at sige deres
egne sprog, der er specielt egnede til at give pracist og kortfat-

“tet udtryk for tanker, handlingsmgnstre, regler for opfgrsel, der
er typiske for bestemte former for menneskellg aktivitet. Jeg vil
anfgre et mindre eksempel.
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. Ved udleveringen af en arbejdsobgavg pd fremstillingen af
en eller anden genstand begraznser teknikere sig aldrig til en
beskrivelse udelukkende i ord. Til precisering af mdl, former
og andre sa&rlige forhold ved genstanden er fgrst og fremmest en
arbejdstegning uundverlig. Til en vis grad er en arbejdstegning
det sarllge sprog, der er egnet til v1dereg1velse af information
fra konstrukt¢r til ud¢ver Den tillader ikke forskellige for-
:tolkninger, og den ggr det muligt i anskugllg form at videregive
en stor mangde oplysninger, der er uundvarlige for arbejdets vel-
lykkede udfgrelse. Denne form for kommunlkatlon er langt mere
praktisk og gkonomisk end den sadvanlige sprogllge, eftersom en

sproglig beskrivelse af en blot lidt kompliceret konstruktionsop-
_gave ville vare 1 den grad omstzndelig, at forfatteren selv kunne
lgbe sur i den. En arbejdstegning har endnu et ‘afgjort fortrin, -

..enhver spec1alist kan lzse den uden vanskeligheder, selv hvis han
ikke behersker konstrukt¢rens modersmal

I Qidénskéb er klarhed og pracision i en tarkes udtryk sar-
lig vigtigt. Videnskabens sprog md ikke skabe yderligere vanske-

"ligheder ved modtagelsen af den meddelte information, men det skal
overbringe ideer og fakta i en entydig form, der ikke tillader

. forskellige fortolkninger. Uden dette krav kan der ikke vare nogen
videhskab som et system af kuﬁdskaber, og der kan ikke vare nogen

"sikkerhed for, at en bestemt pdstand eller antagelse ikke er ble-
vet forvansket ved fofmidlinéen af en meddelelse eller under- en
diskussion.'Det er ligeledes ng¢dvendigt at forudse alle mulige

" udfald og ikke tillade andre muligheder end dem, der behandles.
ﬁn'vidénskabelig'fremstilling skal vare kort og helt bestemt.
Netop derfor ef videnskaben forpiigtet til at udarbejde sit eget
sprog, der er i stand til med maksimal pracision at videregive
dens typiske eaendommeligheder. Vi kan tenke pd8, hvor klart og
lakonisk kemiske formlers sprog er. Det gg¢r det muligt for kemi-
"kere 1kke blot at nedskrive kemiske processers forlgb, men ogsi
at forudse mulige forbindelser. Imidlertid udbreder dette sprog
sig ikke, trods al sin vigtighed, til andre kundskabsomrider.

‘T denne henseende er matematikkens sprog i besiddelse af stgrre
universalitet. Louis de Broglie har givet glimrende udtryk for
dette: '...hvor det er muligt at anvende en matematisk angrebs=
mi&de p& problemerne, er videnskaben tvunget til at benytte sig af
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et sarligt sprog, et symbolsk sprog, en slags stenografi af dén
abstrakte tanke, hvis formlér, ndr de er -skrevet korrekt ned, %%:
tilsyneladende hverken giver plads for nogen ubestemthed elleril,
for nogen upracis fortolkning.' . : .

Vi bemazrker, at matematisk symbolik ikke blot ikke givef
plads for uprazcise udtryk for tanker og en udflydende fortolkning
af det skrevne, men den ggr det tilmed muligt at automatisere
gennemfgrelsen af de handlinger, der er ngdvendige for at n& frem
til konklusioner. Lad os betragte fglgende enkle eksempel. Ved
mange vigtige spgrgsmil inden for geodasi,. bygningsmekanik, fysik
og gkonomi fgrer deres matematiske formulering til ngdvendigheden
af at lgse systemer af lineare algebraiske ligninger med et til-
svarende antal ukendte. Ved hjalp af tilvant algebraisk symbolikv-
udferes de ngdvendige handlinger efter bestemte regler, og hvis
der ikke er mange ligninger, s& frembyder l¢gsningen af dem ikke
nogen som helst vanskeligheder. Desuden er det ikke ngdvendigt
hver gang at udfgre sarlige rasonnementer, - de er udfgrt en
gang for alle for ‘alle lignende systemer. Anvendelsen af et sat
standardregler gg¢r det muligt at gennemfgre lgsningen af enhver
sddan opgave uden principielle vanskeligheder.

Vi kan nu forestille os, at vi ikke har det matematiske
symbolsprog, og at vi kun har almindeligt dagligsprog til vores
rddighed. I denne situation befinder alle de sig, der for eksempel
skal l¢se algebraiske opgaver med aritmetiske midler. Herved opstir
der omgdende ungdvendige komplikationer. Hver opgave bliver til
et sarligt problem, for hvilket det er ngdvendigt at udarbejde et
specielt system razsonnementer. Det allerenkleste spgrgsmdl kraver
allerede en betydelig intellektuel anspandelse. Vi kan tanke pi,
hvor enkelt det er at lgse komplicerede aritmetiske opgaver, nir
man udnytter den simpleste algebraiske symbolik til ligsningen, og
hvor kompliceret det er at lgse dem pd rent aritmetisk vis. Og vi
har jo kun betragtet en af de enkleste opgaver, som man til sta-
dighed kommer ud for bide i teori og i praksis.
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Matematisk symbolik ggr det muligt at sammenpresse informa-
tion, nar den skrives ned, at ggre den let overskuelig og bekvem
til viderebehandling. Dette vedrgrer hele matematikken pé alle
dens omrdder. For eksémpel kan omfattende sfatistiSke oplysninger
ved hielp af tabeller og approksimerende fordellnger presses sammen

i1 en linie eller en kort tabel.

I de seneste Sr er der fremkommet en ny retning i udviklin-
‘‘gen af formelle sprog i forbindelse med edb-teknikken og uényttel-
sen af edb-maskiner til styring af produktionsprocesser,Ainforma—
tionssystemer og télekommunikatioﬁslinier, og ligeledés til 1l¢sning
af gkonomiske og organisatoriske opgaver. Det er ngdvendigt at

" kommunikere med maskinen, det er n¢dvendigt'a§ give den mulighed
‘for hvert gjeblik selvstandigt at udvelge den rigtige handling
under de givne betingelser. Men maskinen forstir ikke almindelig
menneskelig tale, det er ngdvendigt at fgre dialog med den p& et
sprog, den forstér. Dette sprog m& ikke tillade forskellige for-
tolkninger, ubestemthed, utilstrakkeligheéd eller overdreven re-
dundans i den meddelte information. I vor tid har man udarbejdet
en rakke formelle sprog, ved hvis hjazlp en maskine entydigt opfat-
ter den meddelte‘informaﬁion og handler under heﬁsyn til den fore-
'liggende situation. Det er klart, at selve styringsprocessen ikke
‘blot udfgres ved hj=lp af de-formeilg'spfog, men i fgrste rakke
'pé basis af en matematisk model, der er udarbejdet for selve fano-
" menet. Det er disse to faktorer, der gg¢r edb;maskiner til et sd

" fleksibelt middel ved udfgrelsen sdvel af meget komplicerede be-
regninger som af rakker af logiske operationer.‘

‘Det er nu naturligt at stille sig'selv fplgende sp¢rgsm51.
F¢rer udnyttelsen af formaliserede sprog og videnskabernes matema-
tisering ikke til en hendgen af det almlndelige sprog i videnska-
belige unders¢gelser og i folks praktiske kommunikation. Svaret
md blive negativt, eftersom sdvel formelle séroé og med dem mate-
matikkens symbolske sprog, som ogsd vores daglige sprog: kun har
begraznsede muligheder. Hvert af dem har sine starke og svage sider.
Som resultat er enhver videnskabsgren tvunget til at benytte bade
symbolsk og almindeligt sprog. For at fglge samtalepartnerens tanke
o1 alle enkeltheder er det ikke tilstrakkeligt blot at have et mate-
matisk formelsprog, - det er ogsé nwdvendigt med forklaringer,
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fremfgrt p& almindeligt dagligsprog. Formelsprog er fortraffeligt
:egnet til -at drage logiske konsekvenser af de premisser, man star-
ter med, men det kan ikke fpre os ud over graznserne for allerede
velfunderede bééreber og forestillinger. P23 et matematisk sprog er
det imidlertid umuligt at drage vidtgdende analogier (det kan dog
vare nyttigt for at komme frem til dem) eller uventede induktive
konklusioner. S3ledes forvandler dets styrke sig til en vis grad
til en svaghed. Ogs& her f&r det hj=lp fra det almindelige, ufor-
maliserede sprog med dets uudtgmmelige rigdom af nuancer og mulig-

heder.
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KILDERNE TIL MATEMATIKKENS

'BETYDNING FOR ERKENDELSERN

Nu er det naturligt at spgrge sig selv, hvori matematikkens
betydning for erkendelsen bestér. Hvorfor udnyttes en videnskab
der 1kke er umiddelbart forbundet med bestemte naturfenomener eller

. med tekniske processer, med stort udbytte af disse og g&r éndog

over til at blive en af de grundlaggende forskningsmetoder’

Hvad skyldes det endelig, at matematiske metoder i forskellige
historiske epoker har vist sig nyttige til i praksis fuldstandig
forskellige opgaver, idet de bringer bestemthed og pracision ind
i yderst uklare situationer?

Delvise svar pd disse, sp¢rgsmal er allerede givéet i det
forudg&ende, meén vi v11 nu diskutere dem lidt mere indgéende. .

Fprst og fremmest vil vi bem=rke, at matematikkens udvikling
altid har veret tat forbiihdét méd de praktiske behov, der i for-=
skellige epoker optog samfundet. Ofte passede nye praktiske op-

_gaver ikke ind i de allerede udarbejdede skemaer og l¢sningsme-

todef¥. Til og med fandtes der endog undertiden -ingen begreber i
matematikken, ved hjzlp af hvilke det ville vaere muligt at beskrive

. de stiuderede fanomener tilstrakkeligt tilfredsstillende. Og sé

var dét kun.nogle f3 monmenter; der i forste rakke interesserede
matematikeren, -~ kvantitative @&ndrinder, der har férbindelse
med forlgbet af det studerede faznomen; rumlige former; logiske
forbifidelser mellem fenoméher eller mellem deres karakteristika.

Nir en matématiker giver sig til at lgse en eller anden

. bestemt opgave inden for naturvidenskab eller i forbindelse med

hverdagslivet, er han tviinget til at abstrahere fra en mangde
ejendommeligheder ved det givne faznomen 09 kun konceritrere sih
opmerksomhed pd nogle af dem. Ved studiet af planeternes bevagelse
i solsystemet er det, der i fgrste rakke interesserer os, at an-
give deres position pd himmelhyélvet pd et eller andet bestemt
tidspunkt, de andre planeters og Solens indflydelse pi karakteren
af den givne planets bevagelse osv. Vi bygger en model for sol-

' systemets bevagelse, og i denne model studerer vi de spgrgsmil,

der interesserer os. Men enhver model medfgrer en uundgdelig 4 E
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abstraktion fra det sande billede af fznomenet og en ombytning af
studiet _af det med studiet-af modellen. Tilsvarende skabes ogsd
matematiske begreber ud fra bestemte modeller for virkelige fanomener.

Sidenhen viser det sig, at et indfért begreb er nyttigt
ikke blot i den givne enkelte opgave, men ligeledes i en rakke
andre, der midske rent fysisk adskiller sig skarpt fra den oprinde-
lige. Dette begreb fir stor betydning, og man begynder at tildele
det ¢gget opmerksomhed. Ligningsbegrebet dukkede op for meget lange
siden. I hvert fald i Oldtidens Babylon kunne man konstruere 69
lgse systemer af to eller tre fgrsteqradsligninger med to eller
tre ubekendte. Der skulle g8 mange &rhundreder, fgrend man blev op-
merksom p&, at lgsning af ligninger var vigtigt for en mangde for-
skellige opgaver, og at det var n¢gdvendigt at skabe en teori for
lgsningen af dem og dermed gg¢re sig fri af den trattende gentagelse
af de samme rasonnementer i forskellige anledpinger. '

Her bg¢r fglgende bemzrkes. Menneskeheden gdr gradvist frem
i sin erkendelse af verden omkring sig og fgjer portion efter por-
tion til sine allerede erhvervede kundskaber. Ethvert fznomen er-
kendes ikke i1 hele dets kompleksitet. Erkendelsen bevager sig i
enkelte trin og enkelte etaper, og hver generation har noget at
tilfgje til det, der allerede er kendt, og kan pracisere tidligere
erhvervede kundskaber. Denne omstzndighed forer til, at matematiske
metoder og forestillinger, der var fuldt tilstrakkelige pd en be-
stemt etape i erkendelsen af et fanomen, kan vise sig - og som
regel viser sig - utilstrzkkelige pd en ny etape i denne.

Vi vil illustrere det sagte med fglgende eksempel. I slutningen
af forrige &rhundrede opfandt man flyvemaskinen, og der opstod
den opgave at studere dens bevagelse i flugten. Hvilke krafter
virker pd en flyvemaskine i flugten, hvorfra kommer dens kraft
til at stige til vejrs, og hvordan kan man beregne den, hvorledes
afhenger flyvehastigheden af vingernes og stellets form? Disse og
hundredvis af andre spgrgsmd3l dukkede op allerede, da flyvemaskine-
bygningen var i sin spade begyndelse. De hang ikke sammen med men-
neskets rendyrkede passion efter at le®re det ukendte at kende, men
med en daglig ngdvendighed. I fuldt omfang meldte opgaven sig at
skabe en teori for flyvning med apparater, der er tungere end luften,
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- vel at marke en teori, der ville gpgre det muligt at forudbéregne
_ deres opfgrsel under flyvning pd forhidnd, inden den pigazldende
fiyvemaskine blev bydget. :
t De tilvante metoder til lgsning af mekaniske opgaver, udar-
bejdéde af fortidens store videnskabsmend - Newton, Lagrang,
v“Laplace og éndre, var utilstrazkkelige, og det var ngdvendigt at
Sdge‘nye vejeé og nye angrébsméder,.pette problem greb manhge for- -
skere, blia. N.E. Zjukovskij. Meget snérf fremkom der en rakke
resultater, der gik ud fra-den antagelse, at luft er 'en ideal va-'
ske. Erfafingen viSte, af denne antagélse var fuldt tilffedsStil-
lende for de hastigheder, man havde ndet dengang. Siledes blev
grunden lagt til den nye videnskab aerodynamik. Det er 1ndlysende,
at forskerne gjorde sig ganske klart, at luft langtfra er.nogen
ideal veske. og isar at den er komprimérbar. Men specielt orga-
niserede eksperimenter og iagttagelser viste, at ved flyvehastig-
‘heder inden for 200-300 km, 1 timen var 1uftens kompressibilitet
4uv&sentlig, 'og den kunne lades, ude af betragtning. Men efterhanden
som flyvehastigheden voksede, ophgrte hypotesen om den ideale va-
ske at tilfredsstille praksis langere, og den gamle teori f¢rte
til alvorlige afvigelser fra den virkellge situation. Som resultat
blev det_n¢dvehdrgt-at gé‘bort~fra'de gamle pramisser og opbygge
en ny aerodynamik, hvor ‘det skulle vaere muligt at gd bort fra
hypoteseﬁ-om den ideale Qaske'og betragte luft som en virkelig,
koﬁprimefbar vaeske. Naturligvis mitte man sémtidig forny det
benyttede matematiske apparat vesentligt.

Aerodynamikkens fremskridt er ikke standset her, og fartens
overskridelse af den sdkaldte lydmur kravede en ny fuldkommeﬁg¢relse‘
af teorien og nye matematiske forskningsmidler. Herved har alle
parter vundet - flyvemaskinebygnihgens praksis, aerodyhamikken og
matematikken. De metoder, der nu er udarbejdet inden for aerodyna-
mik og maéematik, g¢r.det muligt p4 forhdnd at gennemregne mange
konstqutiohsvarianter og forud for noget eks@eriment og for byg-
ningen af en flyvemaskine og endog af en model -af den, og -dermed
ogsd forud for prmveflaningen, at forkaste en mzngde mulige kon-
‘struktioner. Siledes har flyvehaskinebygningens.praksis vundet.
.Aerodynamikken, der er blevet voksen gennem sine ansvarsfulde op-
*gaver, er kommet i besiddelse af sédanne effektive metoder, der
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tillader lgsningen af en mengde opgaver sdvel inden for flyvemaski-
nebygning som pd andre praktiske omrider. I s@rdeleshed har man —
fidet mulighed for at _foretage beregninger for rumraketter og for.
at styre deres flugt. Matematikken blev fgrt til at formulere eh:
rakke spgrgsmdl, der ikke ville vare dukket op uden indflydelsen
fra aerodynamikken. Sggen efter svar p4 disse spgrgsmil forte til
udarbejdelsen af en razkke nye kapitler inden for matematikken.

. Vi er nu i1 stand til at ggre delvis status og at svare pi
de spgrgsmdl, der stAr foran os. Hvori ligger da &rsagen til mate-
matikkens betydning for erkendelsen? Hvad skyldes det, at matema-
tikken, efterh&nden som den udvikler sig, og efterhinden som den
bliver mere abstrakt og generel, kommer i besiddelse af nye mulig-
heder for at erkende verden omkring os?

‘Der er mangé 4rsager til dette. Fgrst og fremmest anser jeg
det for ngdvendigt at pdpege, at matematisk. abstraktion ikke fore-
gir Vilkérligt, men pd basis af allerede erhvervede kundskaber og
skabte begreber, pd basis af de krav, som praksis stillede i for-
tiden. Nye, mere geﬁerelle begreber konstrueres siledes, at de gam-
le, der har vist deres berettigelse, kan indgd i dem som naturlige,
meget enkle tilfaldé, og sdledes at -de omfatter -det,. som de gamle
begreber ikke var i stand til at inkludere, Samtidig med at de
matematiske teorier bliver mere generelle, udelukker de dog p& denne
mdde heller ikke de forskningsobjekter, som de studerede tidligere.
S&dan var det tidligere. Vi kan tanke pd andringen i talbegrebets
indhold, - hele tal inden for granserne af nogle enheder, hele
rxkken af positive tal, rationale brgker, de enkleste irrationale
tal, hele mangden af - reelle tal, komplekse tal. I en sddan situa-
tion bliver matematikkens begreber mere fleksible og i stand til
at omfatte en bredere kreds af objekter. Samtidig fir matematiske
teorier betydeligt stgrre anvendelsesmuligheder, eftersom en stgrre
kreds af objekter falder ind under omrddet for deres generaliserede
reglers gyldighed.
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Endvidere bgr det bemarkes, at hver géng matematiske midler
viser sig.utilstrakkelige til studiet af de fznomener, der er af
interesse i praksis, sg¢ger videnskaben og finder fg¢r eller senere
- nye midler, .der er i.stand til bedre, mere fuldstandigt og pracist
at beskrive disse fanomeners egenskaber og e]endommeliqheder.

Som resultat bliver matematikken og dens forskningsmidler ikke
taende_pa stedet, men er .til stadighed underkastet en»proces af
fulastandigg¢relse, berigelsé og- fofnyelse. Og i denne fornyeises—

proces spiller praksis en betydeiig, for ikke at sige afgérenée

rolle. Vi kan et gjeblik mindes den beinzrkeisesvardige periode for
. grundlaggelsen af matematisk fysik der begyndte i det 18. &rhund-
_rede. Dengang lagde Daniel Bernoulli grunden til matematisk hydro-

: .dynamik og Leonhard Euler til teorien for faste 1egemers bevagel-

ser. Senere grundlagde J:.-B.-J: Fourier den matematlske varmeteorif
og A.-L. Cauchy grundlagde elastlcitetsteorlen. De tilvante mate-

. matiske forskningsmidler viste sig utilstrakkelige, og denne

- forskning lagde.selv grunder til en yderst hurtig udvikling af

.. teorien for partielle differentialligninger af anden orden.

. Vor .tid, .med dens rivende fremskridt inden for fysikken, har fort

til en dybtgdende @ndring af de-métematiské midler, den anvender.

Matematikken blev ngdt til at udvikle helt @ye grehe for at til-
fredsstille moderne fysiks behov. Vi kan tznke pd teorien for

operatorer, teorien for:generaliseredé funktioner 6g'£eorien for

. stokastiske processer; der blev fremkaldt fgrst og fremmest af

" fysikkens krav.

‘Endelig skal vi bem@rke; at ogsd de grene af matemdtikken,
der ikkezer.oﬁstéet som fglge af.praktiske kfav, men i kKraft af
en ihdre trang i matematikken selv, ‘heller ikke forbliver isoleret
fra praksis. Allerede matematikkens gamle omréder, der nu Kraver

" en- téoretisk revision, indeholder tidlige praktiske krav. bg de
videnskabsmznd, der omformer en matematisk teori, afspejler i
deres konstruktioner umzrkeligt for sig selv deres tidsalders
idealer, behovene i samfdhdsliVets nyeste krav. Desuden taber
de grene af matematikken og d¢ matematiske tankeretninger, der
slet ikke finder teoretisk eller praktisk anvendelse, som regel
forskernes interesse og d¢r gradvist bort.

e P e AN ST S . . .
A et L (T R G WP e RYBRTENCY
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Som resultat kommer vi til den konklusion, at matematikkens
anvendelsesmuligheder er ubegransede af den grund, at matematikKen
ikke stdr stille, men til stadighed @ndrer ‘tilstand, idet den op~
tager nye begrebéf, idéer,,metoder og forskningsobjekter i sig.

I denne uoph¢rlige @ndring og fuldkommenggrelse -tager praksis i al
sin forskelligartethed aktiv del.

Sammen med matematikkens vakst i bredden foregdr der ogsé
en anden proces, - en dyberegdende analyse af allerede erhvervede
verdier. Dette er en indre ombygningsproces. Og det sker ikke sj=zl-
dent, at nye matematikomrdder, der er opstdet i en indre udviklings-
proces, viser sig vigtige i praksis og finder betydelige anvendel-
sesmuligheder.
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KILDER TIL NYT I MATEMATIKKEN

. Hvad vi her har sagt, viser, at prak51s er en Viqth kilde
til nye problemer og begreber i matematikken. Hypplgt stiller den
matematikerne spgrgsmil, der gir ud over graznserne for de ideer,
man tidligere havde, og dermed udfordrer dem til s¢gén efter nye
metoder og angrebsmider til beskrivelse og forskning. Det er na-
‘turligt at spgrge: Ja, men dette er vel ikke den eneste kilde?

Jeg tror, at man md svare bene§tende pd dette spgrgsmal.

‘I matematikken udvikles ikke kun de forskningsomr&der, der om-
giende gir over i praksis, men ogsd sddanne (det sker ret ofte),
hvis praktiske mulighéder ikke er synlige endog i en overskuelig
fremtid. Ikke desto mindre m& vi ikke glemme den enklé kendsger-
ning, at matematikere ikke bor pd en gde #. Ligesom'alle andre -
medlemmer  af samfundet hgrer de om de problemer, der findes inden
for teknik, landbrug, undervisning, medicin, gkonomi og andre
virkefelter. Nogle af disse problemer forvandles til kilder til

'konStant spekulation og fgrer til formuleringen af nye matematiske
opgaver, og de g¢ver - i det mindste underbev1dst - 1ndf1ydelse

pad det 1nte11ektue11e miljg, som matematikerne arbejder 1i. Mon
ikke det var denne omstandighed, en af vort &rhundredes ste¢rste
matematikere, David Hilbert, havde 1 tankerne, da han.sagde, at
'ethvert arhundrede har sine problemer'.

Det er ligeledes ngdvendigt at merke sig, at selve forestil-
lingen om matematikkens forbindelser med praksis har gennemgdet
alvorlige forandringer. Hyppigt er disse forbindelser ophgrt med
langere at vare umiddelbare, og matematiske ideer, metoder og be~
greber viser sig ofte at vare adskilt fra praksis ved flere ab-
straktionstrin. Praktiske krav indvirker hyppigst p& teknikken,
denne p& sin side henvender sig til fysikken om hjzlp, og ferst
sidstnavnte stiller opgaven foran matematikken. Men hvor indviklet
vejen fra praksis til matematikken end er, s& bevares dens ind-
flydelse pd& den matematiske videns fremskridt.
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Jeg vil nu gerne sige et par ord om to forskningsomrider,

pé hvilke de fgrste skridt pd den mest umiddelbare mide stod 1
forbindelse med pféktiske opgaver. Det ene af dem - teorien for - -
tilnzrmelse af funktioner - opstod i begyndelsen af det 19. &r-~
hundredes anden halvdel i den russiske matematiker, medlen af
Paris' videnskabsakademi, P. Tjebysjovs arbejder. I 1856 skulle
han afholde et kursus i praktisk mekanik for sine studenter, hvor
han specielt skulle fortzlle om de p& den tid anvendte mekanismer
og teorien for deres bevagelse. Hans opmerksomhed blev tiltrukket
af det sfkaldte Watt's parallellogram, der anvendtes inden for
teknikken til at omforme en fremadgdende bevagelse til en roterende
og omvendt, i sardeleshed i dampmaskiner. I virkeligheden frem-
bragte Watt's parallellogram ikke en przcis retliniet bevagelse,
Denne omstandighed fgrte til hurtigt slid og tab af kraft. Tjeby-
sjov besluttede at skabe en mekanisme, der ville give den mindst

- mulige fejl (afvigelse) for et givet afsnit af et punkts
bevagelse. Som resultat blev formuleret en matematisk opgave, der
inkluderede den givne opgave som et sartilfazlde. Denne lgd sdledes:
En given funktion f(x) skal tilnarmes ved hj®lp af en linear kom-
bination af de givne funktloner ¢, (x), ¢2(x)...¢n(x) sdledes, at
forskellen D (x) = £(x) —(cl¢l(x)+c2¢2(x)+...+cn¢n(x)} for alle
verdier af x i intervallet a<x<b er den mindst mulige, dvs.
koefficienterne Cyr CgreeeirCy skal valges sdledes, at agﬂgblnn(x)l
bliver mindst mulig. Med andre ord skal maksimum af forskellen
Dn's absolutte vardi for alle vardier af % fra a til b vare mini-
mal 1 forhold til et vilkdrligt sat koefficlenter Cyr CpreensCpe

P& et rent matematisk plan har denne opgave tiltrukket og
tiltrekker stadig mange matematikeres opmzrksomhed i hele verden.
De resultater, der er ndet i teorien for approksimation af funk-
tioner, finder talrige anvendelsesmuligheder pd forskellige viden~-
skabelige omrider.




-53_
Det andet eksempel er allerede fra. vor tid. Efter at teorien
for luftarters, vaskers og faste'legemers kinematik allerede havde

" frembragt overbevisende resultater i Maxwell's, Boltzmanns, Gibbs'

og andres arbejder, kom en rakke forskere til den faste overbevis-

. ning, at de matematiske midler til studiet af naturfanomener ud’

fra materiens molekyl@re opbygning endnu ‘ikke var tilstrakkelige.
Allerede Poincaré havde.lige i begyndelsen af vort &rhundrede
givet udtryk for den tanke, at statistisk fysik havde behov for,
atAder blev udviklet et nyt kapitel i sandsynlighedsregningen,
hvor man ikke blot skulle beskaftige sig med tilfazldige stgrrel-
ser, men ogsd med stgrrelser, der @ndrer sig i tiden. Uafhangigt
af Henri Poihcaré’og pa en helt anden féranledning, i forbindelse
med opgaven‘at'unders¢ge skift mellem vokaler og konsonanter i
russisk, begyndte A. Markov at studere en Jlignéende opgave.

Hanh grundlagde teorien for, hvorledes tilfzldige ste¢rrelser, der
er indbyrdes forbundne bé en sarlig mdde, fglger efter hinanden,
hvilket pd& Jacques Hadamard's forslag fik navnet Markovkader.
5isse tanker blev senere -.1i 30rne - udnyttet af Norbert Wiener,
Andrej Kolmogorov og Aleksandr. Khintjin til konstruktionen af
teorien for stokastiske processer, dvs. teorien for tilfzldige

-st@rrelser, der e@ndrer sig med tiden. Samtidig havde alle de

nevnte ophavsmand bestemte fysiske fanomener for ¢je som eksempler:
Norbert Wiener‘-'brownske bevagelser, Andrej Kolmogorov - diffu-
sionsprocesser, Aleksandr Khintjin - generelle spgrgsmdl inden

for statistisk fysik. Som resultat grundlagde Andrej Kolmogorov
teorien for stokastiske processer, hvor fortiden ingen rolle spil-
ler, ogsd kaldet teorien for Markovproceéser; Norbert Wiener tog
et sartilfzlde af processer, hvor foftiden ingen rolle .spiller,
under behandling, nu kendt under navnet Wienerprocesser; Aleksandr.
Khintjin udviklede teorien for stationazre stokastiske processer.

I vor tid har teorien for stokastiske processer forvandlet sig

til et grundlaggende kapitel i sandsynlighedsregningen og fundet
talrige anvendelsesmuligheder inden for fysik, kemi, radiocelektro-
nilk, geofysik, blologi og andre videnskabelige omrader.
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Hvor vigtig den stadige vekselvitkniné mellem ideer og
praksis end er for matematikken, - kun ved hjalp af den er det
dog ikke muligt at forklare dens fremskridt. Der findes ogsd en
anden kilde, uden hvilken matematikken ville blive forvandlet til
en samling recepter og ville miste en betydelig del af sin intel-
lektuelle og erkendelsesmazssige vardi. Jeg tanker pd matematik-
kens indre problemer, den naturlige strazben efter generalitet i
resultaterne og efter disses afsluttethed uafhengigt af vasent-
lige anvendelsesmuligheder. Dette g¢r det muligt for matematik-
ken at komme praktiske krav i forkgbet og have en betydelig selv-
stendighed i sin udvikling.

I den voldsomme strgm af forskningsresultater, som man
kommer ud for i vore dage, da der blot inden for matehatikken
&rligt publiceres mange tusinde arbejder og bevises titusinder
af nye sa&tninger,og nye teorier og hgjeffektive forskningsmetoéer
bliver foresldet, er en generaliserende tankegang pakrazvet som
aldrig fg¢r. Ellers forvandles hele denne samling af erhvervede
fakta og ideer til kaos. Lgsrevne fakta og ideer og enkelte, iso-
lerede konklusioner er med deres masse i stand til at knuse os,

1 hvert fald er det i praksis vanskeligt, ja undertiden umuligt,
at udnytte dem. De bliver kun til et instrument for erkendelsen

og vil kunne anvendes ikke blot i et eller andet enkelt tilfezlde,
men ogsd i en m®@ngde andre, ndr de enkelte resultater bliver mak-—
simalt generaliserede. Det er derfor, et bestemt spgrgsmidl hele
tiden melder sig for matematikerne: Er den fundne lovmessighed

et isoleret faktum, eller udg¢r den et led i en hel kade?
Afdzkkelsen af en sddan indbyrdes sammenhang i resultaterne g¢r
det muligt at betragte tidligere opdagede fakta fra mere generelle
positioner og bemarke elementer af orden dér, hvor der indtil da
kun var en amorf masse af nyttige ideer, begreber og satninger.
Det er derfor, at ngdvendigheden af at konstruere en generel mate-
matisk teori altid rejser sig for matematikken i hele sin pdtran-
genhed. Jeg vil gerne have lov at illustrere denne tanke med et
eksempel, der stidr mig nart.
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" Lige i'begyndelsén af'det 18. Arhundrede beviste Jakob
Bernoulll et vigtig satning om fplger af 1nd yrdes uafhangige
fors¢g, siden hen kaldt de store tals lov efter Bernoulli.

Der var tale om at bevise fglgende intuitivt klare resultat.l

Vi antager, at en vis begivenhed A i hvert af nqgle vafhangige
fors¢g kan forekomme med en sandsynlighed 1ig p. Hvis vi med m
betegner antallet af forekomster af begivenheden A ved n forseg,
s& kan differensen | (m/n)-p| ved et tilstrazkkeligt stort n som
regel gg¢res mindre end en vilkdrlig pé forhénd given stgrrelse
€>0.

Godt 30 &r senere opndede Abraham de Moivre et mere dybt-
liggende resultat om Bernoullis model, der siden er blevet kaldt
de Mohnxrlaﬁkxﬁ s gransevardisatning. Der skulle gd omtrent 100 &r
.endnu, f¢r S. Poisson udvidede disse fakta.til en model for uaf-
hangige fofs¢§, men méd sandsynligheder for forekomsten af begi-
venheden A, der afhenger af forsggets nummer. Vi bemerker, at han
kom frem til disse S¥tninger i forbindelse med studiet af balli-

- stiske opgaver.

I midten af-forrige &rhundrede opdagede A;-L. Cauchy, med
udgangspunkt i teorien for milefeijl, at ved summering af uafhan-
gige tilfazldigt varierende stgrrelser med samme spredning narmer
fordelingen af summernetsig ved en forggelse af addendernes antal
til en serlig fordelingstypé, der siden har féeﬁ navnet normal-
fordelingen. per havde fundet en ophobning af spredte fakta sted.

I 1867 blev P. Tjebysjov's bergmte s®tning publiceret, hvori
de store tals lov blev bevist enestdende enkelt i en enesféénde
.generel form. Bernoullis og Poissons sztninger var indeholdt i den
som meget enkle sartilfalder. Naturvidenskaben fik en ny effektiv
forskningsmetode, der gjorde det muligt at forudse resultatet forud
- for et eksperiment. 30 Ar senere fremkom et nyt arbejde af P. Tje-
bysjov, hvori der blev givet en dybtgéendeAgeneralisering af
de Moivre-laplace's og Poissons s#tninger, der vedrgrer en-tilnarmelse
af fordelingsfunktionerne for summer af vafhangige tilfaeldigt
varierende stg¢rrelser til den sikaldte normalfordeling. P. Tjeby-
sjov's resultater her vakte interesse hos en rakke andre, forskere
- A. Markov, A. Ljapunov og senere P. Lévy, Sergej Bernstein,
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V. Feller, Aleksandr Khintjin, Andrej Kolmogorov og mange andre,
der bragte studiet af dette omrdde for matematisk tankegané vasent- -
ligt fremad. Samtidig med en rent teoretisk udvikling af de op-
rindelige spgrgsmal udvikledes ogsi udnyttelsen af den konstru-
erede teori inden for statistisk fysik, biologi og ingeni¢rvaseﬁ.
Fakta, der tidligere havde vzret isolerede, blev elementer af en
stor og indholdsrig teori. Skabelsen af en teori fgrte til en fuld-
kommenggrelse af bevismetoder, en forenkling af rasonnementer og
en mere dybtgdende og klar forstdelse af de vilk3rs vasen, under
hvilke det var lykkedes at opdage rigtigheden af disse eller hine
lovmassigheder. Siden er form og system i fremstillingerne blevet
afpudset, hvilket giver mulighed for at fremlagge store grupper

af spgrgsmil, der tidligere syntes fjernt fra hinanden, ud fra
ensartede positioner.

Den tredje kilde til nye problemer i matematikken hanger
sammen med dens motivering, dvs. med en kritisk revision af dens
udgangspositioner, grundlaggende begreber, forestillinger om be-
visers fuldstandighed og strenghed, og med en fremdragen af den
matematiske tankegangs centrale retninger. Dette er ogsd absdlut
uundvarligt, sdvel for at bevare matematikkens enhed, som for at
bringe det logiske fundament 1 overensstemmelse med dets indhold.
En s&dan revision blev foretaget i forrige &rhundrede og er knyt-
tet til navne som A.-L. Cauchy, K. Welerstrass og en rakke andre
fremragende videnskabsmeznd. I begyndelsen af det 20. &rhundrede
blev der igen gennemfgrt en sddan revision p3 basis af mangde-~
leren, hvis grundlag var blevet skabt tidligere af Georg Cantor.
Hver af disse etaper i matematikkens udvikling gav stgdet til dens
stormende fremskridt ved at fremdrage en me&ngde tidligere ubemar-
kede udviklingsmuligheder og dybtliggende forbindelser mellem
forskningsomrdder. Matematikken har @ndret sit ansigt, men er sam-
tidig blevet mere fleksibel og homogen og har fdet uforholdsmaessigt
meget videre muligheder for at studere verden omkring os. Samtidig
blev der skabt forudsatninger for udviklingen af nye produktive
grene af matematikken - funktionalanalyse, teorien for stokastiske
processer osv. Endelig blev der &bnet en vej for nye opfattelser i
matematikken = ikke-konstruktive beviser og en vid udvikling af
rene eksistensteoremer.




[
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Selewlgelig tageé problemer i forbindelse med matematikkens
motivering heller ikke af dagsordenen nu, eftersom matematikken
er i rivende vakst, og der opstdr nye begreber og nye forsknings-
omré@er inden for den. Et bredt arbejdsprogram p& dette plan er i
lgbet af de sidste tidr blevet gennemfgrt af en gruppe franske
matematikere, kendt under navnet Nicolas Bourbaki. Deres opfattelser
har vakt stor interesse i hele den matematiske verden.
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NOGET oM DEN MATEMATISKE
DISCIPLINS HISTORIE

I lgbet af de &rtusinder, matematikken har eksisteret, har
den gennemgdet en lang og broget vej, og herunder har den mere
end en gang ®ndret karakter, indhold og fremstillingsform. Fra den
forste forestilling om en ret linie som den korteste afstand mel-
lem to punkter og fra den materielle opfattelse af hele tal er
matematikken kommet frem til dannelsen af mange nye begreber og
en rzkke effektive metoder, der har forvandlet den til et magt-
fuldt redskab i udforskningen af naturen. Fra primitiv tazllekunst
ved hjalp af smdsten, pinde eller indsnit har matematikken for-
vandlet sig til en omfattende videnskabelig disciplin med sin egen
forskningsgenstand og specifikke, dybtgiende metoder, og den har
udarbejdet sit eget, meget gkonomiske og pracise sprog, der har
vist sig enestdende effekti&t ikke blot inden for matematikken,
men ogsd pd dens talrige anvendelsesomrdder.

De forste matematiske forestillingei var i brug hos mennesker
pd det menneskelige samfunds allertidligste udviklingsstadier.
Sandsynligvis er forestillinger om afstandes og stgrrelsers ulig-
hed opstdet hos mennesker tidligere end forestillinger om gen-
standes antal. Dannelsen af et elementart regnebegreb inden for
granserne af enere fandt sted i den periode af menneskehedens
historie, hvorfra der ikke er bevaret skriftlige vidnesbyrd.
Dette er helt naturligt, eftersom tale, elementar regnekunst og
den f¢rste erfaring i at tenke kan henfgres til tidspunkter, der
ligger langt forud for fremkomsten af selv det mest ufuldkomne
skriftsprog. Man kan kun d¢mme om udviklingen af matematiske be-
greber pid det menneskelige samfunds tidlige stadium pd grundlag
af indirekte data, - observationer af visse stammer, der endnu
i det 14.-19. Arhundrede var vilde, og studier af ejendommelig-
heder i levende og dgde sprog, der ikke blot er kommunikations—
midler, men ogsé et meget vardifuldt mindesmzrke over fortidens
andelige kultur.
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@kohomiske behov gjorde det npdvendigt for mennesker at fuld-
kommenggre reglerne for regning 09 afstandsmdling og ligeledes at -
udvide omfanget af matematiske begreber. Men som tiden gik, fik
de erhvervede kundskaber i betydelig<g:éd karakter -af opskrifter
. og opfattedes ikke som en seivstendig kundskabsgren. Det er inter-
eésant-at bemérke, at p& dette udviklingstrin er de_matematiske
kundskaber pdfaldende ens i form{og indhold hos - forskellige folke-.
-slag, der i praksis endog ikke havde samkvem méd hinandeh. De reg-
ler for udregning af rumfang og arealer, der anvendtes i Oldtidens -
‘Babylon og Oldtidens Egypten, er ‘identiske med tilsvarende regler
i Oldtidens Kina. Den egenskab ved en retvinklet trekants sider,
der er kendt under navnet Pythagoras' sztning, blev fundét for sar-
lige trekanter med sider, der mdles i hele tal, lange f#r pythagoras
i Oldtidens Babylon. Disse egenskaber var ogsi kendt i oldtidéns
Kina. Dette er der ikke hoget mzrkeligt i,_eftefsdm alle folkeslag,
~der..vender -sig mod studiet af geometriske former éller af hele
positive tal; faktisk g&r ud fra de samme praktiske'opgaver.

Folk kunhe simpelt hen ikke'lade vere med at tzlle genstande og

~.at stgde p& rektangler, cirkler, cylindre, terninger. @Pkonomiske
behov gjorde det gradvisﬁ og yderst langsomt ngdvendigt at udar-
bejde regler for udregningen af arealer og rumfang af de enkleste
flade figurer og rumlige legemer. Dette var pdkravet pd grund af -
behovet for inddeling af jorder, for udregning af kornmagasiners
rumfang} for forudberegning af jordarbejdernes oﬁfang ved bygnin-
gen af forsvarsvarker.

S3ledes blev den moderne matematiks fundament 1a§t i lgbet
af Artusinder ved talrige ukendte.menneskers forsgg og tanker- -
Gradvist larte mennesker at udfgre aritmetiske opeératioher med
hele tal og siden med rationale brgker, og de larte at beregne
arealet af temmelig komplicerede figurer og rumfanget af de en-
kleste legemer korrekt. Allerede dengang opfandt mefneskene hjalpe-
midler til forenkling af mellemregninger. Om ogsd disse opfihdelser
var meget primitive, s blev skabelsen af dem dog et vigtigt ele-
ment i1 menneskelig kultur, og hvis menneskeheden i dag véd ufof- ’
holdsmzssigt mere og drgmmer om lgsningen af problemer, der for
ganske kort tid siden virkede fantastiske, s& er forudgdende gene-
rationers fortjeneste ved dette stor, for det er deres erfaring,

vi baserer vores kundskaber pi.
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I denne forbindelse kan jeg ikke lade vare med at anfgre,
hvad-en-af vort &rhundredes store digtere, Vliadimir Majakovskiji-:
har sagt: 'En matematiker er et menneske, der bringer noget nyt
indriimétématikken. Det menneske, der fgrst formulerede, at “ta og
to er fire", er en stor matematiker, selv hvis han fandt frem til
denne sandhed ved addition af to skod med to skod. Alle senere
mennesker, om ogs3d de har adderet umddeligt meget stgrre ting,
f.eks. et lokomotiv med et lokomotiv, - alle disse mennesker er
ikke matematikere.' Og det er jo rigtigt, at i denne periode,
hvor matematikkens udvikling begyndte, opdagede man mange lovmzs—
sigheder, der er blevet bevaret i videnskaben til vore dage.

Det primitive matematiske regne- og mileapparat, der fremstod
som f¢lge af fjerne tiders jegeres, kvagavleres, agerdyrkeres og ’
krigeres behov, viste sig klart utilstrakkeligt, da astronomien
begyndte at udvikle sig, og lange rejser kravede, at der blev
udarbejdet metoder til orientering p& et givet sted. Det praktiske
liv, herunder ogsd praksis i naturvidenskaberne, der var under
udvikling, stimulerede matematikkens videre fremskridt. Og i 0ld-
tidens Grakenland begyndte matematikken virkelig i lgbet af ca.

200 &r at antage form af en deduktiv videnskab. Fra at have varet
en samling opskrifter, som man skulle anvende i den ene eller anden
hverdagssituation, forvandledes den til et logisk opbygget system
af videnskabelige kundskaber. I menneskehedens kulturelle udvikling
fandt der et spring sted, hvis lige det er svart at finde i 1lgbet
af hele videnskabens historie. Men det ville vere forkert at mene,
at praksis var den eneste 8rsag til dette imponerende spring i
menneskehedens videnskabelige og kulturelle udvikling. Ogsd andre
faktorer, herunder sociale, spillede her en ikke mindre betydnings-
fuld rolle. For fgrste gang i historien tr&dte demokrati i stedet
for en despotisk styreform, selv om det kun var et begraznset demo-~
krati for frie, men ikke for slaver. Men demokrati krazvede begrun-
delse af meninger og ikke en uimodsagt udfgrelse af, hvad eneher-
skeren, despoten, befalede. Denne @ndring i tankegangen fgrte
utvivlisomt ogsd i matematikken til en omfattende 2ndring af frem-
stillingsformen, - matematiske regler skulle ikke blot lares udenad,
men man skulle vise, at de var rigtige, bevise dem.
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. Det er interessant at bemarke, at matematikkens enorme frem-

skridt i Oldtidens Grakenland ikke tg¢vede med -ogsd at .give sig ud-

slag i matematikundervisningen. I Oldtidens ‘Babylon .0g '0kdtidens

Egypten undervistes der kun i matematlk som et system af praktiske
ferdigheder, der var yderst vigtige for en statsembedsmands frem=- .

tidige arbejde. I de bevarede relevhafter’ ‘fra dengang er der .end

ikke antydningexr .af konklusioner ‘eller af forklaringer til de .
studerede matematiske regler, - alt er ‘baseret pd indterpning -af
en’beétemt'handlingsrekkef¢lge; I :01dtidens ‘Grakenland var ‘Situa-
tionenlen anden. Dér var der ligeledes skoler, hvor vordende kgb-

mznd og hindvarkere larte -sig matematiske kundskaber, der var ‘ngd=-
vendige i deres forest@ende daglige virksomhed, eller, som Platon
udtrykte det, til "praktiske behov + Men der fandtes ogsé skoler,

thvor matematikken blev fremstillet som ‘et ‘system af videnskabelige
kundskaber, dex 10ngk kan. udledes af nogle prlmare pramisser.

Denne holdning, :som Platon skrev, var rettet mod en erkendelse

af det ‘egentlige" og ikke det "praktiske'. Menneskeheden havde

ihdset vigtigheden af matematisk erkendelse i sig selv uden ‘hensyn

til opgaver i konkret praksisé Uden tvivl opstod en sidan-holdning

ikke uden indflydelse fra den pythagorziske -skole, ifglge hvis .

lare naturlovene udtrykkes gennem tal. Vi kan i @vrigt bemarke,
. at inddeiingen af matematikken i 'ren' (teoretisk) -og *anvendt'
kan fgres tiibagé til Oldtidens Grakenland.

‘Der blev skabt foruds®tninger for et hyt‘sformskridt og et

efterfplgende stadig voksende fremskridt i de ‘matematiske kund-

skaber med de store s¢grejsers epoke og fabriksproduktionens ud-

vikiing ogldesuden'aftilieriéts udvikling. BeVegélsesprobiemer

og beregning af - banekurver . for et legeme, der bevager sig underx
p&virkning af en given kraft, blev en central opgavée i den époke.

L¢sn1ngen af dehne opgave f¢rte, ‘sammen ‘med l¢sningen af ‘opgaven

at trazkke en ‘tangent til en given kurve, til skabelsen af diffe~

‘rential- oglintegralregning; Iéaac‘Newton og G. LeibniZz havde

talrige forgangere pd dette punkt, - Cavalieri, de Fermat, Barrow

og andre. I matematikken indfgrte man en ny regningsart - granse-

overgang, som kravede mange tidr med fremragende matematikeres

anspandte arbejde, iangvarige diskussioner og indsamling af fakta, - oteneA
--for at befri denne operation for et anstrgg af mystik og uklarhed. . . . 3.
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For Newton var opfindelsen af den matematiske analyse og de
gfﬁhdlaggende oﬁérétioner i forbindelse med denne - diffe}éhtiering
og.integrering < kun et ngdvendigt skridt pd vejen til en lgsning
af dynamikkens problemer. De var det matematiske sprog, hvorpd
man kunne tale med naturen og studere bevagelse i dens simpleste
mekaniske form. I det 18. og 19. Arhundrede fulgte den ene opda-
gelse efter den anden som ud af et overflgdighedshorn. I det 18.
&rhundrede lgstes de grundlaggende problemer ved et punkts og et
fast legemes dynamik, og desuden blev grunden lagt‘til celest
mekanik, og her blev gjort store fremskridt.

Matematikkens klassiske del -~ geometrien -~ fik en stark
forbundsfalle i analysen. Der dukkede en ny matematisk disciplin
op - differentialgeometri, der var nart forbundet med mekanikken
og dens opgaver. Leonhard Euler begyndte at udarbejde grundlaget
for varlationsregning, - en teori for en speciel slags opgaver,
der er af meget stor betydning for mekanik og fysik. Netop fra
variationsregning gdr der tride til den moderne teori for optimal
styring af processer. Til det 18. &rhundrede md man ogsd henfgre
konstruktionen af begyndelsen til matematisk hydrodynamik (Daniel
Bernoulli), teorien for komplekse funktioner (Leonhard Euler) og
teorien for differentialligninger =~ et grundlzggende forsknings-
instrument i al naturvidenskab.

P& graznsen mellem det 18. og det 19. &rhundrede begyndte
matematisk fysik og dens vigtigste beregningsapparat - teorien
for partielle differentialligninger, i f@grste rakke andengrads-
ligninger - at udvikle sig fra forskellige positioner. A.-L.
Cauchy, J.-B.-J. Fourier og P. Laplace ydede et uvurderligt bi-
drag til denne nye teori.

Et principielt omsving i matematisk tankning er knyttet til
navnene K. Gauss, N. Lobatjovskij og J. Bolyai. Deres ideer har
ikke blot matematisk, men ogsd en dyb filosofisk karakter.

Der er her tale om konstruktionen af sdkaldte ikke-euklidiske
geometrier. Fra Euklids tid havde alle videnskabsmend varet dybt
overbeviste om, at den verden, vi lever i, geometrisk er indrettet
sdledes, som skolegeometrien larer os. Denne overbevisning var sé&
kraftig, at i Kants filosofi fremkom en lare om medfgdte ideer,
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og en af diése medfgdte ideer var_fo;estillingen om rummet, Euklids
geometri var den eneste,‘og dens former. var nedlagt i os inden
%gdélen, I 1826 publicexgdé N. Lobatjovskij sit férste arbejde, _
hvori han konstruerede en geometri, der afvigede fra den euklidiske.
Det eneste, der var @ndret i demn, var det bergmte femte aksiom om
. parél;elle linier, ifglge hvilket der igennem et vilkégl%gt punkt
i en plan kan trzkkes en og kun en ret linie, pérallel med en
:glven linie., Det lykkedes for LObatJOVSki] at konstruere en geo— T
metri, i hvilken alle aksiomer var bevaret undtagen aksiomet om '
parallelle linier, og dette blev erstagtet af et andet: Gennem
ethvert punkt, der befinder sig i en plan uden for en given ret
linie, kan man trgkke to forskellige ?.aral.l.e,l.Le rette linier.
Heller ikke denne riye geometri indeholdt logiske modsigelser.
Seks A&r seneré publiceredes en artikel af J. Bolyai, hvori denne
idé 1igeledes blev udarbejdet. Og endelig fandt man i manuskrlpt-'
notater efter Gauss' dgd nogle resultater, dateret til begyndelsen
" af det 19. &rhundrede, hvori nogle grundlzggende resultater i
IeQbat.jovski,j'g geometri var 1.nd€_h°lcit-.' A

Fremkomsten af 1 logisk henseende upéklagelige geometriske
systemer, forskellige fra Euklids geometri, betegnede en ny etape
i matematikkens udvikling, - den aksiomatiske metode fik fast fod-
faste i den, og der &dbnedes muligheder for konstruktionen i vort
drhundrede af relativitetsteorien, der hanger sammen med dybtgéende
: @ndringer i vore forestillinger om det virkelige rums opbygning.
Egentlig blev ideen om geometriernes mangfoldighed i verdens op-
bygning allerede udkastet af Lobatjovskij, der sagde, at det er
. . muligt, at visse krefter 1 naturen f¢1ger én, andre - deres sarlige
A geometri',

Ideen om matematikkens aksiomatiske opbygning, der stammer
‘helt tilbage fra Oldtidens Grakenland, har fgrst fédet sin bemarkel-
sesvardige udvikling i vore dage, og ikke blot til konstruktion
af abstrakte teorier, men ogsd til praktiske formél. I praksis er
det enestdende vigtigt at vide, under hvilke vilkar dette eller
hint problem er lgst, og hvorn&r det altsd er muligt at udnytte

den opnéede l¢sning. Endvidere er dette uundverligt for en ekspe- .

I Rdn¥el KGhEFSIAT Téorien og for fuldkdimenggrelsen af 'vor ¥iden

om de processer, der interesserer os.
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Det 20. Arhundrede har bibragt matematikken en mangde nye
ideer, def har fert til udviklingen sivel af nye grene af teore-
tisk matematik og nye begrundelser af den, som af nye anvendelses--
muligheder. Matematikken er blevet abstrakt og samtidig fleksibel,
mere velegnet til studiet af verden omkring os og dens fanomener.
Matematikerne er blevet mere modige til ikke blot at anvende et
allerede fzrdigt logisk apparat, men ogsd at udarbejde nye midler
i deres bestrabelser pd at gengive de studerede faznomeners ejen-
dommeligheder mere pracist. Algebra har forvandlet sig til en
generel teori for algebraiske operationer med objekter af vil-
kdrlig art. Sarlig betydning har en ny matematisk disciplin fiet

- mengdelare, der er blevet hele matematikkens fundament.
Nerhedsbegrebet, der altid har spillet en betydelig rolle, er
blevet udgangspunkt for konstruktionen af kvalitative angrebsmider
til en rzkke matematiske problemer. P& basis heraf p&begyndtes
skabelsen af en ny matematisk disciplin - topologi. Rumbegrebet
har fdet en bred generalisering. Begreberne metrisk og topologisk
rum har givet mulighed for en bredere introduktion af geometriske
forestillinger og anskuelighed i den matematiske analyse. Under
indflydelse fra fysikken begyndte funktionalanalysen at blive
udviklet, og den har forvandlet sig til en af de grundlaggende
retninger i vor tids matematik. Under indflydelse af fysikkens,
teknikkens og biologiens behov opstod teorien for stokastiske
processer. Den pitrangende ngdvendighed inden for det praktiske
liv og videnskaben af at udfgre komplicerede beregninger fgrte
til skabelsen af edb-maskiner. Edb-maskinerne fra deres side har
udgvet og udgver stadig en afggrende indflydelse pd& udviklingen
af hele matematikken og ikke kun af dens beregningsaspekter.
Desuden har fremkomsten af edb-maskiner bevirket en voldsom stig-
ning i anvendelsen af matematiske metoder pd andre videnskabsomrdder.
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MODERNE MATEMATIK O0G
‘YIDENSKABELIG TANKEGANG

'vi vil nu standse op ved den kendsgerning, at matematikken
har ihdflydelsé pd @ndringer i selve formen for videnskabelig
tankning og pa traditionelle mdder at drage konklusionéY -pa.

Det er utvivlsomt af interesse at béskaftige sig med détte sp@rgs-
médl om ikke afvandfé.g;ﬁnde, s& fordi det ggr det muligt at tir@nge
dybere.ind i videnskabernes matematideringéproces o6g at forstd
&rsagerne til, at detté fanomen er uundgdeligt. ‘

gErkéndelsen har flere udviklingstrihn: Fprst iagttagér Menne-

sket faznomener og liegger fzrke til Visse af deres ejendommélighéder.
Derpd gir han ovér til at udfgre ekspeilmenter, dvs. iagttagelser
af de fenomener, der intéressérer ¢s, i strengt fastlagte beé=
‘tingelser, med henblik p& at pracisere de erhvervede kundskaber.
Samtidig finder der forspg stéd pd at forklare 'dé lagttagne fakta
pd basis af eksisterende alﬁéhé'foféstillingerz Der skabes en
téori £6r fanomenet. Af denne teori’ udlédes konsekvenser. Ud.fra
disse konsekvensers samménfald med f#noinehets forlgb dgmmér man

oft teoriens overensstemmelse med den virkelige situation. Hvis
teorien g¢r det muligt at opnd viden om fakta, der ikke er lagt~
taget tidligere, og det derpd lykkes at opdage dem i virkéligheden;
s& fér tedrien en vigtig bekraftelse. Men tedrien kan vere af

rent kvalitativ karakter, selve muligheden af at dragé kVénéif
tative konklusioner er miske ikke forudset i den. Indtil den
serieste tid var det nétop teorier af denne typé; medicinen til
stadighéd havde méd at gére. I betydelig udstrakning havde 6gsid
gkonomiens konklusioner netop kvalitativ katakter. Uforholdsiss-
B8igt sterre mulighedef ér der 1 de teorier, dér er i Btand til
ogs& at redéfgre for den kvantitative-sidé af fanomefiers udvikling.
Sidanne teorier ger det muligt ikke blot at drage kénklusioher som
'hvis ledningerhés tempetatur gges med f.eks. 10°C, 83 @ges sii-
tagen pd isolationen’, men de skal ogsd kunne svaré, hvor mangde
procent slitagen p4 isolationen herved fremskyndes, og hvor lange
den forhgjede temperatur skal virke, for at den forggede faktor
for slitagen pd isolationen begynder at virke. Kvantitativt for-
mulerede teorier er som regel tegn pd, at en videnskab er ndet
" til modenhed, og at den er langt fremme p4 vejen til erkendelse

af de stuéerede feznomeners ejendommeligheder.
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Menneskeheden har for meget lange siden lagt merke til vegt-
stangens virkning og benyttet sig af den i umindelige tider. Men
kun den kvantitative teori for vagtstangen gjorde det muligt at
foretage forha&ndsberegninger og forudberegne de krafter, der skal
til for at opnd den ngdvendige effekt. Men dette skridt i udviklin-
gen af teorien for vagtstangen fandt sted pd et meget hgjt stadium
i den videnskabelige tankes fremskridt.

vi har hidtil kun varet opmarksomme p& en side af sagen,
nemlig inddragelsen af matematikken og dens metoder til lgsning
af naturvidenskabelige og praktiske opgaver. Denne proces er uund-
g&elig, eftersom kvalitative kundskaber alene ikke g¢r det muligt
at give en kvantitativ vurdering af faznomener og at prognosticere
deres forlgb. For at lgse denne opgave er det ngdvendigt at ind-
drage matematiske metoder sammen med en klar formulering af pra-
misserne og en fuldstandig klassifikation af og strenghed i de
logiske élutninger. pDet er disse momenter, vi nu vil tale om.

I matematikken opregner man altid den samlede me&ngde pra-
misser, hvorunder en opgave lgses. Derfor er det opndede resultat
generelt kun sandt, nir disse premisser er opfyldt. For eksempel
er Pythagoras' satning, som vi alle kender fra barndommen, generelt
ikke sandt for enhver retvinklet trekant, liggende 1 en overflade,
som ikke er en plan. En s& pertentlig pracision i opregningen af
betingelserne for sztningerne, der tog sin begyndelse i matematikken
allerede under hellenismen, var i lang tid kun typisk for matema-
tikken. I andre videnskabelige discipliner og ligeledes i praktisk
virksomhed forholdt man sig lange skeptisk til denne sk&rpede
strenghed.

Den aksiomatiske fremstillingsform, der er antaget i geome-
trien siden Oldtidens Grakenland, fik stgrre udbredelse i det 19.
&rhundrede. I italienske geometrikeres arbejder og siden i David
Hilberts bergmte arbejde 'Geometriens grundlag’' blev selve aksio-
merne i Euklids geometri omhyggeligt undersggt. Det viste sig da,
at de klassiske aksiomer langtfra var tilstrakkelige til en streng
logisk konstruktion, og at vi under logiske razsonnementer ved
bevisfgrelsen for geometriske satninger umerkeligt har grebet
til nogle betragtninger af intuitiv karakter, som ikke var inde-



-67—

holdt i.ae formulerede aksiomer. Siden slog'élgebra, mekanik, sand-
synlighedsregning og €n’ rakke andre omrdder af matematikken ind
pd samme vej med en klar opregning af en teoris pramisser. Ved en

. s&dan fremstillingsform ved man altid, hvad der er tale om, og der

er ikke fare for, at et og samme begreb eller et og samme resultat
skal blive opfattet i forskellige betydninger.

Denne enkle tanke - at unders¢ge veldefinerede'begreber og
drage konkiusioner angéénde dein - er i vore dage almindelig brugt
'sével i videnskabeén som’ i praktiék'virksomhed "En streng logisk
analyse af en rakke grundlaggende grammatiske begreber har vist, .
at derés definitioner ikke er fuldstendige. Denne situation klares

‘ved, at v1.har for vane til daglig at anvende ord i en bestemt-

mening, og dérfor spillef definitionernes ufuldkommenhed ikke
nogen alvorlig rolle. Imidlertid fgrer ethvert forsgg pd at over-

'drage en’ automat Konstruktionen-af s@tninger efter bestemte reg-
‘1er eller oversattelse fra et sprog til et andet uundgieligt til

fejltagelser og til talrige muligheder for forkerte vendinger.

:Men mennesket forer i vore dage meget hyppigt en s&dan form for

kommunikation med maskiner,- og vi md kunne vare sikre pd; at

“maskinerne vil opfatte anvisningerne korrekt og g¢re netop det,

som de f&r besked pé.

I forbindelse med menneskehedens fgrste skridt i erobringen
af verdgﬂsrummet bliver problemet aktuelt, hvordan menneskeheden

skal kommunikere med andre civilisationer, som vi kan komme i kon- »
. takt med,jHerved‘Vil'def uundgdeligt opstd et kommunikatignsproblém.

P4 hvilket sprog vil kommunikationen finde sted? Det er klart,
at fransk, engelsk eller russisk er utilstrakkeligt til dette
formdl. Forelgbig er det fgrst Og fremmest science-fiction for-

‘fattere, der beskaftiger sig med disse problemer. De.foresldr en

1gsning, som mdske ikke vil finde sted i virkeligheden, - andre
civilisationers reprasentantér befinder sig pd et s& hgjt udvik-
lingsﬁrin, at dé allerede har oversattelsesautomater, der selv
indstiller sig p& den tilrejsende kosmonauts sprog og samtaler

‘med ham pd hans modersmil. Imidlertid spekulerer alvorligt arbej-

dende videnskabsmend ogsd over dette, idet de gir ud. fra den an-
tagelse, at hvis vi skulle komme i kontakt med reprazsentanter for s
ikke-jordiske civilisationer, sd vil.de besidde grundlaget for " ,4
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formel logik og benytte geometriske forestillinger. De rasonnerer,
at eftersom verdens love er de samme, s& vil logikkens love og de
grundlagéénde geomelriske begféber ogsd vare ens hos jordboerfog
hos representmﬂﬁr'forikke—jordiske civilisationer.

Men n¢dvendigheden af en matematisk holdning til definitio-
ners strenghed og pracision angdr ikke blot s8 forelgbig fjerne
perspektiver, men ogsd vore jordiske forhold, uanset om de ved-
rg¢rer lingvistik, Jjura, ingenigrvasen eller ¢konomi. Gennem en &r-
rzkke havde jeg ret nar forbindelse med lazger, da jeg sammen med
dem beskaftigede mig med problemer angdende en objektivisering af
diagnoser for hjertesygdomme. Jeg blev sliet af tilstedevarelsen
af en nasten matematisk tankegang hos den faste lagestab, der arbej-
dede ved et institut for hjertesygdomme. Analysen af hver patient
blev gennemfgrt med en sliende logisk pertentlighed, der indtil for

nylig kun har varet typisk for matematisk forskning.

Den anden side af tankningens matematisering bestdr i be-
strzbelsen pd at udlede logiske konsekvenser af strengt formulerede
udgangspositioner og derpd underkaste disse konsekvenser umiddelbar
iagttagelse. Herved £3r de teoretiske konstruktioner, som tillader
anvendelse af et deduktivt matematisk apparat med henblik pad at
drage logiske slutninger, en s@rlig vardi. Denne oms tandighed
giver mulighed for at udnytte den uhyre mangde konklusioner,
der allerede findes i matematikken. Dette har fysikken allerede
lznge benyttet sig af. Det er nasten to &rhundreder siden, at
teoretisk fysik opstod, som pd basis af grundprincipper, der er
udledt af iagttagelser og eksperimenter, far omfattende resultater
p4 matematisk vis. S&ledes har geometrisk optik og bplgeoptik
udviklet sig, og sdledes erx udviklingen af akustik og elektro-
dynamik foreglet.

I endnu hgjere grad har denne vej vist sin berettigelse i
moderne fysik, der beskaftiger sig med atomare og subatomare fano-
mener. Den matematiske teori f¢rte til konklusioner, ifglge hvilke
der skulle eksistere elementer i materien, der tidligere ikke var
jagttaget. De integral-, differential- og integro-differential-
ligningexr, som de fysiske opgaver kunne reduceres til, forte til
vigtige konklusioner. Disse konklusioner blev sammenlignet ned
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resultaterne af iagttagelser, og ud fra dem lykkedes det at finde
en mengde interessante konsekvenser, - at beregne stgrrelsen af en
partlkels masse .od spanding, dens relation til tidligere kendte
partikler osv. Undertiden varede dep_flere &r, f¢r det lykkedes
eksperimentelt at bekrazfte den matematiske teoris konklusioner.
Moderné fysik er fuld af sddanne matematiske forudberegninger af
virkelige fznomener, om hvilke intet var kendt, og som siden blev
opdaget ved hjalp af komplicerede eksperimenter, der var speéielt
udtaenkt pd grundlag af en matematisk teori.

Det er ikke vahskeligt at anfgre talrige andre eksempler pa,
at matematisk tankegang har varet til gavn pd andre videnskabelige
omrdder - biologi, gkonomi, produktionsplanlagning. Vi kan for eks-.
émpel tznke pd, at elektroteknik og radioteknik fremstilles som
matematiske discipiiner og udnyttér‘et forskelligartet og samtidig
yderst kompliceret matematisk apparat. Dette er fuldt ud berettiget,

_eftersom det gg¢r det muligt at udf¢re ngdvendige beregninger, at
prognosticere processernes forl¢b og bringe sig selv i en situation,

. hvor man kan kontrollere processern¢ i stedet for at vare under-
-kastet dem. o

Vi har talt om, at kvaliteten af enhver teori for virkelige
fznomener kontrolleres gennem praksis og gennem udfgrelsen af eks-

perimenter, der er tilsvarende organiseret. Nu er matematikken

ogsd begyndt at blénde sig 1 sp¢fgsmél angdende organiseringen

af selve eksperimentet. HQordan‘skal man organisere observatio-

ner, 58 at man kan uddrage den maksimale information med samme
’antai‘fors¢g?fbette problem er enestiende vigtigt, eftersom der

nu ‘ofres enorme midler og menneskeiige'krafter-pé'fors¢§ i indu-

strien ogxpﬁ-eksperimenter i Videnskabelige laboratorier. Som

f@lge heraf har man i vor tid skabt principperne i en matematisk

teori for det optimale eksperiment, som tillader en vasentlig re;

duktion af antallet af ngdvendige eksperimenterq‘éeres pris og

varighed for at obné begrundede konklusioner. Til tider -er denne

gevinst meget stor. Den grundlaggende idé, der herved udnyttes, '
bestdr i atitage resultatet af hvert forudgdende fors¢g i betragt- &
ning og udfgre hvert fglgende sdledes, at det kan hjalpe £1il at ¥
precisere allerede indhwstede kundskaber.
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Fremkomsten af EDB (elektroniske regnemaskiner) fremkaldte
et enormt spring i andringen af menneskehedens forestillinger om
matematikXens rolle i lgsningen af livsvigtige problemer. Det-har
vist sig, at man kan overdrage maskiner ikké blot udfgrelsen-af
store beregningsarbejder, men ogsd gennemfgrelsen af logiske kon-
klusioner, og de kan ligéledes gennemspille modeller af processer

- vejrforandringer, gkonomiske operationer, oversazttelsesprocesser
fra et sprog til et andet, bankoperationer, informationsoverfgrsel,
beslutningstagning osv. Men for at dette kan blive muligt, er det
ngdvendigt fgrst at udforme en model af fznomenet eller processen,

‘at fremdrage de relationer og kvantitative forhold, der findes heri.
Med andre ord er det ngdvendigt at underkaste den en forudgéende
matematisk og logisk analyse. Der har &bnet sig en ny, meget effek-
tiv forskningsmetode for menneskeheden, som nasten omgdende har
fundet meget vide anvendelsesmuligheder p& de mest forskelligartede
videnskabsomrider. Som fglge heraf er en mzngde personer, der
tidligere forholdt sig skeptisk til matematikkens muligheder i stu-
diet af processer i naturen eller i samfundslivet, entusiastisk
begyndt at g over til en matematisk tankegang. Desuden gg¢r +il~
stedevarelsen af matematiske maskiner det muligt pd fantastisk
kort tid at udfgre storstilede beregninger, der endnu for ganske
kort tid siden var utilgangelige for tidligere tiders regne-
tekniske instrumenter.

vanskeligheder ved beregninger er gdet over til at dreje
sig om spgrgsmdl i forbindelse med skabelsen af tilsvarende pro-
grammeringssprog, med udformningen af regneprogrammer, med ska-
belsen af metoder til automatisk udvalgelse af det ngdvendige
program af maskinen selv osv. Matematikken er blevet befriet for
ngdvendigheden af at udfgre rent tekniske, elementzre operationer.
Men til gengzld stilles der krav om udfgrelse af uforholdsmassigt
mere kvalificeret arbejde i forbindelse med menneskets kommunika-
tion med computeren, med selve udforskningsprocessen af virkelige
fznomener. Matematikernes interesser er blevet vasentligt udvidet,
og samtidig er problematikken i de fznomener, der interesserer dem,
blevet beriget. S&ledes har andringen i videnskabelig tankegang
i retning af dens matematisering flet matematikken selv til at ggre
fremskridt og vasentligt udvide sit arsenal af midler til studiet
af forskelligartede faznomener i verden omkring os.
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Note om formlen side 37. - Ved J.L.

Fordelingsfunktionen for ﬁver af de to elementers funktions-
tid er F, og fordelingsfunktionen for reparationstiden er G.
Da er sandsynligheden for, at man kan ﬁé‘at reparere et de-
fekt element, inden ogsd det andet svigter, lig med

y = f?c(x)dp(x).

Vi gnsker at finde et udtryk for middelfunktionstiden T for
et system, som starter med et fungerende element og et brug-
bart reserveelement. Det (tilfaldige) tidsrum Z, som systemet
rent faktisk fungerér i, kan opfattes'som en sum: % = Zl + 22,
“hvor zl er tidsrummet fra start til det fgrste svigt, og Z,

er den resterénde.funktionstid. Nu er T = EZ = EZ1 + EZZ'

Ezi er middelfUnktionstiden g for et element,
EZ, = a = I?x aF (x) .
Z, er f?nktionstiden for et to-element-system, som ved start
har et .element i. funktion og et element til reparation. Med
sandsynlighed 1l-y gdr det fungerende element i stykker inden
reparationen er afsluttet, og i givet fald er systemets mid-
delfunk;ionstid a. Med sandsynlighed y er reparationen af-
sluttet inden det fungerende element gdr i stykker, og i
givet fald er systemets middelfunktionstid lig med middel-
funktionstiden for det fgrst studerede system, altsi T.

'Alt-; alt er derfor . S
EZ, = (l1-y)a + YT ,

og. dermed
T.= EZ; + EZ,

a + (1-y)a +yT ,
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MATEMATTIKKEN I HVERDAGEN .

Til raekken af navne, som vort &rhundrede har gjort sig
fortjent til, kan vi med fuld ret fgje endnu et: Det 20.
&rhundrede - matematikkens &rhundrede. Denne a@ldgamle vi-
denskabs fremskridt giver genlyd b3de pa jorden og i ver-
densrummet. Uden dens nuvaerende prastationer er det utaen-
keligt at forestille sig den hastige udvikling inden for
de mest fremskudte videnskabsgrene og fremkomsten af de
nyeste produktionsformer.

Omrddet for anvendelsen af matematiske metoder udvides
stadig. De ggr det muligt at optimere planle®gningsprincip-
perne og styringsprocesserne i gkonomien betydeligt. Deres
indflydelse fgles ogsd8 i humanistiske discipliner som psy-
kologi og sprogvidenskab. :

Dette afspejler sig selvfglgelig ogsd i opfattelserne in-
den for moderne uddannelse. Ngdvendigheden af at udarbejde
perfekte undervisningsprogrammer pi de @ldste klassetrin og
pd universitetsniveau bestemmes i hgj grad af den teknisk-
videnskabelige revolutions nuvarende etape, hvor der stil-
les forggede krav til kvaliteten af de matematiske kundska-

"

ber bide hos den arbejder, der skal lare at anvende en "e-
lektronisk drevet" maskine, og hos den videnskabsmand, der

spger at forstd materiens fineste strukturer.

Det er klart, at man ikke kan &ndre undervisningen i et
s& vigtigt fag rent mekanisk: "Mere information er bedre in-
formation." Man m& ikke glemme, at matematikken udvider sig
bdde i dybden og i bredden. P& dens traz fremkommer der hele
tiden nye forgreninger. Et enkelt menneske er i praksis ik-
ke langere i stand til at satte sig ind i opbygningen af
hvert enkelt blad pd8 dette tr@. Den, der trader ind under
denne magtige, udstrakte trakrone, stdr foran et uundgdeligt
valg: Hvordan skal han, efter at have dannet sig et samlet
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billede af videnskabens udvikling, standse ved de konkrete

retninger, der fgrst og fremmest svarer til hans faglige in-

teresser.

En sddan fglelse er velkendt for vidt forskellige specia-
lister, hvis arbejde i stgrre eller mindre grad er forbundet R "
med anvendelsen at matematik. Meﬁ det er et 'spgrgsmdl, i

hvor hgj grad den bekymrer de padagoger, der uddanner dem

til praktisk virksomhed.

~ Ganske vist f&r de matematiske undervisningsplaner mere
indhold, men alligevel er det; trods forandringer til det
bedre, endnu for tidligt at fastsld: fra nu af er de vig-

. tigste metodologiske problemer taget af dagsordenen. Mens

vi er ndet et godt stykke frem med lg¢sningen af &n opgave -
hvad skal vi i dag undervise i, har vi nasten ikke narmet
os en anden - hvordan skal vi undervise nu. P& de fleste hg-

- jere lareanstalter har man bevaret det gamle "ideal” at ind-

f¢ré studenterne i fagets vasen, hyilket medfgrer en isole-

ret fremstilling uden henvisninger til begrebernes oprindel-

Se'og_en teoris praktiske anvendelsesmuligheder. En siddan

fremgangsmide begrundes normalt siledes: "Eftersom de situa- 3
‘tioner; som den vordende specialist vil stgde pd, er for for-

skelligartede, er en. abstrakt formidling af undervisningspro-

_‘grammet det eneste rigtige, og man kan ikke pi& anden mide gi-
've det mest ngdvendige i koncentreret form." Men dette er

blot et forsgg pid at retferdigggre den traditionelle under-
visningsmetodik, mens dens revision tranger sig hirdt pd i
virkeligheden.

I de seneste érvvokser for eksempel antallet af fakulte-
ter, hvor arbejdere med hpjere uddannelse, sadvanligvis in-

genigrer, fir et nyt diplom som specialist i anvendt mate-

matik. N4 ja, man kan jo sige: lareanstalterne reagerer til-
strakkelig fleksibelt pd efhvervslivets behov, p8 hvis for-
skellige omrdder edb-teknikkens effektive midler, automatiske
styringssystemer osv. tages i anvendelse i stadig stgrre mé-
lestok.
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Her er imidlertid-anledning ogs& til en anden vurdering.
Vidner selve eksistensen af specialiserede fakulteter ikke
om alvorlige lakuner, der koster dyrt, i den faglige uddan- -
nelse? For her er jo ikke . blot tale om efteruddannelse af
dimittender kort tid e%t;r afsluttet eksamen, men omréi stu~
dere igen i &revis for at f&4 et fundamentalt nyt syn pad mu-
lighederne af at anvende matematiske metoder p& praktiske om-
réder.

Jeg tror ikke at dette s&nspunkt er for yderliggdende. Er-
faringen fra sddanne lareanstalter som den fysisk-tekniske,
den elektroniske og andre, viser: et hgjt teoretisk niveau i
matematikundervisningen og orientering mod dens anvendelse
pd praktiske omrdder sikrer dimittenderne en hgj faglig mo-
bilitet, uden hvilken det er umuligt hurtigt at satte sig.

ind i fremvoksende teknisk-videnskabelige retninger.

Men lad os kaste et blik i de matematiklarebgger, der hen-
vender sig til vordende specialister p3 forskellige omrdder.
Det er let at se, at forskellene her i det vasentlige kun
angdr omfanget og fremstillingens kvalitet. Som regel er der
end ikke gjort forsgg pd at vise, hvorfor det ene eller det
andet afsnit er vigtigt for teknologer, gkonomer, biologer
osv. Jeg opfordrer overhovedet ikke til en snavert praktisk
lgsning af spgrgsmilet: med henhlik pd tilegnelsen af prak-
tisk putine kunne man tznke sig, at hvert enkelt fakultet
skulle freml®gge sin strengt fagrettede samling opgaver sa-
som opgaven om det berygtede bassin, hvor der strgmmer vand
ind ad nogle r¢r og ud ad andre. Tvartimod, undervisningen i
laerestoffet skal foregd siledes, at studenternes forestil-
linger udvides om granserne for anvendelsen af matematikken,
om de uhyre muligheder for pi basis af den at udvikle forbin-
delser mellem forskellige omrdder og forskellige discipliner.
Selvfglgelig er det samtidig vigtigt at sikre en tilstrakke-
lig fundamental, sammenh@ngende basis i specialisternes ud-
dannelse. Matematikkens sprog skal for dem vare et instru-

ment til kreativt samarbejde ved lgsningen af problemer, der
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dukkex op, né&r videnskab og produktionsforhold.konerhte—

-res med hinanden. Men ikke sjeldent m& man konstatere, at
der ikke fihdes pélidélige "paroler" hos reprasentanterne
for disse sfarer. |

Som fglge heraf opstdr der netép situationer som den,
‘den kendté sovjetiske videnskabgmand A.A. Ljapunov har for-
talt om i en af sine artikler. Nar unge matematike;e'bg—
gynder at arbejde i en virksomhed inden for en eller anden
produktionsgren, kommer de under ledelse af folk uden mate;
hatisk uddannelse. Ikke sjaldent opstdr der kedelige misfor-
‘stlelser., Matematikeren kraver en klart formuleret matematisk
opgave: "Giv mig en ligning, sd skal jeg lg¢se den." Industri-
arbejderen svarer: “Jeg har ingen ligninger, og jeg har ikke
brug for nogen. Her har De en praktisk opgave = et produk-
tionsaggregat,. eller en forsggsopstilling, eller et sat pro-
duktionsprgver, opniede under forskellige vilkdr, Noget i dem
er godt, og noget i dem fungerer ikke s& godt. Find ud af,
hvad der er i vejen, og hjalp.med at f& produktionsprocessen
‘i siﬁ helbed til at fungere.-Se, sd far vi.brug fbr Deres ma-
- tematik." ( ' ' '

Bag sddarine konflikter anes vasentlige fejltagelser i orga-
nigeringen af den hgjere uddannelse. Ingenigren er ikke ind-
'stiligg pé_i konkretevprqduk;ionsforhqld at apvende“maﬁemati—
ske konstruktioner, der er fremragende og logisk fuldkomne,
men som han har fiet indpodet i abstrakt foim under sit stu-
dium.: Den "rene" matematiker er opdraget i den overbevisning,
at hans dom@ne er en tilbundsgdende beherskelse af teorier,
mens' deres anvendelse er et privilegium for specialister i an-
vendt videngkab. '

Trods al forkarlighed for matematikken ville det selvfglge-
1ig ikke vare rigtigt at anse dens universalisme for granse-
1¢s. I ¢vzig; er en anden form for fetichdyrkelse lige g8 gka-
delig: at denne videnskabs dybder kun skulle kunne nds af de
indviede. Ogsd her md kilderne til en sddan opfattelse sgges
i undervisningsmetodikken. Hvis et menneske fra barnsben far
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indpodet: "Det vigtigste er at kunne alle éefinitioner; teo-

at de formler,
der er skrevet ned i haftet, ikke blot afspejler abstrakte
sammenhznge, mer er et middel til erkendelse, et varktéj til
handling.

Det er en af padagogikkens vigtige opgaver at fjerne et
vist slgr af hemmelighedsfuldhed fra matematikken, der i vore
dage virkelig udmerker sig ved en kompliceret symbolik. Det
er fgrst og fremmest skolel@reren, der skal vare rede til det-
te, for det er ham, der legger grunden til en videnskabelig
verdensanskuelse hos den unge generation.

Indholdet af matematikuddervisningen 1 de zldste klasser
er i de seneste: &r blevet vasentlig endret Dette betyder i-
mldlertld ikke, at det nu vedtagne program er perfekt. Der
er en rakke punkter, hvor det skal yderligere udvikles. Fegrst
og fremmest skal man huske: i livet er det ikke tilstrazkke-
ligt at rasonnere logisk, ndr man opererer med matematiske be-
greber, men man m&, bortset fra alt andet, hurtigt kunne be-
regne og vurdere regnestykkets omtrentlige resultat og samti-
dig ikke miste evnen til at udfpre identiske transformationer.
Desuden bgr vi allerede i tiérsékolen,givé eleverne i det
mindste nogle almene forestillinger om, hvordan matematikken
i vore dage studerer tilfaldige fanomener. S&danne kundskaber
er uundvarlige ikke blot for kommende forskere og ingenigrer,
biologer og agronomer, men ogsd for reprasentanter for de bre-
de masseres erhverv i deres daglige arbejde.

Desvaerre svarer matematiklzrernes uddannelsesniveau‘ikke
til dagens krav, og lazrebggerne, ved hvis hjzlp de indfgrer
bgrnene i tallenes komplicerede verden, tranger ogsd til en
forbedring.

Det er nok vard at lytte til de videnskabsmend, der fore-
sldr at skabe en serie bgger for dem, der giver eller modta-
ger undervisning, hvori der skulle fortzlles om, hvordan mate-
matiske metoder hjazlper videnskaben med at finde fodfaste som

sé er det naturllgv1s svart: PN
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en produktiv kraft i samfundet,

Det er Klart, at i dannelsen af den materialistiske,
marxistisk-leninistiske verdensanskuelse spiller samfunds-
videnskaberne den afggrende rolle. Men det er indiskutabelt,
at de andre videnskaber heller ikke bgr st udenfor i denne
forbindelse. Matematiklerere er kaldet til at yde deres bi-
drdg til hos ungdommen at udvikle en straben efter at anven-
de erhvervede kﬁndskaber til fremme af hgje .samfundsmaessige -
mal.

Det, der er. fremragende i dag, er i morgen kun godt, og i
gvermorgen m& man til at sgge efter noget mere fuldendt til
erstatning, = det er i denne sggende &nd, ethvert ungt menne-
ske bor g& ud i livet. Kreativitet i arbejdet er en almenmén=
neskelig ka;ggéri,‘men matematikken er ikke dens ringeste in=
strument. Det er skolens og de hgjere -lareanstalters opgave
at lazre at beherske dette instrument effektivt i gamle og nye
?;@dgktionssfarer'og videnskabsgrene, ' T

B. GNEDENKO.
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