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Dette projekt handler om den frekvensafthaengige, komplekse varmekapacitet for
seje vasker. Projektet gar ud pa at undersege, hvordan den teoretiske sammen-
hang er, mellem den termiske admittans, der méles ved specifik varmekapacitets-
spektroskopi og den frekvensathzngige varmekapacitet.

Denne sammenhang vil generelt athenge af eksperimentets geometri, samt af de
termiske egenskaber (varmekapacitet og varmeledningsevne) af vaesken man méler
pé. Nar man maler pé seje vasker vil sammenhangen desuden ogséa afhenge af de
mekaniske egenskaber af vesken, idet det mekaniske og termiske respons i denne
situation er koblet. Denne afhzngighed af de mekaniske og termiske egenskaber
kaldes det koblede problem. Athangigheden af eksperimentets geometri kaldes
det termiske randeffektproblem. Disse to problemer undersgges numerisk i dette
projekt.

Det termiske randeffektproblem underseges numerisk for en eksperimentel opstil-
ling benyttet af Claus Behrens der er Ph.D studerende pd IMFUFA, RUC.

De koblede partielle differentialligninger der styrer det koblede problem formule-
res dimensionslest. En lidt modificeret udgave af dette system lgses numerisk for
en én- og to-dimensional geometri.




Forord

Denne rapport er det fysiske resultat af et projektarbejde gennemfort pi 3. modul
pa fysikoverbygningen pa Roskilde Universitetscenter i efteréret 2002. Projektet er
et sikaldt frit projekt, der ifelge studieordningen skal opfylde folgende:

Formalet med projektet er, at den studerende ndr frem til forskningsfronten inden
Jfor en problemstilling, der angadr faget fysik.

Jeg har valgt at beskaftige mig med en problemstilling indenfor omradet seje vee-
skers dynamik.

Jeg vil geme benytte lejligheden til at takke Claus Behrens for samtaler om
3m-metoden og fordi han har introduceret mig til sit eksperiment, Bo Jakobsen
og Kristine Niss, som har varet uvurderlige sparringspartnere undervejs, Stine
Timmermann for figurhjalp og gennemlasning, FEM-gruppen (Sofie, Ingunn og
Jacob) for udbytterig snak om Femlab, god mad og godt selskab i datastuen, og
sidst, men ikke mindst min vejleder Tage Christensen for god vejledning gennem
forlebet. ’

RUC, januar 2003
Eva Uhre

I forbindelse med udgivelsen af nerverende rapport som IMFUFA-tekst er der
foretaget enkelte rettelser af fejl og formuleringer i den oprindelige rapport.

April 2004
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1 Indledning

Seje vaesker er karakteriseret ved, at dynamikken er ’bremset’. En vaske bliver
sej, nir den pa et tidspunkt bliver kold ’nok’. I almindelighed skal en vaeske veare
underafkelet for at vaere kold nok til at blive sej. Nar relaksationstiderne bliver
leengere end den ekperimentelle tidsskala vil dynamikken forekomme helt frosset
og vasken vil vare ude af ligevaegt. En underafkolet vaske ude af ligevagt kaldes
en glas. Mekanismerne bag underafkelede/seje vaskers dynamiske egenskaber er
endnu ikke velforstaede.

Linezer termomekanisk relaksation i seje vasker er beskrevet af de termovisko-

elastiske responsfunktioner, som for eksempel den isobare udvidelseskoefficient
' o, den isokore trykstigningskoefficient By, bulkmodulet X og specifik varme-
kapacitet. Kendes tre af disse, kan de evrige responsfunktioner findes udfra dem
(Christensen & Olsen, 1997).

Harmonisk varierende, smé perturbationer af et systems temperatur og relative vo-
lumenandring € = A—VK, vil fore til sma harmoniske @ndringer af entropidensiteten
ps og trykket p, der athanger af responsfunktionerne By, Kr og cy pé felgende

made
dps _ ( 'TI—b'CV By ) ( dT ) )
. —dp - —BV Kr de

(Christensen & Olsen, 1997), hvor alle indgaende responsfunktioner er komplekse
og frekvensathangige. Ved at méle de frekvensathengige responsfunktioner kan
man altsd fi en viden om relaksationen i1 underafkelede vasker, der kan bruges til
at teste modeller til beskrivelse af dynamikken.

Dette projekt handler om maéling af én bestemt responsfunktion for underafkelede
vasker; den frekvensathzengige varmekapacitet. Inden laseren nér at blive alt for
spndt, m4 jeg dog hellere skynde mig at afslare, at projektet ikke har handlet om
fremskaffelse af egne eksperimentelle resultater, og rapporten derfor heller ikke
gor det. Projektet gar derimod ud pé at undersege, hvordan den teoretiske sam-
menhang er mellem den responsfunktion, man méler ved en bestemt mélemetode,
nemlig den termiske admittans, og den responsfunktion man gerne vil finde, nem-
lig den frekvensathangige varmekapacitet. Denne malemetode, der kaldes specifik
varmekapacitets-spektroskopi, vil blive prasenteret i kapitel 3.

I denne type eksperiment sendes en harmonisk varierende varmestrem ud i vaesken,
hvorefter den resulterende temperaturzndring méles. Den termiske admittans er
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2 Indledning

defineret som forholdet mellem varmestremmens og temperaturzndringens kom-

plekse amplitude ved varmepladen, ¥ = iﬁﬂ Den teoretiske sammenhang mellem
den termiske admittans og den ﬁekvensa?haengige varmekapacitet er hos blandt
andet (Birge et al., 1997), (Menon, 1996), (Moon et al., 1996) fundet ved losning
af den én-dimensionale diffusionsligning pa kompleks form

: T

I(DCP((D)T(,)-F)\.?XT =0, )
hvor ¢, (®) er den frekvensafhengige isobare varmekapacitet, A er varmelednings-
evnen og T, er den komplekse amplitude af den harmonisk varierende temperatur.
Ligningen lases for T, hvorved man kan finde et udtryk for den termiske admittans
som funktion af frekvens, varmekapacitet og varmeledningsevne for haje frekven-

ser:
Y (0) = 1/ —itoc,) . 3)

Dette udtryk inverteres herefter, si ¢, kan findes udfra de malte admittanser. Denne
fremgangsméde er dog problematisk af flere grunde.

For det forste er den approksimation man laver, ndr man antager, at diffusionen kun
foregér i én dimension, kun god for ’heje’ frekvenser!. For lave frekvenser vil dif-
fusionen foreg i tre dimensioner. Nar der er diffusion i tre dimensioner athenger
sammenhzngen mellem den termiske admittans og varmekapaciteten af den an-
vendte geometri og eksperimentets randbetingelser p& en mere kompliceret made,
end i det én-dimensionale tilfelde. Dette kaldes fremover det termiske randeffekt-
problem. P4 grund af dette er der en nedre granse for frekvensen i denne metode.
Kan man tage hejde for det termiske randeffektproblem er det altsd muligt at mdle
lengere ned i frekvens.

For det andet kan man diskutere om det i dette eksperiment er meningsfyldt at tale
om c¢,,. Hos for eksempel (Birge et al., 1997), (Menon, 1996) og (Moon et al., 1996)
antages det, at det er den isobare varmekapacitet, der males og det er derfor denne,
der indgdr i ligning 2 og 3. For en sej vaske vil termisk pavirkning imidlertid
ogsi give anledning til mekanisk relaksation i vasken. Vasken deformeres, hvilket
giver anledning til shear-spendinger, der kun langsomt relakserer. Vasken kan
altsd ikke langere siges at vare under konstant tryk. Den mekaniske relaksation
pavirker igen den termiske relaksation og for at have en fuldstzndig beskrivelse af
vaeskens termiske respons er det derfor i tre dimensioner nedvendigt at betragte fire
koblede partielle differentialligninger i stedet for den almindelige diffusionsligning
(ligning 2). Disse er bevaegelsesligningerne givet ved Newtons 2. lov og en udvidet
version af diffusionsligningen, hvor der tages hajde for deformationens indflydelse
pé temperaturen. Dette kaldes fremover det koblede problem.

(Christensen & Olsen, 1997) finder, at det pa grund af koblingen mellem den ter-
miske og den mekaniske relaksation i en underafkelet vaske ikke kan vere cp,

'Hvad der menes med hgje frekvenser vil jeg komme tilbage til senere.




der males i denne type eksperiment, men derimod en blandet termoviskoelastisk
sterrelse. (Christensen & Olsen, 1997) finder ved lesning af det koblede problem i
én dimension, at man i en én-dimensional geometri méler, hvad man kan kalde en
longitudinal varmekapacitet:

Ks+3G Mg
cy = —cy, 4
KT+§-G 4 Mr g )

hvor K; er det adiabatiske bulkmodul og M7 og M; kaldes henholdsvis det isoterme
og adiabatiske longitudinale modul.

Cc =

De fleste eksperimentelle situationer vil dog ikke kunne beskrives med en én-
dimensional geometri. For en situation hvor der er ren diffusion vil en én-
dimensional beskrivelse som sagt vere god salenge frekvenserne er *heje nok’.
Dette er dog ikke nedvendigvis tilfeeldet for det koblede problem. Det vil derfor
vare nyttigt at kunne finde et udtryk for den blandede termoviskoelastiske stor-
relse, der méles i en given eksperimentel situation.

Det vil selvfelgelig vare at foretreekke hvis man kan finde en analytisk lesning
for sammenhzangen mellem varmekapacitet og admittans. Den analytiske lesning
er relativ nem at finde for ren diffusion i en dimension. Den analytiske losning er
stadig relativ overkommelig at finde for et én-dimensionalt koblet problem. Ana-
Iytiske lasninger er imidlertid vanskeligere at finde for to og tre dimensionale pro-
blemer. Der findes matematiske teknikker til at finde generelle analytiske losninger,
for eksempel separation af ligningerne til ordinzere differentialligninger og integra-
tion af en punktkildelgsning over det betragtede omrade (Carslaw & Jaeger, 1959),
(Kupradze, 1979). Problemet er imidlertid at opnd en analytisk lesning for et gi-
vet randbetingelsesproblem, der afspejler et virkeligt eksperiment. Den analytiske
tilgangsvinkel kan altsd i princippet bruges, men kan resultere i s& komplicerede
udtryk for Y som funktion af ¢ at de alligevel méa inverteres numerisk.

Jeg har derfor valgt at beskeftige mig med numeriske lesninger. I princippet skulle
det fulde koblede problem lases for den betragtede eksperimentelle geometri. Dette
kan man imidlertid forvente vil vere kompliceret. Da jeg ikke er stedt pa lignende
eksempler pa brug af numeriske metoder til databehandling indenfor dette omréde,
har jeg valgt at betragte nogle simplere situationer. For det forste underseages det
termiske randeffektproblem og det koblede problem hver for sig. Dette giver mu-
lighed for at sammenligne de to effekter i forhold til hinanden. Det termiske ran-
deffektproblem loses i en tre-dimensional geometri, hvor der endvidere tages hejde
for betydningen af det termiske respons af den brugte opstilling. Det koblede pro-
blem loses i en to-dimensional geometri, hvor der ikke tages hojde for opstillingens
respons.

Det er et overordnet forméal med projektet at undersege mulighederne for, og per-
spektiverne i, anvendelse af numeriske metoder til databehandling af resultater fra
varmekapacitets-spektroskopi-eksperimenter.

Dette giver anledning til folgende mere specifikke problemformulering:
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1.1 Problemformulering

Hvordan kommer de termiske randeffekter til udtryk i eksperimentet til méling af
varmekapaciteten benyttet af Claus Behrens, Ph.D studerende ved IMFUFA, RUC?
Eksperimentet vil blive preesenteret i kapitel 6.

Hvordan kan numeriske losninger bruges til at tage hojde for de termiske randef-
fekter i en tre-dimensional geometri?

Det er desuden et formal at fa formuleret det koblede partielle differentiallignings-
system dimensionslest, pd en méde der er velegnet til numerisk analyse. Herudfra
underseges folgende spergsmal:

Kan man, udfra en numerisk losning af det koblede problem i en to-dimensional
geometri, finde ud af, hvordan man i denne geometri skal tage hejde for, at man
maéler en blandet termoviskoelastisk responsfunktion? -

1.2 Metode

Til at finde de numeriske lesninger har jeg valgt at benytte det kommercielle pro-
gram FEMLAB®, version 2.3, der er et program til lesning af randvardipro-
blemer for partielle differentialligninger, ved hjaelp af Finite Element Metoden.
Grundideen i Finite Element Metoden er, kort fortalt, at opdele det betragtede do-
mene i trekanter, det sdkaldte gitter. Indenfor hver enkelt trekant approksimeres
losningen derefter med nogle basisfunktioner, for eksempel linezre funktioner, el-
ler mere almindeligt med polynomier (sdkaldte kvadratiske elementer). Disse ele-
menter skal selvfolgelig antage de samme vardier pé trekanternes rande og hjerner.
P4 denne made reduceres partielle differentialligninger til et saet af algebraiske lig-
ninger. Disse loses, hvis de da kan, i MATLAB®, version 6.5.

Fordelen ved numeriske lasninger frem for analytiske er som n&vnt at man kan lese
komplicerede randvardiproblemer. Der er imidlertid ogsd nogle vanskeligheder,
som det er nadvendigt at vaere opmarksom pa. For at man kan bruge den numeriske
losning, ma man sikre sig, at det faktisk er et fysisk realistisk problem, man laser,
samt at den opniede lasning har konvergeret og er palidelig. Arbejdsprocessen kan
minde om eksperimentelt arbejde og jeg har da ogsé brugt en ikke uvasentlig del
af min tid pa sddanne generelle undersegelser, eftersom programmet var nyindkebt
da jeg startede mit projektarbejde. Herudover har jeg ogsé haft brug for nogle mere
specifikke undersagelser.

Jeg har til losning af det termiske randeffektproblem brug for at kunne modellere
varmeudbredelse i en geometri bestdende af forskellige materialer. Jeg har derfor
undersagt, hvordan programmet handterer rande mellem forskellige doméner. Dels
pA en rand, hvor der varmes og hvor den samlede varmestrem ud i de to domzner
er kendt og dels p4 en rand, hvor varmen stremmer over og hvor der ikke ma ske
energiophobning.



1.3 Rapportens opbygning 5

Med hensyn til palideligheden af den numeriske lasning har jeg sammenlignet nu-
meriske lgsninger med den analytiske lgsning i en én-dimensional situation, hvor
jeg kender den fulde analytiske losning. Dette sandssynliggor, at jeg ogsa kan stole
pa de numeriske losninger i mere komplicerede situationer, hvor jeg ikke har ana-
lytiske udtryk at sammenligne med, sleenge den opndede numeriske losning bare
har konvergeret. :

1.3 Rapportens opbygning

Rapporten starter i kapitel 2 med en kort beskrivelse af relaksation i seje vaesker
og de komplekse frekvensathangige responsfunktioner. Derefter kommer i kapi-
tel 3 en kort introduktion til den metode, man bruger i specifik varmekapacitets-
spektroskopi. I kapitel 4 udledes de partielle differentialligninger, der beskriver den
koblede termiske og mekaniske relaksation. Saledes er jeg nu klar til at kaste mig
over de numeriske lesninger.

Forst findes den numeriske losning til det én-dimensionale termiske problem, med
det formal at tjekke kvaliteten af de numeriske lasninger i en situation, hvor der
kan sammenlignes med analytiske lasninger. Derefter behandles det fulde termiske
randeffektproblem, for Claus Behrens’ eksperiment. Alt dette sker i kapitel 5 og 6.

Endelig behandles det koblede problem i kapitel 7, farst for en én-dimensional
geometri og derefter for en to-dimensional geometri.

1.4 Angiende vektor- og tensornotation

Jeg har brugt vektor- henholdsvis tensornotation omskifteligt igennem projektrap-
porten, siledes at jeg bruger den notation, som jeg i sammenhangen synes er mest
hensigtsmaessig og forstéelig.




2 Seje vasker

En sej vaeske kan kvalitativt beskrives som en vaske, hvor dynamikken er bremset
ned. Den seje vaeskes struktur er den samme som vaskens, men molekylerne har
svaerere ved at omstrukturere sig i den seje vaske. En sej vaske udviser bade fast-
stof egenskaber og vaske-egenskaber. Vi kan betragte et eksempel hvor tempera-
turen andres ved et stepinput og derefter holdes konstant, samtidig med at trykket
holdes konstant. Dette vil fere til en entropistigning, der kan deles op i to bidrag.
En instantan stigning, der skyldes at systemets hurtige frihedsgrader, det vil sige
molekylernes vibrationer omkring deres ligeveegtspositioner, suger energi og en
langsom, relakserende stigning, der skyldes molekylernes omstrukturering. Denne
relakserende opfersel er karakteristisk for seje vaesker; en sej vaske kan ikke med
det samme n4 at tilpasse sig til paforte andringer.

Relaksationen i en sej vaeske har altsé, uanset om det drejer sig om for eksempel ter-
misk, viskoelastisk eller dielektrisk relaksation, noget at gere med hvor svart mo-
lekylerne har ved at omstrukturere sig. Som et mal for storrelsesordenen af relak-
sationstiderne bruger man ofte den sikaldte Maxwell-relaksationstid T, = M/ G,
hvor n er viskositeten, der er et mél for hvor sveart vaesken har ved at flyde, og G.. er
det instantane, elastiske shearmodul. G.. er omvendt proportional med temperatu-
ren, men varierer ikke meget fra vaske til glas (G.. ~ 10°Pa), mens viskositeten er
sterkt temperaturathaengig og afhanger eksponentielt af temperaturen' . Tempera-
turathzengigheden af Maxwellrelaksationstiden er altsd domineret af viskositetens
temperaturathzengighed, og der gzlder ca. T, =n-10~°Pa~!. (Harrison, 1976).

Om sej vasker opferer sig som et fast stof eller som en vaske afhenger altsd af
hvor lange tider man betragter dem over i forhold til relaksationstiden. Ved en
frekvensafthengig péavirkning vil den seje vaske opfere sig som et fast stof hvis
frekvensen f > 17! og som en vaske hvis f < T~!. Imellem disse to ekstremer
findes det relakserende omréde.

Iresten af rapporten vil jeg antage at vi befinder os i det linezere omrade, det vil sige
at man kan nejes med at betragte forste ordens sammenhznge mellem de betrag-
tede sterrelser. Materialets respons pé en given pavirkning kan altsé beskrives in-
denfor rammerne af linear responsteori. I det falgende vil jeg komme narmere ind

Hvilken form denne temperaturafhaengighed mere pracist har er stadigvak et dbent spergsmal.
Der eksisterer flere alternative modeller, af hvilke kan nzvnes entropimodellen (Adam & Gibbs,
1965), fri volumen modellen (Cohen & Turnbull, 1959) samt shoving modellen (Dyre et al., 1996).
Dem vil jeg dog ikke komme nermere ind pa.




8 Seje vaesker

pé hvordan man beskriver stoffer der relakserer. Forst gives en generel introduktion
1 tidsbilledet, hvorefter det vises hvordan denne kan fores over i frekvensbilledet.

2.1 Linezr viskoelasticitetsteori

Lad os et gjeblik betragte hvordan et materiale vil reagere overfor et pludselig
péfert stress, for eksempel et mekanisk shearstress. Hvis et stof opferer sig elastisk
vil det reagere instantant pa én stresspdvirkning. Stoffet deformeres og vil herefter
forblive i denne deformerede tilstand indtil stresset fjernes igen, hvorved stoffet
vender tilbage til den oprindelige udeformerede tilstand. Deformationstilstanden
er altsé kun athangig af den gjeblikkelige stresstilstand. En elastisk deformation
lagrer pa denne made mekanisk energi, der frigives igen uden nogen dissipation,
nér stress-pavirkningen opherer. Istedet for at pavirke materialet med et stress, kan
man péafere et strain, hvorefter deformationen holdes konstant. Den konstitutive
relation mellem stress og strain for et elastisk stof er i dette tilfzlde:

6ij = Gijutu, (2.1.H

hvor der er brugt Einsteinnotation, det vil sige der skal summeres over gentagne
indices, i dette tilfelde k og 1. o;; er stresstensoren, Gyjy kaldes enten modulus-
elasticitets- eller stivhedstensoren og indeholder de mekaniske responsfunktioner
og &y er straintensoren. Disse vil blive praesenteret mere indgéende i kapitel 4.

En Newtonsk viskes vaske vil ved en pludselig stresspévirkning reagere med et
stat flow, det vil sige vil fortsatte med at deformeres indtil stresset fjernes igen.
Nar stresset fjernes igen vil vasken ikke vende tilbage til sin udeformerede til-
stand, men vil istedet forblive i den nye ligevaegtstilstand. Den mekaniske energi
der er blevet brugt til deformationen er giet tabt som varme pé grund af friktionen
i vaesken. Hvor et elastisk stof kan lagre al den mekaniske energi vil en newtonsk
vaske altsd dissipere al den mekaniske energi. Den konstitutive relation er denne
gang mellem stress og strain-rate (det vil sige den tidslige &ndring af straintenso-
ren):

O = 2T]éij for i# 7 (212)

hvor proportionalitetskonstanten er viskositeten.

Stoffer der bade er i stand til at oplagre og dissipere mekanisk energi, som seje
vasker, kan ikke beskrives som enten elastiske eller viskese, men har faellestreek
med begge. Sadanne stoffer kaldes viskoelastiske og skal beskrives indenfor ram-
merne af viskoelasticitetsteori. Udszttes et viskoelastisk materiale for en pludselig
stresspavirkning vil der vaere en instantan elastisk deformation efterfuigt af et lang-
somt tidsathangigt viskest flow. Der vil altsd vaere relaksation. Paferes nu en ny
stresspavirkning vil materialet reagere med en ny instantan deformation og en ef-
terfolgende relaksation, mens relaksationen af det *gamle’ stress ogsa vil fortsatte.
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Det betyder altsd at et viskoelastisk materiale har en hukommelse for alle tidli-
gere paferte stresstilstande og den resulterende deformation kommer altsd til at
athaenge af hele stress-historien. Paferes omvendt et strain vil stresset relaksere,
som funktion af tiden, for at tilpasse sig den nye deformationstilstand. Her vil det
resulterende stress ligeledes vare athengig af hele strain-historien. I dette tilfelde
bliver stress-strain relationen:

o;j(t) = /_; Giju(t —t')éu(t)ar, (2.1.3)

hvor Giju(t) er de mekaniske relaksationsfunktioner. Ligning 2.1.3 er en gene-
ralisering af ligningerne 2.1.1 og 2.1.2 og indeholder disse som specialtilfelde.
(Christensen, 1982)

2.2 Elasticitet-viskoelasticitet korrespondens

De termoviskoelastiske responsfunktioner bliver altsd generelt tidsathzngige, og
resultatet (outputtet) af en given pavirkning (input) skal findes som en foldning
af den tidsafhengige responsfunktion med input. Dette gor vel livet meget mere
besverligt for os? Jo selvfelgelig lidt mere besvarligt, men ikke s& meget som
man umiddelbart skulle tro. Den linezre responsteori fortzller os nemlig, at hvis
man transformerer til frekvensbilledet genvindes de oprindelige simple relationer.

Jeg betragter nu en helt generel situation, hvor der er givet et input ¢, der varierer
harmonisk med en frekvens @, det vil sige

O(t) = Poe ™™, 22.1)

hvor @, er den komplekse frekvensathangige amplitude. Outputtet y vil da ogsa
variere harmonisk med den samme frekvens, men med en fasedrejning i forhold til
inputtet

V() = Yo, (22.2)

hvor fasedrejningen er indeholdt i den komplekse amplitude. Her er det underfor-
stiet at de virkelige input og output er reprasenteret ved realdelene af disse udtryk.
Hvis den tilhorende tidsathangige responsfunktion kaldes R(t) siger den linezre
responsteoriZ, at

Y1) = /_' _R@-to)ar = [ "Rt — 1)t (22.3)

‘21 denne formulering falges notationen brugt i (Christiansen, 1978)’s formulering af den linezre
responsteori, som er almindelig brugt notation pd IMFUFA. Dette er imidlertid ikke standard i alle
sammenh&nge. Man vil ofte se den alternative formulering

v = [ Re-O)tat,

hvor det er ¢, der indgdr og ikke den tidsafledede af denne. Dette betyder at de frekvensafhengige
responsfunktioner i denne notation skal defineres p4 en lidt anden méde.
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hvor der efter andet lighedstegn er foretaget et variabelskift, ( —¢') = ¢". Vi kan
nu indsztte udtrykkene for Y og ¢:

—im(t~t"
B / R(t”) (pme t(”) ))dt" = —i0Pge m)t/ e gy (2.2.4)
Da responsfunktionen R(f) = 0 for ¢t < 0 pd grund af kausaliteten (rsag skal
komme for virkning) kan integralet vi endte med ovenfor uden at &ndre pa resul-
tatet tages fra t = —eo, Integralet kan dermed genkendes som den Fouriertransfor-
merede af R(z). Man definerer nu den frekvensath®ngige responsfunktion R(®)
som (—i®) gange den fouriertransformerede af tidsresponsfunktionen’:R(w) =
—i®F(R(t)). Dermed kan relationen mellem de komplekse amplituder for input
og output skrives:

Yo = R(®0)@q. (2.2.5)

Hvis man gar over til frekvensbilledet og benytter de frekvensathengige kom-
plekse responsfunktioner opnir man alts en simpel sammenhaeng mellem input
og output.

Dette galder for alle former for lineaert respons, og sdledes ogsa for de viskoelasti-
ske responsfunktioner. Dette betyder at man kan lose viskoelastiske problemer pé
samme maide som elastiske problemer, ved at erstatte tidsafhangige input, output
og responsfunktioner med de tilsvarende komplekse frekvensathengige sterrelser,
det vil sige ved at udfere en fouriertransformation af det termoviskoelastiske pro-
blem. Dette kaldes af og til elasticitets-viskoelasticitets korrespondens princippet
(Christensen, 1982)[s. 46). Denne korrespondens gelder ogsi mellem termoelasti-
ske og termoviskoelastiske problemer (Christensen, 1982)[s. 89].

Alt dette vil jeg komme tilbage til i kapitel 4, hvor jeg vil udlede bevagelseslignin-
gerne og varmeledningsligningen, der styrer det koblede termiske og viskoelastiske
“problem.

2.3 Debye-relaksation

Udseendet af relaksationsprocesserne i seje vaesker er langtfra velbestemte. Den
simpleste (ikke-trivielle) form for relaksationsproces man kan forestille sig er en,
hvor der kun er én relaksationstid involveret. Dette kaldes en debye-proces (Harri-
son, 1976)[s. 174-175]. En sddan kan modelleres med et Voigt-element (en mod-
stand i serie med en kapacitor) i parallel med en kapacitor, se figur 2.1.

Man kan lave en simpel model af den komplekse frekvensathangige varmekapaci-
tet som en debye-proces. Vi lader altsd det elektriske netvaerk 1 figur 2.1 modellere
den komplekse, frekvensathangige specifikke varmekapacitet. Strengt taget kan

31 den fornvnte alternative formulering af den linezre responsteori vil R(®) bare veere defineret
som den Fouriertransformerede af R(t).
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Cip — —— Chons

Figur 2.1 Et elektrisk netvaerk, der skal modellere en debye-proces. ¢, reprasenterer
bidraget til varmekapaciteten fra de vibrationelle frihedsgrader, og modstanden R i serie
med cg,n s repraesenterer det relakserende bidrag fra de konfigurationelle frihedsgrader.

man nojes med et Voigt-eclement for at modellere denne, den ekstra kapacitor defi-
nerer bare niveauet for varmekapaciteten.

Kapacitoren c,;» repreesenterer bidraget til varmekapaciteten fra de hurtige, vibra-
tionelle frihedsgrader, og modstanden R i serie med cyons Tepraesenterer det relak-
serende bidrag fra de langsomme, konfigurationelle frihedsgrader. Hvad bliver var-
mekapaciteten 1 denne model? Varmekapaciteten er en eftergivenhed, det vil sige
forholdet imellem 6S (en generaliseret ladning/forskydning) og en relativ tempera-
tureendring 67 /Ty (en generaliseret spanding), hvor Tj er en given referencetem-
peratur, jeevnfer ligning 1. Man kan altsé finde det frekvensathangige udtryk for
varmekapaciteten i modellen, ved at finde den frekvensathangige eftergivenhed
(J()) i det elektriske netvark.

Hvis man husker at parallelforbindelser har samme spanding og serieforbindelser
samme strom, og at integration med hensyn til tiden i frekvensbilledet svarer til a
dividere med (—iw) fas: '

cl®) = ¢y e e —_—
( ) chb+ C—L——I(DR 1—Z(DTD
konf

: (2.3.1)

hvor Tp = Rcony er en karakteristisk relaksationstid for systemet. 15! vil da vere
en karakteristisk frekvens for systemet og i de to greenser hvor ® er meget lille
henholdsvis meget stor iforhold til denne fas

€ = Cyip + Chonf for Op Kl
C=Cyip for otp > 1. (2.3.2)

Varmekapaciteten ¢ kan enten vare c,, ¢, €ller en helt tredje afhangig af situatio-
nen.

Denne model for varmekapaciteten vil jeg komme tilbage til senere, i forbindelse
med vurderingen af den numeriske lesning af det termiske randeffektproblem i
kapitel 6.



3 Miling af frekvensathaengig
varmekapacitet

Dette projekt tager som navnt udgangspunkt i en bestemt metode til méling
af den frekvensathangige specifikke varmekapacitet; denne metode kan kaldes
varmekapacitets-spektroskopi. Jeg vil her give en kort beskrivelse af metoden.

I et varmekapacitets-spektroskopi-eksperiment méles den termiske admittans af en
vaske ved at nedsznke en plade, der virker bdde som varmekilde og termometer
i veesken. I praksis er varmepladen ofte en tynd film, med en temperaturathaengig
modstand, der sidder pé et substrat af en slags, for eksempel glas.

En harmonisk oscillerende strom sendes gennem filmen, det vil sige
I(t) = Icos(wt) = re(le ™), (1)

hvorved den effekt, der afs=ttes i filmen, ogsa varierer harmonisk, dog med den
dobbelte frekvens: ’

P(e) = R() (£} ~ %zgzeoa +re(e2m)). @)

I udregningen af denne effekt er der set bort fra at modstanden er temperaturathan-

gig, men da middelverdien af modstanden Ry er meget storre end udsvingene fra -

denne middelvaerdi er fejlen man begér ved at se bort fra temperaturathangigheden
i udregningen af effekten ikke ret stor.

Som det ses har den afsatte effekt bdde en DC- og en AC-komponent. DC-leddet
giver anledning til en tidsuathaengig temperaturstigning i preven, som man skal
tage hejde for ved bestemmelse af den absolutte temperatur af varmepladen (Birge
et al., 1997). AC-leddet giver en varmestrem, der oscillerer med frekvensen 2m:

) 1 _ . _
Jo(t) = ElgRore(e 2wty = re(jo2ue Raty €))

Denne varmestrem giver anledning til en temperatur-oscillation af pladen med den
samme frekvens, men med en fasedrejning ¢ i forhold til varmen

AT (t) = re(Taoe ™ 2%), 4

hvor Ty = T4e® er den komplekse amplitude, der altsd ogsi indeholder fasen.
Fremover vil alle symboler med fodtegn ® betegne komplekse amplituder. Den

13
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termiske admittans er den komplekse frekvensafthengige responsfunktion, der er
givet som forholdet mellem varmestremmens (en generaliseret strom) og tempera-
turens (en generaliseret spanding) komplekse amplituder:

Y (o) = Jﬁﬂ. (5)
20
P4 denne made méles den termiske admittans af vasken, ved at male temperaturo-
scillationernes komplekse amplitude pa varmepladen.

Filmen er som sagt lavet af et materiale med en temperaturathaengig modstand,
hvilket betyder at temperaturen kan males ved hjzlp af den sikaldte 3m-metode.
Modstanden vil oscillere med samme frekvens og fasedrejning i forhold til strem-
men som temperaturen, det vil sige med frekvensen 2m og fasedrejning ¢. Altsd er
den tidsathangige modstand af filmen til forste orden givet ved:

R(f) = Ro(1 + 0AT) = Ro(1 + are(Tane ™)), (6)

hvor o = %g% angiver modstandens temperaturathengighed. Spandingen over fil-

men bliver altsi

V(1) R()I(t) = Ro(1 + ore(DBpe %)) [yre(e™™™)

1 1 ) .
= Rolo(l+a§(T2me—QwI+T2*mei2a)t))§(e—lmt+el(0t)
= Rolpre(e™™™) + EIOROOL (re(ﬂwe_am’) +re(Bee ™). (D)

Det andet led i dette udtryk ses at oscillere med tre gange frekvensen af inputstrom-
men, og kaldes derfor den tredje harmoniske af spzndingsoutputtet (det er den
tredje fourier-koefficient af spendingen). Den tredje harmoniske kan i en maling
isoleres fra det samlede spandingsoutput, og gennem kendskabet til amplituden og
fasedrejningen af den tredje harmoniske kan den komplekse temperaturamplitude
altsa findes.

Denne presentation er ikke si praktisk anvendelig. I virkeligheden er det ikke
strommen gennem varmepladen man styrer, men spzndingen over varmepladen
og en formodstand. Et netvaerk for denne situation er vist i figur 3.1 Det er altsd
Vina man styrer. Et udtryk for 7,4 findes ved at udnytte at stremmen gennem for-
modstanden Ry er den samme som stremmen gennem varmepladen R, det vil sige
at forholdet mellem spandingerne V4 og Vs er det samme som forholdet mellem
Ryog (Rr+Rp):

Ry
= Vind -
Vi = 7R, ®
Den afsatte effekt i varmepladen findes som

(Vind - Vud)2

P= , 9
- ©
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/L A
‘ R f Vid
T Ry(T)

Figur 3.1 Figuren viser det netveerk man maler over. Vi er inputspandingen, som man
styrer. V4 er outputspendingen, der méles over formodstanden. R,(T) betegner den
temperaturathengige modstand af filmen, mens Ry betegner formodstanden.

Vind

hvor R, er den gennemsnitlige veerdi af den temperaturathengige modstand R,

Ved at indsatte ligning 6 i ligning 8 pd R,’s plads kan man ved udregning fa, at
den termiske varmestrem og dermed ogsd AT af pladen varierer med 2@ og at en
del af V4 varierer med 3. Dette kan som for udnyttes til at finde den termiske
admittans, ved at male den tredje harmoniske af 7/,;. (Behrens, 2002)

Fremover vil jeg betragte en varmestrem, der oscillerer med frekvensen o i stedet
for 2. Dermed er

Y (o) =220

1 ) )
20 jolr) = s BRorele™™) = religaae™),  AT(1) =re(Toe ™).
w

(10)

3w-metoden kan benyttes i forskellige eksperimentelle situationer. Hos for eksem-
pel (Birge et al., 1997) og (Menon, 1996) méiles den termiske admittans ved at
nedsaznke en varmeplade helt i vasken, mens Claus Behrens (Ph.D studerende,
IMFUFA, RUC) benytter en opstilling, hvor et glasrer med veasken i, placeres over
varmepladen. Det er denne opstilling jeg vil undersgge 1 kapitel 6. (Christensen &
Olsen, 1998) benytter en (omtrent) kugleformet modstand som varmekilde, hvorpa
en veskedrdbe placeres. I disse eksperimenter males typisk i frekvensomradet
mHz-kHz. Det er den samme metode der benyttes i disse forskellige opstillinger,
men eksperimentets geometri har en betydning for det teoretiske udtryk, der kobler
den malte termiske admittans til varmekapaciteten.

Problemet er altsd, at finde et teoretisk udtryk for den termiske admittans, der kob-
ler den mélte admittans i et givet eksperiment til den sterrelse man gnsker at finde,
nemlig varmekapaciteten. Varmestremmen ind i vasken styres gennem stremin-
puttet til varmefilmen, det vil sige vi har brug for et teoretisk udtryk for den kom-
plekse temperaturamplitude ved varmepladen.

Temperatur-amplituden og -fasedrejningen vil athange af eksperimentets geome-
tri, samt af de termiske egenskaber (varmekapacitet og varmeledningsevne) af
substratet og den vaske man madler pd. Nar man madler pa seje vasker vil tem-
peraturen desuden ogséa athange af de mekaniske egenskaber af vesken, idet der
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opstar stress, der pa grund af vaeskens haje viskositet relakserer si langsomt at de
termisk inducerede deformationer igen giver anledning til en temperaturaendring.
Temperaturens athangighed af de mekaniske egenskaber samt af eksperimentets
geometri er de to problemer der enskes belyst i dette projekt.




4 De termomekaniske ligninger

I dette kapitel udledes de differentialligninger der bestemmer den termiske og me-
kaniske relaksation af en sej vaske, nemlig bevagelsesligningerne og diffusions-
ligningen. Afsnittet bygger generelt pd (Feynmann et al., 1964), (Nowacki, 1986),
(Landau & Lifshitz, 1986) og (Christensen, 1982).

Jeg vil udlede differentialligningerne for det termoelastiske tilfeelde, hvoref-
ter de oversattes til termoviskoelastiske ligninger ved hjelp af elasticitets-
viskoelasticitets korrespondensen.

Undervejs benyttes Einsteinnotation, det vil sige i ethvert udtryk, der indeholder
gentagne indices er det underforstéet at der skal summeres over disse, medmindre
andet eksplicit navnes.

4.1 Stress

Med stress menes de indre spandinger i et legeme. I et kontinuum er stresset i et-
hvert punkt beskrevet ved tensorfeltet 6(x,7)!, hvor o;; er spendingens komposant
iretningen e; pa planen med normalvektor e 7. Spendingen s pi et lille arealelement
da er da givet ved

s = gda. (4.1.1)
At denne relation gaelder uanset hvilken retning normalvektoren til planen har, og at
o dermed faktisk beskriver stresset i ethvert punkt, vises ved at den samlede kraft p&
en infinitesimal tetraede skal vaere 0. Det viser sig at stress-tensoren er symmetrisk,
det vil sige at 0;; = G ;. Dermed er der hajst 6 uathengige komponenter i G.

Tensorens diagonalelementer beskriver spandinger, der er normale til de betrag-
tede overflader, sdledes er det hydrostatiske tryk p defineret som

1 1
'—Ap = §Gkk = gtr(g) (41.2)

Off-diagonalelementerne beskriver tangentialspaendinger, ogsé kaldet shearspaen-
dinger. Disse skrives af og til i den deviatoriske stresstensor s;;

1 1
Sij = Oij — §8ij0kk =0y — '?;Sij tr(g) = o+ pd;), (4.1.3)

der har spor 0.

IFremover vil jeg for at lette notationen lade det vere underforstaet at o er tids- og stedathengig.

17
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4.2 Strain

Strainet er et udtryk for deformationen af et legeme. Lad os kigge pé en lille for-
skydning i dette legeme. Enhver forskydning kan opdeles i en translation, en ro-
tation og en deformation (Christensen, n.d.). Forskydningsfeltet u(x) angiver hvor
meget punktet med stedvektoren x flytter sig ved forskydningen, det vil sige for-
skydningen bringer punktet over i

X = x+u(x). (4.2.1)

Vi betragter en lille pil 1 = x — x, der ved en forskydning sendes over il' = x' — xy,.
Vi har
' =x+u(x) - (x0+u(xp)) =1+ u(x) — u(xo), (4.2.2)

der ved rzekkeudvikling af u(x) til ferste orden omkring x, bliver?

du du
=1 —(x—%p)— =1+ = 4.2.
F'=1+u(xo) + - (x—x0) —u(xo) =1+ =-1, (4.2.3)
hvor g% er en tensor. Hvis forskydningen er en ren translation er g—: =0, det vil sige
tensoren g—g beskriver rotationen og deformationen af legemet ved forskydningen

u. ?@ deles op i en symmetrisk og en antisymmetrisk del:

Xj
Bu,- 1 Bu,- Buj> 1 (8u,~ Buj
—==|—-= | —+== 424
ij 2 (axj ax; + 2 ax_; + ax,' ( )
og det kan vises at det forste led beskriver rotationen og det andet led deforma-

tionen af legemet (Christensen, n.d.). Vi kan altsa definere straintensoren ¢;;, der
beskriver deformationen af legemet

1 aui auj
gj= 3 ('a-x—j + 5;1') . (4.2.5)

Som med stresstensoren deles straintensoren ogsé af og til op i sporet og en devia-
torisk straintensor, der har spor 0. Om sporet gelder

AV
gn=V-u=—. (4.2.6)
V
Den deviatoriske straintensor defineres
1
ejj =§&jj— ~3-8,'j€kk. (4.2.7)

2Fremover vil stedafhengigheden af forskydningsfeltet vaere underforstset, ligesom ogsé tidsaf-
hengigheden er det.
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4.3 Bevagelsesligningerne for et termoelastisk system

For at kunne finde bevagelsesligningerne er det nedvendigt at opskrive et udtryk
for den samlede kraft, der virker pa et givent legeme. Den samlede kraft er givet
ved summen af overfladekrafter, som for eksempel stress, og volumenkrafter, som
for eksempel tyngdekraften og elektromagnetiske krafter. Vi vil dog se bort fra
tyngdekraften og andre eventuelle volumenkrafter. For at opné den samlede kraft
pé hele det betragtede legeme skal stresset integreres over hele overfladen:

F= j{o,,- ds;. (4.3.1)
S

Ved hjxlp af Gauss’ teorem kan overfladeintegralet laves om til et volumenintegral,
idet

F}=%Gij de=/VjGij dv. 4.3.2)
s v
Specielt for et lille volumen ma der gzlde at

dF; = VjG,'jdV. ; 4.3.3)

Det viser sig altsa at kraften per volumen i et punkt er givet ved divergensen af
stresstensoren. Newtons 2. lov fir nu felgende udseende for et lille volumen dv,
med massen dm
a2u,~
dFi=dma; = VjG,'j dv & pa;= VjQij 4 pst-z— = VjG,'j, (4.3.4)
hvor p er massefylden, a; er den i’te komposant af accelerationen af det lille volu-
menelement dv og u; er den i’te komposant af forskydningsfeltet.

Det der nu mangler er en sammenhzng mellem stresstensoren 6;; og henholdsvis
forskydningsfeltet u og temperaturen 7. Fra den lineaere elasticitetsteori kendes
sammenhangen mellem stress og strain (jevnfer kapitel 2.1):

6ij = Gjjutu, (4.3.5)

hvor der summeres over gentagne indices. Da vi nu ved at stress- og straintenso-
rerne er symmetriske og der derfor hgjst er 6 uathengige koefficienter i disse, er der
hejst 36 (ud af 81) uathangige koefficienter i Gijy. For et isotropt materiale (som
en vaske jo er) viser det sig imidlertid at der gelder en simplere sammenhang,
idet der i dette tilfalde kun er to uathangige koefficienter i elasticitetstensoren.

I et isotropt materiale vil stress- og straintensorerne vaere diagonaliserede i samme
koordinatsystem. Da alle off-diagonalelementerne altsi er 0 i de to tensorer bliver
43.5

0ii = Giii€ii + Giijj€jj + GikkExk, (4.3.6)
hvor der ikke er benyttet Einsteinnotation, det vil sige ovenstdende sammenhzng
gzlder for den (ii)’te komponent i stresstensoren (Christensen, n.d.). Dette giver
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altsd 9 koefficienter i elasticitetstensoren, men da der jo ikke er nogen foretrukken
retning i et isotropt materiale, ma udtrykket vare symmetrisk i x, y og z. Det vil
sige at

Grox = Gyyyy = Gzzzz = A4,
hvor A er en eller anden konstant, og alle de blandede koefficienter Gj;j; er lig
en anden konstant B for i, j = x,y,z. Der er altsd kun 2 vafhangige elementer i

Giju, dem vil vi nu gerne bestemme. Vi kan kigge pa en tredjedel gange sporet af
stresstensoren. Ved at bruge ligning 4.3.6 og indsztte 4 og B fas

1 1 1
gtr(g) = 5(0n+0yy+0zz) = §(A+ZB)(s,a+eyy+szz)
1

= §(A+ZB)tr(§). (4.3.7)

Ved at benytte ligning 4.3.7, 4.2.6 og 4.1.2 ses at

1 AV
Ap=—Ltr(0) = — L (4 +2B)ir(e) = - (4 +28)27, (43.8)
373 2773 v
det vil sige der mé gelde
1 op
Lu+2m)=-v (a7) =k 43.9)

hvor K7 er det isoterme bulkmodul. Bulkmodulet har altsd noget at gore med
de volumenzndrende deformationer. Deformationer der &ndrer formen, men ikke
volumenet har noget med shearmodulet (G) at gere, idet shearmodulet angiver
proportionaliteten mellem afvigelse fra middeitreekket (et negativt tryk) og afvi-
gelse fra middel-volumenaendringen (Christensen, n.d.). Lad os derfor kigge pa xx-
koordinaten i den deviatoriske stresstensor Sy = Oxx — %tr(g). Ved brug af ligning
4.3.6 0g 4.3.7 fés

1 1
Sox = Oy — gtr(o) = Atx+B(gy+&;) - g(A +2B)tr(g)

(4= B)eg+Bir(e) - %(A +2B)ir(g) (4.3.10)
= (A-B)(ex-— %tr(g))- (4.3.11)

Det viser sig at vare smart at definere G som %(A — B), siledes at man far
S = 2Geyy, (4.3.12)

hvor s, 0g ey, er koordinater i den deviatoriske stress- henholdsvis straintensor. Da
materialet er isotropt ma den samme sammenhang selvfolgelig geore sig geldende
for s, og s, hvilket vil sige at der for den deviatoriske stresstensor gelder

= 2G,

1%
1)

(4.3.13)

il
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og for sporet
loi=Kre; eller tr(c) =Krtr(g), (4.3.14)

hvor man skal vare opmarksom pé at der nu igen benyttes Einstein-notation.

Da G er en konstant og derfor ikke andres ved skift af koordinatsystem galder
sammenhaengen i ligning 4.3.13 generelt og ikke kun i koordinatsystemer hvor
stress- og straintensoren er diagonaliserede. Ligning 4.3.14 glder ligeledes gene-
relt, idet sporet af en tensor er invariant overfor koordinattransformationer.

Ligningerne 4.3.13 og 4.3.14 kan samlet skrives

lekkﬁ,-j) 4.3.15)

Cij = Krekkﬁ,-j + 2G(8,‘j - 3

Dette er Hookes lov for et isotropt kontinuert medium. Men i denne sammenhang
er der ikke taget hejde for temperaturendringers indflydelse pa stresset. For smé
temperaturandringer ‘%| < 1 antages trykket at athenge linezrt af temperaturen
(Feynmann et al., 1964), det vil sige der kommer et ekstra led 1 ligning 4.3.14

1
—Ap = 30 =Kr&ii— By T, (4.3.16)

hvor By = (g%) , €F den isokore trykstignings-koefficient og der med T her menes
de sma afvigelser (AT) fra middeltemperaturen 7.

Alt i alt far vi folgende sammenhzang mellem stress, strain og temperatur

L eud: ;) —BrT oy, (43.17)

Gij = KTekkSi,- +2G(Sij — 3

hvilket kaldes Duhamel-Neumann relationen. (Feynmann et al., 1964)[39-6] og
(Nowacki, 1986)[s. 1-9]

Indszttes 4.3.17 1 4.3.4 og bruges definitionen 4.2.5 fas bevagelsesligningerne for
systemet:
%uy; 82 0%u;

G5 +(50+En AL e 5Vax Poe

a2 (4.3.18)

Her skal man igen huske at der summeres over gentagne indices, det vil sige i
dette tilfzlde j. Ligning 4.3.18 repraesenterer altsd en bevagelsesligning for hver
af retningerne i = x,y,z. Dette skrives i vektornotation:

1 2y
GV~Vu+(§G+KT)V(V-u)—BVVszgT:. (4.3.19)




22 . De termomekaniske ligninger

4.4 ljiffusionsligrrlingenr

Diffusionsligningen bygger pa kontinuitetsligningen for mangden af entropi i sy-
stemet samt Fouriers lov, der er en konstitutiv ligning for sammenhzngen mellem
temperatur og varmestrem. Diffusionsligningen udledes forst termoelastisk, hvor-
efter den transformeres til den termoviskoelastiske ligning.

Kontinuitetsligningen angiver at der for volumenelementet dv skal galde
AS = -V - jsdv+0sdv, 4.4.1)

hvor AS betegner zndringen af systemets entropi pr. tid, V - jsdv er entropistrem-
men ud af volumenelementet dv og 6sdv er entropiproduktionen i volumenet pr.
tid. Lad os nu forestille os vi udferer en kredsproces pa systemet. For denne ved
vi at der skal gzlde AS = 0, idet entropien er en tilstandsfunktion, men ellers kan
vi ikke vide noget om hverken systemets entropi eller entropiproduktionen. Der-
imod kan vi holde styr pé den entropi, der skal tilferes eller fjernes fra systemet
under kredsprocessen og pa denne méde finde entropiproduktionen. Lad os derfor
betragte entropistremmen ud af systemet.

Vi kan forestille os at omgivelserne i princippet kan fjerne entropistremmen V- jsdv
pé en reversibel made. For reversible processer gelder
AQ

AS=—==V.j =
T(t) = V.jsdv

V-jodv

—_—, 442

() (4.4.2)

Nu er temperaturen jo ikke konstant, men varierer omkring en middeltemperatur
Ty, det vil sige T(¢t) = Ty + AT. Dette giver:
V-jgdv  V-jodv 1

AT
V. jsdv = = = —(V-jodv) — == (V-jodv), (443

hvor det sidste lighedstegn fremkommer ved en raekkeudvikling i %. Det forste
led beskriver varmeudvekslingen med omgivelserne ved temperaturen 7p og ma
derfor vere 0 ved en kredsproces. Det andet led ma dermed beskrive systemets
entropiproduktion i kredsprocessen (Christensen, 1989). Denne entropiproduktion
kan vi imidlertid se bort fra, da det er en andenordenseffekt, idet vi befinder os i

det linezere regime, hvor % K1,
Man kan altsd skrive kontinuitetsligningen (ligning 4.4.1)

As = - Yot (4.4.4)
Iy

For systemets samlede volumen V fas alts&

AS_ Vg

= 2% (4.4.5)
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Nu findes venstresiden af 4.4.5 via entropidifferentialet:

AS 1(3S S\ AV o ar
7‘7(%) AT+ (aV) ~FAT+B T, @446

hvor ¢y er den volumenspecifikke isokore varmekapacitet ¢y = 2 (%) , 08 By =
(?T;) , = (35,,—) er den isokore trykstigningskoefficient.

Den relative volumenaendrmg er, som vi ved fra ligning 4.2.6, lig med divergen-

sen af forskydningsfeltet u. Denne sammenhang samt udtrykket for 45 > indszttes
nu i ligning 4.4.5, hvilket giver

oT 0 .
ey o+ Bﬂbg(v -u) =-V-jo. (4.4.7)

Nu er vi n@sten fremme. Det sidste vi skal have styr pd i denne ligning er leddet
V. jo. Sammenhangen mellem varmestremmen jp og temperaturen 7 er givet ved
Fouriers lov, der siger at varmestremmen er proportional med den negative gradient
af temperaturen

Jo=—AVT,

hvor A er varmeledningsevnen. Gradienten giver jo netop den retning hvor tempe-
raturen vokser mest, det vil sige varmen stremmer i den modsatte retning. Fouriers
lov indsettes i ligning 4.4.7, hvilket endelig resulterer 1 diffusionsligningen for et
termoelastisk legeme:

Cya—-i—BVIb ~(V-u) =4V VT, (4.4.8)

hvor man skal huske at T her, som i ligning 4.3.19, betegner afvigelsen i forhold
til referencetemperaturen Tj.

Det er de koblede partielle differentialligninger 4.3.19 og 4.4.8 der beskriver det
termomekaniske respons i et elastisk legeme. Med givne randbetingelser pAuog T
kan u(x,t) og T(x,¢) altsé findes ved lesning af disse ligninger.

4.5 Termoviskoelasticitet

Ovenstdende ligninger gelder som sagt for et termoelastisk legeme, hvor respons-
funktionerne er konstante og ikke afthanger af tiden. Som beskrevet i kapitel 2 kan
man imidlertid ved hjalp af elasticitets-viskoelasticitets korrespondensen opnd de
tilsvarende termoviskoelastiske ligninger ved at erstatte de konstante termoelasti-
ske responsfunktioner med de tilsvarende komplekse, frekvensafthangige viskoe-
lastiske responsfunktioner.
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Hvis vi antager at u og T varierer harmonisk, det vil sige u(x,#) = ug(x)e™™ og
T(x,t) = Ty(x)e™ ™ f3s diffusionsligningen for et termoviskoelastisk legeme:

Og bevegelsesligningerne for et termoviskoelastisk legeme:

GV Vug+ (%G+KT)V(V 1) — By VT
= —po’ug, (4.5.2)

hvor u, er den komplekse amplitude af forskydningsfeltet og T5, er den komplekse
amplitude af temperaturvariationen. Det er her og fremover underforstiet at alle de
indgéende responsfunktioner i princippet er komplekse og frekvensafhangige.

Man kan forsimple ligningssystemet ved at sztte det inertielle led pw?u,, lig 0.
Dette er en god antagelse s lenge lydens bolgeleengde er meget lengere end den
betragtede geometri. Lydhastigheden i en vaeske er omkring 1000-2000 m/s (Lide,
1999-2000), det vil sige ved en frekvens pa 1kHz vil lydens belgelengde vare i
storrelsesordenen meter, og dermed betragteligt 1&ngere end storrelserne i de rela-
vante opstillinger, der typisk hejst vil veere af storrelsesorden cm.

Nér vi fremover refererer til bevagelsesligningerne for et termoviskoelastisk le-
geme menes der derfor ligningerne:

GV Vue+ (%G+KT)V(V o) = By VT, (4.5.3)

4.6 Opsamling

4.6.1 Ligningerne for det koblede problem

Det er de koblede partielle differentialligninger (ligning 4.5.3 og 4.5.1) der styrer
det termiske og mekaniske respons i en sej vaske. Det er altsd disse ligninger der
skal loses i en given geometri og med givne randbetingelser pa u, og Ty, for det,
som jeg har kaldt det koblede problem.

4.6.2 Ligningerne for det rent termiske randeffektproblem

Det er nedvendigt at skelne mellem hvad der glder for faste stoffer og hvad der
gelder for vaesker.
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Vaske

For en tyndtflydende vaske gelder G = 0, idet det nasten ikke koster noget energi
at deformere en vaske pa en made der ikke @ndrer volumenet, dvs. at f3 den til
at flyde. For en tyndtflydende vaeske giver det mening at tale om at man kan have

varmeudbredelse under isobare betingelser. Dermed kan ligning 4.4.6 skrives som

g=1 (g%)p -AT = 2 AT, hvor ¢, er den volumenspecifikke isobare varmekapa-

citet ¢, = % (g%) . Dermed reduceres diffusionsligningen (ligning 4.5.1) til:
p .

—iwc,Tp = AV-VT,, (4.6.1)

som jeg har kaldt den ’almindelige’ diffusionsligning.

Ligning 4.3.16 fortzller os at der under isobare betingelser endvidere gelder at
Kr(V - ugy) = Pr T, hvilket betyder at de mekaniske ligninger i dette tilfzlde re-
ducerer til

1 By 1

\'2 Vllm = —EK——T VT(D = —'gapVTm, (462)

hvor o, = % (%%) er den isobare varmeudvidelseskoefficient. Dette fortaller altsa

at den termiske ligning, diffusionsligningen, er afkoblet fra de mekaniske ligninger.
De mekaniske ligninger er stadigvak koblet til temperaturvariationerne, hvad man
ogsé ville forvente, eftersom vaesken mé udvide sig nar den opvarmes. Den meka-
niske (vektor)-ligning er nu blevet til en Poisson-ligning med kildeled — %(xp VT,
altsd er temperaturgradienten en kilde til deformationer i vasken.

Fast stof

For et fast stof gelder G > 0, derimod gzlder o, ~ 0, idet volumenet af et fast
stof ikke &ndrer sig neevnevaerdigt ved @ndring af temperaturen. For faste stoffer
giver det ogsa mening at tale om at man kan have varmeudbredelse under isobare
betingelser. Dermed reduceres diffusionsligningen (ligning 4.5.1) som ovenfor til:

Siden o, =~ 0 reduceres de mekaniske ligninger i dette tilfzlde til Laplace-
ligningen:

V-Vu, =0. (4.6.4)

Det vil sige at diffusionsligningen og de mekaniske ligninger er helt dekoblede for
faste stoffer.
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Der er altsa to situationer hvor det termiske respons ikke er koblet til det mekaniske
respons, og det derfor er meningsfyldt at tale om det rent termiske randeffektpro-
blem, nemlig for tyndtflydende vaesker og for faste stoffer. I disse tilfalde reduceres
problemet dermed til et rent termisk problem. Det er ligning 4.6.1, der lases for det
termiske randeffektproblem.



S Det termiske problem i en dimension

I dette kapitel loser jeg forst den én-dimensionale almindelige diffusionsligning
analytisk med henholdsvis isoterme og adiabatiske randbetingelser, hvorved jeg
kan finde analytiske udtryk for den termiske admittans i disse to situationer. Der
ses altsd bort fra koblingen til de mekaniske egenskaber. Endvidere kigger jeg pi
det tilfzelde hvor der er varmediffusion ud i to forskellige materialer, fra en varme-
kilde i midten. Dette har jeg brug for nir jeg skal undersege de termiske randef-
fektproblemer, der opstér pa grund af det substrat filmen sidder p&. Herefter loser
jeg diffusionsligningen numerisk for et todelt domaene, med forskellige materiale-
egenskaber. Den opndede numeriske lasning sammenlignes med den analytiske.

" Dette gores dels for at illustrere Femlabs méde at handtere randbetingelser mellem
domaner med forskellige egenskaber pa. Dels for at kunne vurdere kvaliteten af
den numeriske lesning i et relativt simpelt tilfeelde, hvor der findes en analytisk
losning at sammenligne med. Geometrien skal derfor ikke modellere et bestemt
eksperiment, men man kan for eksempel forestille sig at vi betragter en isokor si-
tuation. Den indgdende varmekapacitet vil dermed blive cy. Jeg vil dog undlade at
pracisere hvilken situation der betragtes, det vil sige de indgdende varmekapacite-
ter vil athange af det betragtede eksperiment.

5.1 Den én-dimensionale analytiske lasning

Jeg kigger nu pi et tilfaelde, hvor domanet er en linie fra x = 0 til x = L, med
varmekilden placeret i x = 0. I dette domzne loses diffusionsligningen pa kompleks

form: 2

) T

zcochHaTz"’ =0, (5.1.1)
med tilherende randbetingelser. Denne ligning er et eksempel pa en helmholtz lig-
ning, hvis generelle losning er en linearkombination af komplekse eksponential-
funktioner, det vil sige

To(x) = Ay~ 4 45, (5.1.2)

Dispersionsrelationen bestemmes ved at satte ligning 5.1.2 ind i diffusionslignin-
gen, hvilket giver folgende sammenhaeng mellem k og ®

0Ty — AT, =0 < k= ’%:(Hl),/%. (5.1.3)

27
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Da k’s real- og imaginzrdel er lige store er losningen (eller mere pracist (4, e~ *%)-
delen af den) altsd en deempet belge, der athangig af frekvensen kun nér ud til en
given lengde (den er eksponentielt dempet sa den forsvinder selvfolgelig aldrig
helt). Vi kan af ligning 5.1.2 — eller udfra enhederne af ¢, A og ® ~ se at realdelen
af k har dimension lzengde i minus forste. En over realdelen definerer altsi en
karakteristisk frekvensathaengig lengde for systemet, der netop er et méal for hvor
langt veek man skal for den diffusive belge tilnermelsesvis er deet ud. Dette kaldes

diffusionsbelgelengden Ip, det vil sige

2A

Ip= e (5.1.9)
Konstanterne A; og A» kan findes ved hjelp af randbetingelserne for den situation
man betragter. Alternativt kan man opskrive en overforingsmatrix, der beskriver
sammenh@ngen mellem temperatur og varmestrom to forskellige steder 1 domeanet.
Det vil jeg nu gore, idet denne fremgangsmade ger det lettere at finde den termiske
admittans Y for forskellige situationer. Udfra ligning 5.1.2 og Fouriers lov findes
varmestrommen:

aT(o(x)
ox

Sammenhangen mellem temperatur, varmestrem og konstanterne 4y, 4, er altsa i
punktet x givet ved:

( 1'2252) ) - ( Mek—eﬂj'“ —;f;;ila ) ( 2 ) = M(x) ( j; ) (5.1.6)

Sattes x = 0 fas:

( J‘?of?g) ) - ( kt'k —;»ik > ( j; ) =M(0) ( j; ) (5.1.7)

Man kan nu finde et udtryk for vektoren (4;,45) i ligning 5.1.7 ved at gange lig-
ningen fra venstre med M(0)~!. Det fundne udtryk for (4,,4,) indszttes i ligning
5.1.6:

( jigj)(zc)) ) M(x)M(0)™! (}gf?g) ) =;(x,o)( jgﬁ?g) ) (5.1.8)

Jow(x)=-A = Aik(4 €™ — 4,¢™). (5.1.5)

hvor

I(x,0) = MxM ()

etk 1/1 -4
= . - kA
( Aike=#r  —pike™ ) 2 ( I & )

1 —1kx+etloc _L(ellq‘_e_,]“
= 5( Aik(eix — it kxe—iloc_‘_eilcr ) ) (5.1.9)
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Her angiver overferingsmatricen (7'(x,0)) sammenhzngen mellem temperatur og
varmestrom i punktet O henholdsvis x. Der er selvfalgelig ikke noget specielt ved
punktet 0, overferingsmatricen kunne ogsé opskrives for sammenh@ngen mellem
to vilkarlige punkter. Nar jeg valger at gore det for punktet O er det dels for over-
skuelighedens skyld og dels fordi det rent faktisk er i punktet 0, hvor varmepladen
sidder at jeg er interesseret i T og jo.

5.1.1 Den termiske admittans for adiabatiske randbetingelser

Udfra overferingsmatricen kan man nu finde den termiske admittans for forskellige
randbetingelser. For en adiabatisk rand i x = L, det vil sige jg (L) = 0, fas ved
indsattelse i oyerf;aringsmatricen (ligning 5.1.8 0g 5.1.9)

jQ,co(L) =0
3
Aik(e ™ — L) . T(0) + (e7* + €™ - jp (0) =0.  (5.1.10)

Herudfra findes Y som forholdet mellem varmestremmen og temperaturen i 0:

_Jow(0) _ Aik{em® — M) hik(1 — M)
Y(w) = T,(0) (e ®idd) | (1+eH)

(5.1.11)

Man kan nu betragte to graensetilfelde, nemlig Ip < L og Ip > L.

Forst betragtes tilfzeldet Ip < L. Her vil leddet e = ¢=2L/Ibg2iL/Ib ;) det vil
sige

Y (@) & —Aik = v/—itxeh = (1 — i) “’;" (5.1.12)

Herefter betragtes tilfaldet Ip >> L. Ved en rekkeudvikling til forste orden fas

2k — ~2(1-DL/lp oy q _ 2(1-i)L/Ip, (5.1.13)
.det vil sige:
Mk -9 E) L
~ —\ik(1 = = —iocL, 5.1.14
22—k ~ Mg = G419

hvor ferste ’lighedstegn’ opnds ved at indsztte ligning 5.1.13 i ligning 5.1.11, det
andet fas ved at udnytte at L/Ip = 0 og det sidste lighedstegn kommer af at indsatte

udtrykkene for k (ligning 5.1.3) og Ip (ligning 5.1.4).




30 ) Det termiske problem i en dimension

5.1.2 Den termiske admittans for isoterme randbetingelser

Man kan udfere tilsvarende beregninger for en isoterm randbetingelse i x = L, det
vil sige T,(L) = 0, her fas generelt

Y(w)= &l(lce—(z%__e—z;—k;—) (5.1.15)
Og i de to graenser:
Y(w) = (1 —i)@ for Ip<L
Y(w) =~ A for Ip>»L (5.1.16)

L

Det ses altsd, at i greensen /p < L er der ikke forskel p4, om man betragter en
adiabatisk eller en isoterm rand i x = L. Dette svarer simpelthen til at den diffusive
belge nar at do ud leenge for randen.

I grensen Ip > L er der derimod forskel pd om man betragter en adiabatisk eller
isoterm rand i x = L. Betingelsen Ip >> L svarer jo til at vi har meget sma fre-
kvenser. Dette betyder at vi i det isoterme tilfelde kan betragte det, som om der
er en konstant gradient gennem vasken fra x = 0 til x = L. Al varmen strommer
dermed ud til den isoterme rand, hvor den forsvinder. Hermed bliver den termiske
admittans et udtryk for vaeskens varmeledningsevne.

For de adiabatiske randbetingelser derimod er der ikke noget varme der forsvinder.
Varmen stremmer altsd ud i et ’reservoir’, hvor den oplagres og admittansen bliver
dermed et udtryk for varmekapaciteten.

5.1.3 1D diffusion i to forskellige materialer

Jeg kigger nu pé et tilfaelde, hvor der er varmeudbredelse i én dimension, men bade
i den positive og den negative retning. Domznet er altsi en linie fra x = —L til
x = L, med varmekilden placeret i x = 0 (se figur 5.1). I den situation, hvor der ikke
er det samme materiale pa begge sider af varmekilden vil materialeparametrene A
og ¢(w) have en verdi pa den positive akse og en anden pa den negative.

Da temperaturen ma vere den samme i x = 0, uanset om man kommer fra hejre
eller venstre og den samlede varmestrom vak fra kilden i x = O er summen af
stromme til de to sider, kan man modellere denne situation som en parallelfor-
bindelse af admittanser, se figur 5.2. Den samlede admittans bliver summen af
admittanser i de to domaner:

Y(0) =Y (0) + hLh(o). (5.1.17)
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| | |
I j I
1 2
x=—L x=0 x=1L

Figur 5.1 Et domzne med éndimensional varmeudbredelse i bade den negative (domaene
1) og den positive (domzne 2) retning. Varmekilden er placeret i x = 0. jo; og jo
betegner varmestremmen ud i henholdsvis domane 1 og 2.

)¢ ) 2!

Figur 5.2 En parallelforbindelse af admittanser, der modellerer situationen i figur 5.1. ¥,
er admittansen af domne 1 og ¥> er admittansen af domane 2.
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I det tilfaelde hvor der er adiabatiske rande i x = —L og x = L fas fra ligning 5.1.11

_ X]ik](l—eZik‘L) kzikz(l—eZikzL)
Yo = ——qramy ™ ~ g ream

(5.1.18)

hvor &) og k> er givet ved dispersionsrelationen (ligning 5.1.3). I de to graenser fis

tilsvarende
Y@= (1-i)(y/2b+, /098  for Ip<L  (51.19)
Y(w) = —iwl(c; +¢c3) for Ip>L (5.1.20)

5.2 Den endimensionale numeriske losning

Jeg vil i det folgende sammenligne numeriske én-dimensionale lesninger fra Fem-
lab, med de analytiske losninger udledt i afsnit 5.1. Dette vil jeg gere for en geo-
metri bestdende af to forskellige materialer, hvor varmekilden er placeret pa randen
mellem dem, svarende til det i afsnit 5.1.3 behandlede tilfeelde.

5.2.1 Geometrien

Den anvendte geometri ser ud som i figur 5.3. Nér jeg har lavet en geometri med
en endelig tykkelse 1 stedet for en ’zgte’ endimensional geometri er det for at
illustrere hvordan Femlab laver gitteret. Geometrien skal som sagt ikke modellere
et bestemt eksperiment.

T T T T T T T T T T T

Figur 5.3 Her ses den anvendte geometri for den én-dimensionale numeriske losning med
de to domaner Q) og ).
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3.2.2 Ligningerne og randbetingelserne

Ligningeme der loses i de to domaener er

ine Tp+MV3T, =0 pd
0Ty +0V2T,=0 pid Q, (5.2.1)

hvor ¢; og ¢, er varmekapaciteterne i henholdsvis domane 1 og domaene 2 og A4
og A; er varmeledningsevnerne i domane 1 og 2.

Randbetingelserne sattes til adiabatiske pd alle ydre rande og pa den indre rand
specificeres varmestremmen pr. areal:

Jow = Jole+joze=MViTy—AVo T, = 12008 (5.2.2)
hvor gradienterne her er pseudo’gradienter, der kun er defineret pa de respektive

domaener. Det vil sige V| er gradienten fra venstre i den indre rand. Séledes er det
den samlede varmestrom der styres.

Ligningerne og randbetingelserne szttes nu ind i Femlab, med materialeparame-
trene ¢; =1, ¢ = 2, A; = 1 og A, = 1. For disse vardier fis, for ® = 1, diffusions-
leengden i Q til

2M
Ipj=4/—=v2x14 5.2.3

DI o) V2 ( )
ogiQ, til

Ipp=¢/—=1 (524

5.2.3 Legsningen

Femlab genererer nu det gitter af trekanter (de endelige elementer), der er udgangs-
punktet for losningen. Gitteret for denne geometri ses i figur 5.4.

Diffusionslengden er et mal for den l&ngdeskala hvorpa de veasentligste tempe-
raturendringer foregar. Jo mindre diffusionslengden er jo finere skal gitteret altsa
vere, hvilket betyder at gitteret skal blive finere jo tattere man kommer pi varme-
pladen. P4 figur 5.4 har jeg derfor manuelt gjort gitteret finere omkring grensen
mellem de to domaner, hvor varmepladen sidder. At gitteret ikke er symmetrisk
skyldes den numeriske algoritme i Femlab og har ikke nogen fysisk &rsag.

Herefter kan ligningerne loses numerisk. Lesningen for o = 1 ses i figur 5.5, hvor
den numeriske temperaturprofil er plottet fra (—5,0.5) til (5,0.5). Her ses ogsé den
analytiske lasning

Tor (x) =Ale—iklx+A2eik'x pd Q
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Figur 5.4 Gitteret der danner udgangspunkt for lasningen af ligningerne 5.2.1 med de
adiabatiske randbetingelser (5.2.2) for geometrien i figur 5.3.

Toa(x) = dze™ % + 44e™* pa  Q, (5.2.5)

hvor k) og k; er givet ved ligning 5.1.3 og konstanterne A, 4,, A3 og A4 findes
ved losning af ligningerne 5.2.5 i det kommercielle symbolmanipulations-program
Maple7 med randbetingelsemne jo1,6(0) + jo2,6(0) = 1, jo1,0(=5) = jo2,6(5) =0
og T1(0) = Ty2(0).

Udtrykkene for konstanterne vil jeg ikke gengive her, men den fulde analytiske
losning givet ved ligningerne 5.2.5 ses som sagt i figur 5.5.

Den numeriske losning ses at vere i fin overensstemmelse med den analytiske.

5.2.4 Den termiske admittans

Herefter loses problemet numerisk for @ logaritmisk fordelt mellem 10~* og 103
(tid™!) og den termiske admittans findes som

_Jowl(0) 1 T(0)—iTy(0)

Ynum(w) = Tw(O) - Tm(()) - T£(0)+T£2(0)’

(5.2.6)

hvor T} er realdelen og 7, er imaginardelen af temperaturen og Y, betegner den
numerisk bestemte admittans. Man skal bemarke at dette er den termiske admittans
per areal, da varmestremmen er angivet per areal (ligning 5.2.2),

I figur 5.6 er logaritmen til realdelen af admittansen plottet mod logaritmen til fre-
kvensen for den numeriske og henholdsvis den ’fulde’ analytiske losning (ligning
5.1.18) og approksimationen for heje frekvenser (ligning 5.1.19):

Y'(0) = \/? +vo (5.2.7)
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Realdelen af temperaturen fra (-5, 0.5) til (S, 0.5)
T - v T

— analytisk
* _numerisk loesning

03 T

real(T)

Figur 5.5 Pa figuren vises realdelen af temperaturen fra (—5,0.5) til (5,0.5) fundet ved
numerisk lgsning af ligningerne 5.2.1 med adiabatiske randbetingelser, samt den fulde
analytiske losning (ligningerne 5.2.5)foro=1,¢c;=A =Xy =1ogcy; = 2.

;‘ 4
T -2f
2
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—af
=5F - 0
= numerisk lpesning
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- - analytisk loesning for ly<<L
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-4 -3 -2 -1 [} 1 2 3
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Figur 5.6 Et logaritmisk plot af realdelen af den termiske admittans fundet ved
losning af ligningerne 5.2.1 med adiabatiske randbetingelser, for @ fra 10~* til 10°
og ¢ =M = A2 =1, ¢ = 2. Den fulde analytiske losning (ligning 5.1.18) er plottet
med den fuldt optrukne, approksimationen for haje frekvenser (ligning 5.1.19) med den
stiplede linje.
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Igen kan man se at den numeriske lesning er fint i overensstemmelse med den
analytiske. Derudover viser figuren hvor den analytiske approksimation for gran-
setilfeeldet Ip < L er brugbar. For logo > —1, eller > \/—‘1_5 2 0.3, kan man pi
den viste skala ikke se forskel pa approksimationen og den fulde analytiske los-
ning. Denne verdi af ® athanger selvfelgelig af de involverede parametre ¢ og A
via diffusionslengden. For @ = ‘/% er Ip; ~ 2.5. Det kunne derfor umiddelbart
virke som om, at den analytiske hgjfrekvente approksimation til den fulde losning
er god silenge den laengste diffusionsleengde, der er involveret er mindre end %
Man kan altsd ogsa hajst forvente at den tredimensionale lesning kan beskrives
ved denne hgjfrekvente, endimensionale approksimation nir diffusionslengderne
er mindre end 17“

I figur 5.7 er logaritmen til minus imaginardelen af admittansen over frekvensen
(log(——ll'"aﬂ,@—))) plottet mod logaritmen til frekvensen for den numeriske losning.
I samme figur er imaginardelen af den fulde analytiske lgsning (ligning 5.1.18)

a5¢

« numerisk loesning
—— analytisk loesni
RS T analyt ioosning for EN

2~ . . analytisk logsning for L<<iy,

15

1b

05+

fop(-Y"/w)

of
-05F

1}

= 2 = 0 1 P 3

toga
Figur 5.7 Et logaritmisk plot af minus imaginardelen af den termiske admittans, divideret
med ®, fundet ved losning af ligningerne 5.2.1 med adiabatiske randbetingelser. o gér fra
1074 til 103 og ¢; = Ay = A2 = 1, ¢; = 2. Imaginzrdelen af den fulde analytiske lesning
(ligning 5.1.18) er plottet med den fuldt optrukne, approksimationen for haje frekvenser
(ligning 5.1.19) med den stiplede linje og approksimationen for lave frekvenser (ligning
5.1.20) med den prikkede/stiplede linje (—-).

plottet med den fuldt optrukne linje. Approksimationen for haje frekvenser (Ip <
L) fas fra ligning 5.1.19:

Y"(o) =—(\/_%3+ Vo) ﬁlog(—w%)-) =log(\/——%2.ﬁ+%) (5.2.8)

Denne er plottet med den stiplede linje.
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Approksimationen for lave frekvenser (Ip >> L) fas fra ligning 5.1.20:

Y'(0)=-0-5(1+2) = log(—L((;O—)) =log(15) ~ 1.2 (5.2.9)

Denne er plottet med den prikkede/stiplede linje (—-). Her ses som fer at den
numeriske lesning passer fint med den analytiske og at den hejfrekvente ana-
lytiske approksimation er god for log® > —1, mens den lavfrekvente er god for
logow < —2.3.

Disse figurer illustrerer hvordan realdelen af admittansen gér mod 0 og imaginer-
delen af admittansen, over frekvensen, gdr mod varmekapaciteten for systemet for
frekvensen géende mod 0.

5.2.5 Randbetingelsen for varmestremmen

Til sidst vil jeg gerne illustrere at Femlab behandler randbetingelsen 5.2.2 rigtigt,
hvilket ikke var helt oplagt udfra manualen. Dette er en rand mellem to materialer
med forskellige materialeparametre, hvor der tilfores varme til systemet. For at
kunne illustrere det, har jeg lavet en ny lasning, hvor de to materialer har forskellige
varmeledningsevner, men samme varmekapaciteter. Jeg s&tter Ay =2 0gc) =c; =
A2 = 1. En graf der viser gradienten fra x = —5 til x = 5 ses i figur 5.8.
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Figur 5.8

Den samlede varmestrom i x = 0 fas, ved at benytte ligning 5.2.2, til

Jow=Jjore+ige=MViTs—AVaTp=2-0.2926—1-(~0.4146) = 0.9998 L&l

Dette mé siges at vaere tilstreekkeligt teet pé én til at jeg kan konkludere, at Femlab
behandler denne randbetingelse som ensket.
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5.3 Opsamﬁng

Disse indledende undersagelser viser at de numeriske lasninger i én dimension
er sammenfaldende med de analytiske. Derfor vil jeg betragte de numeriske los-
ninger for mere komplicerede, to- og tre-dimensionelle situationer som palidelige,
sdleenge den opniede numeriske lasning bare har konvergeret (som funktion af git-
terfinheden’). Desuden antyder disse én-dimensionale undersogelser, at den hajf-
rekvente analytiske approksimation hejst kan vare god, silenge den langste dif-
fusionslengde, der er involveret, er mindre end %

Herudover viser undersggelserne at programmet handterer randbetingelser pa en
indre rand, hvor der varmes og hvor den samlede varmestrom ud i de to domener
er kendt, pa en fysisk konsistent made. Det vil sige at der hverken dannes eller
forsvinder energi, som der ikke er taget hajde for.

Nir jeg fremover, ved behandlingen af det termiske randeffektproblem, henviser
til én-dimensionale analytiske approksimationer vil det vare ligningerne 5.1.12 og
5.1.14, der menes for de adiabatiske situationer, og ligningerne 5.1.16, der menes
for isoterme situationer.



6 Numerisk lesning af det
tre-dimensionale termiske
randeffektproblem

1 dette kapitel vil jeg lose den almindelige diffusionsligning for eksperimentet brugt

af Claus Behrens, IMFUFA. Forst vil jeg beskrive opstillingen og de randeffektpro-

blemer man kan forvente. Derefter vil jeg beskrive hvordan geometrien, randbetin-

gelserne og ligningerne er modelleret i Femlab. Derefter vil jeg gé over til at vise

udvalgte plot af den termiske admittans som funktion af frekvensen og de indga-
. ende parametre.

6.1 Den modellerede geometri

Den geometri jeg ensker at lose diffusionsligningen med tilherende randbetingel-
ser for, er som sagt en geometri, der skal afspejle den eksperimentelle opstilling
benyttet af Claus Behrens. I figur 6.1 ses en skitse af opstillingen, i et tvaersnit.

film
b wrivarananasns |
substrat
kobberklods

Figur 6.1 Skitse af Claus Behrens’ opstilling. Det skal bemeerkes at den ikke er i de rette
starrelsesforhold.

Varmefilmen er placeret pa et substrat af glas og ovenpd dette placeres et glasror
med vasken 1. Bag pa substratet sidder en kobberklods, der er termisk clampet til
kryostaten, det vil sige at den har en nogenlunde konstant temperatur. Denne klods

39
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leder den producerede DC varme vak, s8 den ikke skal ledes vaek gennem vaesken.
Derved kan man antage at der ikke er en konstant temperaturgradient i vaesken.

Varmefilmen er kvadratisk, med sidelengder 3mm, mens glasroret er en cylinder,
med indre diameter 6mm, og ydre diameter 8mm, se figur 6.2 der viser en skitse af
opstillingen set fra oven. Tykkelsen af glasreret er altsd 1mm og substratets tykkelse
er ligeledes 1mm, mens varmefilmens tykkelse er i sterrelsesordenen um.

3mm

1 mm

3Imm

Figur 6.2 Skitse af opstillingen set ovenfra, med varmepladen i midten og glasraret
yderst. Endvidere er sterrelsesforholdene angivet.

Man kan forvente flere randeffektproblemer for denne opstilling. Der vil dels op-
std en randeffekt nér diffusionslengden bliver sammenlignelig med dimensionen
af varmepladen. Men herudover vil der ogsi opsta randeffekter nér diffusionsleng-
den bliver sammenlignelig med tykkelsen af substratet, svarende til at admittansen
kan ’se’ kobberklodsen, og nér diffusionsleengden bliver sammenlignelig med af-
standen ud til glasreret. Man kan pd grund af sterrelsesforholdene i opstillingen
forvente at randeffekten hidrerende fra kobberklodsen vil optrade for den hajeste
frekvens, derefter den hidrerende fra filmen og for den laveste frekvens randeffek-
ten hidrarende fra glasreret. Det vil dog sikkert ikke vaere muligt at skelne de tre
bidrag fra hinanden.

6.2 Opstilling af model i Femlab

Jeg skal altsd have denne opstilling reprasenteret ved en geometri, nogle randbe-
tingelser og ligninger, som jeg kan indsztte i Femlab.

6.2.1 Geometrien

Jeg vil starte med at antage at glasreret, der indeholder preven og substratet, hvorpa
filmen sidder, har nogenlunde samme materialeparametre ¢ og A, si jeg kan mo-
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dellere dem som en sammenh&ngende cylinder med bund, men uden l&g. Kob-
berklodsen medtages ikke direkte i geometrien, men modelleres som en isoterm
randbetingelse i bunden af cylinderen. Tykkelsen af varmefilmen er meget lille i
forhold til de andre involverede sterrelser, hvorfor jeg vil antage at den ikke har
nogen tykkelse og altsa bare er en to dimensional flade i den tredimensionale geo-
metri. Denne forsimpling har den fordel at jeg dermed kan modellere varmestrom-
men som en randbetingelse pd denne flade og dermed bliver fri for at modellere
den som en varmekilde i filmen.

Disse forsimplinger giver en geometri, der bestar af en indre cylinder af vasken,
med en cylinderskal af glas udenpd. Varmepladen er en kvadratisk todimensional
flade 1 bunden af veskecylinderen. P4 grund af denne geometris symmetri kan man
ngjes med at lose problemet i en ottendedel cylinder, et lagkagestykke’ som vist i
figur 6.3.

Figur 6.3 Figuren viser den geometri, der er implementeret i Femlab. Denne udger
péa grund af symmetri kun en ottendedel af den forsimplede cylinder, der skal beskrive
opstillingen beskrevet i afsnit 6.1. P4 figuren er angivet de to domzner og varmefilmen.

6.2.2 Ligningerne

Den konstruerede geometri giver to domaener, nemlig glasreret (Q) og vasken
(€2,), hvor diffusionsligningen skal loses med forskellige materialeparametre

l(!)C]Tm'*';\,]VZT(o:O pé Ql
0Ty +MV2T,=0 pa (6.2.1)
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hvor ¢; og A; er varmekapacitet og varmeledningsevne for glasreret og ¢ og A
er varmekapacitet og varmeledningsevne for vesken. Jeg vil ikke specificere naer-
mere hvilken varmekapacitet der indgdr, men man kan for eksempel teenke pa den
som isobar. Det antages at glasrerets materialeparametre c; og A; ikke afthenger af
frekvensen.

Jeg vil gerne forsimple disse ligninger lidt, ved at indfore dimensionslose variable.
Temperaturen er defineret som temperaturamplituden i forhold til en referencetem-
peratur Ty, = %. Jeg valger at skalere alle lengder, det vil sige x, y og z i forhold

til tykkelsen (d) af glasreret. Vi har altsa

/

¥ =§_, 7 = og V/Z dZVZ

z
d
Indferes disse sterrelser, divideres begge ligninger med A;, og ganges med 42 fas

iod LT, + V2T, =0 pi @

M
ind® 2T, + Ay

¥ ¥ ZV2T, =0 pa Q. (6.2.2)

Hyvis vi antager at A, ikke afhanger af frekvensen kan vi skrive A, = kyA;, hvor
k), er en reel konstant. Varmekapaciteten af vasken c, er den sterrelse vi geme
vil finde, og om den ved vi kun at den er kompleks og frekvensafthangig. Derfor
settes ¢y = k.cy, hvor skaleringsparameteren %, er kompleks og frekvensathengig.
Dermed bliver ligningssystemet

iod® %T +V2T,=0 pa
1
i0d? k, x—Tm+le'2Tm =0 pa . (6.2.3)
1

Endehg indferes en dimensionsles frekvens @' = 21 . Denne er valgt sdledes at
= 1 svarer til at diffusionslengden 1 glasset /p g/, et lig tykkelsen af glassubstra-
tet d, det vil sige i dette tilfeelde 1. Alti alt far ligningerne altsa dette udseende

ROkT,+ bV T,=0 pi O, (6.2.4)
hvor markeme 7 er droppet.

Lesning af denne differentialligning giver altsi en numerisk lesning for temperatu-
ren som funktion af frekvensen, k), og k.. Udfra denne kan den termiske admittans
findes, som funktion af frekvensen, k3 og k., Y (w, k&, k).

Det er her k. der svarer til den varmekapacitet, som vi gerne vil finde.
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6.2.3 Randbetingelserne

I figur 6.4 ses geometrien med angivelse af randene, der er betegnet med symbolet
0. Cylinderens bund er i eksperimentet i termisk kontakt med kobberklodsen. Dette
modelleres som nzevnt som en isoterm randbetingelse pa lagkagestykkets bund 91
(se figur 6.4). Lagkagestykkets sider og top 02 — 95 har alle adiabatiske randbe-

PR ydre cylinder
— veeg-ad

/

side-33
indré cylinder

I~ side-d2

Figur 6.4 Figuren viser den modellerede geometri, med angivelse af de forskellige rande.

tingelser, men af lidt forskellige &rsager. 02 — 93 har det pé grund af symmetrien,
mens 04 — 95 har det, idet vi antager at disse sider i eksperimentet er adiabatisk
isolerede. Dermed mangler vi at betragte de indre rande mellem de to domaner, 96
og d7. Da 06 er varmepladen skal der her vare en varmestrem ind i systemet. Her
modelleres kun AC-effekten, der er beskrevet ved varmestromsamplituden jp,q.
Denne szttes til 1. P4 97 skal der gzlde at temperaturen er den samme fra vaeske-
og glassiden, det vil sige at temperaturen er kontinuert hen over randen, samt at
der hverken tilferes eller fjernes energi ved randen. I min formulering af problemet
1 Femlab bliver temperaturen automotisk kontinuert hen over randen, idet det er
gviet implicit at der soges efter kontinuerte losninger. Alt i alt fis felgende randbe-
tingelser

T=0 pi ol

. =VI,=0 pi  92NQy, 3NQ;, SN
JQO=Y VT, =0 pi 92N, 33NQ,, 5N

jQ,m= —VTQ)= O pé a4

Jow=Joretige= VIy—kVI,=1 pd 06
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Joe=Joetine= VIb-khVIy,=0 pa d7

hvor alle varmestremme er stremmene normal til de betragtede rande og V igen
er en pseudogradient, der kun er defineret fra den ene side. Strengt taget er det
ikke varmestremmene der defineres her, men varmestremmene per A, analogt med
formuleringen af ligningssystemet.

I forbindelse med formuleringen af disse randbetingelser har jeg undersegt at for-
muleringen af betingelserne pé de indre rande er fysisk konsistent, det vil sige at
der ikke forsvinder eller opstdr energi, som der ikke er gjort rede for, pa tvers af
disse rande. Dette skyldes igen at det ikke var helt tydeligt udfra manualen, hvor-
dan disse randbetingelser handteres. Filmen er en indre rand med varmestrem til
begge sider, hvilket er den samme situation som jeg undersggte i afsnit 5.2.5. For-
muleringen af randbetingelsen pa 96 er altsa iorden og det viser sig at Femlab ogsd
héndterer betingelsen pa 07 efter hensigten.

Den beskrevne geometri, ligningerne og randbetingelserne indsattes i Femlab og
det tredimensionale termiske problem kan nu lases for passende valg af parametre
ky, ko og .

6.3 Lesninger

Jeg veelger at satte k; lig forholdet mellem varmeledningsevnen for glycerol og for
>almindeligt’ glas, som for eksempel vinduesglas. Varmeledningsevnen A for gly-
cerol findes 1 (Lide, 1999-2000)[s. 6.186] til 0.292% ved 25°C, mens A for glas
findes til at vaere ca. 0.9 — 1.0% (Lide, 1999-2000)[s. 12.202]. Varmeledningsev-
nen er altsd omtrent 3 gange s stor i glasbeholderen som i veesken, det vil sige jeg
s&tter ky = % Varmeledningsevnen athanger af temperaturen, men da vi betrag-
ter linezre situationer, hvor temperaturvariationerne er sma, kan man ihvertfald se
bort fra temperaturathangigheden af forholdet £j.

Nedenfor gennemgas nogle eksempler pa lesninger, for nogle forskellige valg af
veardier for k.. Vi er strengt taget kun interesserede i den del af losningen der an-
giver temperaturen p& varmepladen da det er denne, der skal bruges til at finde
admittansen. I det felgende vises kun de faerdige numeriske resultater for de termi-
ske admittanser.

6.3.1 Den termiske admittans for k) = % ogk.=2

Jeg veelger forst at lade &, vare reel og frekvensuafthengig, for at starte med det
mindst komplicerede tilfelde. Dette vil beskrive en *almindelig’ newtonsk vaske.
Varmekapaciteten vil - alt andet lige - vere storre for en vaske end for glasreret,
det vil sige k. skal vere storre end 1. Jeg setter k. = 2. I figur 6.5 ses et logaritmisk



6.3 Laesninger 45
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Figur 6.5 Figuren viser et logaritmisk plot af realdelen af den termiske admittans fundet
ved losning af ligningerne 6.2.4 med randbetingelser formuleret i afsnit 6.2.3, for ® fra
1074l 102 og ko = 2,ky, = % Herudover er den fulde analytiske-én-dimensionale lgsning
plottet med den fuldt optrukne, 1d-approksimationen for hgje frekvenser (ligning 5.1.19)
med den stiplede linje.

plot af realdelen af den termiske admittans mod frekvensen, hvor admittansen er
udregnet som 1 ligning 5.2.6:

Y () = Jow(film) 1 _ Ty(film) — iy (film)
T To(film) T Tu(film) — T2(film) + T2(film)’
hvor den numeriske vardi af den “zgte” varmestrem jg,,( film) blot er et sporgs-

mal om dimensionering, sa den kan vi s&tte lig 1. Dette betyder pa grund af for-
muleringen af randbetingelsen p4 filmen (d6), at ogsé A; = 1.

(6.3.1)

Real- og imaginaerdel af filmens temperatur er fundet ved at integrere lgsningen op
over hele filmen og dividere med arealet af filmen:

_ ffilmen To(x,y,1)dA

To( film) = o . (6.3.2)

Figur 6.5 viser ogsd den hejfrekvente én-dimensionale analytiske approksimation
givet 1ligning 5.1.19, der med den valgte formulering af ligningssystemet bliver:

Y(0) ~ (1-i)(Vo+ \/?), (6.3.3)

samt den fulde én-dimensionale analytiske lesning, der er fundet ved at addere
ligning 5.1.15 for den isoterme rand, med ligning 5.1.11 for den adiabatiske rand
og indsztte de relevante materialeparametre.
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I figur 6.6 ses et logaritmisk plot af minus imaginardelen af admittansen (over
frekvensen), samt de tilhorende analytiske én-dimensionale losninger.

* numerisk loesning
— fuid anatytisk 1d ioesning
I~ -- . 1d analytisk loesnin

log(~Y"/w)

. . . . L \ . ) . )
-3 25 -2 -15 -1 -05 [} 05 1 15 2
log(w)

Figur 6.6 Figuren viser et logaritmisk plot af minus imaginardelen af den termiske
admittans, over frekvensen, fundet ved lesning af ligningerne 6.2.4 med randbetingelser
formuleret i afsnit 6.2.3, for @ fra 10~* til 10> og k., = 2, ky, = % Herudover er den fulde
analytiske én-dimensionale igsning plottet med den fuldt optrukne, 1d-approksimationen
for heje frekvenser (ligning 5.1.19) med den stiplede linje.

For @ = 1 er diffusionsleengden i glasset som sagt Ip; (1) = 1, sddan som lignings-
systemet er opstillet. Diffusionsleengden i vaesken ved ® = 1 er Ipy(1) = \/% =

1

2 = 0.4. Diffusionsleengden er altsa storst i glasbeholderen. Ifelge observatio-
nerne i afsnit 5.2.4 kan man derfor hejest forvente at den én-dimensionale analyti-
ske approksimation beskriver situationen tilfredsstillende nér

1
ID,=‘/6§%=>0324=>10g(m)20.6.

Denne graense passer meget godt med det, man observerer pa figur 6.5 1 forhold
til hvorndr den én-dimensionale approksimation afviger fra den fulde analytiske
losning. Man skal imidlertid op til frekvenser p& 10-100 for det ser ud til at 1d-
approksimationen kan siges at beskrive den tre-dimensionale numeriske admittans.

Grunden til at det sidste punkt, ved frekvensen 100, ligger under den analytiske
lesning skyldes en numerisk ’fejl’. Diffusionslengden er her blevet s kort at det
benyttede gitter ikke leengere er fint nok. Dette kan selvfolgelig loses ved at gore
gitteret endnu finere. Der er dog i praksis en gvre grense for hvor fint man kan
gore gitteret, da et finere gitter kraever mere computertid og -hukommelse. Denne
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graense nas relativt hurtigt for dette tredimensionale problem. Jeg vil senere komme
tilbage til hvor langt op i frekvens man kan tillade sig at stole pd de opndede nu-
meriske resultater. For det rent termiske problem er det imidlertid ikke sa vigtigt
at kunne komme s hajt op i frekvens; man skal bare vare sikker pa at man er
kommet ind i det *én-dimensionale omréde’, sa har vi-styr pa hvad der sker.

6.3.2 Lesning for en debye-relakserende varmekapacitet

Jeg vil nu lade ¢; veere beskrevet ved en Debye-relaksation, der blev introduceret i
afsnit 2.3. Jeg saetter

1 iy [0} )
140 14+@2”

hvor 1p er sat til 1, det vil sige @ = 1 er en karakteristisk frekvens, og jeg har sat
Cvib = Ckony = C1. ky, er stadigvak %

Cz((.!)) = kc((l))cl = 6‘1(1 +

(6.3.4)

Ferst underseges konvergensen af lgsningen. Dette gores ved at lave 3 kersler af
problemet i Femlab, med 3 forskellige gitre. Resultatet ses i figur 6.7, der viser
de relative afvigelser mellem henholdsvis 1:(kersel 2 og kersel 1), og 2:(kersel 3
og kersel 2). Korsel 1 har det groveste gitter og kersel 3 det fineste. Det skal altsd
vare sddan at 2: er tattere pd 0 end 1: hvis losningen konvergerer. Hvor taet 2:
ligger pa 0 er desuden et mal for hvor god lesningen er for det benyttede gitter. Det
ses ihvertfald tydeligt af de fire grafer at losningen konvergerer nir man forfiner
gitteret. Det ser ud til at lesningen for @ = 100 ikke helt er konvergeret endnu, men
forskellene mellem kersel 3 og 2 er dog under tre procent. Jeg vil derfor tillade
mig at bruge resultaterne helt op til ® = 100, dog med nogen forsigtighed. Dette
bestyrkes af at resultatet her er omtrent sammenfaldende med den analytiske 1d-
approksimation.

I figur 6.8 ses et logaritmisk plot af realdelen af admittansen og i figur 6.9 ses
et logaritmisk plot af minus imaginardelen (over frekvensen), samt de titherende
analytiske én-dimensionale lasninger.

Endelig vises i figur 6.3.5 et plot af fasen (), der udregnes som

711
© = invtan ( %) . (6.3.5)
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Figur 6.7 De relative afvigelser mellem to kersler for henholdsvis realdelen a), imaginzr-
delen b), logaritmen til realdelen c) og logaritmen til imaginardelen over frekvensen d) af
den numeriske termiske admittans, fundet med en debyerelakserende varmekapacitet.
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log(¥")

L7 #*  numerisk loesning
— fuld analytisk 1d loesning
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Figur 6.8 Figuren viser et logaritmisk plot af realdelen af den termiske admittans
fundet ved losning af ligningerne 6.2.4 med randbetingelser formuleret i afsnit 6.2.3,
for o fra 10~ til 102 og &y = % k. er beskrevet ved Debye-processen i ligning 6.3.4.
Herudover er den fulde analytiske én-dimensionale lesning plottet med den fuldt optrukne,
1d-approksimationen for haje frekvenser (ligning 5.1.19) med den stiplede linje.

2 Y T T T T T —

T T
*  numerisk loesning
L — - 1d approx loesning
~ —— tuld 1d analytisk loesni
~

log(-Y"fw)

L s 1 L L s
-3 -25 -2 -1.5 -1 -05 0 05 1 15 2

Figur 6.9 Figuren viser et logaritmisk plot af minus imaginzrdelen af den termiske
admittans, over frekvensen, fundet ved lgsning af ligningeme 6.2.4 med randbetingelser
formuleret i afsnit 6.2.3, for @ fra 10~ til 102 og k) = % k. er beskrevet ved Debye-
processen i ligning 6.3.4. Herudover er den fulde analytiske én-dimensionale lasning
plottet med den fuldt optrukne, 1d-approksimationen for heje frekvenser (ligning 5.1.19)
med den stiplede linje.
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* l * numerisk loesning
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fasen ¢

Figur 6.10 Fasen af den numeriske termiske admittans, samt fasen af den 1d analytiske
losning og -approksimation, fundet for © fra 10~ til 10 og ky, = 1. & er beskrevet ved
Debye-processen i ligning 6.3.4.

6.4 Opsamling

Det ser ud til, udfra de foretagne undersegelser af den beskrevne opstilling, at den
analytiske én-dimensionale approksimation

Y(0) = (1 -i)(Vo+VJokk) for <L (6.4.1)

er en god beskrivelse sélange o er storre end 100. ® er egentlig den dimensions-
lose frekvens @', hvor @' = —“’ﬂ‘f—z, hvilket kan udnyttes til at regne tilbage til de
*virkelige’ frekvenser. Man kan se at den termiske admittans for lave frekvenser
bide har en real- og en imaginerdel, der er forskellig fra 0. Dette svarer til at ad-
mittansen bade ’ser’ den isoterme rand i bunden af substratet og den adiabatiske
rand i resten af cylinderen. Realdelen er domineret af den isoterme rand og det er
ikke muligt at fa gje pd de andre randeffektproblemer i grafen for den. P4 grafen
for imaginzrdelen derimod, ser der ud til at vare to ’knak’ bide pa den numeri-
ske tre-dimensionale og den fulde analytiske en-dimensionale losning. De er dog
tydeligst for den analytiske losning. Disse knak ses bade i en situation hvor var-
mekapaciteten er konstant og i den situation hvor den er relakserende, si de kan
ikke skyldes debye-relaksationen. For de lave frekvenser er varmekapaciteten den
samme i de to situationer, nir frekvensen stiger relakserer den ene varmekapacitet
mod den halve vardi. Dette giver sig dog kun til udtryk i en parallelforskydning af
kurven for haje frekvenser. Knxkket i log(®) = —1.5 pé grafen for imaginardelen
svarer til en diffusionslengde pa cirka 2.3 og kunne derfor godt skyldes den adiaba-
tiske rand. Det er dog sveart at vurdere disse randeffekter for den tre-dimensionale
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losning, idet der godt kan stremme varme fra det ene domane til det andet, uden
om varmepladen.

Fasen viser ligeledes at det er den isoterme rand der dominerer, da den gér mod 0
for frekvensen giende mod 0.

6.5 Fit af varmekapacitet

De folgende tre figurer er resultater af et fit af varmekapaciteten til de numerisk
beregnede Debye-varmekapaciteter, der dannede udgangspunkt for test af konver-
gens. Denne fittemetode er pé ingen méde ’klar til brug’ og skal nermest opfattes
som en indledende undersagelse. Jeg vil kort forklare hvordan resultaterne er frem-
kommet.

For hver frekvens ® udregnes admittansen numerisk for det tilherende k.(®), der
er givet ved ligning 6.3.4. Denne numerisk udregnede admittans bruges som ’data’
som jeg ved hjalp af fitterutinen vil forsege at genskabe.

Nu sattes csiy = a+ib og Yy, findes numerisk, ved hjzlp af Femlab, for denne
veerdi af cy;. Dette bruges til i Matlab at minimere |Y — Y, fitlz, som funktion af
a og b, ved hjzlp af Matlab-funktionen fminsearch. For hver evaluering af |¥ —
Yyi|? er der altsa foreget en numerisk losning af differentialligningen, hvilket gor
proceduren tidskravende. Dette geres for hver frekvens. Disse fit, for resultaterne
af kersel 1 (med det groveste gitter), er vist i figur 6.11.
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Figur 6.11 Fit til Debye-varmekapaciteter.

Det ser jo umiddelbart megét godt ud. I'figur 6.12 0g 6.13 er vist residualplot, hvil-
ket bedre illustrerer hvor godt fitterutinen har kunnet genskabe k.. Residualplottene
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viser de relative afvigelser fra de ’egte’ sterrelser.

aW
“

Figur 6.12 Residualplot for realdelen af den fittede varmekapacitet.
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Figur 6.13 Residualplot for imaginzrdelen af den fittede varmekapacitet

Det ser bedst ud for realdelen; de relative afvigelser er sméa og nogenlunde tilfaeldigt
fordelt omkring 0. For imagin&rdelen ser det mere maerkeligt ud, der er en meget
stor afvigelse ved frekvensen 1073, Jeg har pravet at kere fitterutinen for forskellige
startveerdier og der ser ud til hver gang at vare de samme problemer med at fitte
imaginaerdelen. Det lykkes ikke bedre for de kersler hvor gitteret er gjort finere.

Hvis denne metode skal kunne bruges kraever det nok et mere systematisk arbejde,
med en lidt mere kompliceret fitterutine. Det ligger imidlertid udenfor rammerne
af dette projekt, hvorfor jeg vil forlade denne undersegelse.

Hermed slutter undersogelsen af det termiske randeffektproblem.




7 Numerisk losning af det koblede
problem

I dette kapitel vil jeg behandle det koblede problem. Farst skal ligningssystemet
formuleres dimensionslest, sa der for det forste indgér sa fi parametre som muligt,
og for det andet s de parametre, der indgér pa en eller anden made er karakteri-
stiske for problemet. Dette gores generelt, det vil sige uden indskraenkning til to
dimensioner.

Herefter presenteres den modellerede to-dimensionale geometri. Inden jeg gér
over til at lose det to-dimensionale problem numerisk, vil jeg ferst sikre mig, at
Femlabs én-dimensionale numeriske losning er i overensstemmelse med den ana-
Iytiske. ‘

Fra (Christensen & Olsen, 1997) ved vi at det én-dimensionale koblede problem

har lgsningen
Y(w) =+ —-iwcA for Ip<<L, (1)

der altsd er den samme som for det rent termiske problem, med den forskel at
det her er ¢;, den longitudinale varmekapacitet, der indgar. Denne vil jeg komme
tilbage til senere.

7.1 Ligningssystemet reduceres

For man giver sig i kast med at preve at lgse det koblede problem numerisk kan
det betale sig at overveje, hvordan man formulerer ligningssystemet, séledes at de
parametre, der indgér pa en eller anden méde bliver relevante for losningen. De
ligninger, der skal lases for det koblede problem, blev formuleret i ligning 4.5.1 og
4.5.3. De gengives her:

1
GV Vug+(3G+Kr) V(Y - ua) =By VTo
—imCVTo)—i(!)BVTb(V'u(D)=V'VT(D, (7.1.1)

hvor det er implicit, at T, og u,, afthanger af stedkoordinaterne (x,y,z) og at de
indgéende responsfunktioner kan vere frekvensafhaengige.

Ligningssystemet kan forsimples ved at indfere dimensionslese storrelser i stedet
for temperaturen T' og rumkoordinaterne (x,y,z). Temperaturen er i udledningen

53
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af ligningerne defineret som temperaturamplituden 87. Nu settes T lig med T i
forhold til referencetemperaturen Tp, T, = % = %. Endvidere szttes x' = % og
¥ = £, hvor a er en karakteristisk l&ngde for den betragtede opstilling/system, det
kunne for eksempel vere lengden af varmepladen. Sa fas

G (3G+Kr) T;
OV Vgt V(Y ug) = —O%VT‘;
T Ti
—iocy T, ~ zmﬁ—’;ﬁ(v ) = %V-VT(;. (7.1.2)
. . . Kr+ 4G
Nu geres forskydningsfeltet dimensionslest ved at sette uj, = oy Yo Denne

transformation er motiveret af, at vi gerne vil have ¢; til at indga i det reducerede

ligningssystem. Det vil sige uy, = “f - e u), indszttes i ligning 7.1.2, hvilket giver:
rvy
Tfy AG+K
Loby G V.Vt Toy (G +K7) 4 Dy u,) = 75'3” VT,
a (Kr+ §G) (KT+ gG)

112 AT,

. . vio _ Mo
—lﬂ)Cy]bT(:)—l(DmG—)‘(V'ua)) = -aTVVTc() (7.1.3)

Ved at forkorte bevaegelsesligningen med ZQE—V og diffusionsligningen med T fas

G (3G+Kr)
—  V.Vu, +3——V(V.u,)= VT
(K1 +%G) © " (Kr+306) ) ¢
. 4 [ A
—iocy T), — zmm(v.%) = Zz—V.VT(f,. (7.1.4)

Nu indferes den sikaldte longitudinale varmekapacitet ¢;, der defineres som ¢; =
4
%cm hvor Ks er det adiabatiske bulkmodul. Ved hjzlp af termodynamiske

relationer kan vi skrive ¢; pa formen ¢; = ¢y + (K—:% Skrives endelig (K7 + %G)

som M7, der er det sikaldte longitudinale isoterme modul, kan ligningerne skrives
som

G G
: . (er—cy) A
-—l(l)Té) - lm—_éV_—(V . llio) = _C-V—aiv VT' (7.1.5)
hvor diffusionsligningen endvidere er divideret igennem med cy .

Vi vil nu gerne indfere de karakteristiske sterrelser ky, k., k; og Y. kjogk, er
mekaniske belgevektorer, henholdsvis den longitudinale og den transversale, og
disse er defineret pa folgende méde

2 (D2 “)2 2 2
”:mP a = g =P (7.1.6)
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(Sommerfeld, 1950), hvor Mg er det adiabatiske longitudinale modul, p som szd-
vanlig er massefylden og v; og vr betegner propagationshastigheden af henholds-
vis den longitudinale og den transversale bglge. Forholdet mellem de to balgevek-
torer er altsa 2

I_G
—_ = —. 7.1.7
e (7.1.7)
Endvidere defineres en konstant ¥* som forholdet mellem ¢; og cy,
_a_Ms (7.1.8)
cy M T

Endelig defineres analog med afsnit 5 og 6 en termisk belgevektor &2 = ‘ﬁfﬁ, hvori

varmekapaciteten ¢; indgar. :

2. .
Nu skrives ligningssystemet om sa storrelserne 4, v* og F-"L indgar:
1

k k
vy, Vul, + (1 -y -L)V(V - w,) = VT,
ki ki
—To’,—(y*—l)(v-ug,)=£v-VTg,. (7.1.9)
t
Parametrene i dette ligningssystem er karakteristiske for det koblede problem

(Christensen, 2002). Loses ligningssystemet numerisk for en given geometri, med
givne randbetingelser pd T, og u, fas altsé en lasning der athenger af disse karak-

k2
teristiske sterrelser To,(k;,Y*, ).
L

7.1.1 Ligningssystemet uden kobling

Der er altsd nu tre involverede varmakapaciteter c;, ¢y og cp. Om disse gelder helt
generelt ¢, > ¢; > c¢y. Dette kan indses idet varmekapaciteten er et mal for hvor
meget energi man skal tilfare et stof for at fa temperaturen til at stige. I en isobar
situation skal der tilfores mest energi, idet en temperaturstigning mé medfere en
udvidelse, for at forhindre at trykket andrer sig. For at kunne lave denne udvidelse
skal der udferes et arbejde. Den longitudinale varmekapacitet beskriver en situation
hvor stoffet kun kan udvide sig pa langs, det vil sige her skal ogsa bruges energi p&
at udfere et arbejde, men ikke lige s meget som i den isobare situation. I en isokor
situation bliver intet energi brugt til udvidelse, det vil sige denne varmekapacitet
ma vare den mindste af de tre. Denne relation kan selvfalgelig ogsa ses af folgende
sammenhange:

M K, +3G
Cl = —Cy =

144

Mr~  Kr+3G
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Ved hjzlp af termodynamiske relationer finder man endvidere at der geelder:
Cp—cCy = Toaf,KT
og
Tooz K7
My

C—cy=

Som beskrevet i afsnit 4.6 er der to forskellige tilfaelde, hvor det termiske respons
ikke athznger af det mekaniske og hvor det giver mening at tale om en isobar
situation, nemlig for tyndtfiydende vaesker og faste stoffer.

Vaske

Ved hjalp af relationerne ovenfor kan vi se at der for en tyndtflydende vaske, hvor
G =~ 0, gzlder:

Cp =] #cVa

det vil sige at ¥* defineret ovenfor reducerer til Y= f{f kendt fra termodynamik.

Som beskrevet 1 afsnit 4.6 gzlder for en isobar proces V - u, = Ip(—‘; T, hvilket i de
reducerede variable svarer til V - uj, = 7. Ved indszttelse i ligningssystemet 7.1.9
fas diffusionsligningen i dette tilfaelde:

~KTL=V-VT,, (7.1.10)

Faste stoffer

For faste stoffer, hvor o, ~ 0 fas:

cp=c=cy,
detvilsigeaty* =y= 2 =1.
Igen fds den ukoblede diffusionsligning:

—KBT,=V.VT., (7.1.11)

7.2 Den modellerede geometri

Det er altsd ligningssystemet 7.1.9 vi gerne vil have lest. Det ville selvfelgelig
vere nyttigt at kunne lgse det koblede problem for en tre-dimensional geometri,
som for eksempel opstillingen beskrevet i kapitel 6. Dette er der dog flere proble-
mer forbundet med. Der er en rent praktisk begraensing, idet den numeriske lasning
af dette problem kraver for meget computerhukommelse og igvrigt ogsé, hvis man
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har hukommelse nok, vil tage lang tid. Derudover vil det termiske randeffektpro-
blem beskrevet i kapitel 6 selvfelgelig stadig veere pé spil, hvilket ma gere tolknin-
gen af resultatet mere kompliceret. For at kunne vurdere den ’rene’ effekt af den
termoviskoelastiske kobling har jeg derfor valgt at kigge pé en simplere geometri.

Jeg har valgt at lase det koblede problem i en to-dimensional geometri, hvor der
endvidere ses bort fra substratet som varmefilmen sidder pa. Dette-er en hgjst ide-
aliseret situation, der kun er tettere pa °virkeligheden’ end den én-dimensionale
analytiske losning pa grund af den ekstra dimension. Udover den ovenfor navnte
grund er der imidlertid yderligere to grunde til at det kan vare interessant at lase
det koblede problem i denne geometri.

Den forste grund er at undersege om der overhovedet er et frekvens-omréade, hvor
den én-dimensionale analytiske losning til det koblede problem er en god approk-
simation. Som beskrevet i kapitel 5 er den én-dimensionale analytiske lesning for
det rent termiske problem en god approksimation til tre-dimensionale losninger,
sdlenge frekvensen er stor nok til at Ip << a, for en karakteristisk laengde a. Dette
skyldes at de termiske belger er diffusive, det vil sige dempede. De mekaniske
belger er imidlertid ikke p4 samme méde dempede. Om en belge er dempet eller

" ¢j afhenger af dispersionsrelationens udseende. Hvis k har lige stor real- og ima-
ginzrdel vil belgen vere diffusiv, mens den vil vare propagerende hvis k er ren
reel.

For en vaske, hvor G = —ion, vil de transversale mekaniske belger altsa vare dif-
fusive, idet ki ifelge 7.1.6 bliver ren imaginar og &k, dermed har lige stor real- og
imaginzrdel. I en glas vil de transversale mekaniske balger vare propagerende idet
der her gzlder G = G... Longitudinale bglger er stort set propagerende, dog med
en lille diffusiv del pa grund af G. Selvom de mekaniske belger siledes bide er
diffusive og propagerende viser det sig at de mekaniske bglgevektorer k£ er meget
smd, sammenlignet med den termiske belgevektor, svarende til at de mekaniske
belgelengder er meget leengere end den termiske. Man kan derfor tillade sig at
betragte situationen som om de mekaniske bglger overhovedet ikke er dempede,
pé de lengdeskalaer vi betragter. Nar de ikke er dempede kan man altsa ikke for-
vente at der vil vare et omréide, hvor den én-dimensionale beskrivelse er en god
approksimation.

Den anden grund er at man godt kan forestille sig en eksperimentel opstilling,
der meningsfuldt kan modelleres med en to-dimensional geometri. (Birge et al.,
1997) benytter en eksperimentel opstilling hvor en aflang rektangular varmeplade
nedsenkes i vasken. I en sidan situation kan man antage at varmeudbredelse i og
deformation af vasken kun sker i to dimensioner, nemlig i retningen vinkelret pa
pladen (y) og langs den korte led af pladen (x), se figur 7.1.

At varmeudbredelsen kun sker i to dimensioner er en god approksimation nir den
termiske bolgeleengde er lille i forhold til pladens lange side (z-retningen). Er den
det vil de diffusive termiske belger de ud inden de nér at *merke’ denne rand. Den
mekaniske bolge er som beskrevet ikke deempet, sa der vil i princippet vare defor-
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Figur 7.1 En skitse af en opstilling med en aflang rektangulzr varmeplade, x < z.

mation i alle tre retninger. Men da vasken skal udvide sig mod inertien af pladen
langs hele den betragtede retning, vil z-retningen vare den mest arbejdskravende
retning. Det vil altsd vaere meget svarere for vasken at udvide sig i z-retningen,
end i de to andre retninger, og deformationen vil derfor vare sterst i de to retninger
x og y. Den approksimation man laver nir man antager at deformationen kun sker i
to dimensioner er altsi bedre jo mere aflang varmepladen er. Dette galder silaenge
vasken udvider sig meget mere end varmepladen.

7.3 Losning af det koblede problem i én dimension i Fem-
lab

Som 1 afsnit 5 leses det koblede problem forst numerisk i én dimension. Dette
gores igen for at sammenligne med analytiske lesninger og dermed kontrollere
pélideligheden af de numeriske lesninger.

Den analytiske losning for adiabatiske termiske randbetingelser og clampede me-
kaniske randbetingelser er givet ved

~ v/ —ioch = (1 - i) “’;’)‘ for Ip<L (7.3.1)
Y((a))z—ia)LcV for Ip>L (7.3.2)

(Christensen & Olsen, 1997), hvor L er lengden af geometrien og man skal vare
opmarksom pé at det er den longitudinale varmekapacitet der indgér i det hejfre-
kvente udtryk og cy der indgér i det lavfrekvente udtryk.
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7.3.1 Ligningerne og randbetingelserne

Vi skal nu have ligningssystemet formuleret i én dimension og pa en for Femlab
spiselig made. Selvom ligningerne 7.1.9 kan siges at vare mere karakteristisk for
problemet valger jeg alligevel her at tage udgangspunkt i ligningerne 7.1.5, idet
de minder mere om formuleringen af det termiske randeffektproblem. Ligningerne
7.1.5 bliver i én dimension: '

)
o2 ox
d A T,

Her lzgger man marke til, at det mekaniske forhold M% ikke lengere indgar eks-
plicit i ligningssystemet. Det longitudinale modul Mr og dermed de mekaniske
responsfunktioner G og Kr indgér dog i ¢; og indgar derfor implicit i systemet.

Ligningerne loses i et domane der leber fra x = 0, hvor varmekilden sidder, til x =
L. De termiske randbetingelser szttes til adiabatiske i x = L og i x = O specificeres
varmestremmen (pr. cya®):

WOV __ - e =1. 734
cya? cya? ox be=o : ( )

Grunden til at varmestremmen bestemmes i forhold til cya® skyldes opstillings-
massige arsager i Femlab, samt formuleringen af ligningssystemet 7.3.3.

De mekaniske randbetingelser sttes til clampede, det vil sige at der ikke er nogen
deformationer pé randene: :

' ue(0) = up(L) = 0. (7.3.5)

7.3.2 Den termiske admittans

Nu szttes Y* =2,a=1,L =8 og % = 1, hvilket betyder at diffusionsleengden
bliver:

. 1 2 2 1
b= Re(k)  \ wca® ~ \ oycra? ™ Vo'
svarende til at Joge = O er den frekvens hvor Ip = 1 = a. Gitteret genereres, hvor-

efter ligningerne kan leses numerisk. Dette gores for @ logaritmisk fordelt mellem
1073 og 10*. Den termiske admittans findes som

Jow(®) _ 1 TH0)=iT(0)
Yun(©) = 70 = 7@ ~ T2Q) T T2

(1.3.6)

hvor T, som sadvanlig er realdelen og T, er imaginerdelen af temperaturen og
Y,um betegner den numerisk bestemte admittans per areal. I figur 7.2 er logaritmen




60 , Numerisk lesning af det koblede problem
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Figur 7.2 Et logaritmisk plot af realdelen af den termiske admittans, fundet ved losning
af ligningerne 7.3.3 med adiabatiske termiske randbetingelser og clampede mekaniske
randbetingelser. @ gar fra 103 til 10* og y* =2,a=1,L =8 og 7 A — 1. Realdelen af
den analytiske losning for heje frekvenser (ligning 7.3.1) er plottet med den fuldt optrukne
linje.

til realdelen af admittansen plottet mod logaritmen til frekvensen for den numeriske
losning, og for den analytiske hgjfrekvente approksimation (ligning 7.3.1):

Y'(0) = 1/ w;’}‘ = wgc%’ = Vo, (7.3.7)

hvor andet lighedstegn opnas, idet ¢; = Y*cy og A - ersattil 1. Tredje lighedstegn
fremkommer idet jg,(0) = cya® (jevnfor hgmng 7.3.4), a® er sat til 1, jg»(0) er
sat til 1 i udregningen af den numeriske termiske admittans (ligning 7.3.6), hvorved
der fas ¢y = 1. Endelig havde vi y* = 2.

Det ses at den numeriske lgsning er fint i overensstemmelse med den analytiske
approksimation for frekvenser storre end 10, samt at realdelen af den numeriske
admittans gir mod O for ® gaende mod 0, som den skal.

I figur 7.3 er logaritmen til minus imaginerdelen af admittansen over frekven-
sen (log(_—y':’ﬂu’—;'fﬂ))) plottet mod logaritmen til frekvensen for den numeriske los-
ning, samt for den hejfrekvente og lavirekvente analytiske lesning (ligning 7.3.1
og 7.3.2). Den lavfrekvente er givet ved:

n
Y () = —oLey = —80 = log(—-{%) =log(8) ~ 0.9, (7.3.8)

Her ses at den lavirekvente analytiske lasning er god for logw < —2.5.
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Figur 7.3 Et logaritmisk plot af minus imaginardelen af den termiske admittans, divideret
med o, fundet ved losning af ligningerne 7.3.3 med adiabatiske termiske randbetingelser
og clampede mekaniske randbetingelser. o gar fra 1073 til 10* og y* =2,a=1,L =8
og Cl = 1. Imaginzrdelen af den analytiske lasning for lave frekvenser (ligning 7.3.2) er
plottet med den fuldt optrukne linje.

Vikan altsa konkludere at Femlab er i stand til at reproducere de analytiske lgsnin-
ger i en én-dimensional situation, hvilket sger palideligheden af de to-dimensionale
numeriske lgsninger.

7.4 Opstilling af to-dimensional model i Femlab

Jeg vil nu beskrive opstillingen af den to-dimensionale model i Femlab. Farst be-
skrives geometrien, der skal reprasentere geometrien beskrevet i figur 7.1, herefter
kommenteres hvordan ligningerne og randbetingelserne formuleres i Femlab og til
sidst vises de opnaede losninger.

74.1 Gebmetrien

Den geometri jeg benytter reprasenterer et to-dimensionalt snit af geometrien i fi-
gur 7.1 i (x,y) planen, for z = 0. Varmepladen modelleres, som for det termiske
randeffektproblem, som en plade uden tykkelse, det vil sige i to dimensioner bliver
den til en linje uden tykkelse. Hermed kan varmestremmen ud i vasken reprasen-
teres som en randbetingelse p4 denne linje. P4 grund af geometriens symmetri, kan
man nojes med at kigge pd en fjerdedel af planen, se figur 7.4. Jeg har valgt at
satte lengden af varmepladen pa figur 7.4 til 1, dette svarer alts til at leengden af
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Figur 7.4 Figuren viser den geometri, som det koblede problem loses for.

varmepladen i x-retningen pa figur 7.1 er 2. Kassens halve dybde og halve hejde er
sat til 4.

7.4.2 Ligningerne

Som i det én-dimensionale tilfzlde tager jeg ogsé her udgangspunkt i ligningssy-
stemet 7.1.5. Jeg antager at uy, = (Uy,0(%,), 4,0(x,¥)) og Ty = Tu(x,y). Dermed
bliver alle afledte med hensyn til z lig 0, hvilket reducerer ligningssystemet til tre
ligninger:

G G
a7 Voot (1= 32V - u0) = VI,

hvor alle vektoroperatorer (for eksempel (V-) og V) nu skal opfattes som ’to-
dimensionale’ operatorer, der fremkommer ved at alle led, der indeholder z eller
afledte med hensyn til z, saettes lig 0. I ligningerne er a endvidere sat til 1 og Y* er
indfert. I dette ligningssystem indgar i princippet tre frekvensafhengige sterrelser,
nemlig MQT’ Y og %

Disse ligninger skal nu implementeres 1 Femlab. Femlab har et antal predefinerede
ligninger, hvor man kun behever at specificere de indgdende parametre, som for
eksempel Helmholtz’ ligning, som jeg benyttede i kapitel 6. De koblede ligninger
passer imidlertid ikke rigtig med nogen af disse. Derfor benyttes her et mere gene-
relt ‘'mode’. Ligningerne skal dog stadigvak formuleres p3 en bestemt méde for at
passe ind. Ligningeme skal skrives pa formen:

V.T=F, (7.4.2)
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hvor formuleringen af I" og F afhaenger af de specifikke ligninger. Diffusionslig-
ningen formuleres for sig selv, som en ligning p& formen 7.4.2, og bevagelseslig-
ningerne formuleres som et ligningssystem ogsa pa formen 7.4.2.

Diffusionsligningen
For diffusionsligningen er

= C&VTQ, og F=-ioT,—io(y —1)(V-uy). (7.4.3)
v

Bevaegelsesligningerne

Bevagelsesligningerne skrives lidt om inden de implementeres. Vektorregnereg-
len, som vi lidt uformelt kan kalde ’grad-div=Laplace+ curl-curl’, bruges pé andet
led hvorved ligningen i 7.4.1 bliver til:

T
Séledes fas for bevagelsesligningerne

G
T
hvor F her er en vektor og V-TI i ligning 7.4.2 ogsé bliver en vektor, idet di-

vergensoperatoren i dette tilfeelde er *vektoren’ (V,-,V,-), det vil sige der fas
V.I'=(V-Vu,,V-Vu ).

Formuleringen af bevagelsesligningerne i Femlab er bestemt af at Laplace-
operatoren er tvunget til at indgd. Herudover kan man (ved at bruge vektorreg-
nereglen) vzlge om man vil have ’curl-curl’ eller *grad-div’ til at indgé. Jeg har
pravet begge dele og det viste sig at Femlab bedst kunne handtere den ovenfor
beskrevne formulering.

7.4.3 Randbetingelserne

Som med ligningerne skal randbetingelserne ogsé skrives pd en bestemt form for
at kunne implementeres i Femlab. Pa hver rand skal randbetingelsen skrives pé

formen

oR
-nT;; =G+ a—v'["y,,,, Rn=0 pid 0Q, (7.4.6)

hvor / leber fra 1 til n, der er antallet af athangige variable, j er komponenterne
1 normalvektoren til den betragtede rand m, der altsd har samme dimension som
den betragtede geometri og m er antallet af band pé systemet. Normalvektoren er
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defineret siledes at den peger fra randen ’ind i* geometrien. v; er den 1’te athan-
gige variabel og u’erne er sdkaldte Lagrangske multiplikatorer. Denne formulering
af randbetingelserne bruges bade til Neumann og Dirichlet betingelser. (Femlab
Reference Manual, n.d.)

Diffusionsligningen

De termiske randbetingelser specificeres som adiabatiske pa alle rande og med en
varmestrom ind i systemet p& den rand, der representerer varmefilmen, se figur
7.4. R, s=ttes derfor til 0 pa alle rande, hvorved den anden betingelse i 7.4.6 bliver
tom (0=0) og den farste betingelse bliver til en Neumann betingelse. Lad os forst
kigge pa varmefilmen. Da T er defineret i ligningen 7.4.3 som I' = ﬁVTm fas

- rvn, =929 _ G s fimen, (71.4.7)
cy cy

hvor jg « er varmestremmen ind i systemet per areal. Man skal huske at G her ikke
er shearmodulet, men Femlabs notation for randbetingelsen. Jeg valger at sztte G
til —1 (Lﬁn—gd—e%mﬂ“—“), svarende til en strom ind i systemet. Sdledes er cy altsé nu
bundet til at have samme sterrelse som varmestremmen. Dette svarer dog blot til
en dimensionering af systemet og har ingen fysisk betydning. P4 alle andre rande
szttes G til 0, hvilket altsa betyder at

jow=0 pa alle andre rande. (7.4.8)

Bevaegelsesligningerne

De mekaniske randbetingelser sattes til clampede pé alle ydre rande. Dette gores
ved at sztte Ry = uy o, 08 Ry = uy,, hvorved man far Dirichlet betingelsen

o =0, ue=0 pd alle ydre rande. (7.4.9)

De indre rande er et udtryk for symmetrien i geometrien, det vil sige der skal ikke
kunne ske forskydninger pa tvers af de indre rande, men der skal kunne ske for-
skydninger pa langs af de indre rande. Dette giver for den indre rand parallelt med
y-aksen:

U =0, (7.4.10)

mens der for den indre rand parallelt med x-aksen gzlder:

Uy = 0. (7.4.11)

De forste betingelser i 7.4.6 bliver tomme pé grund af x’ernes egenskaber (Femlab
Reference Manual, n.d.).
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7.4.4 Resultater

Nedenfor vises resultaterne for nogle forskelligt valgte vardier af =, Y" og Mr

Den numeriske termiske admittans er fundet som 1 afsnit 6.3:

Joe(fitm) 1 Ty(film) —iTg(film)
To(film) — Tyo(film) — T2(film) + T)2(film)’

Y (o) = (7.4.12)

hvor varmestremmen er sat til 1, det vil sige det betyder pa grund af formuleringen
af de termiske randbetingelser atcy =1.

I alle de viste resultater er = 1, hvilket egentlig bare svarer til en skalering af
frekvensen, mens Y* og Mr varleres Dog er der nogle band pa disse. Der gaelder

Y >1,idetc; > cy. Da M% K—;—_—— kan vi se at der mé gaelde 0 < - M < 4, det
3

kr > 0 og G ogsé selv skal vare sterre end 0. Vi kan imidlertid szette en strengere
begransning pa, idet Kr typisk er mindst to-tre gange s stor som G (G ~ 4GPs
og Ky =~ 6 — 12GPs i en glas (Christensen, 2002)). For K7 = 2G fas A% =~ %, det
vil sige der mé geelde 0 < I?? < -3‘-

Dermed bliver den én-dimensionale analytiske approksimation, formuleret i disse
variable:

=/ —iweh =/ —ioyE =+/—ioy for Ip<<L =~ (7.4.13)

Jeg veelger forst at satte = M og Y* = 1, hvilket svarer til en situation, hvor der
ikke er nogen kobling. Dette skulle gerne kunne vises for den numeriske lgsning.
Et logaritmisk plot af realdelen af admittansen ses i figur 7.5 og et logaritmisk plot
af minus imaginardelen, over frekvensen, for denne situation ses i figur 7.6. Her
er endvidere plottet numeriske losninger, opndet ved losning af den ’almindelige’
diffusionsligning, for den samme geometri. Disse losninger ses at ligge oven i hin-
anden, det vil altsa sige at den numeriske lasning kan reproducere den ukoblede
situation.

Herefter sattes —MQT- = % og Y* =2, hvilket svarer til en situation, hvor der er kobling.
Resultaterne for real- og imaginzrdel ses i figur 7.7 og 7.8. Her er endvidere den
analytiske 1d-approksimation plottet.

For denne situation har jeg endvidere undersegt konvergensen af lgsningen. Dette
foregik p& samme méde som i kapitel 6. Denne undersggelse viser at lgsningen
er konvergeret og derfor kan betragtes som palidelig, i hvert fald for frekvenser i
omradet 0.01 til 100.

Til sidst har jeg valgt at undersege en situation, hvor ¥* er kompleks. MG_T settes

til % som for, mens y* seettes lig (1+i). Resultaterne for real- og imaginaerdel ses i
figur 7.9 og 7.10, igen sammen med én-dimensionale lesninger.
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Figur 7.5 Figuren viser et logaritmisk plot af realdelen af den termiske admittans fundet
ved lesning af ligningeme 7.4.1 med randbetingelser formuleret i afsnit 7.4.3, for ®
fra 1072 41 10° og ¥* = 1 og Mir = 0. Herudover er den analytiske 1d-approksimation

plottet med den fuldt optrukne, og numeriske resultater fra en lgsning af den almindelige,
u-koblede diffusionsligning for samme geometri plottet med den stiplede linje.

log{Y"/a)
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~— 14 analytisk approx
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Figur 7.6 Figuren viser et logaritmisk plot af minus imaginzrdelen, over frekvensen,
af den termiske admittans fundet ved losning af ligningerne 7.4.1 med randbetingelser
formuleret i afsnit 7.4.3, for o fra 102 il 10° og ¥* = 1 og I% = 0. Herudover er den
analytiske 1d-approksimation plottet med den fuldt optrukne, og numeriske resultater fra
en lesning af den almindelige, u-koblede diffusionsligning for samme geometri plottet
med den stiplede linje.
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Figur 7.7 Figuren viser et logaritmisk plot af realdelen af den termiske admittans fundet
ved losning af ligningerne 7.4.1 med randbetingelser formuleret i afsnit 7.4.3, for ® fra
1072 til 10° og ¥* = 2 og ;5= = ;. Herudover er den analytiske 1d-approksimation for
heaje frekvenser plottet med cfen fuldt optrukne linje.
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Figur 7.8 Figuren viser et logaritmisk plot af minus imaginardelen, over frekvensen,
af den termiske admittans fundet ved lesning af ligningerne 7.4.1 med randbetingelser
formuleret i afsnit 7.4.3, for o fra 1072 til 10° og y* =2 og 1\% = %- Herudover er den
analytiske 1d-approksimation for hgje frekvenser plottet med den fuldt optrukne, og den
analytiske 1d-approksimation for lave frekvenser plottet med den stiplede linje.
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Figur 7.9 Figuren viser et logaritmisk plot af realdelen af den termiske admittans fundet
ved losning af ligningerne 7.4.1 med randbetingelser formuleret i afsnit 7.4.3, for @ fra
1072 til 10% og yv* = (1 +i) og MG; = %. Herudover er den analytiske 1d-approksimation
for haje frekvenser plottet med den fuldt optrukne linje.
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Figur 7.10 Figuren viser et logaritmisk plot af minus imaginardelen, over frekvensen,
af den termiske admittans fundet ved losning af ligningerne 7.4.1 med randbetingelser
formuleret i afsnit 7.4.3, for o fra 1072 til 10° og ¥* = (1+1) og M—% = 1. Herudover er
den analytiske 1d-approksimation for haje frekvenser plottet med den fuldt optrukne, og
den analytiske 1d-approksimation for lave frekvenser plottet med den stiplede linje.
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Figur 7.11 Figuren viser et plot af de procentvise afvigelser fra realdelen af admittansen
for losningen i figur 7.7 for henholdsvis numeriske fesultater fra en lasning af den
almindelige, u-koblede diffusionsligning for samme geometri og den analytiske 1d-
approksimation.

Ifigur 7.11 er vist et plot af de procentvise afvigelser mellem realdelen af den ter-
miske admittans for den numeriske koblede lasning (fra figur 7.7) og den koblede
en-dimensionale analytiske losning for haje frekvenser, henholdsvis den numeri-
ske koblede losning (fra figur 7.7) og den numeriske u-koblede lesning fundet for
den samme geometri. Denne figur viser at det har en afgerende betydning for heje
frekvenser om man tager hejde for koblingen eller €j. Den antyder at det vil vare
mere hensigtsmeessigt at benytte en én-dimensional lesning der tager hajde for
koblingen, end en lesning der har den rigtige dimension og dermed tager hajde
for randeffektproblemer, men ikke tager hegjde for koblingen. Dette resultat er dog
specifikt for den benyttede geometri og de benyttede randbetingelser, og kan vare
anderledes i en anden situation.

7.5 Opsamling

Det koblede partielle differentialligningssystem blev formuleret dimensionslost pa
en méde s de fire karakteristiske storrelser, den termiske belgevektor, den trans-
versale og longitudinale mekaniske belgevektor og ¥* indglr. En lidt modificeret
udgave af dette system blev last numerisk for en én- og to-dimensional geome-

tri. Det viste sig at vare af relativt stor betydning hvordan ligningssystemet blev
formuleret 1 Femlab.

Den én-dimensionale numeriske leosning passede med den analytiske og den to-
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dimensionale kan reproducere resultater, fra losning af den almindelige diffusions-
ligning, i en situation hvor der ikke er kobling mellem de termiske og mekaniske
egenskaber. Da den numeriske lesning desuden er konvergeret 1 det frekvensom-
rdde jeg betragter, er det alt i alt sandsynligt at disse numeriske losninger er pili-
delige.

Det ser ud som om, at det er muligt, at der er et frekvensomrade, hvor den én-
dimensionale analytiske lgsning kan beskrive den to-dimensionale numeriske los-
ning tilfredsstillende. Den én-dimensionale analytiske lesning beskriver de kob-
lede numeriske losninger bedre, for frekvenser hojere end omtrent 10, end de
todimensionale ukoblede ger. Det kan dog forventes at brugbarheden af den én-
dimensionale analytiske losning er sterkt athangig af eksperimentets geometri,
herunder specielt de mekaniske randbetingelser.

De “buler’ der ses pa graferne for lavere frekvenser ma forventes at vare et udtryk
for termiske randeffekter. Dette slorer selvfalgelig den information, man kan f4 om
effekten af det koblede problem ved lave frekvenser. Dette kunne jeg muligvis vaere
kommet uden om ved at lade varmepladen fylde hele x-aksen p4 figur 7.4, idet man
sa kunne forvente at der kun ville vere diffusion i retningen vak fra varmepladen.
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For det termiske randeffektproblem fandt jeg ud af, at det ser ud til, at man i den nu-
meriske admittans bade kunne identificere en effekt fra den isoterme rand i bunden
af substratet og den adiabatiske rand i resten af cylinderen. Realdelen er domineret
af den isoterme rand og det er ikke muligt at {3 oje pa de andre randeffektprobie-
mer i grafen for den. P4 grafen for imaginaerdelen er der et "knaek’ der ser ud til at
kunne skyldes den adiabatiske rand. Det er dog svaert at vurdere disse randeffek-
ter for den tre-dimensionale losning, idet der godt kan stremme varme fra det ene
domaene til det andet, uden om varmepladen.

Det koblede partielle differentialligningssystem blev som sagt formuleret dimen-
sionslest s& de fire karakteristiske sterrelser, den termiske belgevektor, den trans-
versale og longitudinale mekaniske bglgevektor og y* indgar. En lidt modificeret
udgave af dette system blev lost numerisk for en én- og to-dimensional geometri.

Diskussionen om perspektiverne, i brugen af numeriske metoder til databehand-
ling, kan deles op i to vaesensforskellige kategorier.

Den ferste kategori er af kvantitativ art. Dels kan man fitte approksimative udtryk
til kurveformen for numeriske losninger, for en given eksperimentel opstilling. Og
dels kan man, som jeg forsegte i afsnit 6.5, benytte den numeriske metode til at fitte
varmekapaciteterne ud fra de maélte termiske admittanser. Dette kreever dog en ret
god fitterutine; man skal have en metode til at sandssynliggere at rutinen (altid) fin-
der de rigtige vardier for varmekapaciteterne. Der er selvfalgelig mest perspektiv
i denne metode, hvis man kan fitte varmekapaciteterne udfra lesning af det fulde
koblede problem, i en geometri der representerer den benyttede eksperimentelle
opstilling.

I denne sammenhang har Femlab den store force at man kan specificere alverdens
komplicerede geometrier. Ulempen er at man kan risikere at ende med simulerin-
ger, der tager s3 lang tid, kraever sd meget computerhukommelse og desuden har
problemer med konvergensen. Konsekvensen af dette vil vaere at denne metode
bliver ufremkommelig. ‘

Den anden kategori omhandler et designmassigt perspektiv. Den viden, om admit-
tansens afhengighed af eksperimentets geometri, som man fir gennem numeriske
simuleringer af en given opstilling kan bruges til at designe eksperimentet sile-
des, at den efterfolgende databehandling bliver s& simpel som mulig. Dette gor sig
for eksempel gzldende for nervaerende behandling af det termiske randeffektpro-
blem. En af de elementer der komplicerer fortolkningen af resultaterne fra dette
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eksperiment er, at der er involveret flere forskellige randeffektproblemer. Som vi
huskede var der randeffekter hidrerende fra substratets bagkant, varmepladens stor-
relse og glasreret. For at slippe for - nogle af - disse komplikationer kunne man
prove at lave varmepladen, si den fylder hele glasrerets indre radius, forudsat dette
er eksperimentelt muligt. Dermed slipper man for randeffekter fra varmepladens
storrelse, og randeffekten fra substratets bagkant bliver nemmere at tage hejde for,
idet der ikke leengere kan transporteres varme fra vaeske til substrat, eller omvendt,
’udenom’ varmepladen. Dette vil formodentlig vaere en geometri der i sin natur
er mere én-dimensional, men hvor der selvfelgelig stadigvek skal tages hejde for
randeffekter pa grund af glasreret. Det vil vaere muligt at undersege om dette for-
slag er konstruktivt, for man designer sit eksperiment om, ved at implementere og
lese problemet 1 Femlab.

I denne rapport er der lavet indledende undersggelser af bade randeffekt problemet
og det koblede termoviskoelastiske problem. Der er som allerede beskrevet flere
forskellige perspektiver man kunne undersege yderligere. Det kunne endvidere
vere nyttigt at finde ud af 1 hvilke situationer og geometrier den én-dimensionale
analytiske losning af det koblede problem er en god approksimation. Dette kan
man forestille sig kan underseges bade af numerisk og analytisk vej. Det ville vare
en stor fordel at kunne tage hejde for koblingen mellem det termiske og meka-
niske respons, blot ved at erstatte varmakapaciteten ¢, med ¢;, den longitudinale
varmekapacitet. Herefter ville randeffektproblemet kunne behandles for den ukob-
lede situation alene, enten numerisk, som gjort i ferste del af denne rapport, eller
analytisk.




Litteratur

Adam, G. & Gibbs, J. (1965). On temperature dependence of coorperative rela-
xation properties in glass-forming liquids, J. Chem. Phys. 43(1): 139-.

Behrens, C. (2002). noter.

Birge, N. O., Dixon, P. K. & Menon, N. (1997). Specific heat spectroscopy: Ori-
gins status and applications of the 3@ method, Thermochimica Acta 304/305: 51—
66.

Carslaw, H. S. & Jaeger, J. C. (1959). Conduction of Heat in Solids, Clarendon,
Oxford.

Christensen, R. M. (1982). Theory of Viscoelasticity, 2 edn, Academic Press.

Christensen, T. (1989). En metode til bestemmelse af den frekvensathzngige
varmefylde af en underafkelet vaske ved glasovergangen, Tekster fra IMFUFA
(nr.184), RUC.

Christensen, T. (2002). Samtaler.

Christensen, T. C. & Olsen, N. B. (1998). Thermoviscoelasticity of glass-forming
liquids, Journal of Non-Crystalline Solids 235-237: 296-301.

Christensen, T. E. (n.d.). noter.

Christensen, T. & Olsen, N. B. (1997). How to compare the frequency dependent
adiabatic compressibility with other thermoviscoelastic response functions at the
glass transition, Progress of Theoretical Physics Supp. No. 126: 273-276.

Christiansen, P. V. (1978). Dynamik og diagrammer, Tekster fra IMFUFA (ur.8),
RUC.

Cohen, M. H. & Tumbull, D. (1959). Molecular transport in liquids and glasses,
J. Chem. Phys. 31(5): 1164-1169.

Dyre, J., Olsen, N. & Christensen, T. (1996). Local elastic expansion model for
viscous-flow activation energies, Phys. Rev. B 53(5): 2171-2174.

Femlab Reference Manual (n.d.). 2.2 edn.

73



74 ) Litteratur

Feynmann, R. P, Leighton, R. B. & Sands, M. (1964). The Feynmann Lectures
on Physics, Vol. 11, Addison-Wesley.

Harrison, G. (1976). The Dynamic Properties of Supercooled Liquids, Academic
Press, London.

Kupradze, V. D. (1979). Three-dimensional problems of the mathematical theory
of elasticity and thermoelasticity, North-Holland Publishing Company.

Landau, L. D. & Lifshitz, E. M. (1986). Theory of Elasticity, Course of Theoret-
ical Physics, vol.7, 3 edn, Pergamon Press.

Lide, D. R. (ed.) (1999-2000). CRC Handbook of Chemistry and Physics, 80 edn,
CRC Press.

Menon, N. (1996). Dynamic specific heat of a supercooled liquid, J. Chem. Phys.
105(12): 5246-5257.

Moon, I. K., Jeong, Y. H. & Kwun, S. L. (1996). The 3w technique for measu-
ring dynamic specific heat and thermal conductivity of a liquid or solid, Rev. Sci.
Instrum. 67(1): 29-35.

Nowacki, W. (1986). Thermoelasticity, 2 edn, Pergamon Press.

Sommerfeld, A. (1950). Mechanics of Deformable Bodies, Lectures on theoretical
physics, vol.Il, Academic Press, Inc., New York.




PAY AeISNY) PUE UISIAN spun udsIe) :AqQ
sooeds Jajourered ur sAeI [euonel Jo 93uUaZ10AU0)D)

WOQqIS 13194 pue uasuaIeg juag Aq
oLRUAIS A310Ug 9[qeMaudy [Bq0[D V

uasuaf preedfol sewo] 30 uasiodain) 1o e woddersjervadg
SupusiAlopunRWNEW SpUsUUERpUSWIE U2 | Suus[epow So Suusejuiaiqolgd

USSIA)R4 APUNT UDISIEY) AQ
suoyeoidde Yim WaI0dy] I2jBIMS-UBILISH Y1

SSIN suaSol :Aq
uonEeONpP SONBWAYIRIA Ul YIBISIY JO JJB)S PUB UMEN SY) JO soadsy

96/27€ 80 £6/19T ‘8L/€ AuIRISH2) JaneISIy
8661 - 9L61 HisA 1 snsIn]-oppaIg - ONITINVSAAVYDIO

a8apam aul], 80 AOHSUSPUN] BUIT B
wspuueppnspayewsplogie
1 yuewojew 313e) 8o j&y wo jlo1d 19 - JVIDV ey Japodder aiy

uasuaIeg uag Japeay 1osfoxd

UaSAIN 19800y uejag :Aq

yrewus(q w syuejd somod 10j yuowssasse

joedunt [BIUSUUOIIAUS 3} pue 2Inpadsoxd uoissiuuad [RIUSUIOIIAUD 1) JO APTYS ase))

}aquABg-5500g WROYWIOY JPI[dA

1032 [Uosua[yQ 19qst] ‘UUBULIAWWI ], UAIEY ‘UdSIapad WO “siabwiojg seuor ;je
[SPOJN a)SIS|NH SysuBQ ua(J Je asAjeue us -

IO[SPOIAl SNSUBWABIA J& SULIOOUSA

uas[Q skog S[SIN ‘IAN ‘Uaid3iog wef :a19psjfoA
ISIOH uenseqas :je
saooudsSuiuag)sioj-opoleq|ny ua | asjouuepaduipy

uasynjO Yog NN :Aq
SISYL ‘dud
10jB[aWIIS BISOSIUY UB 0] 30UAIJY IM WNSAS [euairy ayy Surjopoiy

86/55¢

86/bS¢

86/£S¢E

86/T5¢

86/15¢

86/0S¢t

86/6¥¢

86/8v¢

86/LvE

86/9v¢

86/5vt

UISISJod-apurny udlsie)) :Aq
SYsip [23a1S pue sa[zzng

1% 44%

USSUIABS UG ‘UISPUSAS UIGIO] ‘WIOQISIA 33)34 :je
OFINV-HA Yd LTIFIONA0Ud T3 4V
HSTALLANAN ITIFWILJO TIL gVASATI WOS ALLITOd-LIOdSHI/LIOd NI L6/EVE

A1ddNS ANV

ANVINTA ADIANT TVEOTO 404 SONIVNIDS WHHL-DNOT 103fo1d ay) 103
[pwwany puiag £q poredaid Yy3dvd NOISSNDSIA OHRUIIS |IS50J UBA]D [2Q013 V L6/TPE

SSIN suadopy :Aq
Anowoa3 Jo yuowissasse pue Junwueaj ‘Suryoes) ays uo sivjdeyo om | L6/1¥€

UasIo}R4 apuny udlsie)) :Aq
- MaIA JO yutod o1notos3 e - pajISIASL SPUS WL L6/0VE

40D Buedjjom :Aq
suidrosiq 3uruyeq L6/6€E

uasudisuy) a8e], :1apajlop
dnysusa)§ uasay JuUspal] ‘UISIOPad Sill uaqsy
‘SSIN UIMBJA ‘UaS[aiuB(] Uagsy ‘wie uales :je
pjofordyiisAy [npow sis1ag

QUAISBUIUPI] SYSUPA[9 $2Iapajoury Je Suuosnuea L6/8EE

U9SIAN I[Ned 194 ‘Uasuaf uny| ‘ussipusq "Ny wief je
Supsyjopow yspewsjew wo ppafosd 1o -
asougosds3unnjjojaq 2[eqo|d SUUBGSUIPIIA L6/LEE

9837 auLmyieyy] :Aq
AusIoatn) apiR{soy 18 oM 13af0id dnoxn pajeIusLIo-waqold L6/9€€

a1Lq "D oddaf :Aq
Spinby'y snodstA pue spijog snoydioury Jo satureusc L6/SEE

USSURIAS U PuB PWWIANY pwiag £q
WHLSAS ADYINA HSINVA TVLOL FHL 40 SISATVNY 3TOAD-34IT Lo/veE

Jowrwany purag :Aq
KJISIDAIPOIQ JO UONBSHIUOW UO 2IN)BIAMN] S} Ul PUNO) SPOYIIUI JO UOISU)XS Ue
sioney Alisiaapoig L6/EES

jassod ayuo( 19pdffoA
uwewanoy aums :Je udoddenieisadg
OVILTIg40d 3aidIT AV ONITTIMS TVINONV L6/TEE

AP IanA@ugnjuy ;[IeW-3 AP €9 7T bL 9 "JB INBLIBIAIYIS pd SarAANAL JIfP
ypanaywuysdny :apisawnwafi s, VANANI §d s3s Uy 13)532) 3IpUISPn 2435I[PN) 1940 2)S)]

o
»




uasuaieg Juag :Aq

wdIsAS A319ua [8qO[3 3Y) 0T S[[99 dteyjoactoyd Jo uonesday ‘7
93e10)s A315u0 [euLIo) puB S30IN0S A310UD SfqRMAURY ‘|
:syuudaxd A81aus IBjOS

00/8LE

uaspalfy JoH suui] :Aq
A1aa0osiy(q ajdnnAl v :SunuurerSold TeSUIFUON Ul WSI0aY I, JonL-uyny oy,

19paNnyos g sewoyf ‘akq D addag :Aq
SPI[0S PAISPIOSIP U UOHONPUOD DY JO ANl[BSISATUN)

xqusnE 80 su0ISIY | “Sewl'puURD ‘UISSRAIPUY JUUIH Je o1e1oadsaLIolsIy
141!
-p881 191SBUWIAS “AYY S[0XS 9PIE] UIP | USBUTUSIAIOPUIINEW)EJN J0] Jas|opurugog

uasualdiaf D) 1uag ‘pIve3Ig A1) ‘Ijog Sewo], :219pafoA
USSSNOIBIA SIpUY :J8 Suljpusyjesieiosds
JapyyaudspayBnsey 3o souodLjod Je sipmys ysuswuadsys 1 - Suuds aysyneIpAy 12q

D{nS)Q NZEYNqON PUe UBITUN] OJUDY “YoqUABH-SSOOF WAy :Aq
waI0y |,
NOSIBJOIIN-EPIYSOA Y1 JO JOOIJ B PUB XIPU] AO[SB] Y} JO UORINPIY SSOID-SSU))

uasp[afy JoH ouuly, ye Surjpueyse--p-yd
as[a8epdo jadnnw So suoisiyssuipjiapn
:Supounueidosd Jeoulf-opi Je asAjeue YSLIOISIPINBSIEU J2ISIENSYoIUCY Ul

SSIN SuaBo :Iapajfop

UOSSUURULISH BB :Je aerdadsynewajews 1§

, Suiusiatapun
Ynewsiew [BISEUWAS U9 | 9S[aI)SIA9q 30 1951A3q - SuIjfis S19s1AY

, 86/0S€ U 1SH9)
Ja11B)SI 15%3) AUUR(] 6661 - 9L61 uapousd vy soaeddosuowesyg

6661 - 9L61 IsAA [ susinyf-oppard - DNITAVSIAVDIO

U2s19}0d Spuny udisie)) :osiardng
SuiAer s qooer :4Aq
sasuapuodsalio)) snespend) xajduro)) jo sormeuiq

UasuaIag juag Iapafnjafold
WALSASIOUANT FDIAILNTY SYVIANYA 1 ¥THFAIOYANT WOS LN
AV 3STALLANAN LHTAVS YO YHrEVNTDS 1evjafoad 1oy podessfoapeay

Yaquaeg-ssoog wleyulag :Aq
Auadold uonenunuo)) snbiun pue syueLeAu] [enoadS Jo uononpey Alepunog

66/LLE

66/9L¢

66/5LE

66/VLE

66/eLt

66/TLE

66/1L%

66/0LE

66/69¢

66/89¢

66/L9¢

uasie] usdier je
XAILVT-VANd I 80
XALVT I voipynponul uy - FYHLLVAYOS M0d XALV1

aBapopy oury, :4q
1X3ju02 Jo uonsanb B si JBY) ‘SORBWSPEW - MOUY 0} JOU IO - MOUY O],

drualy usieg ‘1okog uury :as0payfop

JSIOH uenseqag je

uopnejrunwiwoy Jo HisAj 1 ofe10ads 1a12580)u]
H1sA} Je Buifprunio] [20StA - Yer] suauonensnjjj

USSUBHSLIYD) "A J9Pad PUB ‘PIEPIONE “H W ‘Tlodure) "L, preuoq Aq
NOLLYSNVD QYVMNMOA ANV JONIOYIWE

uss3[( preedioN susBoj JapaloA
SsIN unuely :je poddei-pjafords3eysqesjsuapia ug
uauoissmysip Je Surpuxedspn us - {qESUIPIAIME U YOBWNBW 17

uen oISy Yaquaeg-goog urpyulag Aq
sjueneAy] jensadg pue sisAjeuy Jeuonouny ooddwAg

UASUBNSUY)) UUBINSOA Jopad :1opajoA
suuog dpelg sun] % ussqoxer og ‘sSIN Biurpy :Je uoddenyafosd-eopy ug
AISAS I RILAWWNAS

(WoqIS| 19394 PUE [JUILANY PILSg WO UOHNRGLIUOD YIIM) USSUSISS Judg Aq
SOLIBUDOS UONBSNIA 9SNOYUALY [BGO[D) 1IN0
Kjddng pue puewaq A810ug [qO[D) 10} SOLRUIDS UL -Fuo]

66/99¢

66/59¢

66/¥9¢

66/£9¢

66/T9¢

66/19¢

66/09¢

66/65¢

USaTUER(] {SRYDIA AQ SISAYL ‘Q'Ud
S[OPOIN Te[noseAOIpIe)) Ul uonejuawajdury

UB 0} MATA B U] UOROUN HEdY 2y} [ONUO)) YOTYM SWISIUBYIIP NOBqp3a] JO Suljapop

uasye] sadsaf opajlo A

BInm "D 19194 ‘uasapn) Jadsaf ‘uasue ‘S Jadsaf ‘uesusH

‘MUY jelg ‘uasqoyef og ‘uSaq iy Je Melosdsesqesuspia ysnewaleul 13
8161 1 0,81 2y wo[qoxd sAajfe)) paw 1oplague ju ssAfeue YsUoisty ugy

u[qosd shajhe)

uasanO Aumyor epaffop

28uununjg pjowry 8o ussie] Jefuasy suey 9jounwol, sewoy], ;je pofordjspop
Jojjepouru2L9) 9[eN3ip Je UONNNRSUOY [1) [SPOW HSHEWIEW Ud JB IsA[BUY
Sups|apourueus],

86/85¢

86/LSE

86/9¢¢




a3opam surl :IopajfoA
Sioquaey Y 2euBy eI eNuY e Sunpueyyesierdads
jIoTesug suls Jey 13 NBWSI)EW [1} PIOYI0) SIN[SOUUIA :S6€ “FU 1S431 [N Feiq 7

93apop QurL apalfop
Sioquaey Y aeusy el Bluy Je Sulpueyjedjeroads
j193es1p ouls Jey 19 YHeWwAew |1} PIOYIO] SISNSIUUIN

‘uasuaIes Juag :Aq

U340Ud SDISAHJ ‘11 LdVd

(s1s4]0A5 Supn[oxa jou 1nq) sueLnsapad 03 uononponul ue

SJOISAHd

4O ¥ILLVIA LDAraNS ANV SAOHLIW FHL «AdTVIATYE SOISAHd.

uasIapad npuy 3ng 1opajfop
uasIapUY NysuiseH todsar ;Je wodderareroadg
Josopip{newalew suaqIH

‘UaIsuUIBG Juag :Aq

LXALNOD TVIIHdOSOTIHd NI SOISAHJ -1l LdVd

(s1s1]942 Suipnjoxa 10U Inq) suewsapad 0} uonONpoONUL UB

SOISAHd

40 ¥ILLVIA LD3rdNs dNV SGOHLIN JHL .AITVIATY SOISAHd.

uasanQ Auugof Iapajlop

UBSERIPUY IBPUR NI ‘OYISZISN) BURIA ‘USSPLINE] Uef ‘@][2158) Ued]

a1j0g ‘uasuspIo-welg uapo ‘sfog dnysjo] ssaf :Je pjoford ‘seq1pN SI91S9WAS “¢
1o158uWIAS 1 qE10jsSuTUSIAIIpUN 33 — ddusjadwoNsTuLsjapout ysHeWS)e A

wesSordjuug sussjaifysidiaug sopun 1000-66/£9L 1 Pieloid

"sqe] apndadAjod 1002-1/1 &Y , ‘B1aug 7 108uuBAg NLA 6661-9/ST IHPUI
YNSUOD) IM0D 000T-S/1 BY ,, “YeriIF 000Z-1/1 19pUL,

USSUIBS JUOH © USSUAIBS UUL] D1y “JSUSIDYOS S0T “ISIOYUON Jug jrod

‘uasIe] A 93]9H ‘USS[AIN MUUSH sie ¢ uosuadiof (e :peoskjeuewolsAS @S
‘ussuowilg 19Jod °,Z 150Uy ‘uBIpUAS NOHEY) ‘UARY SURH *, ,Us10pod S10q3ug
sewioyy, : *Eovmam yenj[d ‘[unf elaD ‘uasioNd adney [Psyv :ONOJ -a1edeljeppiafold
UISuUIRG Juag :apayafolg

1002 (ude ‘uoddennis WALSASIOUANA IDIALLNAYA SYVANVA

1 HIYFHIOYINT WOS LNNIF AV ISTILLANAN LITAVS Y04 YaTIVNIOS

10/96€

10/56¢

10/¥6¢

10/£6¢

10/26¢

10/16€

10/06€

ussaQ Auuyof :Aq

isonewamew

10y op ued Surjjapoul jeym Yy “Fulj[apoul 10J Op UBD SONBISYIBUI JRYM Se Jou O
ssIN suaSopy :Ag

[opow ap[R{SOy Sy M dousadxs

Jo s1eak ¢z :s199fo1d juspms pajusuiowsiqoid uo paseq soneWISYIRM ANSIOATUN)

00/68¢

uasie Jadsaf JapajoA

SSIN sunsLy ‘ussqoxer og :je

piefordjapow ynewajewt spnpow g 19

[opourayIs [y-(gg sunysad 'S "D 1 uaip 30 Japry paa sindui je Surjpueysg

uasppafy JjoH auul], :Aq
SIX9)U0)) [BONRWISIIRA] WAL I YSnosy |, ASWINof © - - WAI03Y L,
XewiulA 93 Jo uondaouo)) s, UUBWINAN UOA WAI0Y ], XBUITU{[A 3 JO KIOISIH V

jaquaeg-ssooq wijaywog 2apajfop
dnnsioag suaf “ra8exQ 2A0], ‘S10quQ pnury ‘uasusisL]-joig JUUSH sueH Je
SUOISN]]I U3 — JOPOJAWSSUI]OPIOJIBPUBL S[RRNIN

pismoydamfop “d " ‘ueymng ) “Yaquaeg-ssoog g :Aq
(8661-9061) Aeo] ueaf Jo Asowaw ay) 0} pajestpap st podas sy L,
saoedg e1eg Ayone)) Jo Anawoan) sy ],

Ik "D addar :10sialadng
JopeIydS ‘g sewoyy, :Aq sisayl ‘ayd
{opo SuiddoH v pue JouLIo] SSejO) [9POAl V BIPSA pasoplosi( ut SurddoH

SSIN SUsSop (1opaIfoA

Jnm

19194 ‘O[IIM "M VT uaie)y ‘oueny] Jodsaf ‘Uasuaf "W UID) ‘UISUS[ST) SuUy Je
Jnews)ew 1 IasiAag

USSWIN||IA UYOf ‘Uaseaspuy 031 219paj(oA
S3uImuwIp{S plowy ‘SSIN UILRIA] :Je
wyafordsuoissajord ysnewajew 13

Suupuea apuadiapunajas ueq

adapap aulg je Suijpuerge-'p 4d

9S[aUUBPPNUISHOA | Supnjsio] S0

MID[EPIP SUP{NBUINBWE Waj[ow jopuejesuzeis 1 ssuonnnsuoy 3o 1o8unaosouoyoy -
QUSHOA SpauuRppnUOY SOY 123ujaduoy axsiojown]a) o uapiAnEweN

uasanQ Auuyof :1apajfop

(s1e100ds) Sualgsiom sung 3o sowiy qoder ‘(Hoddes-sinpowr¢) UsSIOpUY I e
waysAs

asenysesorped 19p [ Surudumdpn 3o o RIUOY JBMYLOUSA HSIOWIN[OAOS]
NANOLLANNAFLAGH 4V ONINITIFAOW ASILVWILVIN

uasie | uadief :1opajfop

uasIopad 235eg efepy ‘UasIopad ID[[GIAl 950 SNy ISIANUBS JSW[OA SBWOY] S Je
osjauueppnsiseq a81jaqeysuspiasyeu usp gd puoddensyslord sigysawssalpon ug
SUISPOW USP 10] 12A0 ID[[NS UaSuruBarjenuaIolyIp je ss[aIajput s1ong
ONINDTITVILNTYHAdId SYTTNT

00/88¢

00/L8¢

00/98¢

00/58¢

00/v8¢

00/€8¢

00/28¢

00/18¢

00/08¢

00/6LE




uassyg oA YT IopaffoA

poqp[o], welg

‘S1aquey 12K0]N Auo], ‘uasusBief sney) ‘uasyipor) Jounesg snusey :je Woddenyoford
qaigaqsuonjuny s)opyow( ji s12ng ey usduedioaQ -

19qa18aqsuomjun] 80 JPLINOY

uI[o(] Suof :Je NNepIpsIsy | Surpueyye-'pyd
Suippiapnasusjadwioy 3o jononusne ‘Jassasord aysidoperp gd snyjoy
pow 121seUWAS | HjisAY | Burusiarapun 30 3uL2T ONIANVIOA | LAOVANISAL

UASURSUY) [1wig 28u] 3apajlA

uosIopad

ARG JiN ‘USSUEH PEANOIS BIEY ‘UUBULIGPUNG aNICT :J8 PiefoadysAy (npou “§ 19
$AS[2§1510] D) foA ug JouruRISRIpaIUIN[o]

uasfned ‘1Y) Uaqy 1930V [#ed Jv
sjseurued] 1 wniseuw4s susuie 1op 110p
Janeydo swaAs[a WS ‘Iajjouale] S0 uaSuIuSIAIGpUN Ya3RNISA,] , JOWUINS SIWDAT,,

£0/91

£0/S1y

311 484

£0/ety

uasanQ AUUyof ‘sugig USLO :3I9pojfoA
uasqoyef og ‘SSIN dunsiry ‘je poloidsuotssajoud [[1 [npour ysnewsiew 13
IopuijAo us Jeq ueSuruwens je Suijpueyaq

u? Jures asAjeus [a10usd uo — Surmmensaxsea 1 1dojodoy 80 uoneyinjiqydoy

uasie] Jadsaf apayfop

poqp[oL wielg ‘Uasiapag

Aquery ueyor ‘uasusdier aNi( ‘USSURH peANO)S 21pY Je 1yefoadsBuuajopour 1
Buuds ajsinupAy spouuojuodLjod

foquuo]g USUOW :13pa[foA

IouSep [SEYOTA ‘UISISN0d BUT ‘ONOUNjeC] UBHSLIY)) ‘UdSHe)) UBpNjRd oY JV
pjefordsSuLisjjapow 12 — ae[d apuapusasleq)n usQq 1y ezusngul

foqwiolg MO 13pajfaA

UASJAIN "H 9SINOT-0UUY “UIS[OHPIIA] UIMBIA ‘UaJqoT] BunsL)) ‘uasuddier snej) Jv
peloids3uuafjapour ysnewajew )9 -1udprdsezuonguy

Jonuspidoezuanjjul Je Suus]japotr wio Jayafoid ¢

Jaquaeg-ssoog wjoyuIag 1opaffop

yewueides ueytsaN

ISIAYUR[ JOWOA SBWOY) L3N ‘TYoNdeg B1aqiol piaeq :Je pyefordsdejsqexsuopip
siofen 80 [oqy ‘ssnen) g/ Bmuse|sSumBy oxsieIqadie usp

10} SurupAieq $12qaISaqSUBLIEAUI JUIES SISUONEINTLIA ‘SISUONBUIqUIOY J8 J1pMS 19 -
Ayone) |1 ouepie)) ey SumusajsBuiudy ysieiqedpy

m,:m? Sury-1eg ‘ijooIey SPINE “§aquaeg-ssoog wioquiag Ag
suonenbg ajodouoiy paqiniad pue 4ON feam

(47487

0/11y

<0/01¥

20/60%

<0/80%

sdi[fyd UYor ‘YosoT SeIYNEIN Yaquaeg-ssoogd wioyusg Ag
0]y [Broadg pue siojesad( wjoypaly papunoqun)

Seeqn spusB[apIoys + 0861/5T 'TU 1531 JONEISIA ISHA) SUUA(]
100Z unf [ 9,61 unf uapowiad 1 12(Ins aeddosuowesyg
IsAY 1 snsinyapqAp [0 SuwrjuresoarddQ

uasie] uadiar opofop

yeuwnueSeg ueyisoN S0 Uas|nOJ UIMBA] UBASOf “JSIANUBS JSWOA SBWOYL 3JIN
‘uasyIpop) Jounelg snwsey ‘ynjoeq 31aqoy piae( :Je psfordiapows ysuyswajew 1g
1A 131jeNA 12 503 1393805 US -

Sunnos 931] [ey

uasuay preedfol suaf Jv
(Burm3z} 1pauds a0,

uasplafy JJoH duut, S0 JoquAeg-sso0g WIPHWISE :a1apa[foA

amn vAag So uuenuAUNUL] SungS :Je 1aplogiepn pefoadynewsiew [npow 'z 13
1e[eISajur-uoniag So jojeidaur-uopey “e[eiSoiur-ongsaqa Je aspdestapun ug -
usLIoa RIS 1 Ja3ULSSI[RIBUSD)

uasalo

Auuyor 3o uaspjafy] JOH suul], ‘uasuaf preedfel sewo] ‘fequiojg UWSHOW Jv
snsImy 39 Je Suipjiapn -

as[auueppnsiseq 331[9qBYSUSPIAINIEU USP PaA SULIS[OPOW NSHRWARIA

UISPEA] SIOPUY PUB UaSIOPa4 Jnpuy JuS ‘Yoequapyod] youin :stosiazadng
uasuad1gf ulA0L] snepy :Aq SISAY] S, I0ISBIA

uonejazdiayu)

Jeuonosunyg pue ANjiqesijesy poYIPoN £q pasAeury asussixg ajqeindmo))
snounpuy odA 1, sy

UssI9)a SpuUn usie)) :Ag
sdews ajand 1senb [eonuy) snydiowojoy uQ

ssiN suafop :1osiatadng
Jouyry weyor ‘Aq sIsatl, d4d
Suruoseay [RONBWAYR pue SANNOIJIQ Sururea] Menpeadiapun

ajeay unig suddo Jv
(13) .8sAjeue S0 vIqoSje &1) JAIMYNNS AUBIUI],, [ S[RUS)BWSSITY

1[95S0d dYUO( 19palfa

UUBTLISUILL ],

3UN§ ‘UUBLLIOY ], Uaqsy “OSWUNUNS ploury ‘ssiN aunsiny ;Je poddenis jnpouw 7
3epreqqoppidijoydsoyd

1 3unjjams [Bwous Joj SurupA)aq sapSuxziapey So sHuaA|os Je as[o8esIopun ug

10/L0V

10/90%

10/50%

10/40Y

10/€0%

10/20%

10/10¢

10/00v

10/66€

10/86¢

10/L6E




UISPE(JIA U2BIB[ J10pa|faA

pogpjoL, welg o

1SLAOJUB( IOWOA SBWOY L AP ‘Npgpsieuuns) uunguj ;je pafoididoeiep npous '¢ 13
3]]2gDS] USIDIGJSIADQ 1 IS[IPUIAUE SUIP Juies SulpjIApn S0 ISWOoNWaLy suauoayadA |
3jj2qosy |1 Zluqlay el

uneSs[oH pIo 1epaffeA

piutopy snuSepy S0 isiayue( JawjoA sewoy ] a1y :Je pfordi3ofeiep (npow ‘719
uisjqo1d uewsajes Surppael ], wiNsA§ Auofo) wy je Juusnquisiq
suadijjouraIA

Yo/LTY

v0/9Cy

uasuaf preeS[oy suaf 1apaffoA
uasuaf pre33ury usisary :Je uoddessjeisads
Surusiasapun 1 198uLep{I0) 9ysISA 4

uas|O akog S[SIN :£q pasiazadng

uasqoxe[ og pue sSIN dunsiry :Aq sorsAyd uy sisays 191y

jopow doysig-OIZIB I 9Y3 JO 159) [ejuawiiadxa pue sisA[eus y3noop y -
spinbr] Sutuiiog SSejr) Ul UoNBXROY [EOTUBYIO JEYS PUB 2ms[aI]

uas[ned SO MAqIV 3p3[foA

pieedaniafyg uayoqip Suueuely ;Je poddeisjeisads
UISISAORUOY Yeyuaryg uei[{iAl pow 10100y 1[dwasy -
SUIUSIAIOPUNYISA] APUSUUEPUSIE U | SLIOISTY SUa IsA

uasanQ Auutjor 3opajfop

USSUBY pieessudyury

qooef 30 JMOpsieULRD Un3y] ‘ejjo)se) Leu] 910§ Je Pefardynewsiew npow 713
GV TINT] patl SULISINUILS YSLISWNU PIA -

[epowsSuruenspolq YSieuip je uLspinp

66/0L€ "TU 15391 JONRISIA 1SY3) Suuaq
"£00Z — 9£61 NIsAJ 1 snsImyj-oppaig
DNI'TIAVSIAVDLO

uasaNQ Auuyor 1apsjfop
uasuadie( sne) :je Piafords3uua[apow ysuewaleu 13
SuuOSUOY| yseyIsniy So Suruwg

UISUBNSLIYY) UUBUIOOA Scom Ad
so1sAyd wapow Jo uonezijeuio} snorwas e — sydein puog A31ouzy

98apap suil 1apsfA
suewy] Jadsar :Je woddesafersads So uosuar anin) :Je poddenyalosd npow ¢
J9[]uQ29uR)adwOoy paul 39S YHewajeuLEN|IA

UASUBNSLIYY) UURLLIB0A Japad Ag
sajoned A1ejuswajg Jo BIOJ oNOIWSS YL,

£0/STY

€0/vey

£0/eTh

£0/TTY

t0/1TY

£0/0T¢

£0/61%

£0/81Y

e0/L1Y




