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Abstract

Naervaerende projekt er dels et studie af typeteoriens fremkomst og ud-
vikling og dels et studie af dens anvendelse i den moderne bevisfgrer Isabelle.

Rapporten er i to dele. Den fgrste del indeholder en historisk gennemgang af
matematikkens formalisering med udviklingen af typeteorien som omdrejnings-
punkt. Der redeggres for relevante arbejder af Frege, Russell, Godel, Turing
og Church. Denne redeggrelse falges af en beskrivelse af den simple typeteori
eksemplificeret ved en praesentation af Andrews’ formelle system, Q.

I anden del af rapporten prasenteres og forklares bevisfgreren Isabelle og be-
viset for korrektheden af sorteringsalgoritmen Quicksort i logikken HOL. Med
udgangspunkt i beviset undersgges HOLs brug af den simple typeteori og lighed-
erne imellem HOL og QF°. Desuden undersgges om de aksiomer, der optraeder
i HOL, kan spores tilbage til de arbejder, vi har behandlet i forste del af rap-
porten. Til sidst underspges den betydning matematikkens formalisering har
haft for bevisforere generelt.

I rapporten konkluderes, at der er si store ligheder imellem HOL og Q§°, at
HOL ma opfattes som vaerende baseret pd QF°. Den konkrete formulering af
aksiomerne i HOL er dog ikke mulig at finde i de arbejder, der er gennemgaet
i rapportens fgrste del. Derimod har mange af de ideer, der har drevet mate-
matikkens formalisering, veeret med til at forme bevisfgrerne.



‘All propositions’ must be in some way limited before it be-
comes a legitimate totality, and any limitation which makes
it legitimate must make any statement about the totality fall

outside the totality.
Whitehead € Russell 1927



Forord

Nzrvezerende IMFUFA-tekst er en revideret udgave af en projektrapport, der
omhandler bevisfgreren Isabelle! samt et bevis for korrektheden af sorterings-
algoritmen Quicksort foretaget i denne. Som grundlag for forstaelsen af bev-

~ isfgreren og dens formelle systemer gives en fremstilling af den simple typete-

ori samt en gennemgang af typeteoriens fremkomst og udvikling. I forhold til
den oprindelige rapport er der indfgrt rettelser af slafejl samt en raekke smé-
@ndringer, der blev foreslet til eksamen.

Projektet, der ligger til grund for IMFUFA-teksten, indgik som en del af over-
bygningsuddannelsen p& Datalogi ved Roskilde Universitetscenter. Projektet
hgrte under 3. modul og talte 3/4 semestervaerk (22,5 ECTS). Rapporten er
skrevet i BTEX.

Vi vil gerne takke vores vejleder lektor Jgrgen Villadsen for et yderst engageret
samarbejde, hans entusiasme i forhold til projektet samt hans villighed til at
dele ud af sin viden om hvad som helst. Vi vil ogs3 gerne takke lektor Jorgen
Larsen (IMFUFA) for hans besvarelser af BTgX-relaterede spprgsmal. Tilsidst
pnsker vi at takke vores eksamenscensor professor Jgrgen Flscher Nilsson (DTU)
for hans forslag til forbedringer af rapporten.

Lad os afslutte dette forord med at bringe et citat fra Kleenes Mathematical
Logic (1967), som udtrykker hans holdning til uvidende studerende som os selv:

It will be very important as we proceed to keep in mind this distiction
between the logic we are studying (the object logic) and our use of
logic in studying it (the observer’s logic). To any student who is not
ready to do so, we suggest that he close the book now, and pick some
other subject instead, such as acrostics® or beekeeping. {Kleene, 1967,
s. 3-4]

Bjgrn Toldbod
Ingunn Gunnarsdéttir
Uffe Thomas Volmer Jankvist

Datalogi OB, Roskilde, den 17. februar 2004

! Forsidebilledet er en del af Isabelles logo. Det stammer fra http://www.cl.cam.ac.
uk/Research/HVG/Isabelle/logics.html. Citatet pa side i stammer fra Whitehead og
Russells anden udgave af Principia mathematica: [Whitehead and Russell, 1927, s. 38].

2En ‘acrostic’ er et digt, hvori udvalgte bogstaver danner et nyt ord. Et eksempel pa dette
er ifplge Jorgen Villadsen: Panthers growl, Orioles sing, Eagles soar, Monkeys swing. De store
bogstaver danner her ordet POEM.
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1 Indledning

I dette projekt har vi arbejdet med fremkomsten af typeteorien inden for mate-
matikken og denne teoris nuvarende anvendelse i datalogien i forbindelse med
bevisfgrere.

Typeteorien blev oprindeligt udviklet som en teori, i hvilken man kunne undga
visse paradokser, som var opstéet i matematikken. I dag er typeteori en feelles-
betegnelse for en rakke systemer, i hvilke matematisk resonnering kan forma-
liseres. I et saddant system skelner man mellem objekter med forskellige egen-
skaber ved at tildele hvert objekt en type og opstille regler for, hvordan objekter
af en given type mé anvendes. Dette vil blive klart senere.

Formaliseret matematik kan ikke pastds at vere et udbredt interesseomrade
blandt matematikere, og de forholdsvisfd matematikere, der gennem det sid-
ste halve arhundrede har beskeftiget sig med matematikkens formalisering og
fundament, har i stort omfang ignoreret typeteorien, og istedet baseret matem-
atikken pa aksiomatisk maengdelzre.

Imidlertid har typeteorien (ogsi kendt som hgjereordens-logik) fundet an-
vendelse indenfor datalogien. Det er specielt bevisfgrere vi her tenker pé.
Mange af de systemer, der optrader i bevisforere i dag, er typeteoretiske sy-
stemer. Der findes ogsa bevisfgrere med systemer, der er baseret pa aksiomatisk
mengdelzere, men indenfor en rakke omrader er det typeteorien, man er kom-
met leengst med. '

Det er ikke kun matematiske resultater, bevisfgrere er i stand til at bevise,
snarere tvertimod. De benyttes i mange sammenhange, som for eksempel i
verifikationen af computersoftware og -hardware, herunder til at bevise korrekt-
heden af datalogiske algoritmer. Det er netop dette sidste omrade, beviser for
korrektheden af algoritmer, vi i dette projekt skal kigge narmere pa.

Vi har valgt at begranse os til en bestemt bevisfgrer og et bestemt bevis; bevis-
fgreren Isabelle, og et bevis for korrektheden af sorteringsalgoritmen Quicksort
i denne. Isabelle er en generisk bevisfgrer, det vil sige en bevisfgrer, der kan op-
stille beviser i forskellige formelle systemer. Sorteringsalgoritmen Quicksort er
eksemplarisk som repraesentant for datalogiske algoritmer, idet den overordnede
ide bag algoritmen er forholdsvis simpel uden dog at veere triviel.

Som datalog er man - eller bgr man vare — optaget af, om de algoritmer, man
arbejder med, er korrekte. Ofte preaesenteres man enten for et uformelt bevis for
en algoritmes korrekthed, eller ogsi overbeviser man sig selv om korrektheden
af algoritmen ved at betragte en raekke eksempler. Imidlertid kan man ogsa
vaere interesseret i at give et formelt bevis for en algoritmes korrekthed. Her
kommer de automatiske bevisfgrere ind i billedet. I en automatisk bevisfgrer er
det muligt at opstille et formelt bevis for algoritmens korrekthed.

1




2 Indledning

For at bevise korrektheden af en sorteringsalgoritme kan man vise, (1) at algo-
ritmen returnerer et sorteret resultat, (2) at algoritmen ikke ‘mister’ elementer
under sorteringen og (3) at algoritmen terminerer, det vil sige kgrer faerdig i
endelig tid. I Isabelle har man blandt andet bevist korrektheden af sorteringsal-
goritmerne Insertion-sort, Mergesort og Quicksort.

De aksiomer, som bevisfgrerne i dag er bygget op omkring, er ikke bare til-
faeldige postulater. Det er aksiomer som igennem arbejdet med matematikkens
formalisering, herunder udviklingen af typeteorien, har vist sig anvendelige som
et fornuftigt fundament for et logisk system. Det vil alts sige at disse aksiomer,
i en eller anden udgave, muligvis kan spores tilbage i historien til det system,
hvori de fgrste gang er blevet formuleret. Dette vil vi forsgge at gore for det
formelle system HOL i bevisfgreren Isabelle.

For at have et grundlag for forstielsen af en bevisfgrers beviser ma man kende
til en vis mangde matematisk logik og typeteori. En del af denne projektrapport
omhandler derfor en beskrivelse af et logisk system, betegnet Qg°, der kaldes
simpel typeteori. Dette system vil vi sammenligne med Isabelles system HOL.

Fra starten var vi af den opfattelse, at en vis indsigt i historien bag matema-
tikkens formalisering samt fremkomsten og udviklingen af typeteorien ville gge
vores forstielse for den moderne fremstilling af matematisk logik og typeteori.
Samtidig var et kendskab til denne historie essentiel, hvis vi skulle realisere vores
ide om at spore Isabelles aksiomer tilbage i tiden.

En stgrre del af denne projektrapport beskaftiger sig derfor med en historisk
gennemgang af matematikkens formalisering med typeteorien som omdrejnings-
punkt.

I en sddan gennemgang er det umuligt at komme uden om Bertrand Russell
(1872-1970), der ma betragtes som typeteoriens grundlegger. Russells forsgg
pa at formalisere matematikken fgrte til udviklingen af typeteorien, der var
en made, hvorpd man kunne undgd de paradokser, der plagede matematikken
omkring ar 1900. Russell opstillede sammen med Alfred North Whitehead (1861-
1947) i det store tre-binds veerk Principia mathematica fra 1910-13 et system, i
hvilket matematikkens formalisering var mulig,.

Russell var imidlertid ikke den fgrste, der arbejdede serigst med matematikkens
formalisering. I vaerket Grundsetze der Arithmetik, som udkom 1893-1903,
forspgte Gottlob Frege (1848-1925) at skabe et fundament for matematikken
(mere pracist aritmetikken). I vaerket anvendte Frege sit Begriffsschrift — et
formelt sprog, som han allerede i 1879 havde opstillet. Freges system viste sig
imidlertid at veere inkonsistent®. Inkonsistensen blev papeget af Russell i 1902 -
historien om hvorledes Russell padpegede problemet, da andet bind af Grundsetze
var i trykken, er en bergmt anekdote. P4 trods af inkonsistensen er det Frege,
der i dag tilskrives ideen om et formelt system — et system med aksiomer for-
muleret helt i systemets syntaks og pracise slutningsregler, siledes at resultater
kan udledes p& rent ‘mekanisk’ vis.

En af de matematikere, der arbejdede med matematikkens formalisering, var
David Hilbert (1862-1943). Hilbert stillede ved en kongres i 1928 tre spgrgsmal,

LAt et system er inkonsistent vil her sige, at man bAde kan vise P og —P i systemet ~
dermed kan man vise hvad som helst.



som han mente var essentielle for matematikkens formalisering. Det skulle under-
spges (1) om der for ethvert matematisk udsagn gjaldt, at man enten kunne
bevise dette eller dets negation, det vil sige om matematikken var fuldstendig?,
(2) om matematikken var konsistent, og (3) om der fandtes en bestemt metode
til at afggre om en pastand er sand eller falsk, med andre ord, om matematikken
var afgorlig.

En del af svaret kom allerede i 1931. Den unge Kurt Godel (1906-1978) offentlig-
gjorde pa dette tidspunkt sine to ufuldsteendighedssaetninger. Saetningerne siger
overordnet set, at (1) der i ethvert konsistent formelt system, som indeholder en
vis mangde talteori, altid vil eksistere sande udsagn hvorom gzelder, at hverken
de eller negationen af dem kan bevises i systemet samt, at (2) konsistensen af et
sadant system ikke kan bevises inden for systemet selv. Disse to satninger var
nogen af de mest overraskende og uventede resultater indenfor matematikken i
nyere tid, og de rev mildest talt tzeppet vaek under fadderne pa de matematikere,
der arbejdede med matematikkens formalisering. Det var altsi ikke muligt inden-
for et system som Principia mathematicas at bevise systemets egen konsistens.
For at bevise konsistensen af systemet matte man gi uden for systemet.

Godels sztninger besvarer imidlertid ikke Hilberts tredje spgrgsmal, det sakaldte
Entscheidungsproblem. Dette spgrgsmal blev senere besvaret af Alonzo Church
(1903-1995) og (uafhengigt af Churchs svar) af Alan Turing (1912-1954) i 1936.
De viser, henholdsvis med udgangspunkt i Churchs A-kalkyle og Turingmaski-
nen, at der ikke findes en metode, som kan afggre om et vilkirligt udsagn er et
teorem eller ej, for de formelle systemer.

Resultaterne blev dgdsstgdet for Gottfried von Leibniz’ (1646-1716) gamle vi-
sion fra cirka 1665; den sakaldte Leibniz’ drgm. Denne drgm gik ud pa at skabe
en generel metode, hvori udledningen af alle sandheder, som man ellers skulle
deducere sig frem til ved menneskelig reesonnering, kunne reduceres til en form
for beregning eller ‘mekanisk’ udledning. Ifglge Leibniz skulle man med denne
metode, som indeholdt et specielt sprog, kunne besvare alle former for spgrgsmal
savel matematiske som filosofiske og juridiske. Men med det negative svar pa
afgprlighedsspgrgsmalet brast drgmmen, der pa dette tidspunkt var naesten 300
ar gammel. Drgmmen er dog i dag ikke helt uden betydning, idet den har veeret
inspirationskilde for mangen en matematisk logiker.

Besvarelsen af afggrlighedspgrgsmaélet er ikke Turings eneste fortjeneste. Ifglge
Godel er det Turings arbejde, der har gjort det muligt at give en preecis og
tilstreekkelig definition af et formelt system. Turing gav en definition af be-
grebet beregnelighed® og introducerede herigennem Turingmaskinen, som har
en central betydning for datalogiens teoretiske fundament.

Church gav i forbindelse med sit svar p& afggrlighedsspgrgsmalet, gennem sin
A-kalkyle, ligeledes en definition af beregnelighed. Af stor vigtighed er Churchs
simple typeteori fra 1940, som bygger pad A-kalkylen. Det er i bund og grund
denne typeteori, som mange moderne bevisfgrere, eksempelvis Isabelle, bygger
pé.

2Fuldsteendighed betyder, kort fortalt, at alle de udsagn, som er sande indenfor et system,
kan vises i systemet. Ufuldstaendighed betyder, at der eksisterer sande udsagn i systemet, som
man ikke er i stand til at vise indenfor systemet.

3Dansk for computability.



4 . Indledning

Vi har i projektrapporten beskrevet ovenstdende historie om matematikkens
formalisering samt typeteoriens fremkomst og udvikling i stgrre detalje. Iser er
vi gaet i dybden med de ovenfor nzevnte personer: Frege, Russell, G6del, Turing
og Church.

Man kan siledes se denne projektrapport som et forsgg pé at beskrive, hvorledes
behovet for typeteorien opstod, udviklede sig og til sidst fandt sin anvendelse
inden for bevisfgrere.

I det efterfglgende gives vores motivation for at arbejde med de ovenfor skit-
serede problemstillinger. Derefter praesenteres projektets problemformulering
samt en uddybning og afgrensning af denne. Dernzest fglger en beskrivelse af
de metoder og konventioner, der anvendes i projektrapporten. Til sidst gives en
beskrivelse af rapportens opbygning.

1.1 Motivation

Vi gnskede fra starten at beskaftige os med et graenseomride imellem data-
logien og matematikken; bevisfarere og deres anvendelse af typeteorien var et
sddant. Som ovenfor navnt opstod typeteorien som et lgsningsforslag til pro-
blemstillinger i matematikken og blev siden hen udviklet som et fundament
for matematikken. I dag er det dog ikke en saerlig udbredt disciplin iblandt |
matematikere, der ofte er mere bekendte med den aksiomatiske maengdelare,
iseer ZFC!. Peter Andrews kommenterer dette saledes:

One of the basic tasks of mathematical logic is the formalization
of mathematical reasoning. Both type theory (otherwise known as
higher-order logic) and aziomatic set theory can be used as formal
languages for this purpose, and it is really an accident of intellectual
history that at present most logicians and mathematicians are more
familiar with aziomatic set theory than with type theory. [Andrews,
2002, s. xi-xii]

Typeteorien har derimod gjort sit indtog i datalogien. Her har den fundet an-
vendelse i forskellige discipliner blandt andet indenfor lingvistik (Montague-
grammatik). Med det samme faengede det os at en disciplin, der er opstiet og
udviklet indenfor matematikken i dag fortrinsvist udgves indenfor datalogien.

Et andet aspekt, vi fandt interessant i denne sammenhang, var, at man ved
hjeelp af bevisfgrerne kan bevise korrektheden af datalogiske algoritmer. Groft
sagt er datalogien jo udsprunget af matematikken som en selvsteendig disciplin,
der beskeftiger sig med algoritmer — altsi udggr algoritmerne i mange sammen-
hange datalogiens teoretiske fundament. Beviserne kan altsd opfattes som en
formalisering af den datalogiske raesonnering. Den for os interessante observation
var, at man siledes kan anvende teorier, hvori matematikken kan formaliseres,
til ogsé at formalisere datalogien.

Disse observationer fgrte til at vi bestemte os for at undersgge typeteoriens
fremkomst og udvikling samt dens anvendelse i moderne bevisfgrere. Derudover

4Zermelo-Fraenkels aksiomer samt udvalgsaksiomet.
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gnskede vi at undersgge bevisfgrernes beviser for korrektheden af datalogiske
algoritmer.

I og med at bevisfgrerne gar brug af typeteoretiske aksiomer, taenkte vi, at det
for en konkret bevisfgrer matte veere muligt at spore aksiomerne eller ideen bag
dem tilbage i historien til der, hvor de fgrste gang blev formuleret.

Alt dette udmgntede sig i fglgende problemformulering.

1.2 Projektets problemformulering

Vi gnsker i denne projektrapport at beskaftige os med fglgende:

¢ En redeggrelse for matematikkens formalisering med typeteorien som om-
drejningspunkt, det vil sige en redeggrelse for typeteoriens fremkomst og
udvikling i perioden fra Frege til Church.

o En kort beskrivelse af den simple typeteori gennem en prasentation af et
formelt system betegnet Q8°.

¢ En prasentation af bevisfgreren Isabelle og beviset for korrektheden af
sorteringsalgoritmen Quicksort i Isabelles logik HOL.

Med udgangspunkt i ovenstaende gnsker vi at besvare fglgende spgrgsmal:

o Hvilke ligheder er der imellem HOL og systemet Qg°?

e Kan aksiomerne i HOL eller ideen bag disse spores tilbage til de arbejder,
vi har gennemgaet i beskrivelsen af matematikkens formalisering?

o Hvordan har matematikkens formalisering bidraget til udformningen af
Isabelle og andre bevisfprere?

1.2.1 Uddybning og afgrzensning

Vi har valgt at lzegge hovedveaegten af gennemgangen af matematikkens formali-
sering pa perioden fra Frege til Church. Frege var den fgrste, som introducerede
ideen om et formelt system, s& det er her vores undersggelse begynder. Un-
dersggelsen slutter med Churchs formulering af den simple typeteori, som er
grundlaget for adskillige bevisfgreres systemer i dag.

Oversigten over den simple typeteori samt opstillingen af det formelle system
O skal ses som et ngdvendigt skridt pa vejen til at forsta bevisfgrerne.

Vi har begrenset os til at se pa én bevisfgrer. Valget faldt af flere grunde pa
bevisfgreren Isabelle. Isabelle anvender typeteori i form af en logik kaldet HOL
og samtidig er Isabelle en bevisforer, der tillader bevisfgrelse indenfor mange
forskellige discipliner savel matematiske som datalogiske. Tilmed er Isabelle en
bevisfgrer, der ggr sig i at bevise korrektheden af sorteringsalgoritmer, specielt
algoritmen Quicksort. Da vi havde lagt os fast p4 at undersgge et korrektheds-
bevis for netop Quicksort, fandt vi, at Isabelle var en oplagt kandidat.
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Begrundelsen for valget af netop algoritmen Quicksort er at vi finder den ek-
semplarisk — det vil sige, at den bygger pa en forholdsvis simpel ide uden at
veere triviel.

I vores besvarelse af fgrste punkt i problemformuleringen tager vi fortrinsvist
udgangspunkt i beviset for korrektheden af Quicksort i Isabelles logik HOL.

I andet punkt af problemformuleringen har vi begranset vores sporing af ak-
siomer eller ideerne bag disse til de arbejder, vi har gennemgaet i beskrivelsen
af matematikkens formalisering. Muligheden foreligger dog, at aksiomerne er
formuleret tidligere end perioden behandlet i vores gennemgang eller i en helt
anden sammenhang,.

Det sidste punkt i problemformuleringen er af en lidt mere perspektiverende art.
Vi gnsker her at se pa, hvorledes de tidligere behandlede personer har spillet
ind p4 udformningen af de moderne bevisfgrere. Specielt gnsker vi at relatere
disse personers arbejder til bevisforeren Isabelle.

Dette leder frem til en beskrivelse af vores metode.

1.3 Projektets metode

De personer, hvis arbejder vi gennemgér i rapportens del I, tillegger vi
forholdsvis stor betydning. Dette gor vi pa baggrund af den viden vi har tilegnet
os i sekunderlitteraturen. Her er der almindelig enighed om, at de personer, vi
har beskaftiget os med, har haft den betydning, vi tilskriver dem i rapporten.
Matematikkens formalisering, herunder typeteorien, er et emne, der er behand-
let mange steder i litteraturen af anerkendte personer som for eksempel Kleene,
van Heijenoort og Davis. Vi mener saledes, at vi kan retfaerdigggre vores lidt
‘naive’ tilgang til den historiske del af rapporten.

De vaerker vi har valgt at tage udgangspunkt i til beskrivelsen af matematikkens
formalisering er som regel de vaerker, hvori den ide, vi er ude efter, op-
traeder forste gang. For eksempel benytter vi fortrinsvist Russells 1908-artikel
til beskrivelse af ideen bag typeteorien i stedet for det senere vaerk Principia
mathematica, hvori denne ogsa optreeder. Ligeledes er det Freges 1879-arbejde
Begriffsschrift vi kigger p4, ikke hans senere Grundsetze. Med hensyn til Frege
og Godel er vi klar over at det mest korrekte nok havde varet at kigge pa deres
veerker pa originalsproget — tysk. Disse har vi dog ikke vaeret i besiddelse af,
hvorfor vi har valgt de engelske oversattelser i van Heijenoorts From Frege to
Gadel.

Ofte, nar vi i har forspgt at gengive en specifik ide fra et vaerk, har vi gjort dette
ved at citere fra veerket. Dette har vi gjort dels fordi vi nogen gange har fundet
gengivelsen af ideen vanskelig, dels fordi vi nogen gange har fundet det mere tro
mod den pagaeldende ide at citere.

Vi har s& vidt muligt i den historiske gennemgang af matematikkens forma-
lisering og typeteorien forsggt at gi til originalkilder, hvilket ber fremgi af
kildehenvisningerne. Hvis vi har benyttet en senere udgave af et originaivaerk
vil dette, foruden arstallet i selve henvisningen, fremga af litteraturlisten eller
blive naevnt i forbindelse med omtalen af vaerket i projektrapporten. Anvendes
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optryk af artikler eller vaerker, som forefindes i senere udgivne samlinger, vil
dette blive naevnt i fodnoter i forbindelse med omtalen af vaerket i rapporten.

1.4 Anlagte konventioner

Vi har i projektrapporten valgt at benytte os af forskellige konventioner. Vi
benytter bade udtrykket en ‘sztning’ og udtrykket et ‘teorem’. Udtrykket saet-
ning anvender vi, nar der er tale om en matematisk satning i den gengse for-
stand — altsd i den uformelle matematik. Udtrykket et teorem benytter vi, nar
der er tale om et udtryk, der kan bevises i et logisk system.

Vi skelner i rapporten ikke strengt imellem vores brug af ordene ‘udsagn’ og
‘proposition’, rent faktisk benytter vi dem lidt i fleeng. Det skulle dog gerne
fremgd af konteksten, hvilken mening vi tillzegger dem.

Visse ord i projektet er i kursiv og visse er i skrivemaskineskrift. Kursiv
anvendes oftest til at fremhave ord eller s®tninger, for eksempel citater, men
ogsa navne pa konkrete bevisfgrere eller konkrete teorier i Isabelle, for eksempel
HOL. Skrivemaskineskriften har vi benyttet i forbindelse med koden fra beviset
for korrektheden af Quicksort i Isabelle. Det har vi gjort for at gere det nemt
for laeseren at skelne denne fra den gvrige rapport. Nar vi i forbindelse med gen-
nemgangen af koden omtaler selve beviset for algoritmen Quicksort eller teorier
som beviset bygger pa, har vi valgt ogsd at bringe disse i skrivemaskineskrift,
eksempelvis Quicksort, Sort og Main.

Nar vi i projektet opremser kilder er vores strategi fglgende: Vi opremser efter
hvert afsnit (paragraf) samtlige kilder, vi har benyttet i det pagaeldende afsnit.
Vi nazvner enten de kilder, som er benyttet tidligst i det pagzldende afsnit, eller
de kilder som er benyttet mest i afsnittet, fgrst. Nar kilder har veeret benyttet
som grundlag for hele afsnit, kommer henvisningerne til disse kilder i starten af
de pagxldende afsnit. Nar der er tale om én specifik information og vi gnsker
dette fremhaevet skriver vi kildehenvisningen i forbindelse med informationen
inde i afsnittet. Ved citater star kildehenvisningen umiddelbart efter citatet,
dette er ogsa tilfeeldet ved visse saetninger, beviser og deslige. Kildehenvisninger
ser ipvrigt ud pa felgende made: [forfatter(e), udgivelsesar, sidetal].

1.5 Rapportens opbygning

Rapporten bestar af to dele. Fgrste del omhandler matematikkens formalisering
samt typeteoriens fremkomst og udvikling. Anden del omhandler bevisfgrere, i
sardeleshed bevisfgreren Isabelle, som bygger p& matematikkens formalisering i
form af typeteorien.

Vi gennemgér i forste del relevante arbejder for typeteoriens tilblivelse og ud-
vikling fra Frege og frem til Church. Vi har hver gang vi introducerer en ny
matematiker valgt at bringe en biografi. Det har vi valgt at ggre af flere drsager,
dels mener vi, at det kan vaere med til at fremme forstaelsen af den pageeldendes
matematiske arbejde, at man har et indblik i hvilken tid denne levede i og hvilke
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omstzendigheder, der her gjorde sig geeldende, dels var disse biografier noget af
det, vi selv fandt underholdende i vores litteraturstudier.

I kapitel 2 gives en historisk introduktion til matematikkens formalisering i form
af en beskrivelse af Leibniz’ drgm. Der bringes ogsé et diagram for den historiske
udvikling af matematikkens formalisering med udgangspunkt i typeteorien.

Kapitel 3 omhandler Freges begrebsskrift, herunder de definitioner og ideer han
introducerede i forbindelse med vearket. Korrespondancen imellem Frege og Rus-
sell gennemgas. Russells, Cantors og Burali-Fortis paradokser prasenteres.

Beskrivelsen af Russells typeteori forefindes i kapitel 4. Formalet med kapitlet
er at forsgge at gengive den ide, der ligger til grund for typeteorien.

Kaf)itel 5 omhandler Gédels ufuldstzendighedsseaetninger samt de metoder, der
anvendes i deres beviser. Derudover diskuteres betydningen af ssetningerne kort.

Kapitel 6 indeholder en preesentation af Turings svar pa Hilberts
afggrlighedsspergsmaél. Herunder beskrives Turingmaskinen samt Turings defini-
tion af beregnelighed.

Kapitel 7 indeholder en historisk introduktion til A-kalkylen samt den simple
typeteori, som blev formuleret af Church i 1940.

I kapitel 8 gennemgéas den simple typeteori overordnet. Der opstilles desuden
et logisk system, Qf°, som skal ligge til grund for diskussionen af bevisfgreren
Isabelle i anden del af projektet.

Kapitel 9 er en opsamling af de foregiende kapitler i del I. Her forsgger vi at
drage de vigtigste pointer frem i lyset.

Anden del af projektrapporten beskaeftiger sig med bevisfgreren Isabelle, herun-
der en beskrivelse af bevisfgrerens system, HOL, samt dens bevis for sorte-
ringsalgoritmen Quicksorts korrekthed.

Der lzegges ud med en gennemgang af bevisfgrere generelt i kapitel 10 samt en
beskrivelse af deres systemer. Specielt behandles Freek Wiedijks ‘Fifteen Provers
of the World’.

I kapitel 11 behandles bevisfgrernes domene, det vil sige omraderne, de kan
anvendes indenfor, Derudover bringes en gennemgang af sorteringsalgoritmen
Quicksort.

Kapitel 12 omhandler Isabelle. Her findes en gennemgang af logikken i Isa-
belle samt en beskrivelse af, hvorledes Isabelle fungerer. Ydermere gives en kort
beskrivelse af Isabelles metalogik.

Beviset for korrektheden af Quicksort i Isabelle prasenteres i kapitel 13. Denne
prasentation ledsages af en grundig gennemgang af beviset.

I kapitel 14 forefindes undersggelsen af beviset for korrektheden af Quicksort.
Kapitel 15 er en opsamling pa projektrapportens del IT.

I kapitel 16 forefindes projektrapportens samlede diskussion. Her diskuteres un-
derspgelsen i forhold til de forskellige sider af problemformuleringen

Kapitel 17 indeholder projektrapportens konklusion.




1.5 Rapportens opbygning 9

Kapitel 18 indeholder en epilog for projektet.

Appendiks A indeholder beviset for korrektheden af Quicksort og Sort i
Isabelle (pretty-printed).

Appendiks B indeholder beviset for korrektheden af Quicksort og Sort i
Isabelle (ASCII).

Appendiks C indeholder udklip fra Isabelles hjemmeside af de aksiomer, beviset
for Quicksort i Isabelle bygger pa.

Appendiks D indeholder screenshots, blandt andet et af Isabelles brugergranse-
flade Proof General.

Litteraturlisten indeholder forst og fremmest de kilder, vi har anvendt i rap-
porten. Efter hver kilde i litteraturlisten angives de sider i rapporten, hvor der
henvises til kilden. Derudover indeholder den ogsé de kilder, vi har benyttet os af
i Ipbet af semesteret. Disse er: [Aleksandrov et al., 1969], [Bell, 1945], [Crossley
‘et al., 1972, [Davis, 1958), [Frege, 1984], [Hatcher, 1982], [Hindley and Seldin,
1986], [Kleene, 1952], [Kline, 1980], [Meshckowiski, 1970-80], [Mostowski, 1966],
[Nipkow, 2003], [Sluga, 1993], [Wussing and Arnold, 1975].
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Matematikkens formalisering
— Typeteoriens fremkomst og
udvikling
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2 Historie og motivation

Der er i dag udbredt enighed om at matematikkens formalisering starter med
Gottlob Freges arbejde fra slutningen af det nittende &rhundrede. Frege tog
arven op efter Aristoteles totusind ar gamle logik, som indtil da havde vaeret
anset for at veere et afsluttet kapitel. P4 trods af at vi i dag opfatter Frege
som formaliseringens fader, er der dog visse indledende tiltag i denne retning
inden Frege. Et af disse tiltag forefindes hos George Boole, som i midten af
det nittende drhundrede udviklede sin logiske (boolske) algebra. Et andet tiltag
forefindes i Augustus De Morgans omtrent samtidige arbejde, hvori han blandt
andet formulerede sine bergmte love. Men allerede langt tidligere, i det syttende
arhundrede, havde Gottfried Leibniz tankt nogle af de samme tanker. Disse
ideer var for Leibniz et led i en langt stgrre og mere vidtraekkende plan, som
han som ganske ung havde udtaenkt og som han forblev tro mod igennem hele
sit liv. Denne plan er i dag kendt som Leibniz’ drgm. Selv om ideen i dag
betragtes som veerende urealistisk, har den dog veeret en vigtig inspirationskilde
for efterfplgende matematikere og logikere, for eksempel Frege, og der henvises
ofte til den i litteraturen, hvorfor vi vil beskrive den her.

2.1 Leibniz’ drgm

Leibniz var et geni og en af sin tids stgrste teenkere. Han var uddannet fra
universitetet i Leipniz med en grad i filosofi og jura. Det var dog indenfor den
matematiske analyse, Leibniz blev mest kendt i kraft af sit arbejde om integra-
tion og differentiation. I en alder af cirka 20 &r udtankte Leibniz den ide, der
senere er blevet kendt under navnet Leibniz’ drgm. Lad os citere E. T. Bells
beskrivelse af, hvad Leibniz’ sigtede efter.

. a general method in which all truths of the reason would be re-
duced to a kind of calculation. At the same time this would be a sort
of universal language or script, but infinitely different from all those
projected hitherto; for the symbols and even the words in it would
direct reason; and errors, except those of fact, would be mere mis-
takes in calculation. It would be very difficult to form or invent this
language or characteristic, but very easy to understand it without
any dictionaries. [Bell, 1937, s. 123]

Der er altsd tale om at Leibniz sggte et nyt slags alfabet, hvis elementer ikke
skulle bestd af lyde, men af koncepter. Et sprog baseret pa et sddant alfabet
skulle da ggre det muligt ved symbolsk udregning at bestemme, hvilke udsagn
i sproget, der var sande og hvilke, der var falske. Samtidig skulle det da ogsa

13
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vaere muligt at bestemme, hvilke logiske sammenhznge der eksisterede imellem
disse sande udsagn. [Davis, 2000, s. 5], [Bell, 1937, s. 123]

Figur 2.1 Gottfried Wilhelm von Leibniz. Fgdt 1. juli 1646 i Leipniz, Tyskland. Dgd
14. november 1716 i Hannover, Tyskland. [O’Connor and Robertson, 2003}

Leibniz’ opdagelser (opfindelser) indenfor den matematiske analyse havde
bekraeftet ham i behovet for et universelt symbolsprog, eller konceptsprog om
man vil. Som det muligvis er lzeseren bekendt havde Leibniz set sammenhzengen
imellem det at udregne arealer og det at bestemme retningsafledte’, nemlig at
de er hinandens inverse. Leibniz udviklede en bestemt symbolik til at beskrive
disse operationer, rent faktisk den samme, som benyttes i dag?,

/ for iritegration og d for differentiation.

Leibniz ansd disse to symboler som indeholdende selve koncepterne om inte-
gration og differentiation, og det var pé lignende vis, at tegnene i alfabetet til
hans nye universalsprog skulle indeholde koncepter, blot koncepter af en anden
karakter. [Davis, 2000, s. 11-12]

Leibniz teenkte, som citatet ovenfor antyder, pa sit sprog som et universalsprog,
det vil sige et sprog, hvori alle teenkelige spgrgsmal om savel naturvidenskab som
filosofi og jura kunne besvares. Det var klart for ham, at de specielle tegn, som
blev benyttet i aritmetisk algebra, kemi, astronomi og ikke mindst hans egne
symboler for differential- og integralregning, alle viste hvor essentiel en velvalgt
symbolisme var. Leibniz refererede til et sddant system af tegn som et lingua

1At integration og differentiation rent faktisk er inverse operationer er i dag kendt som
analysens fundamentalsatning,.

2Tegnet for integration [ er et langt S, hvilket antyder at integration omhandler det at
bestemme summer. Ligeledes antyder symbolet for differentiation d det at bestemme diffe-
renser.
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characterica (et sprog af specielle symboler). Ulig de almindelige alfabetiske
symboler var symbolerne i de ovenstiende eksempler ‘virkelige symboler’, idet
de reprasenterede bestemte ideer pa en naturlig og velvalgt méde. Det der var
brug for, vedblev Leibniz, var et universelt symbolsprog; et lingua characterica
universalis. Det vil sige et sprog, hvori symbolerne ikke kun var virkelige, men
som ogsd omfattede den fulde raekkevidde af menneskets tanker. [Davis, 2000,
s.-15], [Harrison, 1996, s. 5] '

Leibniz si realiseringen af sin ide som bestiende af tre dele. (1) For at kunne
udvalge de rette symboler til alfabetet matte der fgrst skabes et kompendium
eller en encyclopadi, som indeholdt menneskehedens samlede viden. (2) Nar
en sddan var udformet, ville det veere klart, hvilke nggle-koncepter der 14 til
grund for den samlede viden, hvorefter udvelgelsen af passende symboler for
disse kunne foretages. (3) Endelig kunne slutningsreglerne da reduceres til ma-
nipulation med disse symboler, hvilket Leibniz kaldte en calculus ratiocinator
(en form for symbolsk logik eller en ‘regnemetode til at rzesonnere’). Leibniz var
udmeerket klar over, at opgaven ikke kunne lgses af ham selv alene. Men han
mente dog, at den ville kunne lgses af nogle f4 dedikerede maend over en feméarig
periode. At Leibniz kunne tro at hans plan var gennemfgrlig er for os i dag fuld-
stendig uforstaeligt, for hvordan skulle hele universet og al dets kompleksitet
kunne reduceres til en enkelt symbolsk logik. Men Leibniz levede i en anden tid,
og for ham var intet i universet tilfeeldigt, alt fulgte en plan, som stod klart i
Guds tanker. Gud havde trods alt skabt den bedste verden, det var muligt at
skabe. [Davis, 2000, s. 16-17]

Leibniz gav visse forslag til hvordan hans sakaldte calculus ratiocinator skulle se
ud. I denne forbindelse introducerede han et nyt tegn, @, til reprasentation af
sammenfgjningen af helt arbitraere plurali af termer. Ideen var at sammenfgje
to samlinger af elementer til én samling indeholdende samtlige elementer fra de
to.

Definition 2.1
A eriL, eller L indeholder A, er det samme som at sige, at L kan sammentraeffe
med et plurali af termer taget sammen, af hvilket A er et.

BgeN=L

betyder at B er i L og at B og N tilsammen udger L. Det samme gor sig
gzeldende for et stgrre antal af termer.

Leibniz giver nu fglgende aksiomer:

1. BeN=NoB
2. AdA=A
Ud fra disse viser han en rakke resultater, for eksempel

Proposition 2.1
HvisAeriMogBeriN,saer AQBiM@®N.
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Det, der nok er noget af det mest bemzerkelsesveerdige er, at Leibniz, godt halv-
andet drhundrede forud for sin tid, foreslog en algebra for logikken. En algebra
som ville specificere reglerne for manipulation med logiske koncepter pa samme
made, som den ordinere algebra ggr det med reglerne for manipulation af tal.
En anden ting, som vakker opsigt, er Leibniz’ andet aksiom, A @ A = A, der
siger at sammenfgjningen af alle elementer i en given samling med den samme
samling af elementer vil give samlingen selv. (Der er altsi p4 sin vis tale om
mangdelignende samlinger, ikke tal, idet der jo ikke gzlder at 2+ 2 = 2.) Netop
aksiom 2, dog i en anderledes kontekst3, blev en af grundpillerne i Booles logiske
algebra cirka 150 ar senere. [Davis, 2000, s. 18-19]

Benyttelsen af den boolske algebra som et system af regler for udregninger er
ligefrem. En af Booles stgrste bedrifter md anses at vaere, at han viste at logisk
deduktion kan udvikles som en form for matematik. Boole kunne ikke have kendt
til Leibniz’ arbejder, idet disse kun foreld i private brevkorrespondancer. Selv
om de begge benytter det ovenfor naevnte aksiom 2, er der specielt én veesentlig
forskel p& de to herrers ‘systemer’. Leibniz forsggte at fremstille sit deduktive
system som et, hvor alle regler er udledt fra et lille antal aksiomer, hvilket er
i overenstemmelse med moderne praksis. Det ubelejligede Boole sig ikke med,
s& pa dette punkt ma Leibniz siges, at have vaeret lengere fremme end Boole.
[Davis, 2000, s. 39-40, 57-58] -

2.2 Et diagram for typeteoriens udvikling

Typeteorien, som er omdrejningspunktet for denne projektrapport, er kun en del
af matematikkens formalisering og udviklingen af den matematiske logik. Det
tyvende drhundredes resultater indenfor disse omrader er relateret til hinanden
pa kryds og tvaers. Skulle man forsgge at illustrere disciplinernes udvikling i et
diagram, ville man formentlig f4 et meget indviklet og uoverskueligt netvaerk
af pile imellem personer, relationer og resultater, som ikke ville bidrage videre
til ens forstaelse. Vi har derfor valgt at begraense os til typeteoriens opstien og
udvikling. P3 figur 2.2 forsgger vi saledes at billedligggre udviklingen af, samt
relationerne imellem vigtige resultater indenfor typeteorien. Vi er udmarkede
klar over at et sddant diagram kunne have set ud pa flere andre méader. Vi har
dog fundet nedenstiende fremstilling relevant for vores projekt.

Pilene imellem de afrundede kasser kraever en forklaring. Pilen fra Leibniz’ dram
ned til Formelt system antyder, at drgmmen p4 en vis made har givet inspira-
tion til opstillingen af et sidan system, hvilket Frege var den fgrste som op-
stillede. Med Paradokser hentydes til de paradokser, Russell beskaftigede sig
med, specielt hans eget. De formelle systemer gav anledning til disse paradokser,
derfor pilen her imellem. Forsgg pi at undgd paradokserne fgrte til udvik-
lingen af typeteorien, hvorfor der er en pil imellem Paradokser og Typeteori. En
videreudvikling af typeteorien var den simple typeteori som Church anvendte
sammen med sin A-kalkyle, derfor pilen imellem Typeteori og Simpel typete-
ori med Lambda-kalkyle. Godels Ufuldstendighedssetninger kommer til udtryk

3Boole siger, at hvis = angiver en klasse, sA er ligningen zz = 7 altid sand. For hvis, for
eksempel, z er klassen af fir, s ma zz veere klassen af ting, som er fir og ... som ogsA er far.
[Davis, 2000, s. 28]
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{Leibniz ' drﬂmj 1665 Liebniz

[Fomelt system 1879 Frege

Paradokser cirka 1900

Typeteori ] 1908 Russell

Uf"ldSte?d‘g':P 1931 Gédel
hedssatninger

(ée'e?”ellghfdiJ 1936 Turing
Turingmaskine
Simpel type-
teori med 1940 Church
Lambda-kalkyle

Figur 2.2 Et diagram for udviklingen og tilblivelsen af typeteorien. Emneom-
rader/discipliner /arbejder figurerer i kasser med afrundede hjgrner. Ophavsmaend for
disse arbejder/omrader figurerer i kasser med skarpe hjgrner pi samme niveau i dia-
grammet. Arstallene star imellem disse.

i et Formelt system, for eksempel et system som Principia mathematica. Godels
saetninger implicerer pa sin vis Turings svar pa afgerlighedsspgrgsmalet, derfor
pilen fra disse ned til Beregnelighed, Turingmaskine. Det er Turings negative
svar pd afggrlighedsspgrgsméalet som satter en kep i hjulet for Leibniz’ drgm,
derfor en pil op til denne.

Som sagt er vi klar over at dette diagram kunne have set anderledes ud, men vi
har alts fundet ovenstdende fremstilling fornuftig.

I de naste kapitler af rapportens del I skal vi se nzermere pa de i diagrammet
navnte personer samt deres arbejder.



3 Freges begrebsskrift

Frege anses i dag for at veere grundleeggeren af den moderne logik. Hans mest
banebrydende arbejde i denne henseende er Begriffsschrift, eine der aritmetis-
cen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens fra 1879. Vi vil i dette
kapitel give en gennemgang af dele af dette arbejde og derigennem komme ind
pa Russells paradoks og de andre paradokser, der opstod i tiden omkring &r
1900. Fgrst vil vi dog bringe en kort biografi for Frege.

3.1 Biografi

Gottlob Frege blev fgdt i Wismar, Tyskland, i 1848. Han var sgn af Alexander
Frege, der var rektor pa et gymnasium for piger, og Auguste Bialloblotzky. Efter
gymnasiet studerede Frege i Jena fra 1869-1871, hvorefter han tog til Géttingen.
Her fulgte han kurser i matematik, fysik, kemi og filosofi. I 1873 modtog Frege
en doktorgrad i filosofi for afhandlingen Uber eine geometrische Darstellung
der imaginaren Gebilde in der Ebene. Aret efter blev han privatdocent ved det

Figur 3.1 Friedrich Ludwig Gottlob Frege. Fgdt 8. november 1848 i Wismar, Tysk-
land. Dgd 26. juli 1925 i Bad Kleinen, Tyskland. [O’Connor and Robertson, 2003]

19
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filosofiske fakultet i Jena. Efter udgivelsen af Begriffsschrift 1 1879 blev Frege
udnzevnt til ‘ausserordentlicher Professor’, og i 1896 blev han ‘ordentlicher
Honorar Professor’. Af andre vaesentlige vaerker fra Freges tid i Jena kan
naevnes Grundlegen der Arithmetik fra 1884 og ikke mindst hans to-binds
vaerk Grundsetze der Arithmetik, der udkom 1893-1903. Dette to-binds veerk
var resultatet af Freges stadige arbejde mod hans méal — formaliseringen af
aritmetikken. I Grundsetze udvidedes og forfinedes teorierne fra Begriffsschrift
og Grundlagen og de tidligere udgivne forbedringer af hans begrebsskrift:
Funktion und Begriff (1891), Uber Sinn und Bedeutung (1892) og Uber Begriff
und Gegenstand (1892) blev ogsd inkorporeret. Kort fgr udgivelsen af andet
bind, faktisk mens det var i trykken, pointefede Russell i et brev til Frege,
at hans system involverede en modstrid. Denne observation, senere kendt
som Russells paradoks (se afsnit 3.3), gdelagde Freges teori for aritmetikken,
og han si ingen mide hvorpi teorien kunne reddes. Freges videnskabelige
arbejde i perioden efter 1903 kan ikke sammenlignes med det fgr 1903. Det
var hovedsageligt en reaktion pd de nye udviklinger inden for matematikken
og dens formalisering, specielt med hensyn pa Hilberts aksiomatisering. [van
Rootselaar, 1970-80a, s. 152-154]

Figur 3.2 Gottlob Frege i en lidt yngre udgave. [Davis, 2000, s. 44]

Som det fremgar af ovennzevnte var Freges liv i det ydre ganske udramatisk.
Han levede, giftede sig, adopterede en sgn og arbejdede herefter i Jena indtil
sin pension i 1918, hvor han flyttede tilbage til en lille by neer sin fgdeby. Frege
fortsatte her sin forskningsmaessige produktivitet, blandt andet med Logische
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Untersuchungen, skrevet fra 1918 til 1923, som er en udvidelse af hans tidligere
arbejde. Frege dgde den 26. juni 1925 i Bad Kleinen. [van Rootselaar, 1970-80a,
s. 152-154], [Frege, 2002, s. 10]

Frege opndede aldrig den helt store anerkendelse i det brede videnskabelige
samfund i sin egen levetid, dog senere blandt en snaever kreds af ikke ubety-
delige filosoffer og matematikere, som for eksempel Russell, Ludwig Wittgen-
stein, Rudolf Carnap, Edmund Husserl og Guiseppe Peano. Trods begranset
bergmmelse og anerkendelse af sin samtid anses Frege i dag for at veere grundleeg-
geren af den moderne analytiske filosofi sdvel som den matematiske logik. [van
Rootselaar, 1970-80a, s. 152-154], [Frege, 2002, s. 9-13]

Lars Binderup skriver fplgende om Frege i introduktionen til den danske over-
sattelse af Grundlagen:

Han revolutionerede logikken, der praktisk talt havde stéet stille i
2000 ér, hvor den aristoteliske logik havde hersket. Han er tillige en
af de mest betydningsfulde teenkere indenfor matematikkens filosofi
og inden for filosofisk logik og meningsteori. [Frege, 2002, s. 9]

Vi har i naervaerende kapitel begranset os til at kigge pa Freges Begriffsschrift,
da det er med dette han legger grundlaget for sin senere Grundsetze og sin
vision om at formalisere aritmetikken®. Det for os essentielle i Freges arbejde
findes derfor i rigelig udstraekning i Begriffsschrift.

3.2 Begriffsschrift

Med Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des
reinen Denkens®, som vi vil kalde Begriffsschrift®, bevaeger Frege sig for farste
gang ind pa logikkens omrade. van Heijenoort skriver om dette arbejde:

. although a mere booklet of eighty-eight pages, it is perhaps the
most important single work ever written in logic. Its fundamental
contributions, among lesser points, are the truth-functional proposi-
tional calculus, the analysis of the proposition into function and argu-
ment(s) instead of subject and predicate, the theory of quantification,
a system of logic in which derivations are carried out exclusively ac-
cording to the form of the expressions, and a logical definition of the
notion of mathematical sequence. [van Heijenoort, 1967, s. 1]

Freges intention med Begriffsschrift var at det skulle vare et formelsprog, det
vil sige et sprog skrevet med specielle symboler, for rene tanker, fri for retoriske
konventioner. Sproget skulle vaere modelleret ud fra aritmetikkens sprog, hvilket

1Med aritmetik menes regning med hele tal ved hjzlp af de basale regneoperationer; addi-
tion, subtraktion, multiplikation og division samt potensoplgftning og roduddragning.

2Vi har benyttet en engelsk oversattelse i vaerket From Frege to Gédel (side 5-83) af Jean
van Heijenoort, hvorfor henvisningerne til Freges arbejde vil se ud som fglger: [van Heijenoort,
1967]. :

3Et begrebsskrift eller en ideografi.
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vil sige, at det skulle veere konstrueret udfra specifikke symboler, der skulle
manipuleres i overensstemmelse med bestemte regler. Med et formelsprog mente
Frege et lingua characterica i Leibniz’ betydning. [van Heijenoort, 1967, s. 1,
5-8]

3.2.1 Freges propositionslogik

Som nzevnt i citatet ovenfor introducerede Frege i Begriffsschrift den sandheds-
funktionelle propositionslogik. Denne havde sin spzde begyndelse i 1847 med
publikationer af Boole sivel som af De Morgan, men tog ferst rigtig form med
Hugh MacColls arbejde fra begyndelsen af 1877. Det som er skelszttende ved
Freges introduktion af den sandhedsbaserede propositionslogik i forhold til det
tidligere arbejde er, at han som den fgrste formulerer sin logik som et logisk
system, det vil sige, at han baserer det pi en raekke aksiomer og slutningsregler
samt sit praecise sprog. [Church, 1956, s. 155-156]

Noget af det forste Frege foretager sig i sit begrebsskrift er at introducere tegnet
F, som fglges af et symbol, hvis indhold kan bestemmes. Udtrykket

FA

betyder ‘A er et faktum’. Frege giver dernaest en ny notation, hvormed man
kan skrive B — A som ggr det er nemt at substituere formeludtryk med andre
formeludtryk. Vi vil ikke gengive notationen her, da den er typografisk omstaen-
delig. Frege siger, at udtrykket

B> A

kan retfeerdiggpres i tilfzeldene (1), (2) og (4) af folgende mulige:

1. A er sand, og B er sand
2. A er sand, og B er falsk
3. A er falsk, og B er sand
4. A er falsk, og B er falsk.

Frege benytter kun én slutningsregel, som bestér i at komme fra - B og - (B —
A) til F A, hvilket er reglen modus ponens®. Ifglge van Heijenoort benytter
Frege ogsa en ikke-anfgrt substitutionsregel. At ‘A ikke er et faktum’ skrives
ved at saette en lille lodret streg pad midten af symbolet . Frege viser at ‘og’
og ‘eller’ kan udtrykkes udelukkende ved brug af negation og implikation. [van
Heijenoort, 1967, s. 1-5, 11-21], [van Rootselaar, 1970-80a, s. 152-154]

Herefter udvikler han propositionslogikken pa baggrund af fglgende aksiomer®
(de er ikke alle uatheengige):

l.a=>(b—=a)

41 moderne notation skrives modus ponens som _B_—oz,i,g' P4 engelsk kaldes reglen til tider

rule of detachment.
51 Begriffsschrift har aksiomerne fplgende formelnumre: (1), (2), (8), (28), (31) og (41).
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. (c—»(b—)a))—+((c—)b)-—>(c—)a5)

.(d=(b—>a))—> (b= (d—a))

2
3
4. (b > a) = (-a = -b)
5. 2(-a) 2 a

6

. a = ~(~a).

Visse af disse aksiomer er bevaret i praesentationer af moderne logik i dag. [van
Heijenoort, 1967, s. 29, 36, 44-47]

3.2.2 Kvantorer og funktioner

Frege indfgrer nu kvantorer® og herigennem introducerer han kvantificeringste-
orien. Dette er muligt for ham, fordi han anvender funktioner og argumenter
i stedet for preedikater og subjekter. Et symbol i et udtryk, der anses for ud-
skifteligt i nogle eller alle forekomster, kalder Frege for udtrykkets argument,
mens den uudskiftelige del kaldes en funktion. Han vaelger udtrykket

o(4),

for en funktion af argumentet A. Funktioner af flere argumenter angiver han
ved

¥(A, B).
Frege fortsaetter

Since the sign @ occurs in the ezpression ®(A) and since we can
imagine that it is replaced by other signs, ¥ and X, which would
then express other functions of the argument A, we can also regard
®(A) as a function of the argument ®. [van Heijenoort, 1967, s. 24]

Denne opfattelse af funktionsbegrebet kan opfattes saledes: Givet udsagnet
Sokrates er en mand, kan dette opfattes som funktionen ¢(A), hvor @ er funk-
tionen, der udtrykker, at dens argument er en mand, og symbolet A reprasen-
terer Sokrates. S& kunne eksempelvis ®(B) vere udsagnet Platon er en mand.
Velger man at variere ® og fastholde A opnas en funktion ¥(A), hvis verdier
bestar af udsagn om Sokrates (A).

Frege pointerer, at den egenskab, at ® kan betragtes som den udskiftelige del af
®(A), gor hans funktionsbegreb mere generelt end funktionsbegrebet kendt fra
den matematiske analyse. Desvaerre er det ogsi denne egenskab, der senere skal
give anledning til Russells paradoks (se afsnit 3.3 nedenfor). Den ovenfornzvnte
egenskab er ikke ngdvendig for selve kvantificeringsteorien, men Frege tillader
den for at kunne udlede nogle resultater om fglger i tredje del af Begriffsschrift.

Frege introducerer yderligere tre aksiomer” i kvantificeringsteorien:

SNavnet ‘kvantor’ stammer dog fra C. S. Peirce, som i 1885 introducerede kvantorerne.
Peirce var ubekendt med Freges arbejde og havdede at ideen om kvantificering stammede fra
O. H. Mitchells arbejde fra 1883. [Church, 1956, s. 288]

71 Begriffsschrift har disse aksiomer fglgende formelnumrene: (52), (54), og (58).
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7. (c=d) = (f(c) = f(d))
8. c=c

9. (Vaf(a)) — f(c).

Aksiom 7 og 8 er identitétsaksiomer, hvorimod aksiom 9 udtaler sig om specia-
licering. [van Heijenoort, 1967, s. 5-8, 21-28, 50-51], [Harrison, 1996, s. 5]

Til trods for den inkonsistens Russell senere paviser i Freges system (her teenkes
pa hans Grundtsetze), er der naeppe nogen tvivl om vigtigheden af det arbejde,
Frege har udfgrt. En af de stgrste bedrifter er at Frege konstruerer sin logik
som et sprog, der ikke skal suppleres af intuitive resonnementer. Han er tilmed-
meget omhyggelig med at beskrive sit sprog pracist, for eksempel taler han om
bogstaver i stedet for variable, da ‘variabel’ er for uprzecist. Frege er ogsa fuldt ud
klar over at et hvilket som helst system behgver regler, som ikke kan formuleres
i systemet, i Begriffsschrift’s tilfzlde er det reglen modus ponens samt regler for
handtering af kvantorer. Dermed ikke sagt at disse regler er noget rent intuitivt,
tvaertimod er de helt klart formulerede, hvilket gor det muligt pa ‘mekanisk’ vis
at udlede resultater. [van Heijenoort, 1967, s. 3-4, 28-29]

Med hensyn til spgrgsmaélet om fuldstzendighed og konsistens af Begriffsschrift
skriver van Rootselaar

It should be observed that Frege did not construct his system for
ezpressing pure thought as a formal system and therefore did not
raise questions of completeness and consistency. [van Rootselaar,
1970-80a, s. 153]

Vi vil nu kigge lidt naermere pa Russells paradoks og korrespondancen imellem
Frege og Russell i 1902.

3.3 Russells paradoks

Som tidligere nzevnt modtager Frege i 1902 et brev fra Russell, hvori Russell
papeger en modstrid i Grundsetze. Denne modstrid tager sit udgangspunkt i
den definition af en funktion, som ogsa findes i Begriffsschrift (se afsnit 3.2). I
brevet? skriver Russell:

You state that a function, too, can act as the indeterminate element.
This I formerly believed, but now this view seems doubtful to me
because of the following contradiction. Let w be the predicate: to be
a predicate that cannot be predicated of itself. Can w be predicated
of itself? From each answer the opposite follows. Therefore we must
conclude that w is not a predicate. Likewise there is no class (as a
totality) of those classes which, each taken as a totality, do not belong

8Vi har benyttet et genoptryk af korrespondancen fra From Frege to Gédel (side 124-128)
af Jean van Heijenoort, hvorfor henvisningerne til denne vil se ud som fglger: [van Heijenoort,
1967).
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to themselves. From this I conclude that under certain circumstances
a definable collection does not form a totality. [van Heijenoort, 1967,
s. 125]

Modstriden, som Russell pointerer, udspringer fra ideen om funktionen som den
variable stgrrelse, idet denne ide ger det mere naturligt (og muligt) at overveje
udtryk, som eksempelvis $(®), det vil sige at funktionen kan tage sig selv som
argument. I ovenstdende citat lader Russell et preedikat w preadikere sig selv,
hvilket er muligt i Freges teori. Denne diskussion fgres videre i kapitel 4.

Russells paradoks (1902) kan formuleres pa adskillige mader, hvilket Russell da
ogsé selv gor. I meengdeterminologi kan vi for eksempel have fglgende: Givet
mangden R, hvorom geelder, at

R={rlr ¢r},

hvor r’erne ogs4 er mangder, tilhgrer R da R? Hvis R ¢ R har vi per definition
"~ af R at R € R. Hvis derimod R € R fglger igen af definitionen at R ¢ R. Vi har
alts3 to modstridende udsagn som er akvivalente, mere praecist,

(ReR)& (R¢R).

En af de mere underholdende og lettest forstaelige formuleringer som Russell
giver af sit paradoks, er: En barber i en bestemt by har proklameret, at han vil
klippe haret pa de personer, og kun de personer, i byen som ikke klipper deres
eget har. Klipper barberen sit eget har? [Katz, 1998, s. 809]

Men tilbage til korrespondancen imellem Russell og Frege. Seks dage efter at
have afsendt sit brev, modtager Russell Freges svar. Frege skriver:

Your discovery of the contradiction caused me the greatest surprise
and, I would almost say, consternation, since it has shaken the basis
on which I intended to build arithmetic. [van Heijenoort, 1967, s.
127]

Selv om Frege m3 have fglt sig som ramt af lynet, indser og erkender han
omgaende problemet. P4 trods af at det forekommer ham at selve mulighe-
den for at formalisere aritmetikken forsvinder, mener han dog, at det mé veere
muligt at ‘lappe’ sit system, sdledes at beviserne forbliver intakte. Afslutningsvis
skriver han til Russell:

In any case your discovery is very remarkabel and will perhaps result
in a great advance in logic, unwelcome as it may seem at first glance.
[van Heijenoort, 1967, s. 128]

Frege forsgger i et appendiks til 2. bind af Grundtsetze der Arithmetik at rdde
bod pa sit systems inkonsistens. P4 et tidspunkt i lgbet af de fglgende &r ma han
dog have konkluderet, at projektet ikke kunne gennemfgres, i hvert fald arbejder
han i de sidste ar af sit liv p4 at grundlaegge aritmetikken pi geometrien. [van
Heijenoort, 1967, s. 126-128], [Frege, 2002, s. 12-13]

Russells paradoks var nu ikke det eneste paradoks. Faktisk var der en hel raekke
paradokser, som s& dagens lys i tiden omkring ar 1900. Nogle af disse vil kort
blive gennemgéet i det fglgende.
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3.4 Andre paradokser

Man kan dele paradokserne op i to typer; (1) de logiske matematiske paradokser,
de som kun involverer notationer fra mangdelzeren og (2) de semantiske
paradokser, som ggr brug af sproget og koncepter i dette.

Eksempler pa semantiske paradokser er for eksempel Russells formulering af sit
paradoks med barberen, eller det sdkaldte lggnerparadoks, som er fglgende: En
mand siger: ‘Jeg lyver’. Hvis han lyver, er saetningen sand, alts3 taler han sandt,
hvorfor han ikke lyver. Hvis han ikke lyver, er satningen falsk, altsa lyver han.
Det vil sige, at han bade lyver og ikke lyver. Andre eksempler pi semantiske
paradokser er Richards paredoks, Berrys paradoks, Grellings paradoks og Libs
paradoks.®

I og med at de semantiske paradokser ikke er s& interessante for matematikken,
er det udelukkende de logiske matematiske paradokser som volder problemer
for matematikkerne. Af disse kan neevnes fortrinsvist tre: Russells paradoks,
som fremfert i afsnit 3.3, Cantors paradoks og Burali-Fortis paradoks.

Vi gennemgar de to sidstnaevnte her.

Cantors paradoks

Cantors paradoks (1899) involverer kardinaltal. Kardinaltallet Y afen maengde
Y er et udtryk for antallet af elementer i Y. Der geelder, at

Y=2,

hvis og kun hvis der findes en én-til-én-korrespondance imellem Y og Z. Der
defineres, at

Y<Z
betyder, at Y star i én-til-én-korrespondance med en delmangde af Z, ydermere

forstas o
Y<ZeoY<ZAY #Z.

Cantor viste, at hvis P(V') er meengden af alle delmeengder af V, si er

V <P).

Lad V veere den universelle mangde, det vil sige mangden af alle mangder.
Da P(V) selv er en mangde ma den veere indeholdt i V', som jo indeholder alle

maengder. S& geelder, at V > P(V). P& den anden side gzelder der ifglge Cantors
satning, at V < P(V). Altsa har vi:

V> PV)AV < P(V),

hvilket er en modstrid. [Mendelson, 1997, s. 2]

9En gennemgang af disse paradokser findes i [Mendelson, 1997, s. 2-3).
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Burali-Fortis paradoks

Burali-Fortis paradoks (1897) er analogt til Cantors paradoks, blot udtaler dette
sig om ordinaler. Den generelle definition af en ordinal er: Lad (X, <) veere en
velordnet maengde og definer for hvert a € X mangden X, ved X, = {z €
X|z < a}. X, kaldes det a’te afsnit af X. Hvis (X, <) for alle a € X opfylder,
at a = X,, det vil sige, at det a’te element er lig det a’te afsnit i X, da kaldes
den velordnede mengde (X, <) en ordinal. Som mangde vil en ordinal have
felgende udseende:
a={B|8 < a}.

Det vil sige, at en ordinal er meengden af alle mindre mangder. Det er klart,
at der ma findes en mindste (og forste) ordinal, nemlig den tomme mangde,
0 (betragtet som en velordnet mangde). Denne ordinal kaldes gerne for 0. De
naeste ordinaler skabes p& analog vis

0 =90

1 = {0}

2 = {0,1}

w = {0,1,2,...,n,n+1,...}
w+1l = {0,1,2,...,n,n+1,...,w}

hvor w er den fgrste uendelige ordinal'® Generelt geelder, at givet en ordinal o
vil dens efterfglger a + 1 vare givet ved

a+l=aU{a}.

Burali-Fortis paradoks lyder nu: Givet et vilkirligt ordinaltal findes altid et
stgrre ordinaltal. Men ordinaltallet bestemt ud fra meengden af alle ordinaltal
er det stgrste ordinaltal. [Devlin, 1993, s. 18, 23-25)], [Mendelson, 1997, s. 2]

3.4.1 Undgéelse af paradokserne

Analyse af paradokserne har fort til forskellige forslag til mader, hvorpad man
kan undgd dem. Russell bemarkede at visse af paradokserne indeholder selv-
referencer!?, for eksempel ‘mangden af alle mengder’, og foreslog typeteorien
som lgsning pa problemet.

En anden kritik af de logiske paradokser gar p& antagelsen om, at der for en-
hver egenskab P(z) eksisterer en tilsvarende mangde af alle elementer z der
har egenskaben, altsd som opfylder P(z). Afvises denne antagelse, kan de lo-
giske paradokser ikke leengere udledes. Russells paradoks eksisterer ikke, da der

10Bemaerk, at man som fglge af definitionen af ordinaler kan definere de naturlige tal ved
specifikke mangder, nemlig de endelige ordinaler. [Devlin, 1993, s. 23]

11Bemerk, at det ikke er noget generelt for paradokser, at de indeholder selvreferencer, der
findes adskillige paradokser, logiske sivel som semantiske, hvorom dette ikke gor sig galdende.
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ikke findes en meangde af alle meengder, der ikke tilhgrer sig selv. Ligeledes
forekommer Cantors og Burali-Fortis paradokser ikke, da der ikke findes en uni-
versel maengde, eller en mangde, som indeholder alle ordinaltal. I stedet for
denne antagelse skal der opstilles postulater, som muligggr pavisning af eksis-
tensen af de mangder, som benyttes i den praktiserede matematik. En sidan
aksiomatisk teori for maengdelzren blev opstillet af Zermelo i 1908. I den ak-
siomatiske mangdelere gor man ligesom i typeteorien brug af en hierarkisk
struktur. Man indfgrer begrebet en klasse til at dekke over ‘store’ samlinger af
maengder. Saledes kan man ikke tale om maengden af alle mangder, istedet tales
om klassen af alle mangder. [Mendelson, 1997, s. 1-5], [van Heijenoort, 1967, s.
199-200], [Devlin, 1993, s. 46-47) :

Overordnet kan man sige, at de paradokser som opstod omkring ar 1900 gav
anledning til tre vigtige udviklinger inden for logikken: (1) bevisteori og jagten
pA et konsistensbevis, (2) typeteorien og (3) den aksiomatiske mangdelare. [van
Heijenoort, 1967, s. vi]

Typeteorien vil vi kigge naermere pa i naeste kapitel.
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4 Russells typeteori

Ligesom Frege betragtes som grundlaeggeren af den moderne logik, anses Rus-
sell for at vaere grundlaggeren af typeteorien. Russell var nemlig, som tidligere
navnt, den fgrste, der indfgrte begrebet en type, for p4 den made at undgd
de logiske matematiske paradokser. Vi vil i neervaerende kapitel gennemgd Rus-
sells arbejde med typeteorien samt skitsere Whiteheads og hans arbejde med at
formalisere matematikken. Men fgrst en biografi for Russell.

4.1 Biografi

Bertrand Russell blev fgdt i England i 1872. Hans familie var velhavende og
spillede en stor rolle i det sociale, intellektuelle og politiske liv i England. Russell
modtog privatundervisning i sit eget hjem, indtil han i 1890 blev optaget pa
Trinity College i Cambridge. Klasseundervisning huede ikke Russell, og forst da
han blev optaget i The Apostles i 1892, fik han den udfordring, han leengtes
efter. The Apostles var et lille samfund, som bestod af eliten af akademikerne
ved Cambridge, hvis mal var at diskutere alle slags emner. Her stiftede Russell

Figur 4.1 Bertrand Arthur William Russell. Fedt 18. maj 1872 i Monmouthshire,
England. Ded 2. februar 1970 i Plas Penrhyn, Wales. [0’Connor and Robertson, 2003]
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bekendtskab med Alfred Whitehead, som pa dette tidspunkt var ansat ved det
matematiske institut i Cambridge. Whitehead naerede stor respekt for Russells
evner, og de kom senere til at arbejde en hel del sammen.

I 1897 startede Russell pa en omfattende afhandling om matematikkens prin-
cipper, i hvilken han gnskede at fremstille sin ide om at matematikken kan
udtrykkes og udledes ved hjalp af fa logiske principper. Hans mgde med Peano
i 1900 havde stor indflydelse p4 hans arbejde selv kaldte han det a turning point
in my intellectual life. Peano forsggte systematisk at basere matematikken pa et
rent formelt og abstrakt fundament, hvortil han udviklede et nyt symbolsprog.
Russell, der beundrede Peanos forstaelse for matematisk logik, tilegnede sig hur-
tigt dette sprog. Efter mgdet valgte Russell at skrive sit veerk om matematikkens
principper om. Farste bind af Principles of Mathematics udkom derfor fgrst tre
ar senere. [Broadent, 1970-80, s. 9-12]

Russell blev i 1910 tildelt en szerlig stilling indenfor logik og matematisk filosofi
ved Cambridge. Her arbejdede han sammen med Whitehead pa andet bind af
Principles of Mathematics. Bogen udkom dog aldrig, men blev i stedet erstattet
af tre-binds vaerket Principia mathematica, som Whitehead og Russell udgav i
henholdsvis 1910, 1912 og 1913. [Broadent, 1970-80, s. 10-12]

Under forste verdenskrig tilkendegav Russell i flere artikler sin markante mod-
stand imod krigen. Artiklerne forte til, at Russell i 1916 blev fyret fra sin stilling
i Cambridge, og en senere artikel forte i 1918 til en seks méneder lang faengsels-

“ALL RICHT! FOR THE LAST TIME. WHO'S THE BRAINS BEHIND THI$?"

Figur 4.2 Denne vittighedstegning stammer fra avisen Evening Standard. Den refe-
rerer til Russells fengselsstraf i september 1961, som fglge af hans dom for ‘public
order charges’ efter en stor fredsdemonstration i anledning af Hiroshima-dagen (6.
august) i det centrale London. [Barrette and Duncan, 2003]
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dom, som han afsonede i Brixton feengsel. Efter krigen blev Russell atter in-
viteret til at holde foredrag ved Cambridge, hvilket han takkede ja til. Russells
politiske aktivitet ophgrte imidlertid ikke, og s& sent som i 1961 modtog han
endnu en fangselsdom som fglge af demonstrationer mod atomkraft (se figur
4.2). Senere, i 1970, var Russell en stor forkzemper for kvinders valgrettigheder.
Han nede at skrive adskillige bpger, og modtog i 1950 Nobelprisen i litteratur.
Han skrev i sin selvbiografi, at hans tre store lidenskaber i livet var the long-
ing for love, the search for happiness, and unbearable pity for the suffering of
mankind. [Broadent, 1970-80, s. 9-12], [Barrette and Duncan, 2003]

I sit matematiske arbejde beskeftigede Russell sig naermest udelukkende med
at undersgge og analysere matematikkens grundlag. Som navnt ovenfor udgav
han i 1903 veerket Principles of Mathematics. Under udarbejdelsen af Principles
of Mathematics, i forbindelse med arbejdet vedrgrende klasser, formulerede han
sit paradoks (se afsnit 3.3). I arene efter arbejdede han pa forskellige teorier,
som skulle veere fri for de paradokser, der plagede matematikken. I 1908 udgav
han s& artiklen Mathematical Logic as based on the Theory of Types, i hvilken
han redegjorde for sin typeteori. Teorien gjorde det muligt at undga de navnte
paradokser, og Whitehead og Russell gjorde derfor brug af den i deres veerk
Principia mathematica. [van Heijenoort, 1967, s. 150-151]

I resten af dette kapitel vil vi forsgge at gengive de oprindelige ideer bag type-
teorien. '

4.2 Typeteorien

I diskussionen af Russells typeteori har vi valgt at tage udgangspunkt i hans ar-
tikel fra 1908, samt i anden udgave af Principia mathematica, da introduktionen
til dette veerk indeholder en raekke betragtninger vedrgrende typeteorien, som
ikke kommer til udtryk i 1908-artiklen. Vi har valgt ikke at gengive de aksiomer
Russell opstiller for sit 1908-system, da disse optraeder i kapitel 5 i forbindelse
med gennemgangen af Godels arbejde.

4.2.1 Mathematical logic as based on the theory of types

Russell angiver i indledningen til sin 1908-artikel fglgende som motivation for
arbejdet:

The following theory of symbolic logic recommended itself to me in
the first instance by its ability to solve certain contradictions, of
which the one best known to mathematicians is Burali-Forti’s con-
cerning the greatest ordinal. But the theory in question seems not
wholly dependent on this indirect recommendation; it has also, if I
am not mistaken, a certain consonance with common sense which
makes it inherently credible. [van Heijenoort, 1967, s. 152-153]

1Vores udgave af 1908 artiklen er et genoptryk, der er at finde i vaerket From Frege to
Gaodel (side 150-182) af Jean van Heijenoort, hvorfor henvisningerne til denne artikel vil se ud
som felger: [van Heijenoort, 1967].
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Arbejdet med de matematiske og logiske paradokser havde faet Russell til at
indse, at disse havde et falles traek, som involverede en selvreference eller form
for cirkelslutning. Problemet med paradokserne er, at de involverer samlinger af
objekter, der indeholder elementer, som kun kan defineres udfra samlingen selv.
Russell kommenterer dette siledes:

Thus all our contradictions have in common the assumption of a
totality such that, if it where legitimate, it would at once be enlarged
by new members defined in terms of itself.

This leads us to the rule: ‘Whatever involves all of a collection must
not be one of the collection’; or, conversely: ‘If, provided a certain
collection had a total, it would have members only definable in terms
of that total, then the said collection has no total.’ [van Heijenoort,
1967, s. 155]

Ovenstéende regel kalder Russell ‘the vicious-circle principle’. Som eksempel
nzevnes udsagnet ‘alle udsagn er enten sande eller falske’. Dette udsagn er
meningslgst, da det refererer til samlingen af alle udsagn, som om denne samling
var en fast storrelse eller helhed. Russell naevner i forbindelse med eksemplet, at
man er ngdt til at finde en erstatning for sddanne udsagn, fordi man ikke kan
undvzere udsagnene i forbindelse med logisk deduktion. [van Heijenoort, 1967,
s. 155, 163]

Russells Igsning af problemet involverer en definition af begrebet en type:

A type is defined as the range of significance of a propositional func-
tion, that is, as the collection of arguments for which the said func-
tion has values. [van Heijenoort, 1967, s. 161-162]

Ovenstaende definition af begrebet en type giver anledning til konstruktionen af
et hierarki. Konstruktionen foregr sdledes: Russell kalder en proposition uden
variable for en elementeer proposition. Som eksempel herpi kan nzvnes Sokrates
er en mand. Russell forklarer:

In an elementary proposition we can distinguish one or more terms
from one or more concepts; the terms are whatever can be regarded
as the subject of the proposition, while the concepts are the predi-
cates or relations asserted of these terms. The terms of elementary
propositions we will call individuals; these form the first or lowest
type. [van Heijenoort, 1967, s. 164]

I det simple eksempel ovenfor er individet altsd Sokrates. Elementare propo-
sitioner og propositioner, der kun indeholder bundne variable af individ-typen,
kalder Russell farsteordens-propositioner. Disse udggr s& den anden logiske type.
Propositioner i hvilke fgrsteordens-propositioner optraeder som bundne variable
kaldes s& andenordens-propositioner. Disse udggr den tredje logiske type og s&
videre. Russell forklarer, at det i praksis kun er de relative typer af funktion-
ernes argumenter, der er interessante. Den laveste type, der forekommer i en
given sammenhang, kan derfor betragtes som individtypen. [van Heijenoort,
1967, s. 164]
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Russell konstruerer nu et nyt hierarki af funktioner, da han finder det mere
bekvemt at arbejde med propositionsfunktioner end med propositioner. Dette
hierarki defineres analogt til det fgrste:

A function whose argument is an individual and whose value is al-
ways a first-order proposition will be called a first-order function. A
function involving a first-order function or proposition as apparent
variable will be called a second-order function, and so on. A function
of one variable which is of the order next above that of its argument
will be called a predicative function; the same name will be given to
a function of several variables if there is one among these variables
in respect of which the function becomes predicative when the values
are assigned to all the other variables. Then the type of a function
is determined by the type of its values and the number and type of
its arguments. [van Heijenoort, 1967, s. 164]

En funktion af orden n med ét argument kaldes altsid praedikativ hvis dens
argument er af orden n — 1. En funktion af orden n med flere argumenter kaldes
preedikativ hvis argumentet med hgjest orden er af orden n — 1. Da det kun er
argumenternes relative typer, der er vaesentlige i praksis, kan argumentet for en
preedikativ funktion med ét argument opfattes som et individ. P4 den méade kan
en pradikativ funktion altsi opfattes som fgrsteordens-funktion.

Det er interessant, at funktionernes orden i dette hierarki bade afhznger af
ordenen af funktionens argumenter og ordenen af de bundne variable. Dette
adskiller Russells typeteori fra den simple typeteori, som vi skal stifte bekendt-
skab med senere i rapporten (se kapitel 7 og kapitel 8). Russells typeteori kaldes
ramificeret typeteori®. [van Heijenoort, 1967, s. 151]

‘T den ramificerede typeteori undgas de matematiske paradokser, fordi den fgrom-

talte selvreference ikke laengere er mulig p4 grund af ‘the vicious-circle principle’.
Russells paradoks, for eksempel, opstar ikke, fordi klassen af alle klasser, som
ikke indeholder sig selv, ikke laengere selv er en klasse. P4 tilsvarende vis undgas
de andre paradokser. Russells restriktioner virker derfor umiddelbart som en god
lgsning pd problemerne med paradokserne i matematikken. Restriktionerne er
dog ikke helt uproblematiske.

Quine bemarker i forordet til vores udgave af artiklen, at der er en del uklarheder
i Russells fremstiling. Derudover er der problemer, som vi vil beskrive i naste
afsnit. {van Heijenoort, 1967, s. 151]

Reducerbarhedsaksiomet

De hierarkier, der opstilles i den ramificerede typeteori, skaber en rakke proble-
mer, som tvinger Russell til at indfere et aksiom kaldet the Aziom of Reducibi-
lity3. Han indleder selv sit afsnit om dette aksiom s&ledes:

2Dette er en fordanskning af ramified type theory. Ramified kan eventuelt overszttes med
‘forgrenet’.
3Vi har oversat Aziom of Reducibility til ‘reducerbarhedsaksiomet’.
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A propositional function of £ may, as we have seen, be of any order;
hence any statement about ‘all properties of x’ is meaningless. But:
it s absolutely necessary, if mathematics is to be possible, that we
should have some method of making statements which will usually be
equivalent to what we have in mind when we (inaccurately) speak of
‘all properties of =’. [van Heijenoort, 1967, s. 164]

Hierarkierne opstilles for at undgd de forskellige matematiske og logiske
paradokser, men uheldigvis forhindrer de ogsd i et vist omfang udledningen
af matematiske teoremer. Som eksempel kan navnes behandlingen af de reelle
tal. De irrationale tal defineres ved hjlp af de rationale tal, som igen defineres
ved hjzlp af de naturlige tal, det vil sige, de tre talmazngders elementer har
forskellige typer. Dette ggr det meget vanskeligt at behandle de reelle tal, som
jo omfatter alle de farstnzvnte talmangder. [Kline, 1972, s. 222]

P4 grund af besvarlighederne indfgrer Russell det ovenfor naevnte aksiom. Ak-
siomet er en antagelse om, at enhver propositionsfunktion af orden n er -
kvivalent med en preedikativ funktion af orden n. Som tidligere naevnt kan en
praedikativ funktion altid opfattes som en fgrsteordens-funktion, si aksiomet
udtrykker overordnet set, at enhver propositionsfunktion er &kvivalent med en
fprsteordens-funktion. Lidt forsimplet sagt har reducerbarhedsaksiomet den ef-
fekt, at de opstillede hierarkier jeevnes med jorden. Opstillingen af hierarkierne
synes derfor at veere spildt arbejde. I naeste afsnit skal vi se p4 Russells egne
kommentarer til aksiomet.

4.3 Principia mathematica

Principia mathematica var et forsgg pa at forene to udviklinger indenfor mate-
matikken, nemlig aksiomatiseringen af forskellige dele af matematikken, herun-
der mangdelaren (ledet af blandt andre Georg Cantor), og den udvikling af
symbolsk logik, som Peano arbejdede med. Hovedformélet med Principia mathe-
matica var at opstille et konkret system, der gjorde brug af symbolsk logik, i
hvilket den ovenfor navnte aksiomatisering kunne finde sted. Et andet mal
var, at det system, der skulle opstilles, skulle lgse problemerne angiende de
mange paradokser, der plagede matematikken pa dette tidspunkt. Whiteheads
og Russells system gjorde derfor brug af Russells typeteori. I anden udgave
af Principia mathematica fra 1927 knytter forfatterne fplgende kommentar til
reducerbarhedsaksiomet:

One point in regard to which improvements is obviously desirable is
the axiom of reducibility. This aziom has a purely pragmatic justifi-
cation: it leads to the desired results, and to no others. But clearly it
is not the sort of aziom with which we can rest content. [Whitehead
and Russell, 1927, vol. I s. xiv]

Fra ovenstiende citat er det tydeligt, at Whitehead og Russell ikke selv var
tilfredse med reducerbarhedsaksiomet. Forsgg pa at arbejde med den ramifi-
cerede typeteori uden at ggre brug af aksiomet resulterede dog ikke i de store
gennembrud.
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Den polske matematik-filosof Leon Chwistek (1884-1944) gjorde et sidan forsgg.
Om hans arbejde skriver forfatterne i forordet til anden udgave af veerket:

Dr Leon Chuwistek took the heroic course of dispensing with the ariom
without adopting any substitute; from his work, it is clear that this
course compels us to sacrifice a great deal of ordinary mathematics.
[Whitehead and Russell, 1927, vol. I s. xiv}

Besvarlighederne, der var forbundet med Russells typeteori, gjorde at den aldrig
slog igennem. Det blev derfor foreslaet af Chwistek allerede i 1921 og af Frank
Ramsey i 1926, at den ramificerede typeteori skulle modificeres til den simple
typeteori, som praesenteres senere i rapporten. [Whitehead and Russell, 1927,
vol. I s. xiv], [Church, 1956, s. 56]

Principia mathematica og det system, der blev opstillet i vaerket, blev senere
genstand for mange underspgelser og kom pa den made til at spille en stor rolle
for matematikkens formalisering. Blandt de matematikere, som underkastede
systemet en narmere analyse, var Kurt Gédel, som vi skal mgde i nzste kapitel.
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5 Godels
ufuldstaendighedssaetninger

Godel er den matematiker som i nyere tid har vist nogle af de mest uventede
og mest usedvanlige resultater indenfor matematikken — ufuldstzendighedssaet-
ningerne. Vi vil i dette kapitel give en beskrivelse af disse seetninger samt nogle af
metoderne benyttet i beviserne for disse. Derudover vil vi forsgge at belyse sat-
ningernes betydning for typeteorien og formaliseringen af matematikken. Men
fgrst Godels biografi.

5.1 Biografi

Godels fader, Rudolf Gédel, arbejdede storstedelen af sit liv for tekstilfabrikken
‘Friedrich Redlich’ i Briinn, hvor han var manager og medejer —~ Rudolf Gédel
tilhgrte den gvre middelklasse. Han giftede sig med Marianne Handschuh, dat-
ter af en vaever, som oprindeligt kom fra Rhinelandet. Parret fik tilsammen to
spnner; den ldste, Rudolf, som blev en radiolog i Wien; og den yngre, Kurt

Figur 5.1 Kurt Friedrich Gédel. Fodt 28. april 1906 i Briinn, Tjekkiet. Dgd 14.
januar 1978 i Princeton, New Jersey. [0’Connor and Robertson, 2003]
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Godel. Ifplge Godels broder, havde Godel en lykkelig barndom, selvom han var
genert og til tider lidt naertagende. Hans familie kaldte ham for ‘Herr Warum’
pa grund af hans kontinuerlige spgrgsmal. I en alder af fem &r oplevede Godel
en mild form for angstneurose, som han dog kom sig helt over. Tre eller fire
ar senere fik han en reumatisk feber. Til trods for at Godel kom sig helt over
denne sygdom, forblev han hele livet i den tro, at hans hjerte havde lidt per-
manent skade deraf. Ifglge Godels broder var det ogsd netop denne episode,
der var &rsagen til Godels senere hypokondri. Godel klarede sig fremragende i
skolen og fik topkarakterer i alle fag. Som helt ung var han specielt interesseret
i sprog og religion, men som 14-arig opstod interessen for matematik, og et par
ar senere interessen for filosofi. I 1924, da Gddel feerdiggjorde gymnasiet, var
han allerede fortrolig med store dele af den matematik, der blev undervist i ved
universiteterne. [Moore, 1970-80, s. 348-349), [Shanker, 1988, s. 4-5]

I 1924 indskrev Godel sig ved universitetet i Wien. Hans Hahn, en underviser
hvis interesseomrader var generel topologi og logik, blev snart Godels fortrukne
vejleder, og han introducerede Godel for Wienerkredsen — en gruppe logiske
positivister — som pa det tidspunkt samledes omkring Moritz Schlick. Godel
kom her fra 1926 til 1933, hvor han holdt op med at deltage i mgderne, fordi
han i lgbet af drene havde udviklet en anden filosofisk overbevisning end den
her fremherskene. [Moore, 1970-80, s. 349-350]

Godel fuldendte sin disputats i sommeren 1929, og i februar 1930 modtog han
en doktorgrad i matematik fra universitetet i Wien. I oktober 1929 begyndte
han at deltage i Mengers matematiske kollokvium, her mgdte han blandt andre
Alfred Tarski. Det var i denne kreds at Godel i maj 1930 fremfgrte sit bevis for
fuldsteendigheden af preedikatlogikken. [Moore, 1970-80, s. 350]

I september 1930 naevnte Gédel sit farste ufuldsteendighedsbevis ved en konfer-
ence i Konigsberg. Kort efter fulgte hans andet ufuldstzendighedsbevis (se afsnit
5.2), og i november samme &r modtog Monartshefte fiir Matehematik und Physik
hans artikel derom. Godel indleverede artiklen som sit Habilitationsschrift ved
universitetet i Wien i juni 1932. I marts 1933 blev han udnavnt til privatdocent.
Det forste kursus han underviste i handlede om aritmetikkens grundlag. Gédel
var efter sigende en meget genert underviser og talte for det meste til tavien i
stedet for til de studerende. [Moore, 1970-80, s. 350], [Shanker, 1988, s. 5-7]

I 1933 kom Hitler til magten. I begyndelsen havde dette ingen betydning for
Godels liv i Wien, men efter mordet p& hans ven Moritz Schlick, som blev
myrdet af en nationalsocialistisk student, fik G6del sit fgrste psykiske sammen-
brud. Da Gd&del blev rask igen, modtog han et tilbud om et geesteprofessorat
ved Institute of Advanced Study (ISA) i Princeton, hvor han underviste i ufuld-
steendighedssaetningerne i 1933-34. Efter at vaere vendt hjem til Europa i 1934
fik Godel endnu et nervest sammenbrud og tilbragte noget tid p& et sanatorium.
I arene frem til 1940, hvor Gddel emigrerede til USA viste han nye banebrydende
resultater inden for et for ham nyt forskningsomrade, nemlig maengdelaere.

11935 kunne han under et bespg ved Princeton fortelle John von Neumann, at
det var lykkedes ham at vise, at udvalgsaksiomet var konsistent relativt til ak-
siomerne i en szrlig udgave af maengdelzren. Senere — i 1937 — gennemfgrte han
et bevis relativt til et system, som i dag kaldes Bernays-G6del-mangdelaren.
Samme &r viste han, at kontinuumshypotesen var konsistent relativt til en
mangdelere, udviklet af von Neumann samt til Zermelo-Fraenkels system, og
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det system Whitehead og Russell havde opstillet i Principia mathematica. Den
20. september samme &r giftede Goédel sig med natklubdanserinden Adele Por-
kert Nimbursky, som han havde kendt i henimod ti ar.

I 1939 blev han af nazisterne erkleeret ‘fit for garrison duty’, og af frygt for at
blive indkaldt anmodede han Oswald Veblen fra Princeton om at skaffe ham et
amerikansk visa. Dette lod sig gere i starten af 1940, men siden krigen havde
gjort det farligt at krydse Atlanten, matte hr. og fru Godel forst rejse med
den transsibiriske jernbane og derefter sejle fra Yokohama til San Francisco.
[Shanker, 1988, s. 5-7], [Moore, 1970-80, s. 351], [O’Connor and Robertson,
2003] .

I Princeton fik Godel et stille og roligt socialt liv og her blev han ogs& venner
med Albert Einstein og Oskar Morgenstern, der ligesom han selv kom fra @strig.
1 1943 begyndte han at forske i de mere filosofiske aspekter af matematikken, og
fa ar senere gik han over til at forske i filosofi. Gidel skrev senere ‘the greatest
philosophical influence on me came from Leibniz, whom I studied about 1943-
1946°. I perioden 1947-1951 var det dog fra Immanuel Kant at Gédel hentede de
sterste stimuli. Det er maske her pa sin plads at navne, at Godel var platonist,
hvilket var en naesten uhgrt holdning i filosofisk matematik pa det tidspunkt.
I 1953 blev han udnzevnt til professor i matematik ved Institute of Advanced
Study. I den sidste tredjedel af sit liv blev han tildelt adskillige zrestitler, blandt
andet modtog han i 1951 den fgrste Einstein Award. [Moore, 1970-80, s. 351-352]

Figur 5.2 Kurt Gédel sammen med sin nzre ven Albert Einstein i Princeton i 1950.
[O’Connor and Robertson, 2003]



40 ) Gddels ufuldstaandighedssaetningei

Moore skriver flgende om mennesket Godel.

Gddels personality was idiosyncratic. Shy and solemn, short and
slight of build, he was very courteous but lacked warmth and sensi-
tivity. ... A hypochondriac whose health actually was relatively poor,
he often complained of stomach trouble but remained distrustful of
doctors, believing throughout his life that his medical judgment was
better than theirs. ... Keenly sensitive to cold, he was often seen
in Princeton wearing a large overcoat, even on warm summer days.
[Moore, 1970-80, s. 352]

I 1976 gik Godel pa pension. De sidste ar af sit liv led han af depression og
forfglgelsesvanvid. I slutningen af december 1977 lod Gédels kone ham indlegge;
to uger senere dgde han. Ifplge dgdsattesten skyldes dgden ‘malnutrition and
inanition’ forarsaget af en ‘personality disturbance’. Af frygt for at hans mad
skulle veere blevet forgiftet, negtede Godel at indtage fgde, og sultede séledes
sig selv ihjel. [Moore, 1970-80, s. 352]

5.2 Ufuldstaendighedsssetningerne

Godel var ligesom mange andre i tiden inspireret af det sikaldte Hilberts pro-
gram, som omhandlede udviklingen af formelle systemer for forskellige matem-
atiske teorier. Selve udviklingen af systemerne var ikke det vanskeligste. Naste
skridt i programmet var imidlertid, at disse systemer skulle bevises konsistente,
det vil sige, at det ikke er muligt at udlede bade P og P’s negation, altsd

FP og +-P

Hilbert ans dette skridt i programmet som det vigtigste. Gennem sit forsgg pa
at efterstrazbe Hilberts program indsd Godel, at konceptet beviselighed kunne
defineres aritmetisk. Dette fgrte til hans ufuldsteendighedsseetninger, som ironisk
nok kom til at kuldsejle Hilberts program (i hvert fald som oprindeligt fremfert).
[Shanker, 1988, s. 6]

5.2.1 Den fgrste s=tning

Godel fremfgrte sit fgrste resultat i en diskussion ved en konference i Konigs-
berg i september 1930, hvor han dagen forinden havde forelaest over sit bevis
for fuldstendigheden af pradikatiogikken. Reaktionerne (ikke altid baseret pa
forstaelse) pa Godels ufuldstzendighedssatning var umiddelbare, omend vari-
erende fra dybsindig veerdsaettelse hos von Neumann over kraftig kritik fra Zer-
melo til pakaldelse af ejerskab fra Paul Finsler, hvilket Godel dog ringeagtende
afslog. Den forste ufuldsteendighedssaetning lyder omtrent som fglger:

1Gédel havde dog omtalt sit bevis privat overfor Carnap allerede den 26. august. [Moore,
1970-80, s. 353]
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S=tning 5.1 (Gddels forste ufuldstaendighedsszetning)

Givet et (konsistent) formelt system vil dette ikke engang kunne omfatte alle
sandheder om elementzer talteori; der vil altid vaere sande udsagn som ikke kan
bevises indenfor systemet.

Det at ‘der er sande udsagn som ikke kan bevises indenfor systemet’ vil nogen
méske betragte som lidt af en tilsnigelse. Lad os forklare hvorfor. Godels stning
siger, at der i et sddant formelt system altid vil eksistere udsagn (propositioner),
lad os kalde dem 7, for hvilke hverken 7 eller =7 kan bevises. I og med at de fleste
matematikere er af den opfattelse, at der om et arbitraert udsagn v mi galde,
at enten 7 eller =7 er sand (lad os sige at det er 7 der er sand), m4 der siledes
eksistere sande udsagn 7, som ikke er beviselige teoremer inden for systemet.
Tilsnigelsen fremkommer, hvis man ikke er af denne opfattelse, eksempelvis hvis
man er intuitionist, og i s& fald kan man kun konkludere at hverken 7 eller -7
er beviselig. [Shanker, 1988, s. 6], [Harrison, 1996, s. 7-8], [van Heijenoort, 1967,
s. 595]

Vi vil kort skitsere metoden (ideen) bag Gédels bevis for ovenstiende satning.
Lad os starte med at definere en Gédel-nummerering.

Definition 5.1 ,
En Gédel-nummerering for et system er en funktion, som tildeler ethvert udtryk
i systemet et tal kaldet Godel-tallet for det pagzeldende udtryk, siledes at

i. der findes en effektiv procedure til udregning af Gédel-tallet for ethvert
udtryk,

ii. forskellige udtryk har altid forskellige Godel-tal, og

iii. der findes en effektiv procedure til bestemmelse af om et tal n er Gédel-
tallet for et udtryk, og i s fald, en procedure til at genskabe udtrykket
ud fra n.

Godel selv baserer sin nummerering pa aritmetikkens fundamentalszetning® og
opnéar derved den gnskede entydighed. Ethvert primitivt symbol s i det system,
der betragtes, tildeles et naturligt tal g(s). Lad p1,p2,...,pn veere de forste
n primtal 2,3,5,7,11,13,...,p, givet i deres naturlige orden. Enhver streng
S; = 8182...8, for 1 < i < n tildeles da tallet

g(srsz-..sn) = p{p ) L pglew),
og enhver endelig sekvens S1, Sa,..., S, af strenge tildeles tallet
s
-Q(Sl, 527 vy Sn) = pf( I)Pg(SZ) .. 'p‘rql(sn)'

Godel forklarer, at enhver satning i et formelt sprog kan tildeles et sddant
entydigt ‘Godel-tal’ @7, og ligeledes kan ethvert bevis — der er trods alt
kun telleligt mange sztninger og beviser. Spgrgsmalet om hvorvidt ¢ =
p’l’(")pg(”) ...p%%) er (den nummeriske indkodning af) et bevis for ¢ kan nu

2 Aritmetikkens fundamentalsztning siger, at ethvert positivt tal kan reprasenteres p4 pra-
cis én made som et produkt af primtal.
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udtrykkes som et reprasentabelt pradikat Prov(q,"¢"), med den basale egen-
skab at
hvis F¢ sdogsd F 3g(Prov(q,"¢")). (5.1)

. Ved at benytte et diagonaliseringsargument var Godel i stand til at angive et
udsagn ¢, som havder sin egen ubeviselighed i systemet, det vil sige

F ¢ = -3¢(Prov(q,"¢™). (56.2)

Hvis nu det formelle system er konsistent, m4 der gelde at ¢ ikke er et teorem,
for i modsat fald, F ¢, geelder ifglge 5.1 ogsa + Ig(Prov(q,"¢7)) og ifplge 5.2
dermed F —¢. P4 den anden side er ¢ helt bestemt sand, idet sztningen jo
netop erklerer denne ubeviselighed. [van Heijenoort, 1967, s. 438-440, 582-583,
592-595, 596-599, 601], [Harrison, 1996, s. 7-8], [Margaris, 1967, s. 185-190}

Ideen med Godeltallene er kort fortalt, at overszette s@tninger om det formelle
system til saetninger ¢ det formelle system.

5.2.2 Den anden sztning

Godels anden ufuldstendighedssztning fulgte allerede to méaneder efter den
forste (det fgrste kendskab til den er fra den 20. oktober 1930, hvor Gddel
indleverede et resume af resultatet til universitetet i Wien). Saetningen siger i
store traek fglgende. :

Seetning 5.2 (Gédels anden ufuldstzendighedssztning)
En hvilken som helst realistisk matematisk teori er ude af stand til at bevise sin
egen konsistens.

Det vil altsa sige, at et konsistensbevis for et formelt system krzver flere mate-
matiske resurcer end der er til radighed i systemet. Med ‘realistisk’ menes et
konsistent system, som indeholder en bestemt mangde af elementeer talteori.
Essensen af den anden satning er, at ligemeget hvor stort vi ggr vores sy-
stem, ligemeget hvor meget vi fylder pa, sa vil det aldrig kunne bevise sin egen
konsistens. Godel formulerer selv dette i indledningen til sin artikel:

Even if we admit all the logical devices of Principic mathematica
(hence in particular the extended functional calculus and the aziom of
choice) in metamathematics, there does not ezist a consistency proof
for the system S (still less so if we restrict the means of proofs in
any way). Hence a consistency proof for the system S can be carried
out only by means of modes of inference that are not formalized in
system S itself, ... [van Heijenoort, 1967, s. 595-596]

(Godels system S forklares i afsnit 5.2.3). Som ovenfor nzvnt publicerede Godel
sine resultater i 1931, og hans artikel kom til at bzre titlen Uber formal un-
entscheidbare Sitze der Principia mathematica und verwandter Systeme®. Det

3von Neumann, som havde udvist stor interesse for Gédels resultat ved kongressen i Kénigs-
berg, viste uafheengigt samme resultat og formidiede dette per brev til Gédel den 20. november
samme ar. [Moore, 1970-80, s. 353]

4Vi har benyttet en engelsk oversattelse af artiklen fra From Frege to Gédel (side 595-616)
af Jean van Heijenoort, hvorfor henvisningerne til Gddels arbejde vil se ud som folger: [van
Heijenoort, 1967].
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bgr dog navnes at Godel ikke giver beviset for sin anden satning i denne ar-
tikel, men kun skitserer det. Beviset for den anden satning skulle fglge i del II
af artiklen, men Godel fik aldrig skrevet denne. Hilbert og Bernays udferte dog
i 1939 dette bevis i detaljer for to standardsystemer i talteori. [Harrison, 1996,
s. 8], |[O’Connor and Robertson, 2003], [van Heijenoort, 1967, s. 594]

Lad os lige opsummere resultaterne i Gédels ufuldstzendighedssaetninger. I sin
slaende enkelthed siger satningerne, at der i ethvert aksiomatisk matematisk
system, som er steerkt nok til at indeholde elementeer talteori, vil findes ud-
sagn hvorom gelder, at hverken de eller deres negation kan bevises i systemet.
Derudover gzlder at systemets konsistens ikke kan vises indenfor systemet.

5.2.3 Relevante definitioner og begreber

Vi vil ikke g8 videre i dybden med Godels beviser for ufuldsteendighedssaet-
ningerne, men blot naevne nogle af de for vores gennemgang af matematikkens
formalisering relevante definitioner og begreber, som Gdédel benytter. Gédel laeg-
ger i sin artikel ud med at argumentere for, hvordan det at behandle den propo-
sition, der siger om sig selv ‘Jeg er ikke beviselig’ i modsatning til propositionen
‘Jeg er ikke sand’, er pa kanten af lggnerparadokset uden dog at falde i. Godels
argument stgtter sig op af en diagonaliseringsprocedure i stil med Cantors (se
afsnit 6.3.2) samt Richards paradoks, hvilket ogs4 senere blev fremhavet af iseer
Jacques Herbrand® og Hermann Weyl. Gédel ggr en del ud af at give en preacis
beskrivelse af det system, hvori han arbejder. Variable skelnes ved deres type.
Type 1 er de naturlige tal inklusiv 0, type 2 er klasser af naturlige tal, type 3
er klasser af klasser af naturlige tal og s& videre. De logiske aksiomer er ®kviva-
lente med dem fra Principia mathematica uden Russells ramificerede typeteori.
De aritmetiske aksiomer er Peanos (ogsi kendt som Peanos postulater), ifglge
van Heijenoort formentlig en smule omskrevet. Vi angiver nedenfor de aksiomer,
der anvendes i Gddels system. Fgrst forklares lidt notation. Med f(x;) mener
Godel efterfplgeren til z;, der er et naturligt tal. Med S} a, hvor a er en formel,
‘v er en variabel og b er et tegn af samme type som v, forstas den formel vi far
fra a, ndr vi i a substituerer b for v. Prikken under S’et angiver at b er fri for v
i a (dette forklares i kapitel 8).

L 1 =(f(z)=0)
2. (f(z1) = f(n)) = (21 =31)
3

. 22(0) AV (z2(1) = 22(f(21))) = Vo1 (22(21))

. (pVvp)—p

.p=(pVp)

- (pve) = (q¢Vp)

=g 2 (rvp 2 (rva)
. Yu(a) = Sta

2. Yu(bV a) = (bV Vu(a))

IL.

> W N =

IIL

—

58e for eksempel [van Heijenoort, 1967, s. 626-628].
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Iv. 1. Ju(Vuv(u{v) = a))

V. 1. Vzy(za(z1) = y2(21)) = (22 = 32)

Aksiomerne I.1-3 stammer fra Peanos postulater, hvor aksiom 1.3 er princippet
for matematisk induktion. De resterende logiske aksiomer stammer fra Prin-
cipia mathematica. Aksiom IV.1 er komprehensionsaksiomet, som her erstatter
reducerbarhedsaksiomet (jeevnfgr afsnit 4.2). Aksiom V.1 er ekstentionalitets-
aksiomet. Herefter introducerer Gédel den ovenfor beskrevne nummerering,
der senere har fiet navn efter ham selv. Selvom Gddel viste sine resultater
for hgjereordens-logik pointerede han, at de ogsd gjaldt i den aksiomatiske
mangdelare. Tilfgjelse af endeligt mange nye aksiomer ville ikke zendre p3 situ-
ationen, ej heller ville tilfgjelsen af uendeligt mange nye aksiomer, si lenge det
resulterende system besidder en egenskab, som Godel selv kalder w-konsistens.
En moderne definition af dette begreb bringes her:

Definition 5.2

En teori K siges at veere w-konsistent, hvis og kun hvis der for enhver formel
Q(z) i K med praecis én fri variabel v geelder, at hvis g ~Q(T) for alle naturlige
tal n, s4 er Az(Q(x)) ikke et teorem i K.

Med © menes det n’te numeral. Da vi har med en formel teori at ggre indfgres
denne betegnelse for at skelne disse fra de tilsvarende intuitive tal. Numeralerne
0,0, (0"), ((0')")'... angives ved 0, 1, 2, 3, . . .. Det vises, at ethvert w-konsistent
system ogsd er konsistent. Godel viste altsa, at enhver teori for mangdelaren,
som er w-konsistent er ufuldstzndig. Beviset blev senere videreudviklet af J.
Barkley Rosser, som ved hjelp af en mere kompliceret fremgangsméde fik
udskiftet kravet om w-konsistens med kravet om konsistens i almindelig for-
stand. Resultatet af Gédels og Rossers arbejde kaldes i dag Gédel-Rossers szt~
ning. Seetningen som essentielt siger, at for de betragtede systemer, herunder
meangdeleren samt alle andre formelle udvidelser af talteori, galder, at hvis
systemet er konsistent er det ufuldsteendigt. Godel giver desuden en pracis def-
inition af, hvad vi i dag forstar ved primitive rekursive funktioner. Rekursive
funktioner havde allerede tidligere vaeret benyttet i formaliseringsgjemed af for
eksempel Julius Dedekind, Albert Skolem og Hilbert, men det var Godel der gav
den definition, som siden hen er blevet benyttet. [van Heijenoort, 1967, s. 592-
601, 607], [Andrews, 2002, s. 81, 258-259], [Moore, 1970-80, s. 353], [Mendelson,
1997, s. 60, 205], [Margaris, 1967, s. 185-190]

5.2.4 Seatningernes betydning

Godels setninger satte adskillige artiers forsgg pa at etablere aksiomer, som
hele matematikken kunne baseres p4, i et nyt perspektiv, idet drgmmen om
at opstille et system, som indeholdt hele matematikken, blev gdelagt. Dette
gik siledes ogsd ud over de foregiende omtalte arbejder af sivel Frege som
Russell. Ogsa Hilberts program blev sat i et nyt lys af disse saetninger (i hgjere
grad af den anden sztning), selv om det tog Hilbert selv nogle &r at indse
dette. Sztningerne demonstrerede, at ethvert system ngdvendigvis mi veere
mere omfattende end fgrst forudset af Hilbert. John von Neuman, som var en
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af de forste til at acceptere og indse relevansen af Godels setninger, forleeste
snart over satningerne i Princeton. Stephen Kleene fulgte disse forelaesninger
og skulle efter sigende have vaeret szerdeles entusiastisk derved. Alonzo Church
troede, fejlagtigt, at hans nye system, som involverede A-kalkylen (se kapitel
7), kunne undsige sig ufuldstzendighed. I Europa endte Paul Bernays, efter en
leengere korrespondance med Godel, med at acceptere setningerne. Zermelo
derimod forblev skeptisk, savel personligt som i korrespondance. O’Connor og
Robertson skriver om Godels resultater:

Gidel’s results were a landmark in 20th-century mathematics, show-
ing that mathematics is not a finished object, as had been believed.
It also implies that a computer can never be programmed to answer
all mathematical questions. [0’Connor and Robertson, 2003]

Den sidste satning i citatet hentyder igen til Godels forste szetning, idet denne
jo siger, at der inden for matematikken findes saetninger hvorom gelder, at
vi hverken kan vise dem selv eller deres negation. [Moore, 1970-80, s. 353],
[O’Connor and Robertson, 2003]

Gédels stninger, som preesenteret i dette kapitel, stammer fra [Harrison, 1996].
Godel skriver i 1963 i en note til sin artikel fglgende om beviserne for sine
satninger, i seerdeleshed den anden satning, som han jo kun skitserer beviset
for. '

In consequence of later advances, in particular of the fact that due
to A. M. Turing’s work a precise and unguestionably adequate def-
inition of the generel notion of formal system can now be given, a

~ completely generel version of Theorem VI og XI is now possible. That
is, it can be proved rigorously that in every consistent formal system
that contains a certain amount of finitary number theory there ex-
ist undecidable arithmetic propositions and that, moreover, the con-
sistency of any such system cannot be proved in the system. [van
Heijenoort, 1967, s. 616]

‘Seetning VI og XTI’ hentyder til Godels forste og anden ufuldsteendighedsseet-
ning, som han nzvner umiddelbart efter i citatet. Dette nu mulige bevis for
satningerne skyldes ifglge Godel i saerdeleshed Turings arbejde. Vi skal i naste
kapitel (kapitel 6) se nzermere pa dette og pa det sikaldte Entscheidungsproblem,
som Godel ikke lgser, men som hans sztninger pa en vis méde implicerer lgs-
ningen af. [van Heijenoort, 1967, s. 616], [0’Connor and Robertson, 2003]







6 Turings definition af
beregnelighed

Godel nevner i det afsluttende citat i forrige kapitel (se side 45), at det er
Turings arbejde, der ggr det muligt at give en pracis og fyldestggrende definition
af den generelle ide om et formelt system. Dette arbejde er netop Turings artikel,
dateret 1936/1937. Det er ogsa i dette arbejde, at Turing giver sin definition af
" beregnelighed gennem beskrivelsen af en beregningsmaskine, der i dag kaldes
en Turingmaskine. Ved hjelp af denne definition og Turingmaskinen besvarer
Turing Hilberts afggrlighedsspgrgsmal. Men fgrst Turings biografi.

6.1 Biografi

Alan Mathison Turing blev fpdt i England i 1912. Han var sgn af Julius Mathison
og Ethel Sara Turing. Indtil 1919 boede Turings forzeldre i Indien, da faderen
arbejdede for ‘Indian Civil Service’. Turing voksede derfor op hos forskellige fa-
milier i London frem til dette tidspunkt. Som ung var Turing elev ved Sherborne

Figur 6.1 Alan Mathison Turing. Fgdt 23. juni 1912 i London, England. Dgd 7. juni
1954 i Wilmslow, Cheshire, England. [O’Connor and Robertson, 2003]
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School, men som mange andre store taenkere var han aldrig glad for at gé i skole
- han ville meget hellere forfglge sine egne ideer. Med sin egen made at gore
tingene pd, klarede Turing sig dog godt i skolen, specielt i naturvidenskabelige
fag og matematik. [van Rootselaar, 1970-80b, s. 497], [Hodges, 2003]

Aret efter, i 1931, blev Turing indskrevet pa Kings’s College i Cambridge, hvor
der var mere plads til hans selvstzendige udfoldelse. Her studerede han blandt an-
det Whiteheads og Russells Principia mathematica og fulgte et kursus i topologi,
hvor han for fgrste gang hgrte om Hilberts afggrlighedsproblem, det sikaldte
Entscheidungsproblem. Turing besluttede sig allerede pa dette tidspunkt for at
forspge at lgse dette problem. I 1935 blev Turing udnzvnt til ‘King’s College
fellow’ for sin athandling On Gaussian Error Function. Turing arbejdede sam-
men med Church ved Princeton universitet i arene 1936-1938. I denne periode,
nzermere bestemt i 1937, udkom hans stgrste bidrag til den matematiske logik:
On Computable Numbers, With an Application to the Entscheidungsproblem.
Denne afhandling indeholdt et bevis for, at svaret til Hilberts spgrgsmal om
afgorlighed af matematikken var et nej. Det var i forbindelse med dette bevis,
at Turing introducerede ideen om sin senere s& bergmte Turingmaskine. Turing
havde faktisk skrevet afhandlingen &ret fgr, hvorfor artiklen normalt dateres til
1936. Tidligere samme ar udkom en artikel af Church, som ligeledes viste, at der
ikke findes nogen afggrlighedsmetode for aritmetikken, og at svaret til Hilberts
afggrlighedsspgrgsmal derfor er et nej. Turing udvidede efterfplgende sin artikel
med et appendiks, hvori han viste at Churchs resultat var akvivalent med hans
eget. [Hodges, 2003], [Hodges, 1983, s. 25], [van Rootselaar, 1970-80b, s. 497]

11939 vendte Turing tilbage til King’s College, men anden verdenskrig afbrad
hans forskning, og han var i rene 1939-1948 ansat i kommunikationsafdelingen i
det britiske udenrigsministerium, hvor han arbejdede med afkodningen af tyske
meddelelser. Turing er i dag kendt for at have ‘knakket’ de koder, som tyskerne
benyttede til deres bergmte Enigma-maskiner. I disse ar arbejdede Turing hardt
pé at knaekke koder i samarbejde med et hold af unge begavede mennesker, her
iblandt en pige ved navn Joan Clarke, som han friede til i 1942. Deres bryllup
blev dog aldrig aktuelt. Turing aflyste det og erkendte i den forbindelse overfor
sin forlovede, at han var homoseksuel. [Hodges, 2003}, [van Rootselaar, 1970-80b,
s. 498]

Turing studerede flittigt elektronik, med det mal for gje at bygge en elektronisk
udgave af den universelle Turingmaskine. Dette arbejde resulterede mere eller
mindre i, at han opfandt den digitale computer. Efter krigen, naermere betegnet
foraret 1945, blev han ansat ved the National Physical Laboratory, hvor han
designede en automatisk computer. [Hodges, 2003}, [O’Connor and Robertson,
2003]

Udover sit akademiske arbejde var sport en af Turings store lidenskaber, specielt
deltog han tit i lgbekonkurrencer (se figur 6.2). Han var kendt for at lgbe til
forskellige konferencer, og ankom gerne tidligere end passagerer med offentlige
transportmidler. I 1948 blev han assisterende direktgr for beregningslaboratoriet
ved Manchesters universitet, hvor han ledte udviklingen af MADAM (Manch-
ester automatic digital machine). [Hodges, 2003], [0’Connor and Robertson,
2003

Turing blev i 1952 arresteret og dgmt for at have haft et homoseksuelt forhold.
I stedet for feengselsstraf modtog Turing frivilligt gstrogenindsprgjtninger i et
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Figur 6.2 Alan Turing var en dediceret og meget dygtig lgber. I 1947 var han teet
pa at blive udtaget til det britiske lgbehold, der skulle deltage i de olympiske lege i
1948, men blev det ikke grundet en skade. Her ovenfor ses han ved et 3-mils igb i 1946.
[Hodges, 2003]

ar, disse skulle neutralisere hans afsporede seksualitet. Den 8. juni 1954 blev
Turing fundet dgd, ved hans side 14 et halvspist able, som var forgiftet med
cyanid - man mente, at der var tale om et selvmord. Turing betragtes i dag
som én af grundleggerne af datalogien og ophavsmand til sin samtids mest
avancerede teknologi, selvom han aldrig opnaede anerkendelse for dette i sin
levetid. [Hodges, 2003]

Nearvzrende kapitel omhandler primart en gennemgang af Turings 1936-arbejde
On Computable Numbers, With an Application to the Entscheidungsproblem.
I dette arbejde preesenterede han for forste gang sin forestilling om Turing-
maskinen.

6.2 Afggrlighedsproblemet

Afggrlighedsproblemet — det sdkaldte Entscheidungsproblem — blev formuleret
af Hilbert i 1928. Hilbert havde en anden tilgang til matematikken end Frege og
Russell. Hilbert stillede dybtgaende spgrgsmél til matematiske systemer som for
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eksempel Russells; spgrgsmal af typen: Kan man afgare hvad der kan bevises,
og hvad der ikke kan bevises, indenfor en sddan teori? P& den internationale
kongres i 1928 stillede Hilbert tre hovedspgrgsmal til matematikken — spgrgsmal
som 14 til grund for hans program. Disse lgd:

1. Er matematikken fuldstandig?
2. Er matematikken komnsistent?

3. Kan matematikken afggres?

Ved det sidstnzevnte spgrgsmal skal forstas, hvorvidt der findes en metode, som
kan afggre om enhver given pastand er sand eller falsk. Hilbert mente selv,
at svaret til alle tre spgrgsmal méatte vere ja, men pa davarende tidspunkt
havde ingen hverken be- eller afkraeftet nogen af pastandene. To &r senere viste
Gddel (javnfgr kapitel 5) at aritmetikken er ufuldsteendig. Han viste ligeledes,
at man indenfor aritmetikken ikke er i stand til at vise dens konsistens. Dette
gdelagde for alvor Hilberts program som fgrst fremlagt. Altsd var der nu kun
Hilberts tredje spgrgsmal om afggrligheden af matematikken tilbage. Det var
dette spgrgsmal, Turing kastede sig over. [Hodges, 2003}, [Hodges, 1983, s. 91],
[Andrews, 2002, s. 302]

6.3 On Computable Numbers

I artiklen On Computable Numbers, With an Application to the Entschei-
dungsproblem® fra 1936 viste Turing ved hjalp af en beregningsmaskine, at
svaret pa Hilberts tredje spargsmal er nej. Tidligere havde andre matematikere
drgmt om en maskine, der skulle kunne lgse matematiske problemer, men ingen
havde forméaet at konstruere en. Udgangspunktet for maskinen var en anden
maskine som manipulerede symboler, nemlig skrivemaskinen. Fra den udsprang
ideen til en maskine, som skulle kunne lgse matematiske problemstillinger ved
hjalp af en uhyre simpel mekanik. [Hodges, 1983, s. 96-97]

6.3.1 Turingmaskinen

Turing laegger i sin artikel ud med at give en definition af beregnelige tal.

Definition 6.1
Et beregneligt tal er et reelt tal, hvis decimalfremstilling kan beregnes ved hjalp
af en endelig metode.

Turing arbejder efter definitionen hen mod at definere sin beregningsmaskine.
Til at begynde med definerer han en teoretisk maskine som kan veere i endeligt
mange forskellige tilstande

q1,42,..<,qn

1Vi har benyttet et genoptryk af artiklen fra The Undecidable (side 116-154) af Martin
Davis, hvorfor henvisningerne til Turings arbejde vil se ud som fplger: [Davis, 1965).
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kaldet. m-konfigurationer. Maskinen er udstyret med en uendelig lang strimmel,
som gir igennem maskinen. Strimlen er opdelt i felter, som kan indeholde ét
symbol. Maskinen kan kun afleese (scanne) ét felt ad gangen. Symbolet i det
laeste felt 7 kaldes G(r). Figur 6.3 viser en Turingmaskine.

Do oo [ [ ] 2=

lasehoved

Figur 6.3 Turingmaskinen bestar af en strimmel og et laesehoved, der afleser strim-
lens symboler. Pilene illustrerer, at strimlen fortsatter i begge retninger. [Hodges,
2003]

Maskinen kender kun det symbol, som netop er blevet laest, men ved hj=zlp
af m-konfigurationerne kan den programmeres til at ‘huske’ tidligere symboler.
Maskinens opfgrsel er bestemt udfra dens m-konfiguration g,, og det leeste sym-
bol G(r). Maskinen virker helt automatisk udfra et givet regelsat, som bestem-
mer fglgende for enhver af maskinens konfigurationer:

1. Om den skal skrive et symbol i et tomt felt, lade det veere uzndret, eller
slette feltets tegn og efterlade feltet tomt.

2. Om den skal blive i samme m-konfiguration eller skifte til en anden m-

konfiguration.

3. Om den skal flytte sig ét felt til hgjre, ét felt til venstre, eller blive i samme
felt.

Der kan opstilles en tabel, som indeholder alle disse oplysninger om maskinens
opfprsel. Tabellen definerer maskinen, forstiet p4 den made, at alle relevante
oplysninger om maskinen vil vaere indeholdt i tabellen, uden at man behgver at
bygge selve maskinen. En tabel definerer siledes en maskine. Der findes uendelig
mange forskellige tabeller og derfor ogsd uendelig mange forskellige maskiner.
Disse maskiner kan have funktioner som at addere eller multiplicere tal, eller
mere avancerede funktioner, som at afggre om et tal er divisor i et andet tal og
s3 videre. [Davis, 1965, s. 116-117}, [Hodges, 1983, s. 98]

Da ethvert skridt i maskinen er automatisk kalder Turing maskinen for en a-
maskine. Hvis en a-maskine skriver to slags symboler, hvor den fgrste slags kun
bestar af 0- og 1-taller, kaldes den for en beregningsmaskine. [Davis, 1965, s.
118]

En beregningsmaskine

Beregningsmaskinen kan eksemplificeres ved den simple maskine, der skriver
talrekken
0101010101...,

ISR
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pa en tom strimmel. Denne maskine er defineret ved tabel 6.1.

nuvzrende tilstand | laest symbol | skriv symbol | g til | sluttilstand
q tom ‘0 H p
D tom ‘r H q

Tabel 6.1 De to forste sgjler beskriver maskinens konfiguration. De tre sidste ma-
skinens opfgrsel.

Nar beregningsmaskinen skal finde ud af hvilken operation, den skal udfgre,
gennemsgger den sin tabel for en rackke, hvor nuverende tilstand og lest symbol
stemmer overens med maskinens tilstand og det leeste symbol G(r). Hvis der
findes en shdan rackke i tabellen udfgrer maskinen de operationer, som rakken
foreskriver. Hvis der ikke findes en sddan rakke stopper maskinen. De to forste
pladser i raekkerne skal veere unikke, si der ikke kan opstd tvivl om, hvilken
operation maskinen skal udfgre. Tabel 6.1 udtrykker, at hvis beregningmaskinen
er i tilstanden q og laeser symbolet ‘tom’, skal den skrive symbolet 0, g til hgjre
og skifte til tilstanden p. Hvis den er i tilstanden p og leeser symbolet ‘tom’,
skal den skrive symbolet 1, gi til hgjre og skifte til tilstanden ¢. Hvis maskinen
startes med en tom strimmel i tilstanden q skriver den talraekken 0101010101 ...
pa strimlen. Hver rzkke i ovenstdende tabel kan opfattes som en 5-tupel. P3
den made kan beregningmaskinerne og de gvrige Turingmaskiner programmeres
ved hjzlp af 5-tupler.

Den universelle maskine

Turing definerer ogsa en anden maskine — en som kan udfgre arbejdet for alle
mulige Turingmaskiner. Turing kaldte denne maskine for den universelle ma-
skine, og han fremstillede en praecis tabel for den. Vi vil ikke komme narmere
ind p4 denne maskine, da den er en hel diskussion for sig. Vi vil blot navne, at
den er i stand til at lgse alle de problemer, som en almindelig Turingmaskine
kan lgse.

6.3.2 Cantors diagonalargument

Fra Turings konstruktion af en beregningsmaskine var der stadig langt til svaret
pa Hilberts tredje spergsmél. Det skulle dog vise sig, at et diagonalargument
udviklet af Cantor 50 &r tidligere indeholdt ngglen til svaret.

Cantor havde benyttet en diagonaliseringsprocedure til at vise én-til-én-
korrespondancen imellem de hele tal og de rationale tal. Denne procedure
videreudviklede han til det sikaldte diagonalargument, som viste eksistensen
af de irrationale tal. Cantor startede med at betragte alle tal imellem 0 og
1. Hvis man udelader tal, der forekommer flere gange, ser listen over samtlige
rationale tal ud som fglger:

i1
2 3
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Betragter man nu alle endelige decimaltal som uendelige, hvor alle decimalerne
efter et vist trin blot er 0’er, vil ovenstaende liste i decimalfremstillingen se ud
som fplger:

0, 50000000000000000. . .
0,33333333333333333 ...
0, 66666666666666666 . . .
0, 25000000000000000. . .
0, 75000000000000000. . .
0, 20000000000000000. . .
0, 40000000000000000. ..
0, 60000000000000000.. .
0, 80000000000000000 .. .
0, 16666666666666666 . . .

Ser man nu pa det tal, der kommer ud af diagonalen (den er markeret ved
understregning i ovenstaende liste), nemlig tallet

0.5360000006 . . .

og derefter andrer enhver decimal i dette tal, ved for eksempel at addere 1 til
tallet pa samtlige pladser og tage resultatet modulo ti2. Herved opnas tallet

0.6471111117. ..

som ikke kan veere rationalt, da det vil afvige fra det fgrste rationale tal pa fgrste
decimal, fra det andet rationale tal pa anden decimal og s& videre. Dermed findes
det ikke pa listen over rationale tal, altsd m4 tallet vaere irrationalt. Cantor viste
pa denne méde ikke alene eksistensen af de irrationale tal, men tilmed, at der
fandtes s mange af dem, at ingen liste kunne indeholde alle de reelle tal. Denne
opdagelse var med til at afklare uendelighedsbegrebet. [Hodges, 1983, s. 101-102]

Turing diagonalargument

P4 samme m&de kunne Turing argumentere for at de beregnelige tal gav an-
ledning til uberegnelige tal. Turing skrev alle de tabeller, som definerede en
Turingmaskine, der beregnede et tal, op pa en liste. Denne liste gav anledning
til en liste med de beregnelige tal. Fra listen paviste Turing ved hjelp af diago-
nalargumentet eksistensen af et uberegneligt tal. Denne observation gav Turing
svaret pa Hilberts tredje spgrgsmal. Der findes ingen metode som kan lgse alle
matematiske problemer, da et uberegneligt tal er et eksempel pa et ulgseligt
problem. Svarene pi Hilberts tre spgrgsmal viste sig altsd alle at vaere nej, i
modsatning til hvad Hilbert selv havde forudsagt. [Hodges, 1983, s. 102]

2 Alternativt kan decimalfremstillingen af de rationale tal omskrives til binzre tal, hvorefter
man kun skal endre 0 til 1 og 1 til 0.
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En alternativ tilgang

En alternativ made at vise ovenstiende pd kan vaere ved at benytte Cantors
diagolanargument pa fplgende vis. Et reelt tal i intervallet mellem 0 og 1 kaldes
beregneligt, hvis der eksisterer en Turingmaskine som, givet en tom strimmel,
kan skrive dette tal (som et uendelig langt binzert tal). Siden der kun er tellelig
mange forskellige 5-tupler, er denne mzngde af beregnelige tal ligeledes tzllelig.
Da der eksisterer overtalleligt mange reelle tal, ma der vaere nogen af disse, som
ikke er beregnelige. [Herken, 1988, s. 156]

6.4 Turingmaskinen som en effektiv procedure

Lad os her til sidst give et eksempel pa, hvorfor Turings maskine er vigtig
indenfor logikken og for formelle systemer i dag.

Turingmaskinen benyttes i forbindelse med aktiomatiske systemer. At et system
er aksiomatisk vil sige, at der findes en effektiv procedure til at undersgge om
en given formel er et aksiom. Selvom systemet er aksiomatisk, er der dog ingen
garanti for, at det er afggrligt, det vil sige, om der findes en effektiv procedure
til at bestemme, hvorvidt en vilkdrlig given formel har et bevis. En teori, for
hvilken der findes en sidan effektiv procedure, siges at veere afggrlig, i modsat
tilfaelde siges teorien at veere uafgerlig. De her omtalte ‘effektive procedurer’ er
netop (terminerende) Turingmaskiner. [Mendelson, 1997, s. 34]

Lad os runde dette kapitel af hvor vi begyndte det, nemlig med Gédels 1963-note
til sin artikel om ufuldstzndighedssatningerne.

... dueto A. M. Turing’s work a precise and unquestionably adequate
definition of the generel notion of formal system can now be given,
... |van Heijenoort, 1967, s. 616]

Godel foretrak Turings definition af beregnlighed frem for Churchs definition,
der gjorde brug af A-kalkylen, da Godel fandt Turingmaskinen mere intuitiv.
De to definitioner er dog, som tidligere navnt, ekvivalente. Vi skal i naeste
kapitel (kapitel 7) se naermere pd Churchs arbejde med A-kalkylen og den simple
typeteori.
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7 Churchs typeteori

Alonzo Church er en af det tyvende &rhundredes store logikere. I 1930’erne op-
fandt han A-kalkylen, som er et redskab til at repraesentere funktioner i formelle
systemer. A-kalkylen (den typede) er et vigtigt begreb i denne projektrapport, og
Church har derfor faet sit eget lille kapitel her. Kapitlet indeholder korte beskri-
velser af tre Church-artikler; A Set of Postulates for the Foundation of Logic
fra 1932, som er den forste artikel, hvori A-symbolet anvendes til at reprasen-
tere funktioner; An Unsolvable Problem of Elementary Number Theory fra 1936,
som indeholder en rakke resultater vedrgrende A-kalkylen, der er interessante
for det overordnede billede af matematikkens formalisering; A Formulation of
the Simple Theory of Types fra 1940, der beskriver et formelt system, som er
meget lig det system, der spiller en stgrre rolle senere i denne rapport. Forst
gives dog en biografi for Church.

Figur 7.1 Alonzo Church. Fgdt 14. juni 1903 i Washington, D.C. Dgd 11. august
1995 i Hudson, Ohio. [O’Connor and Robertson, 2003]
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7.1 Biografi

Alonzo Church blev fgdt i Washington D.C. Han var studerende ved univer-
sitetet i Princeton, hvor han opnéede sin fgrste grad i 1924. I 1927 fik han sin
doktorgrad (Ph.D.) under vejledning af Veblen. Churchs afhandling bar titlen
Alternatives to Zermelo’s Assumption. [O’Connor and Robertson, 2003]

Church tilbragte herefter et &r ved universitet i Harvard og derefter et &r i
Europa. Ferst et halvt ar i Géttingen og dernsest et halvt ar i Amsterdam, hvor
han arbejdede sammen med L. E. J. Brouwer. I 1929 vendte Church tilbage til
USA for at blive ansat som professor ved sit gamle universitet i Princeton, en-
stilling han beholdt indtil 1967. I 1967 forlod Church Princeton til fordel for
det varmere klima i Californien, hvor han fik tildelt en stilling som professor
i matematik og filosofi ved UCLA. [O’Connor and Robertson, 2003], [Kfoury
et al., 2003]

Figur 7.2 Alonzo Church i en lidt mere teenksom udgave. [Kfoury et al., 2003}

Church grundlagde the Journal of Symbolic Logic i 1936 og forblev redakter for
dette tidsskrift indtil 1979. I 1956 skrev han sin bergmte laerebog Introduction
to Mathematical Logic, som skulle vare fgrste bind i en serie af to. Andet bind
udkom dog aldrig, p4 trods af at dets indholdsfortegnelse findes i bind 1. Church
néede i sin tid som professor at have 31 Ph.D.-studerende, her iblandt Turing,
samt en rakke andre personer, som har tilknytning til denne rapport (Kleene,
Rosser, Henkin, Davis og Andrews). Church dgde i den hgje alder af 92 ar.
Han blev begravet pa kirkegirden i Princeton. [0’Connor and Robertson, 2003],
[Church, 1956, s. x], [Kfoury et al., 2003]
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Kfoury, Xi og Pericas skriver fglgende om Church:

His work has been greatly influential in the fields of mathematical
logic, recursion theory, and theoretical computer science. At the time
of his death, Church was widely regarded as the greatest living logi-
cian in the world. [Kfoury et al., 2003]

7.2 A-kalkyle og typeteori

Tilblivelsen af Churchs A-kalkyle kan spores tilbage til de tre artikler, vi har valgt
at inddrage i dette afsnit. A-kalkylen er senere blevet videreudviklet og udger
i dag en omfattende teori. Kort fortalt er A-kalkylen en teori for funktioner, i
hvilken en funktion opfattes som en regel, der skaber en overgang fra argument til
veerdi gennem en formel. Sarligt for A-kalkylen er, at en funktion af flere variable
opfattes som en slags sammensatning af funktioner af én variabel. En funktion
f af to variable z og y virker forst p4 den ene variabel = og derefter pa den
anden variabel y. Funktionsvaerdien af f virkende pa z er da selv en funktion af
y. Udtrykket fzy opfattes som (fz)y hvor (fz) er en funktion af y. En funktion
af flere variable er altsd en funktion, der virker pa sine variable en ad gangen.
Ved hjzlp af denne tilgang opnar man en teori, der ikke indeholder funktioner
af flere variable. Funktionsbegrebet, der kommer til udtryk med A-kalkylen,
laeegger mere vaegt pd det beregningsmaessige aspekt af funktionsbegrebet end
den nutidige tilgang, hvor funktioner ofte opfattes som maengder af ordnede
par. [Barendregt, 1981, s. 1] ‘

Historien om hvorfor A-kalkylen hedder, som den ggr, er en sjov lille historie,
hvorfor vi bringer den her. I Principia mathematica blev en funktion f med
f(x) = 2z + 1 skrevet som 2% + 1. Church gnskede oprindeligt at anvende
notationen £.2z + 1. Seettermaskinen kunne imidlertid ikke finde ud af at placere
hatten over z’et, men satte den foran, s udtrykket blev til-z.2z + 1. En anden
saettermaskine zendrede senere dette udtryk til Az.2z+4 1, og sddan fik A-kalkylen
sit udseende og navn. [Barendregt, 1997, s. 182]

Churchs typeteori er en betegnelse for det system, han opstiller i sin artikel fra
1940. Dette system er en formulering af simpel typeteori, i hvilken A-kalkylen
optraeder. Systemet er neesten identisk med det system, vi preaesenterer i naeste
kapitel (kapitel 8) og som skal danne grundlaget for den senere diskussion af
bevisfgreren Isabelle.

7.2.1 A Set of Postulates for the Foundation of Logic

Church sggte i artiklen A Set of Postulates for the Foundation of Logic fra
1932 at opstille et system fri for de nu velkendte matematiske paradokser uden
at gore brug af Russells typeteori. Systemet, Church opstillede, blev senere vist
inkonsistent af Kleene og Rosser, hvorfor Church opgav systemet. Han valgte dog
at arbejde videre med et delsystem, som i dag kendes under navnet A-kalkylen.
I dette system benyttes A-symbolet til at benzevne funktioner saledes:
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If M is any formula containing the variable z, then Az[M] is a
symbol for the function whose values are those given by the formula.
[Church, 1932, s. 352

A-notation benyttes efterfolgende til at definere en raekke forkortelser, herunder
de velkendte logiske symboler V, =, = og V*. Eksempelvis forkortes V med

AV, ~ .~ o~

som skal leeses
Apdv[=[=p A V)]

Blandt slutningsreglerne for systemet er tre regler som Church kalder konver-
sioner. Overordnet set beskriver disse, hvordan A-symbolet opfgrer sig med hen-
blik p4 substitutioner. Konversionerne er i dag en del af en raekke slutningsregler,
der gar under fzllesbetegnelsen A-konversion. Dette begreb vil vi vende tilbage
til i kapitel 8. [Church, 1932, s. 355-356]

Efter pavisningen af inkonsistensen af hans systemet valgte Church at arbejde
videre med den konsistente del, A-kalkylen. Denne optrader derfor ogsé i hans
1936-artikel.

7.2.2 An Unsolvable Problem of Elementary Number The-
ory

Artiklen fra 1936, An Unsolvable Problem of Elementary Number Theory?, er
en milepzl indenfor undersggelsen af begrebet beregnelighed. Der kommer flere
meget interessante resultater frem i artiklen. Church viser, at de funktioner, der
kan defineres i A-kalkylen, praecis er lig de rekursive funktioner, og at disse to
begreber derfor ma opfattes som et godt udgangspunkt for at definere beregne-
lighed. [Davis, 1965, s. 90]

Hovedresultatet i artiklen er dog Churchs péavisning af eksistensen af et
‘uafgerligt problem’ i elementzr talteori. Resultat kendes i dag som Churchs
s@tning, der kan formuleres siledes:

Seetning 7.1 (Churchs sztning)
Der findes ingen afggrlighedsprocedure for den samlede praedikatlogik.

Resultatet er zkvivalent med Turings naesten samtidige resultat (1936-37, se
kapitel 6}, om at der findes et ‘uberegneligt tal’, det vil sige et tal, der ikke
kan beregnes ved hjalp af en Turingmaskine. Turing viste efterfglgende, at A-
kalkylen og Turingmaskinen er akvivalente i duelighed. Siden hen viste de sam-
men, at en raekke andre ‘mekaniske processer for beregning’ havde tilsvarende
beregningsevner. Dette resulterede i Church-tesen, som ogsa af og til kaldes
Church-Turing-tesen. Tesen formoder, at en effektiv beregning er xkvivalent
med en rekursiv funktion. {[O’Connor and Robertson, 2003}, [Kfoury et al., 2003]

LChurch anvender en anden notation for disse symboler.
2Referencerne i dette afsnit vil have formen [Davis, 1965 fordi det er fra dette veerk, vi har
artiklen.
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7.2.3 A Formulation of the Simple Theory of Types

Det system, som Church opstiller i sin 1940-artikel, A Formulation of the Simple
Theory of Types, er centralt for vores projektrapport. Det skyldes, at vi senere
gnsker at sammenligne et system, der optraeder i bevisfgreren Isabelle med et
system, Qg°, som er meget lig Churchs 1940-system. Systemet, der kaldes for
simpel typeteori, er bygget op omkring en typet udgave af hans A-kalkyle. Den
simple typeteori kaldes ogsa hgjereordens-logik, fordi den, i modsztning til Rus-
sells ramificerede typeteori, tillader kvantificering over propositioner af vilkarlig
orden. Typesymbolerne i systemet defineres udfra de to grundtyper : og o. Sy-
stemet vil ikke blive opstillet her. [Church, 1940, s. 56-57]

I Churchs system defineres lighed ved hjzlp af negation og disjunktion samt
ved hjeelp af al-kvantoren. Altsa er lighed ikke et primitiv begreb i dette sys-
tem. Henkin viste i 1963 (se [Henkin, 1963]), at systemet i stedet kan op-
stilles med lighed som et primitiv begreb. Desuden papegede Andrews en raekke
forbedringer til Henkins arbejde (se [Andrews, 1963]), og hermed er vi néet frem
til at give en fremstilling af den simple typeteori. Det system, der praesenteres
i naeste kapitel, er Andrews’ system, som altsd nedstammer fra Churchs system
anno 1940.
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I dette kapitel gives en moderne fremstilling af den simple typeteori eksem-
plificeret ved praesentationen af et logisk system, der anvender typer. Kapitlet
indledes med en przsentation af en overordnet strategi, der generelt benyttes,
nar man opstiller logiske systemer. Derefter vil vi opstille et konkret system,Qg°,
der skal danne grundlaget for diskussionen af bevisfereren Isabelle senere i pro-
jektrapporten.

8.1 Nogle fundamentale begreber

Motivationen for at opstille et logisk system er i denne rapport gnsket om at
tilfore en videnskabelig disciplin (matematikken) et logisk grundlag. En helt
grundleggende ide er, at komplekse matematiske udsagn eller szetninger skal
kunne reduceres til simplere udsagn, hvis gyldighed er enklere at fastsla. Alle
setninger skal kunne udledes ved hj=lp af nogle fa logiske slutningsregler pa
baggrund af en rekke farste principper, der kaldes aksiomer. Denne tilgang til
problemstillingen kaldes en aksiomatisk tilgang.

En anden. grundleggende ide er, at den disciplin, der skal aksiomatiseres, skal
formuleres i et kunstigt sprog, kaldet et objektsprog, i hvilket der er defineret helt
klare regler for sprogets syntaks, shdan at sprogets opbygning kan beskrives med
fa simple regler. Sprogets semantik skal ikke spille nogen rolle i fgrste omgang,
det vil sige, objektsproget skal vaere et formelt sprog. [Margaris, 1967, s. 14]

De ideer, der er prasenteret ovenfor kaldes samlet ideen om at formalisere
matematikken. Et system, der er opstillet i overensstemmelse hermed, bestar
af et formelt sprog samt en rakke aksiomer og slutningsregler. Aksiomerne kan
opfattes som grundlzeggende ideer, hvis konsekvenser man gnsker at undersgge
ved hjlp af slutningsreglerne. En konsekvens, der er udledt fra systemets ak-
siomer, kaldes et teorem. Den samlede mangde af teoremer, der kan udledes pa
den made, kaldes en teori. Aksiomerne er formuleret i objektsproget og er derfor
udelukkende syntaktiske konstruktioner. Det samme gzlder derfor for systemets
teoremer, hvorfor teorien kaldes en formel teori. [Andrews, 2002, s. 21]

Den formelle teori tildeles efterfglgende mening ved at betragte den uformelle
disciplin (matematikken) og lade denne bestemme den nye teoris betydning
eller semantik. Semantikken fastleegges ved brug af fortolkninger og modeller -
begreber, der vil blive forklaret senere.

Som tidligere neevnt bestar en del af formaliseringen af en disciplin som mate-
matikken i at skabe et objektsprog, hvori den formelle teori kan udformes. Nar
man gnsker at opstille et kunstigt sprog, er man ngdt til at anvende et andet
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sprog til at forklare, hvordan man skal bare sig ad og til at diskutere objekt-
sproget. Dette andet sprog kaldes et metasprog. De resultater, der formuleres
i et metasprog (metasproget er i denne rapport hovedsageligt dansk), kaldes
metatéoremer. Vi skal senere formulere en raekke metateoremer, som spiller en
stor rolle i den overordnede behandling af formelle teorier. [Mendelson, 1997, s.
36]

8.2 En formel teori skabes

Strategien for opstillingen af et logisk system og derigennem en formel teori vil
blive gennemgaet i stgrre detalje i dette afsnit. Sidelgbende med den generelle
forklaring vil vi opstille et logisk system Qg°, der anvender typeteori. Dette sy-
stem er starkt inspireret af det system, som Church opstillede i sin 1940-artikel.
Systemet QF° er et system, der opstilles i [Andrews, 2002], som eksemplificerer
typeteorien.

8.2.1 Nogle generelle definitioner

Hvis man vil anvende et logisk system til at tilfgre matematikken stringens, er
det vigtigt at have pracise definitioner af elementerne i det logiske fundament.
De fleste har en eller anden intuition om begrebet ‘et sprog’, men i denne sam-
menhang er intuition ikke helt tilstraekkelig. Man veelger derfor helt pracist at
definere, hvad der menes med et sprog.

Definition 8.1
Et formelt sprog L er defineret, nir falgende betingelser er opfyldt:

1. En mangde af symboler er valgt som symbolerne for L.

2. Der findes en samling af regler kaldet formationsregler for sammensatning
af symbolerne for L.

Blandt de symboler, der er tilladte i sproget, er en rackke symboler for variable
og konstante stgrrelser. I et typeteoretisk sprog, £, defineres en rackke typesym-
boler, som bruges til at skelne variable og konstanter med forskellige egenskaber
fra hinanden.

Definition 8.2
En endelig folge af tilladte symboler, der er sammensat i overensstemmelse med
formationsreglerne, kaldes en formel.

Begrebet en formel spiller en central rolle i den videre behandling af teorier.

Definition 8.3
Et logisk system S er defineret, nir falgende betingelser er opfyldt:

1. Der er defineret et formelt sprog L.
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2. Der findes en delmangde af mangden af formler. Formlerne i denne
delmangde tjener som aksiomer for S.

3. Der er fastlagt en endelig maengde af relationer Ry, Rs, . .., R, kaldet slut-
ningsregler (rules of inference). For enhver slutningsregel R; galder, at der
findes et positiv heltal j saledes, at det for enhver mengde af j formler
og enhver formel B kan afggres, om de j formler star i relationen R; til
B. Hvis dette er tilfeldet, siges B at vare en direkte konsekvens af de j
formler pa baggrund af R;.!

Det logiske system definerer en struktur, der tillader at man udleder kon-
sekvenser fra aksiomerne. I denne udledning indgar begrebet et bevis. [Mendel-
son, 1997, s. 34]

Definition 8.4
Et bevis i S er en endelig fplge By, B, ..., By af formler, siledes at hvert B;
opfylder en af fplgende betingelser:

1. B; er et aksiom.

2. B; er en direkte konsekvens af de foregiende formler By, Ba,...,B; — 1
samt slutningsreglerne.

Denne definition af et bevis er i fin overensstemmelse med den mere intuitive
forstelse af et bevis, som de fleste matematikere har. [Mendelson, 1997, s. 34]

Definition 8.5
Lad By1,Bs, ..., By veere et bevis i S. Det sidste element B,, | folgen kaldes da
et teorem i S.

Et teorem er altsi en formel med et bevis i S. At B er et teorem i S skrives
s B eller blot + B, hvis dette ikke giver anledning til forvirring. [Mendelson,
1997, s. 34]

I neeste afsnit vil vi opstille et konkret formelt system, Qg, som skal vise den
proces, der gennemgas, nir et formelt system opstilles. Vi vil senere udvide Qg
til et system kaldet Qg°

8.3 Systemet Q

Det forste skridt, der skal tages, ndr Qp skal opstilles, er at definere et formelt
sprog Lgg-

ISom eksempel pa en slutningsregel kan nzvnes modus ponens.
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8.3.1 Det formelle sprog Lg,

Det logiske system vil blive formuleret i et sprog, vi vil kalde Lg,. Sprogets sym-
boler defineres her og forklares efterfplgende. Symbolerne a, 8,7, ... benyttes i
hele afsnittet som syntaktiske typevariable.

Typesymboler for Lo, defineres ved:

1. 1 er et typesymbol, der angiver typen af individer.
2. o er et typesymbol, der angiver typen af sandhedsvaerdier.

3. Hvis a og § er typesymboler, sa er (af) et typesymbol, der angiver typen
af funktioner fra elementer af type a til elementer af typer 5.3

De primitive symboler for Lg, er

1. Symbolerne [ ] A.

2. For enhver type a, en teallelig mangde af variable af typen a:
fmga,---,ya,szé,---,Zé,fg,---

3. Logiske konstanter for hver type ;' Qaco (o)

Variable af typen 2 kaldes individvariable og variable af typen o kaldes propo-
sitionsvariable. Typerne ¢ og o er de eneste primitive typer i systemet, det vil
sige, at alle andre (sammensatte) typer, dannes udfra disse to typer. [Andrews,
2002, s. 210]

De logiske konstanter indfgres med den hensigt, at Qqqo skal betegne lighed
mellem elementer af typen o, og at t(,0), skal betegne en udvalgelsesoperator
for elementer af typen ¢, det vil sige for individer. [Andrews, 2002, s. 211}

I det folgende betegner A,, B,, C,, ... syntaktiske variable, der spzender over
formler af type a. Xq, ¥4, Za, .-. €r syntaktiske variable, der spznder over
variable af type a. Formationsreglerne for Lg, er fplgende:

1. En variabel eller konstant af type « er en formel af type a.
2. Ap.Bg er en formel af type a.

3. AxgA, er en formel af type fa.

Ap.Bp kan opfattes som funktionen Ag, evalueret i Bg. Ligeledes kan AxgA,
opfattes som den funktion, der sender x4 ind i A, hvor xg ofte forekommer i
A,

2Det vil sige variable i metasproget, der dakker over typevariable i objektsproget.
3Parenteser udelades i det efterfalgende. Udtrykket Zooo betyder herefter T(o(00))- Denne
notation er omvendt i forhold til notationen i {Andrews, 2002}.
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For formler af typen o udelades typesymbolet i det efterfolgende og A, B, C ...
vil blive benyttet som syntaktiske variable, der spzender over propositionsvari-
able. Her vil der blive indfgrt en rackke forkortelser, som afspejler hvorledes vi
senere skal fortolke symbolerne. Indtil videre er disse dog blot forkortelser.

A, =B, stirfor Qu.aoAeBq
A =B starfor @Q,.,AB

To starfor Qoo = Qooo
F, starfor Az,T = Az,z,

H(ao)o star for Q(ao)(ao)o[’\zaTO]
VxaA  starfor Il(ge)0[AXaA]

Aooo  Star for /\xo’\yo[)‘gooo[goooTT] = /\goaa[gooozoyo]]
AAB starfor Ay,,AB
=000  StAT for  AzoAy,[Zo = [0 A Yol
A =B starfor =,,, AB
=00 Star for QuooF
Vooo Star for Az, Ayo[-[[—zo) A [-¥0]]]
A VB starfor V,,AB
dx, A star for —Vx,—A
A, #B, starfor ~[A, = B,]

Fra -ovenstidende skema er det klart at alle forkortelserne defineres udfra en
grundleggende ide om lighed, alts symbolet Quq0. En sddant grundleggende
begreb kaldes et primitivt begreb. I Churchs system fra 1940, var der valgt en
reekke andre primitive begreber, igennem hvilke lighed var defineret. I dette
system, er lighed imidlertid valgt, fordi det er et simpelt og intuitivt begreb.
[Andrews, 2002, s. 208, 212]

Ovenstéende forkortelser kraever en forklaring. Som tidligere nzevnt reprzesen-
terer symbolet Qano den binare relation, der beskriver lighed imellem elementer
af typen a. For binzre relationer benyttes ofte infiz-notation, det vil sige sym-
bolet, der betegner den binere relation skrives imellem de to stgrrelser (man
skriver [A, = B, ] istedet for [[= A4)B.]). Symbolet = betegner lighed imellem
propositioner (udsagn). I forbindelse med symbolerne = og = vil vi i denne rap-
port benytte infix-notation.

Det er ofte bekvemt at arbejde med et udtryk, der repraesenterer sandhed. Man
definerer derfor ‘det sande udsagn’, og vaelger i den forbindelse et simpelt udtryk
af formen [A = A] - nemlig udtrykket [Qoo0 = Qooo]- ‘Det falske udsagn’
defineres ved hjalp af funktionen Az,z,, altsd funktionen, der sender z, ind
i z,. Falskhed er, at funktionen, der afbilder z, i sig selv og funktionen, der
afbilder x, i T er ens. Dette kan ogsa formuleres mere intuitivt som ‘alle udsagn
er sande’. Vi gnsker at kunne skelne imellem sande og falske udsagn, det vil sige,
der m& findes mindst ét falsk udsagn, og derfor m3 udsagnet ‘alle udsagn er
sande’ veere falsk. Det formelie begreb falskhed afspejler altsa fint den opfersel,
vi forbinder med et mere intuitivt falskhedsbegreb. [Andrews, 2002, s. 208]

Symbolet II(4,), betegner den egenskab ved en mangde, at mengden indeholder
alle elementer af typen a. Dette indses siledes: II,,), kan opfattes som en
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funktion, der afbilder en anden funktion, s,, i en sandhedsvaerdi. M(ao)oSao
betyder at sqo Opfylder Q(ao)(ao)o[ATaT]Sa0, det vil sige, at [AzoT] = 840 er
opfyldt. Funktionen s,, fastlegger en maengde af elementer z,, der opfylder
SaoToa = T'. Men ifglge definitionen af II(4,), skal der geelde [AzoT] = g0, det
vil sige, at 84, afbilder alle elementer af type a i T eller at s, opfattet som
mengde indeholder alle elementer af typen a. II(40)08q0 udtrykker s&, at sqo
opfattet som mangde indeholder alle elementer af typen a. Symbolet (40,
gor det nemmere at indfgre et (for matematikere) mere velkendt begreb, al-
kvantoren.

Al-kvantoren V indfgres nu. Udtrykket Vx, A skal std for udsagnet II(4)[AxaA]
der jo betyder, at funktionen der afbilder x, i A — opfattet som mangde, inde-
holder alle elementer af typen a. Der galder altsa at alle elementer x, opfylder
A. Denne definition stemmer fint overens med den normale (ikke-formaliserede)
fortolkning af symbolet V.

De velkendte symboler (fra propositionslogikken) A, =, = og V indfgres nu.
Symbolet Ay, kan opfattes som en funktion, der afbilder to propositionsvariable
To, Yo i en sandhedsvaerdi. Kort fortalt betyder symbolet Ay, at der for en
vilkarlig sandhedsfunktion g,0, geelder; at goooT T OF oooToYo €T €ns.

Udtrykket =»,,, er en funktion fra to propositionsvariable z,, y, ind i en sand-
hedsveerdi. Funktionen antager veerdien T hvis udtrykkene z, og z, A y, er ens,
hvilket mere intuitivt svarer til, at y, er givet, hvis z, er. Hvis z, = F gelder
0gsé [z, A yo] = F, det vil sige [=o00 Zo]yo = T. Definitionen giver altsi den
gnskede opforsel.

Negationstegnet —,, er en funktion, der sammenligner en propositionsvariabel
med det falske udsagn. Hvis variablen antager vaerdien falsk er sammenligningen
sand, altsd A = F betyder —A =T og omvendt hvis A =T gelder ~A = F.

Symbolet Voo, defineres pa szdvanlig vis ved at kombinere A og —. Tilsvarende
defineres eksistenskvantoren 3 og symbolet for ulighed # ved hjelp af de allerede
introducerede symboler.

Den forklaring, der er givet for hvert symbol, ma kun opfattes som en belej-
lig made at teenke p4 ved behandling af symbolerne. Forkortelsernes formal
er at give en intuition om symbolerne og deres indbyrdes forhold, men man
skal hele tiden holde sig for gje, at symbolerne indtil videre kun er sym-
boler. Matematikere, der ser udtrykket Vx,A er nok tilbgjelige til at for-
tolke udtrykket pa sadvanlig vis, men strengt taget skal det opfattes som
Q(ao)(ao)a[)\xa [Q(ooo)(ooo)oQ(ooo)Q(ooa)]][’\xaA]y altsa rent syntaktisk.

Det formelle sprog Lg, synes meget tungt og klodset at anvende for (almin-
delige) mennesker. Eksemplet ovenfor viser, at simple udtryk bliver utroligt
komplicerede, nar der ikke anvendes forkortelser, og de kan derfor veere svaere
at gennemskue ved fgrste gjekast. Imidlertid er styrken ved sproget, at det
kan hé&ndteres ‘mekanisk’ uden brug af intuition for symbolerne. Derudover kan
sprogets udtryk formuleres ved brug af meget f4 symboler.

8.3.2 Aksiomer og slutningsregler for 9,

Definitionen af det formelle sprog tillader formuleringen af systemets aksiomer.
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Aksiomerne for Qg er folgende:

1. gooTo A gooFo = V-’Ea[gooza]
2. To = Yo = haoTa = haola
3. foa = 98a = Vzp[fgaTs = ggazs]

4. [AxoBg]Aq = Bg , hvor By er en primitiv konstant eller variabel forskellig
fra xq.

5. [Axaxa]Aa = Aa
6. Axa[B,5Cy]Aq = [[AxoB4g]Aq][[AXaCq]AL]

7. Ma[Ay,BslAs = Ay, [[AxaBs]A], hvor y,, er forskellig fra x, og fra alle
variable i A,.

8. AxXo[MxXoBslAy = AxoBs

[i=]

. L(w);[Quoyz] =%

I ovenstaende indgar der i linierne 2-8 syntaktiske variable og disse linier inde-
holder derfor ikke aksiomer, men aksiomsskemaer. Hvis man udskifter de syn-
taktiske variable i et aksiomsskema med objektvariable opnar man en instans af
aksiomsskemaet (et aksiom). Som eksempel kan naevnes linie nummer 5. Hvis
man udskifter x, med et af de symboler, der anvendes for variable af typen a,
for eksempel z,, og udskifter A, med en konkret formel af typen «, for eksem-
pel Ya, Opnar man et aksiom [AZoZo|ya = Yo- Selvom der egentlig er tale om
aksiomsskemaer, vil vi kalde dem aksiomer. [Andrews, 2002, s. 213]

Aksiom 1 udtrykker, at der kun findes de to sandhedsvardier T og F' som propo-
sitionsvariable kan antage. Aksiomet kaldes til tider den ekskluderede midte. Ak-
siom 2 udtrykker en grundleggende egenskab ved lighed. Aksiom 3 udtrykker
en egenskab vedrgrende lighed mellem funktioner. Dette aksiom kaldes eksten-
sionalitetsaksiomet?. Aksiom 4-8 er aksiomer for A-kalkyle, der fastleegger egen-
skaber for notationen. Aksiom 9 involverer den logiske konstant ¢(,,),, som ellers
har faet lov til at dveele indtil nu. Udtrykket Q..oy, er maengden af individer z,,
der opfylder Q,,,¥.Z., det vil sige opfylder y, = x,. Mngden er altsi en single-
tonmangde bestdende af elementet y,. Symbolet ¢(,,), kan da opfattes som den
‘operator’, der udvalger et element fra en singletonmangde. [Andrews, 2002, s.
214]

Slutningsregler for Qp

Det logiske system Qg har kun én slutningsregel:
Regel R

"Fra C og A, = B, kan sluttes det resultat, der fremkommer ved at udskifte en

forekomst af A, i C med en forekomst af B,, forudsat at forekomsten af A, i
C ikke er en variabel umiddelbart efter et .

4 Aziom of Extensionality.
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Definition 8.6
En forekomst af en variabel z, er bunden i en formel Bg hvis den er i en
delformel af Bg med formen Az, C;s.

En bunden forekomst af en variabel er altsd en forekomst af variablen, der er
inden for virkefeltet® af et .

Definition 8.7
En forekomst af en variabel x, er fri, hvis den ikke er bunden.

En variabel x, siges at veere fri (bunden) i en formel Bg, hvis x, har en fri
(bunden) forekomst i Bg. Saledes kan en variabel bade vare bunden og fri i en
og samme formel.

Definition 8.8 1 e
Hvis x}, ., Xy, er forskellige variable betegner S:"l‘ " Bg resultatet af den
1 ..Az,

Q)

simultane udskiftning af Afn for alle frie forekomster af xﬁ,‘. iBgforl<i<m.

Udskiftning af variable stgrrelser kaldes ogsa substitutioner.

Definition 8.9
En variabel A, er fri for x, i B hvis ingen frie forekomster af x, i Bg er
delformler af By af formen M\y., Cj i hvilken y., er fri i A,.

Formalet med ovenstiende definition er senere at kunne sikre, at der ikke ved
substitutioner er frie variable der bliver bundne eller omvendt. [Andrews, 2002,
s. 81-82]

8.3.3 Logik i Q,

Det logiske system Qp er nu opstillet. Systemet bestar af det formelle sprog
Lgg, en rzekke aksiomer samt aksiomsskemaer, der potentielt indeholder uen-
deligt mange aksiomer samt slutningsreglen Regel R. I dette afsnit vil vi angive
nogle fa resultater, der kan udledes i Q. Disse resultater figurerer i en senere
diskussion af Qg. Forst vil vi vise et meget simpelt resultat, der ggr brug af Qp’s
aksiomer og slutningsregel.

Satning 8.1

FA, = A,

Bevis
(1) F [AxaXxq]Aq = Ag aksiom 5
(2)F Ay =A, Regel R

5Virkefelt er en oversattelse af ordet scope.
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I ovenstaende er A byttet ud med [Ax,x,]A i overenstemmelse med Regel R.
[Andrews, 2002, s. 215]

Alle beviser i Qg kan gennemfgres som vist ovenfor. Mere komplicerede be-
viser har imidlertid en tendens til at blive lange og besveerlige, ndr man kun
benytter Regel R, og man viser derfor, at det fra slutningsreglen er muligt
at udlede en rackke mere effektive slutningsregler kaldet afledte slutningsregler.
Tilgangen hvor man valger én simpel slutningsregel, der giver anledning til
en rekke afledte slutningsregler giver et overskueligt system. Her folger et par
eksempler pa afledte slutningsregler, som vi senere skal se ligner regler, der an-
vendes i Isabelle.

For en vilkarlig formel C er fglgende lovligt:

1. a-konversion. Udbytning af delformlen [AxgA,] med [AzgS;% A,], s&
leenge zg ikke forekommer frit i A og zs er fri for x5 i A.

2. B-reduktion. Udbytning af delformlen [Az,Bg]A, med S} Bg, sa leenge
A, er fri for z, i Bg.

3. B-ekspansion. Reglen er den inverse til S-reduktion.

De to sidste regler kaldes samlet for S-konversion. Alle reglerne hgrer under
begrebet A-konversion.® Modus ponens er et andet eksempel pa en regel, der
kan udledes fra Regel R. [Andrews, 2002, 219, 224]

Vi vil i naeste afsnit kort beskrive systemet QF°, der er en udvidelse af Qyg, og
som gor det muligt at formalisere dele af matematikken.

8.4 Systemet OF

Et af de mest fundamentale begreber indenfor matematikken er de naturlig tal,
N. Hvis man skal ggre sig noget hab om at opstille et system, der kan forma-
lisere matematikken, ma et af de forste krav til systemet vare, at de naturlige
tal kan beskrives heri. Hvis man gnsker at anvende Qp som udgangspunkt, er
man ngdt til at supplere de eksisterende aksiomer med et aksiom, der sikrer
eksistensen af en meengde med uendeligt mange elementer. Formuleret i Lg,
kunne et uendelighedsaksiom se saledes ud:

57‘ua\7’w1VszZz[3w17‘uozzwz A TyoZy Ty A [Tzwxzyt = [thoyzzz = T:zomtzz]]]

Systemet, der opstir nar ovenstiende uendelighedsaksiom fgjes til aksiomerne
i Qo kaldes QF°. I dette system kan de naturlige tal defineres, som akvivalens-
klasser af maengder af individer. Dette ggres ved hjzlp af fglgende forkortelser:

Definition 8.10
Typesymbolet o er en forkortelse for (20)o.

0y stér for Q(w)(w)o/\z‘,Fo
Sso star for A AP IT [ProTy A Ng[ALL[t, # T, A Prots]]]
Nso star for /\navpcro[ptrooo AVz, [paoxa = pao[Sacrza]]] = DgoNa

6Disse regler er omtalt i forbindelse med Churchs 1936-artikel (se kapitel 7).
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Symbolet 0, angiver samlingen af elementer med nul elementer, det vil sige
samlingen, som kun indeholder den tomme mangde Az, F,. Sy; reprasenterer
efterfolgerfunktionen og N, repraesenterer de naturlige tal. [Andrews, 2002, s.
258-260)

Systemet Qg° er et system, i hvilket store dele af matematikken kan formaliseres.
Som et meget simpelt eksempel kan navnes Peanos postulater (jaevnfer kapitel
5). Postulaterne er fglgende:

1. Der findes en entitet kaldet 0, som er et naturligt tal.

2. Ethvert naturligt tal n har en efterfglger Sn, som ogsa er et naturligt tal.
3. 0 er ikke efterfglgeren for noget naturligt tal.
4

. Hvis n og m er naturlige tal med samme efterfglger, s& er n og m det
samme tal.

5. Princippet om matematisk induktion.
I QF° ser Peanos postulater saledes ud:

F Ngols
+ qu[Na'oma = Nao aaza]
+ Vna[Soana ?é 00]

b Vn,Vme[Seene = Seemos = Ny = My

AR oI e

F Vpao[[paooa AVz, [pdoma = Poo [Saaza]]] = anpvoxtr]

I Q8° er ovenstdende ikke postulater, men teoremer, det vil sige beviselige
udtryk. Dette skyldes, at uendelighedsaksiomet er fgjet til systemet. Eksemplet
skulle gerne illustrere hvor langt man kan komme med et enkelt velvalgt aksiom.
[Andrews, 2002, s. 258-266] )

Systemet OQg° er interessant bade fordi det benyttes senere af bevisfgreren Is-
abelle, meén 0gsa tord1 man kan vise nogle resuitater omKring systemet, som 1
stort omfang kan generaliseres til at geaelde for alle formelle systemer, i hvilke
matematikken kan formaliseres.

I det folgende afsnit vil vi beskeeftige os med den semantiske side af systemerne
Qo og QF°. Ideen om at opstille et formelt system ville vaere nyttelgs, hvis denne
side af teorien blev overladt til tilfaeldigheder. Derfor skal denne side af sagen
behandles lige s& omhyggeligt som opstillingen af de logiske systemer.

8.5 Semantik for Q) og QF°

1 dette afsnit vil vi diskutere semantikken for de formelle teorier, det vil sige
teoriernes betydning. Det man haber pé, nir man har opstillet en formel teori
er, at man er i stand til at tildele symbolerne og dermed formlerne i teorien
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en betydning pa en sddan méde, at den formelle teori afspejler den uformelle
teori. Vi hdber altsd pa, at vi kan genkende den uformelle matematik i den
formaliserede matematik.

I opstillingen af det logiske system blev begrebet en formel gjort til et helt
centralt begreb i forbindelse med behandlingen af objektsprogets syntaks. Den
samme centrering omkring formler vil ske i behandlingen af objektsprogets se-
mantik. P4 den made kommer begrebet en formel til at skabe koblingen mellem
sprogets form og betydning. Undersggelsen af koblingen resulterer i defini-
tioner af en raekke overordnede egenskaber ved logiske systemer, der er helt
grundlaeggende for en mere generel undersggelse og vurdering af disse.

Givet et logisk system S med tilhgrende sprog Ls, er den overordnede strategi
for fastleeggelsen af semantikken for £s at lade hvert symbol for Ls tilsvare
en entitet kendt fra den uformelle teori, der gnskes formaliseret. Parringen af
symboler og entiteter sker ved hjelp af afbildninger, der er pracist definerede.
P4 den méde tildeles alle formler i Ls en betydning. Denne tildeling af betydning
involverer begrebet en fortolkning, som vil blive defineret nedenfor. Nar en teori

betragtes gennem en fortolkning repreesenterer teoriens teoremer altsi formelle

udsagn, der kan sammenlignes med udsagn i den uformelle teori.

Det er klart at alle formlernes og dermed teoremernes betydning er bestemt
igennem de nzvnte afbildninger i en fortolkning, og man kan generelt ikke vaere
sikker pd, at fortolkninger udviser den gnskede opfarsel. Man velger derfor at
klassificere serlige fortolkninger som modeller. Begrebet en model defineres ne-
denfor.

For at undg3, at den efterfglgende behandling af fortolkninger og modeller bliver
for generel, vil vi lade den tage udgangspunkt i de opstillede systemer Qg og

Q.

8.5.1 Fortolkninger og modeller

Den diskussion- af fortolkninger og modeller, som fglger her, er inspireret af
diskussionen i [Andrews, 2002]. Den fremstilling af modelbegrebet, vi har valgt
at bringe, afviger derfor fra andre fremstillinger, eksempelvis fremstillingen i
[Mendelson, 1997]. :

Diskussionen kraver en raekke indledende definitioner. I den indledende diskus-
sion er det ikke s& afggrende om det system, der betragtes er Qg eller Qg°, og
vi vil derfor tage udgangspunkt i Q.

Definition 8.11
For hvert typesymbol a i Lg, defineres et domane for o som en ikke-tom
mengde D, af elementer.

For typesymbolet o er det tilhgrende domaene, D,, defineret ved D, = {T, F}.
Elementerne i D, kaldes sandhedsveerdier. Elementerne i D, kaldes individer. Alle
andre typesymboler a er som tidligere nzevnt sammensatninger af symbolerne
0 0g 1, ndr vi betragter Q.

De individer og sandhedsvardier, der navnes ovenfor, skal skelnes fra de indi-
vider og sandhedsverdier, som blev omtalt, da vi definerede typesymbolerne o
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og 2. Grunden til sammenfaldet imellem navnene vil blive gjort klart nedenfor,
nar vi definerer tildelinger.

Symbolet D,s betegner en samling af funktioner, der afbilder D, ind i Dg.

Definition 8.12
En ramme er en samling {D, }, af domaener D,, et domene for hvert typesym-
bol i Lgq.

Ideen er nu, at der skal etableres en sammenhang mellem symbolerne i den
formelle teori og elementerne i rammens domener. P4 den made fastlegger
rammen de mulige betydninger som teorien kan tildeles. [Andrews, 2002, s. 238]

Definition 8.13

En fortolkning, M = ({Da}a,J) for Qo er et ordnet par, hvor {D,}, er en
ramme og J er en funktion, der afbilder hver konstant af typen o« i et element
iDa.

Hvis a er en konstant kaldes dets billede Ja for betydningen af a. Fra oven-
staende definition er det klart, at betydningen af konstanterne i Qg afhanger af
den fortolkning, der betragtes.

Definition 8.14
En tildeling ind i en ramme {Dy}, er en funktion ¢ fra mangden af variable
for Qp ind i rammens domener, sddan at der for hvert x, geelder, at px, € D,.

En tildeling ind i en ramme tager alts hver variabel i det formelle system, og
tildeler denne variabel en vaerdi fra det tilhgrende domaene i rammen. Variable
af typen ¢ tildeles altsa veerdier fra D,, det vil sige ¢x, € D,. Enhver variabel af
typen 1 tildeles altsa et individ som vaerdi. Dette retferdigger den tvetydighed,
der er forbundet med ordet individ. Tilsvarende galder for sandhedsvardierne.

Givet en tildeling @, en variabel x, og et z € D,, defineres da en anden tildeling

(¢ : Xq/;) som den tildeling ¢ for hvilken ¥x, = 2 og ¥yz = @y, for yg # Xa.

Definition 8.15
En fortolkning, M = ({Dy}a, J), kaldes en generel model for Qg hvis der findes
en binar funktion VM, siledes at der for enhver tildeling o og formel A, gelder,
at V;,M A, € D, og at fplgende betingelser er opfyldt:

1. V£4xa = PXq-

2. VM Aqs = JAa, hvis A, er en primitiv konstant.

3. VVM[AO:BBO:] = (VéMAaﬂ)(vyBa)-

4. VM[Ax,Bg] = den funktion f € Dag, for hvilken vaerdien af fz for hvert
2€D, er V(Mw%/z)Bﬁ.
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qu,‘" A, kaldes verdien af A, i M med hensyn til ¢. Hvis A, er en konstant er
V‘f,"' A, =JA,, altsd uafhengig af . For en konstant galder derfor, at verdien
af konstanten og betydningen af konstanten er den samme. [Andrews, 2002, s.
238-239]

Betingelse 3 er lidt lgst formuleret et krav om, at der skal vaere overensstem-
melse mellem funktionsveerdierne i det formelle system og de tilhgrende funk-
tionsveerdier i rammen. Om en fortolkning er en generel model eller ¢j athaenger
af fortolkningens ramme. De tre fgrste betingelser er ikke s& svaere at opfylde,
da rammens domaner er ikke-tomme. Den sidste betingelse kraever imidlertid
eksistensen af en vis mangde af funktioner. De helt prascise forhold, der ggr sig
gazldende i denne problemstilling, vil vi ikke komme narmere ind pa her. Vi vil
i stedet definere et andet modelbegreb som stiller strengere krav.

Definition 8.16
En fortolkning M = ({Dy}a,J) kaldes en standardmodel for Qq, hvis der for
alle a, 8 gaelder, at Do er maengden af alle funktioner fra Dy ind i Dg.

I en standardmodel kraeves altsa at alle funktioner fra D, ind i Dy eksisterer i
rammen, og der gelder derfor at enhver standardmodel for Qg ogsé er en generel
model for Qp. [Andrews, 2002, s. 239]

I en standardmodel er det klart, at domeenet D, entydigt bestemmer rammen,
fordi D, = {T, F} allerede er fastlagt, og alle funktionsdomaenerne er fastlagt
ved kravet fra definitionen af en standardmodel. [Andrews, 1972, s. 390]

Hvis en fortolkning er en generel model, er VM entydigt bestemt, det vil sige,
at i en generel model kan systemets konstanter kun tildeles én betydning. Dette
geelder siledes ogsa for enhver standardmodel. [Andrews, 2002, s. 238]

Denne fremstilling af modelbegrebet afviger som tidligere nzevnt fra andre frem-
stillinger hvor en fortolkning M kaldes en model for en mangde af formler I’
hvis enhver formel i I" er sand for M. [Mendelson, 1997, s. 60]

Inden vi fortszetter behandlingen af modeller, er det hensigtsmeessigt at kigge
lidt neermere pa nogle af symbolerne i Q.

Identitetsrelationen for Qg

Lad {Dqs}o veere en ramme, og lad ¢ € D,. Singletonmangden {z} bestiende
af elementet z er den funktion g € D,,, som opfylder, at gx = T og gy = F for
alle elementer y, der er forskellige fra z.

Definition 8.17
Identitetsrelationen pd D, er en funktion h, som for hvert £ € D, opfylder, at
hx = {z}. Det vil altsa sige, at for z, y € D, gelder, at (hz)y =T hvisz = y.

I en fortolkning ({Dy}a,J) for Qo afbilder funktionen J konstanten Quao i
identitetsrelationen pa Dy, og J afbilder ¢(,0), i en funktion fra D,, ind i D,.
Sidstnzvnte funktion Ji(,,), afbilder singletonmangder i D,, i deres unikke
element i D,.
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Ovenstaende kan ogsa formuleres sledes. Betydningen af det konstante logiske
symbol Qaao i en fortolkning for Qp er identitetsrelationen pa D,. Dette ret-
feerdiggoer i en vis forstand den tidligere opfordring til at opfatte Qqq0 S0m en
identitetsrelation. [Andrews, 2002, s. 238]

8.5.2 Gyldighed

Formalet med den videre behandling af modeller er at undersgge dem med
sarligt henblik p& vores to systemer Qp og Q§°. Denne undersggelse skulle gerne
bidrage til vores billede af de formelle systemers muligheder og afgraensninger.
Forst er vi ngdt til at bringe et par definitioner.

Definition 8.18
Lad A vere en formel af type o, M en generel model og  en tildeling ind i M.

1. A er gyldig i M, hvis alle tildelinger ind i M tilfredsstiller A i M, det vil
sige, hvis der for hver tildeling ¢ ind i M gelder, at V)'A =T.

2. A er gyldig i generel forstand, hvis A er gyldig i enhver generel model for
Q-

3. A er gyldig i standard forstand, hvis A er gyldig i enhver standardmodel
for QO.

4. En model for en mangde af formler G af typen o er en model for Qg
(generel eller standard), i hvilken alle formler i G er gyldige.

Det er vaerd at bemarke, at gyldighed altid skal ses relativt til den betragtede
model. At en formel er gyldig i generel forstand betyder ifglge ovenstaende, at
der for en vilkarlig generel model M og en vilkarlig tildeling ¢ galder Vé"‘A =T.
En formel, der er gyldig i generel forstand, er gyldig i alle generelle modeller.
S4 er formlen ogsa gyldig i alle standardmodeller og dermed gyldig i standard
forstand. Altsad medfgrer generel gyldighed, gyldighed i standard forstand. [An-
drews, 2002, s. 239]

Gyldighed er s& vigtigt et begreb, at det har faet sin egen notation:

ME A starfor A er gyldigi M.
= A starfor A er gyldig i generel forstand.

Et grundleggende gnske, nér man har opstillet en formel teori, er som tidligere
beskrevet, at den formelle teori afspejler den uformelle teori. I forhold til oven-
stende definitioner kan vi definere dette som gnsket om, at alle teoremerne for
Qo skal vaere gyldige formler og omvendt. Vi gnsker os altsa, at en model for Q,
skal veere en model for Gg’s teoremer. Ved hjelp af den nye notation kan dette
formuleres siledes:

k¢ hvis og kun hvis = ¢.

[Andrews, 2002, s. 239]

Begrebet en formel blev brugt til at etablere en sammenhang mellem syntaks
og semantik for et formelt system og dets modeller. Sammenhangen, samt et
overblik over hvor de andre involverede begreber hgrer til gives pa figur 8.1.
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I nasste afsnit vil vi undersgge, i hvor hgj grad ovenstiende gnske gar i opfyldelse
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aksiomer

teoremer =
formel
teori

tildeling

Figur 8.1 Billedliggarelse af matematikkens formalisering.

for vores formelle systemer.

8.6

Nar man har opstillet en formel teori, kan det vzere interessant at stille fplgende

Metateoremer for Q og QF

spergsmal:

1.

Er alle teoremerne i det formelle system gyldige formler i en model?

Er det muligt at udlede P i systemet og samtidigt udlede —P, alts - P
ogk-P7

Findes der gyldige formler i modeller for teorien, der ikke kan udledes som
teoremer i det formelle system?

Lt ki

Ve
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4. Er det muligt at afggre om en formel er et teorem eller ej?

Studiet af ovenstdende spgrgsmal er fundamentale for studiet af logiske sy-
stemers opfgrsel. Spgrgsmalene er knyttede til begreberne konsistens, fuld-
steendighed, sundhed og afggrlighed. Nogle af disse spgrgsmaél er vi allerede stgdt
pé adskillige gange i rapporten.

Vi gnsker os naturligvis ikke et system, hvor det er muligt bade at udlede P og
—P. ] et sidant system vil det vaere muligt at udlede alle formler som teoremer.
Et system hvor det, at P er et teorem, medfgrer, at —P ikke er et teorem, kaldes
et konsistent system.

Til tider vil det vaere muligt at afgere, om en formel er gyldig eller €j uden at
gdre brug af et systems logik. I den situation er det interessant at undersgge, om
den gyldige formel s& er et teorem, det vil sige, om den er indeholdt i teorien.
Et system for hvilket en vilkdrlig gyldig formel er et teorem kaldes fuldstendigt.

Omvendt kan man interesse sig for om alle teoremerne i systemet er gyldige i
modeller for systemet. Et system, hvor alle teoremerne er gyldige, kaldes for et
sundt system.

Det er naturligvis interessant at vide hvilke formler, der er teoremer i systemet.
Et system, i hvilket man kan afggre om en vilkirlig formel er et teorem eller ej,
kaldes et afggriigt system.

Begreberne konsistens og afgorlighed er udelukkende knyttet til den syntaktiske
del af en formel teori. Fuldstendighed og sundhed, derimod, fortzller noget om
forholdet imellem det formelle system og dets modeller, det vil sige imellem
syntaks og semantik. Dette er illustreret pa figur 8.2.

gyldig sundhed
formel
fuldstandighed teorem konsistens
afggrlighed formel

Figur 8.2 Et forsgg ph at vise sammenhzzngen mellem metabegreberne.

Vores gnske fra slutningen af sidste afsnit, F ¢ hvis og kun hvis | ¢, er alts3
ensbetydende med, at vi gnsker os et system, der er fuldstzndigt og sundt.
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8.6.1 Resultater for Q,

Begreberne konsistens, sundhed, fuldstendighed og afgprlighed forteeller meget
om logiske systemers muligheder og afgransninger, og de er derfor selvstzendige
studier vaerdige. Sadanne generelle studier er dog udenfor denne rapports fokus,
og vi vil derfor ngjes med at gengive og diskutere nogle resultater, der vises i
[Andrews, 2002].

For det forste vises, at Qp er konsistent. Inkonsistente systemer er ikke interes-
sante for vores problemstilling, og dette resultat ma derfor opfattes som szerdeles
vigtigt. Det vises ogsd, at Qp er sundt, det vil sige, at alle teoremer er gyldige
i generel forstand og dermed ogsa i standard forstand. [Andrews, 2002, s. 240,
243)

Fuldstendighedsspgrgsmalet kraever lidt mere end bare en opremsning. Det vises
nemlig, at enhver formel af type o er et teorem, hvis og kun hvis det er gyldigt
i generel forstand, altsd

@ hvis og kun hvis | ¢.
I forhold til generelle modeller er Qg altsd fuldstendigt. Sddan forholder det sig
dog ikke i forhold til standardmodeller.

Sundhedsresultatet giver, at alle teoremerne er gyldige i standard forstand. Imid-
lertid kan vi ikke slutte den anden vej. Andrews forklarer, at der i forhold til stan-
dardmodeller altid findes gyldige formler, som ikke er teoremer - eksempelvis
udvalgsaksiomet. I forhold til standardmodeller er Qqy altsi ikke fuldstendigt.
[Andrews, 2002, s. 254-255]

Det vises tilsidst, at Qp er uafggrligt. Dette resultat er ikke overraskende set i
lyset af Churchs sztning (se kapitel 7). [Andrews, 2002, s. 301]

8.6.2 Resultater for Of

Systemet QF° méa opfattes som et godt sted at starte, hvis man gnsker at ud-
tale sig om systemer, i hvilke storre dele af matematikken kan formaliseres.
De resultater angaende QF°, der bringes i dette afsnit, geelder (med passende
modifikationer) for ethvert logisk system hvori matematikken kan formaliseres.
[Andrews, 2002] '

Resultaterne, Andrews viser for Qg°, er fglgende:

1. Konsistensen af QF° kan ikke vises af metoder, der kan formaliseres i Qg°.

2. QF° er ufuldstendigt, og der findes ingen udvidelser af QF°, der kan de-
fineres pracist’, som er fuldstzendige.

3. QF° er uafgorligt.

[Andrews, 2002, s. 301-302]

Systemet Qf° vil vi vende tilbage til i anden de! af rapporten.

7"Hermed menes, at der ingen rekursivt aksiomatiserbare udvidelser findes. Dette vil vi ikke
komme narmere ind pa.
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Vi bringer her en opsamling pa rapportens del I og i forbindelse med denne en
kort diskussion af typeteoriens fremkomst og udvikling.

Frege revolutionerede som naevnt Aristoteles’ godt totusinde &r gamle logik.
Han var en af de forste som indfgrte den sandhedsbaserede propositionsiogik,
i hvilken preedikat og subjekt opfattes som funktion og argument, og han op-
stillede uathengigt af andre kvantificeringsteorien. Derudover er Frege en af
de fgrste, der opstiller et formelt system. Hans Begriffsschrift fra 1879 var et
formelsprog, hvori det er muligt at udlede resultater pa ren ‘mekanisk’ vis ud fra
en rackke aksiomer ved hjelp af nogle f4 slutningsregler. Som papeget af Russell
var Freges system dog inkonsistent. Ikke desto mindre regnes Frege i dag for at
veere en af den moderne logiks grundlaeggere.

Russell viste, at Freges system var inkonsistent ved at pavise eksistensen af sit
paradoks i systemet. For at undgd dette og lignende matematiske paradokser
introducerede Russell i 1908 typeteorien. Denne udgave af typeteorien, kaldet
ramificeret typeteori, blev benyttet som en del af grundlaget for Whiteheads og
Russells store veerk Principia mathematica, i hvilket forfatterne sggte at udiede
en stor del af matematikken. Den ramificerede typeteori er kendetegnet ved prin-
cippet om, at onde cirkler (vicious circles) skal undgas. Russells typeteori gor
det muligt bade at undga de tidligere beskrevne matematisk-logiske paradokser
samt semantiske paradokser. Teorien blev dog aldrig rigtigt accepteret pa grund
af de vanskeligheder, der var forbundet med den.

11931 viste Godel sine to ufuldsteendighedssaetninger. Med disse blev det klart,
at man ikke kan opstille et system, i hvilket hele matematikken kan formaliseres,
og at man inden for et system ikke er i stand til at bevise systemets konsistens.
Godel tog i sin fremstilling af sine resultater netop udgangspunkt i et system i stil
med systemet fra Principia mathematica. Med de to resultater besvarede Godel
de to forste af Hilberts tre spgrgsmal fra 1928, nemlig spgrgsméalene om hvorvidt
matematikken var (1) fuldstaendig og (2) konsistent. Svarene pé& begge spgrgsmal
var negative, hvilket gdelagde Hilberts program som oprindeligt fremsat. Godels
resultater var nogle af de mest overraskende og bemaerkelsesvaerdige i moderne
matematik.

Hilberts tredje spgrgsmal, hvorvidt matematikken er afgerlig — det sikaldte
Entscheidungsproblem — var dog stadig ubesvaret. Men det tog ikke mere end
fem &r (1936) ferend dette spegrgsmal ogsa fik et negativt svar. Church og Turing
viste omtrent samtidigt og uafhzengigt af hinanden, at dette var tilfzeldet. Deres
metoder var dog vidt forskellige. Church anvendte sin A-kalkyle, og Turing sin
beregningsmaskine (Turingmaskinen) til at give en definition af beregnelighed.
Church viste tilmed at hans A-definerbare funktioner var lig de rekursive funk-
tioner. Turing viste i et appendiks til sin artikel, som blev udgivet i 1937, at
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Turingmaskinen var &kvivalent med A-kalkylen (og dermed ogs3 med de rekur-
sive funktioner). -

I 1940 introducerede Church et system der var baseret p A-kalkyle og simpel
typeteori. Dette system minder meget om systemet Qg° der er praesenteret i
kapitel 8. En af forskellene p4 den simple og den ramificerede typeteori kan
illustreres ved fglgende eksempel:

Definitionen af falskhed i 9$° ser ud som folger:
Az T = Aoz,
hvilket uden forkortelser skrives
Qo00[AZ0.T5][AZ0.2,)
Med forkortelsen Il,,, kan dette skrives
Ho0oAZo-o

som kan forkortes yderligere til
Vz,.2,

Ovenstaende leeses: Alle propositioner er sande. Dette er et ulovligt udtryk i
Russells system, da det udtaler sig om ‘alle propositioner’.

Lad os slutte denne del af rapporten det samme sted, som vi begyndte den,
nemlig ved Liebniz og hans drgm. Frege opfattede sit Begriffsschrift som in-
deholdende det universalsprog, Leibniz havde eftersggt. Leibniz selv ville nok
have veeret skuffet, idet han ikke kun forestillede sig, at universalsproget skulle
kunne anvendes til logisk deduktion, men at det ogsad samtidig ville indeholde
alle naturvidenskabelige sandheder sivel som filosofiske.

Udforskningerne fgrte til Godels hgjst usaedvanlige og overraskende resultater,
som implicerede et negativt svar pa afggrlighedsspgrgsmalet, der kan betragtes
som en del af Leibniz’ drgm. Dette var darlige nyheder for drgmmen. Hvis svaret
pa afgprlighedsproblemet havde varet et ja, havde det vaere muligt at realisere
Leibniz’ drgm, i hvert fald indenfor matematikken. Svaret var imidlertid et nej.

Lad os som en sidebemeerkning nzvne noget, som nok ville have gleedet Leib-
niz. Leibniz byggede omkring 1673 en mekanisk regnemaskine, som overgik den
Blaise Pascal tidligere havde bygget i 1623, idet Leibniz’ maskine kunne udfgre
alle fire basale regneoperationer mens Pascals kun kunne udfgre addition og
subtraktion. Leibniz havde dog langt stgrre planer for hvad maskinerne skulle
kunne, idet han sammenlignede logisk rzsonnering med en mekanisme, som
burde kunne udfgres af en maskine. I processen med at besvare afggrligheds-
problemet, viste Turing, som tidligere naevnt, at det i princippet var muligt at
bygge en enkelt ‘universalmaskine’ kan udfgre en hvilken som helst ladesigggrlig
udregning. S4 selv om Leibniz métte give afkald p& én drgm, fik han pa sin vis
en anden opfyldt. [Davis, 2000, s. 8, 58]

I det naeste skal vi se p& typeteoriens anvendelse i den moderne bevisfgrer Isabelle
og beviset for korrektheden af den datalogiske sorteringsalgoritme Quicksort i
denne.
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10 Om bevisfgrere

I dette kapitel vil vi beskrive hvad en bevisfgrer er, og hvad den bestér af. Vi vil
ogsa opremse femten matematiske ‘state of the art’-bevisfgrere og give en kort
beskrivelse af disse. Vi vil undervejs drage paralleller til bevisfgreren Isabelle,
da det er den, vi senere skal beskzftige os med.

10.1 De tre hovedtyper af bevisfgrere

En bevisfarer er et stykke programmel. Ved hjelp af en inkorporeret logik er den
i stand til at udlede resultater, verificere computerprogrammer eller bevise, for
eksempel, matematiske setninger pa mere eller mindre ‘automatisk’ vis. For en
mere uddybende diskussion af dette se neeste kapitel (kapitel 11). Helt overord-
net kan bevisfgrere inddeles i tre kategorier: Beviskontrollgrer, bevisgeneratorer
og bevisassistenter (en konkret maskine kan dog godt tilhgre flere kategorier).
Vi praesenterer samtlige kategorier nedenfor.

10.1.1 Beviskontrollgrer

Beviskontrollgrerne modtager et formelt bevis som inddata. Hvert skridt i be-
viset kontrolleres ved direkte anvendelse af den inkorporerede logiks regler.
Maskinen assisteres ikke under sin verifikation af beviset. Brugeren forventes
at give eventuel ‘assistance’ som inddata. [Bramley-Moore, 2003, s. 3-4]

10.1.2 Bevisgeneratorer

Bevisgeneratorerne benytter heuristikker til at guide spgningen efter et bevis for
formler, der gives som inddata. Bevisfgreren Otter er et eksempel pa en sidan
generator. Den lzeser inddataen og bestemmer sig derefter for slutningsregler
og strategier. I tilfzelde af opstillingen af et bevis fejler, hvilket heender, har
brugeren ogsd mulighed for at fastsztte begyndelsesbetingelser og strategier for
beviset. [Bramley-Moore, 2003, s. 4]

Bevisfarere gor ofte brug af tilhgrende matematiske biblioteker. Et saddant bib-
liotek bestar af de teoremer, som bevisfereren tidligere har bevist. Dette mulig- -
gor bevisfgrelse for mere komplekse teoremer. Dette vil vi vende tilbage til senere
i kapitlet.
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10.1.3 Bevisassistenter

Bevisassistenterne guides af mennesker igennem deres generering af beviser. Be-
visassistentens opgave er at foretage de mest trivielle og traettende skridt i et
formelt bevis. Brugernes opgave bliver da at foresld strategier til bevisassisten-
ten. Delvis automatisering benyttes ofte i den bevisskabende proces for at skjule
de mest simple udregninger fra beviserne. [Bramley-Moore, 2003, s. 5]

Bevisassistenterne opstod fra et gnske om at foretage lange og komplekse
formelle beviser uden at skulle producere disse manuelt. Robin Milner gjorde
brug af et meta-sprog (her et formelt symbolsprog som benyttes til at beskrive og
reesonnere i et andet sprog) i bevisfgreren Edinburgh LCF, hvilket muliggjorde
det for programmgrer at repraesentere bevistaktikker for forskellige logikker.
Ideen om et metasprog (meta language — ML) spredte sig til andre bevisassis-
tenter, som for eksempel Isabelle, NuRPL og HOL. [Bramley-Moore, 2003, s.
5]

10.1.4 Bevisfgrernes systemer

Bevisfgrernes systemer kan variere fra bevisfgrer til bevisforer. Der er hoved-
sageligt tale om nogle fa forskellige typer af systemer, som fgrerne arbejder med.
Vi vil kort beskrive to af disse nedenfor — systemer i Hilbert-stil og systemer,
der anvender naturlig deduktion — da disse er relevante i Isabelle-sammenhaeng,.
De resterende vil vi blot navne ved navn.

Et system i Hilbert-stil (nogen gange ogsa kaldet Frege-stil) er et system, der
anvender den aksiomatiske metode. Her udpeges en raekke ‘fornuftige’ udsagn til
at veere aksiomer, hvorefter konsekvenser (teoremer) af disse udledes ved hjalp
af slutningsreglerne i systemet. Ideen i Hilbert-stil er at grundlaget for et bevis
skal vaere si simpelt som muligt. Derfor skal alle teoremer kunne fores tilbage
til aksiomerne. Systemet QF°, der tidligere er blevet opstillet i kapitel 8, er et
eksempel pa et system i Hilbert-stil. [Andrews, 2002, s. 21-22]

Den form for logisk deduktion, der blev anvendt af Frege, Russell og Hilbert,
ligger langt fra den type deduktion, som normalt anvendes i matematiske be-
viser. Dette skyldes, at Hilbert-stilen i praksis ikke er sarligt tilfredsstillende,
nar der skal opstilles beviser. Beviser i Hilbert-stil-systemer bliver nemlig ofte
lange og uoverskuelige.

For at lette bevisarbejdet i formelle systemer udviklede Gerhard Gentzen i
1935 naturlig deduktion. I et system, der anvender naturlig deduktion er det
aksiomatiske bevisgrundlag fra Hilbert-stilen udskiftet med en raekke antagelser
(ogsé kaldet hypoteser). Ligesom i Hilbert-stilen benyttes desuden en rakke
slutningsregler. Generelt for systemer i naturlig deduktion gzlder, at de inde-
holder bade introduktions- og eliminationsregler’. Denne tilgang ggr det muligt
at arbejde i et formelt system, og samtidigt give naturlige beviser, det vil sige
at anvende argumenter, som ligner de argumenter, der anvendes i matematisk
praksis. [Andrews, 2002, s. 151-152]

De resterende tilgange/strategier er sekventkalkyle, resolution og tableau-beviser.

1For en uddybelse af dette kan [Nerode and Shore, 1997} konsulteres.
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10.2 De femten bevisfarere

Freek Wiedijk har i sin artikel Comparing Mathematical Provers samt i et
tilhgrende arbejdspapir? beskrevet femten matematiske bevisfgrere® og eksem-
plificeret deres tilgang til problemstillinger ved at beskrive og undersgge deres
beviser for at v/2 er et irrationalt tal. Wiedijk omtaler selv sin undersggelse af
de femten bevisfgrere som en form for ‘forbrugerundersggelse’. I og med at det
er kraevende nok, at sztte sig ind i blot én bevisfgrer, m& Wiedijks undersggelse

.siges at veere noget speciel, da den jo kraever indg&ende kendskab til hele femten

bevisfgrere. [Wiedijk, 2003a, s. 189]

I artiklen bringes indledningsvis en tabel, som giver et indblik i de forskellige
bevisfgrere. Vi gengiver et uddrag af tabellen (se tabel 10.1), og forklarer den i
det fplgende.

de Bruijns kriterie

Kravet om en lille beviskerne er kendt som de Bruijns kriterie. Dette siger,
at korrektheden af matematikken i et system skal kunne garanteres af en lille
beviskerne, hvorigennem matematikken skal filtreres. Det at beviskernen er
lille bidrager til troveerdigheden af systemet, idet systemet ggres mere over-
skuelig. HOL Light, en variant af HOL-systemet, har en ekstremt lille kerne,
som udelukkende bestar af 285 liniers ML-kode. [Wiedijk, 2003a, s. 197-198]

Poincarés princip og automatisering

Et vigtigt aspekt i et matematisk system er automatiseringen af trivielle opgaver.
Specielt bgr en bruger ikke skulle guide systemet igennem udregninger i detaljer.
Et system, som kan bevise korrektheden af beregninger automatisk, siges at
opfylde Poincarés princip. |[Wiedijk, 2003a, s. 198-199]

Et andet vigtigt aspekt af en bevisfgrer er, om den har en sakaldt ‘4ben’ arkitek-
tur. Det vil sige, om en bruger er i stand til at skrive programmer som lgser
bevisproblemer automatisk. En del bevisfgrere tillader noget automatisering som
sadan. I tredje spjle af tabel 10.1 hentyder Wiedijk til, hvorvidt programmer-
barheden af en sddan automatisering er pd niveau med implementeringen af
systemet. [Wiedijk, 2003a, s. 198-199]

Fjerde sgjle i tabellen angiver om bevisfgreren har en kraftfuld indbygget
automatisering. Eksempler p4 en sddan automatisering er for eksempel
afg¢rlighedsproéedurer for algebraiske problemer, procedurer for bevissggning
og automatisering af induktion. [Wiedijk, 2003a, s. 198-199)

2The Fifteen Provers of the World.
3For en uddybende begrundelse for, hvorfor det netop er disse femten bevisforere der er
valgt se [Wiedijk, 2003a).
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Laesbare bevis-inddata-filer

Denne femte sgjle i tabel 10.1 angiver om bevis-inddata-filerne er leesbare. Med
‘leesbare’ menes ‘forstalige’, det vil sige, hvor nemt det er for en bruger at laese,
tyde og forstd bevis-inddata-filerne.

=
f g
5 Q
& . 3
g |8 2 2| s
2= a4 |3
w = |8 ¢ W g
g - - o 8
o -2 vl o
Q ey o T 5] g 7]
=l e 8 BT ] 4
2l8 5§ R|.& 8 o |8
T | .8 { o & @ & = o
215 & T |s|&8 = N g
%) 8 R= o1 g o3 oS 3 & g
R ‘§ 3= ﬁ b=} o a|® & o
Sl & 3 = 2 w8 &8 ¢
R EEIENIERIERE
ot o
bevisfgrer Sl B 2|B|2|2|8 8| B B
HOL +(+ + +|-|-|+|+ -+ + +
Mizar - - = |4+ -=-1+]~- 1+ + +
PVS -+ +. -+ -+ + +
Coq + 1+ + - |+ |+ -+ + o+
Otter/Tvy i+ - +l-1~-1=-l~-~ =-1]1- - =
Isabelle/Isar | + | + + + |+ |+ |+|+ +[|+ + +
Alfa/Agda +/- - -/-1-1+1+ -/- - -
ACL2 -1+ - +1+t-1-1=- -01- + -
PhoX +l+ - —-|-=-1=-1+!+ -]1- - -
IMPS -+ - + =]+ -+ + o+
Metamath + - - —J-|l4+1-1~- +1- + +
Theorema -+ - +|+}=-]=-f+ =-1- + +
Lego +!1+ - -|-1-1+/+ -1- - =
NuRPL -+ + -|-|l-1+/+ -1+ - =
Qimega + |+ + +|-1-1+l+ -|- + +

Tabel 10.1 Tabel over indholdet af Wiedijks femten udvalgte matematiske bevis-
forere. Inddelingen af sgjlerne svarer til gennemgangen af tabellen. [Wiedijk, 2003b, s.
2]
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Den logiske ramme

Systemerne varierer i underleggende logik og typesystem. Wiedijk bringer
fglgende tabel (se tabel 10.2) til anskueligggrelse af de forskellige logikker i de
femten systemer.

primitiv rekursiv aritmetik]

logisk ramme

bevisfgrer
HOL

Mizar -
PVS -
Coq -
Otter/Ivy -
Isabelle/Isar | - -
Alfa/Agda - =
ACL2 + -
PhoX - -
IMPS - -
Metamath - -
Theorema - -
Lego - -~
NuRPL -~ -
Qmega - -

1 | hpjereordens-typeteori

| | fgrsteordens-logik
i | konstruktiv logik
I | kvantum-logik

I+ 1 | fersteordens-maengdelaere

¢ + 1 -+ hgjereordens-logik

+

[
{ + 4+ ++ + 1 + 4+ 1 + + +|klassisk logik
!
[

o A o S B S
f
[
+
|
+ 4+ +4+ 1 + 4+ +4 1+ + + + +|fikseret logik
|

+
o
"+

+ 1
i+ +

'

Tabel 10.2 Tabel over de forskellige logikker i Wiedijks femten udvalgte bevisforere.
Bemaerk, at den sidste sgjle i ovenstaende tabel ogsa forekommer i tabel 10.1. [Wiedijk,
2003a, s. 196]

En logisk ramme understgtter ikke en enkelt given logik. I stedet kan brugeren
definere sine egne logikker — nogen er dog foruddefineret. Bemzerk at der i til-
faeldet af en logisk ramme i tabel 10.2, det vil sige for Isabelle og Metamath, kun
er indikeret de mest almindelige benyttede logikker i systemet i de foregdende
sgjler af tabellen.
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Bevisfdgrernes typeteori

Om en bevisfarer er typet eller ej, hentyder til hvorvidt den kan benytte sig af
typeteori. Wiedijk bringer fglgende tabel (se tabel 10.3) over typesystemerne i
de 15 bevisfgrere.

B,
5 &
.ED b z
5 g
4 8
£ s =
. £l 5 ¢
bevisfgrer 5|8 & 3
HOL -+ - -
Mizar -1- + -
PVS -1=- -
Cog -1- + -
Otter/Ivy +|- - -
Isabelle/Isar | - | + - -
Alfa/Agda -1- + -
ACL?2 + |- - -
PhoX -+ - -
IMPS -1+ - -
Metamath +1- - -
Theorema. +{- - -
Lego -/- + -
NuRPL -1 - - +
OQmega -1+ - -

Tabel 10.3 De typede systemer i Wiedijks udvalgte bevisfgrere. Bemzerk at forste
s@jle modsvarer typeteori-sgjlen i tabel 10.1. [Wiedijk, 2003a, s. 197]

Med afggrlighed menes, at man for et givet term kan bestemme, hvilken type

det har.

At en type er afheengig, kan betyde at en type kan athange af en term sével
som af en anden type. Vi vil ikke komme naermere ind p3 dette, da Isabelle kun
benytter afggrlige ikke-afhangige typer i metalogikken og objektlogikken HOL.
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Logiske fundamenter for bevisfgrere

Bevisfgrerne kan veere baseret pa forskellige logikker, for eksempel hgjereordens-
logik (HOL) eller ZFC-maengdelzre, og derved tage udgangspunkt i forskellige
aksiomer og slutningsregler. Dette vil blive uddybet i senere afsnit.

Matematisk bibliotek

I praksis er et stort matematisk bibliotek, ifslge Wiedijk, mere vigtigt end et
brugervenligt system. Mizar-systemet har langt det storste bibliotek. Det inde-
holder beviser for over 32.000 lemmaer og fylder mere end 50 megabytes eller
1,4 millioner linier. [Wiedijk, 2003a, s. 196]

Ikke alle systemer indeholder teoremer om reelle tal og kvadratrgdder i det
matematiske bibliotek. I tabel 10.1 er opremset de systemer, som ggr. Har man
siledes to teoremer indeholdt i biblioteket; et som siger at kvadratroden af et
primtal er irrationalt og; et andet som siger at 2 er et primtal, fglger direkte at
/2 er irrational.

Vi skal i naeste kapitel se neermere pa, hvilke resultater bevisfgrerne kan pro-
ducere.
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11 Bevisfgrernes domane

Som naevnt i forrige kapitel straekker bevisfgrernes domzne sig fra matematiske
beviser over verifikation af computerhardware til beviser for korrekthed af algo-
ritmer. Vi vil i dette kapitel ga lidt mere i dybden med disse omrader og samtidig
give en generel gennemgang af sorteringsalgoritmen Quicksort, hvis korrekthed
vi senere skal se pa. Vi vil undervejs i kapitlet tillade os at drage paralleller til
bevisfgreren Isabelle, hvor vi finder det relevant, da det jo er denne vi senere
skal se pa.

11.1 Matematiske beviser

Et af de mest oplagte omrader for bevisfgrerne er beviserne for matematiske
resultater og szetninger. Der kan vare tale om mindre matematiske resultater,
s& som at ‘vise at et bestemt tal er irrationalt, for eksempel v/2 ligesom i Wie-
dijks Fifteen Provers. Men der kan ogsa vaere tale om mere komplekse opgaver,
eksempelvis stgrre matematiske teorier.

Som vi s& i forrige kapitel (kapitel 10) kan bevisfgrere kontrollere allerede ek-
sisterende beviser savel som generere beviser med mere eller mindre vejledning
fra en bruger. Specielt i forbindelse med beviser for stgrre og mere komplekse
teorier, kan der veere behov for en vejledning fra brugerens side.

11.2 Beviser for algoritmers korrekthed

Et andet omrade for bevisfgrerne, er beviserne for korrektheden af algoritmer.
Et eksempel, som er relevant for vores projekt, er sorteringsalgoritmer.

For at bevise korrektheden af en sorteringsalgoritme kan man bevise fglgende:

o At algoritmen terminerer, det vil sige kerer faerdig i endelig tid.
e At der ikke forsvinder elementer undervejs i sorteringsproceduren.

e At algoritmen sorterer de pageldende elementer i overenstemmelse med
en beskreven orden.

Kan man vise disse tre ting, har man bevist, at algoritmen er korrekt.

I Isabelle vises for eksempel korrektheden af de tre sorteringsalgoritmer Merge-
sort, Insertion-sort og Quicksort. Vi skal senere i projektet se, hvorledes dette
gores for Quicksort.
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11.3 Yderligere omrader

Et andet narliggende omrade for bevisfgrerne er kgretider for algoritmer. En
bevisfgrer kan sledes vise, hvad keretiden er for en konkret algoritme, savel det
varste tilfzelde som det forventede. Ogsa her kan der veere tale om at bevisfgreren
kontroller beviset for en kgretid, eller at den selv genererer et bevis for kgretiden
for en konkret algoritme.

Bevisfgrere kan ogsd benyttes til at verificere computersoftware eller -hardware.
Eksempler pa dette kan vare verificering af en compiler eller verificering
af assembler-programmer i chips som anvendes i computerhardware. Nipkow
og Paulson har ved hjelp af Isabelle blandt andet verificeret dele af Java-
programiner.

Bevisfgrere kan ogsa anvendes indenfor kryptografi, idet de kan benyttes til at
verificere kryptografiprotokoller.

11.4 Gennemgang af Quicksort

Vi gnsker senere at se pa Isabelles bevis for korrektheden af sorteringsalgoritmen
Quicksort, s vi bringer i det folgende en kort gennemgang af pseudokode for
Quicksort, samt en gennenigang af algoritmens overordnede principper.

11.4.1 Del-og-hersk

Quicksort er baseret pd det generelle paradigme til algoritmedesign kaldet del-
og-hersk. Del-og-hersk kan beskrives i tre skridt:

1. Del: Hvis stgrrelsen af inddata S er under en bestemt graense (for ek-
sempel et eller to elementer), lgses problemet direkte ved at benytte en
ligefrem metode, og den opnaede lgsning returneres. I modsat tilfeelde,
opdel inddata S i to disjunkte delmzengder S; og Ss.

2. Lgs: Lgs rekursivt de delproblemer, der svarer til S; og Ss.

3. Hersk: Kombiner lgsningerne for S) og S; til en lgsning for det oprindelige
problem S.

[Goodrich and Tamassia, 2002, s. 219], [Helsgaun, 2003]

11.4.2 Sorteringsalgoritmen Quicksort

Quicksort-algoritmen er en sorteringsalgoritme, der er baseret p& del-og-hersk
paradigmet. Quicksort-algoritmen virkende pé en inddata-sekvens S indehold-
ende n elementer bestar af fglgende tre trin:

1. Del: Valg et tilfeeldigt element z (kaldet pivot-elementet) og opdel S i
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L: Elementer mindre end z.
E: Elementer lig med z.

G: Elementer stgrre end z.
2. Lgs: Sorter L og G.
3. Hersk: Sammenfgj L, E og G.

En illustration af disse tre trin kan ses i figur 11.1.

- | (a)

(b)

(c)

Figur 11.1 En billedligggrelse af del-, hersk- og lgs-trinnet i Quicksort-algoritmen.
(a) Et pivot-element z udvalges. (b) Elementerne opdeles i de tre sekvenser L, E og
G. (c) Efter sortering og sammenfgjning. [Helsgaun, 2003]

Ligesom mange andre sorteringsalgoritmer benytter Quicksort en komparator,
her kaldet C, som ggr det muligt at sammenligne elementer indbyrdes i forhold
til en eller anden given ordning!. Pseudo-koden for Quicksort kan se ud som i
algoritme 11.1.

L4

Inddata-sekvensen S opdeles pa fglgende vis:

o Et efter ét fjernes ethvert element y fra S.

¢ Afhazngigt af sammenligningen med pivot-elementet z overfgres y til L, E
eller G.

Pseudo-koden for denne opdeling findes 1 algoritme 11.2.

1For en mere uddybende beskrivelse se [Goodrich and Tamassia, 2002].
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Input sequence S with n elements, comparator C
Output sequence S sorted according to C

if S.size()>1 then
p <« pivot of S
(L,E,G) + partition(S,C,p)
quickSort(L,C) -
quickSort(G,C) '
S « join(L,E,QG)

Algoritme 11.1 Pseudo-kode for quickSort(S,C). size() returnerer antallet af
elementer i sekvensen S. pivot of § giver positionen for et pivotelement z, og kan
antage vardier fra 1 til n. join () sammenfgjer sekvenserne i den angivne rakkefpige
og returnerer en ny sekvens. [Helsgaun, 2003]

Input sequence S, comparator C, position p of pivot
Output subsequences L,E,G of the elements of § less
than, equal to, or greater than the pivot, resp.

L,E,G + empty sequences
z + S.remove(p)
while -S.isEmpty () do
y +— S.remove(S.first())
if compare(y,z)< 0 then
L.insertLast (y)
else if compare(y,z)=0 then
E.insertLast (y)
else{compare (y,z) > 0}
G.insertLast (y)
return L, E,G

Algoritme 11.2 Pseudo-kode for partition(S,C,p). Del af quickSort-algoritmen.
remove () fjerner elementet p& den angivne position og returnerer dette. 1sEmpty ()
undersgger om en sekvens er tom og returnerer true, hvis den er, og false, hvis den
ikke er. first () returnerer det fgrste element i en sekvens. compare () sammenligner
to elementer og returnerer -1, 0 eller 1, hvis det forst angivne element er mindre end,
lig med eller stgrre end det sidst angivne i forhold til komparatoren. insertLast ()
indsatter et element sidst i en sekvens. [Helsgaun, 2003]
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Udfgrelsen af Quicksort kan anskueligggres ved hjlp af et binzert tree (se figur
11.2). Hver knude repraesenterer et rekursivt kald af quickSort og indeholder (1)
en usorteret sekvens fgr sin opdeling og (2) en sorteret sekvens efter udfgrelsen.
Roden er det fgrste kald, og bladene er delsekvenser af lengde 0 eller 1.

[ 85 24 63 45 17 31 96 50 J

[24 4517_3_1][85 63_9_6_]

™ EDC

(a)

[ 17 24 31 45 50 63 85 96 J

/\
[17 24 31 45] [63 85 96)

Figur 11.2 En illustration af Quicksort ved et binzrt tra. Quicksort er udfprt pa
otte elementer. (a) Inddata-sekvenserne udfgrt ved hver knude af trzet. (b) Uddata-
sekvenserne genereret ved hver knude af traet. Pivot-elementet benyttet ved hvert
niveau af rekursionen er fremhavet ved understregning. [Goodrich and Tamassia, 2002

Lad os for god ordens skyld lige omtale kgretiden for Quicksort. I veerste tilfaelde
er kgretiden O(n?), den forventede kgretid for Quicksort er dog mere medggrlig,
idet denne er O(nlogn). [Helsgaun, 2003], [Goodrich and Tamassia, 2002, s.
237-238] .
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12 Om Isabelle

I dette kapitel vil vi forsgge at give et overblik over Isabelle. Programmet Isa-
belle er en generisk bevisassistent, der er udarbejdet af Lawrence C. Paulson fra
Cambridge University og Tobias Nipkow fra Technische Universitit Miinchen.
At Isabelle er generisk vil sige, at Isabelle kan benytte forskellige logikker som
grundlag for beviser. Isgbelle er nemlig konstrueret saledes, at brugeren kan
specificere hvilken logik, han/hun gnsker skal anvendes. For at lette arbejdet
med at opskrive og bevise teoremer kan Isabelle anvendes gennem en bruger-
grenseflade kaldet Proof General. [Paulson and Nipkow, 2003]

Figur 12.1 Proof General. Emblemerne pd generalens bryst angiver nogle af de
bevisfgrere som gor brug af graensefladen.

12.1 Logik i Isabelle

Isabelles logik bestar af en metalogik, der er implementeret direkte i programmet,
samt en rackke objektlogikker, der formaliseres i metalogikken. Objektlogikkernes
form3l er at levere et logisk grundlag (tidligere omtalt som en beviskerne) for
Isabelles beviser. Denne struktur tillader brug af forskellige objektlogikker, sa
laenge disse kan formaliseres i metalogikken. [Paulson, 1989, s. 3]
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12.1.1 Isabelles metalogik

Isabelles metalogik M er en intuitionistisk hgjereordenslogik, der er baseret
pd et fragment af den simple typeteori, som beskrevet i kapitel 8. Typerne
for M afheenger af den logik, der skal repraesenteres formelt, dog findes typen
prop (proposition) altid. De logiske konstanter for M er fglgende (o angiver en
vilkarlig type):

= : prop — (prop — prop).
/\a : (o0 — prop) — prop. -
=, : o-{c— prop).
For metalogikken spiller A rollen som en V-kvantor. Metalogikken ggr brug af
naturlig deduktion (jeevnfgr kapitel 10). Implikationsreglerne for M er fglgende:

[¢]
4

———  =-introduktion

p=>9
og
d=>9 ¢
Y

Notationen [¢] betyder, at ¢ er en antagelse. =-introduktion etablerer altsé en
formel pa baggrund af en antagelse ved at afgive! antagelsen. =-elimination er
blot modus ponens i metalogikken.

=-elimination.

Reglerne for universel kvantificering er fglgende:

/\i " /\-in’croduktion
og
&% /\—elimination.

Ovenstaende regler kaldes ogs3 generalisering og specialisering. Symbolet A an-
vendes i stedet for V, fordi man gnsker at skelne imellem symbolerne i meta-
logikken og symbolerne i objektlogikken. Generaliseringsreglen forudsaetter, at
z ikke er fri i antagelserne.

Reglerne for lighed er refleksivitet, symmetri og transitivitet:

a=b a=b b=e¢
5 —————————

a=a

a a=c

Ovenstéende regler benyttes til at udtrykke forskellige forhold i objektlogikken
gennem metalogikken. Implikationsreglerne bruges til at etablere teoremer i ob-
jektlogikken, kvantificeringsreglerne i metalogikken udtrykker aksiomsskemaer

1 P& engelsk: Discharge.
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i objektlogikken, og lighed udtrykker definitioner i objektlogikken. [Paulson,
1989, s. 3-6] ’

Udover ovenstiende regler ggr Isabelles metalogik brug af a-konversion, §-
konversion og ekstensionalitet:

I/\a:.a = My.aly/z] [Az.a)b = a[b/z] , M

f=g

Isabelles metalogik er placeret i ProtoPure og CPure (det sidste bibliotek er
specifikt for HOL).

12.1.2 Isabelles objektlogikker

Metalogikken giver som tidligere beskrevet mulighed for at anvende forskellige
objektlogikker. Disse objektlogikker omfatter to hgjereordens-logikker, adskil-
lige fgrsteordens-logikker, herunder ZF, samt en raekke andre logikker. I denne
projektrapport har vi valgt, at beskeeftige os med den ene af de to hgjereordens-
logikker — en logik kaldet HOL. Denne logik skal vi udforske i det falgende.

Betegnelsen HOL bliver brugt pd en tvetydig made. For det fgrste er HOL en
samling af teorier, der ligger i en pakke. Det er denne pakke, vi benytter. For det
andet bruges HOL ogsa til at benzvne grundsystemet i pakken — det system,
som alle de resterende systemer i pakken bygger pa. I afsnit 12.2 vil vi forklare
dette neermere samt praesentere de teorier, som benyttes i beviset for Quicksort.
Forst vil vi dog fortelle, hvorfor Isabelles logo ser ud, som det ggr.

12.1.3 Isabelles logo

Isabelles logo, som er vist pa forsiden af rapporten, udtrykker nogle af ideerne
bag Isabelle. Logoet udtrykker, at Isabelle er opbygget af sma velforstiede
‘byggeklodser’, som er arrangeret i grupper og lag. Tilsammen udggr byggek-
lodserne Isabelles metalogik. De bla byggeklodser (A, =, ) symboliserer en
typet A-kalkyle med f-konversion, de rgde (o, =) symboliserer type-systemet
med typevariable (o) samt funktionsrum —, og de gule byggeklodser (V, F)
symboliserer de egentlige logiske dele, det vil sige metaimplikation og universel
kvantificering pA metaniveau.

12.2 Baggrundsteorien for Quicksort

Isabelle indeholder et bibliotek af teorier, som angives i et tree, hvor hver knude
repzsenterer en teori. Enhver knude i traeet afheenger af de teorier som findes
pa stien fra den pagaldende knude og op til treeets rod. P& Isabelles hjemmeside -
findes en oversigt over teoriafhengigheden af alle teorierne i HOL, samt en raekke
eksempler, der ggr brug af teorierne.
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I beviset for korrektheden af algoritmen Quicksort traekkes pa forskellige teorier i
Isabelle. Vihar i figur 12.2 gengivet de vaesentligste af disse samt sammenhaengen
imellem dem. De teorier, der er vist pa figuren er valgt, fordi de indeholder
vigtige definitioner eller aksiomer, som vi gnsker at prasentere.

o oA o )

y y
[ PreList } — -{ List j [Hilbert_c.hoicﬂ
[ Quicksort H Sort H Main J

Figur 12.2 Et udsnit af Isabelles tre over teoriafhzngigheder. ProtoPure udger
roden af treeet, Quicksort et blad og alt det mellemliggende er knuder i trzeet. En fuld
optrukket linie imellem to knuder indikerer, at disse kommer i umiddelbar forlngelse
af hinanden i traeet. En punkteret linie indikerer, at der er klippet knuder (teorier) ud
af Isabelles oprindelige tree.

Som tidligere neevnt er HOL grundsystemet for teorien. I HOL fastlegges de
mest overordnede egenskaber ved teorien gennem en rakke aksiomer, som vi
kigger p4 i naste afsnit. Efter HOL folger Set, som indeholder aksiomer og de-
finitioner for typet mangdelere. Derefter folger Nat, som indeholder en teori
for de naturlige tal. Hilbert_ Choice indeholder blandt andet udvalgsaksiomet.
De resterende lag i teorien indeholder kun definitioner, ingen aksiomer. Prelist
og List indeholder definitioner, der er ngdvendige for behandlingen af lister.
Teorien Main er en stor teori, i hvilken alle forgreninger fra HOL ender. Sort
og Quicksort indeholder s& de definitioner, der tillader, at vil kan behandle
sortering af lister herunder sortering med Quicksort.

I neeste afsnit praesenteres aksiomerne for HOL, Set, Nat og Hilbert Choice.
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12.2 Baggrundsteorien for Quicksort

12.2.1 Aksiomer 1 HOL

Nedenstaende er aksiomerne for HOL:

axioms
eq_reflection: "(x=y) = (x=y)"

refl: "t = (t::a)"
subst: "[ s =t; P(s) ] = P(t::"a)"
ext: "(Ax::'a. (£ x ::'b) = g x) =

(Ax. £ x) = (Ax. g x}"

the_eq_trivial: "(THE x. x = a) = (a::"a)"
impI: "(P = Q) == P—Q"
mp : "l[ P—Q; P ]] == Q"

axioms
iff: "{(P—Q) — (Q—¥P) — (P=Q)"
True_or_False: " (P=True) V (P=False)"

Aksiomerne gennemgér vi overordnet her. Senere hen vil vi forsgge at relatere
aksiomerne til typeteorien i kapitel 8. Alle de aksiomer, som indeholder symbolet
= er slutningsregler for objektlogikken, der er formaliseret i metalogikken. I
aksiomerne subst og mp forekommer symbolet { | . Dette angiver en antagelse
i objektlogikken. De formaliserede slutningsregler er fglgende:

eq_ref lection eren formalisering af z i z
_ =t P(s)
subst er en formalisering af ——-?(r
| [P
ImpI er en formalisering af I3 3 Q
mp er en formalisering af —13—_%}1

Ekstensionalitetsaksiomet kaldet ext kraver en forklaring. Symbolet A bliver
som tidligere naevnt brugt til at formalisere aksiomsskemaer, pd den méde, at x
skal opfattes som en syntaktisk variabel. Aksiomet bliver da en formalisering af

f(z) = g(z)
f=9g

Detaljerne omkring dette aksiom vil vi udelade.
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Aksiomet refl udtrykker refleksivitet af lighed for vilkarlige typer. I aksiomet
the_.eq_trivial optrader symbolet THE, som er en udvaelgelsesoperator. Ak-
siomet forteeller, at nar operatoren udvalger et x ved brug af udtrykket x=a,
s& veelger den a.

De to sidste aksiomer er ikke svaere at forst, det forste udtrykker hvornar to
udsagn er zkvivalente og det andet er det velkendte aksiom om den ekskluderede
midte?, fra hvilket vi opnar klassisk logik.

12.2.2 Aksiomer i Set -

Her fglger aksiomerne for Set:

axioms
mem_Collect_eq [1ff]: "(a€{x. P(X)}) =P(a)"
Collect_mem_eq [simp]: "{x. xX€A} = A"

Det fgrste aksiom udtrykker at udsagnene a€ {x:P(x)} og P (a)er xkviva-
lente, det vil sige, at a tilhgrer maengden {x:P (x) } hvis og kun hvis, der geelder
P(a). :

Det andet aksiom siger, at maengden af de elementer, der tilhgrer 2, er lig A.

12.2.3 Aksiomer i Nat
Aksiomerne for Nat er:
axioms

inj_Suc_Rep: "inj Suc_Rep"
Suc_Rep_not_Zero_Rep: "Suc_Rep x # Zero_Rep"

Det forste aksiom fortzller, at funktionen Suc_Rep er injektiv. Suc_Rep
benyttes i Nat til at definere efterfolgerfunktionen Suc for de naturlige tal.
De tekniske detaljer i den forbindelse vil vi ikke komme ind pa her.

Zero_Rep benyttes til at definere det naturlige tal nul. Hvis man opfatter v
Zero_Rep og Suc_Rep som reprasentanter for det naturlige tal nul og efterfgl-
gerfunktionen, udtrykker aksiomet, at efterfglgeren til et naturligt tal er forskel-
ligt fra nul. -

De to aksiomer sikrer tilsammen uendeligheden af de naturlige tal.

12.2.4 Aksiomer i Hilbert Choice

Det sidste aksiom, der skal prasenteres, er fglgende:

2P4 engelsk: Ezcluded middie.
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axioms
somel: "P (x::'a) = P (¢ x. P x)"

Dette aksiom er udvalgsaksiomet formuleret ved hjelp af Hilberts e-operator.
Udvalgsaksiomet er ikke en del af Q3° og vi har derfor ikke tidligere beskeeftiget
os med Hilberts e-operator. Af samme grund vil vi ikke gé i detaljer med dette
aksiom.

I stedet vil vi g& videre til naste kapitel. I dette kapitel findes en prasentation
af Isabelles bevis for korrektheden af Quicksort samt en beskrivelse af, hvordan
Isabelle benyttes. :
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13 Praesentation af bevis

I dette kapitel preesenteres og kommenteres Isabelles bevis for korrektheden af
sorteringsalgoritmen Quicksort. Beviset er en lettere modificeret udgave af den
version, som er tilgengelig p4 Isabelles hjemmeside. Forst en gennemgang af,
hvordan Isabelle benyttes i praksis.

13.1 Brug af Isabelle

Ved bevisfgrelse i Isabelle kan man arbejde i den brugervenlige greenseflade Proof
General 1.

13.1.1 Bevisfgrelse ved hjzlp af Proof General

1 Proof General deles vinduet typisk op i to dele, hvor koden for beviset skrives i
det ene, og hvor man i det andet kan fglge med i Isabelles respons. Bevisfgreren
aktiveres ved et enkelt klik pa en knap, enten for at kere beviset i sin helhed,
eller for at kgre enkelte dele af beviset. Den kode som Isabelle lzser i hvert skridt
markeres ved highlighting, hvorefter det ikke lengere er muligt at a&ndre i koden.
Man fglger med i systemets respons i et separat vindue nedenfor. Systemet
oplyser i ‘goals’ hvilke variable, det har genkendt, hvilket teorem eller lemma,
der skal bevises, samt hvilke ‘subgoals’, der kraeves for at dette kan lgses. I ‘trace’
kan man se hvilke regler, systemet har anvendt i sidste skridt, og i ‘response’
finder man eventuelle fejlmeldinger. Herudover kan systemet finde de definerede
variable og metoder frem i ‘find’, hvorved man kan se hvilke oplysninger systemet
indeholder om disse. Et screenshot af Isabelle kan ses i figur 13.1.

1 Proof General anvendes som tidligere naevnt ogsé af andre bevisferere.
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Fle- “Edit. _‘giew Qj_!ds Iools gpmms Buffers Bnof-Ganeral lsahelle!lmr X—Symhol ) Hel;i

Ouick ort. thy [*isabelle/isar*l +isabelle/isar-qoals* | +igsabelle/isar-responset* |
Ty guicksort = Sort: 7y

consts&qsutt

—

|
theoten, mult:.set;_pemut.es [smp}“’}
mult:\ {gs le

et
by(w}p fadd:

Jplv mduct:
apply simp
apply simp
apply (unfold total_def transitive_def)
apply blast

done
end
¥
JIS08-~—-- XEmacs: Quicksort. thy {Isar script XS:isabelle/s Font!'Scrapting.)--
proof (prove): step 1 2
fixed variables: le, xs
goal (theorem (sort gsort), 2 subgoals):
1. Ale. [total le; transitive le] == sort le (qsort (le, []))
2. Ale x xa.
[[total 1e; transitive le] = sort le (gsort (le. filter (le x) x2));
[total le; tramsitive le]
=> sort le (gqsort (le, [y€xs . - le x y1));
total le; transitive le]
== sort le {gsort (le, x # xs))
| 34

11S08--~-- XEmacs . *isabelie/198L-g0BLlss {proofstate) -==-All---ccoeoeeec—-

Figur 13.1 Screenshot af brugergrzensefladen for Isabelle i Proof General. @verst er
koden for Quicksort, hvor systemet har verificeret den markerede del. Nederst er
systemets ‘goals’ for et af skridtene i beviset for det sidste teorem.

13.1.2 Teoriafhaengigheder i Isabelle

Efter at have kert sit bevis (sin teori) i Proof General, indgr teorien i det trae
af teoriathaengigheder, som allerede eksisterer i Isabelle. Dele af dette trze kan
ses i figur 12.2 i kapitel 12. Her fremgar det blandt andet hvilken teori (eller
teorier), det kgrte bevis afhanger af.

Tages for eksempel beviset for Quicksort, starter beviset med theory Qsort
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Un to index of Isabelle/HOL

View thearv dependencies

View Hocumeny

Theory dependencies of Sorting —
Theories Back to index of Serting W

* Sont Set browser size: [smzllj {medium] [large] P
* Quicksort

Figur 13.2 Et screenshot af vores teoriers bibliotek. Det lille vindue viser traet over
teoriafheengigheder.

= Sort. Her er det Sort som Quicksort afhanger af, og ved et klik p4 Sort
fores man over i selve teorien for Sort, hvor der gverst stir theory Sort =
Main (det er teorien Main, som Sort afhenger af). P4 denne made kan man
som bruger bygge sit eget trae op i Isabelle. Dette indeholder alle de beviser
eller teorier, man selv definerer, samt deres relationer til de allerede definerede
teorier i Isabelles bibliotek.

Biblioteket for vores eksempel, Quicksort, og den teori, den afhanger af, det
vil sige Sort, kan ses pa figur 13.2. Man kan vealge at udvide sit bibliotek, ved
for eksempel at tilfpje andre sorteringsalgoritmer som Mergesort eller Insertion-
sort, som ogsa kan afhenge af Sort.
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13.2 Bevis for Quicksort

Beviset for Quicksort praesenteres her i Isar-sproget®. Isar er et bevissprog som
anvendes af Isabelle og andre bevisfgrere, hvori beviser struktureres i et elegant
formelt sprog, og hvor beviserne kan laeses af sdvel maskiner som mennesker.
En af Isar-sprogets store fordele er, at det er generisk, hvorfor kun enkelte af
konstruktionerne i sproget galder specifikt for HOL, mens de fleste kan anven-
des for enhver logik defineret i Isabelle, eksempelvis ZF. Beviset for Quicksort
bygger pa en raekke definitioner og lemmaer, som findes i Sort. Koden, som her
praesenteres, er en lettere modificeret udgave af teorien Sort ing og beviset for
QOsort fra Isabelles eget bibliotek.

Nedenstaende forklaringer af koden er baseret pa [Nipkow et al., 2002].

13.2.1 Sort

Her praesenteres indholdet af Sort. Strategien, vi vil anvende, er at vise et par
linier ad gangen og derefter forklare dem. I praesentationen vil vi leegge ud med
at give meget grundige forklaringer. Senere vil linier, som bygger pa notation
eller ideer, der allerede er forklaret, blive gennemgéet mere overfladisk.

Forst defineres det teoretiske grundlag for Sort.

theory Sort = Main:

Kommandoen theory fortaller Isabelle, at der nu defineres hvilket system, der
skal tjene som grundlag for det efterfglgende. Linien udtrykker, at Sort bygger
pa den teori, der er opstillet i Main.

consts
sort :: "('a = 'a = bool) = ’'a list = bool"
multiset :: "’a list = 'a = nat”

const angiver, at der introduceres en konstant (som i dette tilfzlde er en
funktion, hvilket er muligt i hgjereordens-logik). De to sidste linier er si type-
erkleringerne for de to konstanter sort og multiset. Vi starter med forst at
beskrive nogle af symbolerne. : : betyder, at der gives en type. Hgjresiden af

: er sat i citationstegn, hvilket betyder, at udtrykket er i HOL-specifik syn-
taks. Symbolet ’ a angiver en typevariabel, alts3 en vilkarlig type. Udtrykket
("a = 'a = bool) angiver en type, som hgrer til en funktion, der sender
to veerdier af typen a’ ind i en bool. Udtrykket i parentesen er typen for en
komparator. Udtrykket *a list angiver typen for en liste med elementer af
typen ’a. Samlet er linien altsd en typeerklaering for en funktion, sort, som
sender en komparator og en liste ind i en sandhedsveaerdi. P4 tilsvarende vis er

2 Isar star for: Intelligible semi-automated reasoning.
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multiset en funktion, der sender en liste med elementer af typen a’ ind i en
funktion, der afbilder elementer af typen a’ i et naturligt tal (nat).

Allerede pa nuveerende tidspunkt kan der altsa ikke vaere tvivl om, at Isabelle an-
vender typeteori. Hvordan typeteorien indgar vil vi forst diskutere i rapportens
undersggelse (kapitel 14).

primrec .
"sort le [] = True" :
"sort le (x#xs) = ((Vy€set xs. le x' y) A sort .le xs)"

Funktionen sort fortaller om en liste er sorteret i overensstemmelse med en
given komparator. Kommandoen primrec angiver, at der gives en definition
af en primitiv rekursiv funktion, i hvilken terminering er garanteret. Som vi
s& ovenfor, kunne sort opfattes som en funktion med to argumenter; en kom-
parator og en liste. Linien efter primrec definerer altsd, at sort virkende pa
komparatoren le og listen [] (den tomme liste) giver True. Sidste linie kreaever
lidt mere forklaring. Udtrykket (x#xs) angiver dekomposition af en liste, sé-
dan at listen opdeles i et hoved bestdende af elementet x og en hale bestiende
af listen xs. Udtrykket Vy€set xs. skal leses: For alle y tilhgrende meng-
den set xs geelder ... Udtrykket 1le x y betyder at x og y star i relation til
hinanden, som defineret ved komparatoren (eksempelvis x<y). Samlet betyder
sidste linie, at sort virkende pd komparatoren le og listen (x#xs) returnerer
sandhedsvaerdien for udtrykket ‘alle elementer i listen xs star i relation til x
som defineret af komparatoren og (A) sort le xs’. Hvis vi velger < som
komparator er sort altsd funktionen, der returnerer True, hvis der for hvert
element i listen geelder, at elementet er mindre end eller lig med alle efterfglgende
elementer.

primrec

"multiset [] y = O"

"multiset (x#xs) y = (if x=y then Suc(multiset xs y)
else multiset xs y)"

multiset er en funktionen, der tzller antallet af forekomster af et givent ele-
ment i en liste. Funktionen multiset virkende p4 den tomme liste og en vari-
abel y af type ’ a returnerer 0 (nul). Sidste linie i definitionen af multiset
forteller overordnet set, at mult iset sammenligner elementet y med det forste
element i listen (x#xs) og ‘noterer’ om elementet er lig y. Derefter smides det
fgrste element, x, vaek og samme operation foretages pad den nye delliste, xs.
Kort fortalt tzller multiset, hvor mange gange elementet y forekommer i lis-
ten (x#xs) og returnerer tilsidst dette antal. Dette antal, for eksempel tallet
k, bliver returneret som

k .
SI(Suc(. .. (Suczmultiset [h.
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Dette er jo lig k (Suc angiver efterfglgerfunktionen).

constdefs
total :: "('a = 'a = bool) = bool"
"total r =V xy. rxyVryzx"

transitive :: "(‘a = ’'a = bool) => bool"
"transitive r =V Xy z. r x yAryz —rzxz"

Noggleordet constdefs er en kombination af consts og defs. defs angiver,
at der nu gives en definition. Hele udtrykket betyder, at der gives en definition
af en konstant. Ferst defineres konstanten total, som ifglge dens typedefinition
afbilder en komparator i en sandhedsvaerdi. total afbilder en komparator r i
sandhedsveerdien for udtrykket ‘for alle x, y geelder r x y eller r y x’. For
eksemplet med < kan dette formuleres

Vz,y: z<yellery<z.

total undersgger altsd om en komparator er defineret overalt (om den er total).

Tilsvarende defineres konstanten transitive, som undersgger om en kom-
parator er transitiv. Funktionen returnerer True for en komparator r, hvis r
er transitiv, altsi hvis r x yogr y z medfgrer r x z for alle x, y, z.

lemma multiset_append[simp]:
"multiset (xs@ys) x = multiset xs x + multiset ys x"
by (induct "xs") auto

Forste linie angiver med kommandoen lemma, at der nu introduceres et lemma,
som skal hedde multiset_append, og at lemmaet efterfglgende kan anvendes
som simplificeringsregel. Linie to udtrykker, at veerdien multiset virkende
pa en sammenfgjning (angivet ved @) af to lister, xs og ys er lig summen
af multiset xs og multiset ys. I sidste linie figurerer kommandoen by,
som forteeller Isabelle, at lemmaet skal bevises pa en szrlig made — nemlig ved
induktion over xs efterfulgt af noget automatik.

lemma multiset_compl_add[simp]:

"multiset [x€xs.—p x] y + multiset [x€xs. p x] y =
multiset xs y"
by (induct "xs") auto

Dette lemma kaldes multiset_compl_add og lemmaet kan igen anvendes som
simplificeringsregel. I lemmaet deles listen xs op i to dele: En del, som opfylder
—p x og en del, som opfylder p x. Lemmaet siger, at for et vilkirligt element y
er multiset virkende p3 listen xs lig summen af multiset virkende pa de
to dele.
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theorem set_via_multiset:
"set xs = {x. multiset xs x # O}"
by (induct "xs") auto

Teoremet udtrykker, at listen xs opfattet som maengde er lig den maengde, som
for alle xs opfylder, at multiset x er forskellig fra nul, det vil sige, at x
forekommer i listen et antal gange forskelligt fra nul. Teoremet er i modsatning
til de tidligere lemmaer ikke en simplificeringsregel. Om man bruger teorem eller
lemma betyder ikke s3 meget her. Forskellen er af en mere teknisk karakter, som
vi ikke har sat os narmere ind i.

lemma sort_append([simp]:
"sort le (xs@ys) = (sort le xs A sort le ys A

"(Vx € set xs. Vy € set ys. le x y))"
by (induct "xs") auto

end

Det sidste lemma i Sort udtrykker, at sammenfgjningen af en liste er sorteret,
hvis og kun hvis den fgrste del er sorteret, den anden del er sorteret, og der for
alle elementer i forste del og alle elementer i anden del gzlder, at elementet i
fgrste del star i relation til elementet i anden del som defineret af den givne kom-
parator. Kommandoen end angiver tilsidst, at vi nu er faerdige med udviklingen
af teorien Sort. Vi vil derfor kaste os over Quicksort.

13.2.2 Quicksort

Beviset for korrektheden af en sorteringalgoritme bestar som tidligere naevnt
af tre dele: (1) Bevis, at algoritmen terminerer, (2) Bevis, at den ikke smider
elementer vaek under sorteringen (3) Bevis, at algoritmen rent faktisk sorterer.

Her kommer beviset si.
theory Quicksort = Sort:

Quicksort bygger altsa pa teorien Sort, som selv er athangig af teorien Main
(se figur 12.2 over teoriafhangigheder og naermere beskrivelse i kapitel 12).
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consts gsort :: "('a = ’'a = bool) X ‘a list = ’'a list"
recdef gsort "measure (A(le,xs).length xs)"
"gsort (le, []) = (1"
"gsort {le,x#xs) = gsort(le, [y:xs.-le x y]) @
[x] @
gsort (le, [y:xs. le x y])"
(hints recdef_simp: less_Suc_eq le)

I forste linie fastlaegges typen for funktionen gsort. I typespecificeringen indgér
symbolet x, som angiver et kartesisk produkt. Det kartesiske produkt skyldes en
teknikalitet i recdef, som vi ikke vil komme narmere ind pa her. I beviset er det
tilstraekkeligt, at opfatte udtrykket (‘a = ‘a = bool) X ’‘a list, som
et ordnet par, hvor fgrstekomposanten er en komparator, og andenkomposanten
er en liste af elementer med typen  a. Funktionen gsort afbilder da et sidant
ordnet par i en ny liste med elementer af samme type.

recdef gsort definerer en rekursiv funktion kaldet gsort, der er total, det
vil sige, at den er defineret overalt. Definitionen efterfglges af en measure-
funktion A(le,xs).length xs, som tager det ordnede par (le, xs), hvor
le er en komparator, og xs er en liste, og sender andenkomposanten over i
leengden® af andenkomposanten; length.xs. A angiver her en A-abstraktion.
Isabelle anvender measure-funktionen til at vise at gsort terminerer, dette
uddybes om et gjeblik.

De to naeste linier er en rekursiv definition af gsort. Den fgrste linie siger at
gsort virkende pa den tomme liste, [], er lig den tomme liste.

Anden linie af den rekursive definition fortaller, at gsort virkende pi listen
(x#xs) er lig ssmmenfajningen af gsort virkende pa henholdsvis den liste af
elementer y for hvilke ~1e x vy, listen bestdende af [x] og listen bestiende af
elementerne y sdledes at le x y, hvor le er komparatoren, der er givet ved
forstekomposanten af det ordnede par. Hvis vi igen anvender eksemplet hvor 1e
er <, gor gsort fplgende: Listen (x#xs) opdeles ved hj=lp af pivot-elementet
x (listens fgrste element) i tre dele. En del hvor elementerne y i xs opfylder
x < vy, en del som kun bestar af pivot elementet, og en del, som bestar af de
elementer v i xs, som opfylder ~(x < y), det vil sige x > y. Disse tre lister
‘sorteres’ derefter.

Ovenstiende definition stemmer fint overens med den tidligere gennemgang af
Quicksort i kapitel 11. Bemzerk dog, at den her prasenterede formulering af
Quicksort er langt mere elegant og komprimeret end den i kapitel 11 praesen-
terede imperative formulering. Dette skyldes, at der i HOL anvendes funktions-
programmering.

Nar en funktion er defineret via recdef forsgger Isabelle automatisk at bevise
at den terminerer ved hjeelp af measure-funktionen. Der fgres altsd kontrol
med om algoritmen gsort terminerer. Dette ggres ved at undersgge om ‘malet’
af argumentet pa venstresiden af = er stgrre end ‘malet’ for hvert enkelt argu-
ment pa hgjresiden. Da listen bestar af endeligt mange elementer sikrer rekur-
siviteten at algoritmen (funktionen) terminerer. Isabelle kan automatisk bevise

3length.xs er defineret i teorien List. length.xs angiver antallet af elementer i listen
xs,
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terminering for mange funktioner, men det gar ikke si nemt for Quicksort. For
at hjzlpe Isabelle gives derfor et vink, hints, i form af simplificeringsreglen
less_Suc_eq_le. Denne siger at

(m < Suc n) = (m < n),

hvor Suc n angiver efterfglgeren til n. recdef_simp angiver at
less_Suc_eq le tilfgjes som en midlertidig simplificeringsregel.

Nu er Quicksort-algoritmen, kaldet gsort, defineret, og termineringen af algo-
ritmen er sikret. Nzste skridt i beviset for algoritmens korrekthed er at vise, at
der ikke mistes elementer undervejs i sorteringsproceduren.

theorem multiset_gsort[simp]:
"multiset (gsort(le,xs)) x = multiset xs X"
by (induct "le" "xs" rule: gsort.induct) auto

lemma set_gsort[simp]: "set (qsort(‘le,xs)) = set xs"
by (simp add: set_via_multiset)

Her opstilles et teorem kaldet multiset_gsort, som skal anvendes som sim-
plificeringsregel. gsort (le, xs) er en liste, si teoremet udtrykker, at der for
en vilkdrlig variabel x gelder, at antallet af forekomster af x i en sorteret liste,
gsort (le, xs), er lig antallet af forekomster i den tilsvarende usorterede liste
XSs.

Lemmaet under teoremet kraever en forklaring. set er en funktion fra teorien
List, der afbilder en liste i en maengde. Lemmaet under teoremet fortzller altsé,
at den mengde, der fremkommer, nir en sorteret liste afbildes i en maengde
ved funktionen set, er lig den tilhgrende usorterede listes billede under set.
Lemmaet kan bruges som en simplificeringsregel.

Saledes har vi nu faet sikret at algoritmen ikke mister elementer undervejs i
sorteringsproceduren. Det sidste skridt i beviset for Quicksorts korrekthed er at
bevise at algoritmen rent faktisk returnerer en sorteret liste. For at vise dette,
skal vi igen have Sort-biblioteket i sving.

theorem sort_gsort:

"[total le; transitive le] == sort le (gsort(le,xs))"
apply (induct "le" "xs" rule: gsort.induct)

apply simp

apply simp

apply (unfold total_def transitive_def)

apply blast

done

end

Det sidste teorem er hovedresultatet i beviset. Givet en liste xs og en kom-
parator le, si galder, at hvis komparatoren er total og transitiv (se sort) kan
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man etablere sort le gsort (le, xs). Dette sidste resultat vil sige at listen
gsort (le, xs) er sorteret (se sort). I det fgrste apply fortaller Isabelle, at
teoremet skal bevises ved induktion. Herefter tilfgres to ikke-specificerede sim-
plificeringer, der virker p3 forskellige delmal. Isabelle veelger selv de passende re-
gler, der skal anvendes. Metoden unfold henter to definitioner, som skal bruges
i beviset; nemlig dem om totalitet og transitivitet fra Sort. Til sidst anvendes
bevismetoden blast, som er et slagkraftigt veerktgj i ikke-trivielle beviser. Vi
vil ikke komme naermere ind pé, hvordan de to sidstneevnte metoder, unfold
og blast, virker.

De tre tidligere naevnte betingelser er nu bevist, og dermed er korrektheden af
sorteringsalgoritmen Quicksort ligeledes bevist.

I naeste kapitel vil vi forsgge at analysere de aspekter af beviserne, som relaterer
til de begreber, vi er stgdt pa i den historiske gennemgang af matematikkens
formalisering,.




14 TUndersggelse af aksiomer og
bevis

I dette kapitel vil vi underspge beviset for Quicksort, samt de aksiomer og de-
finitioner, som beviset bygger pa. Formalet med undersggelsen er at skabe en
forbindelse mellem rapportens to dele, og vise hvorledes Isabelle anvender de
begreber og teorier, vi har behandlet tidligere i forbindelse med den historiske
gennemgang af matematikkens formalisering. Vi vil forsgge at relatere beviset
samt aksiomerne og definitionerne til de begreber, vi har prasenteret i rap-
portens del I. I den forbindelse vil der indga generelle betragtninger omkring
formelle systemer, typeteori, A-kalkyle og s& videre samt betragtninger, som er
mere direkte rettet mod systemet Qg8°.

Allerede i gennemgangen af beviset for Quicksort blev det klart, at Isabelle
gor brug af typer, si denne del af undersggelsen er nemt overstiet. Under-
spgelsens omdrejningspunkt vil derfor vaere spgrgsmalet om, hvordan typete-
orien optrader i Isabelle.

Vi vil forsgge at dele underspgelsen i to dele, dels en undersggelse af de ak-
siomer og definitioner, der befinder sig i de teorier, der ligger til grund for
Quicksort-beviset, med szrligt fokus pA HOL, og dels en undersggelse af beviset
for Quicksort. Undersggelsen af definitionerne i HOL kan give 0s en forstaelse af
de helt grundlaeggende ting, som Isabelle anvender i beviserne. Derudover kan
vi f3 et lille glimt af metalogikken, som ellers er vanskelig at undersgge.

14.1 Definitioner og aksiomer

Som nzevnt ovenfor gnsker vi i undersggelsen at vise de ligheder, der er imellem
Isabelles objektlogik og det system, vi opstillede i kapitel 8. En sammenligning
af systemerne er imidlertid vanskelig at foretage fordi systemerne er opstillet p&
forskellig vis.

14.1.1 Hilbert-stil vs. naturlig deduktion

Systemet QS° er som tidligere navnt opstillet i Hilbert-stil. Ideen bag et sddant
system er, at alle teoremer i systemet skal udledes fra aksiomerne. 1 et system
i Hilbert-stil starter alle beviser altsa fra bunden, nemlig ved aksiomerne. Den
eneste slutningsregel for Q3° er Regel R (se kapitel 8). Denne slutningsregel er
valgt fordi den er simpel, og fordi mere avancerede slutningsregler kan udledes
fra den.
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Isabelles objektlogik (og metalogik) anvender naturlig deduktion. I sddanne sy-
stemer etableres teoremer ikke pa samme méde pé baggrund af aksiomer, i stedet
bevises teoremer pa baggrund af antagelser. P4 den made undgir man at skulle
starte samme sted hver gang, man skal opstille et bevis. Slutningsreglerne for
et system, der anvender naturlig deduktion er valgt for at muligggre naturlig og
effektiv rzesonnering, og der anvendes derfor typisk flere regler end i et system
i Hilbert-stil.

En direkte sammenligning af Isabelles logikker og OF° er altsa vanskelig fordi
systemerne er opstillet med forskellige formal. Vi vil alligevel forsgge at vise, at
der er ligheder imellem Isabelles logikker og systemet Qg°.

14.1.2 Definitioner i HOL

De aksiomer og definitioner, der findes i HOL er de mest grundlaeggende og
derfor dem, som vi bedst kan sammenligne med Qg°. For at kunne diskutere
aksiomerne er vi ngdt til at kigge lidt naermere pa definitionerne i HOL. -

I starten af HOL defineres i et afsnit kaldet ‘Primitive Logic’ en rakke
grundleggende symboler. Af disse har vi udvalgt de, der er interessante i forhold
til sammenligningen af HOL og QF°.

Typeerkleringer og definitioner er gengivet i skemaet nedenfor.

consts
True :: bool
All :: "(a = bool) = bool"™
Ex :: "('a = bool) = bool"
False :: bool
Not :: "bool = bool"
A :: "[bool, bool] = bool"
\% :: "[bool, bool] = bool"
defs
True_def: "True = ({(Axibool. x) = (Ax. x))"
All_def: "All(P) = (P = (Ax. True))"
Ex_def: "Ex (P) = VQ. (Vx. P x — Q) — Q"
False_def: "False = (VP. P)"
not_def: "—p = P — False"
and_def: "PAQ = VR. (P—Q—R) —> R"
or_def: "PV Q = VYR. (P—R) — (Q—R) — R"

True og False er definitioner af ‘det sande’ henholdsvis ‘det falske’ udsagn.
All og Ex betegner al-kvantoren og eksistens-kvantoren og Not er negation (her
bruges forkortelsen ). A og V har deres sazdvanlige betydning. Vi vil forsgge at
opskrive disse definitioner med den notation, som blev introduceret i kapitel 8
og derefter diskutere definitionerne. Med den navnte notation kan de to farste
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konstanter i det ovenstiende skrives:

True, kan skrives Az,.z, = Az,.Z,
All(ao)oPao kan skrives AXq.PaoTa = AXoTTUE,

hvor vi har benyttet, at Py, = AZo.PaoZq, som er en lovlig omskrivning i
kraft af metalogikkens ekstensionalitet (se kapitel 12). Desuden har vi brugt
typesymbolet o i stedet for Isabelles bool og a i stedet for ’ a.

Definitionen af True benytter ligesom definitionen af ‘det sande udsagn’ i Qg°
et simpelt udtryk af formen A = A. Bemark dog i denne sammenheng, at
ligheden her er mellem to stgrrelser med typen oo, mens ligheden i definitionen
i 9@8° var mellem stgrrelser af typen ooo.

Definitionen af al-kvantoren ligner umiddelbart ikke den definition, der bliver
benyttet i @5°. Imidlertid kan sidstnaevnte let omskrives til et udtryk, der naesten
er identisk med HOL’s al-kvantor:

Vx. P star for M(a0)o[AxaP]
som omskrives til  Q(q0)(a0)o[AXaT}[AXaP]
som forkortes AT = Ax,P.

Eksistens-kvantoren defineres ligesom i Q§° ved hjzelp af al-kvantoren. Det falske
udsagn er mere interessant. Falskhed er defineret ved udsagnet VP.P, der bety-
der ‘alle udsagn er sande’ fuldsteendigt ligesom i @§°. Denne definition illustrerer
klart at den typeteori, der anvendes i HOL, er den simple typeteori (vi husker
fra kapitel 4, at VP.P ikke er et tilladt udtryk i den ramificerede typeteori).

I modsatning til systemet QF° benyttes —» som et primitivt begreb i HOL, og
vi kan derfor umiddelbart ikke sammenligne de tre sidste konstanter, dog minder
definitionen af negation, » P = P — False, om definitionen fra Qg°, hvor
- P star for Qoo F P, som forkortes FF = P.

Inden vi gér videre til at betragte aksiomerne for HOL, er der yderligere en
konstant vi gnsker at prasentere konstanten The.

const

The :: "('a = bool) = 'a"

Konstanten danner grundlaget for at indfgre en ny forkortelse, nemlig THE x.
P = The Ax. P,som optreeder i diskussionen af aksiomerne for HOL.

14.1.3 Aksiomer for HOL

Som vi tidligere har bemzerket er en del af aksiomerne i HOL slutningsregler,
der er formaliseret i Isabelles metalogik. Af disse er det kun aksiomet ext
(ekstensionalitetsaksiomet), som er interessant i forhold til typeteorien og Qg°.
I ekstensionalitetsaksiomet kan vi se, at A-kalkylen anvendes i metalogikken til
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at behandle funktioner i objektlogikken. Aksiomet er en modificeret udgave af
aksiom 3. fra QF° (se kapitel 8).

Konstanten THE, som blev defineret i sidste afsnit optraeder i aksiomet, der
kaldes the_eq trivial. Hvis vi opskriver aksiomet ved hjlp af konstanten
The i stedet for THE, og anvender notationen fra kapitel 8 kommer det til at se
saledes ud:

the_eq trivial: The(o)alA2a.[Ta = aa]] = a.

Notationen Azq..[zoa = o] kan i G reduceres til Qqqo8q, 54 aksiomet kan
skrives som:

the_eq trivial: The(o)a[@aaola] = aa-
Dette aksiom svarer til Deskriptionsaksiomet®

L) [Qnoyz] =Y

som er det sidste aksiom for Q§°. Vi har ikke gjort sa meget ud af operatoren ¢,
og derfor vil vi her ngjes med at bemaerke, at HOL muligvis har overtaget dette
-aksiom fra Qg°.

Aksiomet refl svarer til det simple resultat A, = A,, som blev udledt i OF°
pa side 68. Dette aksiom er ikke saerligt overraskende eller svaert at forsta, og vi
vil derfor g& videre.

14.1.4 De resterende aksiomer

De resterende aksiomer spiller ikke nogen stor rolle i vores undersggelse. Vi vil
kort gennemgé dem her, og forklare, hvorfor de ikke er sa interessante for os.

Set

De to aksiomer i Set, mem_Collect_eq og Collect_mem_eq, introducerer
syntaks for maengdel®re. Vi har ikke tidligere i rapporten beskaeftiget os med
mangdelzre, og aksiomerne indeholder ingen eksplicitte referencer til A-kalkyle
eller typeteori, s vi vil ikke undersgge dem nzermere.

Nat

Aksiomerne i Nat udger tilsammen et uendelighedsaksiom. Definitionen af de
naturlige tal foregar ikke p4 samme made i HOL som i @§°. Godt nok defineres
et naturligt tal i HOL som en mangde af individer ligesom i QF°, men den
tekniske handtering af naturlige tal er noget anderledes, og vi har derfor valgt
ikke at forfglge disse aksiomer neermere. Dog skal det navnes, at aksiomerne er
udformet ligesom Peanos tredje og fjerde postulat, som vi har valgt at bringe
her for sammenligningens skyld.

3. 0 er ikke efterfplgeren for noget naturligt tal.

4. Hvis n og m er naturlige tal med samme efterfglger, s er n og m det
samme tal.

1 Aziom of Descriptions.
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Hilbert_ Choice

Som tidligere naevnt har vi ikke noget grundlag for at behandle udvalgsaksiomet
nezermere, fordi det ikke figurerer i Q§°. Vi vil derfor blot navne, at udvalgs-
aksiomet, for HOL faktisk minder ret meget om udvalgsaksiomet for Churchs
1940-system. Dette er formuleret saledes:

JaoTa = fao(L(ao)afao) .

Dette resultat vil vi kort vende tilbage til i rapportens diskussion. Nu vil vi ga
videre til undersggelsen af beviset for Quicksort.

14.2 Undersggelse af Sort og Quicksort

Det system, vi praesenterede i kapitel 8, er opstillet og forklaret overordnet, men
ikke udviklet i stort omfang i denne rapport. Isabelle indeholder en del begreber,
som er for avancerede til at vi umiddelbart kan sammenligne dem med noget, der
optraeder i Q3°. Som eksempel kan nzevnes lister af naturlige tal, der konstrueres
i HOL, som noget der hedder en datatype. Dette begreb har ikke veeret muligt for
os at undersgge i lgbet af projektperioden, og vi kan derfor ikke undersgge lister
til bunds. Desveerre indgar lister neesten i alle linierne i beviset for Quicksort,
blandt andet i selve definitionen af konstanten gsort, si det er ikke muligt
for os at oversatte beviset til notationen fra kapitel 8. Beviset er derfor meget
vanskeligt at sammenligne med noget, der er i @§°, og vi ma ngjes med mere
generelt at pege pa de steder i beviset hvor typeteorien optreeder.

Teorien Sort og beviset for Quicksort (Quicksort) er ligesom aksiomerne
fyldt med typeerkleeringer. Hvis man betragter Sort — eksempelvis definitionen
af konstanten transitive — er det klart, at typeteorien er vigtig i beviserne.
Definitionen af transitive kan omskrives til den notation, der blev brugt i
forbindelse med QF° saledes:

transitive(aao)oTaco = [VZaV¥aV2a[raaoTaya A TacoYaZa] = TaaoZTaZal:

Den typeteori, der forekommer i Isabelle er altsa ikke kun begravet dybt i Isa-
belles beviskerne eller i metalogikken, men ogsé fremtrzedende i selve beviserne.
M-kalkylen optraeder ogsa synligt i beviset for Quicksort, nemlig i forbindelse
med definitionen af measure-funktionen.

Beviset for Quicksort indeholder en del begreber, som defineres andetsteds.
Iser hvis man betragter apply-kommandoerne i Quicksort-beviset far man en
fornemmelse af, at beviset indeholder en del mere, end man umiddelbart kan se.
Vores gennemgang af beviset mé derfor opfattes som en overfladisk behandling.

14.3 Yderligere kommentarer

Tilstedevaerelsen af Q3° i HOL og i Isabelles metalogik er klar hvis ;nan under-
spger dokumentationen for Isabelle og HOL. Vi har imidlertid syntes, at det var
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mere interessant at lave vores egen undersggelse af Isabelle og forsgge at genfinde
QF°. Metalogikken har dog vaere svar at undersgge pa denne méade, fordi vi ikke
har adgang til den. Vi har derfor overfladisk laest en del af dokumentationen
for Isabelles metalogik, og her er det vaerd at bemarke, at A-kalkylen optrzeder
hyppigt. Som vi tidligere har beskrevet ggr metalogikken brug af de regler for
A-konversion, der blev naevnt i praesentationen af @5°. Denne observation vil vi
vende tilbage til i rapportens diskussion.

Diskussionen befinder sig i kapitel 16. Forst vil vi imidlertid forsgge at samle
lidt op pa de observationer, vi har gjort i rapportens del II.




15 Opsamling II

Vi bringer her en opsamling pa rapportens del II.

Bevisfgrere kan deles i tre hovedgrupper: (1) beviskontrollgrer, (2) bevisgene-
ratorer og (3) bevisassistenter. Isabelle er et eksempel pd en bevisassistent.
Isabelle ggr brug af en metalogik, som er en intuitionistisk hgjereordens-logik.
Metalogikken ggr det muligt at anvende forskellige objektlogikker, som formalis-
eres i metalogikken. Vi har valgt at beskzftige os med objektlogikken HOL, som
ogsé er en hgjereordens-logik. Isabelle kan ogsa anvende eksempelvis ZF.

HOL gpr brug af naturlig deduktion, som ggr det muligt at arbejde i et formelt-
system og samtidig give naturlige beviser, som minder om dem, der anvendes i
praksis af matematikere. Isabelle opfylder de Bruijns kriterie om, at en bevis-
forer skal have en lille overskuelig beviskerne. Samtidig opfyldes Poincarés prin-
cip, hvilket vil sige at Isabelles system kan bevise korrektheden af beregninger
automatisk. Endelig har Isabelle et stort matematisk bibliotek, hvilket ofte letter
arbejdet i forbindelse med mere komplicerede beviser.

Bevisfgrere kan benyttes til at bevise korrektheden af algoritmer, eksempelvis
sorteringsalgoritmen Quicksort, som vi har set p i dette projekt. Beviset bestar
i at vise (1) at algoritmen terminerer, (2) at algoritmen sorterer og (3) at algo-
ritmen ikke mister elementer undervejs.

Isabelles metalogik er placeret i bibliotekerne ProtoPure og CPure. Oven pa
disse biblioteker ligger biblioteket HOL, som udggr roden i et stgrre tree af
teoriaftheengigheder. Alle teorierne bygger pa dette rodbibliotek. For at bevise
korrektheden af Quicksort ggr man brug af en teori kaldet Sort, som indeholder
en rekke definitioner. Selve beviset bygger oven pa en mangde aksiomer fra
HOL, Set, Nat og Hilbert Choice. Aksiomerne i HOL indeholder blandt andet
slutningsreglerne for objektlogikken.

Typebegrebet er en meget synlig del af Isabelle. Typeerkleringer forekommer i
metalogikken, i definitionerne og aksiomerne for HOL, samt i selve Quicksort-
beviset. A-kalkylen er ligeledes synlig bade i metalogikken og i objektlogikken.
I rapportens diskussion, som findes i naste kapitel, vil vi forsgge at diskutere
disse forhold naermere.
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16 Diskussion

Dette kapitel indeholder projektrapportens diskussion. I diskussionen vil vi
forspge at holde rapportens to dele op mod hinanden. Den fgrste del af diskus-
sionen vil hovedsageligt indeholde overordnede betragtninger omkring sam-
menhangen imellem matematikkens formalisering og bevisfgrere. Anden del af
diskussionen er mere direkte rettet mod Isabelles logik HOL og Andrews’ system
Qg°. Til sidst i diskussionen vil vi beskrive projektets perspektiver.

16.1 Matematikkens formalisering

I denne fprste del vil vi diskutere den overordnede betydning de forskellige ar-
bejder, vi har gennemgéet, har haft for moderne bevisfgrere. Isar vil vi forsgge
at beskrive hvordan de ideer, som ydede indflydelse p4 matematikkens formali-
sering har ydet indflydelse pa bevisfgrerne.

16.1.1 Frege

Freges betydning for bevisfgrere er sveer at vurdere. Hans veerk fra 1879, Be-
griffsschrift, er et banebrydende arbejde indenfor matematisk logik, som har
haft stor indflydelse p& den efterfglgende udvikling indenfor logik. Ideen om at
opstille et formelt system, der gpr brug af praecist definerede slutningsregler,
er gennemgaende for de arbejder, vi har behandlet i rapporten. Denne ide ma
tilskrives Frege. Derudover er Frege ogsd ophavsmanden til den sandhedsfunk-
tionelle propositionslogik, i hvilken praedikat og subjekt opfattes som funktion
og argument. Opfindelsen af kvantorerne er ligeledes Freges fortjeneste.

Freges betydning for bevisforere skal derfor ses i lyset af hans store indflydelse pa
matematisk logik. Frege har ingen direkte indflydelse haft pa bevisfgrerne, men
han har haft en indirekte indflydelse, nemlig i kraft af hans udvikling af ideen om
et formelt system, der gor brug af specifikke slutningsregler. Sddanne systemer,
det vil sige systemer, der udleder resultater pd ‘mekanisk’ vis, er grundleggende
for en hel rekke af bevisfgrere, heriblandt Isabelle.

16.1.2 Russell

Russells betydning for bevisfgrere skal findes dels i hans betydning for
oprindelsen af typeteorien og dels i hans arbejde med at formalisere store dele
af matematikken. Russell opdagede det paradoks i Freges system, som nu kaldes
Russells paradoks, og hans forsgg pa at udvikle et system fri for paradokser fgrte
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til opfindelsen af den ramificerede typeteori. Typeteorien har, siden Russell op-
stillede og forklarede den fgrste gang i 1908, gennemglet en stgrre udvikling
og er blevet til mange forskellige former for typeteori. Russells bidrag til disse
teorier er hans grundlaeggende ide om, at adskille objekter med forskellige egen-
skaber ved at tildele dem en type.

Whiteheads og Russells Principia mathematica ma betegnes som et af de fgrste
forsag pa at udvikle mere avanceret matematik i et formelt system, for eksempel
udvikler Whitehead og Russell dele af den matematiske analyse i Principia
mathematica. Sddanne forsgg pa at give formelle beviser for mere avanceret
matematik overlades i.dag i stor stil til bevisfgrere.

Typeteori anvendes i forskellige udgaver i adskillige bevisfgrere i dag. I Isabelle
anvendes den simple typeteori, der som bekendt blev foreslaet som en forbedring
af den ramificerede typeteori allerede i starten af 1920’erne. Russells bidrag til
de bevisfprere, hvis logikker bygger pa typeteori, ma siges at vare selve ideen
bag typebegrebet.

16.1.3 Godel

Gaodels rolle i forhold til bevisfgrere er af en anden karakter end Russells. Godels
ufuldstzndighedssaetninger har tjent til at satte formelle systemer, og derigen-
nem bevisfgrere, i perspektiv. Setningerne giver en ide om, hvad man kan og
i szerdeleshed, hvad man ikke kan i et formelt system. Resultaterne om at der
i ethvert system af en vis styrke eksisterer sande udsagn, der ikke kan vises i
systemet, og at sddanne systemer ikke er i stand til at vise deres egen konsistens,
er helt grundleggende for den forstielse af matematikkens formalisering, man
har i dag. Resultaterne fra ufuldstzendighedsszetningerne var ogsé med til at gge
opmarksomheden pa begreber, som er blevet fundamentale indenfor studiet af
formelle systemer. Vi taenker her pd fuldstendighed, konsistens, afggrlighed og
sundhed.

16.1.4 Turing

Turings indflydelse pa bevisfgrere er lidt af samme karakter som Godels.
Turings definition af beregnelighed, som byggede p3 Turingmaskinen, gjorde
det muligt for ham at besvare Hilberts tredje spgrgsmil - det sikaldte
Entscheidungsproblem — med et nej. Turing viste, at der findes uberegnelige
tal og dermed uafggrlige spgrgsmal indenfor matematikken. Ligesom Gdodels
ufuldstzendighedssaetninger giver Turings resultat en ide om de begrznsninger,
der ggr sig geeldende for de formelle systemer.

Turings besvarelse af afggriighedsspgrgsmalet var ikke den fgrste (Church pub-
licerede sin fgrst), men det vigtige ved Turings resultat var at hans definition af
Turingmaskinen og dermed af beregnelighed er nemmere, rent intuitivt, at sette
i forbindelse med computere end Churchs A-kalkyle er. Turing viste igvrigt, at
hans definition af beregnelighed er akvivalent med Churchs definition, og pa
den méade, at Turingmaskinen er skvivalent med de rekursive funktioner.
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16.1.5 Church

Churchs viste som den fgrste eksistensen af et uafgprligt problem i mate-
matikken, og pa den made har Church ligesom Gddel og Turing veaeret med
til at belyse nogle overordnede forhold, der ger sig geldende for formelle sy-
stemer. For denne rapport er det mest interessante i denne sammenhzng hans
introduktion af A-kalkylen. Church viste igvrigt, at der kan szettes lighedstegn
imellem de funktioner, der kan defineres i A-kalkylen og de rekursive funktioner.
Sidstnavnte er som vi tidligere har set et vigtigt begreb i forhold til matematik
logik og bevisfgrerne (men ogsa i forhold til teoretisk datalogi).

Churchs vigtigste bedrift i forhold til bevisfgrerne er imidlertid hans opstilling
af 1940-systemet. Dette system er nasten identisk med Andrews system Qg°.
Den store lighed imellem de to systemer betyder, at Church er vores vigtigste
grundlag for at spore Isabelles logikker tilbage til de personer, vi har mgdt i
rapportens del 1. '

Ligheder imellem Qg° og Isabelles logikker vil vi tolke som en kobling
imellem sidstnzvnte logikker og Churchs 1940-system. Disse ligheder vil vi med
udgangspunkt i HOL diskutere i naeste afsnit.

16.2 Ligheder imellem HOL og QF

Som tidligere beskrevet er der forskelle mellem HOL og 9§°, idet HOL anvender
naturlig deduktion, mens Q° er et system i Hilbert-stil. Slutningsreglerne er af
den grund ~ som tidligere beskrevet — vanskelige at sammenligne. Vi vil derfor
her forsgge at papege de ligheder imellem systemerne, der kommer til udtryk i
definitionerne og aksiomerne for HOL.

P4 et overordnet plan kan det observeres, at begge systemer bygger pa en typet
A-kalkyle, ligesom Churchs system.

Definitionerne af ‘det sande’ og ‘det falske’ udsagn er nasten identiske for HOL
og OF°. For det ‘sande udsagn’ benyttes i begge systemer et udtryk af formen
A = A, mens ‘det falske’ udsagn i begge systemer reprasenteres af formler, der
udtrykker, at alle propositioner er sande. Udtrykket, der anvendes i @ kan
ved fa omskrivninger vises at vare det samme udtryk, som benyttes i HOL.

Definitionen af al-kvantoren er ligeledes ens i de to systemer. Igen kan man
ved fa omskrivninger vise, at de udtryk, der reprasenterer Vx, A er ens. Begge
definitioner anvender A-abstraktion til at definere al-kvantoren. Definitionerne
af eksistens-kvantoren er imidlertid forskellige. Dette skyldes, at — benyttes
i HOL som et primitivt begreb, og eksistens-kvantoren kan derfor defineres ud
fra den. Der er altsd den forskel pA HOL og QF° at i sidstnzevnte er lighed et
primitivt begreb mens bade lighed og — er primitive begreber i fgrstnavnte.
At — benyttes som et primitivt begreb skyldes muligvis, at man gnsker en vis
fleksibilitet i systemet i forhold til formalisering af intuitionistisk logik. Dette
vil vi dog ikke forfglge nermere. Symbolerne A, V og - defineres ved hjzlp af
symbolet —.

Som vi viste i undersggelsen er der ogsi overensstemmelse mellem konstanten
The fra HOL og udvalgelsesoperatoren ¢(,,), i den forstand, at deskriptionsak-




126 Diskussion

siomet er ens i de to systemer. Ekstensionalitetsaksiomet for HOL kan ligeledes
genfindes i Q¢° i en lidt modificeret udgave.

Med baggrund i ovenstdende sammenligning mener vi at kunne slutte, at sy-
stemet HOL er en udgave af Q3°, der er tilpasset, p4 en sddan made, at det er
nemmere at arbejde med i en bevisfgrer.

16.2.1 Isabelles metalogik

Isabelles metalogik har vi ikke haft den store mulighed for at undersgge, fordi
der ikke er adgang til den pd samme méade som til HOL. Fra dokumentationen
af Isabelle og rapportens beskrivelse af metalogikken er det imidlertid klart, at
denne, ligesom HOL, bygger pa en typet A-kalkyle.

16.3 Sporing af ideer

Det fgrste og det sidste spgrgsmal i projektrapportens problemformulering (se
kapitel 1) mener vi, at have diskuteret i afsnittene 16.1 og 16.2. I dette afsnit
vil vi diskutere det midterste spgrgsmal med udgangspunkt i de to andre.

Vi har tidligere i diskussionen fremfgrt, at vi pa grund af de store ligheder
imellem Churchs 1940-system og Q§° vil tolke ligheder imellem Q$° og HOL
som en direkte kobling imellem HOL og Churchs system. P4 denne baggrund
kan en stor del af HOL spores tilbage til Church.

Nar det gelder den konkrete formulering af aksiomerne for HOL er der imidler-
tid ingen mulighed for, at spore aksiomerne langere tilbage end til Andrews’
system Q§°. Som vi har beskrevet, er der i hpj grad overensstemmelse imellem
de to systemers deskriptionsaksiomer. Men hvad dette aksiom angar afviger An-
drews’ system imidlertid fra Churchs 1940-system. Grunden til at de konkrete
formuleringer ikke stemmer overens i systemerne er, at disse ikke bygger pa de
samme primitive begreber. Dette ma siges ogsa at geelde sporingen tilbage til
de personer, vi har mgdt i forbindelse med matematikkens formalisering.

I denne forbindelse vil vi lige nzevne to ting, som i en vis forstand kan spores
tilbage. Det fgrste er udvalgsaksiomet for HOL, som ligner det tilsvarende ak-
giom i Churchs 1940-system. Om Church har lant denne formulering andetsteds
fra, mener vi ikke at have beskeftiget os nok med aksiomet til at kunne afggre.
Formuleringen stammer muligvis fra Hilbert. Den anden ting angér aksiomerne
for Nat, som er formuleret, si de ligner Peanos postulater. Denne observation
er dog sveer at relatere til de personer, vi har mgdt i rapportens del I, hvorfor
vi ikke vil forfglge den lengere.

Sporingen af ideerne bag aksiomerne for HOL er vanskelig, fordi aksiomerne i
de forskellige systemer, vi har kigget p4, skal udggre et aksiomatisk grundlag for
matematikken. Derfor er ideerne bag aksiomerne i stort omfang ens og ligeledes
mulige at genfinde i alle systemerne. Som eksempel kan nzvnes aksiomet refl,
der udtrykker t, = t,. Denne ide kan genfindes overalt. Det samme ggr sig
gzldende for eksempelvis aksiomet om den ekskluderede midte.

Vi vil nu afrunde diskussionen med et afsnit, der er af en lidt mere perspekti-
verende karakter.

L
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16.4 Perspektiver

Da vi ikke tidligere har beskaeftiget os med matematisk logik eller typeteori, har
en stor del af vores arbejde med nzervaerende projekt bestiet i at szette os ind i
og forstd typeteori pa et niveau, s det var muligt for os at undersgge Isabelles
logikker. Isabelles logik HOL bestar af savel logik som funktionsprogrammering.
Denne form for programmering har vi ogsa farst stiftet bekendtskab med i kraft
af dette projekt.

Motiveret af en historisk interesse og en forestilling om at en indsigt i mate-
matikkens formalisering kunne bidrage til en bedre forstaelse af typeteorien, gik
vi i gang. Vi var klar over, at det var ngdvendigt ogsa at arbejde med en mere
moderne fremstilling af typeteorien, men havde en forventning om, at dette var
nemmere med en vis portion historisk viden i kufferten. Efter at have skrevet
rapporten faerdig er vores opfattelse den samme.

Da vi i en vis forstand er startet pd bar bund, har de bagvedliggende ideer
for formelle systemer og typeteori gjort den moderne fremstilling af den simple
typeteori nemmere for os. Samtidigt har den historiske indsigt forsteerket vores
opmerksomhed p3 typeteoriens relevans. Her tenker vi specielt i forhold til
paradokserne og Russells lgsning af de problemer, der var forbundet hermed.
Behandlingen af begreber, som for eksempel ufuldstaendighed og uafggrlighed,
har hjulpet os til at forstd de begraensninger som formelle systemer, og dermed
bevisferere er underlagt, selvom begreberne ikke optraeder direkte i forbindelse
med beviset for Quicksort. Endelig har den matematikhistoriske tilgang gjort
det muligt for os at tage udgangspunkt i noget, som vi pa forhand havde et
forhold og vist kendskab til; matematikken. P4 den méde har projektet ogsa
veeret med til at udvikle vores forstielse af dette fag.

Oplagte spgrgsmél af perspektiverende art, som man kan stille sig selv, nar
man er faerdig med et projekt er, dels om der er noget, man kunne have grebet
anderledes an og dels, hvad man ville have gaet videre med, hvis man havde
haft mere tid.

Havde vi haft vores nuvaerende kendskab til typeteori som udgangspunkt, er
det klart, at vi kunne have dykket dybere ned adskillige steder i rapporten.
Et oplagt omrade man kunne have behandlet mere indgaende er det datatype-
begreb, som optrader i Isabelle. Dette ville have gjort det muligt for os at fa
en bedre forstéelse af lister. En sddan undersggelse ville muligvis have gjort os i
stand til at oversatte flere ting i beviset for Quicksort til noget, vi kunne have
relateret til systemet QF°.

Vi har i dette projekt, som ovenfor beskrevet, valgt at legge vagt pa det
historiske. Det har betydet en nedtoning af andre omrader, for eksempel det
filosofiske. Man kunne i et projekt som dette sagtens have gjort mere ud af at
diskutere forholdet imellem formaliseret matematik og uformel matematik, og
pd den made have draget filosofiske betragtninger ind i projektet. Man kunne
eksempelvis have underspgt Godel, der var en dedikeret platonist, nermere. Vi
har dog fravalgt denne filosofiske diskussion til fordel for den historiske tilgang.

En anden mulighed kunne have vaeret udelukkende at behandle den oplagt data-
logiske del, det vil sige bevisfgrerne. Ved denne tilgang mener vi dog, at vigtige
aspekter ved udviklingen af og tankerne bag bevisfgrerne, ville have gaet tabt.
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17 Konklusion

I rapporten har vi givet en gennemgang af matematikkens formalisering, herun-
der typeteoriens fremkomst og udvikling. Specielt har vi behandlet relevante
arbejder af Frege, Russell, Gédel, Turing og Church. Vi har kort beskrevet den
simple typeteori samt prasenteret det formelle system Q%. Til sidst har vi
prasenteret beviset for korrektheden af sorteringsalgoritmen Quicksort i Ise-
belles logik HOL og diskuteret dette i forhold til ovenstaende. I denne rapport
konkluderer vi fglgende.

Isabelles logik HOL bygger ligesom systemet Q%° pé den simple typeteori. Der-
udover er en vaesentlig del af de grundleggende definitioner, der optrader i de
to systemer, ens. De forskelle, der er pd systemerne, skyldes hovedsageligt, at
HOL anvender naturlig deduktion, mens Qg° er i Hilbert-stil. HOL mé siges at
veere baseret pa 95°. :

De behandlede personer i gennemgangen af matematikkens formalisering op-
stiller alle systemer i Hilbert-stil. Da HOL, som ovenfor navnt, anvender naturlig
deduktion (ikke-Hilbert-stil), er det vanskeligt at spore aksiomerne og slut-
ningsreglerne i HOL tilbage til disse. Ideerne bag aksiomerne er dog i en vis
forstand, at aksiomerne tilsammen skal udggre et fundament for matematikkens
formalisering. Af denne grund kan ideerne pa sin vis spores tilbage til mange af
de behandlede systemer.

Matematikkens formalisering har bidraget til bevisfgrerne ved at tilfgre disse
en rakke overordnede ideer. Ideen bag de formelle systemer, der er helt
grundleggende for bevisforerne, tilskrives Frege. Flere basale ideer, der ofte
optraeder i shdanne systemer, herunder at preedikat og subjekt opfattes som
funktion og argument samt brugen af kvantorer, kan ogsa spores tilbage til
Frege. Den grundleggende ide bag typeteorien, som anvendes i adskillige be-
visfgrere, stammer fra Russell. Godel, Church og Turing har haft en betydning
for bevisforerne, der er af en overordnet karakter. Godels ufuldssteendighedsseet-
ninger samt Churchs og Turings svar pa Hilberts afggrlighedsspgrgsmal har haft
betydning for forstaelsen af bevisfgrere, da de udtaler sig generelt om formelle
systemer, og dermed beskriver bevisfgrernes begraensninger. Derudover er et
af Churchs vaesentligste bidrag hans udvikling af den simple typeteori med I
kalkyle, som anvendes i flere af bevisfgrerne, heriblandt Isabelle.
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18 Epilog

Vi har i denne projektrapport forspgt at skitsere noget af vejen fra Leibniz’
drgm og frem til moderne bevisforere som Isabelle. Det at bevise en algoritmes
korrekthed formelt ved hjelp af bevisfarere, ma i et vist omfang stadig opfattes
som en teoretisk leg — i den sidste ende handler det jo om, hvorvidt algoritmen
kan implementeres, s& den fungerer korrekt. Don Knuth, algoritmernes ‘grand
old man’, har i 1977 i en korrespondance med kolleger skrevet fglgende':

Beware of bugs in the above code; I have only proved it correct, not
tried it.

Knuths her omtalte bevis er et uformelt bevis. Uformelle beviser er som regel
langt fra de formelle, idet der i de uformelle ikke direkte redeggres for, hvilke
aksiomer og slutningsregler, der precis anvendes. I et uformelt bevis overlades
ogs4 skridt og detaljer af mere triviel karakter-til laeseren, for eksempel induktion
og omskrivninger. Derfor kan der optrade fejl i de uformelle beviser?, hvilket kan
fgre til fejl i en given algoritme. Afprgvningi forbindelse med implementering vil
af denne grund ofte veere en god ide. Praksis er da ogsa, at resultater kontrolleres
af kolleger og andre med den ngdvendige faglige kompetence. Men her kommer
netop de formelle beviser og vor dages bevisfgrere ind i billedet. Som set i denne
projektrapport gar de formelle beviser i modszetning til de uformelle helt ned i
detaljer. Med formelle beviser som standard for konkrete implementeringer kan
man pa leengere sigt — méske — helt undvzre afprgvning.

1Citatet er taget fra Knuths egen hjemmeside, mere precist
http://www-cs-faculty.stanford. edu/~knuth/fag.html.

2Underspgelser i forbindelse med formalisering af uformelle beviser bekrafter ogsa dette.
Hovedresultaterne i de uformelle beviser er dog som regel korrekte alligevel.
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A Pretty-print-kode fra Isabelle

Dette appendiks indeholder beviset for korrektheden af Quicksort samt det bib-
liotek, Sort, beviset bygger pa i Isabelle.

A.1 Sort

theory Sort = Main:

consts
sort :: "('a = ’'a = bool) = 'a list = bool"
multiset :: "'a list = ’‘a = nat"
primrec
"sort le [] = True"
"sort le (x#xs) = ((Vy€set xs. le x y) A sort le xs)"
primrec
"multiset [] y = O"
"multiset (x#xs) y = (if x=y then Suc(multiset xs y)

else multiset xs y)"

constdefs
total :: "('a = 'a = bool) = bool"
"total r =V xy. rxyVryx"

transitive :: "(‘a = ‘a = bool) = bool"
"transitive r =V xy z. rxyAryz—rxz"

lemma multiset_append[simp]:
"multiset (xs@ys) x = multiset xs x + multiset ys x"
by (induct "xs") auto

lemma multiset_compl_add[simp]:

"multiset [X€xs.-p x] y + multiset [xX€xs. p x] y =
multiset xs y"
by (induct "xs") auto

theorem set_via_multiset: "set xs = {x. multiset xs x #

0}"
by (induct "xs") auto
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lemma sort_append([simp]:
"sort le (xs@ys) = (sort le xs A sort le ys A

(Vx € set xs. Vy € set ys.

y))n
by (induct "xs") auto

end

A.2 Quicksort

theory Quicksort = Sort:

le x

consts gsort :: "('a = 'a = bool) X 'a list = 'a list"

recdef gsort "measure (A(le,xs).length xs)"
"gsort (le, []) = [1"
"gsort (le, x#xs) = gsort(le, [y:xs.7le x y]) @
[x] @
gsort (le, [y:Xs. le x yl])"
(hints recdef_simp: less_Suc_eq_le)

theorem multiset_permutes[simp]:
"multiset (gsort{le,xs)) x = multiset xs x"

by (induct "le"™ "xs" rule: gsort.induct) auto

lemma set_gsort[simp]: "set (gsort(le,xs)) = set
by (simp add: set_via_multiset)

theorem sort_gsort:

xsll

"[total le; transitive le] == sort le (gsort(le,xs))"

apply (induct "le" "xs" rule: gsort.induct)
apply simp

apply simp

apply (unfold total_def transitive_def)
apply blast

done

end
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B ASCII-kode fra Isabelle

ASCII-koden for beviset for korrektheden af Quicksort i Isabelle bringes i dette
appendiks.

B.1 Sort

theory Sort = Main:

consts
sort :: "(‘a => ’‘a => bool) => 'a list => bool"
multiset :: "’a list => 'a => nat"
primrec
"sort le [} = True"
"sort le (x#xs) = ((ly:set xs. le x y) & sort le xs)"
primrec
"multiset [] y = 0"
"multiset (x#xs) y = (if x=y then Suc(multiset xs y) else multiset xs y)"
constdefs
total :: "("a => 'a => bool) => bool”
"total r == lxy. rxy | ryx"
transitive :: "(’a => ’a => bool) => bool”
"transitive r == ! xy z. rxy &ryz-->r xz"

lemma multiset_append[simp]:
"multiset (xs@ys) x = multiset xs x + multiset ys x"
by (induct "xzs") auto

lemma multiset_compl_add(simp]:
"multiset [x:xs.~p X] y + multiset [x:Xs. p x] y = multiset xs y";
by (induct "xs") auto

theorem set_via_multiset: "set xs = {x. multiset xs x ~= 0}"; by
(induct "xs") auto

lemma sort_append([simp]:
"sort le (xs@ys) = (sort le xs & sort le ys &
(!x:set xs. !y:set ys. le x y))"
by (induct "xs") auto

end
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B.2 Quicksort

theory Quicksort = Sort:
consts qsort :: "('a => 'a => bool) * 'a list => ‘a list"

recdef gsort "measure (% (le,xs).length xs)"
"gsort(le, []) "
"gsort (le, x#xs) gsort (le, [y:xs.~le x y]) @
[x]) @
gsort (le, [y:xs. le x yI}"
(hints recdef_simp: less_Suc_eq _le)

theorem multiset_permutes[simp]:
"multiset (gsort(le,xs)) x = multiset xs x"
by (induct "le" "xs" rule: gsort.induct) auto

lemma set_gsort{simp]: "set (gsort(le,xs)) = set xs"
by (simp add: set_via_multiset)

theorem sort_gsort:
"[itotal le; transitive lel]) ==> sort le (gsort(le,xs))"
apply (induct "le"™ "xs" rule: gsort.induct)
apply simp
apply simp
apply (unfold total_def transitive_def)
apply blast
done

end



C Aksiomer

™ Beviset for korrektheden af Quicksort bygger pa aksiomerne fra HOL, Set, Nat
og Hilbert_ Choice. Disse bringes her som udklip fra Isabelles hjemmeside. (Ak- .
N siomerne er i ASCII-kode).
C.1 Aksiomer i HOL
axioms
eg_reflection: "(x=y) ==> (x==y)"
refl: "L = (t::fa)"
subst: "[l s =t; P(s) |] ==> P(t::"a)"
ext: "(Mx::'a., (£ x ::'b) = g x) ==>
(%x. £ x) = (%x. g x)"
-- {* Extensionality is built into the meta-logic,
and this rule expresses *}
-- {* a related property. It is an eta-expanded
version of the traditional *}
-- {* rule, and similar to the ABS rule of HOL *}
the_eq_trivial: "(THE x. x = a) = (a::"a)"
impI: "(P ==> Q) ==> P-->Q"
mp : "[1 P=->Q; P |] => Q"
axioms .
" iff: "(P-—>Q) --> (Q-->P) --> (P=Q)"
True_or_False: "(P=True) | (P=False)"
<

C.2 Aksiomer i Set

axioms
mem_Collect_eq [iff]: "(a : {x. P(x)}) = P(a)"
Collect_mem_eq ([simp]: "{x. x:A} = A"
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Aksiomer

C.3 Aksiomer i Nat

axioms
—— {* the axiom of infinity in 2 parts *}
inj_Suc_Rep: "inj Suc_Rep"
Suc_Rep_not_Zero_Rep: "Suc_Rep x ~= Zero_Rep"

C.4 Aksiomer i Hilbert Choice

axioms 7
somel: "P (x::'a) ==> P (SOME x. P x)"
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D Screenshots fra Isabelle

I dette appendiks bringes tre screenshots fra Isabelle.

Sabelled DR} Masl

Sl

Index of Isabelle/HOL/Sorting

Up to index of Isabelle/ HOL

Theory dependencies of Sorting

View theory dependencies

Theories Back to index of Sorting

e Sort Set browser size: [small] (mednon] farge)

Figur D.1 Et screenshot af vores teoriers bibliotek. Det lille vindue viser traet over
teoriafheengigheder. (Tidligere vist som figur 13.2).
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Eila” Edit” Wew Qmds Téols. gptmns Buffers ~Proof-General’ lsabelleilsar x—Symhol Helii,

El==cel 18
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gpp}y (mduct N ruLe: gs6it. mduct)l
apply simp

apply simp

apply (unfold total def transitive_def)
apply blast

done

end

froved

{I1S08---——- KEmAcs : UUiCKSOrL. thy (Isar script XS:isabelle/s Fontl Sc:“'rigltﬂg' g ) -—
proot (prove): step 1 g

fixed variables: le, xs

goal (theorem (sort_gsort), 2 subgoals):
1. Ale. [total le; transitive le] = sort le (gsort (1=, {]))
2. Ale x xs.
fftotal 1s; transitive le] = sort le {(qsort (le, filter (le x) x2));
[total le; transitive le]
= sort le (qsort (le, [y€xs . - le = y]));
total le; transitive le]
== gort le (gsort (le, x # xs))

i

w
oy
T

{IS08----- XEmacs: *isabelle/isar-goals* {proofstate)----all

Figur D.2 Screenshot af brugergrensefladen for Isabelle i Proof General. @Qverst
er koden for Quicksort, hvor systemet har verificeret den markerede del. Nederst er
systemets ‘goals’ for et af skridtene i beviset for det sidste teorem. (Tidligere vist som
figur 13.1).
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ESDE ----- XEmacs: Quicksort. thy jlsgr scrapt 5S:aerzeile/s .i‘r;!-.r}:ScuBtangﬁ}--—-All
Facts contalning constants “gsort-®:
Quicksort.multiset_permutes: multiset (gsort (?le, ?xs)) 7x = multiset ?xs ?x
Quicksort. gsort. simps:

gqsort (7le, []) = []

qeort (?le, 7x # 7x9) = qeort (?le, [y€?7xs . ~ 7le ?x ¥]) @ [?x] B gsort (7le, filter (7Lle 7x) ?xs) .
Quicksort. qsort_def: \

qsort & .

vfrec (measure (split (Ale. size))) A

(Agsort. prod_case (Au. list_case [] (Aw v. guort (v [v€7 . ~u v ¢]) @ [¢) @ geart (v, filter (u %) W) |
Quicksort.set_gsort: set (qaort (7le, 7xa)) = set 7xs .
Quicksort. sort_gsort: ftotal ?le; transitive 7le] == sort ?le (qsort (7le, ?xs)) i
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Isabelle/Isar Proof Generall

S0B8-~----. XEmacs: *Proof General Welcome* (Fund )U----TUE

Figur D.3 Screenshot af brugergrensefladen for Isabelle i Proof General. @verst er
koden for Quicksort-beviset, hvor systemet har verificeret den markerede del. I vinduet
under det ses de oplysninger systemet har om gsort efter endt bevis. Nederst ses et
billede af Proof General.
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