TEKST NR 420 2003

Stemning og '
Musikalsk @(J’)
Konsonans

- Et matematisk modelleringsprojekt -

TEKSTER fra
H M ‘ ;j U i;‘ Q ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER
“INSTITUT FOR STUDIET AF MATEMATIK OG FYSIK SAMT DERES
- \\ FUNKTIONER | UNDERVISNING , FORSKNING OG ANVENDELSER




IMFUFA - Roskilde Universitetscenter - Postboks 260 - DK 4000 Roskilde
TIf.: 46742263 - Fax: 46743020 - Mail: imfufa@ruc.dk
Claus Jorgensen
”Stemning og Musikalsk Konsonans ~ et matematisk modelleringsprojekt”
IMFUFA tekst nr. 420 - 82 sider — ISSN 0106-6242

Abstract

I nervarende projekt forseges opstillet en matematisk model, der kan analysere, vurdere og styre en
given stemnings indflydelse pa oplevelsen af musikaisk konsonans 1 et givet stykke musik. Med
musikalsk konsonans menes en bred vifte af principper, der er styrende for tonal musik. Dette begreb
opdeles i to komponenter. Den ene komponent kaldes konsonans og defineres pé basis af frekvenser,
svavningsfanomener og opfattelsen af beats imellem toner og deres overtoner. Den anden komponent
kaldes harmoni. Denne indeholder de tillerte og kulturbestemte sider af oplevelsen. Modellen bygges
op omkring opfattelsen af beats og ligger sig dermed op af konsonansbegrebet.

Med udgangspunkt i arbejde af Helmholtz fra midten af det nittende &rhundrede opstilles nu en model
for konsonansen af to toner. Denne model videreudvikles 1 projektet til at dzekke over et helt
musikstykke. Pa baggrund af modellen evalueres J. S. Bachs "Praeludium i C-dur” fra vaerket
Wohltemperierte Klavier. Endelig anskues problemet som et optimeringsproblem, hvor mélet er at
bestemme den arbitrere stemning, der har den sterste konsonans,

Der diskuteres, hvorvidt modellen, der kun bygger pa konsonansbegrebet, kan analysere en stemnings
indflydelse pa oplevelsen af musikalsk konsonans. Der konkluderes, at modellen i nogen grad kan
analysere en stemnings betydning for den musikalske konsonans. Der argumenteres i projektet for, at
man, i modsatning til £x ny forskning af William B. Sethares, har en skarp adskillelse mellem
begreberne konsonans og harmoni.

Nogleord:
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toner, partialtoner, stemninger, cents, optimering, det pythagoraiske komma, pitch, kvalitet.
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1 Indledning

1.1 Forord

Nzrvaerende rapport er et projekt skrevet ved IMFUFA, Roskilde Universi-
tetscenter. Projektet er et matematisk modelleringsprojekt, og fuldt udbytte af
rapporten vil kraeve, at leseren er bekendt med matematiske metoder og tan-
kegange. En grundleeggende interesse og forstaelse for musik og musikvidenskab
vil ggre noget af lzesningen lettere, men rapporten er sggt skrevet, sa dette ikke
er en forudseetning.

Tak til Jens Ulrik Lefmann, der var den farste der demonstrerede skgnheden
af Bachs Wohltemperierte Klavier i en klassisk stemning. Tak til Ibo Ortgies,
GOArt (Géteborg Organ Art center), for hjelp til at forstd Bach i forhold til
forskellige temperamenter. Og et stort tak til projektvejleder Johnny Ottesen
for god og fleksibel vejledning.

1.2 Motivation

Han havde hort den mange gange for, altsé Bachs praeludium i C-dur, den forste
sats fra "Das Wohltemperierte Klavier”. Han havde ogsé selv spillet den, da han
havde gdet til klaver et par ér forinden. Men der var noget nyt ved den denne
gang. Han kunne tydeligt merke det, mens hans hér pi armen langsomt rejste
sig og gav ham gdsehud. Det var som om, dette gamle forterskede stykke musik
havde fdet nyt liv. Det var sueert at beskrive, hvad det var, der var anderledes,
men pd en eller anden mdde var klangen mere ren, mere "rigtig". Nysgerrighe-
den boblede, mens han fik forklaret, at klaveret, der blev spillet pd, var stemt ¢
en klassisk stemning 1 stedet for den moderne lige stemning, der ellers er den
eneste, man normalt mader. En ny verden aof spgrgsmdl og muligheder dbnede
sig, og han besluttede, at han ville undersgge feenomenet til bunds.

1.3 Problemfelt

Konsonans er ndr en lysere tone blander sig med en mgrkere. Dissonans er
manglende evne til blanding, tonerne vil skurre og lyde skarpt i gret. [Euklid] fra
[von Helmholtz, 1998][side 342]



2 i ) Indledning

Euklids gamle definition af konsonans og dissonans rammer meget godt nutidens
opfattelsen af, om toner danner harmoni eller lyder urent i vores grer. Mens de
fleste kan lave en form for skelnen af graden af konsonans, er det dog de feer-
reste, der kan sette ord pa, hvorfor toner ikke "passer sammen". Menneskets
nysgerrighed har drevet os ud i adskillige forklaringer p& feenomenet, ofte med
matematikken som grundiag. Siledes har utallige matematikere siden Pythago-
ras (570-504 BC) forsggt at definere konsonans ud fra talforhold. P4 baggrund
af sddanne konsonansbegreber har man kunnet udlede, hvordan man teoretisk
set burde stemme instrumenter. Teoretisk set, fordi man sjscldent havde den
tekniske kunne til at stemme pa den pagzldende made. Matematikere var de
forste som argumenterede for lige stemning, som er den stemning, vi bruger i
dag. Det var imidlertid ikke alle, der var enige 1, at lige stemning var den bedste
stemning. Saledes mgdte den i fgrste omgang stor modstand blandt udgvere og
komponister. Emnet blev debatteret med stor lidenskab, og det tog lang tid, fgr
den lige stemning blev accepteret. Selv i starten af 1900-tallet var man endnu
skeptisk. Eller som Sir Percy Buck udtrykker det

Forst kom musikken. Siden opstod skalaer [og stemninger| efter utallige ekspe-
rimenter. Endelig kom teoretikerne for at forklare disse skalaer. Og da de vidste
mere omn matematik end om musikkens historie, lavede de love, som ingen men-
nesker nogensinde har fulgt. [Lloyd and Boyle, 1978][side 34]

I dag er debatten om, hvorvidt vi skal spille i lige stemning, stort set forstum-
met. Lige stemning er idag et fwlles grundlag for stort set al vestlig musik. Et
grundlag, som ikke umiddelbart er til diskussion. Og sé alligevel. Rundt omkring
i verden har der samlet sig sm& grupperinger af modstandere, der stadig ikke vil
acceptere lige stemning. De arrangerer koncerter i andre stemninger, og bekreef-
ter hinanden i den lige stemnings vederstyggelighed. Men hvad er argumenterne?
Er der virkelig en forskel, og har man et bedre alternativ?

Denne rapport vil g i matematikernes fodspor og diskutere forskellige stemnin-
ger fra en matematisk og fysisk synsvinkel. Det viser sig hurtigt, at det at anskue
stemningsspgrgsmalet fra en matematisk vinkel, pa ingen méade er det samme
som at tage parti for den lige stemning. Faktisk kan man, viser det sig, ved en
dybere analyse af spgrgsmalet, bruge matematikken til at sette spergsmalstegn
ved den lige stemnings lyksaligheder. Denne tilgang skaber saledes mulighed
for, at bruge matematikken som grundlag for en dybere diskussion af en given
stemnings styrker og svagheder.

Dette afsnit begyndte med Euklids definition af konsonans. Konsonans er imid-
lertid et begreb, der gennem tiden har faet tillagt utallige forskellige betydninger,
hvorfor det er ngdvendig med en preeciserering. Vi vil i det fglgende definere
begrebet musikalsk konsonans, for derigennem at opbygge og praecisere vores
forstaelse af begreberne forbundet med konsonans. Vores definition er identisk
med den definition Terhardt giver i en artikel fra 1984.
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1.8.1 Musikalsk konsonans

Musikalsk konsonans kan opfattes som en bred vifte af principper, der er sty-
rende for tonal musik. Disse principper bliver ofte mere eller mindre lgst in-
dikeret gennem begreber som harmoni, konsonans og dissonans, og princip-
pernes gyldighed kan hurtigt verificeres gennem analyse af stort set et hvert
musikstykke. Derved vil typiske og systematiske toneforhold blive afdekket. De
p& nuvaerende tidspunkt endnu uafklarede principper, som skaber disse typiske
og systematiske toneforhold, kaldes musikalsk konsonans. [Terhardt, 1984][side
278|

Det viser sig, at dette begreb er blevet brugt og betragtet fra en psykoakustisk,
savel som en musikalsk-harmonisk side. Med psykoakustik menes videnskab om
perception af lyd. Den musikalsk-harmoniske tilgang handler om strukturen,
udviklingen og forholdet mellem akkorder (dvs. bestemte tonesammensatnin-
ger). Man kan karakterisere den sidste tilgang ved, at den har basis i noder og
systemer, der i hgj grad kan karakteriseres som en akkumulation af erfaringer
og traditioner. Her er siledes tale om en astetisk tilgang, der ikke uden videre
kan sammenlignes med den psykoakustiske, der er mere "naturvidenskabelig".
Disse to tilgange har fart til flere modstridende udsagn, hvorfor det har veeret
ngdvendigt at anskue begrebet som et to-komponent-begreb.

Den fgrste komponent er den psykoakustiske, som vi vil kalde for konsonans.
Denne repraesenterer graden af fraveer af "forstyrrende” faktorer og er ikke be-
grenset til musik, men daekker over lyd i almindelighed. Endvidere kan kon-
sonans kobles direkte til toners frekvenser. Den anden komponent kan kaldes
for harmoni. Harmoni repraesenterer de typiske musikspecifikke principper om
tonal samhgrighed, kompabilitet, teori om naturlige bastoner med mere [Ter-
hardt, 1984}[side 276]. Denne tilgang kan ikke kobles direkte til toners frekvens,
men derimod til begrebet pitch, der indtil vi senere vil definere det nsermere,
kan anskues som "hvor lys eller mgrk en tone opfattes".

Vi vil i dette projekt fokusere pa den ferste af de to komponenter, konsonans,
og kun i lille grad beskeftige 0os med harmoni. Vi vil saledes, med mindre andet
er anfgrt, bruge begrebet konsonans i den psykoakustiske betydning.

1.3.2 Problemformulering

Vi har fundet frem til fplgende problemformulering:

Kan man ved matematisk modellering analysere, vurdere og styre en given stem-
nings indflydelse pd oplevelsen of musikalsk konsonans i et givet stykke musik?

Denne problemformulering leegger op til, at vi skal konstruere en matematisk
model for konsonans. En stor del af denne rapport vil da ogs beskeftige sig med
konstruktionen af denne model. Heldigvis begynder vi ikke p4 helt bar bund, da
utallige forskere har arbejdet med at opstille mal for konsonans. Vi vil i denne
rapport tage udgangspunkt i Heimholtz’ beatteori fra 1863 og nyere forskning pa
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baggrund af beatteorien (Plomp og Levelt, Kameoka og Kuriyagawa og senest
Sethares).

Endelig er det ogsa et klart mal at komme videre end til opstillingen af modellen.
Vi vil via databehandling af et musikstykke forsdge at anvende den opstillede
model, og p4 den méde spge at analysere og vurdere en given stemnings ind-
fiydelse pa oplevelsen af musikalsk konsonans i det pagaldende stykke musik.
Med oplevelse mener vi den subjektive helhedsvurdering, man ved lytning kan
tilleegge et stykke musik. Derudover gnsker vi at anskue problemet som et op-
timeringsproblem, hvor vores model skal pege pa en sternning med maksimal
konsonans (og ikke musikalsk konsonans), altsa noget vi kunne kalde den ’opti-
male stemning’. Endelig vil vi diskutere, hvorvidt denne stemning, der har den
stgrste konsonans, ogsa har den stgrste musikalske konsonans (se figur 1.1).

Den anvendelsesorienterede del af projektet er mindst lige s vigtig som opstil-
lingen af vores model. Det er gennem en diskussion af modellens anvendelighed,
at vi vil forsgge at besvare problemformuleringen.

1.4 Metode

musikalsk konsonans

l Konsonans I Harmoni J
3 A Ar

Intensiteten af beatil //"'

t—/ [Fa] R

Matematisk
modellering

Figur 1.1 Den matematiske models plads i begrebshierakiet. Den matematiske
model vil koncentrere sig om beatintensitet og dermed konsonans. Den stiplede linje
markerer, at anvendelser af modellen, fx i form af en modelleret stemning, kan pavirke
harmonien.

I det fglgende vil vi komme med overvejelser omkring, hvordan vi vil arbejde
med vores problemstilling. En del af de fagspecifikke begreber, der kunne veere
gnskelige at inddrage i et metodeafsnit, vil fgrst blive ordentligt defineret i de
falgende kapitler, hvorfor metoden hovedsageligt vil beskaeftige sig med, hvordan
en matematisk model kan forbindes med oplevelsen af musikalsk konsonans.

I denne rapport sgges opbygget en model, der udfra en given stemning og et
givent musikstykke kan fortzlle os noget om oplevelsen af musikalsk konsonans.
Musikalsk konsonans anskues som et to-komponent-begreb, og som figur 1.1
illustrerer, vil vores model blive bygget op omkring beatintensitet, der indtil
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videre kan betragtes som ugnsket lyd i musikken, og som vi vil definere ud
fra fysiske forhold. Modellen vil siledes kun kunne fortelle os, om et givent
musikstykke med en given stemning har lav beatintensitet (er konsonant). Den
anden komponent i musikalsk konsonans, harmoni, er imidlertid en fysisk ikke-
malbar stgrreise, der til dels er kulturbestemt, og denne binder sig ikke ikke
pa frekvenser, men pa den opfattede pitch. At skulle modellere harmoni er en
vaesensforskellig opgave end at modellere konsonans, hvorfor vi har afholdt os fra
dette. Da vi gnsker at forholde modellen til oplevelsen af musikalsk konsonans
er der fglgelig den fare, at vi finder en stemning som vores model forteeller er
konsonant. Denne kan imidlertid vise sig at vaere konstrueret, sa oplevelsen af
harmoni lider skade, og dermed oplevelsen af musikalsk harmoni, uden at vores
model kan fortzlle det. Denne problemsstilling er en af projektets vigtigste, og
vi vil vende tilbage til denne i diskussionen.

1.4.1 Disposition

I denne disposition gives et omrids af rapporten. Hvis teksten er skrevet med
fed, er det fordi, der er skrevet et kapitel med dette navn.

Som man méske kan fornemme ud fra indledningen og problemformuleringen, er
der planer om at fgre en evt. musikalsk naiv leeser ind i den lille del af musikkens
omfattende univers, der omhandler musikalske intervaller og toners *matemati-
ske’ forhold. Dette ggres i afsnittet stemninger, hvor man endvidere stifter
bekendskab med de vigtigste toneforhold, med den stemning, man bruger idag,
samt flere alternativer til denne. Dette afsnit kan betegnes som et opremsende
teoriafsnit, hvor kendskab til musikalske intervaller og klassiske stemninger skal
danne basis for en dybere forstaelse af den model, der senere skal opstilles.

Forstaelse af lyd og perception er selvsagt centrale aspekter af vores problem-
stillingen. I en beskrivelse af akustikken i en tone, vil vi ved fysiske og psy-
koakustiske metoder forsgge at karakterisere, hvad vi forstar ved en tone. Det
er centralt at tone er i ental, da kapitlet handler om lyden og perceptionen af
en enkelt tone. I det nsestkommende kapitel vil vi skifte tonen ud med flere af
slagsen. Med udgangspunkt i sinusbglger diskuteres her feenomener der opstar
ved en interaktion mellem partialtoner. En central pointe ved disse afsnit
er at koble toner og sinusbglger sammen.

Med udgangspunkt i en forstaelse af, at toner kan opfattes som sammensat af
sinusbglger, opstilles nu en model for begrebet konsonans. Der tages her ud-
gang i Helmholtz’ beatteori fra 1863, og mélet for konsonans bliver intensitet af
beats. For at begynde med en overskuelig storrelse, veelger vi at begynde opstil-
lingen med at bestemme et mal for beatintensiteten mellem to sinusbglger.
Herefter treekkes p fornaevnte kobling mellem toner og sinusbglger, hvorved vi
kan videreudvikle modellen til at kunne bestemme beatintensiteten mellem to
toner. Her giver modellen os mulighed for en dybere forstaelse af de intervaller,
vi har beskrevet i afsnittet om stemninger. Nu tages det naturlige skridt fra
to til flere toner. Herved kan vi pludselig bestemme beatintensiteten i akkor-
der: Endelig er det nu tid at anvende modellen pa et givet musikstykke. Vi vil
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siledes vise hvordan beatintensiteten for et musikstykke varierer afhngigt
af, hvilken stemning man bruger. Vi er nu begyndt at anskue stemning som et
optimeringsproblem. Endelig foretages optimeringen, og vi finder frem til den
sakaldte "optimale stemning".

For at afrunde projektet vil vi med udgangspunkt i den opstillede model sgge at
besvare projektets problemformulering. Omdrejningspunktet i denne besvarelse
er en diskussion af samspillet mellem den opstillede model og de pa figur 1.1
illustrerede begreber, seerligt konsonans, harmoni og musikalsk konsonans.




Del 1

Introduktion til problemet







2 Stemning og temperament

1 dette kapitel vil vi give en kort introduktion til tonenavne, toneforhold og
deres betegnelser. Med dette som udgangspunkt forklares, hvilken stemning man
benytter i dag, samt hvilke man har benyttet for i tiden. Afsnittets formal
er at give et billede af stemninger som en ikke-statisk stgrrelse. Samtidig vil
de gennemgaede stemninger blive brugt som eksempler ved de anvendelser af
modellen, som vi senere i rapporten vil foretage.

Vi vil i vores figurer tage udgangspunkt i klaveret, pa trods af, at dette i sin
moderne udformning er langt yngre end flere af de stemninger, vi vil diskutere.
Dette er valgt, da klaveret har den egenskab;, at der er netop en tone knyttet til
hver tangent, hvorfor det skematisk set er lettere at illustrere en given stemning
pa et klaver.

Figur 2.1 Klaviatur med tonenavne. Den midterste oktav lgber fra og med C til
og med H. Afstanden mellem to nabotoner (fx 'H og C eller C og C#) kaldes et
halvtonetrin.

Ved at_tage udgangspunkt i klaviaturet vist pa figur 2.1, kan vi nu navngive
alle toner pa klaveret ved deres tonenavn og deres oktav. Oktaven over den
midterste indeholder siledes tonerne fra C’ til H’, oktaven over denne tonerne
fra C” til H” osv. Hvis vi snakker om to eller flere toner, der spilles samtidig, vil
vi skrive dem efter hinanden, med den nederste tone forst (fx CE, 'GF osv.).

1 en musikalsk kontekst kaldes en sammens=tning af netop to toner for et inter-
val. Da sadanne intervaller er projektets omdrejningspunkt, vil vi enkelte steder
bruge deres musikalske betegnelse. Det er ikke ngdvendigt at veere god til tabel
2.2 for at fortssette laesningen, men man kan vende tilbage til den, hvis der mod
forventning viser sig behov for dette.




10 Stemning og temperament

interval | antal halvtoner | eksempel
unison 0 CC
sekund 2 CD
lille terts 3 DF
stor terts 4 FA
kvart 5 CF
kvint 7 DA
oktav 12 FF’

Figur 2.2 Tabel over de vigtigste musikalske intervaller. En kvint kan anskues som 7
halvtonetrin p4 figur 2.1. Det kunne fx vzre intervallet CG, D#A# eller EH. Bemaerk
at "oktav" bruges i to betydninger, enten som en stedangivelse pa skalaen eller om et
interval [Jgrgensen, 1975].

2.1 Lige stemning

I det fglgende vil vi snakke om forholdet mellem to eller flere toner. Med for-
holdet mener vi forholdet mellem de to toners frekvenser (vi ser her bort fra
overtoner).

Den lige stemning er den stemning, som vi bruger i dag. Matematisk set kan
denne stemning defineres ved blot to prmc1pper Det fgrste er, at oktaven til en

tone altid har forholdet 2:1. Saledes har vi at 7% c ,—g## ... = 2. Det andet
princip er, at alle p4 hinanden fglgende halvtonetrm skal have samme forhold
til hinanden. Saledes skal der gelde, at % Cfﬁ = —bﬁ = .... En stemning,

der opfylder de to principper, kaldes en hge stemning.

Lad nu ¢; og g2 betegne frekvenserne for to pd hinanden fglgende halvtoner. Da

12
intervallet en oktav bestar af 12 halvtonetrin, geelder der endvidere at (%11 =
2, hvorfra vi far at alle pa hinanden fglgende halvtoner har forholdet

2 _ v (2.1)
q1

2.2 Enheden cent

Begrebet frekvens med enheden Hz, som vi kender fra den fysiske definition af
lydbglger, er en udmeerket méleenhed ved absolut angivelse af bestemte toner.
Eksempelvis er tonen A i dag defineret til 440 Hz - og tonen oktaven over, A’,
bliver da 880 Hz. Som arbejdsredskab i forbindelse med angivelse, analyse og
sammenligning af stemninger er det dog gnskeligt at ride over en méaleenhed -
et malebegreb - der kan anvendes relativt. Man har derfor indfgrt méleenheden
cent, der kan beskrive forholdet mellem to toner som en differens.

Vi s& fgr, hvordan tonerne i en oktav i den lige stemning inddeles i tolv pa
hinanden fglgende halvtoner med samme forhold 2.1. Analogt med dette inddeler
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centenheden nu oktaven 1200 trin, hvor alle par af to pa hinanden fglgende har
samme forhold og en oktav - altsd intervallet pd 12 halvtoner eller 1200 cent -
stadig har forholdet 2. Da er frekvensforholdet mellem toner med netop en cent i
forskel **%/2. Ligeledes vil toner med en afstand pa n cent have frekvensforholdet

1200/5\
(>93)",

Figur 2.3 Klaviatur med centveerdier for lige stemning. Tonen C er valgt som
reference og er sat lig 0 cent. Forholdet mellem alle halvtonetrin er 100 cent.

Lad fx tonen ¢y og en lysere tone g2 have frekvensforholdet g— Dette forhold
kan vi nu ogsd udtrykke i cent. Hvis vi lader ¢ betegne forholdet 9— 1 cent og
satter tonen ¢; som udgangspunkt gaelder der at

g2 _ { 120075\ ° ]
o= ( 2) (2.2)
Af dette far vi at
log &
C = ______(11 2.3
log *¥/2 (2:3)

Man siger da at forholdet mellem g; og g2 er ¢ cent.

Den vigtigste egenskab ved centenheden er, at den er logaritmisk. Hvis vi énsker
at multiplicere forhold, kan vi saledes addere centveerdier istedet. Tag fx afstan-
den fire halvtonetrin. I lige stemning svarer dette til forholdet g% = ( 1\2/_2-)4. 1
cent svarer dette forhold istedet til 4 - 100 cent. Enheden er specielt anvendelig,
nar man skal sammenligne andre stemninger med lige stemning. Det er siledes
langt nemmere at fa et overblik over en given stemning, hvis den vises i cent-
veerdier. Dette skal vise sig nyttigt i de falgende afsnit, hvor vi kort vil beskrive,
nogle af de stemninger der har praeget europzisk musik gennem tiden.

2.3 Pythagorisk stemning

Skent det er muligt at Pythagoras (570-504 BC) fik sin viden fra egyptiske
preester, er det seedvanligvis ham, der far sren for at have opdaget, at en svin-
gende streng, hvis lengde forkortes til to tredjedele eller halvdelen af dens frie
leengde, producerer et interval til den tone, strengen ellers havde produceret, der
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er serligt velklingende. Han konkluderede derpé, at der opstar konsonans, hvis
to toner (strengeleengder) har forholdet 1:1, 2:3 og 1:2 konsonans. Disse tal har
et seerligt forhold, der kan tydeligggres ved at dele dem med to, hvorved vi far
1, % og §. Pythagoreerne sa og veerdsatte dette simple matematisk harmoniske
forhold og det bekraftede deres filosofi, der byggede p4 en matematisk opfat-
telse af verden. Forholdet fik siledes et religigst skeer, mens grets perception, og
spagrgsmalet om, hvorfor gret foretrackker toner fra strengeleengder, hvis forhold

kan udtrykkes i sma heltal, tradte i baggrunden [Lloyd and Boyle, 1978][side 3].

Denne opfattelse var dominerende i Europa. i nasten totusind ar, hvor den dan-
nede basis for den made, man stemte instrumenter pé. Det grundleggende prin-
cip i den pythagoreiske stemning er, at alle kvinter, kvarter og oktaver er rene,
dvs. at alle toners frekvenser er i forholdet 3:2 (7 halvtoner - en kvint), 4:3 (5
halvtoner - en kvart) og 2:1 (12 halvtoner - en oktav). Og de tre konventioner
kan opfyldes simultant. Lad tonen C have frekvensen f. Hvis vi fx gér fra C til
G (7 halvtonetrin - en kvint) da skal tonen G have frekvensen 2 f. Dernzest gar
vi fra G til C’ (5 halvtoneer - en kvart) der s8 tildeles frekvensen -2 f = 2f. To-
nen C’ har altsa den dobbelte frekvens, hvorved alle tre konventioner er opfyldt
simultant.

Lad fortsat tonen C have frekvensen f. Vi vil nu g fra C ti! G (7 halvtoner - en
kvint) og derefter fra G til D’ (7 halvtoner - en kvint), der derved far frekvensen
3.3f=2f Nukanvigafra D’ til D og fa frekvensen 1 - §f = 2 f. Saledes kan
alle toner i denne stemning beskrives som toner med forhold til udgangstonen pa
formen 2P39, hvor p og q er hele tal. Nu kunne man tro, at det pythagorzeiske
system sdledes var selvkonsistent. I praksis viser det sig dog, og som det vil
fremga af det folgende afsnit, at der opstér et paradoks, hvis man fx vil stemme
et klaver ud fra dette princip. [Haluska, 1998][side 295-298]

2.3.1 Det pythagorziske komma

Hvis man forestiller sig, at man stemmer 12 pa hinanden fglgende kvinter rene,
ma forholdet mellem sluttonen og udgangstonen vzere (3:2)12. Sluttonen viser
sig at vaere udgangstonen taget syv oktaver over udgangstonen. Vi kunne derfor
have valgt en anden sti til denne tone, nemlig syv oktavspring hvilket forteeller
0s, at forholdet mellem sluttonen og udgangstonen er (2:1)7. En udregning af
disse to forhold giver imidlertid, at de ikke er ens. Og som fglgende udregning
viser, er forholdet mellem 12 Kvinter og 7 oktaver, der helst skulle have vaeret
1:1, er

(3:2)'2 531441
(2:1)7 ~ 524288

~ 1.0136 (=23.4 cent) (2.4)

Veerdien 531441/524288 benavnes ofte det pythagoraiske komma. Veerdien for-
teeller, at hvis vi stemmer alle kvinter rene, si ender vi med en oktav, der er
forkert med 1,36%.
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Pythagorzisk stemning er lettest at beskrive ved en algoritme og i sammenhang
med figur 2.4.

1. Farst vaelges en udgangstone (her er valgt C).

2. Dernzst stemmes kvinten over udgangstonen C, tonen G, s& denne far cent-
verdien 702.

3. Nu stemmes kvinten til G, tonen D’, som sdledes far vaerdien 1403.9, udfra
hvilken vi finder tonen D ved at treekke 1200 fra.

4. Dernzest stemmes kvinten til D, tonen A, si denne far veerdien 905.9

5. osv.

Der stemmes hhv. 6 kvinter op og 6 kvinter ned fra C. Vi ender saledes pa tonen
F# fra to sider med forskellige veerdier til folge.

Figur 2.4 FEksempel p4 pythagorzisk stemning. De to veerdier for tonen F# har
netop et pythagorzisk komma til forskel.

En central egenskab ved den Pythagoraiske stemning, sammenlignet med lige
stemning, er, at der nu ikke lzengere er en direkte sammenhaeng mellem inter-
valbetegnelsen og afstanden mellem de to toner i cent. I lige stemning dakker
betegnelsen en en kvint altid over en afstand pa 700 cent. I pythagorsisk stem-
ning er der imidlertid en konflikt. Hvis 11 af kvinterne har en afstand pa 702.0
cent, vil den sidste ngdvendigvis have en afstand pa 702.0-23.4=678.6 cent, hvil-
ket gor den kraftigt dissonerende {(grim, skurrende). Et sddant interval, der har
en leengde der afviger kraftigt fra de andre, kaldes en "ulv", og man har i praksis
undgiet at bruge sddanne intervaller.

2.4 Rene intervaller

I pythagorzisk stemning har den store terts (forholdet pa 4 halvtoner) i 10 ud af
12 tilfzelde forholdet %%; = 2—}1 = 407.8 cent. Dette forhold vil de fleste betegne
som skarpt, grimt og uharmonisk, og greekerne undgik i praksis at bruge dette
interval. Ptolemaeus (87-150 AD) foreslog at bruge en stor terts med forholdet
5:4 i stedet [Helmholtz, s. 345]. Han blev siledes forlgber for en opfattelse,
hvor kriteriet for konsonans er, om forholdet mellem de to strengelsenger kan
udtrykkes i sma heltal.

Man m3 ikke opfatte de rene intervaller som en stemning, som fx lige stemning og
pythagoreeisk stemning. Hvis man stemte et klaver efter disse forhold, ville man
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interval antal] halvtoner | eksempel | forhold | ...1 cent
unison 0 | CC 1:1 0
sekund 2 CD 9:8 203.91
lille terts 3 CD# 6:5 315.64
stor terts 4 CE 5:4 386.31
kvart 5 CF 4:3 498.04
kvint 7 CG 3.2 701.96
stor sekst 9 CA 5:3 884.36
oktav 12 cC 2:1 1200.00

Figur 2.5 Tabel over rene intervaller. Husk at udgangstonen er vilkarlig.

hurtigt opdage, at det kun var udgangstonen, der besad de gnskede kvaliteter.
De rene intervaller har derimod i perioder vzret meget populzere inden for
fx sang eller strygermusik, hvor det er muligt at justere tonen, saledes at det
rene interval opnas. Vi vil fremover i rapporten bruge betegnelsen rent om et
interval, hvis toners forhold kan beskrives ved smé heltal, ligesom vi senere vil
uddybe, hvorfor disse "magiske" talforhold konstant dukker op, nar vi snakker
om interval og stemning.

2.5 Middeltonestemning

I slutningen af middelalderen betyder musikkens udvikling, at den rene store
terts (386.3 cent) bliver mere og mere populer. Den pythagorziske store terts
(ca. 407 cents) bliver sveerere og sveerere at leve med, hvorfor man begynder at
eksperimentere med nye stemninger, hvor mange af de store tertser er rene. De
fleste af disse forslag betegnes nu som middeltonestemninger. Fgr det attende ar-
hundrede havde middeltonestemningen néet en altdominerende position. Navnet
pa stemningen er imidlertid relativ nyt, opfundet lang tid efter denne stemnings
velmagtsdage var ophgrt [Jorgensen, s. §].

Figur 2.6 Klaviatur med centveerdier for en middeltonestemning. Bemaerk at de i
alt seks pa hinanden fglgende toner med vandret skrift startende fra A# har samme
differens (38:2) i centvzerdier (altsi samme forhold). Det samme er tilfzeldet for de
toner med lodret skrift, startende fra D#. Der er i disse to raekker tale om rene
tertser, hvor den mellemliggende tone er det geometriske gennemsnit af de to.
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Middeltonestemningen indeholder mange rene store tertser, men indeholder
samtidig mange sakaldte "ulve". I praksis betgd antallet af ulve, at man begreen-
sede den fremfgrte musik til at indeholde relativt f& forskellige klange, nemlig
dem, der var fri for ulve. Man lagde ret voldsomme band p& komponisternes
frihed, da der var et begranset antal anvendelige tonearter.

2.6 Veltempereret stemning

Pa et tidspunkt bgd udviklingen at man reducerede eller eliminerede disse ulve-
intervaller. Op gennem det syttende, attende og nittende Arhundrede ekspe-
rimenterede og foreslog man et sandt virvar af kompromiser, der havde det
tilfzelles at de var ’spilbare’ i alle tonearter, altsd fri for ulve. Stemninger med
denne egenskab fik betegnelsen veltempererede. I de fleste af de veltempererede
stemninger, var der dog stadig voldsom forskel pa intervallerne. Typisk var den
store terts mellem C og E meget taet pa det rene forhold 5:4, mens den store
terts mellem C# og F som regel var et godt stykke fra, dog uden at den var helt
ubrugelig. Et oplagt eksempel pa en veltempereret stemning er Kirnbergerstem-
ningen som pa et tidspunkt vandt stor udbredelse, ikke mindst fordi, at den er
den nemmeste at stemme pa et akustisk klaver, da den bygger pa mange rene
intervaller. Saledes beskrives den som ca. 11 gange hurtigere at stemme end lige
stemning [Jorgensen, 1991}[side 277).

Figur 2.7 Klaviatur med centvaerdier for Kirnbergerstemningen

Et karakteristisk treek ved veltempererede stemninger er, at selvom alle tone-
arter er spilbare, sa vil et musikstykke lyde forskelligt, afthsengigt af hvilken
toneart man spiller i. Dette feenomen, kaldet tonearternes klangfarve, har fasci-
neret og forundret gennem &rhundreder og fiet visse kunstnere til at give de
forskellige tonearter forskellige egenskaber eller karaktertraek. Saledes giver fx
tyskeren Christian Schubart i 1806 forskellige tonearter fglgende beskrivelse:

C-dur: fuldsteendig ren. Dens karaktertrak er uskyldighed, simplicitet, naivitet,
bgrnesnak.

C#-dur: Er udfordrende, degenererer til lidelse og ekstase. Den kan ikke le,
men den kan smile. Den kan ikke hyle, men m4 skeere ansigt for at f& smerten
ud. Kun uszedvanlige fglelser kan komme til udtryk i denne toneart.

D-dur: Tonearten for triumf, hallelujaer, krigsrab og sejrsglaeede. Derfor sxttes
marcher, feriesange og omkvaed om himlens glaeder i denne toneart.
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D+£-dur: Tonearten for keerlighed, hengivenhed og intime samtaler med gud.

E-dur: Hgje gledesrab, grinende tilfredshed, om end ikke fuldendthed. Fuld
gleede i denne toneart.

[Steblin, 2002]

2.7 Opsummering

I dette kapitel har vi set, at der gennem tiden har veret mange alternativer til
den lige stemning, som i dag er altdominerende. Vi har endvidere set pA disse
alternativers karakteristika og den motivation, der 14 bag dem. Vi vil senere
traekke pa den viden om stemninger, der er gennemgaet i dette kapitel.

D#! D D#| E | F |F#| G |G#| A | A# | B

100 [ 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 | 1000 | 1100
114 | 204 | 294 | 408 | 498 | 612 | 702 | 816 | 906 | 996 | 1110
117 | 193 | 310 | 386 | 545 | 580 | 697 [ 773 | 931 | 1007 | 1083
91 | 192 | 296 | 387 | 498 | 591 | 696 | 792 | 890 | 996 | 1092

oloo ool

PR

204 386 | 498 702 | 814 | 884

Figur 2.8 Oversigt over de gennemgaede stemninger i cent. Her er tale om (L)ige,
(P)ythagoraisk, (M)iddeltone- og (K)irnbergerstemningen. De (R)ene intervaller i
forhold til tonen C er vist nederst.



3 Akustikken i en tone

I dette kapitel gives en fysisk og psykoakustisk beskrivelse af en tone. Det er
centralt at tone er i ental, da kapitlet handler om lyden og perceptionen af en
enkelt tone. Teorien i dette og det fglgende kapitel skal vaere med til at danne
basis for opstillingen af en model for konsonans.

Beskrivelsen af lyd vil variere, afheengigt af, om man beskuer begrebet gennem
fysikerens eller musikerens briller. For fysikeren er lyd vibrationer gennem et
medie med frekvenser mellem 20 og 20000 Hz. For musikeren er det en sanset
oplevelse. En musiker vil i studiet af musikalsk akustik naturligt begynde med
begreberne pitch(tonehgjde), lydstyrke, kvalitet osv., fordi disse er de begreber,
han kan hgre. Omvendt vil en fysiker begynde sit studie ud fra frekvens, intensi-
tet, svingningsopskrift osv., da det er det, han kan male. Det er imidlertid vigtigt
at skelne klart mellem de fysiske begreber og de i nogen grad tilsvarende san-
sede begreber. Vi vil i det folgende bestrabe os p4, at sammenholde eller koble
de to anskuelser. Laseren forventes at have et elementeert kendskab til fysiske
begreber som frekvens, periode og lignende, hvorved vi fysisk karakteriserer lyd.

3.1 Stgj eller tone?

Staj er det vi hgrer, nar vinden smider med blade, en bglge plasker ind pé stran-
den eller en stor menneskemaengde snakker om alt muligt forskelligt p& en gang
i et rum uden stor dempning. Men hvad er det, der heever nogen lyde op af det
sammensurium vi kalder stgj, og gor det til en tone? Helmholtz karakteriserer
lidt lgst forskellen pa denne made: "Sansningen af en tone skyldes en hurtigt
periodisk bevegelse af lydudbrederen. Sansningen af stgj skyldes ikke-periodiske
bevegelser”. [von Helmholtz, 1998][side 13] En tone er altsd karakteriseret ved
periodicitet.

3.2 Karakterisering af en tone

I det fglgende vil vi forsgge at karakterisere, hvordan vi opfatter en tone.
Helmbholtz inddeler vores opfattelse af en tone i tre klasser:

1.Lydstyrke

2.Pitch

17
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3. Kvalitet

De tre begreber er sansede begreber og har siledes ingen betydning uden for
vores hjerner. Alligevel er der en hvis kobling mellem disse og visse fysiske
begreber. Lydstyrken er saledes taet forbundet med amplituden. Toner med lille
amplitude opfattes som svage og toner med stor amplitude opfattes som kraftige.
En jeevn forggelse (formindskelse) af amplituden pé en given tone vil saledes altid
fore til, at den opfattede lydstyrke stiger (falder). Lydstyrken afhznger saledes,
modsat de to andre klasser, af amplituden [von Helmholtz, 1998][side 16].

Pitch er opfattelsen af, hvor lys eller mgrk en tone er. Den almindelige forstaelse
er, at den opfattede pitch er proportional med logaritmen til frekvensen af tonen.
For en lyd karakteriseret ved en simpel sinuskurve er dette utvivisomt korrekt.
For de fleste blase- og strengeinstrumenter er der ogsd en vis sammenhzeng
mellem den dybeste frekvens instrumentet producerer og den opfattede pitch.
[Sethares, 1997][side 32]. Men grundige psykoakustiske studier viser, at der ikke
altid en direkte forbindelse mellem den dybeste frekvens, der indgér i tonen,
og den opfattede pitch. Pitch er sdledes et vanskeligere begreb at karakterisere
fysisk end lydstyrke. Dog gelder stadig at en jevn forggelse af frekvensen af en
tone (opnas fx ved at forkorte en strengelzengde) vil fgre til en opfattelse af, at
en hgjere og hgjere pitch.

To toner fra forskellige instrumenter kan have samme lydstyrke og pitch og stadig
lyde vidt forskelligt. Tonen fra et instrument kan veere fyldig eller spinkel, klar
eller ulden, jeevn eller dynamisk. Den tredje og sidste klasse, hvorved vi kan
karakterisere en tone, er kvalitet. For at uddybe denne sidste klasse, vil vi fgrst
se lidt pa en tones komponenter, altsa se nermere p den lyd et musikinstrument
udsender.

3.3 Frekvensspektrum og Fouriertransformation

Da lyd (i fysisk forstand) er bglger, har det mange egenskaber tilfeelles med lys.
Tank pa et prisme, der kan dele en given strale af lys ind i dets komponenter
fordelt efter frekvens. P4 samme made kan man ved en (lidt mere teknisk)
Fouriertransformation dele en periodisk kompleks lydbglge ind i en familie af
simple sinuskurver, karakteriseret ved deres frekvens og amplitude (se figur 3.1).
Matematisk set er en fouriertransformation mulig, blot en funktion er stykvis
kontinuert, altsd at den hgjre- og venstreafledede eksisterer overalt. Lyd, og
toner i seerdeleshed, anskuet som et punkts forskydning fra en ligeveegt, kan
antages at opfylde dette krav [Sethares, 1997][side 14].

Moderne teknologi og Fouriers opdagelse gor det nemt for os at opdele lyden af
forskellige toner i simple sinussvingninger. P4 figur 3.2 og 3.3 ses eksempler pa
frekvensspektre fra hhv. en tone fra et klaver og en menneskestemme. Lydene
er optaget af og bearbejdet pa egen PC ved hjazlp af programmet Datalyse.

De to skitserede toner har vidt forskellig kvalitet, karakteriseret fysisk alene ved
hvilke overtoner, der er "indeholdt i"grundtonen [von Helmholtz, 1998]|side 186}.
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Heoje frekvenser
/ lyse toner
Mellemfrekvenser
= mellemtoner
Kompleks Prisme LaVe frekvenser
lysbolge = dybe toner Haije frekvenser

= lyse toner
Lyden optages Fourier-
%Wwwnﬁ\ — | og lydbelgen o transfor- | — 4 Mellemfrekvenser

digitaliseres mation \ = mellemtoner
Kompleks Lave frekvenser

lydbelge = dybe toner

Figur 3.1 Sammenligning af prisme og fouriertransformation
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Figur 3.2 Frekvensspektrum for kammertonen A (440 Hz) med en Korg X3
klaverlyd. Frekvensspektret for denne tone afslgrer, at den ogsé indeholder en del
andre frekvenser. Bemaerk hvordan der samler sig spidse omkring heltallige multipla
af grundfrekvensen, dvs. frekvenserne 440 Hz, 880 Hz, 1320 Hz osv.

Forskellen pa de to opfattede toners kvalitet ligger altsd "gemt" i deres respek-
tive frekvensspektre. P4 trods af forskellene, har de to toner alligevel et meget
vaesentligt grundtrzek til faelles: Alle frekvenser med neaevneveerdig intensitet er
heltallige multipla af grundtonen. Det viser sig, at dette er et generelt traek ved
alle en-dimensionelle musikinstrumenter, p& hvilke den vestlige harmoniske mu-
sik bygger. Toner p& denne form kaldes harmoniske. Har overtonerne(spidserne)

_ikke denne orden, kaldes overtonerne uharmoniske (sddanne spektre fremkom-

mer fx for trommer, klokker m.m.).
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Figur 3.3 Frekvensspektrum for en stemme syngende en "ah-lyd i en tonehgjde
svarende til klaverets midterste C (262 Hz). Bemeerk at den frekvens, der svarer til
den opfattede tone har lavere intensitet end overtonerne.

Vi vil referere til en (harmonisk) tones partialtoner. P4 figur 3.3 kan ses ek-
sempler p4 partialtoner, hvor hver enkelt af spidserne fra figuren reprasenterer
en bestemt partialtone. Vi definerer 1. partialtone, som den partialtone, hvis
frekvens er den laveste fallesnsevner for de tilstedevaerende partialtoners fre-
kvenser. Vi kan nu tildele en partialtone et nummer svarende til det multipla
af 1. partialtones frekvens, der giver frekvensen til denne partialtone. Vi vil
endvidere benaevne det idealiserede frekvensspektrum, der karakteriserer en be-
stemt tone, for denne tones svingningsopskrift. Med idealiseret menes, at man ser
bort fra evt. stgj og betragter tonen som bestéende af et diskret frekvensspek-
trum, hvor kun frekvenser svarende til partialtoner har en intensitet. Siledes
vil svingningsopskriften for stemmen, der synger "ah"ved 262 Hz skrives som
B = (0.41,0.78,0.86,0.92,0.97,0.87,0.11,0.10,0.09, .. .) (se figur 3.3).

3.4 Orets frekvensanalyse

Vi vil kort beskrive gret, da det er her de fysiske vibrationer omsattes til de
elektriske signaler, der bliver til toner i vores hjerne.

Som det fremgar af figur 3.4 tager gret en indkommende lydbglge og sender en
kodet reprasentation af denne til hjernen. Denne repraesentation er en form for
spektralanalyse af lyden, som set pa figur 3.2 og 3.3. Der er altsa stor konceptuel
lighed mellem grets analyse og en Fouriertransformation [Sethares, 1997][side
17}.
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Trommehinde
Oresneglen er her “rullet ud”
Lydbelge

—> || —>

Membranen nzr det ovale
vindue aktiveres

af heje frekvenser Bagerste membran

aktiveres af lave

Midterste membran frekvenser

aktiveres af mellem-
store frekvenser

Figur 3.4 Simpel model af gret. Ekstern lyd far trommehinden til at vibrere. Disse
oscillationer fgres ind i gresneglen gennem det ovale vindue. Qresneglen er vaeskefyldt
og snegleformet. I gresneglen detekteres hvilke frekvenser, der er tilstede i lyden, og
dette signal sendes til hjernen. [Sethares, 1997][side 16]

3.5 Det skabende gre

Hvis man lytter til en sinusbglge med fast frekvens og voksende intensitet, vil
man leegge maerke til, at tonens kvalitet sendres. Folk med et treenet musikalsk
gre vil sige at de efterhanden kan hgre en iblanding af oktaven over (2. parti-
altone) og senere en tone yderligere (3. partialtone). Oversat til fysikkens sprog
betyder det, at svingningsopskriften p& den lyd, som nér hjernen, nu indehol-
der nye frekvenser, som er henholdsvis den dobbelte og den tredobbelte af den
ydre lydgiver. Disse nye frekvenser dannes i grets mekaniske del som fplge af,
at grevaevets udsving ikke er proportionalt med trykket, som pavirker det. Man
siger at gret reagerer ikke-linezert pa lyden. Hvis fx gret pavirkes af en kraftig
sinusbglge med frekvensen f, vil det inden i sig danne en raekke nye frekvenser
pa 2f, 3f, 4f osv. med aftagende amplitude. Antallet og intensiteten af opfattede
partialtoner vokser med lydstyrken [Benade, 1962|[side 60-61}. Feenomenet kan
iagttages hvis man har adgang til en tone uden gvre partialtoner, fx et prgve-
billede pa et fjernsyn, hvor man kan justere lydstyrken. Hvis lydstyrken vokser
vil der dannes overtoner i gret. Man vil sandsynligvis ikke kunne skelne disse
overtoner fra den oprindelige tone, da dette kraever et serdeles traenet gre, men
man vil, pa grund af tilfgrslen af gvre partialtoner, kunne opfatte, at tonen far
en mere lys kvalitet. [Lloyd and Boyle, 1978][side 148].
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3.5.1 Pitch og partialtoner

Med definitionen af partialtoner pa plads, vil vi kort vende tilbage til og uddybe
opfattelsen af pitch. Som tidligere beskrevet, svarer den opfattede pitch ikke
altid til den 1. partialtone, som, viser det sig, faktisk kan veere fuldstsendig
fravaerende. Opfattelsen af pitch kan bedre defineres som produceret af hjernen
og karakteristisk for den komplekse lydbglge opfattet som en helhed. [Lloyd and
Boyle, 1978]|side 143]. Hvilken pitch, gret og hjernen tildeler en tone, afhzenger
altsa af hele tonens svingningsopskrift. Og hvis man fjerner en enkelt partialtone
vil den opfattede-pitch ofte vaere uforandret. Man kan derfor sige, at man "hgrer"
frekvenser som ikke er tilstede. Dette faenomen kaldes "virtual pitch"og har
afggrende indflydelse pa vores opfattelse af harmoni [Terhardt, 1984}[side 293].
Opfattelsen af Pitch er en videnskab for sig, og har uden tvivl stor indflydelse
p& vores oplevelse af musik, men da det knytter sig til oplevelsen af harmoni,
uddybes pitch-begrebet ikke yderligere i dette projekt.

3.6 Opsummering

I dette kapitel har vi set neermere pa en tone og opfattelsen af denne. Vi har
set, hvordan man kan inddele vores opfattelse i tre klasser, lydstyrke, pitch og
kvalitet, og set pa fenomener i den forbindelse. Vigtigst af alt har vi set, at
man kan anskue en tone som bestidende af et antal partialtoner, der alle kan
beskrives ved simple sinusbglger. En iagttagelse, der er fundamental for den
videre laesning.




4 Interaktion mellem partialtoner

I forrige afsnit beskrev vi, hvordan vi opfatter en tone og dens evt. tilhgrende
partialtoner. I dette afsnit er malet, at se nzermere pa de faenomener vi oplever,
nar vi hgrer to eller flere toner samtidigt. Vi vil, med henblik p& den kommende
opstilling af en model, fokusere p4 sammensatningen af to partialtoner, der kan
karakteriseres ved to sinussvingninger.

I forrige kapitel, hvor vi s& pa en enkelt tone, havde tonens fase ingen betydning
for frekvensspektret eller den opfattede tone. Hvis der er tale om to uaftheengige ..
sinussvingninger, kan interferens imidlertid spille en stor rolle for den sammen-
satte lyd. Har de to toner samme frekvens, vil vi, afhangigt af, om de to toner
er i fase eller modfase, opleve positiv eller destruktiv interferens.
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Figur 4.1 Illustration af positiv og destruktiv interferéns mellem to sinussvingniger
med samme frekvensens. Til venstre opstar konstruktiv interferens da de to svingninger
omtrent er i fase. Til hgjre er de to bglger nasten i modfase, hvorfor den resulterende
sinusbglge har meget lille amplitude.

I praksis optraeder simple sinussvingninger kun som komponenter i et som regel
langt mere komplekst lydbillede. Samtidig har vi set hvordan opfattelsen af,
hvilken tone der spilles ikke sndres, fordi en af partialtonerne evt. forsvinder. I
alle tilfelde viser det sig, at tonernes fase kun har minimal betydning for opfat-
telsen [Helmholtz, s. 184]. Et andet fysisk feenomen, der optrzader i forbindelse
med interferens, er svaevninger. Og dette feenomen viser sig at have en afggrende
betydning for vores opfattelse af tonesammensatninger.
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4.1 Svaevninger

Nar to sinuskurver har nsesten samme frekvens, optreeder der hgrbare sveevnin-
ger.

Figur 4.2 Illustration af sveevninger. Den resulterende kurve kan betragtes som en
kurve med fast frekvens og varierende intensitet. Hver gang intensiteten passerer et
minimum siger man, at der har optradt en svaevning. Som sanset begreb kaldes en
svaevning for et beat.

P4 den medfglgende CD gives et par eksempler pa beatfszenomener. Lyt fx til
[1): Beats i sinusbglger 1

(a) En sinusbplge med frekvensen 220 Hz (4 sekunder)
(b) En sinusbglge med frekvensen 221 Hz (4 sekunder)
(c) Sinusbglge (a) og (b) sammen (8 sekunder)

[2): Beats i sinusbglger 2

(a) En sinusbplge med frekvensen 220 Hz ({ sekunder)
(b) En sinusbalge med frekvensen 225 Hz (4 sekunder)
(c) Sinusbglge (a) og (b) sammen (8 sekunder)

Lad o0s se naermere pa faeenomenet. En almindelig trigonometrisk formel relaterer
summen af to sinuskurver til et produkt af en sinus- og en cosinusfunktion:

Tty

sin
2

sinz + siny = cos

z—y
. (4.1)

Summen af to sinusbglger med frekvenser f og f + Af og kan saledes skrives
som:




4.2 Beats og svevninger

i

o A0 g 2 = U =80, |

sin2nft +sin2n(f +Af)t = 2¢
= 2cosmAftsin2n (f + %—) t (4.2)

Hvis vi nu antager at f er meget stgrre end Af ses af ligning 4.2, at den re-
sulterende lydbglge kan anskues som en bglge med frekvensen f + %ﬁ, hvis
intensitet varierer langsomt med en periode, der kun er athaengig af Af. Hver
gang intensiteten passerer et minimum, siger man, at der har optradt en svaev-
ning. Antallet af sveevninger n pr. tid kan séledes findes ved at se p4, hvor ofte
cosinusfunktionen i ligning 4.2 har nulpunkt, dvs. dens halve periode:

TAf

T

= |f1 - fa (4.3)

n
tid

Antallet af svaevninger er altsi lig den absolutte forskel pa de to frekvenser.

4.2 Beats og svaevninger

Et beat er en sanset sveevning. Af 4.3 ses, at der optreeder svaevninger si snart
f1 er forskellig fra fo. Det viser sig imidlertid, at gret har en vis grznse for,
hvor mange sveevninger man kan opfatte pr. tid. Og hvis man kommer et stykke
forbi denne greense, opfattes ingen svaevninger overhovedet [Sethares, 1997][side
40]. Fenomenet er maske mere velkendt i forbindelse med gjets perception. Lad
os fx forestille os, at vi ser pi et fjernsyn, hvor vi selv bestemmer den fre-
kvens, hvormed fjernsynets billedflade udskiftes. Hvis der vises et billede pr.
sekund kan vi tydeligt talle og forsta, at der er tale om separate billeder. Hvis
vi gger frekvensen jeevnt, vil vi pa et eller andet tidspunkt miste evnen til at
skelne billederne fra hinanden. Her kan vi ikke leengere ud fra vores percep-
tion giver et estimat pa frekvensen. Det er dog sandsynligt, at det iagttagede
billede vil fremsta flimrende, uroligt og ubehageligt. Hvis vi imidlertid gger fre-
kvensen yderligere, vil den flimrende fornemmelse langsomt forsvinde, og vores
perception kan ikke leengere fortelle os, at der er tale om separate billeder. Gret
fungerer pa samme made. Hvis vi med udgangspunkt i to sinusbglger gger svaev-
ningsfrekvensen javnt, vil vi pd et tidspunkt miste muligheden for at give et
estimat pd antallet af sveevninger gennem vores perception. Det er igen sand-
synligt at lyden, analogt med fgr, vil fremstd *flimrende’, urolig og ubehagelig.
Hvis vi gger frekvensen yderligere, vil det urolige begynde at forsvinde. Til sidst
opfattes saledes ingen beats overhovedet. Dette eksemplificeres ved skeering (3]
og [4] p4 den medfglgende CD.

[3]: Beats i sinusbglger 3

(a) En sinusbplge med frekvensen 220 Hz (4 sekunder)
(b) En sinusbolge med frekvensen 270 Hz (4 sekunder)
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(c) Sinusbplge (a) og (b) sammen (8 sekunder)

[4]: Beats i sinusbglger 4

En sinusbglge med fast frekvens pa 220 Hz spilles sammen med en tilsvarende
sinusbglge, hvis frekvens langsomt varieres fra 220 Hz til 470 Hz.

Da temaet for skeering [4] er fraveer af beats, bor den hgres ved moderat eller lav
volumen, for at undgé at gret genererer overtoner ud fra den faste frekvens (se
afsnit 3.5). Omvendt kan man bruge skeringen ved hgj volumen til at generere
beats, der fysisk set ikke er til stede i rummet. Man kan siledes gennem disse
hgrbare beats opdage, hvordan gret genererer overtoner.

Helmholtz koblede i midten af 1800-tallet gennem omfattende videnskabeligt
arbejde intensiteten af beats til konsonansbegrebet. Ud fra analogier med gjet
slutter han, at vores nerveapperat foretrekker relativt kontinuerte impulser.
Han definerede saledes konsonans som "fraveer af beats". I det fglgende afsnit vil
vi med udgangspunkt i Helmholtz arbejde, forspge at give en fysisk-matematisk
definition af, hvor kraftige beats vi oplever, nar vi hgrer to sinusbglger.
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Efter at have behandlet grundlaeggende teori om toner og opfattelsen af disse, vil
projektet nu g ind i en ny fase. I denne fase vil vi anvende den behandlede teori
til at opbygge en matematisk model for beatintensitet. Vi vil opbygge modellen
for beatintensitet i fire trin. I fgrste trin, der er det mest omfattende, bestemmes
et mal for intensiteten af beats for to sinusbglger. I neeste trin udvides malet
til at geelde for to toner. I tredje trin flyttes fokus til sammensatninger af et
vilkérligt antal toner. I fjerde og sidste trin udvides resultaterne fra de farste
tre trin til at geelde for et helt musikstykke.

To sinusbglger —> To toner —> Akkorder —> Et musikstykke

Vi vil under forklaringen af modellen, serligt i de tre sidste trin, bruge en del
eksempler, der er centrale for projektets problemstilling. Man skal saledes se
disse eksempler som demonstration af modellens anvendelse, og det er ud fra
disse eksempler, vi vil diskutere anvendelse af modellen.
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5 To sinusbglger

I det folgende vil vi opstille et mal for beatintensiteten for to sinusbglger. Gen-
nemgangen bygger pa appendiks 9 og 14 i [von Helmholtz, 1998], hvor Helmholtz
forklarer, hvordan han har konstrueret sit mal for intensiteten af beats. Helm-
holtz forklaring er ikke szrlig grundig, og afsnittene beerer tydeligt preeg af, at
der er tale om appendiks. Da udledningen er central for projektet vil vi allige-
vel forsgge at gengive og udbygge dens forskellige trin. Vi vil veere nogenlunde
tro mod Helmholtz fremstilling, men vil, i stedet for som ham at se p& toner,
der som bekendt kan opfattes som sammensaetninger af sinusbglger, i fgrste
omgang kun beskaeftige os med sinusbglger. Der vil siledes veere enkelte afvi-
gelser i ligningerne, da nogle af hans ligninger beskaftiger sig med toner, mens
vores tilsvarende kun beskaftiger sig med sinusbglger. Helmholtz notation fra
henholdsvis appendiks 9 og 14 er bibeholdt. '

5.1 Sympatiske resonatorer

En sympatisk resonator er et legeme, som er falsom overfor bestemte frekvenser.
Samtidig har resonatoren den egenskab, at nar det forst er sat i beveegelse, s&
vil den fortseette med at vibrere et stykke tid, for den falder til ro. Den frekvens,
disse aftagende vibrationer forekommer med, kaldes resonatorens egenfrekvens.
Vi vil begynde dette kapitel med et par betragtuninger vedrgrende sympatiske
resonatorer, som vi far brug for senere. Lad os anskue en sympatisk resonator
med massen m, der konstant vil flyttes mod sit udgangspunkt af en elastisk
kraft. Man kunne fx forestille sig et har pa basalmembranen, der aktiveres af
bestemte frekvenser. Nar det tunge punkt flyttes distancen z fra dets hvileposi-
tion, lad da —a2z veere den elastiske kraft pa dette. a? kan saledes betragtes som
reonatorens fjederkonstant, eller som et mal for resonatorens stivhed. Antag at
punktet pafgres en ydre pavirkning i form af en periodisk kraft, der kan skri-
ves pa formen Asinnt, hvor A betegner amplituden af denne kraft, n betegner
frekvensen og ¢ betegner tiden. Antag endvidere at bevaegelsen deempes med en
kraft proportional med punktets hastighed, vi saledes kan skrive som —24E. b?
er shledes parameter for, hvor hurtigt resonatorens bevaegelse deempes.

Vi kan nu vha. Newtons 2. lov opskrive en bevaegelsesligning for punktet:

T dx
m—— = —a’z — b*—

T Fri Asinnt (5.1)
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Denne ligning er en inhomogen lineser 2. ordens differentialligning. Fgrst under-
2 2
sgges karakterligningen A2 + £ X + £ Diskriminanten

b? a®

ses at vare negativ, safremt 4ma? > b*, hvilket vi for at fplge Helmholtz’ ud-
ledning vil antage. Den fuldstzndige lgsning til differentialligningen 5.1 bliver
med Helmbholtz’ betegnelser

Asine —b2e t 1
= i - o si - 2m — —pt
T=—5—sin (nt — €) + Be™#= sin ( y/ @*m 4b + c) (5.3)

hvor B og c er integrationskonstanter og

b*n
tane = m (54)

Andet led i ligning 5.3 med koefficienten B er kun vaesentlig fgrst i bevegelsen,
— 2t

da faktoren e 7= vil formindskes med tiden. Vi veelger, for at fplge Helmholtz,

at se bort fra dette led, og i stedet underspgge det forste led nzrmere. Forst

kan den "maksimale kinetiske energi" i% for den bevagelse, det forste led i 5.3
repraesenterer, bestemmes til

. 1 (dz\?
nar
2 . 2
(%%) = (—4—2—1225 cos (nt — e)) (5.6)
antager sin maksimale veerdi. Saledes fas:
1 [Asine\? mA?sin%e
.2 — _

Hvis vi nu antager, at vi kan variere den frekvens n, vi pavirker punktet med,
vil maksimum, som vi vil kalde 12, opnés nar sin e = 1. I s3 fald bliver:

2 _ mA?
P==5 (5.8)

og vi kan ogsa skrive 5.7 som

i? = I*sin¢ (5.9)
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Lad den frekvensafh@ngige resonans for et givent punkt vaere defineret som den
kraftigste vibration en sinusbglge med den givne frekvens kan inducere. Stgrrel-
sen €, der afhznger af de for et givent punkt konstante stgrrelser a, b og m samt
frekvensen n af den pavirkende sinusbglge, bestemmer altsi styrken af de reso-
nans, der forekommer i punktet. Hvis vi betragter et givent punkt og varierer
frekvensen n, ser vi af ligning 5.9, at denne har maksimum nér tane¢ = Fco.
Dette ses udfra 5.4 at veere opfyldt netop nar a? = mn?2. Hvis N nu er den vardi
af n som giver den maksimale resonans fas:

N%2=— ' 5.10

- (5.10)
Denne frekvens N er den som fremkalder den steerkeste resonans. Hvis b er
tilstreekkelig lille, vil denne frekvens samtidig vaere taet pa legemets egenfrekvens.
Hvis vi indfgrer stgrrelsen N i ligning 5.4 far vi at

b’n '
tane = m (5.11)

Resanatorens normerede intensitet
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Figur 5.1 Normeret resonans for to resonatorer med hhv. egenfrekvenser 200 Hz og
250 Hz som funktion af den frekvens n, man pévirker dem med. Grafen er produceret
ud fra ligning 5.9 og 5.11. Med normeret menes, at 2. aksen er skaleret ved at dele
med vaerdien af I? (se 5.8). Endelig er forholdet % fra 5.11 valgt til 10 s~

For at opsummere Helmholtz resultater om resonatorer, har vi konstrueret en
graf, hvor man afbilder den kraftigste intensitet (resonansen) for to resonatorer
med givne egenfrekvenser, som en funktion af, hvilken frekvens man pavirker
det med (se figur 5.1). Bemzrk hvordan der er lidt luft omkring foden af hver af
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de to spidser, hvilket illustrerer, at en resonator godt kan bringes til at reagere
periodisk, selvom frekvensen ikke er helt lig dens egenfrekvens.

5.2 Intensiteten af beats

I det fglgende vil vi betragte hgrehdr med massen m og deempningsfaktor b2
som sympatiske resonatorer. Antag at gretsneglen udssttes for sinusbglger med
teetliggende frekvenser n; og na og tilhgrende intensiteter B’ og B”. Lad ogs&
n betegne en frekvens og lad n1 < n < na. Lad endvidere B; og By betegne
den stgrste intensitet, som de to sinusbglger hver is=r kan inducere resonatoren
med egenfrekvensen n med. Af 5.9 fas nu at

B, = B'sine¢; og Ba = B” sine, (5.12)

hvor €; og €, formuleres ud fra 5.11:

b2n ¥ ot
tane¢; = 3 : 37 = 2” r i R = b
m(n? —n?)  m(n2-n?) 7r(n m) 71.(n n_x)
nin ni n ni n
& mtane = 5 (5.13)
nt T m
Tilsvarende fas
mtanes = b (5.14)

I R2
"(%-%)

Vi vil for at fglge Helmholtz betragte 8 = 1;,—5’% som veerende konstant for sma
sendringer af n. Hvis man forestiller sig, at hgreh&rs masse m og egenfrekvens n
er omvendt proportionale samtidig med at deempningen, parametriseret ved b2,
er nogenlunde frekvensuafhengig, ses det, at betragtningen ikke er helt urimelig.

5.2.1 Sinusbglger med forskellig amplitude

I de sveevninger vi har illustreret pa figur 4.2 havde de oprindelige sinusbglger
samme amplitude. Hvis disse havde haft forskellig amplitude, havde svaevnin-
gerne faet et lidt andet udseende (se figur 5.2). For at vise hvordan sumbglgens
amplitude varierer, vil vi beskrive sveevningen ved hjelp af den komplekse eks-
ponentialfunktion. Lad B, veere amplituden for en sinusbglge med frekvens f
og lad ¢ betegne tiden. Da kan vi beskrive sinusbglgen som imaginzrdelen af
den til denne sinusbglge tilhgrende komplekse eksponentialfunktion.
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Im (B1€"?"f*) = Im (B, €(cos (27 ft) + isin (27 ft))) = Bysin 27 ft) (5.15)

Lad nu B; vare amplituden for en anden sinusbglge med frekvensen f + Af.
Da. far vi sumbglgen for to sinusbglger til

Ble’i?ﬂ‘ft + B2ei27r(f+Af)t —_ (Bl + Bze‘iZWAft)eiZ’lrft (516)

For hvert t er dette et komplekst tal, som kan repraesenteres ved dets modulus
gange €' °"9, Kvadratet af lengden pd det komplekse tals modulus er

modu102 — ((B1 + B26£21rAft) ei27rft) ((Bl + Bze—iQWAft) e-—z’27rft)
- B? + Bg + B132 (ei21rAft + e~1:27l’Aft)
B? + B2 + 2B, By cos (2rA ft) A . (5.17)

Der geelder at intensiteten af en bglge med given frekvens er proportional med
kvadratet p& amplituden, her givet ved det komplekse tals modulus. Intensiteten
af de vibrationer, der pavirker resonatoren med egenfrekvensen n, nar den bade
pavirkes af n; og ny, vil jf. ligning 5.17 fluktuere mellem veerdierne (B; + B2)?
og (Bl - 32)2_

Forskellen mellem disse to veerdier giver et mal for styrken af evt. beats. Ved

hjeelp af 5.12 fas denne forskel til

4B1By = 4B'B" sine; siney (5.18)

ho

Figur 5.2 Illustration af svaevninger mellem sinusbglger med forskellig amplitude.

Nu indfgres fglgende skift af variable:
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ny +ny = 2N
ny = N(1-9)
ng = N(1+9)
n=N(1+v) (6.19)

Med denne skrivem&de kan vi nu omskrive ligning 5.13 til

og ligning 5.14 til

B B
tane; = = (5.20)
— (14v)2—-(1-46)?
m (—*—1_'3 - .‘f) T 0 (i-9)
B B
tane; = = (5.21)
G2 —_(118)
4 (‘i‘h? - ‘i‘hg) T (+9)

Man kan ved simple trigonometriske omskrivninger vise at

9 tan’z  [tanz|

sin = =
1+tan’z 1+ tanlz

(5.22)

Ved at kombinere ligning 5.18 med tane; (5.20) og tan ez (5.21) far vi ved hjzelp
af 5.22 intensiteten til:

43132

4B'B" sine; sin e

: . B

1 i

4B'B" sin arctan —(1—+——-— P —(o) sin arctan;—rmu————— VP (118)2
(1+v)(1-4) (1+v)(1+9)

tanarctan Tﬁ%‘m tan arCta'n Tiv %-(wfs Z
4B'B" DD 1+1)(1+

\/ 1 + (tanarctan —mﬁ_“—ér)ﬁ \/ 1+ (tanarctan ;r_llﬁp—_u_af)z

T+)(1—-3 T+ (1+
g _f
R eh

4B'B" LS =

2 2
\/1+<7Tm—26?1—_a7) \/1"” (W(—H—%m)
eI =) TFO0F

g

2
(A4v)2-(1-6)2 1+v)2—(1+8)2
\/52 + 7"2 (1‘;,,)(1 =3 ) \/ﬂz +7? (g_(l-LH-u) 1L'+5)' )

4BIB//

(5.23)

Hvis vi antager at § er fast og v er variabel, nar beatstyrken 5.23 sit maksimum
ndr v er 0, hvilket svarer til, at n netop er lig gennemsnittet af ny og ng. Hvis
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vi kalder dette maksimum for styrken af beats for s og normerer funktionen ved
at dele med 4, far vi altsa at

ﬁz

2 2
( )

s(8) = B'B" (5.24)

For at forskenne dette udtryk benytter Helmholtz at &, der kan anskues som
halvdelen af den relative afstand mellem to frekvenser, ofte er meget lille. Ud-

trykket é;ﬁ—‘; kan derfor Taylorudvikles til

82426 (26 + 2)(1 +6) — 1(6° + 26) '
1+6 0+[ (14 6)? L=0-5+a(62)
= 26+ (6% (5.25)

Med denne udmszrkede approksimation far Helmholtz det lidt kgnnere udtryk

,32
=~ BB ——— .26
s(0) ~ B'B" g (5.26)
Da vi ikke har samme beregningsmzssige begraensninger som Helmholtz, vil vi
regne videre med ligning 5.24.

I beregningen af graden af beatstyrken valger Helmholtz kun at se pd den
maksimale veerdi givet ved ligning 5.24. Han anfgrer at det muligvis kunne veere
gnskeligt at integrere veerdien for alle veerdier af v. Dette, forklarer han, ville
imidlertid krzeve ngjere kendskab til tatheden af resonatorer i gret, hvorfor
Helmholtz kun arbejder videre med 5.26. Hvis man skal fortolke veerdien af
beatstyrken s kan man sige, at den forteeller i hvilken grad gret ikke kan skille
(fourieroplgse) to sinusbglger fra hinanden, og hgrer de to toner som en enkelt
evt. beatende tone. Pointen er, at hvis gret hgrer to sinusbglger med meget
forskellig frekvens, dvs. at der ikke er et sensorisk overlap mellem de signaler
gret far fra de to sinusbglger, sd vil man trods evt. sveevninger ikke opfatte
beats, men to separate bglger, hvorfor beatstyrken s vil antage veerdien nul.
Veerdien af 8 er central for funktionen s. Som figur 5.3 viser, sendrer funktionen
s karakter afheengig af, hvilket 3 der benyttes. Dette problematiseres senere.

5.3 Opfattelse af beats

Sidst, men ikke mindst, skal vi for at give et udtryk for beatintensiteten tage
hensyn til, at meget langsomme beats ikke fgrer til oplevelse af dissonans, li-
gesom at oplevelsen af dissonans nar et maksimum mellem 30 og 40 beats,
hvorefter den aftager. For at tage hensyn til dette, ma vi gange s med en faktor,
der er forsvindende nar antallet af beats er lavt, ndr et maksimum mellem 30
og 40 beats, og aftager igen for at g& mod 0 nir antallet af beats vokser mod
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Figur 5.3 En sinusbglge med konstant frekvens 200 Hz spilles sammen med en
sinusbglge med variabel frekvens. Vaerdien af s ses at have maksimum, nir begge
sinusbglger har frekvensen 200 Hz. De forskellige kurver viser, hvilken rolle veerdien
af (3 spiller for, hvordan s afhsnger af frekvensen.

uendeligt. Helmholtz foretager her et ad hoc-valg. Hvis vi definerer veerdien @
til at veere lig § nar forskellen i frekvensen mellem n; og na er netop 35 Hz,
veelger Helmholtz siledes skarpheden R (fra det engelske udtryk Roughness) til
at veere

40252

B=w+op

(5.27)

Denne funktion nar sin maksimale veerdi 1 nar § = +6 og bliver nul, hvis
0 er nul eller uendelig. Derudover har den vandret tangent for § = 0 og for
0 = %0 (se figur 5.4). Ligningen er ifslge Helmholtz den simplest mulige, men
er selviplgelig til en vis grad arbitreer. Dette valg af en arbitrer funktion bryder
med den ellers ikke-psykologiske og relativt naturvidenskabelige tilgang, som har
veeret fremtraedende i dette kapitel. Man kunne siledes her have valgt en anden
arbitrer funktion uden at komme i konflikt med Helmholtz reesonnementer.
Omvendt kan det diskuteres, om det overhovedet er muligt at satte tal pa en
oplevelse af skarphed og dissonans, som er det vi prgver at parametrisere. At
han beslutter at veelge denne funktion som en ad-hoc lgsning vaekker forstaelse
hos denne rapports forfattere. Den opfylder de naevnte kriterier mht. minimum,
maxima, og vandrette tangenter , samtidig med at den er relativ simpel. Man ma
dog tage ind i sine overvejelser, at denne funktion ikke lengere er objektiv. Man
kan séledes forestille sig, at hvert individ har sin egen kurve. Nyere undersggelser
af fx [Kameoka and Kuriyagawa, 1961] viser imidlertid, at der er relativ stor
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enighed om skarpheden af to sinusbglger, hvorfor det i hgj grad giver mening at
arbejde videre med denne arbitrzere funktion, der viser sig at kunne producere
brugbare resultater.

T T 1 ! T T 1 T

o : ——

I 1 1 I : L L
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Variabe! frekvens | Hz

Figur 5.4 Grafisk afbildning af beatfaktoren mellem sinusbglge med konstant
frekvens 200 Hz og sinusbglge med variabel frekvens. Der er maksima ved 165 og 235
Hz, svarende til, at der optraeder netop 35 beats. Der er indtegnet vandrette tangenter
ved de to maxima og ved det globale minimum 200 Hz.

For at beregne intensiteten af beats tager Helmholtz produktet af R (givet ved
5.27) og s (givet ved 5.24). Den endelige ligning for beatintensiteten kan derfor

skrives som
/6202 62

R.s=4B'B" 5
(62 +m (£12) ) (62 + 82)2

(5.28)

5.3.1 Hyvilken (-veerdi skal vi vaelge?

Pa figur 5.5 er graferne for R - s afbildet for flere forskellige S-vaerdier. Dette er
tilfzeldet, fordi der i 3 indgér stgrrelser, hvis vaerdier projektets forfatter ikke har
haft tid til at finde gode estimater for. Her er fx tale om massen af den pavirkede
resonator og deempningen af bevaegelsen, for hvilke man ud fra undersggelser af
gret maske kunne bestemme veerdier for. Da vi ikke har haft mulighed for at
give en praecis bestemmelse af stgrrelsen, har vi udfra sammenligninger vores
grafer med Helmholtz egne, hurtigt kunne bestemme en omtrentlig vaerdi. Vi vil
i resten af projektet arbejde med 8 = 0.1, da denne veerdi far vores kurve til at
stemme bedst overens med blandt andre Helmholtz egne kurver.
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Figur 5.5 Helmholtz’ beatintensitetsfunktion for to sinusbglger, hvor den ené har
konstant frekvens pa 200 Hz. Kurven er plottet for forskellige veerdier af 3. Kurverne
kan anskues som et produkt af kurverne pa 5.3 og 5.4. Bemeerk at der er en "klgft"
omkring frekvensen 200 Hz. Bemaerk endvidere assymetrien der kommer fra 5.24

5.3.2 Frekvensafhangighed

Det viser sig, at kurven for beatintensiteten mellem to sinusbglger med konstant
forhold er ret athaengig af, hvilken frekvens de sammenlignes ved. Ved lave fre-
kvenser vokser antallet af beats relativt langsomt, nir forholdet mellem de to
frekvenser gges. Ved hgje frekvenser vokser antallet relativt hurtigt. Dette sker
hovedsageligt, fordi antallet af svaevninger vokser svarende til den absolutte for-
skel mellem frekvenserne, mens det er den relative forskel af frekvensen af de
to sinusbglger, der er afggrende for, hvornar de danner et bestemt interval. For
eksempel vil to sinusbglger med frekvenser 80 og 90 Hz producere 10 sveevnin-
ger pr. sekund (se ligning 4.2). Hvis vi fordobler frekvenserne vil forholdet, og
dermed opfattelsen af intervallet, veere bevaret, men antallet af sveevninger vil
veere steget til det dobbelte (se figur 5.6).

5.4 En funktion af fire variable

Vi vil runde afsnittet af med at omskrive Helmholtz ligning for beatintensitet
for to sinusbglger, til et udtryk, hvor de to variable § og @ udskiftes med de to
frekvenser z; og z2, som sinusbglgerne optraeder med. Hvis vi betragter z; som
den mindste og z2 som den stgrste af de to frekvenser fas af ligning 5.19 at
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Figur 5.6 Intensiteten af beats for par af sinusbglger. Den faste frekvens er pa hhv.
100, 200, 400 og 800 Hz, mens den variable frekvens er afbildet for vaerdier nzer disse
frekvenser. PA kurverne er markeret, hvilken af de faste frekvenser den. pagaldende
kurve fremkalder sanset dissonans sammen med. Bemeerk at 1. aksen nu har enheden
cent og derfor er relativ.

2= ; 21— 6) (5.29)
hvorved § kan bestemmes til '
§e=— 21, i Z1+22 Z2—I (5.30)

T1+2z2 T1+ZT2 T1+22

Veerdien  defineres, si denne er lig § nar der optraeder 35 sveevninger, dvs. nar
differensen mellem z, og x2 er netop 35. Altsa far vi

35

0 = 6z =
3 1+ 22

(5.31)

Hvis vi indseetter disse veerdier for § og 0 i 5.28, mens vi fortsat lader B’ og B”

betegne intensiteten af hhv. z; og x5, fir vi den endelige funktion for beatin-
tensitet af to sinusbglger til

2
ﬂ2 < 35 ) (zg-—m])
z142 14+
f(z1,B',22,B") = B'B" —— 5
(22=%1)2 92221 2 2
'62 + 71.2 zy+a2 Ttz 35 + To—2)
1422221 z1+z2 142

(5.32)
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5.5 Kritik af denne model

Efter denne forholdsvis ukritiske gennemgang af Helmholtz funktion for intensi-
tet af beats, er det pa sin plads at smtte et par spgrgsmalstegn ved denne, samt
de antagelser vi har gjort os p4 vejen. Man ma huske pa at Helmholtz bog er
fra 1863, hvorfor hans igvrigt serdeles kreative forsggsopstillinger og malinger,
snildt ville kunne overgés i dag mht. praecision og hvad der er muligt. Fx har
Helmholtz ikke haft adgang til en tonegenerator, der kan give fuld kontrol over
en sinushglge. Samtidig ville det vaere maerkeligt, om vi i dag ikke pa en eller
anden made er klogere pa grets fysilogi og opfattelsen af lyd, og pa den made
er bedre stillet end Helmholtz.

5.5.1 Parameteren [

En afggrende parameter i modellen er 8, hvis veerdi (=0.1) er beheeftet med stor
usikkerhed. Som tidligere forklaret, er 3 en parameéter for, i hvilken grad gret
kan "fourieroplgse"en lydbglge, si beats mellem sinuskurver de to pagzldende
frekvenser ikke kan opstd. Siden 1863 er der lavet en del empiriske undersggelser
af, hvornar dette sker, og man har indfgrt to begreber til at beskrive dette. Nar
to sinusbglger ligger si teet i frekvens, at deres pavikning af basalmembranen
overlapper, siger man at de ligger pa samme kritiske bind. Det kritiske band
er malt direkte pa katte og indirekte pa mennesker [Sethares, 1997|[side 42].
Bredden af dette kritiske band er nogenlunde konstant ved lave frekvenser og
vokser tilnsermelsesvist proportionalt med frekvensen ved hgje frekvenser som
vist pa figur 5.7. Et andet begreb i denne sammenheng er JND, der star for
Just Noticeable Difference. Denne er den mindste skift i frekvens en lytter kan
opfange. P4 figur 5.7 er veerdien vist i det tilfselde, hvor frekvensen varieres
langsomt. Ved pludselige skift er veerdien endnu lavere.

frequency difterence in Hz

SIS SOV
100 1000 10000
frequency in Hz

Figur 5.7 Bredden af det kritiske b&nd og JND (Just Noticeable Difference) er
frekvensafhaengig. Blandt de mgrke toner er det kritiske bind meget bredt i forhold
til tonehgjden. Bemserk at JND tilnsermelsesvist er proportionel med bredden af det
kritiske bénd. Figuren er fra [Sethares s. 42]

Disse begreber har tydeligvis en forbindelse til vores 8. Man kan siledes be-
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tragte figur 5.3 som en illustration af det kritiske band, forstaet sddan, at hvis
beatstyrken s overstiger en vis verdi, si tilhgrer de to frekvenser samme kri-
tiske band. Vi har betragtet 3 som en konstant stgrrelse, hvilket kun viser sig
at veere en god tilnsermelse for frekvenser over 500 Hz. P3 trods af dette, har
vi alligevel valgt at arbejde med en fast S-veerdi, da en fast veerdi simplificerer
vores model, og da det viser sig, at denne veerdi kun i meget lille grad pavirker
vores resultater. Grunden til, at veerdien af 3 ikke er sa vigtig for vores resulta-
ter, kan forklares ud fra figur 5.5. Projektet vil beskeeftige sig med, om vi er pa
bunden af en klgft, eller t=t pa denne bund. Som det ses pa figur 5.5, er graferne
omkring bunden af dalen fuldstendig sammenfaldende, hvorfor den ngjagtige
vaerdi § har mindre betydning. En narmere undersggelse og bestemmelse af
denne vaerdi kunne stadig veere en oplagt forbedring af modellens preecision,
men vi har valgt ikke at beskeeftige os mere med dette.

Endelig bgr det naevnes, at Plomp og Levelt i en artikel fra 1965 angriber Helm-
holtz beatteori og foreslar, at den maksimale dissonans for to sinuskurver nar
‘sit maksimum nar deres frekvens afviger med ca. en fjerdedel af bredden af det
kritiske band [Plomp and Levelt, 1965]. De neevner dog, at deres resultater stem-
mer godt overens med Helmholtz’ ved frekvenser omkring 500 Hz. Vi har under
modelopstillingen valgt at se bort fra deres resultater, hovedsageligt fordi den
metode, de fremskaffer deres resultater pa, er vaesensforskellig fra Helmholtz’.
Denne forskel tages op i diskussionen. Samtidig kommer [Kameoka and Kuri-
yagawa, 1961] i samme periode udfra lignende undersggelser til en lidt anden
konklusion. De afviser at der er en sammenhang mellem det kritiske band dg
den maksimale dissonans. Deres resultater stemmer ogsé i nogen grad overens
med beatteorien, dog viser deres dissonanskurver, at ved hgje frekvenser rykkes
greensen for det mest irriterende antal beats opad, fx mod maske 70-80 beats
for frekvenser over 3000 Hz. Denne undersggelse har vi ligeledes valgt at se bort
fra i modelopstillingen.
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6 To toner

P3 baggrund af Helmholtz’ arbejde, har vi i sidste afsnit opstillet beatintensitets-
funktionen f for to sinusbglger. I dette afsnit vil vi &ndre fokus fra sinusbglger
til toner, bestaende af et antal harmoniske partialtoner, altsa partialtoner der
er heltallige multipla af den 1. partialtone. Vi vil sdledes benytte os af, at vi kan
opfatte en tone som en sammensatning af sinusbglger.

Vi vil arbejde videre med beatintensitetsfunktionen f som geelder for to sinusbgl-
ger, og fplgeligt et hvert par af partialtoner. Nar vi vil beregne beatintensiteten
for to toner bestaende af flere partialtoner, vi vil saledes beregne en sum af f
for alle par af de to toners partialtoner. Lad z; betegne en tones 1. partialtones
frekvens og B’ = (B{, Bj, . ..) denne tones svingningsopskrift. Det n-te element
i svingningsopskriften betegner den relative intensitet af denne tones n-te par-
tialtone. Lad endvidere zo betegne en anden tones 1. partialtones frekvens i
Hz og lad denne tone have svingningsopskriften B”. Da kan den summerede
beatintensitet F' som funktion af to harmoniske toner skrives som

oo 0o
F(z1,B',z0,B") =YY" f(i-a1,B,j - z2, B}) (6.1)

i=1 j=1

Vi indfgrer nu fglgende konvention: Hvis en svingningsopskrift B er endelig og
har m elementer, defineres denne til at vaere den tilsvarende uendelige sving-.
ningsopskrift, hvor elementerne fra og med nr. m + 1 settes lig 0. Saledes er fx
B =(1,0.6,0.8) = (1,0.6,0.8,0,0,...)

6.1 En tone og en sinusbglge

Lad os antage, at vi spiller en fastholdt tone C (1. partialtone har frekvensen
262 Hz) med en svingningsopskrift, hvor de 6 forste partialtoner er de eneste
repraesenteret, samtidig med at de er lige kraftige. Sammen med denne tone
udsendes nu en sinusbglge med variabel frekvens. Lad den fastholdte tones 1.
partialtones frekvens vaere 262 Hz og lad B’ = (1,1,1,1,1,1) veere dens sving-
ningsopskrift. Lad endvidere z5 veere frekvensen pa den variable sinusbglge med
svingningsopskriften B’ = (1). Da kan beatintensiteten for de to toner udfra
6.1 nu bestemmes til

6
F(262 Hz, B', 25, B") = Y f(i-262 Hz,1,22,1) (6.2)

i=1
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Figur 6.1 Intensiteten af beats er afbildet for fastholdt tone og variabel sinusbglge
(se ligning 6.2). Bemaerk hvordan der opstar en klgft omkring de intervaller, hvor
sinusbglgens frekvens svarer ngjagtigt til en af den fastholdte tones partialtoner.
Bakkerne bliver mere stejle nar frekvensen stiger.

Hvis man fglger sinusbglgen, der bevager sig opad i frekvens, vil grafen for F
ramme en bakke, falde til nul, og pa ny ramme en bakke, hver gang sinusbglgen
nzermer sig, rammer og fjerner sig fra en af den fastholdte tones partialtoners
frekvenser (se figur 6.1). Dette princip, med at holde en tone fast, og variere den
anden, bruges ogsa i de fglgende eksempler.

6.2 To toner

Vi kan ogsa forestille os, at vi arbejder med toner der begge indeholder flere
harmoniske partialtoner. For simpelhedens skyld vil vi begynde med at se pa
to toner, med en svingningsopskrift, hvor de tre fgrste partialtoner er de eneste
tilstede, samtidig med, at de er lige kraftige. Hvis vi igen holder den ene tone
fast ved 262 Hz mens den anden varieres opstar nu tre minima i "klgfter" (ved
0 cent, 702 cent og 1200 cent) og to minima mellem disse klgfter (se figur 6.2).
De minima der er optrzeder i klgfter er mere interessante end de lgst definerede,
hvorfor vi preeciserer betegnelsen kigft til minima af denne type.

Man kan anskue beatintensitet, som noget der opstar, si snart et par af de to
toners partialtoner har frekvenser, der naermer sig hinanden. For at fa en for-
nemmelse af dette, kan man sammenligne figur 6.2 med figur 6.3. Nar afstanden
mellem de to toner er 0 cent, er alle partialtoner sammenfaldende, hvorfor be-
atintensiteten er minimal. Hvis vi nu forgger frekvensen p4 en af de to toner
med 100 cent, og dermed denne tones partialtoner, vil de tre par af partialtoner
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Figur 6.2 Intensiteten af beats for to toner, der begge har en svingningsopskrift
B = (1,1,1), som funktion af deres afstand, givet ved ligning 6.1. Nederste kurve
svarer til 7 = 1, naeste kurve til 2 = 2 plus i = 1, gverste til summen af i = 3,1 =2 og
1=1

Afstand i cent
)
0 700 1200
1 partialtone
2. partiaftone - e e o e
3. partialtone ==macr

Figur 6.3 Illustration af partialtonesammenstgd for en variabel tone (markeret
med linjestykker) og en konstant tone (markeret med stiplede linjer), begge med
svingningsopskrift B = (1,1,1). De to toners afstand er markeret i cents.

nu begynde at producere beats. P4 figur 6.2 er dette illustreret ved tre akku-
mulerede bakker, 1 hvilke to tal markerer, hvilke partialtoner, der beater med
hinanden. Nar afstanden mellem de to toner vokser, vil intensiteten af beats
aftage indtil den gverste tones anden partialtone ved en afstand pa ca. 600 cent
begynder at beate med den fastholdte tones tredje partialtone (se figur 6.3).
Hvis de to toner har forholdet —g- /= 702 cent, vil den gverste tones anden parti-
altone have ngjagtig samme frekvens som den nederste tones tredje partialtone,
hvorfor der da ingen beats vil veere mellem de to partialtoner.

Hyvis vi nu istedet forestiller os, at de to toner begge havde en svingningsopskrift
B = (1,1,1,1,1,1), hvor netop de seks fgrste partialtoner er tilstede og med
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Figur 6.4 Intensiteten af beats for to toner, der begge har en svingningsopskrift
B = (1,1,1,1,1,1), som funktion af deres afstand. Ved sammenligning med figur 6.2
ses det, at den variable tones tredje partialtone nu ogs& beater med den fastholdtes 4,
5 og 6 partialtone. Bemaerk hvordan der er minimum nzer de centveerdier, der svarer
til de rene intervaller

samme styrke, far beatintensitetskurven et noget mere avanceret udseende (se
figur 6.4). Beatintensiteten ses at have flere af de minima, vi kalder for kigfter,
end fgr. Man kan stadig genkende klgfternes karakteristiske lidt flade bund,
ligesom der altid er to omtrent lige store bakker omkring en klgft. P4 bakkerne
omkring klgfterne p& figur 6.4 er markeret med numre, hvilke af de to toners
partialtoner, der er skyld i den hgje beatintensitet. Man kan bruge disse bakker
til at forsta de rene intervaller, vi har beskrevet i afsnit 2.4. Saledes kan man fx
forstd den rene terts, altsd toneforholdet % (=386 cent), som det forhold, hvor
den nederste tones femte partialtone er ssmmenfaldende med den gverste tones
fierde partialtone. P4 grafen for beatintensitet er kommer dette til udtryk ved
den tydelige klgft ved 386 cent. P4 samme made svarer en hver af de andre
klgfter til de forskellige rene intervaller (se figur 2.5). Man kan p& denne made
opfatte de rene intervaller som lokale minimaer for beatintensiteten.

6.3 Valg af standard

I det foreghende eksempel har vi taget udgangspunkt i en lyd med netop 6
partialtoner, der alle var lige kraftige. Svingningsopskriften varierer imidlertid
meget fra instrument til instrument (se figur 3.2 og 3.3). Og den kan ofte variere
voldsomt, afhangigt af hvordan man bruger instrumentet. Fx er stedet for gu-
itarstrengens anslag, hardheden af anslaget pa klaveret, den vokal man velger
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osv. altafggrende for tonens svingningsopskrift. Endelig har vi beskrevet, hvor-
dan flere og kraftigere partialtoner kan dannes i gret ved kraftigere lydintensitet,
hvorfor lydstyrken pludselig ogsé er en faktor man bgr tage i betragtning, hvis
man gnsker en mere pracis funktion for beatintensitet. Man kunne derfor fore-
stille sig, at vi skulle til at arbejde med en beatintensitet, hvor partialtonernes
bidrag skal vaegtes med lydstyrken, med det valgte instrument og det valgte
anslag. Der er ingen tvivl om, at det ville vaere en mere eksakt metode.

I dette projekt har vi imidlertid valgt at lave den idealisering, at alle instrumen-
ter har svingningsopskriften B = (1,1,1,1,1, 1). Der er flere grunde til dette
valg. Forst og fremmest ggr det opgaven mindre kompleks. Dernast giver det
os'mulighed fra at kunne friggre vores resultater fra det pagaeldende instrument
(og det anslag og den lydstyrke), resultaterne ellers ville veere bundet til. Valget
af en standardiseret mal har veret oplagt i en rapport som denne, hvor vi har
gnsket at studere stemninger generelt. Den sidste og vigtigste grund til at veelge
en standard er, at det viser sig, at grafen for funktionen F ikke sendrer sig serlig
meget, hvis man kun laver moderate sndringer i svingningsopskriften. Alle store
klgfter pa dissonanskurven er bevaret, ligesom forholdet mellem de forskellige
heeldninger pa grafen i disse klgfter ogsa er nogenlunde konstant. Og da disse to
forhold er de vigtigste for vores resultater, overstiger gevinsten ved at indfgre
det standardiserede mal rigeligt ulemperne. Derfor vil vi resten af denne rapport
beskzeftige os med denne standardiserede beatintensitet. Vi vil siledes omdefi-
nere funktionen F for beatintensitet af to toner til en standardiseret funktion.
Herved far vi

6 6

Flz,e2) =YY fli-z1,1,5 22,1) (6.3)

i=1 j=1

Vi har saledes defineret F til at veere en sum af 36 led, hvor hvert led repreesen-
terer en beregning af f for to partialtoner.

6.4 Dybe og lyse toner

Det er velkendt blandt pianister, at man i de dybe oktaver meget sjeeldent
benytter intervaller mindre end en kvint. Hvis man har et klaver til radighed er
det nemt at hgre hvorfor. Prgv £x at spille en stor terts i en af de lyse oktaver.
Lyden er ren og fin, og et musikalsk traenet gre kan straks hgre, hvilket interval
der er tale om. Hvis man igen spiller en stor terts, men denne gang i den dybe
ende af klaveret, er oplevelsen en helt anden. Nu lyder intervallet uldent og
skurrende, og det er de feerreste som kan bestemme, om klaveret overhovedet er
stemt. Grafen for beatintensitetsfunktionen F har ogsd et noget andet udseende
blandt de dybe toner, end for den midterste oktav, startende ved 262 Hz, hvis
grafer vi indtil videre har set pa (se figur 6.5). Alle bakkerne omkring klgfterne
er nu sh brede, at de stort set eliminerer flere af de naboklgfter, vi si pa figur
6.4. De eneste klgfter, som er tydelige og har en nogenlunde dybe, er unisonen
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(ca. 0 cent) kvinten (ca. 702 cent), den store sekst (ca. 890 cent) og oktaven (ca.
1200 cent).
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Figur 6.5 Graf for beatintensitetsfunktionen med udgangspunkt i en meget dyb tone.
Bemark at bakkerne omkring disse dale er mindre stejle end fgr, hvilket indikerer at
intervallerne er mindre skarpt definerede.

Hvis man omvendt tager udgangs punkt i en meget lys tone, vil man opleve at
kigfterne bliver smallere end fgr. Fx vil tertsen i den lige stemning (400 cent)
nu ligge omtrent ved et maksimum for beatintensiteten (se figur 6.6).

6.5 Store intervaller

Indtil videre har vi kun sammenlignet toner henover en oktav. Der kan imidler-
tid sagtens forekomme intervaller i et musikstykke, der er stgrre end en oktav.
P3a figur 6.7 ses, hvordan beatintensiteten generelt er lavere, nar vi har med
store intervaller at gdre. Dette er tilfeeldet, da der er ferre og faerre partialto-
nesammenstgd, nar tonerne kommer langt fra hinanden. Hvis intervallet bliver
sterre end 3500 cent vil man opleve, at tonerne ikke lazngere blander sig. Man
kan siledes, hvis tonen kun indeholder de fgrste 6 partialtoner og afstanden
overstiger 3500 cent kun i meget lille grad hgre, om intervallet kan udtrykkes i
heltalsforhold (er konsonant). Hvordan beatintensitetsfunktionen varierer med
udgangsfrekvensen og intervallets stgrrelse er ligeledes illustreret pd figur 6.8.
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Intensiteten af beats — F

400 600 800
Atstand til tanen C" (1047 Hz) i cent

Figur 6.6 Beatintensitetskurve med udgangspunkt i en meget lys tone. Alle klgfterne
er nu smalle, hvilket ggr, at tonerne er mere pracist definerede.
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Intensiteten af beats — F

f t
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Afstand til tonen C (262 Hz) i cent

Figur 6.7 Beatintensitetskurve, hvor meget store intervaller er medtaget. Der er
lzengere mellem klgfterne, nér afstanden bliver stor.

6.6 Addition af beatintensitet

I dette kapitel har vi ukritisk adderet beatintensiteter fra sinusbglger til toner.
Men er det rimeligt at addere disse? Er det en akkumulativ stgrrelse, eller er det
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snarere et enten-eller-faenomen. Vi har valgt at ggre som Helmholtz og addere
stgrrelserne. Dette er valgt ud fra et syn pa beatintensitet som en fysisk stgrrelse.
Med dette syn undgar vi inden for begrebets rammer, at tage stilling til, om
den sidste ekstra beatintensitet betyder lige s& meget for opfattelsen af dissonans
som den fgrste. Man kunne siledes sagtens forestille sig, at vores oplevelse ikke
generes i samme grad af de fgrste og de sidste beats.

3000 4

2500

500 1000 1500 2000 2500 3000
1.tone

Figur 6.8 Beatintensitet afhzengig af to toners afstand til 100 Hz i cent. I de lyse
omradder har funktionen en hgj veerdi, og intervallet mellem de to toner vil have en
hgj beatintensitet. Man kan betragte de fleste af de figurer, der er brugt i dette afsnit
som skaringer af denne overflade, hvor man, med udgangspunkt i diagonalen, har
holdt en af tonernes frekvenser konstant.
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I foregéende afsnit har vi set pa harmonien fgrst mellem to sinusbglger, siden
mellem to toner, og et mal for deres beatintensitet er nu defineret ved F (givet
ved ligning 6.3). Indtil dette punkt har vi i store traek gennemgéet det arbejde
Helmholtz allerede udfgrte i midten af det nittende arhundrede. I dette kapitel
vil vi imidlertid g lengere end Helmholtz, std pa egne ben, og forsgge at bruge
beatintensitetsfunktionen til at evaluere stemninger og samklange bestaende af
mere end to toner. Arbejdet i dette og det fglgende kapitel vil alts& have et mere
selvsteendigt preeg.

7.1 Beatintensitet for akkorder

Vi fik i forrige kapitel defineret beatintensiteten F' for to toner. Det heender
imidlertid ofte, at man i musikken har lyst at bruge mere fyldige klangflader,
hvorfor man satter bade 3, 4, 5 eller flere toner sammen. En sddan sammenszt-
ning af toner kaldes en akkord. Vi vil i det fglgende betegne en sammenssetning
af n toner for en n-klang, og en sammenssetning af et vilkirligt antal toner for en
samklang. En treklang, dvs. en sammensatning af tre toner, kan anskues som
en sammensxtning af tre par af toklange. Og det er p4 denne méade vi vil tildele
en given treklang en intensitet af beats. De enkelte toner sammenlignes altsa
kun parvis. I en treklang evalueres fgrst den nederste tones forhold til hver af
de to andre toner, hvorefter de to gverste toners indbyrdes forhold evalueres. P4
samme made kan en firklang anskues som en sammensaetning af seks toklange.
‘Generelt gelder, at antallet N af toklange i en n-klang er

Nn-klang) = (n~-1)+n-2)+...+2+1

n—1
Zk:ﬁ(—nzll—),hvornZQ (7.1)
k=1

Vi har valgt at definere intensiteten af beats for en n-klang som den gennemsnit-
lige intensitet af de to-klange, der indgar i akkorden. Lad {z1,z2,...} betegne
frekvenserne pa de toner, som indgar i n-klangen og lad K betegne alle par af

to-klange i n-klangen ({(z1, z2), (z1,%3), .. .}). Da far vi beatintensiteten for en
n-klang G til
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ey F(KS)
N

Har funktionen G en meget hgj veerdi, vil akkorden lyde urolig og dissonant. Har

G en meget lav veerdi, vil akkorden lyde rolig og konsonant. Vi vil i det fglgende

gennem to eksempler give et indtryk af, hvordan funktionen G kan bruges til at

evaluere beatintensiteten for forskellige stemninger.

Glzy,z9,..) = (7.2)

7.1.1 Eksempel A: Treklangen C-E-G

Denne treklang opdeles i tre par af toklange: CE, EG og CG. Vi vil regne i
enheden cent og valger den nederste tone C (261.6 Hz) som udgangspunkt.
Med lige stemning er C nu defineret til 0 cent, E til 400 cent og G til 700 cent.
Nu kan intensiteten af beats for samklangen (givet ved G) beregnes til

F(0,400) + F(0, 700) + F(400, 700)

3
1.21+0.17+1.19

3

G(0,400, 700)

= 0.8589 (7.3)

Det ses af udregningen, at hovedparten af beatintensiteten kommer fra F'(0, 400)
(stor terts) og F(400,700) (lille terts) mens F(0,700) (kvinten) kun medfgrer
meget lidt beatintensitet.

Vi kunne i stedet for have valgt at evaluere denne akkord i pythagoraisk stem-
ning. I denne stemning er C igen 0 cent, E 408 cent og G 702 cent. Da bliver
beatintensiteten istedet

F(0,408) + F(0,702) + F(408,702)

3

_ 1.49 + 0.;6 +1.36 — 1.0028 (7.4)

G(0,408,702)

Hvis man sammenligner denne udregning med den foregiende, ses det, at be-
atintensiteten for hver af de to tertser (intervallerne pa henholdsvis ca. 300 og
ca. 400 cents) tydeligt er vokset, mens beatintensiteten for kvinten F(0,702.0)
er faldet marginalt. Beatintensiteten for treklangen ses at veare vere vokset
betydeligt.

Endelig kan akkorden evalueres i en tempereret stemning som fx Kirnberger-
stemningen. I denne stemning er C 0 cent, E 386 cent, og G 702 cent. Saledes
far vi nu

F(0,386) + F(0,702) + F(386,702)

3

_ 0.9678 + (;.16 +0.70 — 0.6110 (7.5)

G(0,386,702) =
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Vi kan altsd konstatere, at treklangen, bestiende af CEG har en lavere beatin-
tensitet i Kirnbergerstemningen (se 2.7), end i lige stemning og pythagorzisk.
Med udgangspunkt i ovenstaende kan man tegne niveaukurver, der viser, hvor-
dan beatintensiteten varierer, nar vi med fastholdt C sndrer vaerdien for E og
G (se figur 7.1). P& figuren ses, at Kirnbergerstemningen giver et minimum
for G, nar treklang CEG skal evalueres. At Kirnbergerstemningen giver dette
minimum, henger sammen med, at de tre intervaller CE, CG og EG i Kirn-
bergerstemningen alle er rene, og folgeligt ligger i bunden af deres respektive
klgfter. Man kan saledes forsta et sddant minimum som om, at beatintensiteten
for alle akkordens to-klange alle ligger minimum (se figur 7.2).

450

425}

400

tonehejde for E i cent

375

350
650 675 700 725 750

tonehgijde for G i cent

Figur 7.1 Niveaukurver for akkorden CEG’s beatintensitet G som funktion af
centvaerdierne for tonerne E og G. PA figuren er markeret ved (L)ige stemning
(400,700), (P)ythagoreeisk (408,702) og (K)irnberger (386,702). Det ses at K ligger
nzer et minimum for beatintensiteten, hvorfor den har stgrst konsonans.

7.1.2 Eksempel B: Treklangen C#-F-G#

Vi vil i dette eksempel flytte udgangstonen til C# (277.2 Hz). Den akkord vi nu
vil se pa, C#-F-G#, svarer til akkorden fra fgr, CEG, alle toner er blot hzevet
med en halvtone. Analogt med eksempel A kan vi for lige stemning hurtigt
beregne veerdien af funktionen G til
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intensiteten af beats

0 5
0 100 200 300 400 500 600 700 800
Afstand it grundtonen (264 Hz) i cent

Figur 7.2 Intensiteten af beats for CE, CG og EG. Pilene markerer bevagelsen
fra lige stemning hen mod minimum for det pagaldende interval. Intervallet pa 3
halvtoner (ca. 300 cent) fra E til G burde egentlig veere tegnet pa en separat kurve
med E som grundtone, men da forskellen pa disse to kurver er meget lille, fx er alle
minima bevaret, er denne bevaegelse alligevel taget med pa grafen.

F(0,400) + F(0, 700) + F (400, 700)
3

_ 1.17+0.§6+ 1.19 — 0.8432 (7.6)

G(0,400,700) =

Veerdierne ses at afvige marginalt fra vaerdierne med akkorden CEG. Med py-
thagoraeisk stemning far vi verdien af G til

F(0,408) + F(0, 702) + F(408, 702)

3
0.1441.35+1.47

3

G(0,408,702) =

=0.9889 (7.7)

der ligeledes ses kun at afvige marginalt med resultatet fra eksempel A. Det
er anderledes med Kirnbergerstemningen. Her har tonerne C#FG# et andet
forhold til hinanden, i forhold til treklangen CEG. Saledes er C# 0 cent, F 408
cent og G# 702 cent, hvilket svarer til den pythagoraiske stemning (7.7). Vi
kan altsi konstatere, at mens beatintensiteten for en treklang som CEG i lige
stemning er nogenlunde konstant, hvis vi transponerer tonerne et par halvtoner
op eller ned, si varierer den voldsomt med Kirnbergerstemningen. Hvis vi nu
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antager, at der er en stor sammenhzng mellem beatintensiteten og tonearternes
forskellige klangfarver, som beskrevet i afsnit 2.6, s& giver vores matematiske
model fx mulighed for at beskrive forskelle og ligheder mellem tonearterne ved
hjelp af funktionen G.

7.2 Addition af beatintensitet

1 dette afsnit har vi taget springet fra en to-klang til n-klang og defineret bea-
tintensiteten for en n-klang som et gennemsnit af beatintensiteten for alle par af
to-klange. Men hvorfor vaelges gennemsnit fremfor blot at tage summen, som da
vi tog springet fra sinusbglger til toner? Grunden til dette er, at vi har valgt at se
pa beatintensiteten i forhold til, hvor mange to-klange vi modtager, ud fra den
antagelse, at kraftig ikke-beatende toner, si at sige, kan overdgve beats, man
ellers ville have hgrt. Valget bygger p4 egne iagttagelser og er som sddan ikke vi-
denskabeligt underbygget. Vi vil dog, blandt andet for at mindske betydningen
af denne antagelse, i naste kapitel velge at analysere en sang, der kun bestar af
5-klange, hvorfor den i forhold til denne problemstilling er "veegtningsneutral”.
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8 Et musikstykke

Vi har i foregaende kapitel defineret beatintensitetsfunktionen G for en vilkarlig
samklang. Vi har endvidere set, hvordan funktionen kan evaluere forskellige
stemningers indflydelse pa intensiteten af beats for denne samklang. I dette
kapitel vil vi anskue et musikstykke som en familie af samklange og evaluere
intensiteten af beats i musikstykket som helhed.

8.1 Opstilling af funktionen H

Man kan anskue et givent musikstykke som bestdende af m samklange. Lad
1; betegne de toner, der indgar i musikstykkets i-te samklang, og lad ¥ =
{y1,Y2, .- -,Ym} betegne maengden af samklange. Vi kan nu opstille en funktion
for den samlede beatintensitet af samklange gennem et helt musikstykke:

H(Y) =3 Gy (81)

Som det fremgar af ligning 8.1, bar vi valgt at lade funktionen H vere en
simpel sum af de samklange, der indgar i musikstykket. Nu er det imidlertid
sadan, at samklange i det meste musik varierer voldsomt i varighed og form. Og
en samklang med dobbelt varighed af en anden samklang bgr vel vaegtes hgjere.
At foretage denne vaegtning er imidlertid en stor opgave, som ikke har kunne nés
inden for dette projekts rammer. Vi vil derfor arbejde videre med den simple
sum, der trods alt stadig vil veere en tilnzrmelse til en evt. veegtning.

8.1.1 Dimensionsbegransning

I et musikstykke optreeder almindeligvis et stort antal forskellige toner, ty-
pisk i omradet mellem ”’C og C””, hvorfor Y, der var mengden af sam-
klange, kan vise sig at indeholde rigtig mange stgrrelser. Funktionen H kan
saledes, hvis musikstykket er kompliceret, veere en funktion af rigtig mange
variable. For at reducere problemet, indfgres fplgende konvention: Lad T =
{C,C#,D,D#,E,F, F#,G,G#, A, A#, H} betegne mengden af toner i den
midterste oktav. Til hver af elementerne i T er tilknyttet en frekvens. Lad end-
videre alle andre toner veere defineret ud fra disse i rene oktavforhold p4 2:1. P4
den made far vi fx at frekvensen D” = D - 2% og 'C = C - 27, Vi har saledes
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reduceret det maksimale antale variable 1 Y til de 12 variable samlet i T', hvorfor
Y nu kan betragtes som en funktion af 7.

8.1.2 FEr H differentiabel?

Ud fra et optimeringsperspektiv er det interessant, i hvilken udstraekning funk-
tionen H er differentiabel. Vi vil derfor undersgge funktionen H lidt nsermere.
Lad os farst erindre, at H er en sum af beatintensiteter for n-klange, hvor hvert
led er repraesenteret ved funktionen G (se ligning 7.2). Hver af disse beatinten-
siter G kan igen reprasenteres ved en sum af beatintensiteter for to-klange givet
ved vores standardiserede funktion F' (se ligning 6.3). Og endelig kan hvert F
betragtes som en sum af beatintensiteter for par af sinusbglger givet ved f (se
ligning 5.32) Da vi har valgt en standard hvor alle toner har en svingnings-
opskrift med seks lige kraftige partialtoner, kan vi endvidere fastsla, at hver
funktion F er en sum af netop 36 beatintensiteter for sinusbglger givet ved f,
en for hver af den ene tones partialtoner med hver af den andens. Hvis et mu-
sikstykke har m samklange og N(y;) betegner antallet af to-klange i den i-te
samklang er antallet af led i H er givet ved:

antal led = 36 Z N(y:) (8.2)

i=1

Hvert af disse led har jf. valget af standard felgende udseende:

132 ( 35 )2 (mg—x])2
_ T1+2T2 T1+32
f(z1,22) = p— T2 5 32
2 4 42 (?217?&‘]2')2*’25217?]2' 35 22-%3
6 + 4 14+ zzl ::21 T1+T2 + Z1+T2

Da z; og z2 betegner to partialtoners frekvenser, ma de begge vaere positive
tal. Og da (3 ligeledes er positiv, afslgrer et narmere eftersyn af ligning 8.3,
at denne funktion er fri for singulariteter. Og da f ydermere kun indeholder
en sammensatning af de 4 elementzre regningsarter, ma den endvidere vaere
vilkdrligt ofte kontinuert differentiabel. Da H er en endelig sum af sddanne
funktioner, m4 denne ligeledes veere vilkarligt ofte differentiabel.

8.2 Eksempel C: Et musikstykke

Stykket vi i dette for projektet centrale eksempel har valgt at tage udgangs-
punkt i, er J. S. Bach’s Praeludium i C-dur fra veerket "Wohltemperierte Kla-
vier"[Bach, 1960]. Andre kender stykket som Ave Maria. Det var dette mu-
sikstykke, hvis skgnhed i Kirnbergerstemningen, var motivation for projektet.
En anden grund til at vaelge dette stykke er, at der i de fgrste 32 af ialt 35 takter
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indgar en samklang pa samme form med netop fem toner i hver, hvorfor man
mere uproblematisk end ellers, kan bruge funktionen H, der er en simpel sum,
og ikke en vagtning af de forskellige samklange efter varighed og form. Vi har
valgt at optimere netop disse 32 5-klange og se bort fra de sidste 3 takter.

Vi kan nu evaluere beatintensiteten for musikstykket givet ved H(Y (T')). Hvis
vi setter T lig enten (L)ige, (P)ythagorzisk eller (K)irnbergerstemningen, far
vi siledes

H(Y(L)) = 23.2498 (8.4)
H(Y(P)) = 24.8536 ' (8.5)
H(Y(K)) = 22.0610 (8.6)

Det ses tydeligt, at beatintensiteten H varierer med stemningen. Den er saledes
hgjest i pythagorzisk og lavest i Kirnbergerstemningen og omtrent midt i mellem
i lige stemning.

8.2.1 Optimering

Nu er det sadan at fx tonen E bruges meget i dette musikstykke, hvorfor veerdien
af H(Y (T)) vil variere, hvis man "stemmer" sit E, og dermed bl.a. tonerne 'E
og E’, op eller ned. Det samme gelder for stort set alle andre toner. Vi vil i det
folgende anskue problemet som et optimeringsproblem, hvor vi gnsker at finde
minimum for H(Y (T)) i det 12-dimensionale rum, som de tolv toner i Y (T')
udspender. Da tonerne er relative, og vi ikke gnsker at ggre musikstykket lysere
eller mgrkere, kan vi imidlertid valge en referencetone (vi veelger C), som ikke
rykker sig. Herved er problemet reduceret til 11 dimensioner. Vi bgr endvidere
sikre os, at tonerne ikke bevager sig for langt veek fra udgangspunktet, at der
bliver tale om en anden klang end den i stykket definerede (at en lille terts
bliver til en stor terts osv.) For at sikre os, at klangene bevarer deres definition,
definerer vi domanet for den enkelte tone til £20 cent fra udgangstonen i lige
stemning,. '

Inden vi kaster os ud i selve optimeringen vi kort anskue funktionen H(Y (T')) for
dette musikstykke. Denne viser sig at veere en ret omfangsrig sum, der jf. ligning
8.2 indeholder 36 - 32 - 10 = 11520 led, hvilket umiddelbart er et uoverskueligt
antal. Samtidig er der tale om en vilkarligt ofte differentiabal funktion, der virker
rimelig h&ndterlig. Det er saledes oplagt at minimere funktionen ved hjelp af

en computer. Optimeringen er foretaget ved hjelp af det matematiske veerktd)
Matlab. :

8.2.2 Matlabs funktion fmincon

I en optimeringspakke til Matlab findes programmet fmincon, der er designet
til at finde minimum af en funktion af flere begraensede (constrained) variable.
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Og det er netop et sddant problem vi har med at gere. Programmet betjener
sig af en hel raekke optimeringsalgoritmer, og velger ved hvert trin i optime-
ringen udfra funktionens variation, hvilken metode nzeste trin skal foretages
med. Nar Matlab lgser dette problem veelger programmet to metoder. Forst
bruges matlab-algoritmen line search til at komme teet pad minimum, hvorefter
programmet skifter til en ny algoritme, hvor den vha. en metode kaldet Hessian-
modified lokaliserer dette minimum mere pracist. Der er her sandsynligvis tale
om en optimeringsalgoritme, der bygger pd Newtons metode [Peressini et al.,
1988].

Det tager ca. 3 minutter for en Pentium IV 2.4 GHz processor at finde frem til en
lgsning, hvis vi veelger lige stemning som udgangspunkt. Da det kan veere sveert
at overskue effektiviteten af dette program, og sikkerheden for, at vi vitterlig har
fundet det globale minimum, har vi kert optimeringen fra forskellige begyndel-
sespunkter. Hvis vi fx vaelger at starte i det "laveste hjgrne"af udfaldsrummet,
dvs. der hvor alle variable er sat til den lavest tilladte veerdi. Det lykkedes imid-
lertid programmet at finde samme minimum, blot skal der nu bruges 6 minutter.
Vi har ligeledes foreslaet optimeringsprogrammet at starte i det gverste hjgrne
af udfaldsrummet. Resultatet er efter 6 minutter igen det samme. Der er altsa
tilsyneladende et globalt minimum for denne funktion, og vi har altsé lokaliseret
den stemning, der giver den laveste samlede beatintensitet sangen igennem.

8.3 Den "optimale" stemning

Lad os endelig se nermere pad den "optimale" stemning vi har fundet. Den
fundne lgsning ses at variere kraftigt fra lige stemning (se figur 8.1). Flere af
tonerne ses saledes at vaere helt ude pa den maksimalt tilladte afvigelse fra lige
stemning pd 20 cent. Modellen anbefaler altsad en stemning der ligger et godt
stykke fra den lige stemning, som er den vi er vant til. At nogle toner rammer
den maksimale afvigelse tyder ligeledes pa, at denne greense er en barriere for en
yderligere minimering af beatintensiteten. Den store afvigelse fra lige stemning
kan veere problematisk i henhold til opfattelsen af harmoni. Dette tages op i
diskussionen.

Figur 8.1 Den optimale stemning angivet som differensen i cent i forhold til lige
stemning.
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Funktionsveerdien for dette minima er 20.9100, der ses at veaere en del lavere end
de andre stemninger vi har evalueret H med. P3 hvilken made beatintensiteten
bliver formindsket sangen igennem fremgar af figur 8.2.

0.15 —— — v r . —

0.1

0.05

(=]

~0.05f

Beatintensitet - G

&

~0.15

-0.2

-0.25

Figur 8.2 Differens i beatintensiteten (givet ved G) takt for takt i forhold til lige
stemning. P4 figuren er vist (P)ythagoreeisk, (K)irnberger og (O)ptimal stemning.

8.4 Opsummering

I dette kapitel har vi set, hvordan vi kan opstille en funktion for beatintensitet
for et musikstykke. Gennem et illustrativt eksempel har vi set, hvordan mu-
sikstykkets beatintensitet varierer med stemningen, ligesom vi har vist, hvordan
man ved en optimering kan finde et minimum for beatintensiteten. Vi har altsa
gennem vores model fundet frem til den stemning, der har stgrst konsonans.
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"9 Diskussion

Vi har i dette projekt vaeret vidt omkring. Vi har set pA stemninger, set pa toner
og perception, opstillet kriterier for den relative konsonans af sinusbglger for
derigennem at opstille en model for konsonans for en given sang. Efterfglgende
har vi brugt modellen pa J. S. Bachs Praeludium i C-dur, vi har fundet den
stemning, der har den stgrste konsonans.

Malet med denne diskussion er at opsummere, hvad vores model giver indblik
i, ligesom vi gnsker at vende tilbage til udgangspunktet og diskutere, hvorvidt
modellen kan beskrive oplevelsen af musikalsk konsonans.

9.1 Fraveer af beats og konsonans

Den fgrste og sterste antagelse i modellen er, at konsonans bygger pa fraveer af
beats. At beats er essensen af det, vi opfatter som dissonans. Denne antagelse er
grundlaeggende for hele projektet, men er ikke behandlet grundigt. Man kan sige,
at vi har undget den ved fra starten at definere konsonans som fraveer af beats,
men er denne definition rimelig? Der er der grund til at vaere kritisk. Specielt
fordi forskning udfgrt i forste halvdel af 1960’erne setter spgrgsmalstegn ved
beatteorien. Saledes opstiller de to forskerpar Plomp og Levelt samt Kameoka
og Kuriyagawa pa baggrund af nogenlunde ens forspgg, forskellige alternative
kurver for dissonans, og lgsriver dermed beatintensitet fra konsonansbegrebet.
De to undersggelsers igvrigt lidt forskellige resultater viser sig at vaere i over-
ensstemmelse med Helmholtz ligning ved frekvenser omkring 500 Hz, hvorfor
undersggelserne af forfatterne betegnes som en delvis bekraeftelse af Helmholtz
beatteori, men ogsa som en forbedring [Plomp and Levelt, 1965] [Kameoka and
Kuriyagawa, 1961].

Disse to undersggelser, der nok er de grundigste, der er udfgrt omkring oplevet
dissonans af sinusbglger, er imidlertid veesensforskellige fra Helmholtz’ undersg-
gelser. Forskellige metoder, forskelligt fokus og forskellige mal er blot et par af
de ting, som adskiller disse to undersggelser fra Helmholtz’ arbejde. Helmholtz
har et fysisk udgangspunkt, hvor det eneste ikke-fysiske element er iagttagelsen
af (eller holdning om) at 30 til 40 beats er veerst for konsonansen. Saledes er
byggestenene i Helmholtz’ teori fysiske og principielt malbare stgrrelser. For-
delene ved dette er, at resultatet bliver relativt objektivt, frigjort fra ukendte
psykologiske faktorer.

Undersggelserne fra, 1960’erne er gaet helt anderledes til vaerks. Fokus har i
hgjere grad veere at give en preecis bestemmelse af den oplevede konsonans af
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sinusbglger, mens den fysiske forklaring pé, hvorfor et interval er konsonant,
treeder i baggrunden. Man har endvidere ikke foretaget samme skelnen som
Helmboltz mellem begreberne konsonans og musikalsk konsonans, men betrag-
tet konsonans som et mere vidtfavnende begreb. I det fglgende vil vi i parentes
bemzrke vores skelnen mellem de to begreber. Udgangspunktet for artiklerne
har, ligesom for Helmholtz, veeret opfattelsen af, at toner kan opfattes som en
sammensatning af sinusbglger. Man har derfor valgt at fokusere pa den ople-
vede (musikalske) konsonans af par af disse. Metoden har varet at bede et antal
testpersoner bedgmme en serie af sinusbglger, som varende mere eller mindre
vellydende (musikalsk konsonante). Testpersoner (i begge artikler mellem 10 og
20 personer) har saledes givet forskellige par af sinusbglger karakterer efter, om
de syntes, de gav en oplevelse af konsonans. Undersggelserne bygger pa subjek-
tive udsagn, der naturligt varierer, men ogsd viser nogen overensstemmelse. Ved
statistisk behandling af disse data har man nu bestemt en gennemsnitlig (mu-
sikalsk) konsonansskurve for to sinusbglger ved forskellige udgangsfrekvenser.

Man kan med rette diskutere, om sddanne kurver ikke er tattere pa "virke-
ligheden"end Helmholtz beatintensitetskurver, der i s& fald er reduceret til en
tilnzermelse til disse kurver. Det ville afgjort have veeret en oplagt mulighed, at
tage udgangspunkt i sddanne statistisk bestemte dissonanskurver. For, kunne
man spgrge, ville modellen pa den méde ikke komme til at ligge s& teet pa sit
mal som muligt: S& preecist som muligt at kunne beskrive oplevelsen af en given
klang?

Som bekendt har rapporten taget udgangspunkt Helmholtz’ beatintensitet, og
ikke dissonanskurver tegnet pi baggrund af statistisk behandling af svarene pé
spgrgsmal om folks perception af to sinusbglger. Grunden til dette valg, vil
fremgé af det fglgende.

9.2 Adskillelse af konsonans og harmoni

I dette projekt har vi valgt at foretage en klar skelnen mellem konsonans og
harmoni. Det burde siledes vaere klart, at vores matematiske model, der byg-
ger pa intensiteten af beats, er fysisk funderet. Omvendt har vi begraenset dens
virkningsfelt til kun at veere konsonans, hvorfor oplevelsen af musikalsk kon-
sonans ikke kan bestemmes entydigt ud fra denne model. Omvendt er det en
enorm styrke at have en model pé et fysisk grundlag. P4 den méde bliver vi i
stand til at skelne mellem, hvad der er fysiske feenomener, og hvad der er kul-
tur og subjektive meninger. I undersggelserne med testpersonerne har man, i
sagens natur, faet blandet forskellige begreber sammen uden mulighed for at
skelne mellem, hvad der er harmoni (kulturbestemt og knyttet til den opfattede
pitch) og hvad der er konsonans (den fysiske stgrrelse beatintensitet). Denne
sammenblanding af forskellige feenomener forringer evnen til at diskutere en gi-
ven stemnings kvaliteter, hvorfor vi mener, at vi har brug for at kunne diskutere
de to begreber adskilt af hinanden. Samtidig 4bner denne skelnen mulighed for
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at g et niveau dybere ned i spgrgsmalet om musikalsk konsonans, hvorved fx
grundlagsdiskussioner vil have stgrre tyngde.

I meget af den nyere forskning pa dette omradde kommer denne holdning ikke
til udtryk. Fx arbejder den p& omradet for tiden nok mest kendte forsker W. -
Sethares (se [Sethares, 1993] og [Sethares, 1997]) i opbygningen af vores harmo-
niske system med en model, der bygges fx pa dissonanskurver af [Plomp and
Levelt, 1965]. Her er der saledes ikke den netop beskrevne adskillelse mellem
konsonans og harmoni.

9.2.1 Et optimalt kompromis?

Prisen for det fysiske fundament er, at vi ikke umiddelbart kan svare pé, hvorvidt
vores "optimale" stemning, der er den med den samlet set hgjeste konsonans,
ogsa er den stemning der giver den stgrste musikalske konsonans. At den stem-
ning med den hgjeste konsonans er en stemning hvor harmonioplevelsen ikke er
god. Man kan fx forestille sig, at vi pa et trin i optimeringen, s& at sige, taber
mere i oplevelse af harmoni, end vi vinder i konsonans, hvorfor oplevelsen af mu-
sikalsk konsonans samlet set forringes. Det er med baggrund i denne tankegang,
at man kunne gnske at legge en sakaldt "dzemper" pa optimeringen. Altsa at
tage hensyn til fglelsen af harmoni, ved i hgjere grad at bevare forskellige in-
tervaller i neerheden af deres definition i lige stemning. Der er umiddelbart et
potentiale for at maksimere oplevelsen af musikalsk konsonans ved at indfgre
en sddan dempning. Disse overvejelser kraver dog et nacrmere studie, hvilket
ligger uden for projektets rammer. Et forslag til deempning er alligevel medtaget
i perspektiveringen. Endelig skal man huske, at man si snart man foretager en
sékaldt deempning p& processen, er det ikke laengere beatintensitet, vi optime-
rer, hvorfor vi mister det fysiske fundament. Vi kan naturligvis stadig angive
beatintensiteten for en ny stemning og sammenligne denne med alternativer.
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10 Konklusion

Lad os kort genopfriske projektets problemformulering:

Kan man ved matematisk modellering analysere, vurdere og styre en given stem-
nings indflydelse pé oplevelsen af musikalsk konsonans i et givet stykke musik?

Til dette spgrgsmal kan vi nu give fglgende svar:

Man kan ved matematisk modellering analysere, vurdere og styre en given stem-
nings indflydelse p& konsonansen af et musikstykke, men kun i nogen grad op-
levelsen af musikalsk konsonans. En model for intensiteten af beats, som er
opstillet i projektet, er central for at forstd og evt. kontrollere en stemnings
konsonans og fglgelig til dels oplevelsen af musikalsk konsonans.
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11 Perspektivering

Musikalsk konsonans er afggrende for vores oplevelse af musik. Fglgelig er der
store perspektiver i, at opna sterre forstéelse og kontrol over denne. Vi har ind-
delt projektets perspektivering i to dele. Fgrst skitseres mulige anvendelser af en
sddan model, herunder en lgs skitse til en sdkaldt "deempning” af beatintensitets-
minimeringen. Det er et bevidst valg, at seette denne skitse i perspektiveringen.
Dette valg beror pa, at den baggrund, hvormed deempningen vzlges er vasens-
forskellig fra resten af modelopstillingen. Der er i hgj grad tale om et ad-hoc
valg, der vil kraeve yderligere undersggelser. I anden del af perspektiveringen
forsgges det, at give et billede af, hvordan man kan videreudvikle modellen.

11.1 Anvendelser

Modellen opstillet i dette projekt har mange forskellige anvendelsesmuligheder.
Forst og fremmest abner den mulighed for, at kunne valge en stemning, man
ikke ellers kunne have fundet frem til. De musikalske perspektiver i dette er store,
og da moderne teknologi ggr det muligt at stemme fx et elklaver pa.under et
minut, kan man godt forestille sig, at denne viden kan tilfgre visse musikstykker
en ekstra dimension.

I projektet er indtil videre kun vist og beregnet den stemning, der har den stgrste
konsonans. Hvis jeg skulle pa baggrund af modellen skuile foresla en stemning til
en opfgrsel af "Praeludium i C-dur" ville den veere en noget andet. Jeg ville her i
hoj grad tage hensyn til oplevelsen af harmoni og indfgre en sakaldt dzempning.

11.1.1 Optimering med dsempning

Jeg har valgt en relativ simpel deempning, der pafgrer et interval en straf, s
snart man kommer for langt vaek fra lige stemning. Man kunne fx forestille
sig, at vi adderer et deempningsled til beatintensitetsfunktionen for to toner F'
pa formen oz — x;)*, hvor = betegner toneforholdet i cent, z; betegner det
pageldende forhold i lige stemning, og a er en positiv konstant. Efter et par
testkgrsler og gennemspilninger foreslar jeg nu, at « veelges, s& deempningsleddet
har veerdier mellem 0 og 6. Med denne deempning far grafen for F et noget andet
udseende (se figur 11.1)

Med denne funktion som udgangspunkt ender minimeringen med et nyt forslag
til optimal stemning (se figur 11.2). Dette forslag ender med en beatintensitet
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intensiteten af beats ~ F

I — L H

i
400 600 800 1000 1200
Afstand til tonen C (262 Hz) i cent

Figur 11.1 Beatintensitet med dzempning for to toner. Tonen C fastholdes mens
den anden tone varieres. aervalgttil4.

for musikstykket H pa 21.2596, der er noget stgrre end de 20.9100 vi fik uden
dempning, men stadig langt under de 23.2498 vi fir med lige stemning. Hvor
meget man skal "dempe” sin optimering er imidlertid stadig en smagssag, og
vil nok variere fra person til person.

Figur 11.2 Nyt forslag til optimal stemning. Bemzerk de mange fallestraek med
figur 8.1

Hvis man skal pege p4 andre anvendelser af modellen, er det oplagt at kaste sig
over musikvidenskaben.

11.1.2 Musikvidenskab

En model for beatintensitet vil kunne vaere et centralt analyseredskab, hvis man
gnsker at forstd og analysere musik fra perioder, hvor andre stemninger end
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den lige har vzret dominerende. Et forskningsomréide, der idag stort set kun
behandles ud fra sestetiske principper - og endda ofte som om at stykket var
skrevet i lige stemning. Denne tifgang md ud fra dette projekt betragtes som
noget éngjet, da modellen netop péviser, hvordan konsonansen i et musikstykke
zndres med forskellige stemninger, ligesom man gennem modellen og det i pro-
jektet opbyggede begrebsapparat kan diskutere, hvordan oplevelsen af harmoni
har zendret sig i forhold til idag.

11.1.3 Historiske stemninger

De historiske stemninger, vi har set pd i projektet, har i en lang periode ek-
sisteret sidelgbende og med tilhaengere og modstandere. Man har derfor ikke
et fuldsteendigt overblik over, pracist hvilke stemninger forskellige veerker er
blevet skrevet i. Fx har utallige forsket i, hvilken af de utallige veltempererede
stemninger, Bach har skrevet "Wohltemperierte Klavier" i. Der er muligvis et
potentiale i at lave en statistisk behandling af musikvaerker, for derigennem at
udelukke eller foresla forskellige af de mulige stemninger.

11.2 Videreudvikling af modellen

Vi vil runde rapporten af, med at pege pa, hvordan man kan videreudvikle mo-
dellen. Videreudviklinger, der vil kunne forbedre modellen i forhold til de netop
opstillede anvendelsesmuligheder. Forst og fremmest kan selve beatintensitets-
funktionen fa forgget sin preecision gennem grundigere studier af gret, end dem
der har ligget til grund for modellen i dette projekt. Modellens stgrste udfor-
dring er imidlertid stadig samspillet mellem konsonans og harmoni, hvor serligt
den sidste stgrrelse, i forhold til dette projekts problemstilling, har et ubrugt
potentiale. En grundig behandling af harmoni-begrebet ville saledes vere det
mest oplagte sted at arbejde videre med den problematik, vi har behandlet i
dette projekt.
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