TEKST NR 416 2003

Fouriér og Funktionsbegrebet

- Overgangen fra Eulers til Dirichlets funktionsbegreb -

Rasmus Brauner Godiksen
Claus Jorgensen

Tony Moyer Hanberg

Bjern Toldbod

Vejleder: Erik von Essen

TEKSTER fra

< H M F U F ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER
INSTITUT FOR STUDIET AF MATEMATIK OG FYSIK SAMT DERES

FUNKTIONER | UNDERVISNING, FORSKNING OG ANVENDELSER



IMFUFA - Roskilde Universitetscenter - Postboks 260 - DK 4000 Roskilde
TIf.: 46742263 - Fax: 46743020 - Mail: imfufa@ruc.dk
Rasmus Brauner Godiksen, Claus Jergensen, Tony Moyer Hanberg og Bjern Toldbod
“Fourier og Funktionsbegrebet - Overgangen fra Eulers til Dirichlets funktionsbegreb”
IMFUFA tekst nr. 416 - 90 sider — ISBN 0106-6242

Abstract

I denne rapport undersages Jean Baptiste Joseph Fouriers (1768-1830) betydning for funktionsbegrebets
udvikling. Ud fra en antagelse om at Leonhard Eulers (1707-1783) funktionsbegreb er reprasentativt
for funktionsbegrebet pa Fouriers tid, underseges Fouriers betydning for skiftet fra Eulers
funktionsbegreb til funktionsbegrebet defineret af Gustav Peter Lejeune Dirichlet (1805-1859).

Der tages udgangspunkt i den opfattelse af funktionsbegrebet, der kommer til udtryk i Eulers
Introductio in analysin infinitorum fra 1748, i Fouriers Théorie Analytique de la Chaleur fra 1822 samt
i artiklen Uber die Darstellung ganz willkiirlicher Functionen durch Sinus- und Cosinusreihen fra 1837,
der er skrevet af Dirichlet. Det underseges med udgangspunkt i Eulers og Fouriers varker, hvordan
Fourier bryder med sin samtids funktionsbegreb. Derudover undersoges reaktionerne pd Fouriers
arbejde fra hans samtid gennem sekundzer litteratur. Til sidst underseges gennem en sammenligning af
Fouriers og Dirichlets arbejde, i hvor hej grad Dirichlet henter inspiration til sit nye funktionsbegreb fra
Fourier.

I rapporten konkluderes, at Fouriers vigtigste bidrag til udviklingen af funktionsbegrebet var hans klare
pavisning af inkonsistens i det Eulerske funktionsbegreb. At der virkelig er tale om et brud understreges
i rapporten af den voldsomme kritik, hans resultater udsettes for af samtiden. Derudover konkluderes,
at Dirichlet i hej grad er inspireret af Fourier i det arbejde, der leder ham frem til det nye
funktionsbegreb.
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1 Indledning

Funktionsbegrebet, som kan »spores si langt tilbage i historien, som vi har
skriftlige kilder.« [Liitzen, 1978][s. 5], er et af de vigtigste begreber i den mo-
derne analyse, men det har ikke altid haft det udseende, det har i dag. Begrebet
skulle i 1748 med Eulers vaerk Introductio in analysin infinitorum blive tildelt
en central plads i analysen — en matematisk disciplin, som var opstéet i det
syttende drhundrede. Eulers funktionsbegred, der skulle komme til at dominere
analysen, var baseret pa algebraen og idéen om et analytisk udtryk, og det ad-
skilte sig pA mange omrader fra det nutidige funktionsbegreb. I 1807 skete der
imidlertid noget, som senere skulle vise sig at blive begyndelsen til enden for det
Eulerske funktionsbegreb. Fourier indsendte i dette ar en afhandling om varme-
leere, Mémoire sur la propagation de la chaleur, i hvilken han viste, at man kan
reprasentere en funktion ved hjelp af en sarlig trigonometrisk raekke. Fouriers
arbejde blev mgdt med stor skepsis fra den matematiske elite. Seerligt Fouriers
resultater med de trigonometriske raskker, som senere skulle blive kendt som
Fourierrzkker, vakte rgre, da de var i strid med Eulers funktionsbegreb. Men
resultaterne i Fouriers arbejde var ikke til at afvise pa leengere sigt, og det Euler-
ske funktionsbegreb begyndte langsomt at smuldre. Toogtyve ar efter Fouriers
resultater fgrste gang vakte opsigt, skulle det gamle funktionsbegreb f& dgds-
stedet af en af Fouriers elever, Dirichlet. Dirichlet publicerede i 1837 teksten
Uber die Darstellung ganz willkiirlicher Functionen durch Sinus- und Cosinus-
reihen, hvori han definerede et nyt funktionsbegreb, Dirichlets funktionsbegrebd,
der grundlzeggende er identisk med det nutidige funktionsbegreb.
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2 Indledning

Problemformuleriné

Ovenstaende beretning, som er velkendt fra matematikhistoriske vaerker, vil vi i
dette projekt dykke ned i for preecist at undersgge, hvordan Fouriers arbejde var
med til at bryde med det gamle funktionsbegreb og forme det funktionsbegreb,
vi mgder i dag. Hermed er vi klar til at presentere vores problemformulering.

Vi gnsker at underspge Fouriers betydning for overgangen fra Eulers
til Dirichlets funktionsbegreb.

Det er her vigtigt at pointere, at rapportens primaere fokus ikke er at give

en fuldsteendig beretning om funktionsbegrebets udvikling. Det er heller ikke

vores mal at give en komplet beskrivelse af Fouriers arbejde. Det er imidlertid

disse to omraders overlap, vores rapport er koncentreret om. Altsa at give et |
klart billede af den del af funktionsbegrebets udvikling, der har forbindelse til

Fouriers arbejde. Og omvendt, at behandle den del af Fouriers arbejde, der har

med funktionsbegrebets udvikling at ggre.

1.1 Motivation

Motivationen for dette projekt har veeret todelt. For det fgrste er flere af grup-
pens medlemmer stgdt pa Fourierrackker i sivel matematik som fysikunder-
visning og har vaeret fascineret af deres egenskaber. Samtidig synes vi, at det
nittende &rhundrede, hvor grundstenene til den moderne analyse bliver formet
og lagt, er en serdeles spsendende periode i matematikhistorien.

1.2 Metode

Vi har under arbejdet valgt at fokusere pa de tre store matematikere Euler,
Fourier og Dirichlet. Rapporten er bygget op om en prasentation af disse og
deres vaerker samt en sammenligning af deres opfattelser af funktionsbegrebet.

Den fgrste matematiker, vi behandler, er Euler, som var den altdominerende
personlighed indenfor den matematiske analyse i det attende arhundrede. Kon-
sekvensen af denne dominans var, at Eulers forestillinger om analysen og dermed
ogsa funktionsbegrebet i stort omfang smittede af pa omgivelserne, hvorfor hans
fremstilling af funktionsbegrebet kan opfattes som repraesentativ for perioden.
Eulers funktionsbegreb kommer derfor i vores fremstilling til at fremstd som
funktionsbegrebet fgr Fourier.

Dernsest behandles Fourier og det arbejde, som vi skal vurdere betydningen af.
Her vil vi gennemga, hvilke centrale resultater han ndede frem til og hvordan.
Denne gennemgang skal danne grundlag for en analyse af hans arbejde. Vi vil
blandt andet undersgge, hvorvidt Fouriers funktionsbegreb har sendret sig i
forhold til Eulers.
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Endelig behandles Dirichlet, der i 1829 som den fgrste opstillede tilstraekkelige
betingelser for konvergensen af Fourierraekkerne. I den forbindelse gav Dirichlet
en definition af det funktionsbegreb, som i dag kaldes Dirichlets funktionsbegreb.

Styrken ved at fokusere pa de tre matematikere er muligheden for at g4 i dybden
med deres originale varker. Dette kan give et mere direkte billede af deres tanker,
end sekundeer litteratur kan. Det er siledes primeert gennem en analyse af deres
originale veerker, at vi sgger et svar pa vores problemformulering.

Som man kan se pd figur 1.1, har vi udover preesentationen af de tre matema-
tikere og deres arbejder to analyserende afsnit i rapporten. I det fgrste af disse
afsnit, Fouriers brud, vil vi ga i dybden med, hvordan og i hvor hgj grad Fourier
bred med sin samtids funktionsbegreb. Dette vil hovedsageligt blive gjort ved
at sammenligne Eulers og Fouriers anvendelse af funktionsbegrebet. Derefter
vil vi se p& den kritik hans arbejde rejste fra Frankrigs ledende matematikere.
Kritikken er vigtig, idet den belyser hvilke omrader af Fouriers arbejde, der
var ‘uspiseligt’ for den tids matematikere og dermed viser, hvor hans arbejde
brgd med hans samtids matematik. En ikke uvzsentlig pointe er, at vi satter

> Fouriers brud med det |
» gamle funktionsbegreb

DIRICHLET

Fouriers betydning for [
Dirichlets udforming af =

det nye -
funktionsbegreb I

Figur 1.1 Rapportens opbygning. Ideen med denne opbygning er, lidt forsimplet sagt,
at placere Fourier imellem en repraesentant for det gamle og det nye funktionsbegreb
og at besvare vores problemformulering udfra denne placering.
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lighedsﬁégn mellem Fouriers samtids funktiénsbegreb og Eulers.

I det andet analyserende afsnit, Fouriers betydning, vil vi forsgge at samle tra-
dene og give en samlet vurdering af, hvilken betydning for funktionsbegrebets
udvikling fra Euler til Dirichlet, man kan tilskrive Fouriers arbejde. Dette ggres
ved at inddrage alle tre matematikere og den tidligere analyse af Fouriers brud
med Eulers funktionsbegreb.

Forskel pa definition og anvendelse af funktionsbegrebet

De tre matematikere, vi beskeeftiger os med, definerer hver iszr deres funktions-
begreb, hvorfor man umiddelbart kunne tro, at en analyse af disse definitioner
kunne give et komplet billede af den enkeltes funktionsbegreb. Man kan imid-
lertid ikke altid tage en saddan definition for ‘gode varer’. Man er ngdt til at
undersgge, hvordan den bliver brugt. Definitionen alene giver et meget ufuld-
stzendigt billede af funktionsbegrebet. Vi har derfor under behandlingen af de
tre matematikere i hgj grad set pa, hvordan de hver iszr anvender netop deres
funktionsbegreb, for at f& et mere nuanceret billede af dette.

Den historiske ramme

Vi har fglt, at det er ngdvendigt at satte de tre hovedpersoner ind i den rette
historiske ramme, hvorfor denne rapport vil begynde med et afsnit, der skal
beskrive, hvordan rammerne for matematikken esndrer sig over den periode, vi
beskriver.




2 Baggrund

I det fglgende gives en kort beskrivelse af den samfundsmaessige udvikling i
Frankrig i det attende og starten af det nittende drhundrede med henblik pa
denne udviklings betydning for matematikken. Derudover gives en oversigt over
analysens udvikling. Disse introducerende afsnit skal tjene til at sztte besvarel-
sen af rapportens problemstilling i rette sammenhzang.

2.1 Et samfund i forandring

Som tidligere nzvnt er projektet bygget op omkring de tre matematikere Euler,
Fourier og Dirichlet og deres tilgang til matematikken. I en sidan fremstilling,
hvor personlige opfattelser af begreber spiller en rolle, er det vigtigt at beskrive
de involverede personers omgivende miljger for pa den méde at danne et overblik
over deres inspirationskilder. Vi mener derfor, at det er relevant at opridse den
del af den samfundsmsessige udvikling fra Euler til Dirichlet, som har betyd-
ning for den matematiske udvikling for i hgjere grad at forstad baggrunden for
hovedpersonernes tilgang til matematikken. Afsnittene er hovedsageligt skrevet
pa baggrund af [Bottazzini, 1986] samt [Bell, 1937].

2.1.1 Forholdene i det attende d&rhundrede

Universiteterne i Europa spillede ikke nogen central rolle for den matematiske
forskning i det attende &rhundrede. Universiteterne, som var domineret af fi-
losoffer [Katz, 1993][s. 572], lagde meget vagt pa de klassiske traditioner og
var nzrmest fjendtlige overfor ny videnskab. Fysikken, der var i rivende udvik-
ling, blev endnu ikke betragtet som en klassisk disciplin, og man beskseftigede
sig derfor ikke med den p& universiteterne. Matematikken derimod var ‘antik’
nok til at blive accepteret. Universiteterne forventede, at en matematiker skulle
bruge sin tid p4 undervisning. Forskning blev anset for en ungdvendig luksus,

Figur 2.1 Oversigt over hvornar de tre hovedpersoner i rapporten levede.
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som var spild af tid og penge. Disse betingelser taget i betragtning, er det sveert
at se nogen grunde til, at universiteterne skulle kunne fgre an i den matematiske
forskning, hvilket de heller ikke gjorde [Bell, 1937][s. 141}.

Forskningen i det attende &rhundrede blev derfor hovedsageligt bedrevet pa aka-
demier rundt omkring i Europa, f.eks. Skt. Petersborgs og Berlins videnskabsa-
kademi, der blandt andet finansierede Eulers forskning. Akademierne blev selv
finansieret af landendes respektive monarker blandt andet pa grund af den store
prestige, der var forbundet med at have fgrende matematikere (eller videnskabs-
mend generelt) tilknyttet et akademi.

Endelig er det karakteristisk for matematikken, i forhold til det efterfglgende
arhundrede, at det var relativt f& personer, der drev udviklingen. Saledes havde
enkeltpersoner som f.eks. Euler meget stor betydning for opfattelsen og ud-
viklingen af forskellige centrale matematiske begreber. Meningsforskelle mellem
matematikere blev ofte kun diskuteret af de involverede personer og blev ikke
debatteret af en bredere skare af matematikere, hvorfor personlige holdninger
og steedighed ofte kom til at spille en stor rolle i diskussionerne. Som fglge heraf
néede man i stridsspgrgsmél sjeeldent til enighed. Diskussionerne foregik for det
meste pr. brev, og da man pa akademierne ikke altid havde travlt med at publi-
cere resultater, er brevveksliniger mellem de forskellige matematikere ofte langt
mere interessante end akademiernes officielle journaler [Bottazzini, 1986]s. 44].

2.1.2 Forholdene i det nittende arhundrede

Slutningen af det attende og begyndelsen af det nittende drhundrede, hvor Fou-
rier begyndte at publicere tekster, var preeget af voldsomme forandringer in-
denfor Europas politiske, sociale og gkonomiske strukturer. Disse forandringer
var et resultat af den franske revolution, som ogsa fik en stor betydning for den
matematiske udvikling og for matematikerens rolle i samfundet. Udviklingen
skete fgrst i Frankrig men bredte sig efterfglgende til resten af Europa [Bell,
1937)[s. 44).

Vi har ovenfor beskrevet, hvordan forskningen i det attende arhundrede foregik
pa akademier adskilt fra universiteter og undervisning. Dette billede sndredes
radikalt, da Frankrigs nye magthavere i 1793 lukkede de fleste universiteter og
akademier, herunder akademiet i Paris, med den begrundelse at de ansatte var
intrigante, og at forskningen byggede pa snaevre egeninteresser. Nej, forskningen
skulle komme ‘folket’ til gode, og der var brug for en helt ny type videnskabs-
mand, der kunne tilfredsstille det nye samfunds behov ikke mindst behovet
for et veluddannet militser. Til det form4l dannede man helt nye institutioner.
Vigtigst for matematikkens udvikling var Institut national des arts et scien-
ces, der skulle viderefgre den forskning akademiet tidligere havde stiet for men
nu i ‘folkets interesse’. Der blev skabt et skolesystem, der kunne uddenne ‘fol-
ket’ til at tjene Frankrig, som lagde stor veegt p4 bade matematisk analyse og
anvendt matematik. Specielt i Frankrig fastholdt man en polyteknisk tilgang
til matematikken, dvs. den anvendte matematik fik en central plads. Mange
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af de mest bergmte matematikere blev sat til at undervise pd de nye skoler,
heriblandt Gaspard Monge (1746-1818), Adrien Marie Legendre (1752-1833),
Sylvestre Francois Lacroix (1765-1843), Joseph Louis Lagrange (1736-1813) og
Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) [Bell, 1937][s. 46].

Det var fra og med denne periode at undervisning blev en uadskillelig del af
matematikeres virke. Underviserne skulle holde foreleesninger, eksamener, se-
minarer, men vigtigst af alt skulle de producere matematisk litteratur til det
tilrettelagte undervisningsprogram, som alle studerende skulle fglge. Som fglge
af den ggede fokus pad undervisning begyndte man at interessere sig mere for
matematisk stringens og organisation af begreber [Bell, 1937][s. 47].

2.2 Analysens udvikling

Udover en beskrivelse af de miljger, de tre hovedpersoner befandt sig i, vil
vi give en beskrivelse af analysens udvikling i perioderne mellem personernes
hovedvaerkers udgivelse. Afsnittet skal hjeelpe til at belyse, i hvilken grad Fourier
og Dirichlet fulgte den igangveerende udvikling, og i hvilken grad de brgd med
den. Afsnittet bygger pa [Kline, 1990].

Analysen opstod i det syttende drhundrede som en udvidelse af algebraen. Ma-
tematikken havde pa dette tidpunkt i stort omfang forvandlet sig fra en viden-
skabelig disciplin, hvis begreber var idealiseringer eller abstraktioner, der var
teet knyttet til iagttagelser af naturen, til en disciplin, der dyrkede begreber,
som var skabt af den menneskelige hjerne, herunder f.eks. komplekse tal, dif-
ferentialer og integraler. De nye koncepter adskilte sig grundleggende fra de
gamle, men matematikerne i det syttende og attende Arhundrede opdagede ikke
ngdvendigheden af en anderledes behandling af de nye koncepter. Problemstil-
lingen vedrgrende det matematiske fundament for det nye matematiske omrade
blev derfor ikke lgst umiddelbart [Kline, 1990][s. 393].

Den manglende udvikling af analysens fundament skyldtes i meget stor grad,
at de fleste matematikudgvere i det attende drhundrede, udover at fungere som
matematikere, ogsd arbejdede indenfor andre videnskabelige omrader. Motiva-
tionen for at undersgge matematikken var derfor nasten udelukkende arbejdet
med at lgse konkrete fysiske problemstillinger indenfor iser astronomien og me-
kanikken. Selvom matématikken, som neevnt ovenfor, i hgjere grad end tidligere
dyrkede menneskeskabte begreber, var dens virkeomrade dog stadig naturen.
Arbejdet med de fysiske problemer fgrte til en massiv udvikling af nye matema-
tiske omrader og metoder, og analysens udvikling gennem det attende arhun-
drede blev derfor prasget af en stor forggelse af indhold ved udbredelsen af grene
som uendelige raekker, ordinzre og partielle differentialligninger m.m.

Korrektheden af de nye metoder blev begrundet med deres succes indenfor fy-
sisk anvendelse til fordel for egentlig matematisk bevisfgrelse. De forsgg, der blev
gjort pa at levere stringente matematiske beviser indenfor analysen, slog ofte
" fejl, hvilket er naturligt set i lyset af analysens manglende fundament. Bevisfg-
relsen bidrog altsa kun til at gge forvirringen, og mange matematikere undlod
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derfor efterhanden at levere beviser pastande, som de fandt indlysende. Resul-
tatet af denne udvikling var en behandling af analysen, som var meget intuitiv
og induktiv, og der opstod blandt nogle matematikere en ligegyldighed overfor
bevisfgrelse og en nedladende holdning til matematikken som en deduktiv vi-
denskab. Alexis-Claude Clairaut (1713-1765) udtaler saledes, i sin Eléments de
géometrie fra 1741, om denne tilgang til analysen:

»...But the tables have turned. All reasoning concerned with what
common sense knows in advance, serves only to conceal the truth and
to weary the reader and is today disregarded. « [Kline, 1990][s. 619]

Som citatet antyder, betragtede man grundlagsdiskussioner som ufrugtbare.

Den enorme anvendelighed af de nye metoder, der blev udviklet gennem det
attende arhundrede, betgd ogsé, at matematikerne i hgj grad var villige til at
acceptere mange paradokser og modstrider i analysen. Som eksempel herp kan
nevnes brugen af uendelige raekker, som var blevet et kraftigt redskab indenfor
lgsningen af differentialligninger. Konvergensbegrebet var endnu ikke praeciseret,
og operationer, som er tilladte p& endelige raekker, blev uden tvivl om deres
gyldighed anvendt pd de uendelige reekker med mange meerkelige resultater til
folge. Euler arbejdede siledes allerede omkring 1730 med rzekkeudvikling af
udtrykkene

=l+z+2°+2%+ .. (2.1)
-z
og
;2 =1-2z+32% —42%+ .. (2.2)
1+2)

Ved indsaettelse af £ =21 2.1 og z = —1 1 2.2 opnar han udtrykkene

-1=14+2+4+8+... og (2.3)
o=1+2+3+4+4.. (2.4)

Da leddene pa hgjresiden af 2.3 er stgrre end eller lig med leddene pé hgjre-
siden af 2.4, m4 uligheden —1 > oo gelde i en eller anden forstand, og Euler
konkluderer, at oo mé veere en form for graense mellem de positive og de ne-
gative tal, ligesom O er det. Eulers noget underlige konklusion viser i hvor hgj
grad matematikerne stolede pa symbolerne, og eksemplet illustrerer i gvrigt, at
analysen blev fortolket og anvendt algebraisk. Eksemplet er taget fra [Kline,
1990]fs. 447].

Den store udvikling af analysens anvendelsesmeessige aspekt p4 bekostning af
dens fundament illustreres bedst med fglgende ord fra Jean le Rond d’Alembert
(1717-1783), som udtrykker sin bekymring for udviklingen:

»Up to the present ... more concern has been given to enlarging the
building than to illuminating the entrance, to raising it higher than
to giving proper strength to the foundations. «[Kline, 1990][s. 619]
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En sidste arsag, der kan gives til den manglende interesse for bevisfgrelse, er det
for analysen helt fundamentale paradigme om dens generelle gyldighed [Liit-
zen, 1978|[s. 18]. Analysens udsagn blev i hele det attende drhundrede opfattet
som veerende generelt gyldige, og selve dens eksistensberettigelse og styrke blev
knyttet til denne generalitet. Man antog saledes blandt andet, at alle funktioner
kunne differentieres og integreres, idet disse teknikker jo var analysens og derfor
métte veere generelt gyldige. Paradigmet om analysen generelle gyldighed ma
ngdvendigvis have veeret med til at forsteerke den manglende interesse for be-
visferelse. Hvis man kunne vise, at noget galdt i én sammenheeng, matte det jo
gxlde generelt, og mange sikaldte beviser fra det attende arhundrede er derfor
blot undersggelser af seertilfaelde, hvis resultater si generaliseres.

Et begreb som er vigtigt at nsevne i forbindelse med analysens generalitet, er
den analytiske fortseettelsesegenskab. I det attende drhundrede var der en klar
opfattelse af, at et funktionsudtryk eller en kurve, som var givet i et vist omrade
eller interval, entydigt kunne udvides til ogsé at geelde udenfor det givne omrade.
Denne udvidelse kunne foregh ved indsattelse i et analytisk udtryk eller ved
rackkeudvikling, men den var altsa altid entydig. Opfattelsen, som var naturlig
set i lyset af de funktioner, man arbejdede med, skulle senere give anledning til
stor diskussion i forbindelse med Fouriers trigonometriske rackker. '

Analysen blev i den forste halvdel af det attende drhundrede primeert opfattet
som et redskab til undersggelse af kurver, f.eks bestemmelse af kurvers tan-
genter, bestemmelse af arealer under kurver og lignende. Denne opfattelse af
analysen som et geometrisk veerktgj var fremtreedende hos blandt andre Got-
tfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) [Litzen, 1978][s. 6]. Med Eulers veerk fra
1748, Introductio in analysin infinitorum, blev der gjort op med denne opfat-
telse, idét funktionsbegrebet blev tildelt en central plads i analysen. Introductio
indeholder en af de forste nedskrevne definitioner af det funktionsbegreb, som
senere skulle blive kendt som det Eulerske funktionsbegreb. 1 perioden efter In-
troductio fulgte som fglge af Eulers store indflydelse en gget algebraisering af
analysen, som skulle ni sit hgjdepunkt med Lagranges laerebog fra 1801, Le-
cons sur les calculs des fonctions [Liitzen, 1978][s. 21|. Lagrange skulle senere
blive en af Fouriers stgrste modstandere i forbindelse med Fourierraekkerne. Den
pgede algebraisering fgrte ikke til nogen lgsning af de problemer matematikerne
oplevede i forbindelse med bevisfgrelse indenfor analysen, og for nogle matema-
tikere foltes det som om udviklingen af nye matematiske redskaber begyndte
at stagnere. Mod slutningen af det attende &rhundrede var det sparsomt med
udviklingen af ny matematik, og som det fremgar af et brev fra Lagrange til
d’Alembert fra 1781, var der nesten en opgivende stemning:

»It seems to me, that the mine [of mathematics] has already gone
too deep and that unless someone discover new veins it will be ne-
cessary sooner or later to abandon it. Physics and chemistry now
offers more brilliant riches and are more easily exploited.« [Bottaz-
zini, 1986][s. 57]

Holdningen mod slutningen af det attende drhundrede var, at analysen var ved
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at veere ‘udbreendt’, at de problemer man ikke kunne lgse var uoverstigelige, og
at analysen ikke ville bidrage med noget nyt. I bagklogskabens klare lys er det
lidt morsomt, at man har teenkt sidan pa teersklen til det, de fleste vil kalde
matematikkens mest frugtbare drhundrede overhovedet. [Bottazzini, 1986][s. 4]

I tiden efter Fouriers gennembrud med de trigonometriske raekker begyndte en
stigende interesse for blandt andet konvergensspgrgsmal langsomt at vinde ind-
pas i analysen. Denne interesse, som i nogen grad stammede fra det konkrete
arbejde med Fourierrekkerne, skulle sammen med den tidligere naevnte sam-
fundsudvikling og udvikling p& forsknings- og undervisningsomradet markere
begyndelsen til en analyse, som i hgjere grad var praeget af stringens. Augustin-
Louis Cauchy (1789-1857) skulle med sin Cours d’analyse fra 1821 sla denne
udvikling fast. Han skrev sdledes i indledningen til vaerket:

»Hvad angdr metoderne, s har jeg sggt at give dem al den stringens,
som man kreever i geometri, ved aldrig at tage min tilflugt til bevis-
grunde uddraget fra algebraens generalitet.« [Liitzen, 1978][s. 25]

Cauchy gav i Cours d’analyse en definition af kontinuitet, som er i overensstem-
melse med det nutidige kontinuitetsbegreb og brugte denne definition til at vise,
at enhver kontinuert funktion er integrabel. Dette resultat anvendte Dirichlet
senere i sit konvergensbevis.



3 Euler

I dette kapitel vil vi praesentere Leonhard Euler og en del af hans arbejde. Ka-
pitlet indledes med en oversigt over Eulers liv, hvorefter vi vil give en beskrivelse
af hans funktionsbegreb, det Eulerske funktionsbegreb.

Figur 3.1 Portreet af Leonhard Euler
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3.1 Leonhard Euler (1707-1783)

Leonhard Euler blev fpdt i Basel i Schweiz i 1707. Et par &r senere flyttede hans
familie til Reichen, hvor hans far blev calvinistisk pastor. Faderen, Paul Euler,
gnskede at sgnnen fulgte i hans fodspor, s& han kunne overtage hans hverv i
kirken, men begik heldigvis den fejl at leere sin sgn matematik.

Unge Euler vidste hurtigt, hvad han ville. Alligevel fulgte han til at begynde med
faderens anvisninger og begyndte at studere teologi og hebraisk pa universitetet
i Basel. Indenfor matematikken var han imidlertid s& dygtig, at han tiltrak
Johann Bernoullis (1667-1748) opmarksomhed, og denne tilbgd efterfolgende
at give Euler en lektion om ugen. Euler brugte resten af ugen pa at forberede
sig til naeste lektion, s& han kunne fi s& meget ud af tiden som muligt. Hans
evner gjorde ogsd indtryk pa Daniel Bernoulli (1700-1782), som han stiftede
venskab med.

1 1724, da Euler var 17 ar, insisterede hans far imidlertid p4, at han forlod
matematikken fuldsteendig og brugte al sin tid pa teologi. Men det lykkedes for
‘Bernoullierne’ at overbevise Eulers far om, at sgnnens sksebne var at blive en
stor matematiker frem for pastor i Reichen. Selvom Bernoulliernes profeti viste
sig at g4 i opfyldelse i en grad, de naeppe selv havde forventet, pavirkede Eulers
teologistudier ham resten af livet, og han forblev steerk i sin calvinistiske tro
[Bell, 1937][s. 144].

Euler sggte uden held at fa et professorat i Basel, men gennem sit venskab med
Daniel Bernoulli, der havde fiet en stilling p4 akademiet i Skt. Petersborg, fik
han en stilling i medicinsk forskning samme sted stillet i udsigt. Euler fulgte
forelaesninger om fysiologi i Basel, men han kunne ikke afholde sig fra at drage
matematikken ind i det, han lavede. F.eks. inspirerede grets fysiologi ham til at
arbejde med en matematisk undersggelse af lyd, som videre fik ham til at arbejde
med bglgeudbredelse osv. Han ankom til Rusland i 1727 fuld af forventninger
men matte imidlertid sande, at Ruslands liberale regent, Katharina den Store,
dgde selv samme dag, han satte sine fgdder pa russisk jord. Ruslands nye magt-
havere betragtede akademiet som overflgdigt og sendte mange af de udenlandske
forskere hjem. Sadan var situationen, da Euler ankom til Skt. Petersborg, og i al
forvirringen lykkedes det ham at f4 arbejde i akademiets matematiske afdeling.
Omstendighederne blev bedre, og Euler begyndte at arbejde.

11733 havde Daniel Bernoulli faet nok af Rusland, og han tog tilbage til Sch-
weiz. Euler overtog derefter i en alder af 26 pladsen som ledende matematiker
pa akademiet. Samme ar giftede han sig med Catharina Gsell. Den politiske si-
tuation i Rusland var imidlertid preeget af streng censur og brutale magthavere.
Euler gik derfor med tanker om at forlade landet. Men da hans kone fgdte det
ene barn efter det andet, fglte han sig fanget og flygtede derfor i stedet ind i sit
arbejde. Omkring 1735 blev Euler syg og mistede synet pa sit ene gje, hvilket
dog ikke pavirkede hans produkiivitet.

Eulers enorme produktion er legendarisk, og der er mange historier om hans
fantastiske evner. Det siges, at Euler kunne arbejde under alle forhold. Han var
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glad for bgrn (han fik 13 i alt, dog overlevede kun fem af disse barndommen)
og producerede ofte matematiske ideer med en baby pa armen og stgjende bgrn
omkring sig. Letheden, hvormed han skrev selv det sveereste matematik, var
fantastisk. Ligeledes siges det, at han skrev adskillige sider hver eneste dag og
havde en voksende stak af papirer, der ventede pa trykkeren. Nar materiale
skulle publiceres ved akademiet, tog trykkeren sider fra toppen af bunken. Sa-
ledes skete det ofte, at datoen for offentligggrelsen af Eulers matematik ofte lgb
modsat den rakkefplge, den var blevet produceret. Da Euler samtidig havde for
vane hyppigt at vende tilbage til et omrade, han allerede havde behandlet for at
uddybe eller klarggre noget, kunne hans behandling af matematiske problemstil-
linger ofte virke noget underlig, hvis den blev laest i den raekkefglge, materialet
blev publiceret i [Bell, 1937][s. 146].

Matematiske opdagelser optog ikke al Eulers tid i Rusland. Hvorend han blev
sat til at lgse opgaver, der ikke var for langt veek fra den rene matematik, klarede
han det s& godt, at den lgn, han fik af de russiske magthavere, var szrdeles godt
givet ud. For bare at nzvne nogle af hans aktiviteter skrev Euler matematiske
leerebgger til de russiske skoler, hjalp til med at reformere méal- og vegtsystemet
og hjalp geograferne i Rusland med forskellige problemer [Bell, 1937][s. 147].

I 1740 tog Euler imod et tilbud fra den prgjsiske konge, Frederick den Store,
om en ledende stilling ved videnskabsakademiet i Berlin, som han var tilknyt-
tet de folgende 24 &r. Han var ikke altid lige tilfreds med sin position, blandt
andet havde han et lidt anstrengt forhold til kongen, der skgnt han gnskede at
fremme matematikken ikke selv kunne udsté den. Han satte dog pris pa Eulers
evner og fik Euler engageret i s& forskellige ting som f.eks. mgntfodsproblemer,
pensionsspgrgsmal og kanalbyggeri [Bell, 1937][s. 148].

En af grundene til det anstrengte forhold mellem Euler og Frederick den Store,
var Eulers manglende evne til at holde sig fra udsagn om filosofiske spgrgsmal,
som han ikke havde forstand pa. Den prgjsiske konge savnede en mere dannet
mand pé4 posten som ledende matematiker, og han tilbgd derfor d’Alembert
denne. D’Alembert advarede ham om, at Euler sandsynligvis ikke ville tolerere
at have andre matematikere over sig, men dette gjorde kun Frederick den Store
mere staedig, og situationen blev tilsidst utalelig for Euler. I 1766 I en alder af
59 ar, vendte Euler derfor tilbage til akademiet i Skt. Petersborg.

Her blev han modtaget som en fyrste og fik stillet et fuldt mgbleret hus til
radighed til ham selv og hans 18 medfglgende. P4 dette tidspunkt begyndte
Euler at miste synet pa sit andet gje, og der gik ikke laenge, fgr han blev fuld-
steendig blind. Han tog imidlertid meget fattet imod ‘udsigten’ til at blive blind
og brugte den sidste tid med synet i behold pa at lare at skrive sine formler
pa en tavle med et stykke kridt, s& hans sgnner kunne skrive ned, mens han
forklarede sine ideer. Imod alle odds #ndrede Eulers tab af synet ikke pa hans
produktivitet. Her kom Eulers feenomenale hukommelse ogsé til sin fulde ret,
ligesom hans fantastiske evne til at regne i hovedet var en ngdvendig faktor for
hans produktivitet. Som et eksempel pa hans nzesten ufattelige evner kan nsev-
nes, at han efter mange &rs blindhed lavede en fuldstendig analyse af ménens
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Bevaagelser, det eneste problem; der nogeﬁsinde havde voldt Néwton kvaler. Og
alle beregningerne foregik fuldstzndigt i Eulers hoved.

Dele af Eulers matematiske notation bliver stadig brugt i dag. Euler har blandt
andet benyttet symbolerne i for v/—1, f(z) for en funktion, e” for den naturlige
eksponentialfunktion m.m. Euler bliver i [Kline, 1990][s. 401] omtalt som en af
historiens helt store matematikere p4 linie med Newton, Gauss og Archimedes.

Euler forblev livlig og klar i hovedet til sin dgd den 18. september 1783. Efter
at have underholdt sig med at regne pa balloners opdrift, legede Euler med sit
barnebarn, da han pludselig fik et slagtilfeelde. Med ordene ‘Jeg dgr’ stoppede
Euler med at leve og regne [Bell, 1937][s. 152].
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Figur 3.2 De vigtigste arstal i Eulers liv set i forhold til vores projekt.

3.2 Eulers funktionsbegreb

I dette afsnit beskrives det funktionsbegreb, som Euler praesenterede i vaerket
Introductio in analysin infinitorum fra 1748. Afsnittet, som hovedsageligt byg-
ger pa en oversat udgave af Introductio, skal gennem en behandling af udvalgte
passager i Eulers veaerk, illustrere hvordan Euler og de fleste af 1700-tallets gv-
rige matematikere benyttede og opfattede funktionsbegrebet. Hovedtraekkene i
Eulers opfattelse af funktionsbegrebet kunne sagtens forklares kort, men ville
ikke bidrage med nogen ordentlig forstielse af begrebet. For at opnd en siddan
er man ngdt til at se, hvordan Euler arbejder med funktioner, og vi har derfor
valgt at tildele Euler et helt kapitel i denne rapport. For vores problemstilling er
det i forbindelse med Eulers funktionsbegreb tilstraekkeligt at behandle teorien
for funktioner af en variabel, da de pointer vi er interesserede i at illustrere fint
kommer til udtryk her, og vi har derfor i det fglgende valgt at begraense os til
sddanne funktioner.

Selvom funktionsbegrebet i perioden frem til Fouriers gennembrud skulle blive
tildelt nye definitioner, som pa overfladen virkede mere generelle end Eulers
definition fra 1748, blev funktionsbegrebet i praksis opfattet og anvendt pa
fuldsteendig samme méde, som Euler gjorde. Euler gav selv en ny definition
i 1755, som var formuleret meget lig en nutidig definition, men han fortsatte
alligevel med at anvende funktionsbegrebet i 1748-anden [Liitzen, 1978][s. 20].
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Vi har derfor i denne fremstilling valgt at fokusere pa den udlegning af analysen,
som Euler giver i Introductio.

3.2.1 Eulers grundlzeggende definitioner

I fgrste del af Introductio giver Euler en grundleggende beskrivelse af funk-
tionsbegrebet, samt nogle af de vigtigste analytiske metoder til behandling af
funktioner, f.eks. omformning og reekkeudvikling af disse. Hans algebraiske til-
gang til analysen afslgres allerede i indledningen:

»Often I have considered the fact that most of the difficulties which
block the progress of students trying to learn analysis stem from
this: that although they understand little of ordinary algebra, still
they attempt this more subtle art.« [Euler, 1988][s. v]

Opfattelsen af analysen som en udvidelse af algebraen er, som vi i det fglgende
skal opdage, meget synlig i Introductio. Euler indleder veerket med sin definition
af funktionenen:

» A function of a variable quantity is an analytic expression compo-
sed in any way whatsoever of the variable quantity and numbers or
constant quantities. «[Euler, 1988][art. 4]

Som man kan se, bygger den Eulerske definition af funktionen ikke pa en idé om
sammenhznge mellem variable, som moderne definitioner ggr, men pa begrebet
et analytisk udtryk. Med et analytisk udtryk skal forstis et udtryk, der frem-
kommer ved algebraiske operationer pa den variable stgrrelse — ofte et uendeligt
antal, som vi skal se nedenfor i forbindelse med reekkeudvikling af funktioner.
Som eksempler pa simple funktioner giver Euler a+ 3z, az — 422, az+bva? — 22
og c*. Buler skriver pa dette tidpunkt ikke f(z) = a + 3z men blot a + 3z. Han
skulle senere opfinde notationen med f(z), men den sndrede notation daekker
ikke over en @ndret holdning til funktionsbegrebet.

Definitionen af en funktion indeholder ingen udspecificeret information om funk-
tionens definitions- eller vaerdimaengde. Dette forhold skyldes, at variable stgrrel-
ser i Eulers teori tildeles en egenskab som ligegyldigggr en neermere specificering
af disse mzengder. Variable stgrrelser definerer Euler pa falgende vis:

»A variable quantity is one which is not determined or is universal,
which can take on any value.«|Euler, 1988][art. 2]

Definitionen udtrykker, at Euler opfatter en variabel som et vilkarligt element,
meget lig en nutidig opfattelse, men der tillades ingen begraensning af denne
stgrrelse. Den variable skal kunne antage alle talveerdier i de komplekse tal (den
er universel). Dette formulerer Euler saledes:
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»...Thus a variable quantity encompasses within itself absolutely all
numbers, both possitive and negative, integers and rationals, irra-
tionals and transcendentals. Even zero and complex numbers are
not excluded from the signification of a variable quantity.«[Euler,
1988][art. 3]

Denne egenskab, som i [Liitzen, 1978][s. 9] benzvnes kravet om den variables
generalitet, afspejler klart det tidligere navnte paradigme om analysens gene-
relle gyldighed. Den fgrste konsekvens af kravet om den variables generalitet
er, at alle funktioner skal vaere defineret for alle talveerdier, eller sagt pA en
anden méde, alle funktioner har definitionsmeengden C. Euler begranser dog
til tider sine funktioner til de reelle tal, men udelukkende af praktiske arsager.
Da en funktion er et analytisk udtryk, hvori der indgir en variabel stgrrelse,
drager Euler konklusionen, at funktionen selv en variabel stgrrelse, og kravet
om den variables generalitet dikterer derfor, at funktionen skal kunne antage
alle talveerdier, dvs. enhver funktion har ogsd veerdimaengden C. Euler opfatter
dog pa ingen méade en funktion som en afbildning mellem to mangder, men
dette er heller ikke ngdvendigt i hans begrebsverden, da en Eulersk funktion
set med nutidige gjne altid har definitions- og veerdimeengde C. Hvorfor Euler
veaelger at opfatte en funktion som en variabel er ikke helt klart, men opfattelsen
er praktisk f.eks. i forbindelse med sammenszetning af funktioner, hvilket hgjst
sandsynligt var grund nok. Som eksempel pa funktioners generalitet gives ud-
trykket /9 — 22, som ved indszttelse af komplekse tal pa z’s plads kan antage
alle talveerdier, og som derfor kan opfattes som en funktion. Euler nzvner, at
udtryk som 29, 12 eller % (= a%=%), der altid antager samme veerdi, ikke op-
fattes som funktioner men som konstante stgrrelser, der bare ved forste gjekast
ligner funktioner.

3.2.2 Forskellige typer funktioner

Efter de indledende definitioner foretager Euler en opdeling af funktioner i to
klasser: De algebraiske og de transcendente. Algebraiske funktioner er analyti-
ske udtryk sammensat ved algebraiske manipulationer af den variable. Disse
manipulationer omfatter de elementere regneoperationer (+,—,-,:) samt po-
tensoplgftning og uddragning af rgdder. Derudover tillades lgsning af ligninger,
som vi vil vende tilbage til lidt senere.

De algebraiske funktioner opdeles yderligere i de rationale funktioner og de ir-
rationale. De rationale funktioner er udtryk hvor de algebraiske operationer,
der anvendes, er begrznset til de elementzsere regneoperationer, samt potensop-
lgftning med heltallige eksponenter, mens de irrationale funktioner udggres af
udtryk, hvori der ogsd indgdr uddragning af redder og potensoplgftning med
ikke-heltallige eksponenter.

De transcendente funktioner er dem, der involverer transcendente operationer,
f.eks. sinus og cosinus, samt logaritmer og eksponentialer. Med sin opdeling af
funktioner i klasser mener Euler at have beskrevet alle de mulige funktioner. I
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nutidig forstand er de Eulerske funktioner altsi kun dem, der kan opskrives ved
ét analytisk udtryk. Euler ville ikke acceptere ‘tuborgfunktioner’. Euler skulle
kort tid efter udgivelsen af Introductio udvide dette funktionsbegreb. Dette be-
skrives senere i afsnittet. Udover de navnte opdelinger af funktioner foretager
Euler endnu en opdeling; de funktioner der tilknyttes én veerdi, og de der tilknyt-
tes flere. Som eksempel pa en funktion med flere vaerdier kan neevnes udtrykket
Z? — 2Z + 2z = 0, der opfattes som en funktion, der til hvert z knytter to veer-
dier af Z, nemlig ligningens lgsninger. Det Eulerske funktionsbegreb adskiller
sig altsd klart fra det nutidige ved fraveeret af kravet om entydighed. Funktioner
med 3,4 og 5 osv. funktionsvaerdier accepteres ligeledes. Dette kommer blandt
andet til udtryk i Eulers behandling af teorien for inverse funktioner. Betragter
man f.eks. udtrykket, y = 2, er dette en funktion, der til hvert = knytter en
veerdi af y. Den inverse funktion er udtrykket z = &,/7 som til hvert y knytter
to vaerdier af z. Her stilles ingen krav om injektivitet til funktionen, der skal
inverteres, og alle funktioner har derfor en invers funktion. Denne egenskab ved
funktioner er ngdvendig, da eksistensen af en funktion uden en invers funktion
i Eulers gjne ville blive opfattet som et brud p& analysens generalitet.

3.2.3 Transformation af funktioner

Eulers opfattelse af funktionen som et analytisk udtryk betyder, at hans tilgang
til spgrgsmélet om, hvornar to funktioner er ens, er noget anderledes end en
nutidig tilgang, hvor to funktioner f og g er ens, hvis der geelder, at f(z) = g(z)
for alle z i et falles definitionsomrade. I det Eulerske funktionsbegreb er to
funktioner ens, hvis deres analytiske udtryk er ens, eller hvis det ene udtryk kan
omskrives til det andet ved hjalp af algebraiske manipulationer. Omskrivnin-
gerne som Euler kalder transformation af funktioner kan foretages pa to méader;
ved en direkte omskrivning eller ved substitution. Som eksempler pa en di-
rekte omskrivning nzvnes omskrivningen af udtrykket 32%2;; til 25 + 535 eller
faktorisering af polynomier, altsd omskrivninger, som, beskrevet med moderne
sprog, bevarer funktionens variabelsammenhzng. Transformation ved substitu-
tion er en anden transformation, som i modsatning til den fgrste transforma-
tion, ikke bevarer variabelsammenhznge. Euler giver som eksempel funktionen
a? —4a32 4+ 60222 — 4023 + 2%, der ved substitutionen, y = a — z, kan omskrives
til y*. Formalet med transformationen, som i nutidig forstand er en sammen-
satning af funktioner, er at bringe en funktion p& en mere simpel form. Euler
giver yderligere eksemplet \/az +222, som er en irrational funktion, der ved den
rationale substitution, z = “—{f—-, kan transformeres til en rational funktion

%ﬁ. Lighed mellem funktioner er altsi et spgrgsmal om omskrivning af de
analytiske udtryk. Dette sammenfattes af Liitzen som:

»Eulers funktionslighedstegn er altsd defineret ud fra algebra,
hvad der mere end antyder dette funktionsbegrebs algebraiske na-
tur. «[Liitzen, 1978][s. 8]
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Eulers behandling af transformation af funktioner leder ham automatisk frem
til den vigtigste form for omformning, nemlig rackkeudvikling af funktioner. Han
forklarer det nyttige ved at repraesentere en funktion som en uendelig raekke,
ved fglgende argument:

»Since the nature of polynomial functions is very well understood,
if other functions can be expressed by different powers of z in such
a way that they are put in the form A + Bz + Cz? + D23+ ..., then
they seem to be in the best form for the mind to grasp their nature,
even though the number of terms is infinite...«[Euler, 1988|[art. 59]

Fremstillingen af en funktion ved en uendelig raekke skulle bringe den p& dens
mest gennemskuelige form, nemlig som et uendeligt polynomium. Der gives
ingen redeggrelse for eksistensen af en sddan rakke for en vilkarlig funktion, men
Euler virker overbevist om, at en sadan rakke eksisterer. Han tilfgjer alligevel
for en sikkerheds skyld:

»...If there is any doubt that a function can be thus expressed with
an infinite series, this doubt should be removed by the following
discussion. In order that the following explanation be rather general,
besides positive integral powers of z we will allow the exponent to
be any real number. Thus there is no doubt that any function of z
can be given in the form Az® + B? + Cz" + D2z% + ..., where the
exponents , 3,7, are any real numbers. «[Euler, 1988][art. 59]

Eulers tro pa at enhver funktion kan opskrives ved en uendelig raekke er meget
tidstypisk og viser endnu engang troen pa analysens generalitet. I behandlingen
af reekkerne indgar da heller ikke nogen undersggelse af raekkernes konvergens.
Som eksempel bestemmer Euler en potensraekke for funktionen aq_%fz%z,—yzg gen-
nem fglgende udledning. Man antager, at der findes en uendelig raekke, som
fremstiller funktionen, dvs. at

a—+bz

- 2 S4 .. 1
Py A+ Bz+Cz*+Dz° + (3.1)
Ved multiplikation med a + 8z + v2z% opnas
a+bz = (a+PBz472)(A+Bz+C22+ D224 ..) (3.2)
= ad+aBz+aCz* +aD2®+ ...

+ BAz+ BB22+ BCz3 + D2 + ... + yAZ® + vB2® + 4C2* + D25,

Ovenstaende ligning giver ved sammenligning af led med samme potenser, a =
adA,ogb=aB+ A, ,dvs. A= %,0g B= % - ‘;—f De resterende koefficienter
bestemmes af fglgende ligninger

aC+pB+vA = 0, (3.3)

aD + C +4B = 0,

aE+pD+~4C = 0,
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Ligningssystemet viser, at hvis to p3 hinanden fglgende koefficienter er kendt,
kan den naeste i reekken bestemmes. Da nu A og B er kendt kan alle efterfglgende
koefficienter altsd bestemmes udfra disse. Euler giver selv et konkret eksempel,
nemlig funktionen 7142, Herera=1,b=2,a=1,8=-logy= -1
Dermed fas A =1, B = 3. Dette giver ligningssystemet

C-B-A = 0 (3.4)
D-C-B
E-D-C = 0,

i
L

dvs. C =B+ A, D =C+B, E = D+ C osv. En koefficient i reekken er alts4 lig
summen af de to foregaende koefficienter, og den uendelige rackke bliver derfor

1+2
B P TR AT (3.5)
l—2z—-2

Resultatet kan eftervises ved fglgende udregning

(1-2z—22)(1+32+422 4+ 728+ 1124 + 1825+ ...
=1-2-22432-322-32° +422 428 -4+ 7B -7 - TP+ .
=14 (—2432)+ (22 - 322 +42%) + (-3 - 42+ 1% + ...
=14+2240-224+0.- 284 ..
=142z (3.6)

Altsa gelder

1+22

Fp—) =1+32+422+ 73+ 1124 + 1825+ ... (3.7)

Ovenstédende behandling af den uendelige reekke var i fuld overensstemmelse
med de dengang gzldende regler, idét rackken jo blev betragtet som et algebraisk
udtryk. De tilladte regneoperationer pa endelige raekker blev derfor automatisk
~overfort til de uendelige raekker. Det problematiske i denne behandling af reekker
er ikke sveer at indse. Inds®ttes 2 = 1 i ligningen, opnds udtrykket -3 =141+
1+.... Problemstillingen vedrgrende en generel behandling af raekkers konvergens
ligger dog uden for rammerne af dette projekt, og vi vil derfor blot naevne, at
en af grundene til at ovenstdende ikke blev forkastet, men faktisk accepteret
som veerende fuldt gyldigt, var at man i det attende drhundrede havde en meget
steerk tiltro til algebraens love.

3.2.4 TFunktionernes egenskaber

Ved en behandling af det Eulerske funktionsbegreb, som med nutidige gjne fo-
rekommer lidt naivt, er det utroligt vigtigt at huske pa, at Euler i Introductio
er den fgrste som definerer funktionsbegrebet som et centralt begreb i analy-
sen. Egenskaber som kontinuitet, differentiabilitet og integrabilitet, der spiller
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* en afggrende rolle i en moderne forstéelse af funktioners opfgrsel, og som vi i
dag automatisk forbinder med funktionsbegrebet, var ikke defineret (opfundet)
pa Eulers tid. Den manglende forstaelse for at funktioner ikke altid opfgrer sig
‘peent’ er muligvis en af hovedforklaringerne pa de store problemer matemati-
kerne lgb ind i (set med nutidige gjne), nar de prgvede at lave matematiske
beviser indenfor analysen. Selvom man ved brug af de analytiske metoder ofte
lgb ind i mange underlige resultater, blev metoderne alligevel hyppigt benyttet.
Grunden til, at man i den forbindelse ikke oplevede flere modstrider eller para-
dokser, var, at nasten alle de Eulerske funktioner, som jo udggres af analytiske
udtryk, har alle ovenfor nzvnte egenskaber (se Eulers eksempler pa funktioner
s. 15), fraregnet enkelte isolerede punkter. Benytter man sig af Eulers definition
af en funktion, er det sveert, at komme til at beskaeftige sig med andet end ‘pzene’
funktioner som kan differentieres, integreres, raekkeudvikles osv. Der er derfor
ingen naturlig drivkraft, der fegrer til en afklaring af begreberne kontinuitet, dif-
ferentiabilitet og integrabilitet, da disse egenskaber jo sa at sige er indbygget i
funktionsbegrebet.

Et begreb som ogsa er vigtigt at nsevne i forbindelse med Eulers funktionsbe-
greb, er den analytiske fortsaettelsesegenskab. Begrundelse for denne tro er hgjst
sandsynligt at finde i paradigmet om analysen generalitet, som vi tidligere har
nevnt. Tankegangen vedrgrende den analytiske fortseettelsesegenskab skulle se-
nere give anledning til stor diskussion i forbindelse med Fouriers trigonometriske
reekker.

Efter udgivelsen af Introductio in analysin infinitorum foretog Euler en udvi-
delse af sit funktionsbegreb. I forbindelse med kontroversen om den svingende
streng (se afsnit 5.2.1) indfgrte han de diskontinuerte funktioner. Motivationen
for indfgrelsen af disse funktioner var som szdvanligt gnsket om at lgse en fysisk
problemstilling. De nye funktioner var karakteriseret ved, at der i et eller flere
punkter pé de tilhgrende kurver forekom ‘knzk’, men funktionernes kurver var
stadig sammenhengende, dvs. funktionerne var stadigveek kontinuerte i nutidig
forstand. Funktionerne, som altsd ikke var differentiable i nutidig forstand, men
kun stykvis differentiable, vil vi derfor benevne de Fuler-diskontinuerte funk-
tioner. Hans oprindelige funktioner vil vi kalde Euler-kontinuerte. 1 anden del
af Introductio, behandlede Euler de diskontinuerte kurver, som formodentligt
senere inspirerede ham til at beskaeftige sig med diskontinuerte funktioner:

»From the concept of a curve, there follows immediately a division
into continuous and discontinuous. A continuous curve is one such
that its nature can be expressed by a single function of z. If the
charve is of such a nature that for its various parts, BM, MD, DM,
etc. different functions of z are required for its expression, that is,
after one part BM is defined by one function of x, then another
function is required to express the part M D, then we call such a
curve discontinuous or mized or irregular. This is because such a
curve cannot be expressed by one constant law, but is formed from
the several continuous parts.«[Euler, 1988][vol. II, art. 9]
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Ovenstéende definition leder tankerne hen pa ordsproget ‘ksert barn har mange
navne’. De Euler-diskontinuerte funktioner skulle imidlertid aldrig rigtigt blive
noget ‘keert barn’. Funktioner, som ikke kunne repreesenteres ved ét analytisk ud-
tryk, men som skulle defineres forskelligt i forskellige intervaller, syntes at veere i
strid med selve funktionsbegrebet, og var derfor meget sveere at acceptere for da-
tidens gvrige matematikere. De diskontinuerte funktioner virkede ogsd svare at
forene med den analytiske fortseettelsesegenskab. I [Liitzen, 1978|[s. 17] naevnes,
at d’Alembert senere, i 1761, indirekte skulle papege, at de Euler-diskontinuerte
funktioner ikke altid kunne differentieres, hvilket var imod den almindelige op-
fattelse om, at alle funktioner kunne differentieres. Euler forklarede efterfglgende
1 veerket De usu functionum discontinuarum in analysi fra 1763, at det nye funk-
tionsbegreb skulle etablere en bijektiv korrespondance mellem funktion og kurve,
sdledes at enhver kurve kunne knyttes til en funktion[Liitzen, 1978][s. 14]. Der-
udover var Euler, som fglgende citat viser, af den opfattelse, at analysen métte
udvides, sa den kunne beskrive alle problemstillinger, der forekom i naturen:

»The debate between Euler and d’Alembert on the vibrating st-
ring was a discussion based on two very different attitudes toward
mathematics. D’Alembert(at least here) valued rigor so highly that
he was willing to limit radically the range of his own mathemati-
cal discovery. Euler, on the other hand, insisted that mathematics
‘must be made general enough to deal with all situations in physics,
and he was willing to extend his own concept of function and to
use somewhat questionable arguments to attain this goal.« [Liitzen,
2001][s. 471]

Den manglende accept af de nye funktioner betgd dog, at Eulers oprindelige
udleegning af funktionsbegrebet forblev dominerende.

3.2.5 Opsamling

Det funktionsbegreb, som skulle blive fremherskende i den sidste halvdel af det
attende drhundrede, blev grundlagt i 1748 af Euler med veerket Introductio in
analysin infinitorum. Euler praesenterede her et funktionsbegreb, som var sterkt
preeget af paradigmet om analysens generalitet. De Eulerske funktioner byggede
ikke pa en sammenheaeng mellem variable, som nutidige definitioner ggr, men
pa idéen om et analytiske udtryk, dvs. idéen om at en funktion er et analytisk
udtryk. De analytiske udtryk kunne veere ligninger, som definerede funktioner
med flere funktionsveerdier, dvs. Eulers funktioner var ikke altid entydige. Lig-
hed mellem funktioner var et spgrgsmal om algebraisk lighed mellem analytiske
udtryk. Disse udtryk indeholdt en variabel stgrrelse, der ikke kunne begraenses
til kun at antage veerdier i et bestemt interval, men som var definerede generelt
i de komplekse tal. Eulers funktioner var derfor aitid definerede overalt. Funk-
tionerne blev uden videre antaget at besidde alle de paene egenskaber funktioner
kan vaere 1 besiddelse af, nemlig kontinuitet, differentiabilitet, integrabilitet osv.



22 Euler

undtagen i enkelte isolerede punkter. Derudover blev det antaget, at alle funk-
tioner kunne rekkeudvikles, og at den analytiske fortsettelsesegenskab galdt
entydigt. Euler udvidede senere sit funktionsbegreb til ogsad at inkludere de
Euler-diskontinuerte funktioner, dvs. funktioner, der i forskellige intervaller var
repraesenterede ved forskellige analytiske udtryk. Disse nye funktioner blev al-
drig rigtigt accepterede, men de er interessante i forbindelse med behandlingen
af Fourierrzsekker, og vi vil derfor vende tilbage til dem i et senere afsnit.



4 Fourier

I dette kapitel vil vi indledningsvist beskrive manden Joseph Fourier, og det
arbejde han udfgrte, herunder hvilke relevante publikationer han udgav. Derud-
over vil vi i stgrre detalje dykke ned i det arbejde, som resulterede i ‘opfindelsen’
af de trigonometriske rackker, vi nu kender som Fourierrekker.

Figur 4.1 Portreet af Joseph Fourier
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4.1 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)

Dette afsnit er skrevet pa baggrund af [Grattan-Guinness, 1972}, [Grattan-
Guinness, 1969), [Herivel, 1975 og [Bose, 1915-16].

Fourier blev fgdt den 21. marts 1768 i Auxerre i Yonne-provinsen, Frankrig.
Han kom fra beskedne kar med en fader, som var skrzedder. Desuden var han
det tolvte barn ud af en sgskendeflok pa femten, som hans far havde fiet med
to forskellige koner (tre med sin fgrste kone og tolv med Fouriers mor). Begge
Fouriers forzldre dgde, inden han var fyldt ni ar. Til hans held hjalp forskel-
lige folk ham, s han kunne fortsaette i Joseph Pallais’ forberedende skole, selv
om han var blevet forzldrelgs. Senere anbefalede en Madame Mouton ham til
Biskoppen af Auxerre, der sendte den nu tolvarige Fourier til Ecole Royale Mi-
litaire de Auzerre. Her viste han sig hurtigt at veere meget talentfuld inden for
s& godt som alle discipliner. Som trettenarig begyndte han at fatte interesse for
matematikken, som han brugte hele sin fritid pa at studere. Det siges, at han
stjal ender af sterinlys, som han brugte, nir han om natten sneg sig ned i klas-
seveerelset for at studere. Efter at have afsluttet sine studier her blev han sendt
til College Montaigu, som var en hgjere leereanstalt beliggende i Paris. Ogsa her
udmseerkede Fourier sig, og han tog sin eksamen i den unge alder af sytten ar.

Hans ambition var dog ikke at blive intellektuel, nej, Fourier ville veere officer
og forsggte at komme ind i artilleriet og ingenigrtropperne. P4 trods af at hans
ansggning blev stgttet af inspektgrerne! pa Ecole Royale Militaire, herunder
Legendre, blev denne afvist med begrundelsen, at Fourier ikke var adelig.

I stedet for at indtreede i militeeret valgte Fourier at slutte sig til Bennedikti-
nerordenen. Efter dog fgrst at have varet assisterende underviser pa sin gamle
skole (Ecole Militaire de Auxerre), startede han i 1787 som novice pa St. Benoft-
sur-Loiri klostret, hvor han studerede og underviste andre novicer i matematiske
fag. Selv om Fourier faerdiggjorde sit noviciat, fik han aldrig aflagt sin troskab-
sed, da det blev forbudt at aflsegge sddanne eder i forbindelse med den franske
revolution (1789). Selvom det senere blev muligt igen, aflagde Fourier aldrig sin
ed.

Allerede som ung producerede Fourier ny matematik. Han var i en alder af ca.
20 ar i stand til at fremkomme med nogle resultater vedrgrende ligningslgsning,
som han i en afhandling i 1789 kunne indsende til Académie des Sciences i Paris.
Her var nogle af eksaminatorerne Legendre og Monge.

Fourier vendte i 1789 tilbage til Auxerre for at blive underviser pa sin gamle
militeerskole. Her underviste han i matematik men ogsd i retorik, filosofi og
historie, og han blev kendt som en brilliant underviser, der kunne prasentere
stoffet med stor klarhed. I denne tid begyndte Fourier ogsa at involvere sig i
politik, hvilket i juli 1794 nasten kostede ham hovedet i guillotinen. Han blev
dog reddet blandt andet af sin store popularitet i lokalbefolkningen, hvor han
var kendt som en retferdig mand.

lsom var en slags garanter for det faglige niveau
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Den franske revolution vendte op og ned pa skolesystemet i Frankrig. Gamle
skoler blev nedlagt, og nye blev oprettet. Fourier blev studerende og underviser
ved flere at de nyoprettede uddannelsesinstitutioner. P4 Ecole Normale modtog
Fourier undervisning af blandt andre Lagrange, Laplace, Claude Louis Berthol-
let (1748-1822) og Monge. Ecole Normale bestod kun i fire maneder, iseer fordi
de studerende ikke lrte nok. Fourier havde dog naet at ggre sig bemarket, og
da Ecole Polytechniqué blev oprettet i november 1794, fik Fourier med hjelp fra
Monge en stilling som assisterende underviser, hvor han issr hjalp Monge med
hans kursus i deskriptiv geometri.

Fourier arbejdede dog ikke kun som underviser og videnskabsmand men ogsa
som administrator og diplomat. Da Napoleon Bonaparte (1769-1821) i 1798 drog
pa ekspedition til Egypten, udpegede han Fourier som en del af sit videnskabe-
lige korps. Napoleon agtede videnskabsmaend meget hgjt og oprettede Institut
d’Egypte efter samme mgnster som Institut de France. Institut d’France, som
ofte blot bliver kaldt for Instituttet, var opbygget, si det havde fire sektioner;
en for matematik, en for fysik, en for literatur og en for kunst. Fourier blev ud-
naevnt som secrétaire perpétuel for Institut d’Egypte og udfyldte derudover en
del diplomatiske stillinger. Fourier forhandlede f.eks. ofte pa vegne af de franske
generaler i Egypten. Han viste sig at veere s dygtig en diplomat, at Napoleon,
da han vendte hjem til Paris for at avancere op ad magtens stige, ikke ville skille
sig af med Fourier men udnavnte ham til praefekt i Grenoble i 1802. Fourier ville
dog helst have vendt tilbage til Ecole polytechnque for at forske og undervise.

Under sit ophold i Grenoble startede Fourier det arbejde, som senere skulle til-
skrive ham en plads i matematikkens og fysikkens historie nemlig arbejdet med
varmeledning i faste stoffer. Selv om han havde travlt med at passe sine forplig-
telser som embedsmand, lykkedes det ham at udfeerdige et manuskript Mémoire
sur la propagation de la chaleur, som han i 1807 kunne indsende til Instituttet.
Vaerket indeholdt bade teoretiske overvejelser vedrgrende varmeledning og data,
som var resultater af en rackke forsgg ogsa vedrgrende varmeledning, som Fou-
rier havde udfert. Komiteen, som blev sat til at vurdere dette veerk, bestod af
Lagrange, Laplace, Lacroix og Monge. Selv om veaerket indeholdt brilliante og
nyskabende ideer, blev det aldrig udgivet iseer pa grund af modstand fra Laplace
og Lagrange, som blandt andet ikke kunne lide brugen af de sakaldte Fourier-
reekker til lgsning af varmeledningsligningen. Det eneste offentligheden si, var
et fem sider langt og ikke seerligt entusiastisk review skrevet af Siméon Denis
Poisson (1781-1840), som senere skulle blive en af Fouriers hardeste kritikere.
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Figur 4.2 Eksempe! pa Fouriers originalarbejde; side fra Mémoire sur la propagation
de la chaleur.
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Da Instituttet i 1810 udstedte en konkurrence omhandlende varmeledning i faste
stoffer, indsendte Fourier et essay Théorie du mouvement de la chaleur dans les
corps solides til denne. Indholdet i essayet, som blev leveret til Instituttet i 1811,
var i hovedtrek det samme som 1807-memoiret, men det var udvidet pa visse
omrader. Fourier vandt konkurrencen pa trods af at dommerne, som omfattede
Laplace og Lagrange, stadigveek havde reservationer omkring Fouriers brug af
Fourierrakker. Essayet blev, pa trods af at Fourier havde vundet konkurrencen,
ikke udgivet fgr 1822. P4 det tidspunkt var Fourier vendt tilbage til Paris (1816),
blevet valgt ind i Académie des Sciences (1817) og blevet valgt som permanent
sekreteer for den matematiske afdeling af Akademiet (1822).

Udover de varker, som Fourier havde indsendt til Instituttet, havde han ogsi
udarbejdet et vaerk Théorie analytique de la chaleur, som han fik trykt uafheen-
gigt af Instituttet. Théorie analytique indeholdt i det store hele det samme som
1811-essayet, men visse dele vedrgrende opvarmning af jorden, strlevarme og
eksperimentelle data var udeladt. Dette veerk blev udgivet i 1822, og Fourier var
da i den situation, at han var blevet permanent sekretser for det Videnskabelige
Adademi og havde faet udgivet bade sit 1811-essay og Théorie analytique. Der-
med havde han for alvor slaet sit navn som videnskabsmand fast og sikret sig
ejerskabet af sine ideer.

Som s& mange andre videnskabsmaend pa Fouriers tid beskseftigede Fourier sig
ikke kun med et enkelt felt men arbejdede med flere forskellige videnskabelige
emner som litteratur, kunsthistorie, arkseologi, filosofi og geografi. Han var desu-
den hovedkraften bag vaerket Description de I’Egypte om den franske ekspedition
til Egypten. Det er dog fysikken og isser matematikken, som har gjort Fourier
bergmt. Foruden varmelere (herunder den ngdvendige matematiske analyse)
har Fourier beskaeftiget sig med emner som generel mekanik, friktion, algebra,
ligningslgsning, geometri og statistik. Fourier var 54 ar i 1822, da han for alvor
slog igennem som videnskabsmand. Dette er lidt atypisk, da mange af datidens
videnskabsmaend slog igennem allerede som meget unge. Dette ma man for-
mode blandt andet skyldes modstanden mod Fouriers arbejde, og at han i lang
tid befandt sig vk fra Paris (Egypten og Grenoble).

I de sidste ar af sit liv var Fourier, hvad man med rette kan kalde en aner-
kendt videnskabsmand. Han blev udneevnt til flere refulde poster i fremmede
videnskabelige selskaber blandt andet som medlem af Royal Society of Lon-
don. Derudover blev han medlem af Académie Francaise og blev udnzvnt som
preesident for conseil de perfectionnement af Ecole Polytechnique efter Laplace.
Fourier dgde som 62 arig i 1830 efter at veere blevet ramt af et hjerteslag. Fourier
blev aldrig gift, og fik j heller nogen bgrn.

Vi haber at have givet et indtryk af Joseph Fourier; en mand, som har veeret
dedikeret, ambitigs og dygtig til nasten alt hvad han har arbejdet med, og som
har beskaftiget sig med en lang rackke forskellige erhverv/discipliner. Derudover
har Fourier vzeret en mand, som har beveeget sig i de hgjeste samfundsmaessige
og videnskabelige kredse, og som har haft mange magtfulde og begavede venner
(og fiender), men ogsé en mand, som ikke har haft let ved at komme til tops.
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Udover at komme fra fattige kir og dermed ikke veere sarlig priviligerét, var
Fourier taet pd at blive et offer for de mange magtkampe og det kaos, som
herskede i datidens Frankrig.
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Figur 4.3 De vigtigste &rstal i Fouriers liv set i forhold til vores projekt.

I resten af dette kapitel vil vi beskaftige os med hvorledes Fourier udleder og
undersgger sine bergmte trigonometriske raekker.

4.2 Varmeledning i faste stoffer

I dette afsnit vil vi beskrive de ligninger vedr@rende varmeledning, som Fourier
udleder. Afsnittet er skrevet pa baggrund af [Fourier, 1955)], som er den engelske
overszttelse af Théorie analytique de la chaleur. Vores behandling af Fouriers
arbejde bygger primseert pa kapitel III i Théorie Analytique (artikel 163-237),
som har overskriften Propagation of Heat in an infinite rectangular solid. Fourier
opdeler groft sagt sin Théorie analytique i to dele; den forste (kapitel I og II)
indeholder udledningen af ligningerne for varmeledningen i faste stoffer; den
anden (kapitel III til IX) indeholder lgsningen af dem.

Ligningerne for varmeledning kan kun lgses, hvis passende randbetingelser er
givet. Fourier lgser fgrst ligningerne i ét tilfselde, det sikaldte uendelige rektan-
gulere legeme. Han viser, at lgsningen kan skrives som en trigonometrisk raekke.
Derefter generaliserer han resultaterne til vilkarlige funktioner.2. I vores behand-
ling vil vi g4 frem efter samme mgnster, men springe en hel del af detaljerne i
behandlingen over.

Den fysiske baggrund for Fouriers udledning af varmeledningsligningen er inter-
essant og et selvsteendigt studie veerdig (se f.eks. [Herivel, 1975]), men det ligger
udenfor dette projekts rammer at beskaftige sig med fysikeren Fourier. Dog skal
det neevnes, at Fourier udleder varmeledningsligningen p3 en fysisk baggrund,
man i dag nok vil stille spgrgsmalstegn ved. Fourier mener, at varmelaren er
en selvstandig gren af fysikken fuldstendigt uafhaengigt af mekanikken, som p&
Fouriers tid var den dominerende fysiske diciplin. Saledes mener han, at varme-
leeren er en grundleggende teori — altsa et szt af naturlove. Han mener sigar,

2Noget egentligt bevis i nutidig forstand er der ikke tale om, der er nzrmere tale om en
sandsynligggrelse.
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som han forklarer i forordet pa Théorie analytique, at hans veerk er for varme-
leeren, hvad Isaac Newtons (1642-1727) Principia var for mekanikken [Fourier,
1955][s. 2]. 1 Théorie analytique lykkes det ham nemlig at opstille en ligning for
varmes bevaegelse i et medie, p4 samme made som Newton havde opstillet den
mekansiske bevagelsesligning.

Fouriers matematiske notation i Théorie Analytique er, pa trods af at vaerket
er neesten 200 Ar gammelt, stort set identisk med moderne notation3. Dette er
illustreret pa side 26. Vi vil benytte moderne notation, da dette ggr teksten
en smule lettere at forstd, uden at det for alvor gdelegger det originale prag
i fremstillingen, som vi gerne vil bevare. Vi vil i det fglgende s& vidt muligt
fremstille begreber og udlede resultater pd samme made, som Fourier ggr det,
og forklare hvor vi afviger fra Fouriers fremstilling.

Pa forhand vil vi dog fgrst naevne et omrade, hvor vi konsekvent afviger fra
Fouriers notation. Bestemte integraler angives i dag med symbolet [ : , Som sym-
boliserer, at der integreres fra a til b. Denne notation er opfundet af Fourier,
men den bliver fgrst indfgrt midt i Théorie Analytique [Fourier, 1955][art. 231).
Vi har valgt at benytte den hele vejen. Til sidst skal naevnes, at Fourier benyt-
ter vidt forskellige bogstaver til at angive de samme stgrrelser gennem Théorie
Analytique. Vi har omdgbt en del, for at opna en stgrre grad af sammenheeng i
dette arbejde.

4.2.1 Fouriers definitioner i teorien for varmeledning

Fouriers definitioner af de indgéende fysiske stgrrelser, som f.eks. ledningsevne
og varmekapacitet, svarer i hgj grad til de definitioner, fysikere benytter i dag.
Vi vil her praesentere Fouriers definitioner af de indgiende storrelser, for at
komme s tet pA Fouriers fremstilling som muligt. Derudover er det med til at
understrege Fouriers fysiske udgangspunkt.

Temperaturskalaen, som Fourier benytter sig af, er defineret, si vands smelte-
punkt er 0 grader, og vands kogepunkt er 1 grad. Fourier bruger bogstavet v til
at angive temperaturen.

Fourier er ikke klar over, at opvarmning og afkgling er en form for energiudveks-
ling, og koblingen til energi mangler derfor totalt i Fouriers forstaelse. Det skal
dog siges, at energibegrebet ikke var velforstiet pa Fouriers tid, s& det er ikke
s& underligt, at Fourier ikke har en god forstaelse af varme.

NAar det geelder materialers evne til at transportere varmé skelner, Fourier mel-
lem intern konduktivitet K og ekstern konduktivitet h. Intern konduktivitet, K,
definerer han pa fglgende made. Man forestiller sig et 1 m tykt materiale, som er
fastholdt mellem to uendeligt store plader med en temperaturforskel pa 1 grad.
K er den varme, som transporteres gennem dette materiale pr. m?, pr. minut.
Fourier argumenterer for, at en dobbelt si stor temperaturforskel vil resultere

3Vi har primert lest i den engelske oversaettelse af Théorie Analytigue, men denne er
meget tro mod den originale franske tekst, ifglge [Grattan-Guinness, 1970){s. 97).
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i, at dobbelt s& meget varme vil blive ledt gennem materialet, og at et dobbelt
s& tykt materiale vil resultere i, at halvt s& meget varme vil blive ledt igennem.
Varmestrgpmmen pr. areal pr. tid er altsa proportional med temperaturforskellen
og omvendt proportional med tykkelsen af materialet. Proportionalitetskonstan-
ten er K. Hvis vi kalder mengden af varme for g (Fourier bruger ikke selv et
bogstav til at udtrykke varmen), argumenterer Fourier altsi for, at der geelder

felgende sammenhzng

Av
ait_ = K5, (4.1)

hvor ¢ er tiden, a er arealet, Av er temperaturforskellen og Az er afstanden
mellem pladerne. Hvis vi ggr afstanden mellem pladerne og temperaturforskellen
uendelig lille (ifglge Fourier skal 4.1 altid gaelde) ser vi at varmestrgmmen er
proportional med g%, som kaldes for temperaturgradienten. Fourier opstiller
ikke selv en ligning svarende til 4.1, sandsynligvis fordi han ikke har nogen klar
kvantitativ forstielse af hvad varme er, og 4.1 er derfor opstillet ud fra Fouriers
argumenter, som i hgj grad er sproglige.

Den eksterne konduktivitet, h, definerer Fourier som mangden af varme et mate-
riale afgiver til omgivelserne pr. m? pr. minut, hvis temperaturforskellen mellem
materialet og omgivelserne er 1 grad. Ogsa her argumenterer Fourier for, at en
dobbelt s3 stor temperaturforskel vil resultere i en dobbelt si stor varmestrgm

siledes, at
q
— = h(vm —v 4.2
L = h(om v, (42)
hvor vy, er materialets og v, er omgivelsernes temperatur.

Fourier forklarer, at hvis et legeme bestéende af et eller andet materiale far tilfgrt
varme, stiger dets temperatur. Fourier definerer den maengde varme, som skal
til for at opvarme 1 kg af et givet materiale 1 grad med C. Han argumenterer
derefter for, at meengden af varme, der skal til for at opvarme et legeme, er
proportional med hvor mange grader, det skal opvarmes. Derudover kraver et
dobbelt s& tungt legeme dobbelt s& meget varme, for at dets temperatur sendres.
Fourier argumenterer altsi for fglgende sammenhaeng

q=Cm(va —n), (4.3)

hvor m er_massen af materialet, og v, ve er start- slut-temperaturen. C er,
indenfor nutidig terminologi, den specifikke varmekapacitet.

4.2.2 Varmeledning internt i materialer

Ud fra ligning 4.1 og 4.3 udleder Fourier fglgende ligning:

& v 0% %
CDE—K(%Z—,-FW-FEZ?), (4.4)

som beskriver temperaturen v af et punkt internt i et materiale. Temperaturen
v er en funktion af z, y, z og ¢, dvs. de rumlige (kartesiske) koordinater, og
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tiden. D angiver densiteten. W + 2 797/’ + a—z; er et udtryk for sndringen af
temperaturgradienten. Hvis denne er positiv tilfgres mere varme, end der afgives.
Er den negativ afglves mere end der tilfgres. Ligning 4.4 udtrykker, at den
varme (givet ved K (55, + W +2 5:%)), som bliver tilfgrt en infinitesimal lille
del af et legeme, bliver brugt til at opva.rme denne del. Opvarmningen er givet
ved CD%'{-. Det ses, at jo stgrre varmeledningsevnen K er, desto mere varme
bliver der tilfgrt, og jo stgrre varmekapaciteten C eller densiteten D er, desto
mere varme skal der til at opvarme den lille del af legemet. I dag ville vi nok
udtrykke denne ligning vha. nablaoperatoren

o, 0 a

V= %:L‘ + a—yy + 5;,2, (45)
hvor &, § og 2 er enhedsvektorerne i de tre retninger. Dette ville give
CD@ = KV?, (4.6)
som er den szedvanlige made at opskrive varmeledningsligningen pé.
4.2.3 Varmeledning fra materialer til omgivelser
Fourier udleder ogsa ligningen
K (mg: + n + p
(82 ) (4.7)

+h(v—v) =
Vm? + n2+p ( 2

som beskriver temperaturen af et punkt pa overfladen af et materiale, som er i
bergring med almindelig luft. N = (m,n,p) er en normalvektor* til overfladen
0g U, er temperaturen af omgivelserne.

K(mg2+n§2 +P‘r))

V/m2+n24p? ’
som strgmmer til overfladen, er lige s& stor som den mangde varme (givet ved
h(v—u,)), der forlader overfladen igen. Dette er et naturligt krav, da en uendelig
tynd overflade ikke kan indeholde noget varme. Ved at skrive 4.7 op med nabla-
operatoren bliver ligningen

KN -Vo+h(v—v,)ym2+n2+p2=0. (4.8)

Hvis vi derudover stiller det (naturlige) krav, at normalvektoren skal veere en
enhedsvektor, far vi ligningen

K(N - Vv + h(v—v) =0. (4.9)

Ligning 4.7 udtrykker, at den meengde varme (givet ved

4.3 Fouriers lgsning af varmeledningsligningen

Det fgrste eksempel, hvor Fourier lgser ligningerne for varmeledning, i Théorie
Analytique, er det uendelige rektangulere legeme. 1 samme kapitel som Fourier

4N behgver ikke ngdvendigvis at have laengden 1.
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Igser ligmngernéifor dette specialtilfeelde, opstiller han de generelle trigohome—
triske raekker for funktioner.

Det uendelige rektangulsre legeme er defineret som et legeme beliggende mellem
to uendeligt store planer parallelle med z-z-planen. Legemet straekker sig fra
z = —oo til z = 00, og fra z = 0 til £ = co. Planerne ligger i hgjderne y = —%
ogy = % (se figur 4.4), En del af y-z-planen i z = 0 udggr en enkelt ‘endeplan’.
Endeplanen straekker sig fra z = —oo til z = 00, og fray = —7 til y = 7. Det
materiale, der bliver regnet pé, er sdledes punktmaengden

M ={(z,y,2) | 0Lz < o0, —gSyS%, —o<z<oo)  (4.10)
Fourier stiller kravene, at endeplanen holdes ved en konstant temperatur pé 1
grad, og at top- og bundplanen holdes ved en konstant temperatur pd 0 grader.

Figur 4.4 Et udsnit af det uendelige rektanguleere legeme, som Fourier regner pé.
Endeplanen er fastholdt ved temperaturen 1, og top samt bund er fastholdt ved
temperaturen 0.

4.3.1 Differentialligningen

Varmeledningsproblemet lgser han forst i det stationere tilfelde, dvs. hvor tem-
peraturen har opniet ligeveegt og altsa ikke eendrer sig pr. tid. Dette reducerer
umiddelbart ligning 4.4 til

v 6% B

AT A it 4.11
0 Ox? + oy? 822’ (4.11)
som pga. symmetrirsager endvidere kan reduceres til
v %
= —+ =—. 4.12
0=32 * 52 (4.12)

Derudover er der ikke nogen varmeledning fra legemet til omgivelserne af den
slags, som er beskrevet i ligning 4.7. Dette skyldes, at det legeme, der betragtes,
er i kontakt med de to planer fastholdt ved temperaturen 0 grader og endeplanen
fastholdt ved 1 grad. Legemet er siledes ikke i kontakt med luft nogen steder.
Problemet er nu at bestemme v, som er blevet reduceret til en funktion af z og
y. Der er ingen athsengighed af ¢, da vi behandler det stationzre tilfeelde, og der
er ingen afhzngighed af z pga. symmetrien i legemet.
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4.3.2 Separation af de variable

Fourier angriber dette problem vha. separation af variable. Metoden var ikke
ukendt pa Fouriers tid, men den var heller ikke almindeligt udbredt [Grattan-
Guinness, 1969][s. 231]. Som det ggres ved lgsning af differentialligninger vha.
separation af variable, antager Fourier, at lgsningen til ligning 4.12 kan skrives
som et produkt af to funktioner; den ene udelukkende en funktion af z, den
anden udelukkende af y

v(z,y) = F(2)f(y)- (4.13)
Antages dette, bliver ligning 4.12 til

d2F(z d?
0= )i + Fay LY, (4.14)
som omskrives til
1 #PE) 1 P
F(z) dz* —  f(y) dy? (4.15)

Den eneste made, denne ligning kan vzere opfyldt, er, hvis begge sider af lig-
hedstegnet er lig med en konstant — Fourier kalder denne konstant m — saledes
at

d*F(x) mF(z)
dx?
d?
d’; gy) —mf(y). (4.16)

Fourier argumenterer hovedsageligt ud fra fysiske argumenter for, at den rigtige
lgsning er af formen

v(z,y) = e " cosky, (4.17)

hvor k = \/m og m er reel og positiv. Det ses, at denne lgsning opfylder lig-
ning 4.12 og randbetingelserne v(x,+%) = 0, samt v(oco,y) = 0 hvis k er et
ulige heltal. Dette er ogsa tilfeeldet, hvis v er en linearkombination af sddanne
Igsninger

v(z,y) = ae % cosy + be™3% cos y + ce~F cos 5y + ... ., (4.18)

hvor a, b, ¢ osv. er konstanter. Der mangler dog stadig en redeggrelse for rand-
betingelsen v(0,y) = 1. Nar = 0 kan ligning 4.18 reduceres til

v(0,y) = acosy + beos3y + ccosby + . .. (4.19)

Hvis det er muligt at bestemme konstanterne q, b, ¢ osv., saledes at den trigono-
metriske raekke 4.19 konvergerer mod 1 for alle y €] — Z, 5[, er randbetingelsen

v(0,y) = 1 ogsa opfyldt, og en lgsning til problemet inklusiv randbetingelser er
fundet.
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4.3.3 Det uendelige ligningssystem

Fourier finder koefficienterne til raekken i 4.19 ved at opstille randbetingelsen
som ligningen
1=acosy+bcos3y+ccosby+ ... (4.20)

og sa differentiere alle led et ad gangen, hvilket giver
asiny + 3bsin3y + Scsinby + ...

0 = acosy+ 3%bcos3y+ 5%ccos5y + ...
= asiny + 3%bsin3y + 53csin5y + . .. (4.21)

]

P& Fouriers tid var ledvis differentiering af en saddan funktionsreekke i overens-
stemmelse med de geeldende regler. I en nutidig behandling af problemstillingen
er gyldigheden af operationerne kun sikret, hvis den fegrste raekke konvergerer
punktvis og de efterfolgende konvergerer uniformt. Dette er tydeligvis ikke op-
fyldt for ovenstiende rakker (f.eks. springer 4.20 i endepunkterne), men Fourier
er dog sa heldig, at hans udregninger lykkes alligevel. Da ligning 4.20 og lig-
ningssystemet 4.21 skal vare opfyldt for alle y €] — Z, 5[, skal de selviglgeligt
ogsa veere opfyldt for y = 0, som ved inds=ttelse giver

= a+b+tc+...
= a+3%+5%+...
= a+3%+5%+...
a+3%+5%+... (4.22)

[es BN e B = B

Dette er, forklarer Fourier, uendeligt mange ligninger med uendeligt mange ube-
kendte. Kan man lgse dette ligningssystem og dermed bestemme alle koefficien-
terne, er rzkken bestemt. Vi vil nu beskrive hvordan Fourier lgser ligningssy-
stemet.

4.3.4 Lgsning af ligningssystemet

Fouriers metode til at finde koefficienterne er i princippet foigende: Fgrst lgses
en ligning med én ubekendt (a)

’ 1 = a (4.23)
Derefter lgses to ligninger med to ubekendte (a og b)

1 = a+b
0 = a+3%, (4.24)
og efter dette tre ligninger med tre ubekendte (a, b og ¢)
1 = a+b+c
0 = a+3%+5%
0 = a+3%+5%, (4.25)
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osv. @ har én veerdi i ligningssystemet med en ligning, en anden i tilfeeldet med
to ligninger, en tredje i tilfaeldet med tre ligninger osv. Fourier forklarer, at
folgen af a’er ma konvergere mod det ‘sande’ a, nir antallet af ligninger gar
mod uendeligt.

Tricket til at finde lgsningerne til de forskellige ligningssystemer er at indse, at
der er en form for system i ligningerne. Hvis man tager fire ligninger med fire
ubekendte, vil de se saledes ud

a+b+c+d

a+3%b+ 5%+ 7%d

a+3%+5%+7d

= a+3%+5%+7%. - (4.26)

=
I}

Ved at multiplicere den fgrste ligning med 72 og treekke den nzeste fra fas
7 = (P-1a+ (7 -39)b+ (72 - 5%)ec. (4.27)
Ggres tilsvarende for de andre fas

(7?2 —1)a + (72 — 3%)3% + (72 — 52)5%¢
0 = (7>—1a+(7?-3%3*%+ (7? — 5%)5%c. (4.28)

Ved at indfgre nye stgrrelser o', b’ og ¢’ givet ved

?-1
72 a = a
2 _ 32
Z—b = ¥
2 _ k2 '
—72—5 d, (4.29)

opnér vi fglgende nye ligningssystem

1 = o +¥+¢
0 = o +3% +5%
0 = a' +3% +5%, (4.30)

som er det samme som 4.25. Saledes kan vi, hvis vi kender lgsningen til lignings-
systemet med tre ligninger, finde lgsningen (pd nzr d) i ligningssystemet med
fire ligninger. Vi ganger blot l¢smngen i ligningssystemet med tre ligninger med
faktorne givet 1 4.29. F.eks. er a = 727—(1 hvor a er lgsningen i tilfeeldet med
fire ligninger og a’ er lgsningen i tilfeeldet med 3.

Eliminerer vi nu ¢ i 4.30 p4 samme made som vi eliminerede d i 4.26 far vi
52 — (52_ l)a' ( 2 32)b/
0 (5% — 1)a’ + (5% - 3%)3%V, (4.31)
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som ved omskrivningen

525;10, "
— 32
5 b = b, (4.32)
bliver til
— aII+bII
0 = a"+3%", (4.33)

hvilket er det samme som 4.24. En sidste elimination (af b) og omskrivningen

2
3 -1 n "

a —a

) (4.34)
giver
1 = a"”, (4.35)

som er den ene ligning med den ene ubekendte. Ved at fglge denne fremgangs-
made kan vi altsd finde den sand(:, vaert%i af a, dvs. Igsningen til det uvendelige
ligningssystem, som er ¢ = 1 - E'Z'i 3'?“-’1 -.... Vi kan ogsA finde den ‘sande’
vaerdi af b, hvis vi kender b for to ligninger med to ubekendte (der er ikke nogen
Igsning for b i tllfaeldet med en ligning). Lgsningen for b med 2 ligninger med 2

ubekendte er, b = 2. Vi far derfor b= ez 325__32' —§:§7

Ligeledes kan vi finde de ‘sande’ veerdier for c, d osv., hvis vi kender ¢ for
tre ligninger med tre ubekendte, d for fire ligninger med fire ubekendte osv. Vi
tager jo blot disse vaerdier, og ganger dem med de faktorer (som dem givet i 4.29,
4.32 og 4.34), der transformerer dem til lgsninger for ligningssystemer med flere
ligninger. De ‘sande’ lgsninger findes, nar produktet bestar af uendeligt mange
faktorer.

Lgsningerne for b i to ligninger med to ubekendte er som nevnt, b = 1—_137,
lgsningen for ¢ i tre ligninger med tre ubekendte er ¢ = ﬁg 57:’15, og lgsningen
for d i fire ligninger med fire ubekendte er d = ﬁ; . 523?277 gy‘f—g osv. Saledes
bliver de samlede lgsninger til koefficienterne i det uendelige ligningssystem

32 52 72

o = LI w1 EoT
p = L . 5 79
1-32 52-32 7232 92_32
6_1.32_72.92‘112_
1-52 82_-52 7252 9252 112-52 "
1 32 52 92 112 132

d = 1-72'32_72'52_72'92__72'112_72'132_72-...(4.36)
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som med simple omskrivninger og ved at benytte at § = f—% . % . % ... (Wallis
theorem) bliver reduceret til
4
a = —
™
4
N
c = + !
B 5T
d = 4 (4.37)
7 ’

Hvis vi husker Eulers metode til udledning af koefficienterne for en potensrakke
(se afsnit 3.2.3), ser vi, at Fouriers metode minder meget om denne.

Ved at indsatte vaerdierne for de nu fundne koefficienter i ligning 4.18 findes
den samlede lgsning, som er

4 4
v(z,y) = 7—re_” cosy — %e_‘% cos 3y + 37;6—52 cosBy —... (4.38)

4.3.5 Fouriers kommentarer til lgsningen

Faktisk opskriver Fourier ikke umiddelbart ligning 4.38, men stopper op for at
se nzermere pi rsekken

1 1
cosm—-3-c0s3:r+ gcos5:1:—..., (4.39)
hvis sum er 7 i intervallet | — %, Z1.
Fouriers opfattelse af konvergens af en funktionsraekke er, hvad vi i dag ville
kalde punktvis konvergens. Fourier er dog ikke serlig praecis omkring begrebet.
Dette ses ud fra fglgende citat, der omhandler 4.39:

»It would be easy to prove that this series is always convergent,
that is to say that writing instead of z any number whatever, and
following the calculation of the coefficients, we approach more and
more to a fixed value, so that the difference of this value from the sum
of the calculated term becomes less than any assignable magnitude. «
[Fourier, 1955][art. 177]

Fourier viser (pa en méde vi i dag ogsA ville anse for korrekt), at summen af de
m forste led i 4.39 kan skrives som

C + 6(m), (4.40)

dvs. en konstant C plus en funktion §(m). Desuden forklarer han for et fastholdt
z, at 8(m) — 0 n&r m — oo - rekken konvergerer altsi punktvist. C' bestemmer
Fourier ved at sztte z = 0, hvilket reducerer raekken til den kendte rakke
1-— % + %—, som har summen I

Fourier kommer ogs& med fglgende interessante bemzrkning:
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»By giving to the arc z other particular values, we should find other
series, which it is useless to set down, several of which have been

already published in the works of Euler.« [Fourier, 10551art, 1811

Her er det tydeligt, at han forsgger at verificere raekken i 4.39 ved at vise, at
den for forskellige vaerdier af = reducerer til forskellige velkendte talraekker.

Derudover finder Fourier, ved at lave forskellige omskrivninger af 4.39 forskellige
raekker. Han udleder f.eks. rackken

1 1
log(2 cos §z) =cosz — % cos2z + 3 cos 3z—..., (4.41)

som Euler tidligere havde fundet.

Ikke alle Fouriers omskrivninger ville blive accepteret i dag, uden at der fgrst
var gjort rede for lovligheden af dem. Fourier behandler den uendelige sum, som
var den endelig, ved f.eks. at bytte om pa rzkkefglgen af led i summen, bytte
om pi sum og integraler og differentiere eller integrere leddene et ad gangen.
Dette er i nutidig forstand kun tilladt, hvis raekken opfgrer sig ‘paent’, dvs.
opfylder forskellige konvergenskriterier. Det skal dog bemserkes at Fourier ikke
manipulerer med raskkerne pa mader, der pa hans tid blev anset for ‘ulovlige’.
Disse manipulationer er vi godt klar over, Fourier bruger, men vi vil i resten af
kapitlet ikke ggre opmeerksom p4 dem hver gang de forekommer, da det virker
forvirrende i beviserne.

En reekke, som vi senere skal opdage er interessant i forbindelse med Fouriers
forstaelse af funktionsbegrebet, er rekken, som opstar ved ledvis integration af
reekken

1 1
%:cosx—gcos&z:—!- gcosE)a:—... (4.42)
Integrationen giver (efter at alle led er blevet ganget med 2)
z 2, 2 2
5-;;s1n:z:—-33;sm3w+g—2;sm5x—... (4.43)

Som et sidste resultat inden han fortssetter til den generelle behandling af tri-
gonometriske rekker, viser Fourier, at lgsningen pa problemet vedrgrende var-
meledning i det uendelige rektangulere legeme, dvs. ligning 4.38, kan skrives
som

2
v(z,y) = ~ arctan (Zf_go_sg_> (4.44)

e—m

I udledningen af ovenstiende bytter Fourier om pa rzckkefslgen af leddene i
reekken.

4.4 Fourierraekken for en vilkirlig funktion

Efter at have behandlet specialtilfzeldet ovenfor gar Fourier i gang med det
virkeligt interessante, nemlig udviklingen af en, ifglge ham, vilkarlig funktion
som en trigonometrisk rackke.
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I en moderne fremstilling definerer man, hvad en Fourierrekke for en funktion
er, og viser sd at denne under visse betingelser konvergerer, og at graensen er
funktionen selv. S viser man, at hvis en trigonometrisk reekke konvergerer mod
en bestemt funktion, vil denne rekke vaere funktionens Fourierrakke. Fouriers
tilgang er noget anderledes, idet han som udgangspunkt antager, at alle funk-
tioner kan skrives som. en trigonometrisk raekke, og opgaven er saledes ‘blot’ at
udlede en metode til at finde koefficienterne.

Som udgangspunkt ggr Fourier det samme, som han gjorde i tilfeldet med det
uendelige rektangulaere legeme nemlig at opstille et uendeligt ligningssystem. Ud
fra dette opstilles sa endelige ligningssystemer: En ligning med en ubekendt, to
ligninger med to ubekendte, osv. Lgsningerne til disse bestemmes ‘pa en smart
made’, og den ‘sande’ lgsning er s den, som fgigen af lgsninger konvergerer
imod, nér antallet af ligninger (og ubekendte) gar mod uendeligt.

4.4.1 Det uendelige ligningssystem for ulige funktioner

Vi vil ikke udfgrligt gengive den konkrete gennemgang men blot opstille det
uendelige ligningssystem og beskrive dets lgsninger. Fourier starter med at se pa
en begranset del af de ‘vilkarlige’ funktioner. Han antager nemlig, at funktionen
kan opskrives ved en Taylorraekke udviklet omkring 0, som kun har led med ulige
potenser (en saddan funktion er en ulige funktion). Séledes kan funktionen nu
skrives ved en potensrakke og ved en trigonometrisk rackke

5 7 ‘

' z3 x T
p(z) = asinz+bsin2z+csin3z+dsindz+... (4.46)

hvor A = ¢’(0), B = —¢"'(0), C = ¢¥(0), D = —¢"* osv. Ved at differentiere
ligning 4.46 ledvist og s=tte z = 0, opnas ligningssystemet

A = a+2b+3c+4d+...

B = a+2%+3%c+4%d+...

‘C = a+2%+3%+4%d+...

D = a+2b+3c+4"d+..., (4.47)

da A, B, C osv. udtrykker de afledede.

4.4.2 Lgsningen til ligningssystemet

Nu er problemet s& at lgse ligningssystemet 4.47. Metoden, Fourier benytter,
er stort set identisk, med den han brugte i specialtilfcldet, men de tekniske
vanskeligheder er stgrre, og udregningerne er langt mere komplicerede. Fourier
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kommér frem tilﬁ folgende lgsning for det uendelige ligningssystem i punktet 7

@ = +plm) - ,,2 0 ()~ .. (4.48)
b= () + gt )— )+ (4.49)
¢ = +—(p(7r)—3;2 ”(7r)+ Dy - ... (4.50)
d = o)+ o ”(7r)—4—§7-;<pw(7r)+... (4.51)

Vi laver nu en mindre omdgbning af koefficienterne: a,, star fra nu af for den
n’te koefficient, dvs. a; = a, as = b, a3z = ¢ osv. Koefficienterne kan s& udtrykkes
pa fglgende mere kompakte form
- 2 2 " 2 iv
G = :Enﬂ_(p('ﬂ) Fogov (m) £ v (™) F..., (4.52)
hvor det fgrste fortegn er positivt, hvis n er ulige, og negativt hvis n er lige.

En af Fouriers store pointer er, at koefficienterne til den trigonometriske raekke
for en vilkarlig funktion kan skrives som bestemte integraler. Resultatet nar han
frem til ved at vise, at reekken, som udtrykker koefficienten i 4.52, kan skrives
som et integral, hvilket vi nu vil vise. Vi viser det, som Fourier ggr. Forst opfattes
koefficienten a,, som en funkton af z

_ .2 2 2w
an(z) = :i:mrcp(:z;) F 50 (x) £ - (zyF... (4.53)
Denne differentieres ledvist to gange, hvilket giver
2 2 2 .
w(z) =+—¢" — " (z) £ — F o .
B(e) =% —"(@) F ¢ (0) & = FpP(a) £ (454)

Sammenligner man ligning 4.54 med ligning 4.53 og ngjes med at se pd de
tilfzelde, hvor n er ulige, ser man, at

an(z) + — 1 d2an(w) _

n2 dx?®  nw
Denne sammenligning er i virkeligheden at lsegge 4.53 sammen med 4.54. Lgs-
ningen til differentialligningen 4.55 er

(p(:z:) (4.55)

2 2
an(z) = - sinnz / cosnz p(z)dr — —cosnz / sinnz ¢(z)dz. (4.56)
Da n er et ulige heltal og da a,(z) skal vurderes i z = 7, bliver udtrykket til

g
an = 2/ sinnz o(z)dz (4.57)
T Jo

Fourier forklarer, at hvis man lgser integralet i 4.57 vha. delvis integration, far
man raekken givet i 4.53. Han ggr det ikke selv, men det er let at vise (vi undlader
konstanten 2).

T s
/ sinnz p(z)dz = —l[cos nz o(z)|g + % / cosnz ¢ (z)dx (4.58)
0 0

_ o)

1 T
— [smnz o' ()5 — ﬁ/ sinnz ¢’ (z)dz. (4.59)
0
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Der gores fra 4.58 til 4.59 brug af, at cosnm = —~1, nar n er ulige, og at »(0) =0
da (z) har en Taylorraekke, som kun har led med ulige potenser. Fortsaetter vi
udregningerne far vi

_ (p(ﬂ') i 7 T _ i /‘1r "
== +0+ 3 [cosnz " (2)]3 2/, cosnz "' (z)dz (4.60)

1 " ;
=l T s F[sinnz " (x)F + %/0 sinnz ¢*(z)dz (4.61)

n n3
_p(m) () | e 1 v L /" - vi
= — + o +n6 [sin nz ¢ (z)]3 A sinnz " (z)dz (4.62)

Som det ses, kan vi fortseette med dette, og hvis vi ganger den resulterende raeekke
med %, opnas raekken for koeflicienterne givet i ligning 4.52. I udregningerne
ovenfor har vi kun set pa det tilfzelde, hvor n er ulige. Hvis n er lige, er forigbet
af udregningerne stort set identisk.

Fourier argumenterer siledes for, at en vilkarlig ulige funktion ¢(z) i intervallet
[0, 7] kan udvikles ved reekken

o(z) = a1 sinz + agsin 2z + agsin3z + agsindxr + .. ., (4.63)
med koefficienterne
2 ™
ap = ;T-/ sinnz ¢(z) dz. (4.64)
0

4.4.3 Fouriers trick

Fourier forklarer, at man kan verificere dette resultat ved fglgende udregning.
Tager vi reekken givet i ligning 4.63, multiplicerer hvert led med sinnz og inte-
grerer ledvist fra 0 til 7 fas

X ™ T ’
/ sinnz p(z)dz = a; / sinnz sinzdz + a2 / sinnz sin2zdz + ... (4.65)
0 0 0

Integralet fo" sin nz sin mz dz, hvor n og m er heltal, er 0 hvis n og m er for-
skellige og %, hvis de-er ens. Dette medfgrer at

i
/ sinnz ¢(z)dr = an—g (4.66)
0 .

eller
2 ™
an = ;/ sinnz ¢(z) dz (4.67)
0

som er det resultat, vi har set for. Selv om ovenstaende ikke er et generelt gyldigt
bevis, er denne metode til at bestemme Fourierkoefficienterne dog sa elegant, at
den ofte bruges i fysikken. Metoden, som under visse betingelser er gyldig, gar
i dag under navnet Fouriers trick.
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4.4.4 WFremst'illing ved cosinusrakker

Fourier bruger Fouriers trick til at ‘vise’, at ikke kun funktioner hvis Taylorrackke
udelukkende bestér af led med ulige potenser (ulige funktioner), kan opskrives
vha. metoden ovenfor. Som eksempel viser han, at cos(z) i intervallet [0, 7] kan
skrives pa formen

2/1 1 2/1 1 2/1 1
=2 (242 )si 224z )sinde+2 (=42 )si .. (4.
cosz = ~ (1 + 3) s1n2m+ﬂ_ (3 + 5) sindz+~ (5 + 7) sinbz+... (4.68)

At kunne opskrive-en lige funktion som en raekke af ulige funktioner er et meget
spektakuleert resultat pa Fouriers tid. Fourier bruger eksemplet til at sandsyn-
ligggre, hvor kraftfuld og generel hans metode er og fortssetter umiddelbart
derefter med at ‘vise’, at han vha. Fouriers trick ogsd kan udvikle en (ifglge
ham) vilkarlig funktion i intervallet [0, 7r] ved en cosinusraekke. Resultatet bliver
at reckken

() = %bo + by cosz + bycos2x + by cos3z 4 bycosdzx + ... (4.69)

med koefficienterne o (7
bp = - / cosnz p(z) dz (4.70)
0

fremstiller funktionen ¢(z) i intervallet [0, 7].

4.4.5 Eksempler pa Fourierraekker

Fourier udvikler ved hjeelp af Fouriers trick ¥ ved en sinusrakke

z 1 1 1
~ =ginz — = si = si — —si .71
5 =sinz 2sm2:1:+381n3ar 4sm4m+ (4.71)

og ved en cosinusrakke

z w 2 2 2
5= Z—;cosx+§§7—rcos3x—5—2-7;cos5z+... (4.72)

Derudover har han ogsé udledt raekken for £ ved en sinusrzekke i forbindelse

med behandlingen af varmeledning i det uendelige rektangulere legeme (ligning
4.43). Til disse tre reekker knytter han fglgende bemeerkning:

»It must be remarked that these three values of %m ought not to be
considered as equal; with reference to all possible values of z, the
three preceding developments have a common value only when the
variable z is included between 0 and %m.« [Fourier, 1955][art. 225

Fourier kommer altsi her med et direkte angreb pa den analytiske fortsaettelse-
segenskab ved at fremfgre tre funktioner som er ens i et bestemt interval, men
afviger udenfor dette.
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P3a dette tidspunkt er det interessant at praesentere en figur, som Fourier har
tegnet. Denne stammer ikke fra Théorie Analytique, men fra hans 1807-memoir. I
Théorie Analytique beskrives de tre funktioner men figurerne er udeladt. Det ses
af figuren, at Fourier forestiller sig de vertikale linjer p&4 den midterste figur som
hgrende til funktionen, hvilket ikke giver mening i det nutidige funktionsbegreb.

Fourier viser ogsa eksempler pa, at det er muligt at opskrive trigonometriske
reekker for funktioner, som er Euler-diskontinuerte og funktioner, som er ‘rigtigt’
diskontinuerte. Han udleder trigonometriske raekker for fglgende funktioner

pr(z) = {g iggi{[ - (4.73)
oa(@) = {Si“ﬁ jgg‘ffl | (4.74)
pa(z) = {(%)zo—x"’ s gl (4.75)
2
z  z€)0,¢
paz) = o rEjo,T—of (4.76)

T—z z€lr—a,n

hvor c og « er passende konstanter. @2, @3 og (4 er Euler-diskontinuerte funktio-
ner, idet de tilhgrende kurver er sammenhzngende men beskrevet ved forskellige
funktionsudtryk i forskellige intervaller. ¢; er sidan set slet ikke er en funktion
ifplge Euler, da dens kurve ikke er sammenhsngende.

Da en funktionsrakke ifglge Euler er et analytisk udtryk og dermed en kontinu-
ert funktion, kan Fourier saledes bade opskrive et udtryk for en funktion, som
er Euler-kontinuert, og et udtryk som er Euler-diskontinuert.

Figur 4.5 Fra gverst til nederst; tegninger af funktionerne givet ved raekkerne i 4.72,
4.71 og 4.43. Bemerk hvorledes Fourier forbinder springdiskontinuiteterne p& den
midterste kurve med fuldt optrukne linier.
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4.4.6 Den fulde trigonometi'iske rékke

Fourier argumenterer for, hvordan en kombination af 4.63 og 4.69 kan benyttes
til at beskrive en fuldsteendig vilkarlig funktion pa intervallet [—m, 7].

Ud fra geometrisk inspirerede argumenter viser han, at en vilkdrlig funktion
kan skrives som summen af en lige og en ulige funktion. Ydermere vises, at en
sinusraekke kan beskrive en vilkarlig ulige funktion i intervallet [—, 7], og at
en cosinusreekke kan beskrive en lige funktion i samme interval. Saledes kan
sinus- og cosinusrackkerne bruges til at beskrive den ulige hhv. den lige del af
en vilkarlig funktion. Resultatet Fourier viser er altsd, at en vilkarlig funktion
@(z) kan udvikles i intervallet [—m, 7] ved

1
o(z) = -2-bo + a1 sinz + by cosz + ag sin 2z + by cos 2z

+a3sin3z + bz cos 3T + agsindx + bgcosdz + ...  (4.77)

hvor koefficienterne er

a, = ;lr- / sinnz p(x) dz (4.78)

-

s
b, = ;r_ / cosnz p(z) dz (4.79)
For en grundigere argumentation for opskrivningen af den fulde raekke se afsnit
6.2.2.

4.5 Konvergens af Fourierraekkerne

Fourier viser pd intet tidspunkt, at Fourierraekken for en vilkirlig funktion er
konvergent. Han viser konvergensen for en lang rzkke specialtilfeelde ved at
vise, at rakkerne bliver til konvergente talrackker, nar bestemte veerdier af z
indsaettes. Selvom Fourier selv mener, at have bevist lighedstegnet i ligning 4.77
(med koefficienterne givet i 4.78 og 4.79) adskillige gange, er det nsermeste han
kommer et bevis i nutidig forstand neermest blot en skitse til et sidant (se
[Fourier, 1955][art. 423]). Udgangspunktet er en omskrivning af 4.77. Indszetter
vi udtrykkene for koefficienterne i ligningen, har vi

1 ™
p(z) = —/ z)dz
) o(z)
1 ™ 1 ™
+ ;sin:z:/ sinxtp(x)dm+;r-cosx/ cosz o(z) dz
) —7|'1r . -7 .
+ ;sin2m/ sin 2z ¢(z) dz + —cos 21:/ cos 2z ¢(z) dz

—r -

1 ® 1 &
- sin3x / sin 3z o(z) dz + —cos 3z / cos 3z p(z) dx

— -

(4.80)
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Eller mere kompakt
¥4

o@) = o [ e (4.81)

1 4
+ - E [sinm: / sinnz ¢(z) dz + cosnz /
4 n=1 -

-7

s

cosnz o(x) da:] .

Hvis vi &ndrer integrationsvariablen fra z til a og flytter sinnz og cosnz ind
under integralerne far vi

iy

o@) = 5 [ plo)da (4.82)

-7

N
+ ;;[/_Wsmnx smna<p(a)da+/

-

T
cosnx cosna p(a) da} .

Ved at bytte om pa reekkefslgen af integration og summation, og ved at benytte
regnereglen sin nz sin no 4+ cosnx cos na = cosn{z — a), bliver 4.82 til

s

oz) = 5= [ vla)da

+ %/n p(a) (i cosn(z — a)) do. (4.83)
-7 n=1

Hvis vi nu indfgrer cos0(z — «) i det forste led, og omskriver det andet en smule
far vi

plz) = % /1' p(a)cos0(z — a) da

T

+ 51—7; _/_7; o(a) (2 i cosn(z — a)) da. (4.84)

Da cosn(z—c) er en lige funktion mht. n, er Y o, cosn(z—a) =
S cosn(z — @), og 4.84 reducerer til

n=-—0oo

p(z) = % ) go(a)( i cosn(x—a)) de. (4.85)

- n=—o00
For at fglge Fouriers arbejde vil vi slutte af med at lave et variabelskift, som

han ogsé laver, nemlig o' = Za og 2’ = Lz. Dette giver

w(gm') = 51',.' cp( o (i cos?—(m’—a’)) do!. (4.86)

n=-—oo

Undlader vi ‘meerkerne’ og indser, at ¢(Zz’) blot er en anden vilkarlig funktion
af 2/, og indfgrer X = 2r, far vi

p(z) = X w(a)< > cos—(w— )) (4.87)

n=-—0o



46 Fourier

Herfra starter sa, hvad vi kunne kalde Fouriers skitse af et konvergensbevis®.
Ved at gere summen i 4.87 endelig og lave fglgende omskrivning

N .
Z cosnu = cos Nu + sin Nu—SIEL——, (4.88)
" 1—cosu
kan vi nu omskrive 4.87 med endelige graenser til
1 (% 1 (% i
. sinu
o(z) = X /-%3 () cos Nu da + d /_% o) smNui-:-a)—s—Eda, (4.89)

hvor u = %%(:c ~ a). Ifglge Riemann-Lebesgue-lemmaet giver det fgrste integral

nul ndr N — 0. Tilbage er sa

1 (% . sinu

e /;% () smNuI———EB—s_uda (4.90)
og opgaven er ‘blot’ at vise, at udtrykket i 4.90 konvergerer ndr N — oo.
Fourier argumenterer lgst for, at udtrykket konvergerer mod ¢(z) [Fourier,
1955]jart. 423]. Ideen i argumentationen er at dele integralet i 4.90 op i to
dele — et integral omkring nul, hvor man integrerer fra —e til € (¢ er lille) og
integralet af ‘resten’. Fourier argumenterer for, at integralet omkring nul bliver
lig Xo(z) og integralet af resten bliver nul nar N ‘bliver uendelig’. Fouriers
argumenter er praegede af geometriske ideer og langt fra grundige nok. Beviset
kraver rent faktisk meget arbejde, hvis det skal ggres ordenligt. Fourier er selv
klar over, at hans skitse ikke er et rigtigt bevis, men som han siger »It will
be sufficient to indicate the course of the proof« [Fourier, 1955][art. 423]. Han
mener alts3 tilsyneladende, at skitsen er nok!

5Det er lidt interessant at Fourier i opskrivningen af sin version af 4.87 begr de tilsynela-
dende banale fejl at @ndre brgken foran integralet fra —)lf til % og grenserne fra -“-22(- og &
til —X og X [Fourier, 1955}[art. 423].



5 Fouriers brud med det Eulerske
funktionsbegreb

I dette kapitel vil vi se narmere pa Fouriers brud med det Eulerske funktions-
begreb. Dette vil vi ggre pa to forskellige mader.

For det fgrste vil vi ud fra den del af Fouriers arbejde, som blev preesenteret
i sidste kapitel samt visse nye elementer, forsgge at vurdere, hvordan Fouriers
arbejde brgd med det Eulerske funktionsbegreb.

Dernaest vil vi se pa den kritik, Fouriers arbejde gav anledning til fra Frank-
rigs ledende matematikere. Kritikken er interessant, da den belyser hvilke dele
af Fouriers arbejde, som var ‘uspiseligt’ for datidens matematikere og dermed
netop viser, hvor arbejdet brgd med hans samtids matematik. Analysen byg-
ger pa sekundzer litteratur, nzermere bestemt [D.J.Struik, 1990], [Ravetz, 1961],
[Grattan-Guinness, 1970], [Herivel, 1975] og [Liitzen, 1978]. Analysen er inter-
essant, da den giver en anden vinkel pa Fouriers brud med det Eulerske funk-
tionsbegreb.

5.1 Analyse af Fouriers arbejde

1 dette afsnit vil vi diskutere Fouriers arbejde, herunder hans opfattelse af funk-
tionsbegrebet og de egenskaber han tilleegger funktioner.

5.1.1 Hvad er en funktion

Det oprindelige Eulerske funktionsbegreb bygger som beskrevet i afsnit 3.2.1 pa,
at en funktion er et anelytisk udtryk. Fouriers beskrivelse af sit funktionsbegreb
antyder en lidt mere generel opfattelse. Efter udledningen af Fourierkoefficien-
terne for sinus og cosinus bemeerker Fourier:

»This and the preceding theorem [udledningen af koefficienterne for
cosinus hhv. sinus] suit all possible functions, whether their character
can be expressed by known methods of analysis, or whether they
correspond to curves traced arbitrarily. « [Fourier, 1955][art. 224]

Udover analytiske udtryk opfatter Fourier altsh ogsa vilkarlige geometriske sam-
menhznge mellem variable som funktioner. Denne fortolkning af funktionsbe-
grebet adskiller sig ikke vasentligt fra den Eulerske, selvom Euler i ovenstiende
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beskrivelse nok ville insistere 15'?3, at de ”geometriske sanuneﬁhaenge svarer til
analytiske udtryk. Fourier uddyber senere i Théorie Analytique sin opfattelse af
en funktion:

»In general the function f(z) represents a succession of values or
ordinates each of which is arbitrary. An infinity of values being given
to the abscissa z, there are equal number of ordinates f(z). All have
actual numerical values, either positive or negative or null.« |Fourier,
1955)[art. 417]

Her adskiller Fouriers opfattelse sig klart fra den Eulerske, idét Fourier kraever,
at antallet af funktionsveerdier f(z) (ordinaterne) er det samme som antallet af
veerdier af z. Fourier knytter hermed, omend pa en noget uklar made, kravet
om entydighed til funktionsbegrebet. Af citatet ses i gvrigt, at Fourier har en
geometrisk tilgang til matematikken, idét han vaelger at beskrive den generelle
funktion med abscisse og ordinat.

Ovenstaende citat kan godt give det indtryk, at Fourier ville kunne acceptere
funktioner, som ikke ngdvendigvis kan tegnes, idet han forklarer, at funktionens
veerdier eller ordinaterne alle er vilkdrlige. Dette er dog noget uklart, da han
i den foregdende bemaerkning giver det indtryk, at hans funktioner enten kan
reprasenteres analytisk eller tegnes. Fourier tager da heller ikke konsekvensen
af pastanden om, at funktionsveerdier kan veere defineret fuldsteendigt vilkarligt.
Igennem hele sit arbejde teenker han tydeligvist geometrisk, og bruger ofte mere
eller mindre geometriske argumenter for at vise sine generelle resultater?.

1 det hele taget er det interessant at overveje hvilke funktioner Fourier teenker pé,
nar han siger, at funktionsvaerdierne er vilkarlige. Der kan ikke veere tvivl om, at
Fourier accepterer analytiske udtryk eller tegnede kurver, der eventuelt kan have
springdiskontinuiteter, men hvor vidt hans forestilling om funktionsbegrebet
rakker videre end dette, kan man satte spgrgsmalstegn ved. Fourier kommer
ikke med eksempler pa funktioner, som ikke er sammensztninger af analytiske
udtryk eller geometriske kurver, selv om han forklarer, at hans resultater geelder
for fuldstendigt vilkirlige funktioner.

Det sidste punkt, der skal nzevnes i sammenligningen af Eulers og Fouriers
opfattelser af funktionsbegrebet, er, at Fourier ikke accepterer, at en funktion
antager uendelige vaerdier. Han forklarer, at funktioner enten kan veere positive,
negative eller nul. Som argument giver han:

»It is impossible that any problem in nature should lead to the
supposition that the function f(z) becomes infinite, when we give
to = a singular value included between given limits.« |Fourier,
1955][art. 417]

Dette er neermest et metafysisk argument. Fourier udtrykker her klart, at ma-
tematikken er et redskab til beskrivelse af naturen, og matematikken méa derfor

1Se f.eks. artikel 232 eller 415 i [Fourier, 1955}
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vare styret af denne. Sandsynligvis har Fourier ment, at matematikken skulle
tjene som en beskrivelse af naturen. Denne pastand bygger vi pa Fouriers fore-
stilling om en klar sammenheng mellem fysikken og matematikken. Af samme
arsag arbejder Fourier nasten udelukkende med reelle funktioner og variable.

Flere steder i Théorie Analytique giver han sdledes udtryk for at udforskning af
naturen sker gennem analysen. Han indleder f.eks. kapitel 3 i Théorie Analytique
med fglgende satning:

»Problems relative to the uniform propagation, or to the varied mo-
vement of heat in the interior of solids, are reduced, by the foregoing
methods, to problems of pure analysis, and the progress of this part
of physics will depend in consequence upon the advance which may
be made in the art of analysis. The differential equations which we
have proved contain the chief results of the theory; they express, in
the most general and most concise manner, the necessary relations
of numerical analysis to a very extensive class of phenomena; and
they connect for ever with mathematical science one of the most
important branches of natural philosophy.« [Fourier, 1955][art. 163]

5.1.2 Kontinuitet

Fouriers arbejde viser med al tydelighed inkonsistensen i Eulers definition af
kontinuitet/diskontinuitet. For Euler bestar kontinuerte funktioner af et enkelt
analytisk udtryk, mens diskontinuerte funktioner er defineret ved forskellige
udtryk for forskellige intervaller. Raekken som er givet ved

g—%cosx+3—g;c053x—5%cos5x+... (5.1)
konvergerer til £ i intervallet [0, 7, til § — i intervallet [r, 3x), til § —27 i inter-
vallet [3, 5] osv. Dette er altsa et eksempel pé en funktion, som bade kan skri-
ves ved et enkelt analytisk udtryk og ved et antal forskellige analytiske udtryk
geldende i forskellige intervaller. Funktionen er dermed bade Euler-kontinuert
og Euler-diskontinuert. Vi mener, at eksemplet understreger det uhensigtsmaes-
sige i Eulers definition af kontinuitet.

5.1.3 Den analytiske fortsattelsesegenskab

Som vi allerede har nzevnt i sidste kapitel, ggr Fourier op med den analytiske
fortseettelsesegenskab. Eksemplet pa side 42, hvor § opskrives som tre forskellige
trigonometriske razkker, udggr et modeksempel pa den analytiske fortsattelse-
segenskab. De tre rackker er kun ens i intervallet [0,-’25 - udenfor dette er de
forskellige. Kendskab til funktionen i et interval giver altsd ikke en entydig fort-
sattelse af funktionen udenfor dette.

Han er selv klar over dette brud, og at det er imod hvad man opfatter som
analyse pa hans tid, hvilket illustreres fint af fglgende citat:
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»We see by this that we must admit into analysis functions which
have equal values, whenever the variable receives any values whate-
ver included between two given limits, even though on substituting
in these two functions, instead of the variable, a number included
in another interval, the results of the two substitutions are not the
same.« [Fourier, 1955}[art. 230]

Fourier er udmaerket klar over, at tilhaengere af ‘det gamle funktionsbegreb’ ikke
vil acceptere funktioner, som bryder med den analytiske fortsattelsesegenskab,
men han forklarer, at sddanne funktioner mé tillades i analysen. Citatet viser,
at Fourier sammenligner funktionsveerdier for forskellige funktioner i et givet
interval. I det Eulerske funktionsbegreb giver det ikke mening at sammenligne
funktioner i et interval, da lighed mellem funktioner som tidligere naevnt er et
spgrgsmal om algebraisk lighed.

Man kan méske spgrge sig selv, hvorfor Fourier ikke stopper op, nar han op-
dager, at han er pa vej til at bryde med et af de fundamentale principper i
matematikken. Der kan vzre mange grunde, men en mulig forklaring kunne
vaere, at han er styret af fysiske problemstillinger. Han kunne eftervise, at hans
metoder virkede, og at de beskrev virkeligheden godt — vi husker, at Fourier ud-
forte faktiske eksperimenter, s han kunne se, om udregningerne stemte overens
med hans observationer. Hvis vi fastholder, at Fourier anser matematikken som
en slags naturens sprog, ma han ogsé have haft en tro p4, at hans resultater var
rigtige.

5.1.4 Analysens generalitet

Gennemgéiende for Fouriers arbejde er, hvad man kunne kalde verifikation af
satninger gennem empiri, dvs. han anvender seetningerne pa forskellige special-
tilfeelde, hvor de passer og konkluderer derved, at setningerne er rigtige. Dette
afspejler tidens forstielse af analysen som vzrende generel, dvs. at satninger
geelder overalt (se afsnit 2.2). Hvis Fourier f.eks. kan vise, at han med sine meto-
der kan finde trigonometriske raeekker for mange forskellige funktioner, ma hans
resultater veere generelt gyldige.

Som vi beskrev i sidste kapitel antager Fourier desuden, at alle funktioner og
rackker har pzne egenskaber, f.eks. at alle funktioner er integrable og differen-
tiable og at raekkerne konvergerer. Han antager dette uden p4 noget tidspunkt
at ggre antagelserne eksplicitte. At Fourier ikke ser nogen grund til at ggre
dette skyldes, at analysens generalitet sikrer, at alle disse forhold er opfyldt.
De regneregler Fourier bruger er ligeledes pga. analysens generalitet gyldige for
alle funktioner eller reekker. Han benytter sig altsi af analysens generalitet og
bryder i den forbindelse ikke med den Eulerske tankegang.
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5.2 Kritikken af Fourier

Vi vil her belyse noget af den kritik, som f.eks. Poisson og Lagrange rejste,
efter at vaere blevet prasenteret for Fouriers arbejde. Udfra kritikken vil vi som
nzevnt i begyndelsen af kapitlet give et anderledes billede af, hvordan Fourier
brgd med datidens funktionsbegreb.

5.2.1 Den svingende streng

Nogle punkter af kritikken af Fouriers arbejde minder meget om den kritik der
tidligere havde veeret rejst i forbindelse med Daniel Bernoullis bidrag til kontro-
versen om den svingende streng, som kort vil blive preesenteret i det fglgende.
For at forsta kritikken af Fouriers arbejde er det sdledes ngdvendigt at kende
til kritikken af Bernoullis. Kontroversens vigtigste deltagere var tre markante
matematikere fra det attende drhundrede, d’Alembert, Euler og Bernoulli. De
forsggte hver iseer at opstille en ligning for den eksakte bevaegelse af en svingende
streng.

Forhistorien

Udgangspunktet for kontroversen var Brook Taylors(1698-1746) veerk De motu
nervi tensi og hans Methodus Incrementorum directa et inversa, som han udgav
i henholdsvis 1713 og 1715. I vaerkerne arbejdede Taylor, sandsynligvis motiveret
af sin store keerlighed til musik, med beskrivelsen af en svingende streng, som
er fastgjort i enderne, og ud fra dette arbejde kan fglgende differentialligning

opstilles:
&%y 8%y
— =T—. 5.2
7o T " ba? (5.2)
Her er ¢ massen pr. lengde, T er spandingen i strengen og t er tiden. y er
udsvinget fra ligeveegtspositionen, og z er afstanden fra det venstre endepunkt.

Formlen er skrevet med moderne notation.

Lgsninger til problemet om den svingende streng

Euler udgav i 1749 Sur la vibration des cordes, der behandlede dette emne, og
han ndede frem til lgsningen:

y= %f(:c+t\/§)+%f(z‘—t\/§), (5.3)

hvor f er en arbitreer funktion.

Euler var klar over, at man kan komme ud for, at startbetingelserne for strengen
er pd en sidan made, at den ikke vil kunne beskrives med kun ét analytisk
udtryk. Et eksempel p4 en sddan startbetingelse kunne veere, at strengen fgr den
blev sluppet havde en sidan form, at den havde et eller flere ‘knazk’. Man kan
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forestille sig en sddan form fremkomme ved, at strengen pa midten bliver lpftet
op med to fingre og derefter sluppet. En siddan funktion vil ikke ngdvendigvis
kunne skrives ved et enkelt analytisk udtryk, idet der muligvis skal ét udtryk til
at beskrive den fgr knaekket og ét udtryk til at beskrive den efter. Dette kan give
anledning til problemer i forbindelse med den analytiske fortseettelsesegenskab,
idet funktionen pa den ene side af knackket ikke har noget at ggre med funktionen
pa den anden side. Euler var selv klar over, at sidanne betragtninger kunne give
anledning til nye udfordringer (eller problemer) og skrev fplgende i et brev til
d’Alembert fra 1763:

»considering such functions as are subject to no law of continuity
opens to us a wholly new range of analysis.« [Grattan-Guinness,
1970}][s. 6]

Denne nye opdagelse ledte faktisk allerede i 1749 Euler frem til hans defini-
tion af Euler-kontinuerte og Euler-diskontinuerte funktioner {Grattan-Guinness,
1970][s. 6]. Som neevnt i kapitel 3 slog de Euler-diskontinuerte funktioner dog
aldrig rigtigt igennem, da de ikke ‘passede ind’ i analysen.

D’Alembert gav selv en lgsning p& problemet et par ar for udgivelsen af Eu-
lers lgsning. Denne lgsning var stort set identisk med Eulers [Grattan-Guinness,
1990][s. 146]. D’Alembert modsatte sig i forbindelse med Eulers lgsning brugen
af de ’diskontinuerte’ funktioner. Modstanden skyldtes flere ting, hvoraf en var,
at haldningen af kurven - og dermed differentialkoefficienten — ikke var velde-
fineret i kneekket [Grattan-Guinness, 1970][s. 7]. Dette opfattede d’Alembert
som et brud pa analysens generalitet. Desuden mente d’Alembert ikke, at Eulers
lgsning var lige s generel som hans egen.

Bernoulli gav i 1753 en meget alternativ lgsning til streng-problemet i hans
Réflerions et eclaircissemens sur les nouvelles vibrations des cordes exposées
dans les mémoires de I’Académie de 1747 et 1748. Bernoullis lgsning byggede
pa en idé om, at alle strengens bevaegelser kunne beskrives ved trigonometriske
funktioner. Han argumenterede for at, en streng fysisk kan antage uendeligt
mange positioner, men at positionerne vil have samme geometri. Han kom -
sandsynligvis inspireret af Taylor, som ogsa havde arbejdet med sinusfunktioner
— frem til en rekke funktioner:

. = as'm% (5.4)

. 2mx
Y2 = ﬁ Sln—-c;-
= ~sin —37m

Y3 = 79 .

4z

= {ésin —

Y4 sm .

Ved at leegge disse funktioner sammen fik han en ny funktion, nemlig:

2
y=asin1r£+ﬂsin—7r§+'ysin&r—£+¢5s'm4—@--~, (5.5)
a a a a
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(hvor a er strengens leengde) som han mente kunne beskrive alle de forskellige
vibrationer, en svingende streng kan bevaege sig i [D.J.Struik, 1990][s. 361-366].

Kritikken af Bernoullis lgsning

Ligesom Eulers lgsning blev kritiseret af d’Alembert, kritiserede Euler selv Ber-
noullis lgsning for ikke at vaere generel. Kritikken var baseret pa egenskaberne
for Bernoullis l#sning. Hvordan kunne en trigonometrisk raekke, der af natur
var periodisk, veere en generel lgsning? Antog man sa ikke hermed, at alle funk-
tioner var periodiske? Kunne man ikke forestille sig, at man oversd lgsninger,
der ikke var periodiske? Euler argumenterede ogsd mod Bernoullis lgsning pa
det grundlag, at lgsningen matte veere ulige, da den kun bestod af sinusled, og
derfor ikke kunne vzere generel. Hvordan skulle en sum af ulige funktioner kunne
give andet end en ulige funktion? [Grattan-Guinness, 1970][s. 598].

Euler negtede at tro pd, at en sinusrzkke kunne repraesentere en funktion,
som havde funktionsveerdien nul i et delinterval, og som var givet ved et andet
funktionsudtryk i resten [Grattan-Guinness, 1972][s. 246].

Det var ikke kun Euler som kritiserede Bernoulli. D’ Alembert var ogsd modstan-
der af Bernoullis trigonometriske rackker, hvilket ikke er underligt i betragtning
af, at d’Alembert’s forslag til lgsning af differentialligningen for den svingende
streng stort set var identisk med Eulers. Hen imod slutningen af kontroversen
blandede Lagrange sig ogsa i debatten [Grattan-Guinness, 1970][s. 13]. Han var
i det store hele pa Euler og d’Alemberts side.

Kontroversen blev aldrig rigtigt afsluttet, men man kan sige, at Euler og
d’Alembert ‘vandt’ i den forstand, at der opstod hvad man kunne kalde et
paradigme vedrgrende differentialligninger. Paradigmet udtrykte, at lgsninger
til differentialligninger skulle have den form, som Euler og d’Alembert pastod
[Grattan-Guinness, 1990][s. 149]. Denne form vil vi kalde funktionsform i mod-
satning til Bernoullis trigonometriske form.

5.2.2 Kritikken af Fouriers arbejde

Som vi tidligere har beskrevet var den variables generalitet og analysens gene-
relle gyldighed centralé paradigmer i Eulers funktionsbegreb. At disse begreber
stadig var centrale for funktionsbegrebet, da Fourier prasenterede sine trigo-
nometriske rakker, fremstar tydeligt af den kritik, der blev rejst mod Fouriers
arbejde.

Som nzevnt i afsnit 4.1 var det eneste offentligheden sé til Fouriers fgrste arbejde
om varmeledning fra 1807 et review af hans memoir. Poisson havde skrevet dette
review, og han kritiserede Fouriers resultater pa to hovedomrader. Det fgrste
handlede om Fouriers méade at udlede varmeledningsligningerne, det andet om
hans lgsning af dem, sarligt Fouriers brug af Fourierraekkerne som lgsninger. Vi
vil ikke g naermere ind i diskussionen af Fouriers udledning af ligningerne, da
denne primzert er en fysisk diskussion.
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Kritikken af lgsningen af varmeledningsligningen er derimod anderledes inter-
essant. Poisson kritiserede iseer Fouriers brug af en trigonometrisk rakke som
lgsning til denne differentialligning. I stedet foreslog han en — ifglge ham selv
— mere generel lgsning, som var en funktion med komplekse variable, der min-
dede om lgsningen foreslaet tidligere af Euler og d’Alembert til lgsningen af
differentialligningen for den svingende streng

y = f(z +it) + g(x — it) (5.6)

hvor i = v/—1. I det hele taget troede Poisson ikke serligt meget p4 Fouriers
resultater, og han betegner ifglge [Grattan-Guinness, 1990][s. 609] Fourierraek-
kerne som »en matematisk hypotese, der ikke vil finde sted i naturen.«

Poisson var ikke den eneste kritiker. Laplace mente tilsyneladende, at cosinus
udviklet ved en sinusrackke var i modstrid med analysens principper [Herivel,
1975]]s. 154]. Vi vil komme narmere ind p& dette nedenfor.

I det hele taget vakte Fouriers arbejde en gammel diskussion til live, og oven
i kgbet tog Fourier den tidligere tabers side. Grattan-Guinness formulerer det
saledes:

»... this approach was worse than new: it was an old and rejected
method brought back to life.« [Grattan-Guinness, 1990][s. 631]

Da Fourier vandt konkurrencen pd Instituttet med sin prisopgave fra 1811, lad
kritikken fra konkurrencens dommere saledes:

»This work contains the true differential equations of the transmis-
sion of heat, both in the interior of bodies and at their surface; and
the novelty of the subject, combined with its importance, has caused
the Class [of mathematical and physical sciences of the Institute] to
award it the prize, observing, however, that the manner in which the
author arrives at his equations is not without difficulties, and that
his analysis, to integrate them, still leaves something to be desired
both as regards generality and rigor.« [Fourier, 1890][s. vii] oversat
i [Bottazzini, 1986][s. 63]. '

Selvom man métte medgive, at Fourier ndede frem til de rigtige ligninger, var
man altsd ikke tilfreds med de matematiske aspekter af Fouriers arbejde. For
eksempel var man ikke tilfreds med méden hvorpa han lgste de differentiallig-
ninger, han var naet frem til. Kritikken omfattede bide resultatets generalitet
og stringensen i udledningen.

Det er ikke muligt for os med sikkerhed at vide hvilke aspekter af Fouriers
arbejde, som manglede generalitet og stringens. Dog mé vi formode, at kritik-
ken vedrgrende manglende generalitet skyldtes Fouriers brug af Fourierraekker
som lgsning til differentialligninger i stedet for den foretrukne funktionsform.
Er denne formodning rigtig, viser det, at forestillingen om en generel funktion
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ikke havde endret sig siden kontroversen om den svingende streng. Dommerne
accepterede ikke, at Fourier kunne udvikle ‘vilkirlige’ funktioner ved trigonome-
triske raekker. Dette kan vaere grunden til at de kommenterede den manglende
stringens — hvis Fouriers arbejde var stringent, ville de blive ngdt til at accep-
tere Fouriers pastande. Det er interessant at Laplace og Lagrange var en del
af dommerpanelet. Laplace havde som beskrevet ovenfor reservationer overfor
visse dele af Fouriers arbejde, og Lagrange havde i sin tid veeret pa Eulers og
d’Alemberts side mod Bernoulli i kontroversen om den svingende streng.

Efter Fourier vandt Instituttets konkurrence, var Poisson der igen med kritik
af arbejdet. I 1815 skrev han en artikel, hvori der forekom en formulering, som
nasten er en ordret gentagelse af udtalelsen fra dommerne — at Fouriers arbejde
manglede generalitet og stringens. I artiklen genkaldte han endda kritikken af
Bernoullis trigonometriske rakker [Herivel, 1975][s. 157]. Selv efter at man
havde tildelt Fourier sejren i konkurrencen, var man uvillig til at acceptere
Fouriers made at lgse differentialligningerne pa, og opfattede de mest generelle
funktioner, som dem der kan skrives pa funktionsform.

5.2.3 Fouriers svar pa kritikken

Fourier vidste godt, at han brgd med nogle af de forestillinger om funktioner,
som man havde haft i lang tid og havde produceret mange argumenter for. For
pa forhédnd at argumentere for sine rakker viste Fourier, direkte imod Eulers
opfattelse (se side 53), at en trigonometrisk raekke kan reprasentere en funktion
som er nul i dele af intervallet og forskellig fra nul i resten. Dette s& vi eksempler
pé i sidste kapitel pa side 43. PA den made kunne han afvise noget af den kritik,
som var rettet mod Bernoulli og som kunne rettes mod ham selv.

Dette var dog langt fra nok til at lukke munden pa kritikerne. Fourier svarede
ogsd igen pa Laplace’s kritik af udviklingen af sinus ved en reekke af cosinus-
funktioner, eller nermere bestemt ligningen

cos2x cosdxr cosbxr cos8z

1.1
ATETS T T3 5.7 79 (5.7)

Fourier skriver:

» These theorems are not contrary to the principles of calculus. They
.may be demonstrated rigorously and the demonstration not only
consist in the procedure which serves to determine the coefficients;
it consists also in proving that if one sets in place of z in the equ-
ations ... any value whatsoever between certain limits the second
number is a determined value which is equal to the first.« [Herivel,
1975][s. 316].

Det er tydeligt, at hans forsgg pa at skrive sinus som en raekke af cosinusfunktio-
ner var blevet angrebet og blevet kaldt ‘i modstrid med analysens principper’.
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Fourier lod sig imidlertid ikke ryste og forsvarede sin fremgangsméade. Han op-
fordrede Laplace til at seette veerdier for z ind i reekken, for at fa ham til at indse
at veerdierne stemte overens. Denne ‘praktiske’ indstilling viser meget tydeligt
en udvikling fra Euler, hvor det eneste vigtige var at vise at de algebraiske (og
i nutidig forstand ofte ugyldige) omskrivninger var korrekte. Om veerdierne for
den opndede raekke passede med funktionsvzerdierne, nar man indsatte vaerdier
for z, var ikke et mal for lighed mellem funktioner.

Selvom Fourier forsvarede sine metoder, satte den megen kritik alligevel sine
spor i hans prisopgave fra 1811 og i hans bog fra 1822. Han begyndte at bruge
mere energi pa at forsvare sine resultater og nedtone eller udelade de sektioner,
hvor han i sit 1807-manuskript direkte pastod at hans trigonometriske reekker
kunne bruges som en generel lgsning til differentialligninger [Grattan-Guinness,
1972][s. 253]. Grattan-Guinness mener af samime &rsager, at 1807-manuskriptet
giver et bedre billede af Fouriers tanker, end Fouriers senere udgivelser ggr.?

Et vigtigt forhold, som gjorde Fourier i stand til at forsvare sine argumenter
i hgjere grad end Bernoulli, var hans evne til at udregne koefficienterne til de
trigonometriske reekker. Fourier fandt en simpel méde af finde koeflicienterne
pa, og han kunne dermed verificere sine resultater med eksempler, hvilket Ber-
noulli ikke kunne [Grattan-Guinness, 1970]fs. 245]. Dette har uden tvivl veeret
medvirkende til Fouriers gennemslagskraft og mulighed for at bryde med Eulers
funktionsbegreb.

Et net af intriger?

Nar man lzser om kritikken af Fouriers arbejde, fAr man det indtryk, at den ofte
var ubgnhgrlig hard. Serligt Poisson, der selv arbejdede med varmelaere, leegger
ikke fingre imellem. Pa trods af, at hans eget arbejde tydeligt er inspireret af
Fouriers, skriver han i et essay fra 1815, at »skgnt hans egen analyse er langt
mere kompliceret, s& levner den, modsat Fouriers, ingen tvivl om resultaterne«
[Grattan-Guinness, 1990][s. 622]. Man kan sette spgrgsmalstegn ved om f.eks.
Poisson kun har haft faglige grunde til at kritisere Fouriers metoder. Da der blev
samlet ind til Fouriers begravelse nzegtede Poisson f.eks. at biddrage [Herivel,
1975]s. 138].

2Vi forholder os naturligvis kritiske til dette udsagn, da det kan vere skjult reklame for
den udgivelse af 1807-manuskriptet, som netop Grattan-Guinness har faet i stand.
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I dette kapitel praesenteres matematikeren Lejeune Dirichlet, hvis arbejde med
trigonometriske raekker skulle komme til at spille en vaesentlig rolle i forbindelse
med udviklingen af et nyt funktionsbegreb, nemlig Dirichlets funktionsbegreb.
Dirichlet opstillede i 1829 som den farste, tilstrackkelige betingelser for konver-
gensen af Fourierrzekkerne og gav i den forbindelse et bevis herfor, som selv
efter nutidige krav om stringens, mé betragtes som varende korrekt. I forbin-
delse med konvergensbeviset gav Dirichlet en ny definition af funktionsbegrebet,
som vil blive beskrevet i det fglgende.

Figur 6.1 Portreet af Gustav Peter Lejeune Dirichlet
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6.1 Gustav Peter Lejeune Dirichlet (1805-1859)

Dirichlet blev fedt d. 13 februar 1805 i Diiren, Tyskland, hvor faderen var post-
direktgr. Fgr han fyldte 12 &r, viste han stor interesse for matematik og brugte
allerede pa dette tidspunkt tid og lommepenge pd matematikbgger. Nar han fik
at vide, ait,b;agerne var for svaere, og at han ikke ville kunne forstd dem, svarede
han bare:

»ich lese sie so lange, bis ich sie verstehe. « [Reichardt, 1988][s. 38]

Hans forzldre s& gerne, at han blev kgbmand, men da han viste uvilje mod
dette, gav forzldrene efter og sendte ham til Bonn i 1817, s han kunne gé pa
gymnasium. Han var en flittig elev seerligt i historie og matematik, der var hans
yndlingsfag. Dirichlet var meget engageret i de emner, han var interesseret i og
havde, sin unge alder taget i betragtning, mange selvstendige synspunkter. I
stedet for at lege som de andre, brugte Dirichlet hellere sin tid p4 at diskutere
politik og historie. Efter at have ghet pa gymnasium i Bonn i to ar, blev han efter
forzeldrenes gnske, overflyttet til et gymnasium i Koln, hvor han blev undervist
i matematik af Georg Simon Ohm (1789-1854). I 1821 tog han — som 16-arig
— sin adgangsgivende eksamen til universitetet, hvorefter han diskuterede sit
fremtidige erhverv med sine forzldre. Dirichlet braendte for matematikken, men
hans forzeldre foretrak et mere sikkert erhverv som f.eks. jura. Forzldrene, der
skulle financiere uddannelsen, endte dog heldigvis med at give efter for hans
gnske [Reichardt, 1988][s. 39].

Da Dirichlet var ung, var Paris stadig matematikkens hovedby, hvorfor han
fiyttede hertil for studere ved Coliége de France. Her blev han undervist af
blandt andre Lacroix og Jean-Baptiste Biot (1774-1862). Han havde bragt bogen
Disquisitiones arithmeticae med sig fra Tyskland, og dette vigtige veerk af Gauss
havde han altid liggende p& sit bord, nar han studerede. Han var siledes den
fgrste, udover Gauss, som forstod dette veerk til bunds, og det lykkedes ham
gennem hardt arbejde at omdanne varkets stive former til mere fiydende og
tydelige fremstillinger uden tab af stringens. Dirichlet fortjener i hgj grad re for
at have formidlet Gauss’ ideer til en bredere kreds af matematikere. [Reichardt,
1988][s. 38§]

De fgrste to ar i Paris levede Dirichlet enkelt og tilbagetrukket. Han var meget
optaget af sine studier og havde kun enkelte tilholdssteder. Hans omgangskreds
bestod ligeledes kun af f4 andre tyske studerende, med hvem han leeste. I
sommeren 1823 skete der imidlertid noget, der skulle vise sig at f4 den aller-
stgrste betydning for Dirichlets karriere. En bergmt fransk general ved navn
Foy segte en tyskleerer til sine bern og fik anbefalet Dirichlet. Dirichlet gjorde
et s& godt indtryk, at han fik stillingen og efter kort tid, blev han regnet som
en del af familien. Dirichlet var lykkelig for sin nye stilling, der stadig levnede
rigelig tid til studier. Dette skyldtes ikke mindst, at han nu ikke leengere var en
gkonomisk byrde for sine foraldre. Generalen havde ofte besgg af interessante
venner fra de gverste sociale og akademiske lag, som Dirichlet mgdte, og i det
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hele taget udviklede opholdet hos generalen Dirichlets dannelse og livsanskuelse.

Under sit ophold i Paris mgdte han Fourier, som han blev starkt knyt-
tet til. Fourier fandt i Dirichlet en ung mand, han kunne abne sit matematiske
hjerte overfor, og som kunne forstd ham fuldkomment. Dirichlet lerte her
Fouriers varmeleere og stgdte for fprste gang pad de Fourierraskker, han senere
skulle blive den fgrste til at give et stringent konvergensbevis for.

Dirichlets dygtighed blev bemserket og hans matematiske ferdigheder var
snart eftertragtede. I efteraret 1828 ankom Dirichlet til Berlin og blev tilknyttet
militeerakademiet, hvor han s& frem til at undervise dannede mend pa hans
egen alder i matematik. Hos general Foy havde han studeret nyere krigshistorie
og havde derfor en del interesser tilfaelles med dem, han skulle undervise.
Arbejdet med trigonometriske reekker forte i 1829 til publikationen af Sur la
convergence des séries trigonometrique qui servent & représenter une fonction
arbitraire entre des limites données. Arbejdet kan ses som en personlig indsats
pd vegne af den dgende Fourier, for Dirichlets matematiske interesser la
andetsteds [Grattan-Guinness, 1970}[s. 94].

11831 blev han udnavnt til en stilling pa akademiet i Berlin og underviste heref-
ter ogsa i matematik pa universitetet. En elev beskriver Dirichlets undervisning
saledes:

»What is peculiar in him, he never sees his audience - when he
does not use the black-board at which time his back is turned to
us, he sits at the high desk facing us, puts his spectacles up on his
forehead, leans his head on both hands, and keeps his eyes, when
not covered with his hands, mostly shut. He uses no notes, inside
his hands he sees an imaginary calculation, and reads it out to us -
that we understand it as well as if we saw it too. I like that kind of
lecturing. « !

Dirichlets forbedrede lgn satte ham i en gkonomisk position, hvor han kunne
gifte sig med Rebecca, der var sgster til komponisten Felix Mendelssohn. Han
begyndte pa et tidspunkt at fgle sig bundet af sine undervisningsforpligtelser pa
militeerakademiet. Efter at have forsket og undervist i adskillige artier, flyttede
han i en alder af 50 fra Berlin til universitetet i G6éttingen, hvor han overtog en
stilling efter Gauss. Her arbejdede Dirichlet i knap fire 4r indtil han i 1859, som
folge af en hjertesygdom, led en alt for tidlig dad.

6.2 Dirichlets arbejde med Fourierrakker

Efter Fouriers lgse skitse til et konvergensbevis forsggte bade Poisson og Ca-
uchy at gennemfgre dette bevis, men deres arbejde fgrte ikke til beviser, som

1Dette citat er fundet p4 http://mathforum.org/library/view/19625.html.




60 Dirichlet

'
Figur 6.2 De vigtigste arstal i Dirichlets liv set i forhold til vores projekt.

i nutidig forstand kan betragtes som korrekte [Liitzen, 1978|[s. 26]. Beviserne
blev da heller ikke accepterede generelt og arbejdet med at vise Fourierraekker-
nes konvergens fortsatte. Dirichlet skulle derfor i 1829 med sit arbejde Sur la
convergence des séries trigonometrique qui servent & représenter une fonction
arbitraire entre des limites données, hvor det lykkedes ham at opstille tilstraek-
kelige konvergensbetingelser, blive den fgrste til at give et egentligt bevis for
rackkernes konvergens. I forbindelse med konvergensbeviset gav Dirichlet i den
tyske udgave fra 1837 Uber die Darstellung ganz willkirlicher Functionen durch
Sinus- und Cosinusrethen sin definition af funktionsbegrebet, og dette arbejde
vil derfor blive praesenteret i det folgende. Begge teksterne er at finde i Dirichlets
samlede veerker [Dirichlet, 1889)]. For at lette den senere diskussion af teksten
er den fglgende fremstilling udformet, s den er tro mod Dirichlets oprinde-
lige fremstilling. Vi har dog nogle steder valgt at ndre notationen for at gge
forstaelsen samt at uddybe enkelte passager. Den detaljerede udledning af Fouri-
erkoefficienterne er medtaget i rapporten, fordi den illustrerer, hvordan Dirichlet
anvender det nye funktionsbegreb. Dirichlets konvergensbevis er medtaget, fordi
det viser i hvor hgj grad, han var inspireret af Fouriers arbejde. Derudover er
udledningen af koefficienterne og konvergensbeviset interessante for rapportens
matematikhistoriske linie, idét de udggr den forste lgsning af problemet, som er
korrekt i nutidig forstand.

6.2.1 Dirichlets funktionsbegreb

I indledningen til den tyske tekst fremfgrer Dirichlet motivationen for sit arbejde
samt den definition p4 en funktion, som senere skulle blive alment accepteret, og
som er vigtigt for denne rapports problemstilling. Indledningen vil derfor blive
gengivet her i en oversat udgave. Dirichlet starter med fglgende udtalelse:

» De maerkveerdige reekker, som i et bestemt interval fremstiller funk-
tioner, der er ganske regellgse eller i forskellige dele af dette interval
foiger helt forskellige regler, har siden grundleeggelsen af den ma-
tematiske varmelsere af Fourier, fundet s& talrige anvendelser i den
analytiske behandling af fysiske problemer, at det forekommer hen-
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sigtsmaessigt, at for dettes veerks fglgende bind, at indlede de be-
stemte uddrag af de nyeste arbejder om nogle dele af den matemati-
ske fysik med udviklingen af nogle af de vigtigste af disse raekker. «
[Dirichlet, 1889][s. 135]

Motivationen for at give en mere udfgrlig og stringent matematisk behandling
af Fourierraekkerne kommer altsd fra reekkernes anvendelighed indenfor lgsning
af fysiske problemstillinger. I stedet for at lade Fourierraekkernes store anven-
delse indenfor fysikken vzere et argument for deres korrekthed, som man tidligere
havde gjort med mange analytiske vaerktgjer, argumenterer Dirichlet altsa naer-
mest modsat; den store anvendelse ngdvendigggr bevisfgrelse for korrektheden
(konvergensen) af raekkerne. I forhold til et bredere historisk perspektiv, viser
Dirichlets forklaring af sin motivation den stigende interesse for matematisk be-
visfgrelse, som skulle tage til gennem det nittende drhundrede. Han fortsaetter:

»Man teenker sig om a og b to faste veerdier og om z en foranderlig
[variabel] stgrrelse, som lidt efter lidt skal antage alle mellem a og
b liggende veerdier. Tilsvarer nu hvert z et eneste, endeligt y og pa
en sddan made, at mens z vedvarende gennemlgber intervallet fra
a til b, forandrer y = f(z) sig ligeledes lidt efter lidt, s3 kaldes y
en vedvarende eller kontinuert funktion af z i dette interval. Det
er tillige slet ikke ngdvendigt, at y i hele dette interval skal vzre
athaengig af x efter den samme lov, ja man behgver ikke engang at
teenke pa en afhengighed, der kan udtrykkes gennem matematiske
operationer. Geometrisk fremstillet, dvs. z og y teenkt som abscisse
og ordinat, viser en kontinuert funktion sig som en sammenhzngende
kurve, for hvilken hver abscisse indeholdt mellem a og b tilsvarer et
punkt. Denne definition foreskriver for kurvens enkelte dele ingen
feelles lov; man kan tenke sig den selv samme [kurve] sammensat
af de mest forskelligartede dele eller tegnet ganske regellgst. Det
fremgar heraf, at en sddan funktion kun opfattes som fuldsteendigt
bestemt for et interval, nir den enten er givet grafisk for hele dettes
omfang, eller bliver underkastet gzldende matematiske love i dettes
enkelte dele. Saleenge man kun har bestemt en funktion i en del af

" intervallet, bliver arten af dens fortsattelse for det gvrige interval
ganske overladt til vilkdrlighed. « [Dirichlet, 1889)[s. 135]

Dirichlet prasenterer her et funktionsbegreb, som bygger pa en generel idé om
en sammenhang mellem variable stgrrelser. Denne variabelsammenhzang er ikke
ngdvendigvis mulig at udtrykke ved et analytisk udtryk, men Dirichlet kreaever
om en funktion y = f(z), at der til hvert z skal tilsvare et entydigt y. Desuden
kraever han, at y skal veere et endeligt tal. Funktioner er i Dirichlets definition til-
knyttet et definitionsinterval. En funktion, som sendrer sig vedvarende? gennem
et interval kalder Dirichlet en kontinuert funktion. Vi vil i en senere diskussion
i afsnit 7.1 referere til denne funktionsegenskab som Cauchy-kontinuitet.

2Denne definition af kontinuitet er egentlig en uformel udgave af det nutidige kontinuitets-
begreb.
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6.2.2 Udledningen af Fourierkoefficienterne

I den forste del af sin tekst foretager Dirichlet en generel udledning af Fou-
rierkoefficienterne for en vilkirlig kontinuert funktion f pa intervallet [0,n]. I
udledningen af koefficienterne samt i det efterfglgende bevis for konvergensen
benytter han folgende sammenhaeng (vi har valgt at udelade redeggrelsen af
denne).

1 +sin(n+%)19.

cos? + cos 29 + cos 39 + ... + cosnd = —3 2sin 10 (6.1)
Idéen i udledningen er at opstille en endelig sum af n — 1 sinusled
a1 sinz + agsin2z + azsin3z + ... + ap—y sin(n — 1)z, (6.2)

som er lig den funktion, raekken skal fremstille, i punkterne X, 2T (a—Dm

e n

Derefter lader man antallet af led g& mod uendelig, siledes at afstanden T,

mellem de punkter hvor rakken antager den rigtige funktionsveerdi, gar mod
nul. Den endelige sum skal altsa opfylde ligningssystemet.

. T . 27 . hm . T
arsin—+agsin— + ..+ apsin— +..+apysin(n—-1)—~ = f

n n n n

. 27 . 4w . 2hm ) 2
aysin — +agsin— + ...+ apsin— + ...+ apysin(n—1)— = f

n n n n

3 h 3
alsin—I +a,2sin§—7[+...+ahs'm3—7r+...+an_1s'm(n—1)—7r = f
n n n n

(n-1) (n-1)hr

. T . R
a1 sin + ...+ apsin + ..+ ap15In —m— =

n

For at bestemme koefficienterne multipliceres forste ligning med 2 sin 2%, anden
ligning med 2sin 2—'1':—" osv. De n — 1 nye ligninger adderes til én stor ligning og
opdeles i led, hvor faktorerne a,, adskilles. Saledes opnar man en ligning, som

Dirichlet ikke opskriver, men som kan skrives som

a1G1+ asGy+ ...anGh + ... + p1Gp—1 = F, (64)
hvor ( 0
. mw (T . (n-1mn T
F=2s1an (E) + ...+ 2sin ——"— f ((n—l)g) (6.5)
og .
Gp = 25inmsinélr- + 2sin 2mn s'm2h—7r +
n n n

3hm mm hm
in— + ... in(n —1)—sin(n —1)— (6.
sin — + ...+ 2sin(n - 1) - sin (n )n (6.6)

+2sin 3mm

For et fastholdt m viser Dirichlet nu, at Gy = 0 for h # m, og at G, = n for
h = m. Dirichlets behandling af denne del af udledningen er noget overfladisk
(han har nok ment, at det var trivielt), s vi har valgt at uddybe den. Antager

(n _n1)27T E f ((_"_’__IE) .
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man, at b # m kan det h'te led, apGr, pa venstresiden af ligning (6.4) ved
omskrivningen 2sinzsiny = cos(z — y) — cos(z + y) omskrives til

an ((cos (m— h) + cos2(m — h) + ...+ cos(n—1)(m— h)%)
- (cos (m+ h); + cos2(m + h); +...4+cos(n—1)(m+ h)%)) . (6.7)

Begge ovenstaende parenteser kan summes efter (6.1). Indsa®ttes ¥ = (m — h)Z
og n — 1 i stedet for n, giver fgrste parentes
1 sin(n—3)m-h)E

— n
3+ 2sin(m —h)g (6:8)

Ved omskrivningen sin (Ir — 7)) = £ sin~ bliver

sin ((n - %)(m - h)%> = sin ((m —h)m —(m — h)gﬁ)
= +sin(m— h)% (6.9)

hvor (m — h) =l og (m — h) 4= = v. Fortegnet er positivt for (m — h) ulige og
negativt for (m — h) lige. Udtrykket fra (6.8) bliver da
1  =sin(m—h)g=

"2 Ssm(moh)L (6.10)
dvs. den forste parentes i (6.7) antager altsd vaerdien —1 for (m — h) lige og 0
for (m — h) ulige. Ved en tilsvarende fremgangsméade kan vises, at den sidste
parentes antager veerdien +1 for (m+ h) lige og 0 for (m+ h) ulige. Det samlede
udtryk i (6.7) og dermed ogsa (??) antager altsi vaerdien 0 (—1 + 1 eller 0+ 0)
under forudssetning, at A # m. For h = m giver den fgrste parentes i (6.7)
(n—1)cos0 = (n —1). Den anden parentes kan summes til 1, da (m + h) = 2m
er et lige tal. Samlet er altsi vist, at Gy, = n for h = m og Gy = 0 for h # m.

Ovenstaende udledning er uddybet meget i forhold til den originale, men
det samlede resultat af arbejdet er altsa, at ligning (6.4) kan reduceres til

nam—2smm7f( )+ +2sm(n——1)——f (( )%) (6.11)
og videre
Uy, = i [sn?f( )+ .+ sin(n —1)—f( - %)] (6.12)

Denne ligning omskriver Dirichlet ved at indskyde sin (%22) f (2£) og forleenge
udtrykket med Z til
2w . Ommw Om T . mmw /(T
am=3 [;S‘“T f ( n ) +on T (3)
T 2mm

+Z sin ——f( ).+...+%sin(n—l)mnzf((n—-l)%)]. " (6.13)
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Beﬁrag‘ter man ovenstaende udtryk, ses at dette kan skrives som

G = % [69(0) + 6g(0 + &) + 6g(0 + 26) + ... + 6g(0 + (n — 1)8)],  (6.14)

dvs. venstresummen for g(z) pd intervallet [0,7], hvor § = £ og g(z) =
sinmz f(z). Nar antallet af led n i summen gar mod uendelig, konvergerer (6.13)

pga. funktionens kontinuitet mod

am = %/0" sinmaz f(z)dz. (6.15)

Dette havde Cauchy vist. Dirichlet forklarer nu, at man ved ovenstiende be-
stemmelse af koefficienterne a,, kan opskrive funktionen f ved rekken

f(x) = arsinz + azsin 2z + ...ap sinmz + ..., (6.16)

og at rakken fremstiller funktionen for alle veardier mellem nul og 7. Ved en
snedig omskrivning opstiller Dirichlet ligeledes et udtryk for en cosinusraekke,
som pa intervallet [0, 7] fremstiller funktionen f ved

. _
fl@)= -2-b0 + by cosz + bycos2z + ...by, cosmz + ..., (6.17)

hvor

by = %/: cosmz f{z)dz. (6.18)

Rakkerne (6.16) og (6.17) fremstiller kun en funktion pé intervallet [0, 7], men
Dirichlet giver fglgende argument for, at reekkerne kan fremstille en funktion
pa hele intervallet [—m, 7] (argumentationen er uddybet lidt).

For en lige funktion, dvs. en funktion for hvilken f(-z) = f(z) kan
reekken (6.17) uden videre udvides til hele intervallet [~m, 7], da cosmz selv er
en lige funktion. Tilsvarende kan en ulige funktion fremstilles pa hele intervallet
[—m, 7} ved reekken (6.16), da sin mz er en ulige funktion. En vilkarlig funktion
»{z) kan som bekendt skrives som summen af en lige og en ulige funktion,
nemlig

Funktionen ﬂz&_zﬂ:ﬂ er en lige funktion og kan derfor pa hele intervallet
[—, 7] representeres ved rakken

Mi@ = %bo 4 by cosz + by cos 2z + by cos 3z + ..., (6.20)

hvor

m = 1 /7r cosmz [p(z) + ¢(—z)] dz. (6.21)
TJo
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Ved at benytte sedvanlige regneregler for integraler, samt at cosma er en lige
funktion, kan udtrykket omformes til

1 T
bmn = ;/ cosmz [p(x) + p(—z)] dz

1 07I’ n

= = / cosmzyp(z)dr + / cos mzp(—z)dx
T Jo 0
1 T -

= = / cosmzp(z)dr — / cos mzp(x)dz
T Jo 0

1 7r 0
= - / cosmzp(z)dz + / cosmzyp(z)dz
0

-1

= ;lr-/ cosmzp(z)dz. (6.22)

-1
En tilsvarende sinusrackke kan opstilles for den ulige funktion ﬂgﬁggﬁ—_wz_
Det samlede resultat kan nu opskrives. Den vilkarlige kontinuerte funk-

tion ¢(z), som er summen af den lige og den ulige funktion fra (6.19), kan
reprasenteres ved raekken

It

1
o(x) §bo+b1 cosz + by cos2x + bgcos3x + ...

4+ aisinz +assin2x +azsindz + ...

1 — .
= Ebo + Z (am sinmz + by, cosmz), (6.23)
m=1
hvor :
1 ™
am = — / sin mzp(z)dz (6.24)
og
1 T
bm = - / cosmzp(zr)dz. (6.25)

Maden, hvorpa Dirichlet opstiller den fulde raekke, er i det store hele identisk
med Fouriers metode.

6.2.3 Dirichlets konvérgensbevis

Dirichlet skriver i indledningen til sit konvergensbevis, at den foregdende udled-
ning af Fourierkoefficienterne let leder én til den forkerte slutning, at en ganske
regellgs funktion lader sig fremstille ved en Fourierrzekke. Dette er imidlertid
ikke tilfeeldet. Beviset for konvergensen vil vi ikke gennemgé i detaljer, da det
ikke er vigtigt for vores problemstilling, men vi vil forsgge at give et billede af
den overordnede strategi, for at vise i hvilken grad Dirichlet var inspireret af
Fouriers arbejde.

Dirichlet veelger at gribe konvergensbeviset an ved at betragte en afsnitssum
med 2n + 1 led og vise at denne, nar funktionen ¢(z) er underlagt nogle helt
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specifikke krav, konvergerer mod ¢(z) for n gende mod uendelig. Vi har i det
falgende valgt at bruge ordet konvergerer, skgnt Dirichlet formulerer sig ander-
ledes, hvilket vi vil se nedenfor. De 2n+ 1 fgrste led i den generelle Fourierraekke
er leddene

—bo+b1cosa:+b2c052m+ .+ b,cosnz+ +aysinx+assin2z+ ... +an sinnz.

(6.26)
Ved inds=ttelse af koefficienterne givet ved (6.24) og (6.25) bliver reekken til

o [ e®)as (6:27)

™

.+ %cosx/W @(B) cos Bdp + ... + ;lr—cosm:/ ¢(B) cosnf dp

—_ -

+ % sinz [: e(B)sinBdB + ... + % sinnx /r o{B) sinnf dg,

-7

som ved omskrivningen sinnzsinnf + cosnzcosnf = cosn(z — §), der ogsé
anvendes af Fourier i (4.82), kan skrives som

% / w(B) { +cos (8 — ) +cos2(8 —z) + ... + cosn({f — :c)] dpg. (6.28)

Til sidst omskrives dette udtryk ved omskrivningen givet i (6.1) til

1 /" )sin @2n+1)5=

™ -7
Dirichlet forklarer nu korrekt, at konvergensen af rackken er sikret, hvis forskellen
mellem ovenstaende udtryk og funktionen ¢(z) bliver mindre end enhver nok sa
lille stgrrelse, nar n vokser ud over alle greenser. Formuleret lidt mere moderne
siger han altsd, at raekken konvergerer mod funktionen, hvis der for hvert z €
[—7, ] geelder, at differensen mellem rzkken og funktionen gar mod nul, nar
n gar mod uendelig. Efter omskrivningen fra 6.26 til 6.29 afbryder Dirichlet
midlertidigt beviset for at udlede et generelt resultat, han senere skal bruge.

Han viser nu, at der for en vilkarlig konstant h €]0, §] og en funktion (), som
er kontinuert, ikke-voksende og positiv pa intervallet [0, h], gelder, at udtrykket

/f sm(2n+1)ﬂ dp (6.30)

sin

konvergerer mod % f(0) for n gende mod uendelig. Dernzest viser han, at dette
resultat er uafhaengigt af f’s fortegn pd intervallet, og at det ogsd gelder for
f ikke-aftagende. Saledes er ovenstiende resultat vist for en vilkArlig funktion,
som er kontinuert og monoton pa intervallet. Redeggrelsen for resultatet vil vi
ikke give her.

Betragtes nu en anden konstant g €]0, h] geelder ovenstiende ogsi med g som
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den gvre greense for integralet, da g €]0, Z]. Samlet geelder s, at udtrykket

h sin(2n+1)8
f £0) =t ap (6.31)
sin(2n +1)8 sin (2n +1)8
/f Bt P - /f(ﬂ L ap

konvergerer mod nul for n gaende mod uendelig.

Dirichlet viser nu, at resultatet ogsa geelder for en funktion f, som kun er mono-
ton pa intervallet [g, h] (ovenfor blev kraevet, at funktionen skulle veere monoton
pa hele intervallet [0, h]). Dette ggres som fglger: Dirichlet definerer en ny funk-
tion f; som er lig f pé intervallet [g, h]. P4 intervallet [0, g] er f; defineret s& den
er monoton pé hele intervallet [0, h]. Dirichlet laver altsi en monoton udviddelse
f1 af f, s& funktionerne stemmer overens pa g, h], men ikke pa hele intervallet
[0,h]. Om f; geelder sa, at funktionen er monoton pa hele intervallet [0, h] og
derfor gelder, at

sin (2n +1)8 T

im [ @RI 4 s, (632
og
sin(2n+1)8 ., w
Jim fl(ﬂ)—sin—ﬁ— dg = 2f1(0)- (6.33)
Ved at traekke de to resultater fra hinanden fas
sin(2n+1)8 .
hm / fl(ﬂ)v dp =0. (6.34)
Da f; stemmer overens med f pa intervallet [g, h] fas, at
. g sin(2n+1)8 .
lim /h s a0, (6.35)

som skulle vises. Dirichlets bevis er et lysende eksempel pa.bruddet med den
analytiske fortsattelsesegenskab, idet Dirichlet tager en funktion som er define-
ret pa et interval ([0, Z]) og zndrer denne i en del af intervallet. Dette resultat
har vi fiet papeget af Jesper Liitzen.

Dirichlet vender pé dette tidspunkt tilbage til konvergensbeviset. I resten af
konvergensbeviset opstiller han kravene, at ¢(z) er stykvis kontinuert og stykvis
monoton pa [—m,w]. P4 dette tidspunkt indfgres ogsa notationen ¢(z + 0) og
¢(z — 0) som gransevaerdien for (t) for ¢t gdende mod z fra hgjre henholdsvis
venstre. Denne notation anvendes i resten af beviset.

Udtrykket fra (6.29) omformes ved brug af en lang raekke standardomskrivninger
for integraler til

T4z

1 sin(2n + 1)
- /0 oz — Qﬂ)—z—sm—dﬁ

1 = sin (2n + 1)
+ -/0 <p(x+2ﬂ)———2sinﬁ dp. (6.36)

s
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De to integraler behandles i resten af beviset separat. En stor del af denne
behandling omfatter en masse udregninger, som vi vil undlade at bringe her.
Overordnet set er fremgangsméden at foretage en inddeling af de intervaller,
der integreres over, i et endeligt antal underintervaller hvor funktionen ¢(z) er
kontinuert og monoton. Dette er naturligvis muligt pa grund af kravet om, at
@(z) skal vaere stykvis kontinuert og monoton. Gransevardierne af integralerne
i (6.36) for n gdende mod uendelig bestemmes for et fastholdt z ved resulta-
terne fra (6.30) og (6.31). Denne bestemmelse kraever en del omskrivninger og
specialbehandling af saertilfzelde. Denne del af beviset undlades ligeledes her,
men Dirichlets resultater er vaerd at gengive.

Dirichlet viser samlet, at raekken fra (6.26), som kan omskrives til (6.29), for
ethvert —7 < z < 7 er konvergent med sum %[p(z + 0) + (z — 0)]. Hvis ¢ er
kontinuert i z er dette lig p{x). For £ = —7 og = 7 er rackken konvergent med
sum % [p(—7 4+ 0) + (7 ~ 0)].

Saledes har Dirichlet vist, at Fourierreekken for en stykvis kontinu-
ert og stykvis monoton funktion, ¢(z), er konvergent med graenseveerdi
3 lp(z +0) + p(z — 0)].

6.3 Dirichlets brug af funktionsbegrebet

Vi har tidligere naevnt, at funktionsbegrebet efter Euler skulle blive tildelt nye
definitioner, som pi overfladen virkede mere generelle end Eulers oprindelige
definition, og at disse definitioner aldrig i praksis blev anvendt. Vi har der-
for valgt kort at dokumentere, at Dirichlet rent faktisk lader sin definition af
funktionsbegrebet f3 konsekvenser for hans anvendelse af samme.

Karakteristisk for Dirichlets definition af funktionsbegrebet er, at den i forhold
til de tidligere ‘generelle’ definitioner er utrolig praecist formuleret. Kravet om
entydighed og endelige funktionsveerdier, begreensningen af funktioner til inter-
valler, samt fraveeret af kravet om det analytiske udtryk er eksplicit formuleret
og efterlader ingen tvivl om, hvordan dette funktionsbegreb skal anvendes.

Udledningen af Fourierkoefficienterne for en vilkarlig funktion viser ogs tyde-
ligt, at Dirichlets tilgang til funktionsbegrebet adskiller sig fra den algebraiske
tilgang, vi-tidligere har set eksempler pa. Den trigonometriske raekke udledes
udfra kravet om, at raekken skal veere lig den funktion, den fremstiller, for speci-
elle veerdier af den variable. Dirichlet betragter altsa funktionsvardier i punkter
og opfatter ikke lighed mellem funktioner som et spgrgsmal om omformning af
analytiske udtryk men som et spgrgsmal om lighed mellem funktionsveerdier.

Konvergensbeviset viser, at Dirichlet ikke automatisk antager, at funktionerne
opfgrer sig ‘peent’. Han udtrykker klart, ndr han ggr antagelser om sine funktio-
ner og forklarer, at det generelt er ngdvendigt at ggre antagelser for at pavise
resultaters gyldighed. Hermed er han med til at indlede et nyt paradigme i
analysen.



7 Fouriers betydning for
funktionsbegrebet

I dette kapitel vil vi vurdere, hvilken betydning Fouriers arbejde har haft for
den udvikling af funktionsbegrebet, der fandt sted mellem Eulers Introductio in
analysin infinitorum fra 1748 og Dirichlets Uber die Darstellung ganz willkiir-
licher Functionen durch Sinus- und Cosinusrethen fra 1837. Dette vil vi ggre
ved indledningsvist at sammenligne Dirichlets og Eulers funktionsbegreber, for
klart at vise hvorfra og hvortil funktionsbegrebet bevaegede sig. Denne sammen-
ligning skal sammen med materiale fra de tidligere kapitler danne grundlaget
for den efterfglgende diskussion af Fourierrakkernes betydning for udviklingen
af funktionsbegrebet. '

7.1 Sammenligning af Dirichlets og Eulers
funktionsbegreber '

De to funktionsbegreber bygger helt grundlaeggende pa to forskellige idéer. Det
Eulerske funktionsbegreb bygger pa idéen om et analytisk udtryk, mens Dirich-
lets bygger pa idéen om en sammenheng mellem variable. Dirichlet ggr seerligt
opmarksom pa, at hans funktioner ikke ngdvendigvis kan udtrykkes ved ana-
lytiske udtryk. I [Dirichlet, 1889][s. 132] giver han faktisk et eksempel pa en
funktion, der ikke engang i et vilkarligt lille interval kan udtrykkes ved et ana-
lytisk udtryk, nemlig funktionen

o(z) = { ¢ for z rational (7.1)

d for x irrational '’

hvor ¢ og d er forskellige konstanter. Dirichlets funktion, der er intetsteds-
kontinuert, er et af de fgrste eksempler pa en lang raekke af patologiske funk-
tioner, som skulle dukke op i lgbet af det nittende drhundrede, og som skulle
bidrage til en afklaring af funktionsbegrebet.

Den nzevnte funktion opfylder ikke Eulers krav om en funktions repraesentation
ved ét analytisk udtryk og ville derfor ikke blive accepteret. Indenfor rammerne
af Eulers udvidede funktionsbegreb, hvor de Euler-diskontinuerte funktioner er
inkluderet, ville Dirichlets funktion heller ikke kunne accepteres, da den ikke
engang kan repreasenteres stykvis ved analytiske udtryk. I denne forstand er
Dirichlets funktionsbegreb altsi bredere end det Eulerske.

69
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Kravet om entydighed af funktioner adskiller ogsa klart de to funktionsbegreber.
Euler tillader funktioner, der er definerede som ligninger, og kommer derfor ofte
i den situation, at hans funktioner for én veerdi af den variable knytter flere
funktionsveerdier. Dette accepterer Euler, mens Dirichlet kraever entydighed.
Anskuet ud fra denne synsvinkel accepterer Euler altsd flere funktioner end
Dirichlet.

Dirichlets funktioner er begraensede til et interval fra a til b og Dirichlet knytter
dermed begrebet definitionsmaengde til sine funktioner. Den variabelsammen-
heng, som funktionen beskriver i et delinterval [c,d] af definitionsintervallet,
giver ingen oplysning om funktionens opfgrsel uden for [c,d]. Her mé funktio-
nen betragtes som vzerende fuldsteendig vilkarlig. Dirichlet frasiger altsd fuld-
steendig sine funktioner den analytiske fortseettelsesegenskab. Eulers funktioner,
derimod, kan ikke begraenses til et interval pa grund af kravet om den variables
generalitet. Et brud pd denne ville Euler opfatte som en voldshandling mod
selve analysens &nd. En Eulersk funktion, der er givet ved et analytisk udtryk
i &t interval, kan entydigt udvides til hele C. Den analytiske fortsaettelsese-
genskab opfattes af Euler som en grundleggende funktionsegenskab. Omkring
denne diskussion af funktioner og intervaller indtager de to funktionsbegreber
altsd modsatte standpunkter. ’

Med sin beskrivelse af en kontinuert funktion viser Dirichlet, at han er klar over,
at ikke alle funktioner opfgrer sig ‘pznt’, og at man er ngdt til at klassificere
dem efter egenskaber. Fgrhen havde man antaget, at alle funktioner var konti-
nuerte og at alle funktioner kunne differentieres og integreres. Den fgrnsevnte
funktion ¢(z) i (7.1), som er intetsteds-kontinuert og intetsteds-differentiabel —
altsd en rigtig ‘grim’ funktion selv i nutidig forstand — tjener som eksempel pd
en funktion, hvor dette ikke er opfyldt. Dirichlets opfattelse af kontinuitet er i
gvrigt i overensstemmelse med en nutidig opfattelse, selvom hans definition er
noget intuitiv i forhold til en ¢, §-definition. I modsaetning til Dirichlet antager
Euler, kraftigt assisteret af paradigmet om analysens generelle gyldighed, at alle
funktioner kan tilskrives egenskaberne kontinuitet, differentiabilitet, integrabi-
litet osv. Eulers senere indfgrsel af de Euler-diskontinuerte funktioner sndrer
ikke neevneveerdigt pa denne opfattelse.

Dirichlets lighed mellem funktioner adskiller sig ogsa meget fra Eulers. Dirichlet
betragter ofte funktioner i udvalgte punkter og interesserer sig saledes for den
veerdi, funktionen antager i et neermere specificeret z. To funktioner f og g er lig
hinanden i et punkt zo, hvis f(zo) = g(zo), eller i et interval I, hvis f(z) = g(z)
for alle z € I. Dirichlets lighed mellem funktioner er altsd en numerisk lighed
i nutidig forstand, mens Eulers lighed mellem funktioner udelukkende er et
spgrgsmal om algebraisk lighed mellem analytiske udtryk. I forbindelse med
diskussionen om funktionsvardier er det veerd at naevne, at Dirichlet kraever, at
en funktion kun mi antage endelige funktionsveerdier i et punkt z, mens Euler
tillader uendelige funktionsveerdier.

Nogle af forskellene mellem funktionsbegreberne kan illustreres ved fglgende
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eksempel. Betragt funktionen
fl@)= - (7.2)

For Dirichlet ville det veere naturligt at ngjes med at se pa f(z) i et interval, f.eks.
[1,10], s& ville f(z) antage vaerdier mellem 1 og 5. Indenfor intervallet [1,10]
ville han kalde f(z) en kontinuert funktion ( Dirichlet-kontinuert) og ikke udtale
sig om funktionen udenfor intervallet. Til sammenligning ville Euler i kraft af
den analytiske fortsaettelsesegenskab ikke kunne begranse f(z) til et interval
men udvide den til hele den reelle talakse (eller hellere hele C). Funktionen ville
s antage alle veerdier mellem —oo og co med f(0) = oo og f(oo) = 0. Euler
ville kalde f(z) kontinuert (Euler-kontinuert) og anvende funktionen, som var
den ( Cauchy-kontinuert), undtagen for z = 0.

Ovenstdende sammenligning skulle forhdbentligt have gjort det klart, at funk-
tionsbegrebet har gennemgéet en enorm udvikling fra Euler til Dirichlet. Man
kan ikke kalde Dirichlets funktionsbegreb en generalisering af det Eulerske; de to
funktionsbegreber omfatter blot vidt forskellige funktioner. Det Eulerske funk-
tionsbegreb er funderet pa algebraens love, som ogsé er 1700-tallets analyses spil-
leregler. Dirichlets funktionsbegreb er, set med moderne gjne, et mere modent
funktionsbegreb, som er praktisk for den moderne analyse. Eulers funktionsbe-
greb er stzerkt afheengigt af analysens generalitet. Dirichlets funktionsbegreb er
ikke.

7.2 Fouriers betydning for det nye funktionsbe-
greb

Der kan ikke veere tvivl om, at Dirichlet har vaeret pavirket af Fouriers arbejde.
For det fgrste blev han, som vi har beskrevet i afsnit 6.1, knyttet til Fourier
under sit ophold i Paris. Derudover er det ikke sveert at drage paralleller mellem
Fouriers og Dirichlets arbejde. Lighederne ses iseer i Dirichlets bergmte kon-
vergensbevis for Fourierrackkerne, der lidt forsimplet sagt er en mere stringent
version af Fouriers skitse. At ideen bag Dirichlets bevis er den samme som Fou-
riers oprindelige idé indses, hvis man betragter udtrykket (4.87), som Fourier
giver i starten af skitsen til sit konvergensbevis. Dette udtryk kan omskrives,
hvis man i stedet for at betragte en uendelig sum af cosinus-led, betragter de
2n + 1 fgrste led, som Dirichlet ggr. Udtrykket er da

-)é N nmw
o@) = % /_ 7@ (n;N cos 2z - a)> do. (7.3)

Da cosz er en lige funktion, og cos0 = 1, kan dette omskrives til

N

p(r) = %/?X o(a) (% + Z cos %—?(m - a)) dao. (7.4)
-7 n=

=1
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For X = 27 reducerer ovenstaende til

% /:r p(a) [—; + cos (@ — ) + cos2(a - z)+ ... +cos N(a — z)} do, (7.5)

som er Dirichlets udgangspunkt opstillet i (6.28). Dirichlets omskrivning fra
ligning 6.28 til ligning 6.29 er en parallel til Fouriers omskrivning fra 4.87 til
4.89 - Fourier og Dirichlet valger sddan set ‘blot’ to forskellige formler til at
omskrive summen af de 2n + 1 fgrste led. Dirichlets generelle resultat, som
udtrykker, at integralet i 6.30 kan udtrykkes ved funktionsveerdien i z = 0, er
en formaliseret udgave af Fouriers geometriske argument for, at kun omradet
omkring 2z = 0 bidrager til integralet i 4.90. Hele gangen i Dirichlets bevis er
altsd den samme som Fouriers, og man ma pa baggrund af dette formode, at
Dirichlet har faet idéen til sit bevis fra Fourier.

P4 trods af slaegtskabets mellem Dirichlets og Fouriers arbejde, er der dog store
forskelle mellem de to. Fourier mé betegnes som fysiker og matematiker, der i
hgj grad lader naturen styre sin matematik, mens Dirichlet er ‘ren’ matema-
tiker. Dette kommer til udtryk bade i formen af deres vaerker og i det niveau
af stringens, som disse praeges af. Fourier formulerer sig i et fyldigt sprog med
mange metafysiske elementer. Dirichlet, derimod, fremlaegger klart sit mate-
matiske grundlag, inden han pabegynder sit egentlige arbejde. Dirichlets ggede
stringens er dog ikke kun et spgrgsmal om personlig stil. Fouriers matematiske
uddannelse stammer fra en tid, hvor stringens nsrmest blev betragtet som en
hindring for matematikkens udvikling (se afsnit 2.2). Dirichlets uddannes i en
periode, hvor stringens i hgjere grad bliver betragtet som en ngdvendighed.

Dirichlet, som star som faderen til det nye funktionsbegreb, har veret inspireret
af Fourier pa flere omrader — men pé hvilke? Dette spgrgsmal kan kun besvares
ved at undersege de enkelte elementer af Fouriers og Dirichlets funktionsbegre-
ber og finde ud af hvor disse er ens, og hvor de adskiller sig fra hinanden.

Helt centralt i det Dirichletske funktionsbegreb er som tidligere beskrevet be-
grebet sammenhenge mellem variable, som klart adskiller sig fra Eulers idé om
et analytiske udtryk. Fourier har i sin definition (se side 48) tilsyneladende den
Dirichletske tilgang til funktionsbegrebet mht. variabelsammenhzenge, men som
vi har diskuteret i afsnit 5.1.1, er denne tilgang noget kunstig. P4 trods af at
Fourier giver udtryk for, at funktioner er givet ved sammenhznge mellem va-
riable, behandler han alle sine funktioner, som var de ‘pane’ analytiske udtryk
eller geometriske kurver. Desuden er Fouriers matematik styret af fysiske pro-
blemstillinger, hvor de indgiende variabelsammenhenge er ‘pzene’, hvilket kan
give anledning til at tro, at Fourier ville have sveert ved at forestille sig funk-
tioner s& generelle, som hans funktionsbegreb tillader. Hvis man skal szette det
lidt p& spidsen kan man sige, at Fourier muligvis ville kunne acceptere Dirich-
lets patologiske funktion, men han ville aldrig kunne opfinde den selv. Fourier
har saledes ikke for alvor brudt med opfattelsen af funktionen som et analytisk
udtryk, og denne del af det moderne funktionsbegreb kan ikke direkte tilskrives
ham.
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Dirichlet ggr eksplicit rede for sine funktioners egenskaber, f.eks. at de er kon-
tinuerte. Dette ggr Fourier ikke i neer samme grad. Dette skyldes, at Fourier pa
mange méader tilhgrer ‘den gamle skole’ i den forstand, at han tror p4 analysens
generalitet. Derfor behgver han ikke at redeggre for sine funktioners egenskaber.

Fourier bryder dog, som vi tidligere har beskrevet, med den analytiske fortseet-
telsesegenskab. Ved at fremstille forskellige raekker, som er ens i et givet interval
men forskellige udenfor, er det klart for Fourier, at den analytiske fortszttelse-
segenskab ikke kan veere gyldig. Dette ggr han, som vi ligeledes har beskrevet,
ogsé eksplicit opmarksom pa i Théorie Analytique. Fourier ser bruddet med
den analytiske fortsattelsesegenskab som et resultat af arbejdet med Fourier-
raekkerne. Dette alvorlige angreb rettet mod det eksisterende funktionsbegreb
er en af Fouriers store meritter.

Grunden til at Fouriers resultater ikke kunne ignoreres, ligesom Daniel Berno-
ullis resultater i forbindelse med den svingende streng kunne, var Fouriers evne
til at bestemme Fourierkoeflicienterne. Koefficienterne dbnede muligheden for
at give konkrete eksempler p& funktioner udviklet ved trigonometriske raekker
og gav dermed angrebet pa Eulers funktionsbegreb en langt stgrre tyngde end
tidligere.

I det Dirichletske funktionsbegreb er den fulde konsekvens af afvisningen af
den analytiske fortsaettelsesegenskab taget, idet Dirichlet eksplicit forklarer og
bruger, at en funktion, hvis variabelsammenhaeng er fastlagt pa et givet interval,
mé betragtes som fuldsteendig vilkarlig udenfor dette. Fourier ngjes med at
bemserke, at forskellige funktioner kan have ens funktionsveaerdier pa intervaller
uden at veere ens.

Et andet sted, hvor Fourier angriber det Eulerske funktionsbegreb, er i forbin-
delse med begrebet kontinuitet. I afsnit 5.1.2 s& vi, at Fourier viste, at en funk-
tion kan veere bade Euler-kontinuert og Euler-diskontinuert pa en og samme tid.
Dette er ligesom bruddet med den analytiske fortszettelsesegenskab en pavisning
af en inkonsistens i det Eulerske funktionsbegreb.

Fourier udtrykker ligesom Dirichlet tydeligt kravet om, at en funktion er enty-
dig, men hvor Dirichlet opstilier kravet som en matematisk betingelse, er det
for Fourier mere en konsekvens af naturens indretning. Det ville siledes veere
unaturligt for Fourier; hvis en funktion havde flere forskellige funktionsveerdier,
da dette f.eks. kunne betyde, at et omrade i et legeme ville have flere forskel-
lige temperaturer pa en gang. Siledes er Fourier moderne i den forstand, at en
funktion skal veere entydig, men pa en noget anden baggrund end Dirichlet og
nutidige matematikere er.

Dirichlet har gjort op med opfattelsen af, hvad det vil sige, at to funktioner er ens
- det handler ikke om algebraiske manipulationer men om funktionens veerdier i
punkter eller intervaller. Fourier star et eller andet sted mellem Euler og Dirich-
let. P4 den ene side forklarer Fourier, at visse funktioner har ens vaerdier i givne
intervaller. P4 den anden side ggr dette dem ikke ngdvendigvis ens. Hvis han
udvider intervallerne, hvilket han som regel ggr, er de forskellige. At han udvider
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intervallerne skyldes nok, at han stadig er pavirket af den Eulerske tankegang.
Fourier ser ikke bort fra funktionsveerdier udenfor de umiddelbart interessante
intervaller — og det pa trods af at det, set i lyset af de fysiske problemer, han reg-
ner pa, ikke giver mening at udregne funktionsvaerdierne udenfor intervallerne.
Her har Dirichlet taget konsekvensen og erkleret funktionens veerdier udenfor
de givne intervaller vilkarlige.

I diskussionen af Fouriers betydning for Dirichlets funktionsbegreb er det na-
turligt at stille spgrgsmalet: Hvorfor veelger Dirichlet at give en definition af en
funktion i en artikel om Fourierraekker? Svaret pa dette spgrgsmal er ikke sa
nemt at give. Fourier havde tidligere vist, at Fourierraekkerne konvergerede i en
rakke specialtilfelde, og han havde lavet en skitse af et generelt konvergensbe-
vis. Skitsen var dog ikke tilstraekkeligt til at vise, at Fourierreekkerne for enhver
funktion konvergerede. Fourier havde dog med sin skitse stillet spgrgsmalet om
hvornér Fourierraekkerne konvergerede. Selvom Fourier troede, at han havde be-
svaret spgrgsmaélet, var der andre, der synes, at det var ngdvendigt at give en
grundigere redeggrelse — et egentligt konvergensbevis.

For at kunne svare pa Fouriers spgrgsmal, er man ngdt til at anvende og der-
med ogs definere nogle egenskaber ved funktioner. Benytter man sig af Fouriers
skitse til et konvergensbevis, er man ngdt til at definere og anvende begreberne
kontinuitet og monotoni. Man er desuden tvunget til at begreense funktioner
til seerlige intervaller. Dermed tvang lgsningen af Fouriers problem de matema-
tikere, som arbejdede med det, til at redeggre for funktioners egenskaber i en
hidtil uset grad. Fourier har altsd ogsd haft den betydning, at de nye proble-
mer, hans arbejde frembragte, ngdvendiggjorde en preecisering af nogle af de
begreber, man i dag knytter til funktionsbegrebet.

7.3 Opsamling

Som vi har set eksempler pa i kapitel 5, er kritikken af Bernoullis trigonometriske
raekker teet forbundet med den kritik Fourier blev mgdt med af sin samtid. Dette
viser med al tydelighed, at selvom der var sket meget med analysen fra Eulers
funktionsbegreb til Fouriers varmelare, sd var funktionsbegrebet i store traek
stadig det samme.

Den harde kritik, som Fourier mgdte, mé opfattes som et udtryk for, at Fourier
var den fgrste til for alvor at bryde med det gamle funktionsbegreb. Der har
altsd ikke vaeret nogen fgr Fourier, som har kunne inspirere Dirichlet til at bryde
med Eulers funktionsbegreb pa de punkter, han gegr.

Vi er overbevist om, at Dirichlet enddog har vaeret meget inspireret af Fou-
rier. Dette bygger vi isaer pa lighederne mellem Fouriers og Dirichlets arbejde —
flere steder er udgangspunktet og ideerne bag beviserne identiske. Desuden var
Dirichlet studerende under Fourier. Saledes mener vi, at de elementer af funk-
tionsbegrebet, som er ens for Fourier og Dirichlet, og som er forskellige fra det
Eulerske funktionsbegreb, stammer fra Fourier. De omréader, hvor Dirichlet er
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nyskabende i forhold til Fourier, ma skyldes egen opfindsomhed eller indflydelse
fra andre, men det ligger uden for dette projekts rammer at svare pé fra hvem.

Fourier brpd meget tydeligt med det Eulerske funktionsbegreb i forbindelse med
den analytiske fortsettelsesegenskab. Bruddet var en konsekvens af resultater
opndet med Fourierreekkerne. Med dette brud fulgte, at Fourier tillod en sam-
menligning af funktioners veerdier i bestemte intervaller, hvilket ikke indenfor
det Eulerske funktionsbegreb kunne opfattes som et mal for lighed mellem funk-
tioner. Derudover kravede Fourier at funktioner var entydige, og han accepte-
rede ikke, at funktioner antog uendelige veerdier. Begge disse krav udsprang fra
fysiske forestillinger.

Til gengeeld brgd Fourier ikke med det Eulerske funktionsbegreb, nar det galdt
analysens generalitet som sddan. Han tildelte uden videre alle funktioner ‘pzene’
egenskaber og generaliserede ud fra specialtilfeelde. Det er ogsa tydeligt, at han
i praksis kun benyttede sig af funktioner, som var analytiske udtryk eller geo-
metriske kurver (evt. med spring).

Fouriers Brud med det gamle funktionsbegreb bestod i, at utilstreckkelighe-
der i det gamle funktionsbegreb blev synliggjort af de resultater, han opnéede
gennem Fourierraekkerne. Der var altsa tale om, at ‘opfindelsen’ af et nyt mate-
matisk redskab afslgrede problemer ved det eksisterende begrebsapparat. Denne
afslgring banede vejen for en sendring i opfattelsen af det eksisterende funktions-
begreb. Da Fourier accepterede de resultater, han opnadede med de trigonome-
triske raekker, tog han det afggrende skridt pa vejen til et brud med det Eulerske
funktionsbegreb. Fouriers arbejde pegede ogsa fremad i kraft af, at det efterlod
ulgste problemer, som kraevede en preecisering af funktionsbegrebet. Der skulle
dog andre (Dirichlet) til at opbygge et nyt funktionsbegreb, som kunne traede i
stedet for det gamle, og som kunne anvendes i forbindelse med matematikkens
nye problemer.




8 Diskussion

Denne diskussion indeholder forskellige overvejelser vedrgrende vores metode til
besvarelse af rapportens problemstilling. Vi vil 1 det fglgende diskutere styrker
og svagheder ved denne metode. '

En generel bemaerkning til dette arbejde er, at det er udfgrt af fire matematikstu-
derende med interesse for matematikkens historie og ikke fire matematikinter-
esserede historikere. Den historiske faglighed i projektet m4 derfor formodes at
vzre noget naiv, hvorimod den matematiske forstéelse forhabentligt er pa et
rimeligt niveau.

Der er ikke nogen i gruppen, som kan laese fransk eller latin, og vi har derfor ikke
kunne lese originale tekster pa disse sprog. Dette er naturligvis et problem, da
vi beskeeftiger os med en del af matematikkens udvikling, som i hgj grad foregar
i Frankrig. Heldigvis er der gode engelske overszttelser (Euler og Fourier) eller
tyske genudgivelser (Dirichlet) af de vaerker, som har veeret vigtigst for os. Der
er dog to omréder, hvor vi iszer har méatte gribe til sekundzer litteratur. For det
forste har vi ikke veeret i stand til at laese Fouriers 1807-memoir, hvori Fourier
efter sigende skulle veere mere preecis omkring sine grundleggende forestillin-
ger. Det andet omrade er i forbindelse med kritikken af Fourier. Vi ville isser
gerne laese Poissons kritik af Fourier, for at fa en bedre forstielse af samtidens
modstand mod Fouriers arbejde.

Grundlzeggende er projektets omdrejningspunkt funktionsbegrebet. Mange hi-
storikere eller historisk interesserede matematikere har interesseret sig for ud-
viklingen af dette begreb, og spgrgsmalet er, hvorvidt vi kan bidrage med infor-
mation eller konklusioner, som ikke bare kan findes i en artikel. Denne rapport
har en lidt alternativ vinkel i forhold til de fleste afhandlinger, idet dens fokus
er rettet mod Fouriers betydning for funktionsbegrebet og ikke mod en generel
beskrivelse af Fouriers arbejde eller af funktionsbegrebets udvikling. Desuden gi-
ver omfanget af denne projektrapport mulighed for en grundig behandling af de
pointer, vi finder relevante for en underbyggelse af vores konklusioner. Arbejdet
her er altsd sneevert fokuseret omkring Fouriers arbejde.

I projektet har vi begrzenset os til kun at beskaftige os i detaljer med tre perso-
ner — Euler, Fourier og Dirichlet. Dette betyder, at vi i stort omfang har matte
se bort fra betydingsfulde matematikere som f.eks. Lagrange og Cauchy. Den
manglende indsigt i disse matematikeres arbejde har sammen med det faktum,
at vi ikke pa forhdnd har veeret i besiddelse af en bred viden omkring mate-
matikken i det attende og nittende drhundrede, besvaerliggjort vurderingen af
Dirichlets inspirationskilder. Stammer inspirationen fra Fourier, eller kommer
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den andetsteds fra? Vi mener, at Dirichlets personlige forhold til Fourier og
lighederne mellem deres arbejde i hgj grad sandsynligggr, at de elementer i Di-
richlets funtionsbegreb, som allerede findes hos Fourier, skyldes, at Dirichlet var
inspireret af Fourier.

Igennem projektet forsgger vi at undersgge, hvilken rolle forskellige personer har
spillet for matematikkens udvikling, og en del af denne undersggelse handler om,
hvem der har faet hvilke ideer fgrst. Men det er jo ikke muligt at vurdere, hvem
der har taenkt hvad fgrst, og det eneste man kan holde sig til, er de nedskrevne
kilder, der findes. Samtaler, personlige relationer m.v., som uden tvivl har haft
stor betydning, er langt sveerere at tage hgjde for.”

Et andet problem, som er beslegtet med ovenstaende, er, at det til tider kan
vaere sveert at gennemskue, hvad matematikere praecist forestiller sig, nar de for-
mulerer sig i deres tekster. Fourier har f.eks. nedskrevet et funktionsbegreb, som
tilsyneladende er meget generelt, men han bliver i praksis ved med at benytte
mange elementer fra det Eulerske. Det er ngdvendigt at veere meget opmeerk-
som pa, hvad Fourier ger i sine matematiske udredninger, hvis man skal prgve
at aflure meningen med hans formuleringer. Det kan godt veere, at der i Théorie
Analytique star skrevet, at en funktion kan defineres meget generelt, men det
er ikke sikkert, at Fourier har samme forestilling som os af, hvad generelt er.
Dette illustrerer vigtigheden af, at undersgge det faktiske matematiske arbejde
grundigt.

Vores konklusioner bygger pa vores egne analyser, men vi har selviglgeligt stottet
os til f.eks. artikler, s& vi ikke skulle lede i blinde efter interessante pointer.

Vi er godt klar over, at vi ikke er professionelle indenfor matematikkens historie,
og at vi formentlig ikke kommer med konklusioner, der ligefrem er revolutione-
rende, men vi mener, at vores konklusioner er underbygget i en saddan grad, at
de er troveerdige.




9 Konklusion

Fouriers vigtigste betydning for funktionsbegrebet var, at han brgd med det
Eulerske funktionsbegreb. Dette brud understreges af samtidens kritik af hans
arbejde. Seerligt tydeligt var bruddet med den analytiske fortsettelsesegenskab,
som medfgrte, at intervaller kom til at spille en central rolle for funktionsbe-

grebet. Derudover brgd Fourier i den forstand, at han kraevede entydighed af

funktioner, og at funktioner kun kan have endelige funktionsveerdier. Medvir-
kende til bruddet var Fouriers pavisning af inkonsistensen i Eulers definition af
kontinuitet.

Derimod brgd Fourier ikke med analysens generalitet som sadan, og i praksis
skete der kun en lille udvidelse af tilladte funktioner. Fouriers funktioner var
enten analytiske udtryk eller geometriske kurver (evt. med spring).

Ud over at angribe det Eulerske funktionsbegreb kraftigt, preesenterede Fou-
rier et nyt matematisk problem, nemlig spgrgsmalet om konvergensen af Fou-
rierraekkerne, som ikke kunne lgses indenfor det gamle funktionsbegreb. Det
videre arbejde med at lgse dette problem ngdvendiggjorde definitionen af et
nyt funktionsbegreb og var saledes motivationen for definitionen af Dirichlets
funktionsbegreb.
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10 Eine kleine Nachtmusik

Beretningen om Fourierreekkernes betydning for den videre udvikling af funk-
tionsbegrebet, vil vi forsgge at skitsere i dette afrundende kapitel. I den forbin-
delse vil vi kun behandle den udvikling, som fandt sted i det nittende arhun-
drede. Kapitlet bygger pé artiklerne [Bose, 1918] og [Vleck, 1914]. Mange af de
pointer, vi traekker frem i nedenstaende, er et selvsteendigt studie vardigt, og
fremstillingen af disse m& betegnes som meget overfladisk. Afrundingen er alli-
gevel interessant, da den giver et billede af den omfangsrige indfiydelse, Fouriers
resultater har haft. '

Som overskriften antyder, skulle analysens udvikling i et stort omfang glide ud
af de franske matematikeres heender og over tyskernes. Den fgrste, vi vil neevne i
dette kapitel, er siledes Bernhard Riemann (1826-1866), som blev stzerkt inspi-
reret af Dirichlets konvergensbevis. Riemann sggte, 1 stedet for de tilstreekkelige
betingelser som Dirichlet havde opstillet, at opstille de ngdvendige betingelser.
Riemann skulle senere vise, at kontinuitet ikke var en ngdvendighed og i for-
bindelse med sin undersggelse af Fourierraekkerne, skulle han definere det inte-
gralbegreb, vi i dag kender som Riemann-integralet. Fourierrackkerne kom altsa
ogsd til at spille en rolle i adskillelsen af kontinuitet og integrabilitet. Riem-
ann fik imidlertid ikke fuldfgrt den afklaring af konvergensen af raekkerne, han
gerne ville, og hans arbejde blev som fglge heraf forst publiceret i 1867 — efter
Riemanns dgd. Arbejdet med konvergensen af Fourierraekkerne fortsatte derfor.

Karl Weierstrass (1815-1897) skulle senere, i 1875, ligeledes i forbindelse med
arbejde med Fourierraekker give et eksempel pa en trigonometrisk raekke, som
var kontinuert men intetsteds-differentiabel. Fglgevirkningerne af praesentatio-
nen af denne funktion var en fuldsteendig afklaring og adskillelse af begreberne
kontinuitet og differentiabilitet.
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Séledes slutter vores beretning om Fourierraekkerne og funktionsbegrebet udvik-
ling. Definitionen af det moderne funktionsbegreb blev grundlagt af Dirichlet i
1837 (1829). I lgbet af det nittende arhundrede fulgte en afklaring af de centrale
funktionsegenskaber kontinuitet, differentiabilitet og integrabilitet. Udviklingen
var i stor grad preeget af Fourierrseekkerne bade direkte og indirekte. I [Bose,
1918] tilskrives Fourier ogsa en del af aren for praeciseringen af det vigtige be-
greb uniform konvergens samt andre videregiende begrebsdannelser i analysen.

‘EuFourieren’ vil i [Bose, 1918][s. 84] ingen ende tage.

»We bow then to the greatness of Jean Baptiste Joseph Fourier
and we greet him, in the 20th century, with the eloquent words of
Sir William Rowan Hamilton, another great Mathematician whom
Fourier charmed and inspired in writing his theory of Fluctuating

functions :-

«

"Fourier with solemn and profound delight,
Joy born of awe, but kindling momently

To an intense and thrilling ecstacy,

I gaze upon thy glory and grow bright:

As if irradiate with beholden light;

As if the immortal that remains of thee
Attune me to thy spirit’s harmony,

Breathing serene resolve and tranquil might,
Revealed appear thy silent thoughts of youth,
As if to consciousness, and all that view
Prophetic, of the heritage of truth

To thy majestic years of manhood due:
Darkness and error fleeing far away,

And the pure mind enthroned in perfect day."

Eine kleine Nachtmusik
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