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Abstract

Pa baggrund af topologisk fluidmekanik og Hopfbifurkationsteori
underseges det, hvad man generelt kan sige om topologierne i et
fluidmekanisk system, som har gennemgaet en Hopfbifurkation.

Vi viser at den periodiske stremning, som findes lige efter en Hopf-
bifurkation, kvalitativt giver anledning til en tidslig sekvens af
stremlinjetopologier. Disse sekvenser kan beskrives ved lukkede el-
lipseformede banekurver i udfoldningsparameterrummet for den
stationzere stremning, som Hopfbifurkerer. Vi finder, at det er mu-
ligt at opskrive generelle krav til banekurverne p4 baggrund af ek-
sistensen af en Hopfbifurkation, samt at disse ellipseformede kur-
ver til forste orden har centrum i de parametervaerdier, som svarer
til den stationzere stremning, der Hopfbifurkerer.

Som anvendelse af den generelle teori har vi undersegt den todi-
mensionelle veeskestremning bag en cylinder.

Den simpleste stremlinjefunktion, som i sin udfoldning indehol-
der den stremlinjetopologi, som ses fer bifurkationen til perio-
disk stremning, beskrives og benyttes som model for den faktiske
stremning bag en cylinder. P4 baggrund af de fundne generelle re-
sultater angéende samspillet mellem Hopfbifurkation og topologi,
og modellen for stremningen, forudsiges en sekvens af stromlinje-
topologier, som mi findes lige efter overgangen til periodisk strem-
ning, samt sandsynlige sekvenser som kan findes ved hgjere Re-
ynoldstal. Vi finder at disse forudsigelser, og hele den opstillede
tolkning af topologierne i stremningen bag en cylinder, er i fuld
overensstemmelse med numeriske data fra Petersen [2002a].

A very short summary in English is included as appendix A.
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Hyppigt benyttede symboler

* Kompleks konjugeret

« Bijektion

|- Determinanten

L Linezer del af funktion

N Ikke-linezer del af funktion

O(n) Led af mindst n’te orden i de aktuelle avriable
O(n,m) Led af mindst n’te orden i sted og m’te orden i udfoldningsparametre

x Et punkt i planen x = (x, ),
eller ubekendt funktion x(t) i differentialligning
£ Transformeret punkt £ = (€, )
v Et hastighedsfelt v(x) = (u(x), v(x))
eller et generelt vektorfelt
w Rotation af et hastighedsfelt w = V x v
eller vinkelfrekvensen af den periodiske stremning
f Et vektorfelt, typisk todimensionelt f(x) = (f(x), g(x))
€ Feellesbetegnelse for udfoldningsparametrene
eller variablen som Poincaré-Lindstedt raekken er i
[/ Stremningen horende til et differentialligningssystem
P Stremlinjefunktion
Yn,m Taylorkoefficient for stremlinjefunktion
an,m Taylorkoefficient :
S Genererende funktion til kanonisk transformation

Re Reynoldstal
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1 Indledning

Generel baggrund

Dette projekt ligger inden for omradet topologisk fluidmekanik. Formalet med to-
pologisk fluidmekanik er at opnd indsigt i, hvilke stremningsmenstre der kan
eksistere i en vaskestremning, samt hvilke overgange der er mulige mellem
de forskellige stremningsmenstre.

Vaskestremninger skaber menstre p& (mindst) tre oplagte mader, som har det
tilfelles, at man betragter en “veeskepartikel”. I praktiske forseg geres dette
ved at tilseette vaesken en form for partikler, der har den egenskab, at de har
samme densitet som vaesken og dermed precis folger veaeskens beveegelse.

Partikebanekurver: En partikelbanekurve! er den bane som en partikel folger
i vaesken. De kan i praksis findes ved at filme en vaeskestramning tilsat fa
synlige partikler, og derefter optegne den kurve som de enkelte partikler
folger.

Mange-partikel billeder: Denne type billeder er de meste udbredte, da de er
letteste at frembringe. Man tilsetter blot veaesken farvestof hele tiden ved
udvalgte positioner, og filmer udviklingen (eller tager et snapshot til en
given tid). Hvis man betragter en stationzer stremning vil denne form for
billeder vise partikelbanekurverne/stremlinjerne.

Stremlinjer: Disse linjer beskriver, hvordan partikler ville beveege sig, hvis
man kunne fastholde det instantane hastighedsfelt (se kapitel 2 for en
mere preecis definition). For stationzer stremning er stremlinjer og par-
tikelbanekurver det samme. For ikke stationzr stremning kan stremlin-
jerne findes ved at betragte vaesken over en kort tidsperiode; partikler i
vaesken vil sd approksimativt beskrive det instantane hastighedsfelt, og
fra dette kan man sa konstruere stremlinjerne.

Disse tre typer billeder pa vaeskens bevzegelse giver naturligvis forskellige ty-
per information omkring vzaeskestremningen. De to forste billedtyper giver pri-
meert information omkring transportprocesser i veaeskestremningen. Specielt
viser mange-partikel billeder hvor partiklerne klumper sammen, men man har
ingen information om, hvor de forskellige partikler kommer fra eller hvor lang

1P4 engelsk: Streak lines.



2 Indledning

tid de har vzeret undervejs.r Stmmlinjebiliedet giver derimod information om-
kring, hvordan hastighedsfeltet i vaesken ser ud til et givent tidspunkt.

Néar man leser fluidmekaniske problemer i almindelighed er udgangspunk-
tet Navier-Stokes ligningen, en kontinuitetsligning og et szt randbetingelser.
Herfra bestemmes et tidsafheengigt tryk- og hastighedsfelt. Det er netop dette
hastigtighedsfelt, som kan illustreres via stremlinjerne.

I topologisk fluidmekanik er det ogsd disse stremlinjemenstre der analy-
seres. Gennem rapporten benzevner vi menstrene som stramlinjetopologier,
stromningstopologier eller blot topologier (se ogsa afsnit 2.2). Analysen af topo-
logierne udferes ved at benytte den kvalitative teori for dynamiske systemer,
til at bestemme, hvilke stromlinjetopologier, der er stabile og derfor kan eksi-
stere i leengere tid. Desuden bestemmes ustabile stremlinjetopologier, og disse
benyttes til at forudsige hvilke overgange, der er mulige mellem forskellige
stabile stremlinjetopologier. Topologisk fluidmekanik giver altsa kvalitativ in-
formation om hvilke hastighedsfelter, der kan eksistere som losninger til et
givent fluidmekanisk problem, uden at de konkrete ligninger skal leses.

Projektet

P3 trods af at den topologiske fluidmekanik handler om hastighedsfelter, der
indgdr som en del af lesningen til et fluidmekanisk problem, er topologisk
fluidmekanik ikke traditionelt blevet koblet med informationer og antagelser
omkring den tidslige dynamik i lesningen til det fluidmekaniske problem.

I Hartnack [1999b] tages et skridt i denne retning i kraft af, at der laves en
generel analyse af, hvilke begraensninger det leegger péa stremlinjetopologierne
at Navier-Stokes ligningen skal vaere opfyldt.

Formélet med dette projekt er at skabe en yderligere kobling mellem dyna-
mikken af losningen péa det fluidmekaniske problem og topologierne. Specielt
underseges det, hvad det betyder for stremningstopologierne, hvis det er en
Hopfbifurkation, der bevirker en overgang fra en stationaer til en periodisk
losning pé det fluidmekaniske problem. Dette gares dels ved en generel un-
dersegelse og dels ved at analysere en konkret case. Det generelle spergsmal
kan formuleres som

¢ Hvad kan man generelt sige om topologien i et fluidmekanisk system,
hvor der forekommer en Hopfbifurkation?

Ved at inddrage antagelser om dynamikken af losningen i den topologiske
fluidmekanik, udvides det omrade, topologisk fluidmekanik udtaler sig om.
Dels kan vi fa oplysninger om hvilke stremningstopologier, der kan eksistere i
bestemte situationer, og dels opstar der en mulighed for at udtale sig om den
tidslige udvikling i stremningstopologierne.



Casen er stremningen bag en cylinder i det regime, hvor den er todimensionel
(Reynoldstal < 200)?, Denne stremning er et klassisk fluidmekanisk problem,
og har stor interesse i sig selv. Formalet med at undersege denne case er séle-
des tvedelt set fra vores synspunkt. Dels bruges den som en case til at illustrere,
hvordan de generelle resultater kan anvendes. Dels er den sa interessant at ana-
lysere, at den i sig selv er tilstraekkelig motivation for at gere sig de generelle
overvejelser. Formdlet med vores arbejde med casen er at

* opbygge den simpleste konsistente topologiske model for den todimen-
sionelle stremning bag en cylinder.

Stremningen bag en cylinder indeholder netop en overgang fra stationeer til
periodisk stremning, og for at karakterisere denne overgang anvendes de ge-
nerelle resultater.

Stremningen bag en cylinder

Vi vil her give en kort oversigt over, hvad man ved om stremningen bag en
cylinder.

Hvis man betragter veeske, som strommer forbi en cylinder, er det simpleste
og mest oplagte, man kan forestille sig, en symmetrisk vaeskestremning som
smyger sig langs cylinderen, og denne stremning ses ogs i virkeligheden for
meget smé Reynoldstal. (Denne stremning benzevner vi til tider den krybende
stromning). Hvis man heaever Reynoldstallet lidt, opstar der to stationaere hvirv-
ler bag cylinderen (benzevnes dobbeltboble stromningstopologien), og hvis man
hzever Reynoldstallet endnu mere sker der et skift fra stationaer og symmetrisk
stremning til periodisk stremning. Samtidig med skiftet til periodisk strem-
ning opstar et meget karakteristisk hvirvelmenster i vaesken bag cylinderen.
Dette feenomen blev beskrevet omkring 1911 af T. von Karman, og hvirvel-
mensteret kaldes i dag von Karmaéns hvirvel allé.

P4 figur 1.1 ses stremningen nzer en cylinder ved forskellige Reynoldstal.

Nar dette feenomen ikke kun har akademisk interesse, skyldes det at den peri-
odiske stremning pavirker cylinderen, hvilket kan have uheldige felgevirknin-
ger. Som et spektakuleert eksempel kan naevnes, at sammenbruddet af Tacoma '
broen (i 1940, USA) forklares ved denne periodiske pavirkning [Malina, 2002].
Derfor er viden om dette faenomen ogsé vigtigt for forskellige former for inge-
nigrvidenskab.

2Reynoldstallet (Re) er den inverse kinematiske viskositet udtrykt i naturlige enheder for sy-
stemet: 1/Re = EE‘E hvor 1 er viskositeten af vaesken, p densiteten af vaesken, u en karakteristisk
hastighed af veesken og L er en karakteristisk laengde. For stremning omkring en cylinder er u
hastigheden af vaesken langt vaek fra cylinderen og L diameteren af cylinderen.
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(c) Re = 140

Figur 1.1 Stremning omkring en cylinder ved forskellige Reynoldstal [Dyke, 1982].

Kortlegning af dynamikken

Som fer neevnt afhaenger maden veesken stremmer pé af Reynoldstallet. Denne
afhaengighed er i dag vel kortlagt. Det felgende bygger p4 review-artiklen Wil-
liamson [1996], og p& nye numeriske undersggelser fra Petersen [2002a] (disse
passer udmeerket med andre data fra litteraturen). Man kan groft dele op i
felgende regimer, (hvor Reynoldstallene er bestemt med meget forskellig prae-
cision).

Re mindre end 6: Vaesken kryber rundt om cylinderen, og der er ingen hvirv-
ler bag denne.

Re fra 6 til 42: Stationeer stremning med to hvirvler bag cylinderen.

Re fra 42 til et sted mellem 140 og 194: Stremningen er periodisk men stadig
todimensionel. Petersen [2002a] viser, at der i dette omrade er en over-
gang fra en type periodisk stremning til en anden. Dette vil blive disku-
teret senere (se afsnit 7.5).

Re storre end 190: Stremningen bliver tredimensionel. Det er muligt at finop-
dele i flere forskellige slags tredimensionelle stremninger, men dette er
uden interesse for vores arbejde.




Overgangen fra stationaer stremning til periodisk stremning kan ses som et
udtryk for en Hopfbifurkation, men eksistensen af en sidan overgang er ikke
noget bevis for, at der faktisk er en Hopfbifurkation. I litteraturen omtales over-
gangen dog ofte som en Hopfbifurkation, se f.eks kapitel 1 i Marsden & Mc-
Cracker [1976].

Den lokale vaeskestramning bag cylinderen

Der vides alts& meget om, hvordan stremningen overordnet ser ud, men der
er ikke meget viden om, hvordan selve hvirvierne opstar, og hvordan strem-
ningstopologien ser ud lige bag cylinderen. I Perry et al. [1982] foreslas det,
at man ved at analysere, hvordan det instantane stremlinjer udvikler sig, kan
f& insigt i stremningsdynamikken lige bag cylinderen. Der opstilles pa bag-
grunde af analyser af eksperimentelle data en model for hvordan sekvensen®
af stremlinjetopologier lige bag cylinderen er (se afsnit 8.3 og specielt figur 8.1).
For nylig har R. Petersen dog via computersimuleringer indikeret, at den fore-
sldede sekvens af topologier tilsyneladende ikke findes i den todimensionelle
stremning bag en cylinder Petersen [2002a] (se afsnit 7.5).

Rapportens opbyghing

I de nzeste to kapitler vil vi gere rede for den topologiske fluidmekanik i to di-
mensioner. Dette geres dels med henblik pa at praesentere teorien, saledes som
vi anvender den i et senere kapitel. Desuden ensker vi at give en klar og sam-
menhangende praesentation af den topologiske fluidmekanik i sin “rene” form
sdledes, at det bliver klart, hvad det er for nogle udvidelser der efterfelgende
introduceres.

Kapitel 4 indeholder en generel introduktion til Hopfbifurkationen. Desuden
introduceres en metode til at finde den periodiske stremning efter bifurkatio-
nen, den sdkaldte Poincaré-Lindstedt reekkeudvikling. Vores tilgang til disse
emner er meget operationel. Derfor beskriver vi udelukkende de resultater,
som vi har behov for i forbindelse med vores anvendelse.

De generelle resultater udledes i kapitel 5. Her sammenkobles antagelsen om
eksistensen af en Hopfbifurkation med den topologiske fluidmekanik. Desu-
den udnyttes nogle resultater (fra Hartnack [1999b]) angdende betydningen af
selve Navier-Stokes ligningen.

I kapitel 6, gives en topologisk beskrivelse af stremningen bag en cylinder i det
regime hvor stremningen er stationzer, ved at der konstrueres en simpel strom-
linjefunktion, som indeholder de relevante topologier. Endvidere konstrueres
en normalform for en udfoldning af denne stremning. I kapitel 7 analyseres

3Nér vi taler om en sekvens af stromlinjetopologier, skal det forstis som den tidslige reekkefelge
af topologier, der findes i en periodiske stremning. Man skal dog vaere opmaeerksom p3, at der ikke
er nogen information om, hvor laenge de enkelte topologier findes i stremningen.
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tidsudviklingen af den konstruerede stremning under den antagelse at der fo-
rekommer en Hopfbifurkation. Det vil sige at det er en analyse med udgangs-
punkt i de generelle resultater fra kapitel 5. Resultaterne af analysen sammen-
lignes endvidere med numeriske resultater. I kapitel 8 diskuteres de resultater
vi har opnéet angdende streamningen omkring en cylinder, specielt med fokus
pa disse resultaters status. Endelig indeholder kapitel 9 en opsamling af pro-
jektets resultater.



2 Topologisk fluidmekanik

Udgangspunktet for dette projekt er en metode, hvor den kvalitative teori for
dynamiske systemer anvendes pa stremningsmenstre for inkompressible vee-
sker. Denne metode kaldes af nogle af sine udevere topologisk fluidmekanik,
og det har vi ogsa valgt at gere. Den méde, vi arbejder med topologisk fluid-
mekanik p4, ligger i forleengelse af M. Brens og J. Hartnacks arbejde (se f.eks
Brens [2001] og Hartnack [1999b]).

Formalet med topologisk fluidmekanik er at analysere hvilke forskellige strem-
ningsmenstre, der kan ligge i naerheden af hinanden og specielt hvilke over-
gange, der kan findes mellem forskellige stremningsmenstre.

Udgangspunktet for den topologiske analyse er altid et ustabilt stremingsmen-
ster. Det vil sige et stremningsmenster, som kun eksisterer for et eksakt saet af
parametervardier, og derfor et stremningsmenster som ikke vil vzere fysisk re-
aliserbart. I nzerheden af det ustabile stremningsmenster ligger der imidlertid
forskellige stabile stremningsmenstre. De stabile stremningsmenstre kan kun
aendre sig ved at passere et ustabilt stremningsmenster, og derfor kan man
opné et overblik over hvilke overgange, der er mulige mellem forskellige sta-
bile stremningsmenstre ved at beskrive de ustabile stremningsmenstre.

Formdlet med dette og naeste kapitel er at give en matematisk preesentation
af den topologiske fluidmekanik. Dette skal dels vaere baggrund for de teore-
tiske resultater i kapitel 5, og dels benyttes i den topologiske analyse som vi
foretager i kapitel 6. Den kvalitative teori for dynamiske systemer, som topo-
logisk fluidmekani bygger p4, er behandlet i en lang raekke lzerebeger, for ek-
sempel Grimshaw [1990], Robinson [1999] og Guckenheimer & Holmes [1983],
og preesenteret med henblik p& anvendelse i topologisk fluidmekanik i Hart-
nack [1999b] og Bakker [1991]. Da der findes meget litteratur pa omradet, har
vi valgt en fremstilling der sigter snaevert pd anvendelse i topologisk fluid-
mekanik for todimensionel inkompressibel stremning. Som vi vil vende til-
bage til, er den matematiske konsekvens af at stremningen er todimensionel
og vaesken inkompressibel, at systemet er Hamiltonsk. Den teori vi preesenterer
geelder derfor generelt for todimensionelle Hamiltonske differentialligningssy-
- stemer. De resultater, som gaelder mere generelt vil blive praesenteret generelt,
séledes at det er tydeligt, hvorndr de pagaeldende antagelser er af betydning.

Det er en vigtig egenskab ved den toplogiske fluidmekanik, at den er lokal. Den
udtaler sig om lokale egenskaber ved et stremningsmenster, og siger altsd ikke
noget om den fulde vaeskestremning. Samtidigt er det ogsa kun de stremnings-
menstre, der ligger i en omegn af det oprindelige ustabile stremningsmenster,

7




8 B Topologisk fluidmekanik

 som bestemmes. Det lokale gemems;rrer hele teorien, og i afsnit 3.4 prever vi
at redegere for, hvordan det egentlig skal forstés, og hvilken betydning det har.

21 Grundleggende forudsatninger

En vaeske i et domaene U C R” beskrives ved et vektorfelt o, der angiver has-
tigheden som funktion af positionen i veasken, og hvis stremningen ikke er
stationzer, vil vektorfeltet endvidere veere tidsafhaengigt. Det vil sige at vi har:

v= f(t, x), (21.1)

hvorx € U,t € Iog f: I x U — R", hvor I C R. Funktionen f skal opfylde
bevaegelsesligningen for en vaeske, Navier-Stokes ligning, hvilket vi flere gange
vil vende tilbage til. Som udgangspunkt antager vi imidlertid kun, at veesken
er inkompressibel og opfylder kontinuitetsligningen, hvilket medferer at f skal
veere divergensfri:

V.-f=0, foralletel, ogx € U. (2.1.2)

Med udgangspunkt i ethvert givet tidspunkt, ¢y defineres f;, : U — R"” som
ft,(x) = f(to, x) og denne funktion er den genererende funktion i det autonome
ordineere differentialligningssystem vi analyserer:

B — = fi(a(r)) 213)

For et fastholdt tidspunkt ¢ har vi altsi et stationaert vektorfelt f(to, x), og det
vi studerer er dynamikken i det differentialligningssystem, som dette vektor-
felt genererer. Differentialligningssystemet er i x(7), hvor T er en parameter!.

Vi antager at fy; er en passende glat funktion, altsa at f;, € C* fork > 1
passende? stor.

I det felgende behandler vi ikke f, men altid f;, og lader derfor fodtegns ty-et
vaere underforstdet.

2.1.1 Et Hamiltonsk system

I to dimensioner bliver differentialligningssystemet i ligning 2.1.3 Hamiltonsk,
hvilket betyder, at en raekke forskellige ting bliver enklere end i det mere gene-
relle tilfeelde.

!Bemzrk at x benyttes  to forskellige betydninger: x betegner dels en 7 afhzengig funktion, nir
x indgér i et differentialligningssystem, og dels et punkt i R",

2Med passende stor mener vi, at vi til enhver tid veelger et k, s de onskede differentiationer
kan lade sig gore.
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Definition 2.1.1 (Hamiltonsk system)
Lad U C R?" vare dben og lad 1 : U — R vaere C2. Da kaldes differentialligningssy-
stemet

W
Xi = ayl ’ yl - _"871 (2.1.4)
et autonomt® Hamiltonsk system og funktionen 1 kaldes for systemets Hamiltbnfunk-
tion.

Seatning 2.1.2 (I to dimensioner er divergensfrit ensbetydende med Hamiltonsk)
Lad U C R? oglad f : U — R? vare genererende funktion for et differentiallig-
ningssystem. Da er differentialligningssystemet Hamiltonsk hvis og kun hvis f er di-
vergensfri.

Bevis

Den ene vej er satningen oplagt, og kan desuden nemt generaliseres til 2n-
dimensioner.

Det antages at systemet er Hamiltonsk, og det ses ved indsaetning at den gene-
rerende funktion er divergensfri:

£y = (s = (5 -5) @15)
Y 2.1.6)

_ f(xy) | 9g(xy) _ Y Y _ _
V-if s St Ty wm s @17

Den anden vej er beviset lidt leengere, og det kan ikke generaliseres.

Det antages at den genererende funktion, f, for systemet
x=f(x,y), y=38(xy)
er divergensfri:

o %

ox  dy

Et vilkarligt omrdde D C U med randen 0D betragtes. Her udnyttes den todi- |
mensionelle versionen af divergensteoremet til at danne et kurveintegral:

o=//D (%+g—§->dxdy=f;l)(fdy—gdx) (2.1.8)

Da kurve integralet hermed giver nul for enhver lukket kurve, er det uathaen-
gigt af vejen. Kurveintegralet definerer derfor en funktion af sted (op til en
arbitreer konstant):

Plxy) = [ (fdy - gdx) (219

3Hvis funktionen ¥ afhanger af tiden (i vores notation 7) er systemet stadig Hamiltonsk, blot
ikke autonomt.
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Endvidere ses det ved differentiation at denne er en Hamiltonfunktion for sy-
stemet. [Grimshaw, 1990, s. 288-289] ]

Da differentialligningssystemet i ligning 2.1.3 er genereret af en divergensfri
funktion er systemet Hamiltonsk.

2.2 Stremning og topologisk ®kvivalens

For autonome differential]igningssystemér geelder felgende seetning angéende
eksistens og entydighed af lasninger:

Satning 2.2.1 (Eksistens og entydighed)

Lad U C R™ vaere en dben mangde og lad funktionen f : U — R” veere C!. Lad
xo € U og 79 € R. Da findes et o« > 0 0g en losning x(7) til ¥ = f(x) defineret for
Ty — & < T < Tp + o sddan at x(19) = x¢. Desuden galder det, at hvis y(t) er en
anden lasning med y(tp) = xo, sd er x(7) = y(7) i deres felles definitions interval
omkring Ty. Robinson [1999, s. 143]

Systemet i ligning 2.1.3 opfylder per antagelse de nedvendige betingelser, og
der eksisterer altsd entydige lesninger. Vi kan nu definere stremningen givet
ved differentialligningen 4.

Definition 2.2.2 (Stremningen genereret af f)
Funktionen @(x,7) : U x I — R", der opfylder

LD = slotmw) @21)

foralle Ty € Iog x € U kaldes stromningen genereret af f. [Guckenheimer & Holmes,
1983)

For et fastholdt x( giver @(xo, T) = x(7) en kurve parametriseret i 7. Denne
kurve er lesningskurven for differentialligningen 2.1.3 med begyndelsesvaer-
dien x¢. Kurverne benzevnes med forskellige termer, f.eks. banekurven, og spe-
cielt i topologisk fluidmekanik kaldes de stramlinjer.

For en stationzer veeskestremning, det vil sige nér f i ligning 2.1.1 ikke afheen-
ger af tiden, svarer stromlinjerne til partikelbanekurverne. Partikelbanekurverne
er, som beskrevet i indledningen, positionen som funktion af tiden for en parti-
kel der starter i positionen x = x¢. I almindelighed er der dog ikke sammenfald
mellem stremlinjer og partikelbanekurver, og for at skelne eksplicit bruges un-
dertiden betegnelsen de instantane stromlinjer.

4Ordet stremning benyttes gennem denne rapport i to betydninger, dels i den praecise matema-
tiske betydning som preesenteres her, og dels i betydning vaeskestremning (specielt i forbindelse
med tidslige periodiske vaskestremninger).
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Da stremningen illustreret ved stremlinjerne viser, hvordan veesken bevager
sig til et givent tidspunkt, er det netop forskellige former af stremninger man
underseger nir man arbejder med topologisk fluidmekanik. Man anvender fol-
gende xkvivalens begreb ndr man ensker at skelne mellem “ens” og forskellige
stremninger.

Definition 2.2.3 (Topologisk akvivalens)

En stromning @ : U x I = R" (U C R") siges at vare topologisk akvivalent (i
-omrddet U) med en anden stromning (iomrddet V) { : V x I — R" (V C R") hvis
der findes en homeomorfi®> h : R" & R" med h(U) = V og en reparametriserings-
funktion & : R x U = R sddan at ho o(x, (7, x)) = {(h(x), ) forallex € U og
for alle T € R, 0g hvor a(T, x) for hvert fastholdt x er en monoton stigende surjektiv
funktion af T. [Robinson, 1999]

Denne definition siger, at to stremninger er topologisk akvivalente 6, hvis der
findes en afbildning som sender banekurver fra den ene til den anden med
tidens retning bevaret’. Senere i dette kapitel vil vi komme lidt neermere ind
pé, hvad definitionen betyder, og hvorfor det er en god definition i forbindelse
med en kvalitativ beskrivelse af veeskestremning.

Maengden af stremninger, som er topologisk aekvivalente, kaldes en strem-
ningstopologi (alternativt en stremlinjetopologi eller blot en topologi). Fokus i
topologisk fluidmekanik er altid p4 skift mellem topologier, og aldrig pa vari-
ationer mellem stremningerne inden for en enkelt topologi.

2.2.1 Stremlinjer i et Hamiltonsk system

Da det er stremlinjerne der er i fokus for analysen, er det veesentligt at kunne
illustrere disse. For et Hamiltonsk system kan stremlinjerne findes direkte ud
fra Hamiltonfunktionen.

Satning 2.2.4 (Stremlinjerne ligger pa @kvi-kurver for Hamiltonfunktionen)

For et autonomt Hamiltonsk system er Hamiltonfunktionen konstant langs en strom-
linje. Med notation som tidligere vil det sige at %lif = 0 langs stromlinjer.

Bevis

SInvertibel kontinuert afbildning med kontinuert invers.

6Vi benytter ogsa betegnelse ens om topologisk akvivalente stromninger. ..

71 praksis bekymrer vi os ikke om tidens retning, da den ikke har nogen betydning for illustra-
tionen af topologien, og fordi tidens retning let kan aendres hvis man ensker det.
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Definition 2.1.1 udnyttes ved at indseette ligning 2.1.4:

dp _ (3w W[ )\ _ W
- 2 (-HT (222)
- v _
= 5= 0 (2.2.3)
hvor det sidste lighedstegn felger af at i per antagelse er uatheengig af . Grim-
shaw [1990, s. 283] O

Denne egenskab ved Hamiltonfunktionen spiller en central rolle i vores kon-
krete arbejde i de senere kapitler. Efterfelgende vil vi derfor ofte benytte ordet
stromlinjefunktion® i stedet for Hamiltonfunktion. Det har ogs4 den fordel at
man undgér associationer til mekanik, hvor Hamiltonfunktionen er energien,
for et system uden dissipation. '

2.2.2 Kritiske punkter

De kritiske punkter, og typen af disse, er helt central for beskrivelsen af for-
skellige stremninger.

Definition 2.2.5 (Kritisk punkt)
Et punkt x. som opfylder f(x;) = O kaldes et kritisk punkt (eller fikspunkt) for diffe-
rentiglligningssystemet 2.1.3.

I vaeskestramning svarer et kritisk punkt til et stagnationspunkt, det vil sige et
punkt, hvor vaesken ikke bevaeger sig. Et kritisk punkt er i sig selv en stremlinje
i den forstand at stremningen sender det kritiske punkt i sig selv for alle 7.

For stremning ved en vaeg anvendes en anden definition. Det vil vi vende til-
bage til i afsnit 3.1.1, hvor vi forklarer, hvordan vaeggen handteres.

I illustrationerne af stremningerne tegner vi primaert seperatricer. Seperatricer
er de stremlinjer som gér mod et kritisk punkt for T = oo eller 1 & —oc0. De
ndr dog aldrig ind til det kritiske punkt, da dette selv er en stremlinje. Stremlin-
jefunktionens kontinuitet, og det faktum at seperatricerne nar vilkarligt teet pd
de kritiske punkter, betyder at stramlinjefunktionenen antager samme veerdi i
det kritiske punkt som pa seperatricerne.

2,23 Topologiske egenskaber ved stremning

I definition 2.2.3 gav vi en formel definition af, hvad det vil sige, at to strem-
ninger er sekvivalente. Vi vil her diskutere nogle af de konsekvenser denne
definition har.

8P4 engelsk; stream function.
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Konsekvensen, af at to stremninger er akvivalente, er at man skal kunne defor-
mere den ene stremning til den anden pa en kontinuert méade eventuelt sam-
mensat med en spejling.

Nar vi illustrerer stremninger, ensker vi altid at lave en samlet illustration af
en given stremningstopologi, snarere end en detaljeret beskrivelse af den en-
kelte stremning. Vi vil derfor indtegne netop de karakteristika, som er feelles
for alle stremninger med den givne topologi. Vi vil her kort diskutere disse
karakteristika.

I den formelle definition at eekvivalens indgir en homeomorfi som sender
banekurver fra den ene stremning til banekurver i den anden. Det betyder at
kritiske punkter sendes i kritiske punkter, og seperatricer i seperatricer. Det
ses p& denne baggrund, at topologisk akvivalente stremninger vil have det
samme antal kritiske punkter. Specielt vil to stremninger uden kritiske punk-
ter veere topologisk akvivalente. N&r to seperatricer medes i et kritisk punkt,
kan dette ske pa to mader. Deres tangentretning kan enten veere den samme
eller den kan vare forskellig. Dette karakteristika vil ogsa vaere bevaret i topo-
logisk aekvivalente stremninger.

At to stremninger har de samme karakteristika er naturligvis ikke nok til at
de er topologiske akvivalente. Et eksempel kan veere, at en seperatrice fra et
kritisk punkt kan ligge pa forskellige mader i forhold til andre kritiske punkter
i vaesken. To sddanne stremninger kan have pracis det samme antal kritiske
punkter og typer af seperatricer, uden at vere topologisk aekvivalente.

Almindeligvis kan man pa en kontinuert made gé fra en stremning til en aekvi-
valent stromning uden at passere en topologisk forskellig stremning, der er
dog undtagelser. Specielt er det ikke altid muligt at komme fra en stremning
til den spejlede stremning, uden at passere en topologisk forskellig stremning.
Dette vil der veere eksempler pa i afsnit 6.5.

2.3 Karakterisering af stremning ved den linezre
del

Nar man skal undersgge stremningstopologien i neerheden af et kritisk punkt,
kan man i seerligt godartede tilfelde najes med at se pa systemets linezre del.
I dette afsnit vil vi na frem til at karakterisere, hvornar denne simplificering er
mulig. Vi vil samtidig beskrive stremningstopologierne, nér disse er bestemt
af den lineaere del.

I det lineariserede system, er det egenvaerdierne, der bestemmer typen af det
kritiske punkt. Derfor starter vi med at se p4, hvad man kan sige om egenvaeer-
dierne til Jacobimatricen for den genererende funktion.

Vi starter med at reekkeudvikle den genererende funktion, f, for et Hamil-
tonsk differentialligningssystem omkring et kritisk punkt x.. Hvis vi kreever
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at f mindst er C2, kan vi skrive f som
f(x) = A(x —xc) + N(x — xc) (2.3.1)

hvor A er Jacobimatricen for f evalueret i x; og N er O(2) °.

Det forhold, at A er Jacobimatricen for et Hamiltonsk system, leegger band pé
egenvardierne for A. Der er tre forskellige situationer.

Satning 2.3.1 (Typer af egenvardier i et kritisk punkt)
Lad A veere Jacobimatricen for et Hamiltonsk system. Da er der tre situationer

® A har to kompleks konjugerede rent imaginzre egenveerdier, |A| > 0.
* A har to reelle egenvaerdier, Ay = — Ay, hvor Ay # 00g A2 # 0, |A| < 0.

e A har to egenveerdier der er nul, | A| =0.

Bevis
Jacobimatricen er givet ved

of 9 92 9%
(5 8)-(2 3

g 98

%) \-F

og egenvardierne er lesninger til andengradsligningen:

Py \? | Py Py

= 2. (21X il A 4
0 = A ( axay> + 52 7y (23.2)
) (23.3)

_ Py\? Py y

A = i\/(-z;;é-g) ~ W Ay (2.34)
Da de storrelser der indgar pé hejresiden af ligning 2.3.4 er reelle folger resul-
tatet. ' O

2.3.1 Detlineariserede system

Det lineariserede system horende til det fulde system (ligning 2.1.3) er defineret
som:

y=Ay 2.3.5)

hvor A er Jacobimatricen for det fulde system evalueret i det kritiske punkt og
y = (x — x;). Det lineariserede system har per konstruktion et kritisk punkt i

9Vi benytter notationen O(k) p4 felgende mide: hvis en funktion f(x) er O(k) (underforstiet i
x) betyder det at lim,_,g ﬂxf) = konstant.
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origo, og dette punkts type er ifelge standard resultater for linezere differential-
ligningssystemer (se f.eks Boyce & DiPrima [1997]) bestemt ved egenvaerdierne
til matricen A.

P& baggrund af satning 2.3.1 ses det at typen af det kritiske punkt, for den
lineariserede del af et Hamiltonsystem, er bestemt af |A| p& felgende made:

|A] > 0: Det kritiske punkt er et lineaert-center
|A| < 0: Det kritiske punkt er en saddel

2.3.2 Hvornir den lineare del er styrende

Efter nu at have karakteriseret de kritiske punkter for et system der er lineari-
seret (omkring det givne kritiske punkt), vil vi se p4 hvornar den linezere del
er bestemmende for typen af det egentlige kritiske punkt.

Satning 2.3.2 ,
For Hamiltonske systemer er typen af det kritiske punkt bestemt af systemets lineaere
del sdfremt Jacobideterminanten ikke er nul.

Beviset for dette resultat falder naturligt i to dele, hvor den ferste er et gene-
relt resultat, og det andet er et specialresultat for Hamiltonske systemer i to
dimensioner.

Kritiske punkter kan klassificeres som hyperbolske eller ikke-hyperbolske ud
fra felgende definition

Definition 2.3.3 (Hyperbolsk kritisk punkt)
Et kritisk punkt x. kaldes hyperbolsk hvis Jacobimatricen (A) (evalueret i det kritiske
punkt) ikke har egenvardier med realdel nul.

Folgende satning giver det enskede resultat for hyperbolske kritiske punkter.

Satning 2.3.4 (Hartman-Grobman)

Lad x. veere et hyperbolsk kritisk punkt for det ikke-linezre system (2.1.3), og lad A
vaere den tilhorende Jacobimatrix, da er stramningen horende til det ikke-linezere sy-
stem og stromningen harende til det lineariserede system (2.3.5) topologisk &kvivalente
i en omegn omkring x..

Dette er et af hovedresultaterne for generelle differentialligningssystemer (se
f.eks. Guckenheimer & Holmes [1983] eller Robinson [1999]).

Hvis egenveerdierne til det lineariserede system er rent imaginzere, et det kriti-
ske punkt et center i det lineariserede system. Hartman-Grobman sztningen
gelder ikke for denne type punkter. Dette skyldes, at hejereordensledene i
systemet (jvf. opskrivningen ligning 2.3.1) kan perturbere det kritiske punkt,
sddan at det bliver et spiralpunkt [Boyce & DiPrima, 1997].
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En s&dan perturbation er imidlertid ikke mulig i et Hamiltonsk system. Hvis
man betragter et omréde (D) teet pa et spiralpunkt, ma hastighedsfeltet lokalt
se ud som pa figur 2.1. Hvis man integrerer stremningen ud af omradet op, far
man ved brug af den todimensionelle version af divergensteoremet:

]{a fomal = /D V- fda | (236)

hvor n er en enheds normalvektor til integrationskurven. Hvis vaesken spira-
lerer vaek fra punktet, vil det ferste integral oplagt vaere sterre end 0 (og til-
svarende mindre end 0 hvis den spiralerer ind). Dette er i modstrid med at
V - f = 0, og dermed kan vi ikke have spiralpunkter i divergenfri systemer og
alts4 specielt ikke i et todimensionelt Hamiltonsk system 9.
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Figur 2.1 Det lokale hastighedsfelt ved et spiralpunkt, samt randen af omradet D.

Dette giver andledning til felgende seetning:

Satning 2.3.5 (To imaginare egenvardier giver et center)

Lad |A| vere Jacobideterminanten for et Hamiltonsk system evalueret i et kritisk
punkt. Da er det kritiske punkt et center hvis |A| > 0.

(Se Hartnack [1999b] for alternativt bevis.)

Det er nu klart at kritiske punkters type er bestemt af egenvaerdiernes type
(jvf seetning 2.3.1), hvis Jacobideterminanten evalueret i det kritiske punkt er
forskellig fra nul.

Vi ved altsé nu, at for kritiske punkter i Hamiltonske systemer gaelder, at hvis
Jacobideterminanten evalueret i det kritiske punkt er forskellige fra nul, er
stremninger i en omegn af det kritiske punkt bestemt af egenvaerdiernes type.

For sadler vides det, fra seetning 2.3.4, at der findes en omegn omkring det kriti-
ske punkt, hvor den fulde stremning er zekvivalent med stremningen genereret

10V fandt tidligere, at man for et Hamiltonsk system ikke kan have nodepunkter (da man ikke
kan have to reelle egenveerdier med samme fortegn). Dette kan ogsi ses at dette argument, da
nodepunkter i denne sammenhzng har de sammen egenskaber, som et spiralpunkt
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af det lineariserede system. Det ses dermed, at alle sadler ma vaere zekvivalente,
" da man kan transformere et diagonaliserbart linezert system til et andet.

For centre vides det at de erstabile overfor hgjereordensled, og ud fra geome-
trien af et center ses det at alle centre ma véere akvivalente.

2.4 Strukturel stabilitet af en stremningstopologi

Vi har, blandt andet i indledningen til dette afsnit, veeret inde p4, at en strem-
ning kan vaere stabil eller ustabil. Vi er nu néet til at give en praecis formulering
af dette begreb. Vi skal dog ferst bruge en afstandsdefinition.

-Definition 2.4.1 (Afstanden mellem to stremninger)
Afstanden mellem to stromninger genereret af to C! funktioner, x = f(x) og * =
g(x), defineret pd et lukket domaene, x € U C R", er givet ved

= sup {I£(2) ~ g(0] + | 252 - %52

} (24.1)

Hartnack [1999b]

Definition 2.4.2 (Strukturel stabilitet)

En stromning, @ genereret af en C' funktion, kaldes strukturelt stabilt i et omride
U C R", hvis der eksisterer et 5 sdledes, at en vilkdrlig anden stromning, @', hvorom
det gelder at d(@, ') < 81U, er topologisk zkvivalent med @ i U. [Hartnack, 1999b]

Disse to definitioner betyder, at hvis en stremningstopologi er uaendret ved en
tilpas lille perturbation kaldes stremningen strukturelt stabilt.

Det er vigtigt at bemaerke at strukturel stabilitet afhaenger af, hvilke typer per-
turbationer man tillader. Som eksempel kan nzevnes at linezere centre, som vi
tidligere har antydet, er stablle i Hamiltonske systemer, men ikke stabile i al-
mindelighed.

Vi vil i resten af dette afsnit se pa hvilke stremninger, der er strukturelt stabile,
og hvilke der er ustabile. I mange sammenhaenge vil det afhaenge af om de
indgéende kritiske punkter er degenererede eller ikke-degenererede.

Definition 2.4.3 (Degenereret og ikke-degenereret kritisk punkt)

Lad S veere et Hamiltonsk todimensionelt differentialligningssystem. Da kaldes et kri-
tisk punkt for S degenereret, hvis Jacobideterminanten evalueret i det kritiske punkt
er nul. Hvis Jacobideterminanten er forskellig fra nul kaldes det kritiske punkt ikke-
degenereret.

24.1 Stabile stremninger

Der er to situationer, hvor der med sikkerhed vides at stremningen er struktu-
relt stabil.
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Satning 2.4.4 (Ikke-degenererede kritiske punkter er strukturelt stabile)
Lad x. vare et ikke-degenereret kritisk punkt (for et Hamiltonsk system). Da eksisterer
der en omegn omkring x., hvor stremningen er strukturelt stabil. Hartnack [1999b]

Essensen i beviset for denne saetning er, at egenveerdierne for Jacobmatricen
evalueret i det kritiske punkt afhaenger kontinuert af den genererende funk-
tion. Siden egenveardierne er strengt forskellige fra nul vil de for tilstraekkeligt
smé perturbationer af den genererende funktion ikke sndre type (jvf setning
2.3.1). Da egenveerdierne bestemmer typen af det kritiske punkt, andrer det
dermed ikke type for tilstreekkeligt smé perturbationer.

Vi har tidligere set, at de ikke-degenererede kritiske punkters type er bestemt
af deres lineare del alene. Som det ogsa fremgar af beviset for deres struk-
turelle stabilitet, er disse to egenskaber nzert knyttede. Sdledes kan man i en
passende omegn af det kritiske punkt betragte hajereordensledene af den ge-
nererende funktion i ligning 2.3.1 som en tilstraekkelig lille perturbation af den
genererende funktion i ligning 2.3.5.

Foruden ikke-degenererede kritiske punkter er ogsa stremninger helt uden kri-
tiske punkter strukturelt stabile. Den genererende funktion er forskellig fra nul
ihele omradet, og det vil den, pga. kontiunitet, vedblive med at vaere, hvis man
leegger en tilstraekkeligt lille perturbation til.

2.4.2 Degenererede stromninger

Stremninger der indeholder degenererede kritiske punkter vil vaere strukturelt
ustabile [Hartnack, 1999b]. Deres eksistens er betinget af, at egenveerdiemne for
Jacobimatricen evalueret i det kritiske punkt er praecis nul, og en vilkarlig lille
perturbation af den genererende funktion vil kunne zendre dette.

P4 trods af at teorien generelt er lokal steder vi ogsa pa stremninger der er
strukturelt ustabile pd grund af globale forhold. Dette vil typisk veere situatio-
ner, hvor den samme seperatrice ender i to forskellige kritiske punkter. Dette
kraever at stremlinjefunktionen har pracis samme vzerdi i de to kritiske punk-
ter, hvilket igen er et krav, som kan brydes med en vilkérlig lille perturbation
af stremfunktionen.

De strukturelt ustabile stremninger kan ikke observeres i virkeligheden, fordi
de forsvinder i samme gjeblik som de opstar. Derfor er de ikke interessante
at undersege i sig selv. Det interessante ligger som fer sagt, i at en strukturelt
stabil stremning kun kan @ndre topologi ved at passere en strukturel ustabilt
stremning,

Analysen af hvilke overgange, der kan findes bestar derfor i at bestemme un-
der hvilke forudsaetninger, der findes strukturelt ustabile stremninger, samt at
kortlegge hvilke strukturelt stabile stremningstopologier, der ligger i neerhe-
den af disse.
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24.3 Udfoldning og kodimension

Nér det bestemmes hvilke stremningstopologier, der ligger i naerheden af en
given strukturelt ustabil stremning, gores det ved at finde en udfoldmng af
den strukturelt ustabile stremning.

Definition 2.4.5 (Udfoldning, versal og miniversal)

- En lokal familie af funktioner f(x,a), hvor & € R*, som er defineret i en omegn
af (x¢,0), hvor det geelder at f(x,0) = f(x) kaldes en udfoldning af stromningen
genereret af f(x) omkring punktet x..

Hois alle stramninger, som findes ved en vilkdrlig lille perturbationl!, af f(x) er to-
pologisk &kvivalente (i en omegn af x.) med en funktion i udfoldningen kaldes udfold-
ningen versal,

Det minimale antal parametre, som er nodvendige i en versal udfoldning af et punkt
X, kaldes punktets kodimension.

Hvis antallet af parametre i en versal udfoldning af et punkt x. svarer til punktets
kodimension, kaldes udfoldningen miniversal.

Hartnack [1999b]

En udfoldning illustreres ved et udfoldningsdiagram. I praksis er det nemmest
at gere dette for en toparameter-udfoldning eller til ned for en treparameter-
udfoldning. I udfoldningsdiagrammet er parametrene pé akserne, og til hvert
punkt i diagrammet herer den stremning som genereres af f(x, ), ved den
givne verdi af «. Det betyder at den degenererede stremning som udfoldes
herer til origo. Resten af diagrammet er delt op i omréder som indeholder
strukturelt stabile stremninger, og alle stremninger i et omréde er topologisk
akvivalente. I en toparameter-udfoldning er omraderne med strukturelt sta-
bile stremninger adskilt af kurver. Parameterveerdierne pa disse kurver svarer
til degenererede stremninger, der har Kodimension en. Tilsvarende er omra-
derne med strukturelt stabile stremninger adskilt af flader i en kodimension
tre udfoldning. De stremninger, som herer til disse flader, er degenererede
med kodimensioner en. Fladerne krydser hinanden i kurver, og de stremnin-
ger, som heorer til disse kurver, har kodimension to.

Normalt taler man kun om udfoldningen af et kritisk punkt. Som vi fer har
veeret inde pd, kan man imidlertid ogs& have stremninger som er degenere-
rede pé grund af globale forhold. Disse stremninger er det naturligvis ogsa
interessantat at udfolde. Dette falder i almindelighed uden for den teori som
vi beskaftiger os med, da en globalt degenereret stromning ikke har den lokale
karakter, som er kraevet. Hvis man er i den situation, at den globalt degenere-
rede stromning findes i udfoldningen af et degenereret kritiske punkt, er det
dog i nogen grad muligt at betragte en del af den samlede udfoldning som en
udfoldning af den globalt degenererede stremning. Vi vil senere i forbindelse
med behandlingen af den valgte case komme mere ind pa dette.

Y Bemzerk at her kan der ogs4 vzere forskel pa, hvilke perturbationer som tillades.
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2.5 Oversigt over stabile stremninger

Fa figur 2.2 ses en illustration af de to simple stabile stremlinjetopologier.

O

Figur 2.2 Kritisk punkt af type saddel og center. For saddel er tegnet seperatricer, og
for centeret er en enkelt stremlinje vist.

Ud over disse simple topologier, findes ogsd stremningstopologier med glo-
bale egenskaber som er stabile. P4 figur 2.3 ses en saddel med en sdkaldt ho-
moklinisk stremning. Denne konfiguration bestér af en saddel og et center. At
den konfiguration er stabil skyldes at stremlinjefunktionen automatisk antager
samme veerdi pa seperatricer fra et givent kritisk punkt (konfigurationens sta-
bilitet bevises i Hartnack [1999b]). Denne topologi kaldes i denne rapport for
en slojfe. -

Figur 2.3 Homoklinisk forbindelse ved saddel (slgjfe).



3 Topologisk ﬂuldmekamk i
praksis

I dette kapitel vil vi redegere for, hvordan vi i praksis arbejder med de te-
oretiske begreber, vi har prasenteret i forrige kapitel. Specielt forklares det,
hvordan vi finder og analyserer en udfoldning af stremningen omkring et gi-
vent degenereret kritisk punkt. Undervejs vil vi gentagene gange gere brug af
et gennemgdende eksempel, som er simpelt samtidig med, at det belyser en
reekke centrale metoder og problemer.

Afslutningsvis vil vi med udgangspunkt i det gennemgéende eksempel disku-
tere, hvorvidt vi kan veere sikre p4 rigtigheden af vores resultater, samt hvad
det mere praecist vil sige, at teorien giver lokale resultater.

3.1 Taylorraekker, randbetingelser og krav

Vi antager, at stremlinjefunktionen er C¥*1 hvor k > 1, og k veelges s4 stor, som
vi har behov for i en given konkret situation. Det gor det muligt at opskrive
stremlinjefunktionen som:

k o
Y=Y iy +O0(k+1). . (3.1.1)
i+j=1

De antagelser, der skal bruges i forbindelse med den topologiske fluiddyna-
mik, formuleres som antagelser omkring koefficienterne i denne Taylorraekke.
Nar vi i kapitel 5 underseger om der er begraensninger pa hvilke stremnings-
topologier, der kan eksistere i naerheden af en Hopfbifurkation, vil disse krav
ogsa blive formuleret som krav p4 koefficienterne i en Taylorrackke.

3.1.1 Den grundlzeggende randbetingelse - veeggen

Ialle de konkrete stremlinjefunktioner vi betragter antager vi, at der er en vaeg
ved y = 0. Dette skyldes, at den stremning som vores projekt tager udgangs-
punkt i, foregér i nzerheden af en vaeg, nemlig bag en cylinder. Stremning ved
en vaeg er behandlet i Bakker [1991], Hartnack [1999b] og Hartnack [1999a].
I de to sidstnaevnte referencer tages der hejde for, at vaggen kan vzere buet,
og det vises, at denne frihed ikke har betydning for den lokale topologi. Det
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har altsa inéen betyaning for vores resultater, at vi lokalt beskriver den oplagt
buede cylinder med en lige vaeg.

Antagelsen om, at der er en veeg ved y = 0, giver anledning til nogle krav
pé& . Disse krav “kan ikke se” om vaesken er under eller over x-aksen. Man
kan altsd generere stremninger bdde under og over x-aksen ud fra en given
stremlinjefunktion, som opfylder kravene til, at der er en vaeg ved x-aksen.

Det skal understreges at over- og underside af vaeggen er fysisk fuldsteendigt
adskildt. I nogle situationer vil man imidlertid kunne behandle to forskellige
matematisk relaterede stremninger samtidigt ved at analysere begge sider af
vaeggen. I en sddan analyse er det vigtigt at bemeerke, at hvis et kritisk punkt
krydser x-aksen, svarer det til at antallet af kritiske punkter zendres i de to
halvplaner. Der forsvinder et kritisk punkt fra den ene halvplan, og der opstir
eti det andet. Dette er altsa en overgang fra en topologi til en anden.

Vi vil nu beskrive, hvilken betydning det har for stremlinjefunktionen, at der
er en vaeg i systemet.

Det er en standard randbetingelse i fluiddynamik, at vaesken ikke kan bevzege
sig langs med vaeggen helt inde ved vaeggen. Det skyldes, at vaeggen stér stille,
og at vaesken “klistrer” til veeggen. Dette kaldes “no slip” randbetingelsen.

Lad (u, v) veere hastighedsfeltet genereret af stremlinjefunktionen 1, da bety-
der no slip randbetingelsen at:

u(x,0)=0 (3.12)

Da u(0,0) = %'5(0, 0) = o1 giver det direkte at g3 = 0. Men da randbe-

tingelsen i ligning 3.1.2 giver at %‘g(x, 0) er en konstant som funktion af x fas
ogsd A :
o L
5‘;{@(0, 0) = ;1 =0.
Hastigheden vinkelret pd vaggen er ogsd nul. Det skyldes, at der ikke kan
stremme vaeske gennem vaeggen. Dette kaldes “no flux” randbetingelsen. Det
betyder '
v(x,0)=0
og dermed ogsd
ol
W(O'O) = ;o = 0.

Det betyder, at vi med randbetingelserne har reduceret stremfunktionen til fol-
gende.

K .
b= Y Py +0(k+3) (313)
i+7=0

De ferste led i det tilherende differentialligningssystem bliver derfor

(-5 (5 ) Q) row o
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Randbetingelserne betyder, at alle punkter langs med vaeggen er kritiske punk-
ter set ud fra den definition vi gav i afsnit 2.2.2. Ved veeggen er det imidlertid
ikke alle stagnationspunkterne, der topologisk set er lige interessante. Derfor
anvendes en skaerpet definition.

Ved at reparametrisere T med 7’ = a(7, x, y), hvor a = y7 fas felgende dyna-
miske system:

(-C2) W) Qron o

Hvis reparametriseringsfunktionen opfylder de krav, som vi kraever til en re-
parametriseringsfunktion i definition 2.2.3, eendrer systemets banekurver sig
ikke ved en sidan transformation. Det betyder, at stremningen for det tids-
reparametriserede system er topologisk akvivalent med stremningen for det
oprindelige system.

Den reparametriseringsfunktion som vi her har anvendt, opfylder oplagt! kra-
vene ndr y # 0. Bortset fra pd x-aksen er systemet i ligning 3.1.5 altsa topolo-
gisk aekvivalent med det oprindelige system (ligning 3.1.4).

Vi definerer nu et kritisk punkt ved vaggen, pd baggrund af dette system.

Definition 3.1.1 (Kritisk punkt ved vaggen)

Lad.et dynamisk system veere givet som i ligning 3.1.4. Lad x. = (x, 0) vaere et kritisk
punkt ifelge definition 2.2.5 for det tidsreparametriserede system i ligning 3.1.5. Da
kaldes x et kritisk punkt pd veeggen i det oprindelige system, ligning 3.1.4.

Den strukturelle stabilitet af disse kritiske punkter vil pa baggrund af aekviva-
lensen mellem de to systemer, afhzenge af deres stabilitet i det reparametrise-
rede system.

Udover at vi altid betragter situationer, hvor der er en vag, veelger vi altid
P2 = 0. Dette svarer til at flytte koordinatsystemet sddan, at det kritiske
punkt ligger i origo. Hvis ¥ 3 # 0 er det kritiske punkt ikke-degenereret. Det
betyder, at topologien af systemet er bestemt alene af de forsteordensled, der
er med i ligning 3.1.5.

Hyvis 1,2 = 0 og g 3 # 0kaldes det kritiske punkt simpelt degenereret. Hvis
1,2 = Pp,3 = 0 kaldes punktet ikke-simpelt degenereret. Punkterne kan end-
videre vare degenererede i forskellig grad (af forskellig orden) afhzengigt af
hvilke hejereordenskoefficienter, der er forskellige fra nul. I Hartnack [1999b]
og Hartnack [1999a] laves en generel analyse af simpelt degenererede kritiske
punkter ved en vaeg. Det vises blandt andet, at det er den ferste koefficient
af formen v >, som er forskellig fra nul, der bestemmer hvor degenereret et
simpelt kritisk punkt er.

Der findes kun en type strukturelt stabile kritiske punkter ved en vaeg. Den
stremningstopologi, som findes ved et sddant kritisk punkt er illustreret i figur

1Bemzerk dog at tidens retning vendes i tilfaldet y < 0.
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Figur 3.1 Ikke-degenereret kritisk punkt ved vaeg.

3.1. Det kan nemt findes at vinklen er givet ved tan8 = —‘I'U)—-;%. Der eksiste-
rer endvidere en simpel stabil global topologi ved en vaeg. Det er den sdkaldte
seperationsboble som ses pé figur 3.2. Stabiliteten af denne skyldes, at strem-
linjefunktionen antager den samme veerdi alle steder pd vaeggen.

Figur3.2 Seperationsboble.

3.1.2 Eksempel, forste del

Det eksempel, vi vil bruge som illustration i dette kapitel, er et simpelt dege-
nereret kritisk punkt i origo, hvor det yderligere kraeves, at ¢, ; # 0. Det er et
simpelt degenereret punkt af laveste orden, og behandlingen af det, er lavet pa
baggrund af Hartnack [1999b] og Hartnack [1999a].

I alt har vi alts& kravene g, = 1,2 = 0, Pg3 # 0 0g P22 # 0. Det vil sige, at
stremlinjefunktionen far formen.

P = Po3y° + Yoyt + P13xy° + o 22y + O(5). (3.1.6)

3.2 Normalformstransformation

Efter at stromlinjefunktionen og det dynamiske system er konstrueret ensker
vi, forud for analysen, at fa udtrykkene pa en simplere form. Dette gores ved
en koordianttransformation. Almindeligvis kaldes en sddan transformation for
en normalformstransformation, og den opnéede stremlinjefunktion og det dy-
namiske system kaldes normalformer. Der er ikke nogen preecis definition af en
normalform, og normalformen er ikke entydig, men med en normalform me-
nes en form der er sa enkel som mulig.

En koordinattransformation (h : R? <+ R?, hvor x = h~1(&) og & = h(x)) af

det dynamiske system (jvf. ligning 2.1.3) giver et dynamisk system i de trans-
formerede variable:
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éé (g—ﬁ x) oh~1(&) = (g_’; f) oh~1(&). | (32.1)

Det er selvfelgeligt vigtigt, at det dynamiske system i de transformerede va-
riable er topologisk akvivalent med det oprindelige system. Dette er automa-
tisk opfyldt, hvis koordinattransformationen er en homeomorfi. Dette resultat
er naturligvis ikke meget overraskende, men samtidigt er det ogsa meget cen-
tralt, og vi har derfor valgt at precisere det.

Satning 3.2.1 (Koordinattransformation giver topologisk akvivalens)

Lad det dynamiske system % = f(x) generere en stramning @(x, 7). Lad h vare en
homeomorfi, som definerer transformationen & = h(x), og den inverse transformation
x = h™Y(&). Det transformerede dynamiske system

i = (g_z. f> oh~1(£) = g(&) (322)

(hvor det sidste lighedstegn skal lzeses som en definition af g) genererer da en stromning
O(&, ) som er topologisk zkvivalent med ¢.

‘Bevis
ZEkvivalensen mellem de to stremninger er ensbetydende med

(71 (&),7) = BY(B(E,T)) . (32.3)
0
ho(h™Y(&),r) = O(E,). (324)

Vi viser derfor at h o p(h~1(&), 7) opfylder definitionsligningen for 8(£, 7).
dho (k! (£),7) 5 ( on|  de(hT(2),7) |
T=71 i =7,

dr ilgprg)m) O
oh
3= filp(n (&), T )))
; (ax,- o1(E)m) 1

il

2(5 0 ohe 7@, )

h-Vohop(h=1(£) 1)
= ghop(h (&), 7))

Hvor det nzestsidste lighedstegn folger af at anvende identiteten i formaf =1 o
h, to forskellige steder, og det sidste lighedstegn felger af definitionen pa g. O

3.2.1 Transformation af et Hamiltonsk system

Det afsnit bygger p4 Lautrup [1999], Goldstein [1972], Hartnack [1999b] og
Grimshaw [1990] og treekker pa en reekke standard resultater for Hamiltonske
systemer.
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I to dimensioner, hvor man som udgangspunkt har en stremlinjefunktion, er
det endvidere enskeligt, at det transformerede system ogséd har en stremlinje-
funktion. Transformationer, hvor dette er tilfeldet, kaldes kanonisk transfor-
mationer. Det kan vises, at der for en kanoniske transformation findes en ge-
nererende funktion, S, s& transformationen er givet ud fra denne. Der er fire
mulige grundtyper af genererende fumktioner, men vi benytter kun den hvor
transformationen h : RZ & R?, (h: (x,y) = (&, 1)) er defineret ved

_3s 3
'—ayl T’_aé’

hvor S : R x R?2 = R, (5(7,y,£)). Det kan desuden vises, at hvis S ikke er
eksplicit tidsathaengig? bliver det transformerede dynamiske system sarlig let
at opskrive:

(3.2.5)

_owohk™) . _ 3okl
ST T
Ud fra ligning 3.2.5 ses det at man direkte finde (x, n) som funktion af (y, £).

Man er naturligvis interesseret i at finder (x,y) som funktioner af (£, 1) og
omvendt. For at sikre at dette er muligt kraever man at

028
0&dy

(3.2.6)

(3.2.7)

(0,0)

Som genererende funktion kan benyttes enhver funktion som er to gange dif-
ferentiabel® og opfylder ovenstiende krav.

Kravet om at l I( # 0 medferer, at implicit funktionsseetningen giver, at

den ferste ligning i 3. 2 5 kan leses med hensyn til £ i en omegn af (0,0), og
at den fundne funktion er kontinuert. Herefter fis 1 ved at indseette udtrykket
for Z i anden ligning. Tilsvarende kan h~! konstrueres ved at starte med den
anden ligning i 3.2.5.

Transformationen og dens inverse eksisterer altsa i en omegn af (0,0), og de er
kontinuerte, siledes at den konstruerede transformation er en homeomorfi.

Det vigtigste resultat for det videre arbejde formuleres i felgende satning:

Satning 3.2.2 (Stremlinjefunktionen er bevaret ved en kanonisk transformation)
Lad et dynamisk system vaere givet som i ligning 2.1.4 (hvor n = 1) og lad h : R? «

R? vaere en tidsuafhaengig kanonisk transformation, da er det transformerede dynami-

ske system givet ved ligning 3.2.6.

Dette standard resultat bevises f.eks i Grimshaw [1990] og Goldstein [1972].

Da vi i det felgende altid benytter tidsuafthzengige kanoniske transformationer,
vil vi lade tidsuafhaengigheden vaere underforstaet, og blot kalde dem kanoni-
ske transformationer.

27 i vores notation.
31 praksis vil vi kraeve, at § er C¥, hvor k er tilstraekkelig stor til, at vi kan rackkeudvikle S, h~1
og h til den orden vi har behov for.
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3.2.2 Eksempel, anden del

I eksemplet behandler vi en stremlinjefunktion af formen:

Y = Po3y° + Yoay* + Y1,3xy° + o222y + O(5). (3.2.8)

For at konstruere en kanonisk normalformstransformation indferes en generel
genererende funktion:

S=&y+ so,3y3 +512¢ y2 + 52,1:52_1/ + 33,053 (3.29)

Denne genererende funktion opfylder oplagt kravet om at veere to gange diffe-

. 32 s . N . . .
rentiabel samt |3337 (00) # 0, uafthaengigt af veerdierne pa koefficienterne s; ;.
Ved brug af ligning 3.2.5 fas:

= &4+3503y° 425128 Y+ 52,182 (3.2.10a)
= Y4512y +25218 Y+ 353,082 (3.2.10b)

Den nederste ligning loses til anden orden med hensyn til y, og resultat ind-
seettes i den averste ligning. Resultatet? bliver

y = n—s1om° —2s21En— 353,082 + O(3), (3.2.11a)
x = E+3s037° +25126n+521E2 + O(3). (3.2.11b)

Det er tilstraekkeligt at regne til anden orden, selvom vi ensker stremlinjefunk-
tionen bestemt til fjerde orden fordi, der ikke er nulteordensled i udtrykkene
for (x, y), og fordi den laveste orden i stremlinjefunktionen er tredje orden. Nar
udtrykkene for (x, y) indsaettes i stremlinjefunktionen, ligning 3.2.8, fas:

Vo= Poan’ +(—9%0sss0+ Y22) nPE + (3:2.12)
($1,3 — 60,352,1) & + (30,3512 + Yo 4) 1* + O(5).
Denne stremlinjefunktion giver et system, som er topologisk akvivalent med

det oprindelige uafheengigt af, hvordan koefficienterne s; ; vaelges. For at opna
en simpel stremlinjefunktion veelges koefficienterne s; ; pa folgende méde;

s30=503=0, s12= 315)1?(;43, 521 = 611)11)—1(;33' (3.2.13)

Valget af 539 = 0 skyldes, at det er nedvendigt for at bibeholde veeggen langs
&-aksen (jvf. ligning 3.2.11a). Valget af sg 3 = 0 er uden betydning, da sg 3 ikke
indgér i stremlinjefunktionen, (ligning 3.2.12). s1 ; og 55,1 er valgt sadan, at to
af ledene i stromlinjefunktionen gér ud. Ved indszettelse i ligning 3.2.12, fas
stremlinjefunktionen:

Y = Poan’ + 1y anPER + O(5). (3.2.14)
4Resultat ser lidt anderledes ud i Hartnack [1999b}, fordi indiceringen er forskellig.
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Bemzerk at de eneste Taylorkoefficienter som indgér, er dem som per antagelse
er forskellige fra nul. Det er en grundleeggende forudszetning for at lave trans-
formationen at g3 # 0 (1,3 indgér i nevnerne i ligning 3.2.13). Dette krav
er opfyldt, fordi det antages at det degenererede punkt er simpelt degenereret.
For ikke-simpelt degenererede kritiske punkter er det nodvendigt at anvende
en anden transformation. Hvis y, » = 0 ville det vaere nedvendigt at medtage
led af hejere orden for at bestemune topologien af stremningen, og stremningen
ville veere degenereret af hajere orden.

I og med at det antages, at P » # 0 kan stremlinjefunktion geres en lille smule
paenere ved at dividere hejresiden med g 3, samt at skalere &:

|$o 3|

& — 4| —=¢. 3.2.15
(12,2 ( )
Dette giver
Y = 1P+l +0(5) (3.2.16)
hvor
Pg3 Po3
=1for —=>00g0=-1for—= <0. 3.2.17
¢ r P22 °8 © P22 ( )

De afsluttende operationer er ikke kanoniske transformationer, men svarer ialt
til en reparametrisering af det dynamiske system T — (1[;0131 /2211y ) T.

For at opnd en normalform, svarende til den som findes i Hartnack [1999b]
skaleres T endeligt med o, hvilket giver felgende endelige resultat

Y = o +n*&2+0(5) (3:2.18)

Analysen af stramningen i neerheden af det degenererede kritiske punkt i origo
laves pd baggrund af den trunkerede normalform,

Y = o+l (3.2.19)

Det ses, at der er to varianter af den stemning vi betragter, afhaengigt af forteg-
net pa o. Imidlertid giver spejlingen 1 — —n den samme stremning som fés
ved at @endre fortegn pa . Det vil altsd sige, at effekten af at zendre fortegn pa
sigma blot er, at stremningen under £-aksen findes over £-aksen og omvendt.
Vi behandler derfor kun tilfeeldet ¢ = —1.

Stremlinjerne ligger som tidligere skrevet pé& sekvi-kurver for stremlinjefunk-
tionen, og specielt har stramlinjefunktionen pa seperatricer samme vzerdi, som
i det kritiske punkt de gar imod. P4 vaeggen er stremlinjefunktionen altid nul.
Seperatricerne findes derfor som de kurver, hvor stremlinjefunktionen er nul
samtidig med, at de ikke er pa vaeggen, det vil sige p = 0 ogn # 0.
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Af den trunkerede stremlinjefunktion 3.2.19 ses, at seperatricerne er bestemt
“ved

= —o&2 forn #0. (3.2.20)

Det vil sige, at der er to seperatricer, der medes i det kritiske punkt pa veeggen,
og som tilsammen danner en parabel.

Stremningstopologien er illustreret i figur 3.3. Seperatricerne for ¢ = —1 ses
over £-aksen. Der er ingen seperatricer under &-aksen.

Figur 3.3 Simpelt degenereret kritisk punkt ved vaeggen, samt seperatricer.

3.3 Kodimension og udfoldning

For at konstruere en udfoldning af en given degenereret stremning indferer
vi smé parametre istedet for de Taylorkoefficienter som skulle veere nul for at
opné den degenererede situation. Samtidig beholder vi tidligere krav om, at

“nogle bestemte koefficienter skal vaere forskellige fra nul. S&fremt de led der er
af hojere orden ikke har betydning vil den hermed opnaede udfoldning vaere
versal per konstruktion. Vi vender, i afsnit 3.4, tilbage til hvorvidt hejereorden-
sledene faktisk er uden betydning. I dette afsnit vil vi illustrere, hvordan man
med en normalformstransformation kan mindske antallet af parametre og ana-
lysere den opnéede udfoldning.

3.3.1 Eksempél, tredje del

Vi tager igen udgangspunkt i stremlinjefunktionen i ligning 3.2.8, men indferer
to led i stremlinjefunktionen ved at lade Pp,2 og P12 veere to sma’ parametre
istedet for at kraeve de er nul.

Yo2 = €02, P12 =¢€12. (3.3.1)

De koefficienter som var nul p4 grund af veeggen skal imidlertid stadig veere
nul. Man kan séledes sige, at udfoldningen konstrueres under den bibetingelse,
at vaeggen vedbliver at veere der. Det giver folgende stremlinjefunktion

¥ = £0.2m° + £1260° + Wo,3y° + Yo ay® + Y1,3xy° + Py 2x2y% + O(5). (3.3.2)

Med sma menes blot, at parametervardierne ligger i en omegn af 0.
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Der konstrueres nu en parameterafhaengig kanonisk transformation med hen-
blik p4 at finde en normalform. Dette geres i princippet p samme méade som
vi beskrev det i afsnit 3.2.2. Da vi ogsa beskriver den tilsvarende procedure i
afsnit 6.3 og 6.4, hvor den udfoldning, vi har arbejdet med behandles, vil vi her
gore det ganske kort. Flere detaljer findes i Hartnack [199%a].

Der benyttes en genererende funktion af felgende form:

S=yt+ Y sijxllylel e, (3:33)
i+j+k+1=3

Der differentieres og leses for x og y til anden ordeni &, 1, €92 0g £1,2, og de
opnéede udtryk for x og y indseettes i stremlinjefunktionen. Koefficienterne,
8i,j k1 veelges sddan, at x-aksen sendes i £-aksen, og sidan at flest mulige led i
stremlinjefunktionen gar ud. Herefter laves en translation langs &-aksen, hvil-
ket oplagt er uden betydning for topologien. Systemet reparametriseres ende-
lig pa praecis samme made som systemet i afsnit 3.2.2. Resultatet er folgende
normalform

Y = coant +on’+17E2 +0(5), (334)

hvor cg ; er en transformeret udfoldningsparameter, og hvor O(5) nu refererer
til led der er af femte orden eller hgjere i &, 1, £g 2 og €12 tilsammen.

I Hartnack [1999b] og Brens [2001] er det den gennemgdende fremgangsméde
at betragte raekkeudviklingen i, og restledene fra, &, 11 og £ samlet. Denne me-
tode fungerer imidlertid ikke for udfoldningen af den degenererede stremning
vi har behandlet (se afsnit 6.4), og vi vil derfor kort forklare hvordan restledet
ser ud nér & og n og ¢ betragtes hver for sig. O(5)-ledene i ligning 3.3.4 inde-
holder, blandt andet, led af tredje og lavere orden, i £ og 1 (ligesom de led der
blev tilfgjet ved konstruktionen af udfoldningen i ligning 3.3.2), men disse led
vil mindst® vare af anden orden i £. O(5)-ledene indeholder ogsa led af ferste
orden i ¢, men disse led vil mindst vere af fierde orden i £ og 7. De led der
ses bort fra ved at fjerne O(5)-ledene er alts4 enten af anden orden eller der-
over i ¢ eller af hgjere orden i £ og 11 end de led der tilfojes i forbindelse med
konstruktionen af udfoldningen.

Det trunkerede system, som fis ved at fieme O(5)-ledene, har formen:
¥ = coam+onr+nrE, (33.5)

og det er denne normalform, som anvendes nar stremningen analyseres. Be-
meerk at normalformen reducerer til normalformen for det degenererede sy-
stem for ¢y, = 0. Valget af normalformstransformation afger som tidligere
neevnt formen af normalformen. Det skal imidlertid altid veere sidan, at nir
udfoldningsparameteren er nul er stremningen den samme som den degene-
rerede stremning (jvf. definition 2.4.5). I praksis er det naturligvis hensigts-
maessigt at konstruere normalformstransformationen af udfoldningen siledes,
at den indeholder normalformen af det degenererede system.

SNaturligvis vil deres orden i ¢ mindst vaere tre, hvis man specielt betragter andenordensled i £
og 1 og sé fremdeles.
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Det dynamiske system er efter skalering af T med T — 17 givet ved

30n+ 2cp2 + 282 (3.3.6)
—2né. (3.3.7)
Som ved den degenererede stremning betragtes alene situationen o = —1, da

~ det modsatte tilfeelde fas ved at betragte stremningen under £-aksen.

Kritiske punkter i veaesken findes ved at antage 11 # 0, og satte (£,7) = (0,0).
Der findes et kritiske punkt i vaesken for bade cy» < 0 og cp > 0. Det ligger i:

(&)= (O, %%,2) : (3.3.§)

Typen af dette punkt afgeres ved, at bestemme fortegnet p& Jacobidetermi-
nanten evalueret i det kritiske punkt (jvf. seetning 2.3.1). Punktet er en saddel
for cg 2 > 0 og et center for ¢y, < 0.

For cg 2 < 0 er der to kritiske punkter pé veeggen (n = 0) i position.eme

(& 1) = (£/—c0,2,0) (3.3.9)

mens der for ¢p ; > 0 ikke eksisterer kritiske punkter p& vaeggen.

Slutteligt fokuserer vi pa de seperatricer, der er i kontakt med kritiske punkter
pé vaeggen. De findes som i afsnit 3.2.2 som stremlinjefunktionens nulkurver
veek fra veeggen. De ses umiddelbart at vaere givet ved

n=¢& +cop, (3.3.10)

hvilket svarer til, at den parabel seperatricerne for den degenererede strom-
ning danner, er blevet parallelforskudt op eller ned alt efter fortegnet pa cg ».
For ¢ > < 0, forskydes parablen nedaf og seperatricer krydser derfor é-aksen
to forskellige steder; i de to kritiske punkter p& vaeggen. Bemzerk at i stremnin-
gen under £-aksen er der en separationsboble (jvf afsnit 2.5), da der er to kriti-
ske punkter som er forbundet via en seperatrice. Denne forbindelse er struktu-
relt stabil, fordi stremlinjefunktionen automatisk har samme vzerdi i to kritiske
punkter pa veeggen. ’

For cg» > 0 forskydes parablen opad. Den er (per konstrukton) stadig en nul-
kurve for stremlinjefunktionen, men den bestdr ikke laengere af seperatricer,
fordi kurven ikke leengere er i kontakt med de kritiske punkter pa vaggen
(eller med andre kritiske punkter).

Udfoldningsdiagrammet ses i figur 3.4. Da der kun er en parameter i udfold-
ningen, er de omréader, hvor der findes strukturelt stabile stremninger (jvf. af-
snit 2.4.3), linjestykker. Linjestykkerne er adskildt af origo, som jo er den para-
metervaerdi, der svarer til den degenererede stromning.
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cpp < 0 Co2 = 0 €2 > 0

Figur 3.4 Enparaméfer—udfoldningen af simpelt kritisk punkt ved vaeg. Den stiplede
kurve i figuren til hejre er ikke en seperatrice, men blot en nulkurve for stremlinjefunk-
tionen.

3.3.2 Kommentar angiende kodimension

Parametre.der “forsvinder” pd grund af en normalformstransformation er
uden betydning, og den transformerede udfoldning vil stadig veere versal. Vi
benytter ikke noget teoretisk resultat til at godtgere, at den transformerede ud-
foldning er miniversal. I eksemplet ovenfor, er det oplagt, at udfoldningen er
miniversal og at kodimensionen faktisk er én da de stremningstopologier, som
indeholdes i udfoldningen ikke kan findes med nul parametre.

3.4 Resultaternes gyldighed

I analysen af s&vel den degenererede stremning som af udfoldningen ses der
bort fra hejereordensled i Taylorraekken for stremlinjefunktionen. Det er ikke
trivielt at vise, at denne trunkering af Taylorraekken ikke fjerner vaesentlige
egenskaber ved den degenererede stremning, specielt er det svaert at vise at
udfoldningen bliver fuldstaendig. Spergsmalet er ikke behandlet i den littera-
tur vi har leest, og det er udenfor dette projekts ramme at behandle det generelt.
Istedet vil vi, med udgangspunkt i det eksempel, vi har brugt i dette kapitel,
diskutere hvordan vi forstir betydningen af trunkeringen. Specielt vil vi leegge
vaegt pa, at det er teoriens lokale karakter, der gor en analyse pd baggrund af de
trunkerede systemer meningsfuld . Det er ikke muligt at udtale sig om globale
egenskaber pd baggrund af en trunkeret Taylorraekke.

For det ferste er alle stremninger vi omtaler som aekvivalente kun ackvivalente
i en omegn af origo. I eksemplet anden del (afsnit 3.2.2) sa vi, at seperatricerne
for det trunkerede system var parabler. Det kan vises at, hvis man betragter det
fulde system bliver seperatricerne givet ved

N =&+ k3&> + ket + O(5), (3.4.1)

hvor k;’erne kan veere forskellige fra nul, men ikke nedvendigvis er det, og
deres veerdi afhaenger af formen pé de hejereordensled, der er indeholdt i .
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For bdde det trunkerede og det fulde system er der et kritisk punkt i origo,
hvorfra der udgar to seperatricer. For begge systemer geelder, at den kurve se-
peratricerne danner har ferste afledte (evalueret i det kritiske punkt) som er
nul, og anden afledte forskellige fra nul. Det ses altsd at i en omegn af det kri-
tiske punkt har de to kurver, dannet af seperatricerne, de samme kvalitative
egenskaber. De hejereordensled har altsa ikke betydning for den lokale topo-
logi omkring origo. Vaek fra origo er situationen imidlertid en anden. I det
fulde system kan der veere kritiske punkter, som ikke findes i det trunkerede
system. I figur 3.4 er seperatricerne for det trunkerede system illustrerede sam-
men med et eksempel p&, hvordan seperatricerne for det fulde system kunne
se ud.

Figur 3.5 Seperatrice for det degenererede trunkerede system og et eksempel p3,
hvordan seperatricerne kunne se ud nir systemet ikke er trunkeret.

Ud over at resultaterne er lokale i (&, n)-planet er de ogsé lokale i parameter-
rummet. Det vil sige, at det kun er i en omegn af origo i parameterrummet, at
de stremninger som findes eksisterer, ligesom det kun er i en omegn af origo i
parameterrummet, at udfoldningen er versal.

I afsnit 3.3.1 beskrev vi, at udfoldningsparameteren c;’s éffekt er at saenke el-
ler haeve seperatrice-parablen. Hvis man betragter figur 3.4, kan man forestille
sig, hvordan det lokalt ved.origo vil have samme effekt, at seenke eller have
seperatrice-kurven lidt, for henholdsvis det trunkerede og det fulde system.
Hvis man heever eller saenke seperatrice-kurverne meget, hvilket svarer til at
bevaege sig langt vaek fra origo i parameterrummet, vil stremningen kunne se
helt forskellig ud for henholdsvis det trunkerede og det fulde system, selvom
- man er teet pé origo i (£, n)-planet.

I udfoldningen af det fulde system vil udtrykket for seperatricen (svarende til
ligning 3.4.1, men nu i en version med udfoldningsparametre) ogsa kunne f4 et
parameterafhaengigt fersteordensled (i &). Dette led vil zendre formen af sepe-
ratricen, ndr udfoldningsparametrene aendres. Dette led vil imidlertid mindst
afhzenge kvadratisk af udfoldningsparametrene. Da nulteordensledet (i &) er et
forsteordensled i udfoldningsparametrene, vil de topologier som opstar ved at
endre pa udfoldningsparameterene fortsat veere de samme, blot man begraen-
ser sig til tilstraekkelig sm& udfoldningsparametre.

De omegne omkring origo i henholdsvis udfoldningsparameterrummet og
(£, m)-planet, hvor de resultater som findes pa baggrund af det trunkerede sy-
stem, geelder for det fulde system, afheenger af, hvordan ledene i det fulde
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system ser ud. Det eneste man 7genere1t kan sigewer, at sekvivalensen melleﬁ\
det trunkerede og det fulde system kun kan gzlde i en omegn omkring origo.

I det videre arbejde vil vi fokusere p4, at alt hvad vi finder findes i en vil-
karlig lille omegn af origo. Det vil sige, at alle linjer og planer i udfoldnings-
diagrammet skal indeholde origo. Ligeledes skal positionen af alle interes-
sante elementer i stremningen beveege sig ind mod origo i (&, n)-planet nir
parameter-vektoren gr mod origo i parameterrummet.




4 Hopfbifurkation

Som beskrevet i indledningen, er der ved et givent Reynoldstal (ca. 42) en over-
gang fra stationaer til periodisk stremning, bag en cylinder. Denne type over-
gange (bifurkationer) kan blandt andet ske ved en sdkaldt Hopfbifurkation.

Formaélet med dette projekt, er at undersegge om det har nogen betydning for de-
mulige stremlinje topologier, hvis der er en Hopfbifurkation i en vaeskestrom-
ning. Derfor vil vi give en gennemgang af, hvad en Hopfbifurkation er, samt
beskrive en metode, der udtaler sig om, hvordan en farsteordens- eller i prin-
cippet hojereordensapproksimation til den periodiske lesning ser ud.

Kapitlet er lavet med udgangspunkt i Grimshaw [1990], Marsden & McCracker
[1976], Iooss & Joseph [1980] og Iooss & Adelmeyer [1992].

4.1 Hopfbifurkation for ODE systemer

. Teorien for Hopfbifurkationer har sit udspring i teorien for ordinzere differen-
tialligningssystemer, og det er ogsd i denne ramme, at det er lettest at forst4,
hvad der foregér.

Udgangspunktet er et parameterathsengigt ordineert differentialligningssy-
stem (% = f(x;u)) hvor p € R, og hvor x € R",n > 2, med et kritisk punkt i
x = 0. Generelt kan positionen af det kritiske punkt afhzenge af parameteren,
men ved en parameterathangig translation af systemet kan det bringes til at

ligge i origo for alle parameterveerdier. '

Hvis f € C? kan man, som vi for har udnyttet, skrive systemet pa folgende
form

%= A(p)x + N(x; 1) (4.1.1)

hvor A er Jacobimatricen for f evalueretix = 0,0g N er O(2) i x. Fra teorien for
ordinzere differentialligninger vides det, at stabiliteten! af det kritiske punkt i
de fleste situationer er bestemt af egenvzaerdierne for A(u). Hvis alle egenvaer-
dier har en realdel, som er skarpt mindre end nul, vil punktet vaere asymptotisk
stabilt. Hvis blot en egenvaerdi har en realdel, som er skarpt sterre end nul er

1Bemzaerk at den stabilitet som der her tales om, ikke har noget at gore med den strukturelle
stabilitet som blev diskuteret i forrige kapitel. Det er her det normale stabilitetsbegreb fra teorien
for ordinzre differentialligninger, hvor man skelner mellem stabile, asymptotisk stabile og fraste-
dende (ustabile) kritiske punkter.

35
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punktet ustabilt. Hvis der findes egenvaérdier med realdel nul, og der ikke er
nogen egenvzrdier med positiv realdel, kan stabiliteten af det kritiske punkt
ikke bestemmes fra den linezere del. ’

Hvis et szt af kompleks konjugerede egenvaerdier for A,
(Aw), A* (1) = (i) +iB(m), a(p) — iB()),

ved p = g har den egenskab at a(pp) = 0 ,%—’Qhuo > 00g B(ug) # 0, (altsd at
de som funktion af u krydser den imaginzere aﬁse fra hejre ved yy), og det sam-
tidig geelder, at de resterende egenvaerdier har negativ realdel i en omegn af iy,
vil den stationzere losning vaere stabil for u < pg og ustabil for u > py. Hopfs
setning siger, at der samtidig med dette skift i stabilitet opstar en tiltraeekkende
periodisk lasning i neerheden af den stationzere losning. Denne form for bifur-
kation kaldes en Hopfbifurkation. Der opstér ogsé en bifurkation, hvis realde-
len af egenvardierne krydser den imaginaere akse fra hejre mod venstre, men
det vi ensker at betragte er den situation, hvor den periodiske losning, som
opstar, er stabil.

Pa figur 4.1 ses en illustration af en Hopfbifurkation for et todimensionelt dy-
namisk system. Illustrationen er meningsfuld i almindelighed, fordi Hopfbi-
furkationen essentielt er todimensionel.

yll

lrt

Figur 4.1 Ilustration af Hopfbifurkation. Den fuldtoptrukne linje langs p-aksen
illustrerer den stabile stationzere losning for Hopfbifurkationen. Den stiplede linje viser
den ustabile stationzre lasning efter Hopfbifurkationen. Den liggende paraboloide
illustrerer den periodiske losning, som vokser frem efter bifurkationen. Ved Poincaré-
Lindstedt reekkeudvikling af ordinzere differentialligningssystemer kan det generelt
vises, at radius af den periodiske lgsning vokser med /it — yg.

4.2 Generalisering af Hopfbifurkation

I dette afsnit ser vi pa et generelt parameteratheengigt partielt differentiallig-
ningssystem, som er af ferste orden i tiden,

?”_(a"iﬁ = F(u)o(x, 1) @2.1)
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hvor F(u) er en parameterafhaengig operator?, som virker pa v(x, t), og hvor
systemet er defineret pa et givent domane med passende kendte (evt. parame-
teraftheengige) randbetingelser. I nogle tilfzelde kan man generalisere resultater
fra teorien for ordinzre differentialligninger, til denne situation.

v tilherer et funktionsrum. I vores konkrete tilfzelde er o i rummet af todimen-
sionelle divergensfrie vektorfelter, som er defineret pé et givent domzne og
opfylder de rigtige randbetingelser. Den partielle differentialligning, generere
nu p4 samme mdde som et ordinzert differentialligningssystem en banekurve,
hvis man har en given begyndelsesbetingelse vy. Her er banekurven blot i det
relevante funktionsrum. '

Et punkt v, siges, at veere et kritisk punkt, hvis F(u)v, = 0. Det vil sige, at de
stationzere lesninger til differentialligningen, er de kritiske punkter.

Tilsvarende kan man tale om den linezere del af en operator, og dennes egen-
veerdier. Man kan generelt ikke veere sikker pd at egenveerdierne findes som
en diskret meengde. Det vil blandt andet afhaenge af hvilket domaene differen-
tialligningerne er defineret pa, og typen af randbetingelseer. Vi vil imidlertid
antage, at vi har en situation, hvor egenvaerdierne er en diskret meengde.

Der gaelder nu en saetning om stabilitet af et kritisk punkt, som er analog til den

" i forrige afsnit beskrevne teori for ordinzere differentialligningssystemer. Alts4 '
at stabiliteten af et kritisk punkt er bestemt af egenveerdierne til den linesere del
af operatoren F, hvis alle egenvaerdier har negativ realdel, eller hvis der findes
mindst en egenverdi med positiv realdel. Miden den linezere del styrer pa er
ogsa den samme som for ordinzre differentialligningssystemer. [Marsden &
McCracker, 1976, s. 6 og 7]

Nar den partielle differentialligning er parameterafhaengig, vil dels positionen
af de kritiske punkter og dels deres stabilitet oplagt blive afheengig af para-
meteren. Det giver derfor mening at tale om bifurkationsteori for partielle dif-
ferentialligninger. Dette er der flere, som har arbejdet med (se f.eks Marsden
& McCracker [1976]), men specielt har G. Iooss arbejdet med dette problem i
forbindelse med Navier-Stokes ligning. Under passende betingelser (her un-
der den klassiske Hopf-antagelse om at to egenvaerdier krydser den imagi-
nzre akse, og alle andre egenveerdier har negativ realdel) far han et resultat
som svarer til Hopfbifurkationen for ODE-systemer. Det vil sige, at det kriti-
ske punkt skifter stabilitet, og at der opstar en periodisk lesning i neerheden af
dette [Marsden & McCracker, 1976, kapitel 9A], [Iooss & Joseph, 1980].

Hvis man betragter den fysiske bifurkation som sker i vaeskestremningen om-
kring en cylinder, svarer den til det man ser ved en Hopfbifurkation. En statio-
neer stabil lesning holder op med at vaere stabil samtidig med at der opstér en
periodisk lesning som er tiltreekkende3.

I det resterende af denne rapport vil vi undersege, hvilke konsekvenser det
har for topologierne i en stramning, hvis det antages, at der sker en Hopf-

2Indeholder f.eks differentiation med hensyn til sted.
3Stabiliteten af losningerne i det fysiske system kendes, fordi man aldrig kan observere en usta-
bil stationzer lasning eller en frastedende periodisk lesning over en langere tidsperiode.
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bifurkation i lﬂsnmgen il Navier-Stokes ligning. Som case vil vi specielt se
p4 stremningen bag en cylinder, der som tidligere omtalt ofte bliver beskrevet
som et eksempel pa en Hopfbifurkation.

Vi vil ikke tage stilling til, om vi rent faktisk har en situation, hvor resultaterne
kan anvendes eller om der virkelig er tale om en Hopfbirfukation.

4.3 Poincaré-Lindstedt raekker

I dette afsnit ger vi rede for en metode, hvor den periodiske lesning efter en
Hopfbifurkation kan bestemmes som en funktionsrackke.

Metoden hedder Poincaré-Lindstedt reekkeudvikling, og den minder meget
om den metode som Hopf benyttede i sit originale bevis (se kapitel 5 i Marsden
& McCracker [1976]). Poincaré-Lindstedt reekkeudvikling er altsd en metode,
der oprindeligt er udviklet i teorien for ordinzere differentialligninger.

Vi antager, at vi kan overfere Poincaré-Lindstedt raekkeudvikling til partielle
differentialligninger, specielt Navier-Stokes ligningen, defineret p4 et passende
domeene med randbetingelser. Poincaré-Lindstedt reekkeudviklingsmetoden
er ogsa benyttet pa generelle systemer af Iooss og Joseph [Iooss & Joseph, 1980,
Kapittel VIIL.3], og en metode af denne type anvendes af G. Iooss i hans arbejde
omkring Hopfbifurkationer i lasninger til Navier-Stokes ligning [Marsden &
McCracker, 1976, kapitel 9A].

43.1 Antagelser

Som udgangspunkt betragtes et system som i ligning 4.2.1, alts& en parameter-
afhaengig partiel differentialligning, som er af ferste orden i tiden, og som er
defineret pa et domaene med passende randbetingelser.

Det er en nedvendig betingelse for vores anvendelse af Poincaré-Lindstedt
raekkeudvikling i praksis, at den linezre del kan opskrives eksplicit. I starten
af neeste kapitel vi vi godtgere at Navier-Stokes ligning anvendt p4 en pertur-
bation i forhold til en stationzer lesning, kan skrives pé felgende form:

dov(x, t)

prat L(u)o(x,t) + N(v(x, t),v(x,t)) (4.3.1)

hvor L(u) er en parameterafhangig linezer del og N(-, -) er en parameteruaf-
haengig bilinezer del. Vi begreenser os derfor til systemer af denne form.

Det antages at 9(x, t) = 0 er den stationaere losning, som er interessant at be-
tragte. Hvis dette ikke er tilfeeldet, men den interessante stationzre losning er

4Generelt skal ledene i operatoren vzre bestemt til samme orden, som de led i Poincaré-
Lindstedt reekken man ensker at udtale sig om.
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givet for alle p, vg(p), kan dette som for bemeerket opnds ved en translation:
v’(x,t) = v(x,t) — vo(1). Denne translation® vil pavirke L(u), N(v) og rand-
betingelserne, og siledes er det ikke det oprindelige system vi betragter, men
netop differentialligningen og randbetingelserne for en perturbation i forhold
til den faktiske stationzre losning vg(u).

Endelig antages det, at der er en Hopfbifurkation ved p = pg. Det betyder
blandt andet, at et par af kompleks konjugerede egenvaerdier (A(u), A*(u)),
med A = a(u) + iB(u) for L(u), krydser den imagineere akse (A(pg) = iBg)
mens alle andre egenveerdier har negativ realdel.

4.3.2 Raekkeudviklingen

Né&r man benytter Poincaré-Lindstedt metoden raekkeudvikler man de rele-
vante sterrelser i en ny parameter ¢.

Da perioden af den periodiske losning afheenger af bifurkationsparameteren,
defineres som det forste en ny skaleret tid, siledes at de periodiske lesninger
far perioden 277 i den skalerede tid, 6:

2m
6= m = 0=w(u)t 43.2)

hvor w er vinkelfrekvensen for den periodiske losning, og T( u) er den para-
meterafheengige periodetid.

Vi definerer v(x, ) = v(x, t(0)) og far siledes

0v(x,0) _ dv(x,t(9)) _ dv(x,t) ot

(4.3.3)

Ved brug af ligning 4.3.1 og 4.3.2, fas

Bv(x 0) _ dvu(x,t)
a6 ot t=1(6)

= L(u)v(x,0) + N(v(x,6),v(x,0)). (43.4)

Bifurkationsparameteren, p, reekkeudvikles nu i den nye parameter ¢, siledes
at ¢ = 0 svarer til bifurkationspunktet. Det betyder at nulteordensledet netop
er p-veerdien ved bifurkationen, pg:

W= g+ e+ poe® + ... (4.3.5)

Dermed bliver ogsé w(u) og lesningerne til differentialligningen v(x, 8) funk-
tioner af ¢. Disse raekkeudvikles ogsd i €

v(x,0) = v1(x,0)e + vy(x,0)e* + ... (4.3.6)

W = wg+ WiE + wre® + ... 4.3.7)

SBemark at translationen generelt ogsd vil gere N afhaengig af u, selvom den ikke var det i ud-
gangspunktet. For Navier-Stokes bliver den ikke-linezre del imidlertid ikke parameter afhangig
ved denne translation.
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og det kraeves at o, er 27r—perio&isk for alle 1, samt at de ligger i samme funk-
tionsrum som .

Reekken for v(x, 6) har intet nulteordensled, fordi ved ¢ = u = 0 er vi ved den
stationeere lesning 0. De tre raekker i ¢ kan nu indszettes i differentialligningen
(ligning 4.3.4). Den hermed opndede ligning skal gaelde i hver enkel ordeni ¢,
og ved at sortere efter orden i ¢ opnés en differentialligning for hver enkel led i
raekkerne for v(x, 8). Der er intet nulteordensled i raekken, s& den forste hgnmg
stammer fra forsteordensledene i ¢, og er en ligning for v1:

woa—v—l%e—) = L(ug)v1(x,0) (4.3.8)

Fra andenordensledene f&r man:

wp dva a(z, 8) +awr dvq a(;, 0) _
L(“O)vZ(xl 9) + L(“’l)vl (x/ 9) + N("Dl (x, e)l '01(x, 6)) 439

Som det ses er ligningen for forsteordensledet direkte det lineariserede pro-
blem for den oprindelige differentialligning. Andenordensledet er tilsvarende
en forsteordens linezr ligning, men det er en inhomogen ligning, hvor det
inhomogene led afhanger af lasningen fra fersteordensledet. Denne struktur
fortseetter, hvis man beregner led af hgjere orden. P4 denne méde fir man det
ikke-linezere problem oversat til at lese en raekke af inhomogene lineare lig-
ninger.

Generelt kraeves det, som for sagt, at v,(x, 6) er 271 periodisk. Dette krav resul-
terer i krav pd wy, og ps. Det er denne type krav som ger det muligt at vise at
£ /U —uy.

43.3 Detlineariserede problem

Ligning 4.3.8 forteeller os at forsteordensledet i raekken for den periodiske los-
ning skal opfylde det lineariserede problem med i = . Desuden skal forste-
ordensledet vaere 27t periodisk i 6. I dette afsnit opskriver vi operationelle ge-
nerelle krav pa fersteordensledet pa baggrund af disse to forudseetninger. Det
er disse krav vi i neaeste kapitel anvender, nar vi underseger Hopfbifurkatio-
nens betydning for topologien af stremningerne.

Da ligning 4.3.8 er linezer i bade tid og sted, er det oplagt at lede efter losninger
som separerer i tid og sted, altsa lesninger af formen v1(x, 8) = f(8)v1(x). Ved
at indseette i ligning 4.3.8 og separere fis

%(992 v£(6) (4.3.10)
L(pg)vi(x) = ywoovi(x) (4.3.11)

hvor y er separationskonstanten.
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Den tidslige del har lesningen f(8) = €??. Det ses endvidere, at ywy skal vare
en egenveerdi for den linezere operator ved u = g, og at lesningerne til den
stedslige ligning er de tilherende egenfunktioner.

Da vi kun er interesserede i 271-periodiske losninger ma de segte losninger
veere linearkombinationer af funktioner p& formen

%1 (x), e Ov}(x) (4.3.12)

hvor v1(x) nu er et komplekst vektorfelt. Det betyder, at for de enskede los-
ninger er ¥ = =i. De interessante egenvardier for den linezere del, L(yg), er
ywy = tiwg, ogda vived, at wy er reel®, er det de rent imaginzere egenveerdier,
som er relevante. Det vil sige, at det netop er de to egenveerdier, som folger af
antagelsen om, at der er en Hopfbifurkation (se afsnit 4.3.1). Man finder alts&
atiwgy = A(uy), hvilket vil sige at wy = Bo. '

Indszettes 8 >~ wyt = Byt fas endelig, at forsteordensapproksimationen til den
periodiske lesning naer Hopffbifurkationen har formen:

v(x, t) ~ vo(x) + £(e'Potvy (x) + e~ ot (x)) (4.3.13)
hvor v (x) opfylder ligning
L(uo)v1(x) = iBov1(x) (4.3.19)

og hvor vy(x) er den stationzere losning som Hopfbifurkerer.

Vi vil som sagt udnytte disse krav i nzeste kapitel.

6Den er en koeficient i raekken for vinkelfrekvensen, ligning 4.3.7.




5 Hopfbifurkation og topologi

I kapitel 2 og 3 praesenterede vi den topologiske fluidmekanik i to dimensioner,
og forklarede, hvordan man i denne ramme bestemmer de stremningstopo-
logier, som ligger i nzerheden af en given degenereret stremning. I foregdende
kapitel beskrev vi, hvordan man for nogle partielle differentialligninger med
randbetingelser kan beskrive overgangen fra en stabil stationer lesning til en
tiltreekkende periodisk lesning som en Hopfbifurkation.

I dette afsnit vil vi redegere for, hvordan man kan kombinere disse to typer af

information og dermed blive i stand til at udtale sig om dynamikken i forlabet
af stremningstopologierne. Vi vil vise, hvordan man kan betragte den perio-

diske stremning som en bevaegelse langs en banekurve gennem udfoldnings-

. parameterrummet, hvor de krav som vi har fundet fra Hopfbifurkationen kan .
leegge begraensninger pa hvilke kurver, der er mulige. Vi vil ogsé diskutere,

hvilken betydning det har, at vaesken skal opfylde Navier-Stokes ligning.

5.1 Den konkrete Navier-Stokes ligning

I afsnit 4.3 var udgangspunktet en differentialligning (i et tidsafhaengigt vek-
torfelt v(x, t)) pa felgende form

ov(x, t)
ot
hvor L(y) er en parameterafhaengig linezr operator og N(-,-) er en parame-

teruafheengig bilinezer operator. Det var desuden en antagelse at v(x,t) = O er
den relevante stationere lgsning.

=L(p)o(x,t) + N(v(x,t),v(x,t)), (5.1.1)

Vi ensker nu at skrive Navier-Stokes ligning om, til en ligning der galder for
en perturbation af et stationzert felt (svarende til at vi flytter den stationaere
lesning til 0), og samtidig vil vi vise, at den ligning, vi kommer frem til, er af
samme form som ligning 5.1.1.

Udgangspunktet er Navier-Stokes ligning for en inkompressibel vaeske:

ov _ 1 _,
3 +(@-V)v = -Vp+ R—ev v, (5.1.2)

Vo = 0

hvor o nu er et todimensionelt vektorfelt, og hvor p er trykket i vaesken nor-
meret med vaskens massefylde. Disse to ligninger kan med fordel skrives om,

43
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‘'saledes at man fjerner trykledet. Dette gares ved at tage rotationen af ligningen,
samt benytte en raekke vektoridentiteter. Resultatet er:

ow _ _1_ 2
S Ve = Vo (5.13)

Vxo

w

I simple fluidmekaniske problemer antager man normalt, at hastighedsfeltet
langt veek fra det interessante omrade er homogent. Dermed er det ikke umid-
delbart noget problem, at antage, at det lokale topologiske problem vi betrag-
ter, er indlejret i et lukket domeene. Hastighederne vil s& vaere bestemt, som en
given verdi langs den ydre rand og nul ved en evt. veeg i systemet.

Ligning 5.1.3 omskrives s& den beskriver dynamikken for en perturbation af et
stationeert felt. Det vil sige, at vi har et stationzert felt vo(Re) (med tilherende
rotation wy = V X vg) som opfylder 5.1.3 i den stationaere udgave:

1
(o V)wp = ﬁévzwo (5.1.4)

Det stationzere felt plus en perturbation v, (med tilherende rotation w;) be-
tragtes.

v = ©vy+vp Og (5.1.5a)
w = wptwp (5.1.5b)

Det samlede felt skal nu opfylde den tidsafhaengige Navier-Stokes ligning. Det
kan ogsa bemzerkes, at det skal gzlde at V - v, = 0, da det samlede hastig-
hedsfelt skal veere divergensfrit, og vy per antagelse er det. Endelig skal det
samlede felt opfylde randbetingelserne, og da vy per antagelse opfylder de
randbetingelser, der er i den givne situation, vil v, altid skulle vaere nul ved
randen.

Ved at indszette i ligning 5.1.3 fés

o(wo + w 1
( Oat p) +((vo+vp) - V)(wo+wp) = EVz(wo + wp) (5.1.6)
hvilket kan skrives ud til
aCU() aCUp
5 T3t (vo- V)wo + (vo - V)wp + (vp - V)wg + (vp - V)wy

1 _, 1>
R;V wo + R—eV wp.

De led, hvor der kun indgar wy og vg svarer praecis til den stationaere Navier-
Stokes ligning pa det stationzere felt, og disse gér altsd ud (jvf. ligning 5.1.4). Vi
har dermed folgende ligning som styrer perturbationen:

dwyp

1
7 + ('vo . V)wp + ('Dp . V)w() -+ (vp . V)Wp = EVZWP (5.1.7)
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Det ses, at den styrende ligning for perturbationen svarer til den originale
Navier-Stokes ligning, hvor der er tilfgjet to nye linezere led, som afhsenger
af det stationzere felt (og dermed af Re). Ligningen kan deles op i en linezer del
og en bilinezer del. Man finder ved inspektion at den linezere del er

1
L(Re)(wp) = —(vg-V)wp—(vp- V)wy+ R—evzw,,, (5.1.8)
og den ikke-linezere del er '
N((.Up, wp) = _(vp . v)wp. (5.1.9)

Bemeerk at dette er et dynamisk system i rotationen wp, men selve hastigheds-
feltet v, indgér ogsa. Hvis man antager, at man er pé et lukket domane med
passende randbetingelser, kan man p4 en entydig og linezer made finde v, ud
fra wy, s& dermed udger dette ikke noget problem?.

Det ses altsd som for pastéet, at Navier-Stokes ligning er af den i afsnit 4.3
behandlede form (se ligning 5.1.1). Dette betyder, at vi kan fa information fra
Poincaré-Lindstedt raekkeudviklingen.

Vi antager nu, at der er en Hopfbifurkation ved Reynoldstal Reg, samt at vi
har en situation, hvor Poincaré-Lindstedt reekkeudvikling kan benyttes. Under
disse antagelser, og med Navier-Stokes ligning opskrevet som i ligning 5.1.7 gi-
ver resultaterne fra sidste kapitel felgende fersteordensapproksimation til den
periodiske losning af Navier-Stokes ligningen umiddelbart efter Hopfbifurka-
tionen:

w(x, t) = wo(x) + e(eBotw, (x) + e~ ot wi(x)), (5.1.10)

hvor wy er det stationre felt som Hopfbifurkerer, og hvor w; = w] + iw{ er
et komplekst felt.

w skal vzere egenfunktion for den linezere operator fra Navier-Stokes lignin-
gen for perturbationen, taget i Reynoldstal Rey:

iBow; = L(Rep)w;

= —(’00 Vw; = (01 - V)wo + ﬁt—ovzwl, (5.1.11)

! Da vassken er todimensionel og inkompressibel, kan man som flere gange udnyttet beskrive
stremning ved en stremlinjefunktion 1 (se satning 2.1.2), og det ses let at der galder folgende
sammenhang mellem stremlinjefunktionen og rotationsfeltet

Vi = w.
Hvis man ensker at finde stremlinjefunktionen ud fra rotationsfeltet skal man alts lese en Poisson
ligning. Dette er muligt, hvis vi begraenser os til et lukket domaene med randbetingelser for enten

- funktionsvaerdierne eller de stedslige afledte [Arfken & Weber, 1995, s 463]. Da de forsteordensaf-
ledte af { netop giver hastighederne, vil disse per antagelse vaere kendte.

Dermed findes der en operator som sender rotationfelt til stremlinjefunktion, og ud fra stremlin-
jefunktionen kan man let finde hastighedsfeltet.

En differentialligning af denne type kan leses ved at bruge Greens funktioner [Arfken & Weber,
1995, afsnit 8.7], lesningen findes da ved en integration. Dermed ses det, at der er en lineaer sam-
menhang mellem rotationsfelt og hastighedsfelt (da sammenhaengen mellem stremlinjefunktion
og hastighedsfelt oplagt er linezr). :
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hvor iy er egenvwrdién. Desuden skal wor opfylde den stationzere Navier-
Stokes ligning:

(w0~ V)awp = -ﬁl;v%uo (5.112)

I resten af dette kapitel vil vi undersege, hvilke krav disse ligninger kan leegge
pé stremningstopologierne.

5.2 Dynamik for stremlinjefunktionen efter Hopf-
bifurkation

For at benytte resultaterne fra Poincaré-Lindstedt reekkeudviklingen i den to-
dimensionelle topologiske fluidmekanik skal de formuleres i termer af Taylor-
koefficienterne for stremlinjefunktionen.

Som vi fer har naevnt, ses det let, at rotationsfeltet er givet ved Laplaceopera-
toren taget pa stremlinjefunktionen

w(x, t) = V2P(x,t) (52.1)
Fra Poincaré-Lindstedt reekkeudviklingen har vi w givet som en rackke
w(x, t) = wo(x, t) + ewr(x, t) + Eawq(x, 1) + ... (5.2.2)
P4 et givent domaene med kendte randbetingelser definerer w;(x, t) en strem-
linjefunktion, 1;, som opfylder
wi(x, t) = V2i(x, t). (5.2.3)

Vi antager at raekken for rotationen (ligning 5.2.2) konvergerer passende, sile-
des at

P(x, 1) = Po(x, t) + e1(x, t) + Py (x, t) + ... (524)
hvor (x, t) pa venstresiden opfylder ligning 5.2.1.
P1(x, t) er per konstruktion periodisk i tiden, med perioden 27/g,, og kan der-
for opskrives som: :
(1) = Py (x) + Py (), (52.5)
hvor ¥y (x) er tidsuafhaengig og kompleks. Den bestar altsa af en real- og en
imagineerdel; P, = Y] + iy
Da Laplaceoperatoren er linezer og kun virker pa stedsafhengigheden fas
umiddelbart
V2Pi(x) = wi(x) og (5.2.6a)
Vii(x) = wi(x), Vi(x) = wf(x) (5.2.6b)
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hvor wy(x) er det tidsuafhaengige komplekse rotationsfelt som optraeder i lig-
' ning 5.1.10. -

Ialt fas en forsteordensapproksimation til den samlede stremlinjefunktion:

(i, £) = wo(x) + & (Pl (x) + e Pl (x)) (52.7)

Under den gennemgéende antagelse om at stremlinjefunktionerne er glatte
nok kan disse raekkeudvikles som

k
P = Y Ypmx"y"+O0(k+1), (5.2.8a)
m+n=1
k
ll)o = 2 an,mxnym + O(k + 1), (5.2.8b)
m-+n=1
k
Y1 = Y bamx"y"+O(k+1). (5.2.8¢)
m+n=1

Ved at benytte ligning 5.2.7 ses endelig at

Yum = Gn,m + e(eiBOtbn,m + e"iﬁ(’tb;,,m) (5.2.9)

Vi har nu en fersteordensapproksimation til den samlede periodiske strem-
 linjefunktion. a, n’erne bestemmes af den stationzere stremning 1 som skif-
ter stabilitet ved Hopfbifurkationen. Dette gores dels gennem konkret viden
om hvilken stremningstopologi, der er tale om, og dels gennem kravet om,
at denne stationzere stromning skal opfylde den stationaere Navier-Stokes lig-
ning (se naeste afsnit). Fra de generelle Hopf-krav (se afsnit 5.4) fs betingelser
pa by,m’eme.

5.3 Krav direkte fra Navier-Stokes ligning

Navier-Stokes ligning kan i nogle tilfeelde legge begraensninger p& hvilke
stremninger, der er fysisk mulige. Dette er behandlet i detalje i Hartnack
[1999b, kapitel 3.8]. Vi nojes med at behandle kravene fra den stationzre
Navier-Stokes ligning, da disse har direkte betydning for vores arbejde.

Stremlinjefunktionen for en stationaer stremning raekkeudvikles (som i ligning
5.2.8b). Ved at indsztte de fra stremlinjefunktionen fundne hastigheds- og ro-
tationsfelter i den stationzere Navier-Stokes ligning

L
0=—(v9- V) + 1gvzwo (5.3.1)
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og samle led af samme orden i x og v, finder man for de ferste led folgende
generelle ligninger, som skal vaere opfyldt samtidig:
x0y0
a0, (—64a30—2a1))

—24 - —24
—a1,0(—2a21—6493) — 24040 ?{:2’2 fo4 _ (5.3.2a)

xlyo :
a1 (—6 aspo— 2 a1,2) + ap,1 (—24 as o — 4112,2) - 2a2,0 (—2 a1 — 6a0,3)

120450 — i‘t 32— 24014 _ (5.3.2b)

—ay0(—6a3;—64a13) —

xoyl M
—ag2(—6a39—2a12) +agy (—64as1 —6ay3) — a1 (—2a31 —64g3)

- —24 -12
2444, Rim 120405 _ 4. (532¢)

— 41,0 (—4 ap — 24 aol4) -

Generelt kan man vise, at hvis man ser p& de ligninger, som herer til den k'te
ordeni x og y, bestér de af en linezer kombination af 4; j led med i + j = k+ 4
og en ikke-linezer kombination af 4; ,, led med I + m < k + 4. Man kan altsi
benytte kravene ved at starte med den laveste orden og s& arbejde sig op gen-
nem ligningerne. Ligningssystemerne er underbestemte, s& det er altsi ikke
entydige krav som findes [Hartnack, 1999b, s. 93]. I det konkrete tilfeelde, hvor
den stationzere stremning er degenereret, og der er krav fra givne randbetin-
gelser (f.eks. eksistensen af en vag eller symmetri), vil en del af 4; j'erne vare
0. Dette har stor betydning for det konkrete ligningssystem, hvilket vi vil ud-
nytte i forbindelse med behandlingen af vores case i kapitel 7. Da det kun er
Taylorkoefficienter op til en given orden, som har betydning for eksistensen,
og udfoldningen, af en degenereret stremning, vil det veere nok at undersege
et endeligt antal af disse ligninger.

5.4 Krav fra Hopfbifurkationen

Vi er nu néet til at sammenkoble kravene fra Hopfbifurkationen med topolo-
gien af stremningen og de mulige forleb af topologier. I afsnit 5.1 ndede vi frem
til felgende forsteordensapproksimation

w(x, t) = wo(x) + e(ePotw, (x) + e~ Potwi(x))

hvor wy er rotationsfeltet for den stationzere stremning, og w; er et komplekst
rotationsfelt, som skal opfylde ligning 5.1.11. Det blev videre vist, at disse to
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felter kan beskrives ved en reel stremlinjefunktion ¥y og en kompleks stram-
linjefunktion ;.

Ud fra de to stremlinjefunktioner 1y og ¥; kan man finde de enskede
hastigheds- og rotationsfelter. Ved at raekkeudvikle de to stremlinjefunktioner

som det er gjort i ligning 5.2.8 og indszette de p& denne baggrund fundne raek-
ker for rotations- og hastighedsfelter i ligning 5.1.11

iBowr = —(vo-Vwy—(v1-V)wy+ Elé-gvzwl, (54.1)

fas krav pa de indgéende koefficienter. Koefficienterne i raekken for 1 er be-
stemt af den stationaere stromning, og disse er altsd i denne sammenhaeng kon-
stanter. Man skal naturligvis stadig tage hejde for de krav, der kan vaere pa
disse koefficienter fra den stationaere Navier-Stokes ligning (se forrige afsnit).

Ved at sortere efter orden i x og y f4r man et szt af ligninger i b; j’erne som skal
vaere opfyldt samtidig. Det betyder alts4, at det er muligt at fa krav pa koeffi-
cienterne til den tidsafhangige forsteordensperturbation ud fra eksistensen af
en Hopfbifurkation.

Hvis man bruge ligninger til n'te orden, f4r man generelt14+2+3+...4+ (n+
1) ligninger og 1+ 2 + 3+ ...+ (n+ 4 + 1) ubekendte, altsé et underbestemt
system. Ligesom det var tilfaeldet med kravene fra den stationzere Navier-
Stokes ligning, vil der normalt vaere en del af 4; j'erne og nogle af b; /'erne,
som er nul, og dermed bliver ligningssystemet simplere.

Man far felgende ligning fra nulteordensledet

. —24by4—8by»— 240
i(—2bo2~—2bap) Bo — L Re02,2 £

—6bp,1a3,0+ (—2b1,2 — 6b30)a0,1 +2by,0a21 — 2a1,2bo1 + 6a03b10 =0
(5.4.22)

+ (6bos+2by1)arp

og felgende to ligninger fra forsteordensledene

. —24by14~24b35—120b
i(=2b12—6b3g) B — 14 % e:,z 20

+ (12bo3+4b2,1) a2,0 — 6 b1,183,0 — 24 bo,184,0 + (—4 b2,2 — 24 by 0) 40,1
+(—=2b12—6b30)a1,1 +4byoa,1 + 6b1,0831 — 4asbp1 +12ag3b20
+6a13b10—2a12b11 =0 (5.4.2b)

+(6b13+6b31)a1p

og

—120bo5 —24by3— 24 by
Reo

i(—6bo3—2by1)Bo - + (24bo g +4bap) a1

—12bg a3 0+ (~6b1,3—6b31) a1+ (6bos+2by1)a1,1+2by,1a21 — 6bp183,1
+ (—4 byp—12 b3,0) Gp2 — 4a1,2b0,2 +4 b1,0a2,2 +6 aolgbl'l
—6a1,3bg1 +24a94b19=0 (54.20)
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" Det er selvfolgelig muligt at opskrive ligrﬁngeme generelt ved at holde styr pé,
hvad der sker med et generisk x'y/-led ved indsattelse i ligning 5.4.1.

Det ses at strukturen er, at der i ligningerne fra n'te orden i x og y indgér en
linezer kombination af b; j led med i + j = n + 4, og en ikke-linezer kombination
afled a;,, og bjjmed I +m < n+30gi+j < n+ 3. Deter altsd muligt at
bearbejde ligningerne nédefra, indtil man nér til led af s& hej orden, at de ikke
har nogen betydning i udfoldninge.

Inzeste afsnit vil vi beskrive, hvilke konsekvenser disse krav kan have pa den
mulige dynamik som findes lige efter Hopfbifurkationen.

5.5 Periodiske perturbationer

I kapitel 3 beskrev vi, hvordan man med udgangspunkt i et degenereret kri-
tisk punkt kan lave en udfoldning som indfanger alle mulige stremnings-
topologier, der kan fremkomme ved en lille perturbation af den degenererede
stremning. Vi vil nu gere rede for, hvordan man kan betragte den periodiske
stremning efter en Hopfbifurkation i denne ramme.

Udgangspunktet er det samme som i de sidste afsnit. Det vil sige, at vi for
Hopfbifurkationen har en stabil stationeer stremning som er beskrevet ved en
stremlinjefunktion 1Py (for at give noget af interesse skal den stationzere strem-
ning veaere degenereret, sd det vil vi i det folgende antage at den er). Efter
Hopfbifurkationen har vi en stabil periodisk stremning som til ferste orden er
beskrevet ved en tidsafheengig stremlinjefunktion ¥(t). ¥(t) kan skrives som

(ligning 5.2.7)
(1) = o(x) + ¢ (eotipy (x) + e Polyi (), (55.1)

hvor ¥, er en kompleks stremlinjefunktion, ¥, Y og Y raekkeudvikles som i
ligning 5.2.8. Fra ligning 5.2.9, har vi endvidere folgende sammenhzng mellem
koefficienterne i de tre reekker:

Ynm = Anm + (6P + e‘iBOtbf,,m) (55.2)

For en given degenereret stremning 1), skal visse led i Taylorraekken for 1
veere nul, og visse led skal veere forskellige fra nul. For de led der er forskellige
fra nul har den eksakte veerdi ikke betydning for typen af den degenererede
stromning. Ligeledes vil led fra og med en given orden vare uden betydning
(se kapitel 3).

Med udgangspunkt i en degenereret stromning far vi alts4, at a, »» = 0 for visse
n,m, og at an,m # 0 for andre n, m.

Samtidig fandt vi i afsnit 5.3 betingelser, som skal geelde for 4; ;'erne og i afsnit
5.4 betingelser pa b; j‘erne.
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I forbindelse med udfoldningen af en degenereret stremning beskrev vi i afsnit
3.3, hvordan man indferer et antal sm& udfoldningsparametre i Taylorrackken
for stremlinjefunktionen (disse betegnes i afsnittet med ¢; ;), i stedet for de ko-
efficienter som er nul for den degenererede stromning. Ved at sendre pé disse
koefficienter finder man alle stremninger, som ligger i nzerheden af den dege-
nererede stremning.

Hvis man betragter ligning 5.5.2, ses det at den tidsafhaengige stremlinjefunk-
tion har samme form som en udfoldning af den degenererede stremning. For
de 4;j som er nul, virker det tidsafhaengige led som en tidsafhaengig udfold-
ningsparameter. For de a; ; som ikke er nul, vil den tidsafhangige del af ; ;
ikke have nogen betydning sé laenge denne er tilpas lille. Det vil sige, s& laenge
¢ er tilpas lille.

Det betyder alts, at den periodiske stremning som funktion af tiden gennem-
lober en del af de stremningstopologier, som er i narheden af den degene-
rerede stremning. Man kan siledes betragte den tidslige stremning som en
banekurve i udfoldningsparameterrummet. Maden beveaegelsen i udfoldnings-
parameterrummet foregr pé er bestem af b; ; koefficienterne. Det betyder at
de krav, der er pa b; ;, kan legge band pd, hvordan man bevaeger sig rundt
mellem de forskellige stremningstopologier. Det ses af ligning 5.5.2 at i; j'erne
andrer sig som sin(Bt + ¢) (hvor @ er en fase for hver parameter). Hvis man
havde regnet til hojere orden i Poincaré-Lindstedt raekken, ville der komme led
med hajere frekvenser, men for smé ¢ vil fersteordensledet vaere dominerende.

Nar man konkret analyserer udfoldningen, er det normalt p4 en transformeret
stremlinjefunktion (den sdkaldte normalform), og man finde et antal transfor-
merede udfoldningsparametre (normalt betegnet ¢; ;). Disse er en kombination
af koefficienter fra den oprindelige Taylorraekke for stremlinjefunktionen. Det
vil altsd i dette afsnits notation sige, at de er en kombination af p,,er.

- Den tidsafhengige stremlinjefunktion, kan naturligvis ogsd normalform-
stransformeres, og det giver tidsafheengigheden af de transformerede udfold-
ningsparametre.

I rummet af de transformerede udfoldningsparametre ligger den degenererede
stremning ogsa i origo. De transformerede parametre, ¢; j, vil dermed antage
veerdien nul, hvis man szetter alle de oprindelige udfoldningsparametre til nul.
Dette betyder, at der i en transformeret udfoldningsparameter i alle led altid
indgér en faktor som er en af de oprindelige udfoldnings parametre. Nar man
benytter samme transformation pa den tidsafheengige stremlinjefunktion far
man, at der i alle led af de transformerede tidsathaengige udfoldningsparame-
tre indgar en faktor ¢sin(Bot + ¢) (husk at de oprindelige udfoldningspara-

"metre preecis svare til de Taylorkoefficienter hvor 4; ; = 0). Da vi kun regner til
forste orden i ¢ vil tidsafhaengigheden af disse nye udfoldningsparametre ogsa
bliver som sin(pt + ¢).

Forsteordensapproksimationen giver altsd et udtryk, hvor de tidsafheengige
udfoldningsparametre svinger harmonisk med frekvensen 8 omkring origo i
udfoldningsparameterrummet.
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Hvis man regnede til anden orden i ¢, ville der kunne opsta nulteordensled i
tidsafthaengigheden, svarende til at det centrum de tidsathangigheden udfold-
ningsparametre svinger omkring bliver flyttet. Ligedes ville der kunne opsta
led der svingede med en hejere frekvens. Disse led ville naturligvis veere af an-
den ordeni ¢, og er altsd andenordenseffekter. Det betyder, at lige efter Hopfbi-
furkationen vil amplituden af svingningen med frekensen f( vokse hurtigere
end de andre led, og dermed vaere dominerende.

Nér man har fastlagt udfoldningen af en degenereret stramning og tegnet
udfoldningsdiagrammet, er det altsa let at forestille sig hvilke tidslige sekven-
ser af stremlinjetopologier, der kan findes lige efter Hopfbifurkationen. De for-
skellige sekvenser vil indeholde de topologier som passeres af ellipseformede
banekurver, med centrum i origo, gennem diagrammet. Det vigtigste for hvilke
domaener i udfoldningsparameterrummet, der passeres, er hvilket plan kurven
ligger i. Her vil de krav, der kan vere pa b; ; ledene fra de generelle Hopf-krav,
svare til begraensninger p4, hvilke ellipsekurver der er mulige.

For et kritisk punkt af kodimension to, er der almindeligvis kun en mulig se-
kvens af topologier i stremningen lige efter en Hopfbifurkation. Dette skyldes,
at der kun er et muligt plan, den ellipseformede kurve gennem det todimensio-
nelle transformerede udfoldningsparameterrum kan ligge i. Da alle domeener i
udfoldningsdiagrammet skal eksistere vilkarlig taet pa origo, vil alle domaener,
og dermed alle topologier blive passeret.

Untagelsen for dette, er det tilfaelde hvor elipsen er “klappet sammen” til en
linje. I almindelighed vil dette veere usandsynligt, fordi det kreever at svingnin-
gerne i de to parameterveerdier var preacis i fase. Det er dog muligt, at denne
situation kan vaere en konsekvens af Hopf-kravene, og dermed nedvendigvis
vil opsta.

5.6 Opsamling pa generelle resultater

Hermed afsluttes den generelle undersggelse af konsekvenserne af en Hopf-
bifurkation, og vi vil her kort repetere resultaterne.

Det er blevet undesegt hvilken type viden man kan f4 om stremningstopolo-
gien under de antagelser, at der eksisterer en Hopfbifurkation, samt at man kan
reekkeudvikle det tidsathangige rotationsfelt for stremningen efter Hopfbifur-
kationen. Gennem nogle omskrivninger blev denne raekke omsat til en raekke
i den tidsafhzengige stremlinjefunktion.

Ud fra denne raekke har vi vist, at man kan tolke tidsudviklingen af strem-
ningens topologi efter bifurkationen som en periodisk ellipseformet kurve i
udfoldningsparameterrummet.

Hvis den stationeere stremning er en kodimension to degenereret stremning
betyder det, at der i almindelighed kun er én mulig dynamik lige efter Hopf-
bifurkationen.
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Fra de generelle krav, der kan opstilles pa baggrund af eksistensen af Hopf-
bifurkationen, kan man f& krav pa hvilke ellipseformede kurver der kan fore-
komme, og alts& dermed pé hvilke dynamikker der kan findes efter bifurkatio-

nen.

Desuden blev det diskuteret, hvilken betydning det kan have, at den stationzere
stremning skal opfylde Navier-Stokes ligning.



6 Topologien af casen

Vi vil nu vende tilbage til den case, som har virket som inspiration for dette
projekt, og i neeste kapitel vil vi anvende resultaterne fra sidste kapitel pa netop
denne case. For at komme frem til at kunne analysere casen, skal vi imidlertid
ferst have en topologisk beskrivelse af stremningen for Hopfbifurkation og en
udfoldning af denne. I dette kapitel laver vi derfor en sddan topologisk beskri-
velse.

Som beskrevet i indledningen (se afsnit 1) er der forst en topologisk bifurka-
tion fra krybende stremning til en stremning med en dobbeltboble topologi.
Ved denne topologiske bifurkation ma det kritiske punkt ved vaeggen vaere
- degenereret, da det er en overgang mellem to forskellige strukturelt stabile
stromninger.

Vi tager udgangspunkt i den mindst degenererede symmetriske stremning
med et degenereret punkt ved veeggen, denne stremning vil vi benzevne den
organiserende stramning. Denne stremning udfolder faktisk til en dobbeltboble
topologi, og giver os dermed ogsd den mindst degenererede stremning med
en dobbeltboble. Den mindst degenererede stremning med en given topologi,
er den stremning som skal opfylde feerrest krav, og dermed den simpleste. Vi
benzevner derfor den mindst degenererede dobbeltboble den simple dobbeltboble.

Der kan principielt findes andre stremninger med en dobbeltboble topologi,
som er degenererede til hajere orden. Derfor kan vi ikke vide om det er den
simple dobbeltboble stremning, der findes i en virkelig veeske lige inden bifur-
kationen til periodisk stremning. Den giver imidlertid den simpleste beskri-
velse, og derfor er det helt oplagte at undersege denne model for strsmningen.

PN

Figur 6.1 Skitse af den lokale stremning bag en cylinder, ved meget sma Reynoldstal.

P& figur 6.1 ses en skitse af den stremning som man kan se bag en cylinder for
den ferste topologiske bifurkation. Det ses at der er et kritisk punkt p& vaeggen,
og en seperatrice som er vinkelret pd vaeggen.

55
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6.1 Karakterisering af den organiserende strem-
ning

Det antages, som normalt, at vi er i stand til at beskrive stremningen ved en
stremlinjefunktion ¥(x, y) som kan raekkeudvikles til vilkarlig hej orden om-
kring (x,y) = (0,0), (hvor koordinatsystemet placeres s& (x,y) = (0,0) er i
det kritiske punkt pa vaeggen):

k .
P = z w;,,-x'y’ + O(k + 1). (6-1-1)
i+j=1

Da der er en veeg i veesken, skal den randbetingels som blev beskrevet i afsnit
3.1.1 benyttes. Det betyder at

Pio=00g =0fori=0,1,2,..

Stremningen er symmetrisk om y-aksen, hvilket ogsé giver anlening til betin-
gelser p& 1’s Taylorraekke. Hvis man betragter det vektorfelt som 1 generere
(u,v) = (%‘5, - %‘f) ses det at for at den samlede stremning bliver symmetrisk
omkring y-aksen skal det gaelde at u(x, y) = —u(—x, y) og v(x, y) = v(—x, y).
Da u er ulige i x, ses det, at der ikke kan optraede led i ¢’s Taylorraekke som er
lige i x. Dermed mé det gzlde at

1”21,] - Oforl = 0/ 1,2, . og]= Ol 1/21 .

det ses at kravet om 7’s symmetri i x hermed ogsa er opfyldt. Det ses desu-
den at kravet om symmetri giver et kritisk punkt p4 vaeggen i x = 0, da man
specielt far at g, = 0.

I en virkelig fysisk stremning vil der aldrig vaere perfekt symmetri, og der-
med vil kravet om symmetri ikke skulle vaere opfyldt til vilkarlig hej orden. I
praktisk antager vi, at der er symmetri til femte orden, hvilket viser sig at veere
tilstreekkeligt til at indfange den dynamik vi ensker at beskrive.

Det antages nu, at dette kritiske punkt er degenereret. Det vil ifelge afsnit 3.1.1
sige at:

h12=0 (6.1.2)

Det ses at dette kritiske punkt automatiks bliver et ikke-simpelt degenereret
kritiske punkt (se igen afsnit 3.1.1), fordi P9 3 = 0 felger af symmetrien.

Dette giver altsd alt i alt felgende stremlinjefunktion
¥ = P1,3%5° + Y3 2°y* + P axy? + O(6). 6.1.3)

Senere hen refererer vi til stremningen defineret p4 denne made, som den or-
ganiserende stremning,.
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Et ikke-simpelt degenereret kritisk punkt ved en vaeg er undersogt i Hartnack
[1999b], for de tilfselde hvor 15 # 0. Dette er imidlertid ikke tilfeeldet for det
kritiske punkt vi arbejder med.

Det kritiske punkt vi arbejder med er tidligere behandlet i Petersen [2002a]
og i Bakker [1991]. I Petersen [2002a] fokuseres der pd hvilken betydning det
har hvis cylinderen roterer' og i Bakker [1991] antages det at stremningen
skal opfylde den stationaere Navier-Stokes ligning. Da vi analyserer hvilke
stremningstopologier, der findes i periodiske losninger til Navier-Stokes lig-
ning, er det oplagt ikke et krav, at den stationzere Navier-Stokes ligning skal
vaere opfyldt, derfor foretager vi en generel analyse af dette kritiske punkt.

6.2 Normalform for den organiserende stramning

Som beskrevet i kapitel 3 kan man ofte foretage en koordinattransformation,
der bringer stremlinjefunktionen pa en simpel form, den sikaldte normalform.

Som tidligere beskrevet onsker vi at benytte en transformation som bevarer
stromlinjefunktionen. For at sikre dette benyttes en kanonisk transformation
(se afsnit 3.2.1), altsé en transformation som er defineret ud fra en genererende

funktion S : R2 — R hvor 1ai§as—y|(o o 20

I afsnit 3.2.2 blev felgende generelle genererende funktion defineret (ligning
3.2.9)

S =&y+503Y° + 51,28 ¥* + 52187y + 53,08
og ud fra denne blev en generel kanonisk transformation fundet (ligning 3.2.11)

y = n—s,on’~ 2587 - 35306 +0(3),
x = E+3s03n%+25126n+ 52182+ O(3).

Det ses, at det er nok at finde transformationen til anden orden, hvis vi kun
ensker at bestemme normalformen til femte orden, da der ikke er nogle kon-
stanled i transformationen, og alle led i stremlinjefunktionen er af fjerde eller
hejere orden.

Da vi ensker, at vaeggen forbliver ved £ aksen i det transformerede system
kraever vi, at n = 0 medferer y = 0, hvilket giver at s39 = 0. Det blev for
fundet at symmetrien svarer til at 1 er ulige i x. For at lette tolkningen af vo-
res normalform ensker vi at bevare denne symmetri?. Vi ensker dermed at
den transformerede stremlinjefunktion bliver ulige i £. Dette kan opnés ved at
satte sg3 = 0 0g 55,1 = 0, og det giver dermed folgende transformation

11 den lokale teori oversatter den roterende cylinder til at veeggen langs x-aksen bevaeger sig
med en hastighed. No-slip randbetingelsen betyder s at vazsken ved veeggen fir en konstant has-
tighed i x-retningen, mens no-flux randbetingelsen er uzndret.

2Bemeerk at en symmetrisk stremning godt kan veere ekvivalent med en stremning som ikke
er symmetrisk.




58 Topologien af casen

y = n—si2m+0(3), (6.2.1a)
x = E+2s126n+0(3). (6.2.1b)

Ved at indszette transformationen i stwmliﬁjefunktionen (ligning 6.1.3) fas
W(E M) = W1,3E0° + P 28° + (~P1e812+ ¥1.0) En* + 0(6).  (622)

Hvis man indferer ikke-degenererethedskravet at 1; 3 # 0, kan man ved at
veelge

P14
== 6.2.3
. 2 P13 (6.2.3)
reducere stremlinjefunktionen til
W(E,N) = Y1360 + 32877 + O(6). (62.4)

Ikke-degenererethedskravet om at i1 3 # 0 er et krav som ger, at det er mu-
ligt at konstruere transformationen. Det er derfor et krav analogt til kravet om
Yy,3 # 0 for simpelt degenererede punkter (jvf. afsnit 3.2.2). Hvis 932 = 0 vil
det vzere nedvendigt at medtage flere led for at bestemme topologien af strom-
ningen. Det vil sige, at stremningen ville veere degenereret af hejere orden. Den
simpleste degenererede symmetriske stremning er den med 3, # 0, og vi an-
tager derfor, at dette krav er opfyldt. Det viser sig, at udfoldningen af denne
degenererede stremning indfanger de topologier, som vi ved findes i den fysi-
ske stremning.

Med antagelsen om at ¥3 » # 0 kan udtrykket simplificeres endnu mere ved at
dividere stremlinjefunktionen med 3 ; (svarer til at skalere tiden med v ),
man far da

W(E, M) = P18 + E377 + O(6), (6.2.5)

hvor 1, 3= %32 . Dette er vores normalform for den organiserende stremning.

Vi analyserer stremningen ved det kritiske punkt ud fra den trunkerede nor-
malform. Som det forste bemzerkes at en spejling i £-aksen: 7 & —n har samme
effekt som et fortggns skift p& Jl,g. Derfor er det ikke n_gdvendigt, at analysere
begge fortegn af 1 3. Vi vaelger at analysere tilfaeldet 11 3 > 0.1 dette tilfeelde
er det stromningen over §-aksen som giver topologier svarende til dem, der
findes i stremningen bag en cylinder. Stremningen under &-aksen er fysisk set
en helt anden stremning og er udelukkende medtaget for fuldsteendighedens
skyld.

Som beskrevet i saetning 2.2.4 svarer stremlinjer til sekvikurver for stremlin-
jefunktionen. Da vi ensker at finde de stremlinjer som udgér fra det kritiske
punkt, og da (0, 0) = 0, svarer det til at lose:

0= thy,3En° + £312. (62.6)
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Det ses at der er tre lesningern = 0,£ = 0ogn = — t‘biz: Det skal bemeerkes

at 1 = 0 lesningen ikke er en stremlinje ude i vaesken, og at de to andre les-
ninger beskriver en seperatrice i stremningen over &-aksen, og tre seperatricer
i stremningen under £ aksen. P4 figur 6.2 ses en skitse af stremningen ved det
degenererede punkt.

Figur 6.2 Skitse af stremningen ved det degenererede punkt for P13 > 0.

6.3 Symmetribevarende udfoldning

Da vi ved, at den topologiske bifurkation, som skaber dobbeltboblen, bevarer
symmetrien, er det interessant at se pa en udfoldning af den organiserende
stremning, hvor man beholder antagelsen om symmetri®. I appediks B findes
et Maple ark, som viser hvordan vi konkret har arbejdet med udfoldningen.

Hvis vi forlanger, at der stadig er symmetri, er der kun en mulig udfoldnings-
parameter og det er 1 . Denne parameter bestemmer om det kritisk punkt er
degenereret eller ej.

Vi indferer derfor den lille udfoldningsparameter €17 og seetter 1, = €12.
Stremlinjefunktionen bliver dermed

Y(x, y) = e15xy” + P13xy° + Y3 265y + P1,axy* + O(6). (6.3.1)

Gennem en parameterafthaengig transformation, og skaleringer svarende til de
for foretagne kommer man frem til felgende normalform for enparameter-
udfoldningen

Y(E, M) = c128n” + P13E0° + E3n% + O(6), (6.32)

£ 7 ¥
hvor ¢ = ﬂ,—‘;% ogy3= Wé‘%

Analysen foretages nu igen pé det trunkerede system.
Det dynamiske system bliver efter skalering af tiden med t — nt
£ = &(2c10+ 39y an+282) (6.3.3a)

1 = ~n(ci2+P3n+382). (6.3.3b)
3Denne udfoldning er et specialtilfzlde af en udfoldning som findes i Petersen [2002a].
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Det ses umiddelbart, at der igen er et kritisk punki i(&n) = (0,0) og en
stremlinjei & = 0.

Andere kritiske punkter pa vaeggen (1 = 0) findes
212+282 =08 =%/=c1,

Det ses at for c1 2 < 0 er der i alt tre kritiske punkter pa vaeggen, og forc; 2 > 0
er der et kritisk punkt pa veeggen.

De kritiske punkter i vaesken (77 # 0) findes ved at lose felgende to ligninger:

0 = &(2c10+ 3130+ 2£2)
0 = c12+P13n+ 382

Detsesat (¢,1) = (0, -5}1&3) er en lesning, og man kan finde at

C(wy)-L, _taa
En= 012 711)1,3)

er en lesning. For ¢15 < 0 er der dermed tre kritiske punkter i vaesken og for
¢1,2 > 0 er der kun det ene pa n-aksen. :

Typen af de kritiske punkter findes ved at se pa Jacobideterminanten evalueret
i det kritiske punkt, og man finder at for c1, # 0 er der ingen degenererede
kritiske punkter. Stromlinjerne findes ved, at finde nulkurver for 1.

M

12 < 0 c12=0 c12>0

Figur 6.3 Symmetribevarende udfoldning af den organiserende stremning for 1, 3 > 0.

Alti alt findes det pé figur 6.3 viste bifurkationsdiagram. Det ses, at for ¢ » < 0
opstér den simple dobbeltboble. Denne topologi er altsa stabil, s& leenge der
kun tillades perturbationer, der er symmetriske op til femte orden.

6.4 Normalform af den fuldsteendige udfoldning

I dette afsnit laver vi en fuldstaendig udfoldning af den organiserende strem-
ning (se lingning 6.1.3). Vi indferer smé parametre, ¢; ; (herefter benzevnes de
samlet ¢), som koefficienter istedet for de koefficienter, som vi kraevede var nul
pé grund af symmetrien, og den koefficient som vi kreevede var nul for at det
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kritiske punkt i origo var degenereret. Vi udfolder igen under antagelse af, at
der er en veeg langs x-aksen

P = £0.2Y° + €03Y° + £1,20Y% + €202 y* + €04y +
P1,3%Y° + P328°y% + Praxyt + e23x%y° + e05y° + O(6)  (64.1)

Vi konstruerer nu en transformation sdledes at vi opnér en normalform med
feerre parametre, og saledes at denne normalform reducerer til normalformen
for den degenererede stremning, nir parametrene er nul.

I stremlinjefunktionen for det transformerede system regner vi til forste orden
i € samtidig med, at vi regner til femte orden i £ og 7, fordi de led af hojeste
orden som vi tilfgjer ved udfoldningen er af femte orden i £ og 1. Det er ikke
hensigtsmaessigt at sammenfatte dette ved ialt at regne til sjette orden, fordi det
ville give led af sjette orden i & og 1, og disse led var ikke med som udgangs-
punkt. Derfor holder vi styr pé& de to ordener hver for sig. Vi udelader led, der
enten er af anden orden eller hajere i ¢ eller som er af sjette orden eller hejere i
¢ og n. Vi indferer notation O(i, j), hvor i er ordenen i  og 7, og j er ordenen i
€.

For at transformationen kan fijerne led, hvori der indgar en af de sma parametre
¢, skal den naturligvis vaere afhaengig af ¢. Da vi kun regner til forstse orden
i ¢, er det imidlertid oplagt kun nedvendigt at lade transformationen have en
fersteordensafhaengighed af ¢.

Vi ensker, som altid, en kanonisk transformation, og konstruerer denne med
udgangspunkt i en genererende funktion.

Som tidligere ensker vi endvidere, at y = 0 medferer at 1 = 0, hvilket betyder
atalleledin= g% og dermed i S skal indeholde en faktor y.

Den genererende funktion vi benytter har formen

— 2 k I
S=&y+y ( 2 30,2,k,1,m,n,o,p,qeo,z50,35'1725'21,258,455,353,5 +
k+l+m+n+o+p+q<L1
if k
y X & y’( )y 5i,j+1,k,1,m,n,o,p,qfo,250,35f253,258,45§,353,5 (64.2)
i+j=2 k+l+m+nto+p+gq<1
Ud fra den seedvanlige sammenhaeng (jv£. afsnit 3.2.1)
aS 0S ;
X==—, N==— 6.4.3
dy =% (64.3)

leser vi for x og y til fjerde orden i & og 1 og til ferste orden i €. Losningerne
far strukturen

— i L P 14
x = &+ 3 & Tl’( 2 Ai,i,k,l,m,n,o,p,qeo,zfo,sfi'fzf'21,253,452,350,5) +0(5,2) (644
' 2<i+j<4 k+l+m+n+o+p+q<l

y = n<1+ )

i g . k n o0 P 9
&l ( "x,1+l,k,l,m,n,o,p,qeo,z50,35'1'1252,250,452,350,5 +0(5,2),
1<i+j<3 kt+14+m+n+o+p+9<1
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hvor koefficienterne A; 1, . 0g k; k... afheenger af koefficienterne s; j ;..

Det er tilstraekkeligt at medtage led af fjerde orden i £ og 7, fordi led af femte
orden eller derover kun vil bidrage til led af sjette orden eller deroveri ¢ og n
i stremlinjefunktionen. Dette skyldes dels at transformationen ikke indeholder
nulteordensled i £ og n og dels, at ledet af laveste orden i stremlinjefunktionen
er af anden ordeni y.

Nar vi ikke velger at medtage led af lavere orden i den genererende funktion,
skyldes det udelukkende, at det er nemmere, fordi det tillader os at nejes med
at lose for x og y til fjerde orden i £ og 7. Desuden kan det nemt gores ef-
terfolgende. Ligeledes vil vi ogsa skalere afslutningsvis, hvilket er grunden til
at en skaleringsfaktor p& £y-ledet ¢ er udeladt. Den endelige transformation
konstrueres altsé i flere trin.

I forste trin indszttes udtrykkene for x og y (ligning 6.4.4) i stremlinjefunk-
tionen (ligning 6.4.1). Koefficienterne s;, ik,... veelges sdledes at flest mulige led
i ¢ og n gér ud i stremlinjefunktionen. Dette geres i praksis ved at sortere le-
dene efter orden i & og 1 og dernaest danne en ligning for hvert e-led. Disse
ligninger leses med hensyn til et szt af koefficienterne s; ; ; _, som valges ved
at inspicere hvilke koefficienter s; ; ., der indgar linezert.

Ved at bertragte strukturen af stremlinjefunktionen ligning 6.4.1 og den inverse
transformation 6.4.4, kan man overbevise sig om?® at transformationen kun kan
fierne led af fierde orden eller derover. Desuden kan de led som indgik i nor-

malformen for den degenererede stremning som ventet og ensket ikke fjernes®.

Den genererende funktion fir formen

P1,4603 £0,4 Pra2e02\
S=ey+ (3252 -1 2t —5p A2 )y
( ¥1,3° V13 hy,3°

<1/5 +9/5 1!)3,211'1,;60,3 3291, 4 2602 ~3/5 Y3, 250 4, 2/5 Py, 46222
, P13 Py ,2* Y132 P13
Pia P14 51 2 P1a€04 £0,5 P1,4%€02 \ 3
+ | —= - E+11/3 -1 3 -1/3 = 2
(‘/’1,3 P18 ) v ( / 1,52 / Y13 / Py ,3* ) Y

(64.5)

hvoraf det ses at eksistensen af transformationen, ligesom for normalform-
stransformationen af den organiserende stremning, kreever at ¥13 # 0.
Stremlinjefunktionen bliver ved denne transformation

&
Y = eoat+ednt+ (60,3 -2 w—:,’)%&) n

£ 9282 + Py aPE + 32283 + 0(6,2)

“Det led som giver hhv. £- og n-ledet i raekken for x og ¥.

SEssensen er at det kun er der, hvor x- og y-reekkemne fra ligning 6.4.4 indszettes i led i strom-
linjefunktionen som ikke indeholder et ¢, at der dannes led, som har mulighed for at udligne de
£;,jE r/-led (eller ¥; ]E‘n’) som nedvendigvis opstar. Det led af laveste orden, uden en ¢ koefficient,
er af fierde orden, og transformationen indeholder ingen nulteordensled, hvilket ialt betyder at led
af lavere orden end fire ikke kan “forsvinde” ved transformationen.

SDette kan ogsé indses ved et argument af samme type som i foregende fodnote.

(6.4.6)

)<
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Stremlinjefunktionen simplificeres yderligere ved en translation langs &-aksen

E—E— %%&2, og ved at skalere 7 med 13 5.

Normalformen for udfoldningen bliver endelig

¥ = coam” + €126’ + Coan® + Bi,aEn° + E2° + 0(6,2) (64.7)
hvor de sma parametre er samlet i nye kombinerede sma parametre c:

I3 £ a1ac02 1 ayze
Cop=—2, cip=-2, 3= <ﬁ — 22402 ~13732) (648a)
Y3 P32 as,2 azpm3 3 asp

og hvor

— e

~ P13
P13= =
Y32

Bemezerk at ¢ gir mod nul for ¢ gdende mod nul. Det er altsd agte sm& parame-
tre. '

(6.4.8b)

I nzeste afsnit bestemmer vi udfoldningdiagrammet for normalformen i ligning
6.4.7.

6.5 Udfoldningsdiagrammet

Efter at vi nu er ndet frem til en normalform (se ligning 6.4.7) for udfoldningen
af den organiserende stremning, vil vi her konstruere udfoldningssdiagram-
met ud fra den trunkerede normalform:

P = coon® + c128n% + coan° + P13En° + E3177 (65.1)

I analysen af selve den organiserende stremning (afsnit 6.2) blev det fundet,
at et fortegnsskift af 1?1,3 svarer til en spejling i £ aksen. Her er situationen
naesten den samme, blot svarer et fortegnsskift i'17)1,3 her dels til en spejling
i & aksen og dels et skift af fortegnet pa cg 3. P4 denne baggrund valger vi
kun at analysere udfoldningen for 151,3 > 0. Det modsatte fortegn ville give et
bifurkationsdiagram med nejagtig den samme information. Det ville blot veere
spejlet i forhold til det vi finder.

Ud fra denne trunkerede normalform fés felgende dynamiske system, efter
skalering af T med n:

£ = 2c02+ 20106 +3coan + 3 3En + 283 (6.5.2a)
7 = —cian—1an’ —3E%n (65.2b)

med den generelle Jacobimatrix:

A= |2t 311,31 + 622 3co,3+ 391 3¢
—6&n —c12 = 2130 — 383|

(6.5.3)
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Som beskrevet ﬁdh'gere (ée afsnit 2.4.3) konstrueres rudfoldningsdiagrammet
ved at lede efter flader, hvor stremningen er degenereret.

Det forste skridt er at finde kritiske punkters position som funktion af udfold-
ningsparametrene, og dernzest bestemme deres type ved at bestemme forteg-
net af Jacobimatricen evalueret i de kritiske punkter. Samtidig bestemmes de
flader i parameterrummet, hvor Jacobideterminanten evalueret i et af de kriti-
ske punkter er nul.

I praksis viser der sig dog at vaere en lettere méade at finde nogle af bifurkations-
fladerne pa. Nér antallet af kritiske punkter zendrer sig, er det en bifurkation,
da stremningen sendrer topologi. Man kan derfor finde bifurkationsflader ved
at lede efter flader, hvor antallet af kritisk punkter sndrer sig. Problemet med
denne metode er, at man ikke kan vaere sikker p4 at finde alle bifurkationsfla-
der, da man ikke vil finde flader, hvor et enkelt kritisk punkt aendrer type. I det
felgende benytter vi derfor en kombination af de to metoder, og i praksis viser
det sig, at der ikke er nogle kritiske punkter, som skifter type, uden at antallet
af kritiske punkter sendrer sig.

En anden type bifurkationsflader, som skal findes, er flader i udfoldningspara-
meterrummet hvor der sker en global bifurkation. Det vil sige flader, hvor
der er stromlinjer som forbinder sadler pa vaeggen med sadler i vaesken, el-
ler stramlinjer som forbinder forskellige sadler i veesken (jvf. afsnit 2.4.2). I
praksis findes disse bifurkationsflader ved at finde flader hvor stremlinjefunk-
tionen antager samme vzerdi i to sadler, og derefter undersoeges det om der rent
faktisk er en stremlinje, som forbinder disse to.

6.5.1 Bifurkationer pi vaeggen

Forst bestemmer vi positionen af de kritiske punkter pa veeggen. Det vil sige,
vi l@ser

& = 0 og 7 = 0 under den antagelse at 77 = 0 (6.5.4)

Det ses af ligning 6.5.2 at dette svarer til at lose felgende tredjegradsligning for
&:

0 = cop+cigé+&3 (6.5.5)

Der er altsa enten ét eller tre kritiske punkter p& vaeggen. Flader hvor antallet
af kritiske punkter zendrer sig findes ved at finde flader, hvor diskriminanten”
for 6.5.5 er nul. Man finder at fladen er beskrevet ved

0=—4cy2°~27¢y 7% (6.5.6)
Man kan eksplicit beskrive denne flade ved:

[ 4
co2 =% —-2-7c§,2. (6.5.7)

7Vi benytter en diskriminantfunktion som definerer diskriminanten for ax3 + bx2 + cx +d til at
vaere —27 a*d? + 18adbe + b2 — 4 b3d — dac®
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Der er dermed ingen @ndringer i antallet af kritiske punkter pa vaeggen, i den
del af parameterrummet hvor ¢y > 0.

Ved at indszette lesningerne til 6.5.5 i ligning 6.5.3 og finde flader, hvor deter-
minanten er 0 findes praecis disse to flader. Det betyder, at der ikke er nogen
kritiske punkter pa vaeggen, som bliver degenererede, uden at antallet af kriti-
ske punker pa vaeggen aendrer sig. '

6.5.2 Bifurkationer i vaesken

Positionen af de kritiske punkter i veesken bestemmes ved at lose:

0 = 2co2+2c18 + 3co3m + 31360 + 28° (6.5.8a)
0 = —ci0—1an—3E : (6.5.8b)
Dette ligningssystem svarer til at seette £ = 0 og 7; = 01 6.5.2, bortset fra at de

lesninger som svarer til de fer fundne kritiske punkter pa veeggen (n = 0), er
fijernet ved at dividere 7 med 1.

Man finder, at der kan vaere en eller tre losninger til dette ligningssystem. De
kan alle skrives pa felgende form:
3?% +c12
P13
hvor de forskellige losninger findes ved at lade zy antage lesningsveerdierne til
felgende tredjegradsligning p4 skift

E' = ZO ; T’ = ’ (6.5-9)

0 = 71,323 + 9 co 3202 + 1,291,320 + 3€0,3¢1,2 — 2€0,291 3- (6.5.10)

Man kan dermed finde bifurkationsflader, hvor antallet af kritiske punkter i
vaesken endres ved at finde nulpunkter for diskriminanten herende til ligning
6.5.10:
— 28 Cl,zsli‘lil:; — 8424 C1,221‘[;%'3C0,32 — 8748 C1,2C0,34
+ 13608 CO,3CI,21Z%,3CO,2 — 5292 17;‘11'360122 + 5832 IAP'1,3C012C0,33 =0. (6.5.11)

Ved at lose for cg ; far vi felgende udtryk:

~ ~ 3
1 567coc1203 5+ 243 0o 8% & \/5\/ (—7 c1,203 5 +27 c0,32)

€02 = == = £{6.5.12)
441 llr;” 3

Disse bifurkationsflader eksisterer dermed kun for:

~7c1%3 3+ 27 co3% > 0 (6.5.13)

Ved at indsaette positionen af de kritiske punkter (jvf ligning 6.5.9) i den ge-
nerelle Jacobimatrix (ligning 6.5.3) og finde flader, hvor determinanten er nul,
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gehﬁndes de to bifurk;ﬁonsﬂader, som blev fundet ved at finde flader, hvor
antallet af kritiske punker aendre sig.

De to stremninger under og over vaeggen er, som vi tidligere har skrevet, ikke
fysisk knyttet til hinanden. Det er derfor en bifurkation, hvis n-positionen af
et de kritiske punkter, vi har fundet i vaesken, skifter fortegn. Disse flader fin-
des ved at undersege, hvornar de kritiske punkter, som er fundet ved at lose
ligning 6.5.8a har koordinater af typen (£, 0). Disse flader viser sig at falde sam-
men med de bifurkationsflader i udfoldningsparameterrummet, hvor antallet
af kritiske punkter pa veeggen zendrer sig. Endvidere findes det at det kritiske
punkt i vaesken skifter type samtidigt med at det “krydser” veeggen.

6.5.3 Globale bifurkationer

Forst findes flader i udfoldningsparameterrummet, hvor der er mulighed for
at en stremlinje forbinder en sadler i vaesken med en saddel pa veeggen.

Disse flader er bestemt ved at indsaette positionen af de kritiske punkter i
vaesken (ligning 6.5.9) i stremlinjefunktionen (ligning 6.5.1) og finde de fla-
der, hvor stremlinjefunktionen antager samme vaerdi som stremlinjefunktio-
nen har pé vaeggen (per konstruktion er denne veerdi 0).

Vi finder, at der kun er en flade, hvor dette er tilfaeldet. Denne er givet ved:
(c1,207 3+ ¢} 3)c0 3
Vs

Ved inspektion er det fundet, at der rent faktisk er en heteroklinisk forbindelse,
i stremningerne horende til denne flade.

Co2 = (6.5.14)

Den sidste type degenererethed, som man skal se efter, er den type, hvor to
sadler i vaesken er forbundet via en stremlinje. I princippet kan flader hvor
dette sker, findes ved at bestemme hvorndr stremlinjefunktionen evalueret i to
saddelpunkter i vaesken antager samme veerdi. I praksis har vi dog ikke vaeret
i stand til at finde et analytisk udtryk for flader med denne type degenereret-
hed. Igennem vores analyse af systemet har vi fundet steder i rummet, hvor
en sidan bifurkation m4 findes®. P& de snit i parameterrummet som vil blive
praesenteret, har vi derefter numerisk bestemt disse bifurkationskurver. Vi kan
altsa ikke udelukke at der findes andre flader med denne bifurkation, men bi-
furkationsdiagrammet tyder ikke pa det.

6.5.4 Bifurkationsdiagrammet

Efter at have bestemt hvor bifurkationsflader og -linjer ligger, bestemmes to-
pologierne af de stremninger som findes i de forskellige omrader og pa de

$Tilsvarende bifurkationer findes i Hartnack [1999b] i forbindelse med behandling af degene-
rerede punkter i vaesken.
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forskellige bifurkationsflader og linjer. I forbindelse med at bifurkationsdia-
grammet blev bestemt, bestemtes de fleste karakteristika ved stremningerne
samtidigt (for eksempel antallet af kritiske punkter). Yderligere detaljer er fun-
det ved at tegne® stremningerne med udgangspunkt i et st parameterveerdier
fra hvert enkelt omrade (og hver enkel bifurkationsflade).

Da det er sveert at hdndtere de tredimensionelle flader i udfoldningsparameter-
rummet har vi valgt at illustrere bifurkationsdiagrammet ved to snit gennem
rummet. Bifurkationsfladerne bliver her kurver.

A C012

—-—-- Zndring i antallet af kritike punkter pé vaegen
----- Andring i antallet af kritike punkter i vaesken
Heteroklinisk forbindelse

Figur 6.4 De analytisk fundne bifurkationslinjer for ;3 > 0 og €12 < 0.

Vi har valgt snit som er parallelle med c¢; 5 = 0 planet. Da der i snittet forc; ; <
0 er mange forskellige stremningstopologier, bliver det svaert at overskue hele
diagrammet, vi har derfor delt beskrivelsen i to figurer.

Figur 6.4 viser de tre bifurkationskurver som vi har fundet eksakt. Figur 6.5 vi-
ser et passende udsnit af dette diagram. Da der er en symmetri i diagrammet,
viser dette udsnit alle mulige bifurkationer og stremninger (hvis man blot spej-
ler de forskellige stremninger passende).

P4 figur 6.6 ses et snit med c; » > 0.

For begge snit fra udfoldningsdiagrammet geelder at alle de indtegnede skae-
ringer mellem kurver har lokal karakter, forstiet pA den méde, at hvis man
lader ¢y 5 g& mod nul, gér de mod origo i diagrammet. Det geelder ogsa at alle
degenererede stremninger pa bifurkationskurver (flader i det tredimensionelle
udfoldningsparameterrum) har kodimension en, og degenererede stremninger
i skeeringspunkter (kurver i det tredimensionelle udfoldningsparameterrum)

9Tegningerneeri praksis lavet ved at bestemme stromlinjefunktionens vaerdi i de kritiske punk-
ter og dernzest plotte stramlinjefunktionens ackvikurver for disse vaerdier med Maple7 plottefunk-
tionen plot_real_curve. Se ogs& appendiks B.
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mellem bifurkationskurver har kodimension to. Det betyder ialt, at vores dia-
gram opfylder de krav vi har stillet til et sidan (se afsnit 2.4.3).

6.5.5 Udfoldning af dobbeltboblen

I den fuldsteendige udfoldning af den organiserende stremning ligger dobbelt-
boblen p4 en bifurkationsflade. Denne bifurkationsflade ses som en linje gen-
nem origo i figur 6.5. Det vil alts sige, at dobbeltboblen er en ustabil strom-
ning, ndr der tillades asymmetriske perturbationer, i modszetning til ndr der
kun tillades symmetriske perturbationer. Degenereretheden svarer til enhver
anden global degenererethed, idet der ikke er noget, der fastholder stremlinje-
funktionens veerdi i sadlen (i veesken) til at veere nul, nar der ikke er symmetri.

Specielt i origo i figur 6.5, findes den symmetriske dobbeltboble. Det er inter-
essant for os at betragte denne figur som en udfoldning af denne symmetriske
dobbeltboble. Det er imidlertid ikke helt trivielt at udfolde en global degenere-
rethed. Dette skyldes, at den globale degenererethed aldrig kan opfylde kravet
om at alle vaesentlige karakteristika skal ligge i origo af (£, 7)-rummet, ndr man
er i origo af udfoldningsparameterrummet.

Udfoldningen af den organiserende stremning forteller, at der eksisterer en
dobbeltboble vilkarlig tet p& denne stremning. De ovrige stremninger eksi-
sterer ogsd vilkarlig tet pa den organiserende stremning, og dermed ligger de
vilkérlig teet pd dobbeltboblen. Problemet er, at nér vi bruger dette resultat, kan
vi ikke antage noget om dobbeltboblens starrelse. Dette skyldes, at afstanden
mellem topologerne kun kan geres vilkarlig sm4, ved at man narmer sig origo
i udfoldningsparameterrummet tilstraekkeligt, hvilket samtidigt har den kon-
sekvens, at alle karakteristika for stremningen neermer sig origo i (¢, n)-planet.

Det betyder, at det for en given simpel dobbeltboble ikke umiddelbart er muligt
at vide, om de andre topologier i diagrammet ligger i naerheden af den. Det vil
kun veere tilfeeldet hvis dobbeltboblen ligner den trunkerede dobbeltboble til
en eller anden hajere orden.

For at tolke diagrammet i figur 6.5 som en udfoldning af en dobbeltboble med
endelig storrelse er det for det forste nedvendigt at antage, at dobbeltboblen
ikke har yderligere degenereretheder. Det vil sige, vi antager, at det faktisk er
den simple dobbeltboble. Desuden er de eneste bifurkationslinjer i diagram-
met, der kan inddrages, de kurver som gér gennem origo. Det vil i praksis sige
den ene kurve hvorpa dobbeltboblen ligger. Udfoldningen af den simple dob-
beltboble er alts& de stremningstopologier som ligger p& henholdsvis den ene
og den anden side af linjer gennem origo i figur 6.5.
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Figur 6.6 Bifurkationsdiagram for 1_131,3 >00gcy 2 >0.
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I dette kapitel anvender vi de generelle resultater angiende sammenspillet
mellem topologi og Hopfbifurkation, som vi fandt i kapitel 5.

Vi undersgger hvilke konsekvenser det har, hvis den organiserende stremning
(se afsnit 6.1) er den stationzere stromning som Hopfbifurkerer. Dette har pri-
meert interesse, fordi denne stremning er den mest degenererede stremning, vi
har behandlet, og derfor er der sterst chance for, at komme frem til betydende
krav ved denne stremning,.

Da vi specielt interesserer os for dynamikken bag en cylinder, vil vi ogs4 un-
dersege hvilken betydning det har, hvis det er dobbeltboble stremning, der er
den stationzere stremning i forbindelse med Hopfbifurkationen.

7.1 Repetition af notation

Analysen er i direkte forleengelse af kapitel 5. Vi benytter derfor notationerne
fra dette afsnit, og vi vil her kort opsummere disse.

En stationzer stremning betegnes 1, og reekkeudvikles som i ligning 5.2.8b. Vi
skriver altsé f.eks den organiserende stremning (ligning 6.1.3) som:

Yo = a13%y° + a3 22°y> + ay 4xy* + O(6) : (7.1.1)
ndr den betragtes som en stationzer stremning.

Tilsvarende betegnes den samlede periodiske stremning efter Hopfbifurkatio-
nen Y, og den kan skrives som (jvf. ligning 5.2.7):

W, 1) = Yo(x) + ¢ (P (x) + e ol (x)),
hvor 1, er en kompleks stremlinjefunktion, som beskriver amplitude og fase
af den tidslige perturbation.

Den samlede stremlinjefunktion raekkeudvikles som i ligning 5.2.8a:

k
¥ = Y "y +0(k+1)

m+n=1
og 1 raekkeudvikles som i ligning 5.2.8c:

k
Y = 2 bymx"y™ + O(k + 1).

m+n=1
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Sammenhaengén mellem Tayloricoefﬁcier{teme for de tre reekker er givet ved
(jvf. ligning 5.2.9):

Wnm = Anm + £(€P0by m + e 707 (7.1.2)

I det folgende vil vi farst analysere, hvilke af de fundne stremninger der kan
eksistere som stationeere stremninger. Derefter undersoeges det, om der er krav
til hvilke veerdier b; j'erne kan antage. Som beskrevet i afsnit 5.5 kan disse krav
overszttes til krav pa hvilke sekvenser af topologier, der kan forekomme efter
Hopfbifurkationen.

7.2 Krav fra Navier-Stokes ligning

Vi vil ferst undersgge om selve den organiserende stramning kan eksistere som
en stationeer stremning. Vi indszetter altsd Taylorkoefficienterne for denne (jvf.
ligning 7.1.1), i ligningerne 5.3.2. Vi finder, at det kun er fra ligningen herende
til x!40, at der kommer krav. Denne ligning betyder, at felgende skal gzelde:

432 = —a14. - (721)

Bemaerk at det ikke er koefficienterne i den transformerede stremlinjefunktion,
som skal indsaettes, men koefficienterne i den oprindelige stremlinjefunktion.
De krav man far, skal derefter oversattes til krav pa de transformerede koeffi-
cienter.

Hvis man betragter normalformen for den organiserende stremning (ligning
6.2.5) ses det, at dette krav ikke har nogen betydning, da koefficienten a; 4 bli-
ver transformeret vaek. Det betyder altsd, at den organiserende stremning kan
eksistere som en stationeer stremning.

Hvis man pé tilsvarende vis indsaetter Taylorkoefficienterne for udfoldningen
(ligning 6.4.1) finder man ud over det fer fundne krav, felgende to krav som
udfoldningsparametrene skal opfylde:

€2 = —350,4, (7.2.2)

1 1
g5 = 560,261,2139 — g e (7.2.3)

Af normalformen for udfoldningen (ligning 6.4.7 og ligningerne 6.4.8) ses det,
at disse krav heller ikke har nogen betydning, da udfoldningsparametrene ¢g 4
0g 9,5 bliver transformeret vaek. Der er altsd ingen band p4 de transformerede
udfoldningsparametre. Dermed kan alle de topologier, som vi finder i udfold-
ningen findes som stationzere stremninger. Det betyder specielt at dobbeltboble
stremningen kan eksistere som stationzer stremning, da denne fremkommer
ved at seette alle udfoldningsparametre undtagen ¢; > til nul.
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Som tidligere nzevnt, findes der i Bakker [1991] en analyse og udfoldning af den

" organiserende stremning lavet under den antagelse, at den stationzere Navier-
Stokes ligning er opfyldt. Den udfoldning der findes i Bakker [1991], tilsvarer
den vi har fundet i foregdende kapitel. Dette skyldes, at kravene fra den sta-
tionaere Navier-Stokes ligning, som vi netop har redegjort for, ikke viser sig at
have betydning for topologierne i neerheden af denne stremning.

7.3 Krav fra Hopfbifurkationen

I afsnit 5.4 fandt vi en raekke af generelle krav (ligningerne 5.4.2), som skal
geelde for b; j'erne i reekken for den tidsafhaengige perturbation. Vi beskrev
desuden i afsnit 5.5, hvordan den periodiske stremning efter Hopfbifurkatio-
nen, kan fortolkes som tidsatheengighed i de transformerede udfoldningspara-
metre. Vi vil nu undersege om kravene pa b; j'erne leegger begraensninger pa
disse transformerede tidsafheengige parametre, i forbindelse med at den orga-
niserende stremning Hopfbifurkerer.

I ligning (6.4.8a) har vi konkrete udtryk for de transformerede parametre. Vi
indsaetter nu koefficienter af typen

Yum = Apm+ £(eiﬂotbn,m + e_iﬂotb:t,m)

i disse udtryk. Specielt lader vi a; j’erne vaere Taylorkoefficienterne for den or-
ganiserende stremning, mens b; j‘'erne i forste omgang kun skal opfylde vaeg-

. randbetingelsen (b;g = 0 og b;1 = 0¢ = 0,1,2.. se afsnit 3.1.1). Led af anden
orden eller derover i ¢ skeeres veek, og vi far herefter folgende konkrete udtryk
for de tidsafheengige transformerede parametre:

£ (cos (Bot) by 5 — sin (Bot) bg,z)

€2 = 2 (7.3.18)
' as)
£ (cos (Bot) b’1,2 — sin (Bot) b’l’,z)
€12 = 2 (7.3.1b)
az;
9 € (a1,32b'2,2 —3bj3a3,281,3 + 6ﬂ1,4b6,2a3,2) cos (Bot)
€3 = —3 )
3 a3 2%a41,3
2 & (a1,528 5 — 3Bl 303,01 3 + 61 4B} 232 ) sin (o)
+2 : _{(73.1¢)
3 asz°a13

hvor bl,] = b;/] + lb:f].

Vi underseger nu, om der er krav pé b; ;’erne, som binder tidsafhaengigheden
af de transformerede udfoldningsparametre sammen.

Taylorkoefficienterne for den organiserende stremning (jvf. ligning 7.1.1) ind-
seettes sammen med de for omtalte vaeg-krav i kravene fra Hopfbifurkationen
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(ﬁgrﬁngeme 5.4.2), Vog man finder at falgénde Shl gelde:

. 12bgq+4b

0 = iby2B0— —-—-———0’; ~ 22, (7.3.2a)
. 12by 4+ 12b

0 = ibyoBo— —-1—4R€0——33 (7.3.2b)
. 20bgs+4b :

0 = iby3Bo— —°—5§go—22 (7.3.2¢)

Det ses ved at sammenholde kravene i disse ligninger (7.3.2) med de konkrete
tidsafthzengige udfoldningsparametre i ligning 7.3.1, at der i hver udfoldnings-
parameter indgér mindst en fri b; ; parameter. Dermed er der ikke nogen be-
graensninger pd, hvordan de tre udfoldningsparametre kan svinge, og dermed
ingen begreensning i, hvordan den ellipseformede kurve, som de frembringer,
kan ligge i det transformerede udfoldningsparameterrum.

I en todimensionel udfoldning er der som forklaret i afsnit 5.5 essentielt kun
en méde, som den ellipseformede banekurve kan ligge p&. Som fer naevnt kan
kravene fra Hopfbifurkationen dog stadig have en yderligere betydning. De
kan tvinge den elliptiske banekurve til at udarte til en linje, som eventuelt ogsa
kan tvinges til at ligge pa en bestemt made. Hvis man tager udgangspunkt i
dobbeltboblen som stationeer stremning, finder krav tilsvarende dem der ses
ovenfor, og igen gelder det at der findes mindst en fri b; ; parameter. Der er
altsd ingen krav péd banekurven i det todimensionelle udfoldningsparameter-
rum for dobbeltboblen.

7.4 Stromningstopologier efter Hopfbifurkationen

P4 trods af, at der ikke har vist sig at vare krav pa Taylorkoefficienterne for
perturbationsfeltet fra Hopfbifurkationen, er vi stadig i stand til at sige noget
om vaskestremningen efter Hopfbifurkationen. Disse resultater bygger alle pd
en antagelse om, at det er den simple dobbeltboble, der Hopfbifurkerer.

I afsnit 6.5.5 diskuterede vi, hvordan man kan se et af de valgte snit i udfold-
ningsparameterrummet som en udfoldning af dobbeltboblen. Vi fandt, at den
del af diagrammet som ligger helt inde ved origo kan tolkes som et bifurka-
tionsdiagram for dobbeltboblen.

P4 denne baggrund kan vi konkludere, at der lige efter Hopfbifurkationen kun
er en mulig tidslig sekvens af stremningstopologier, nemlig den som svarer til
en ellipseformet kurve omkring origo i bifurkationsdiagrammet. Denne type
kurve er illustreret pé figur 7.1.

Man kan let forestille sig at denne forste sekvens af topologier ved et hejere
Reynoldstal bliver erstattet af en mere kompliceret sekvens af topologier. Hvis
man er i den heldige situation at bifurkationsdiagrammet ogsa beskriver ud-
foldningen af dobbeltboblen for en sterre perturbation, er der et oplagt forleb
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af topologier, som stremningen kan overga til. Dette er ogsa illustreret p4 fi-

gur 7.1. Det skal understreges, at vi ikke teoretisk kan bevise, at denne sekvens

af topologier vil opstd, vi mener blot at det er sandsynligt, hvis den faktiske

dobbeltboble stremning ligner den trunkerede dobbeltboble til passende hgj

orden. Man kan naturligvis fortsaette p4 denne méde (se afsnit 8.3) og komme

med andre geet pa dynamikker, men disse ferste og mest oplagte geet viser sig
at vaere af speciel interesse. (se afsnit 7.5).

Figur 7.1 Nlustration af topologiens tidslige udvikling efter en Hopfbifurkation af den
simple dobbeltboble. Den inderste ellipsekurve illustrerer et forleb, som m4 eksistere
lige efter Hopfbifurkationen. Den yderste ellipsekurve illustrerer et forleb som kan
opstd, hvis den simple dobbeltboble ligner den trunkerede dobbeltboble til passende
hej orden. Figuren viser et udsnit af bifurkationsdiagrammet i figur 6.5.

7.5 Sammenligning med eksisterende simulerings
resultater

I dette afsnit sammenligner vi vores resultater med de faktiske stremlinjemen-
stre i den periodiske stremning bag en cylinder.

I Petersen [2002a] praesenteres stremlinjetopologier, som er fremkommet pa
baggrund af numeriske simuleringer af stremningen bag en cylinder. Simu-
lereringerne er lavet med speciel fokus pa at analysere, hvilke bifurkationer,
der forekommer, samt at bestemme ved hvilket Reynoldstal disse bifurkatio-
ner finder sted. Simuleringerne er lavet i to dimensioner, og er udfert i hele
det omréade, hvor stremningen er todimensionel [Petersen, 2002b]. Det vil sige,
op til et Reynoldstal p& omkring 200, (jvf. afsnit 1). Simuleringerne er udfert i
programmet Ellipsys, der er udviklet pA DTU og RIS@ med henblik p4 at lese
fluidmekaniske problemer [Petersen, 2002a].

Vi vil sammenligne vores data med disse simuleringsdata med det udgangs-
punkt, at de giver et zegte billede af, hvordan stremningerne ser ud i virkelig-
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heden. Det vil selvfelgelig aldrig vaere helt sandt, idet simuleringsdata ogs&
er en form for modeldata. For eksempel kan simuleringer i to dimensioner
ikke sige noget om, hvorndr tredimensionelle effekter far betydning. Fordelen
ved de numeriske data, frem for segte eksperimentelle data, er at det er langt
mere ukompliceret at bestemme de instantane stremlinjebilleder p& baggrund
af disse.

7.5.1 Kort resumé af simuleringsresultaterne

Isimuleringerne findes den simple stationzere symmetriske stremning ved lave
Reymnoldstal (jvf. figur 1.1). Ved Reynoldstal omkring 6 ses den topologiske bi-
furkation til dobbeltboblen. Ved denne bifurkation vedbliver stremningen at
vaere symunetrisk og stationaer.

Den dynamiske bifurkation ses omkring Reynoldstal 42. Ved denne bifurkation
gér stremningen fra at veere stationeer til at veere periodisk. Dette sker samti-
dig med at symmetrien i stremningen brydes og topologien af stremningen
aendres.

Ved Reynoldstal p4 omkring 46 ses endnu en bifurkation. Efter denne bifur-
kation er stremningen fortsat periodisk. Forandringen er at, en simpel tidslig
sekvens af topologier erstattes af en mere kompliceret sekvens af topologier.

7.5.2 Topologierne i den forste periodiske stremning

Den periodiske stremning, der opstar ved Reynoldstal 42 indeholder to topo-
logisk aekvivalente, men spejlede stramningstopologier. Overgangen mellem
disse stremningstopologier sker ved at dobbeltboblen passeres. Seperatricerne
for de tre topologier er vist i figur 7.2. Den venstre del af figuren er en reprae-
sentation af de faktiske numeriske data fra Petersen [2002a]. I den hejre del af
figuren vises vores stiliserede tegninger af de tilsvarende topologier. Forlebet
af den periodiske stremning er ..A 1 A’T A1 A".. Dobbeltboblen, topologi I, er
strukturelt ustabil, og den findes kun i det gjeblik stremningen gér fra topologi
A til topologi A’.

Det ses ved sammenligning med figur 7.1, at den periodiske stremning, som
ifelge Petersen [2002a], opstar lige efter den stationzere symmetriske dobbelt-
boble praecis er den periodiske stromning vi forudsa.

De antagelser, der 14 til grund for vores forudsigelser, er alts& konsistente med
det faktiske billede af stremningerne. Det betyder, at antagelserne giver en mu-
lig tolkning af dannelsen af den periodiske stremning bag en cylinder. Nemlig,
at det sker som en Hopfbifurkation af en dobbeltboble, og at denne dobbelt-
boble faktisk er den simple dobbeltboble.



- 7.5 _Sammenligning med eksisterende simulerings resultater 77

= = PR

Figur 7.2 Til venstre: Seperatricer for numeriske simulationer af stremningen bag
en cylinder, fra Petersen [2002a). Til hejre: Stiliserede illustrationer af de samme
topologier. Nér dobbeltboblen (topologi I) ikke er helt sammenhzngende i den venstre
del af figuren, skyldes det at der er tale om en repraesentation af numeriske data. I den

periodiske stromning eksisterer dobbeltboblen kun i et infinitesimalt tidsinterval, og er
derfor sveer at indfange.

7.5.3 Topologierne i den anden periodiske stremning

Seperatricerne for de topologier, der findes i den periodiske stremning efter
Reynoldstal pa ca. 46 er vist i figur 7.3. Igen er den venstre del af figuren fra
Petersen [2002a] og viser seperatricer lavet pd baggrund af de numeriske data.
Den hejre del af figuren viser stiliserede tegninger af topologisk sekvivalente
stremninger. Maerkerne indikerer som fer, at der er tale om to spejlede versio-
ner af den samme topologi. De forskellige stremninger opstér i raeekkefelgen

.BOIATA I'B'I' A’1 A II B.. Her er topologien I stadig den oprindelige
dobbeltboble. Som tidligere er dobbeltboblen, den degenererede overgangsto-
pologi mellem de spejlede topologier A og A’.

I og I’ er degenererede, fordi de indeholder et degenereret kritisk punkt i vae-
sken. II eksisterer i overgangen mellem topologi A og B, og tilsvarende er II'
overgangstopologien mellem A’ og B’. Denne anden sekvens af topologier sva-
rer til den sekvens af topologier, som vi diskuterede i afsnit 7.4. Det vil sige,
at det er den anden sekvens af topologier, der vil opst4, hvis bifurkationsdia-
grammet i figur 6.5 (se ogs4 figur 7.1) ogsé beskriver udfoldningen af dobbelt-
boblen for sterre perturbationer.

Samlet set passer de resultater vi har fundet ved at analysere mulige topologier,
og mulige baner i parameterrummet, for periodiske stremninger i neerheden af
dobbeltboblen altsa fuldsteendigt med, de stromninger der rent faktisk findes
bag cylinderen.
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Figur 7.3 Seperatricerne for de topologier, der findes i den periodiske stremning ved
Reymnoldstal 100. Den venstre del af figuren er fra Petersen [2002a] og viser seperatricer
lavet pa baggrund af de numeriske data. Den hejre del af figuren viser stiliserede

tegninger af topologisk sekvivalente stremninger.
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Resultaterne i kapitel 7 er fremkommet pa baggrund af to antagelser om syste-
met. Dels antages det, at den periodiske stremning opstér i forbindelse med en
perturbation af den simple dobbeltboble. Dels antages det, at overgangen til
periodisk stremning sker ved en Hopfbifurkation.

P4 baggrund af numeriske data ses det, at den faktiske stremning er i overens-
stemmelse med disse resultater. Det betyder ikke at vi har vist, at vores antagel-
ser er opfyldt, men vi har vist, at de giver et muligt og simpelt udgangspunkt
for at forstd stremningen.

8.1 Typen af dobbeltboblens degenererethed

Det er en eksperimentel kendsgerning, at den stationaere stremning for bi-
furkationen til periodisk stremning har en dobbeltboble topologi. Hvis denne
dobbeltboble har samme type degenererethed, som den simple dobbeltboble,
vil den som diskuteret i afsnit 6 veere strukturelt stabil under symmetriske per-
turbationer, og ustabil hvis der tillades asymmetriske perturbationer.

Teoretisk set er det imidlertid ikke umuligt, at den virkelige dobbeltboble kan
have yderligere degenereretheder end den simple dobbeltboble. F.eks. kan et af
de kritiske punkter ved vaeggen vaere degenereret lige inden bifurkationen til
periodisk stremning. I s& fald ville den udfoldning vi finder for dobbeltboblen
veere indlejret i et tre- eller hajeredimensionelt parameterrum. Det ville betyde,
at der kunne findes andre udfoldninger af dobbeltboblen.

Vi kan derfor ikke konkludere, at de topologier der findes i Petersen [2002a]
for den forste periodiske stremning!, er de eneste topologier, der kan findes
lige ved siden af? den stationzere dobbeltboble bag cylinderen. Vi kan “kun”
konkludere dette, hvis dobbeltboblen faktisk er den simple dobbeltboble, det
vil sige den mindst degenererede stemning med en dobbeltboble topologi. Vi
har ingen mulighed for at afgere, om det er tilfeeldet, men da de numeriske
resultater stemmer overens med forudsigelserne fra den simpleste topologiske
model, betyder det, at der ikke er behov for en mere kompliceret topologi for
at indfange feenomenet. Det er altsa helt oplagt konsistent og sandsynligt, at

! De topologier der benzevnes A og A’ i slutningen af sidste kapitel.
*Med “lige ved siden af” menes her, den farste topologi, der opstar ved en vilkarlig lille pertur-
bation af stremningen.
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den dobbeltboble, der findes bag cyh'néleren faktisk er af samme type som den
simple dobbeltboble, vi har analyseret.

I diskussionen om hvorvidt, vi analyserer den “rigtige” dobbeltboble, minder
den topologiske fluidmekanik om anden matematisk modellering, idet man
altid vil sege at indfange de vaesentligste af egenskaberne ved et faenomen med
udgangspunkt i den simplest mulige model og matematiske beskrivelse.

8.2 Hopfbifurkationen

Pa baggrund af antagelsen om at bifurkationen til periodisk streming sker ved
en Hopfbifurkation fik vi felgende resultat. Den periodiske stremning kan for-
stds som en lukket banekurve i et parameterrum, og nir den periodiske strem-
ning dannes vil den til ferste orden ligge rundt om den stationzere stremning
den dannes fra. Specielt for kodimension to udfoldningen af dobbeltboblen be-
tyder det, at den periodiske stremning, lige ndr den opstar, nedvendigvis mé
vedblive at passere dobbeltboblen.

Hvis man undlod antagelsen om Hopfbifurkationen, men blot antog at der var
en eller anden bifurkation fra dobbeltboblen til en periodiske stremning, ville
det ogsé give anledning til en lukket banekurve i bifurkationsdiagrammet for
dobbeltboblen. Dette skyldes felgende to forhold. For det ferste kan alle strem-
ninger, der er tilstraekkelig taet pa dobbeltboblen, repraesenteres ved et punkt i
udfoldningsdiagrammet, og da stremningerne udvikler sig kontinuert i tiden,
vil den periodisk stromning i starten vaere teet p& dobbeltboblen. For det andet
vil en periodisk stremning altid svare til en lukket banekurve i lesningsrummet
til Navier-Stokes ligning, og en lukket banekurve i lasningsrummet overszetter
til en lukket banekurve i parameterrummet?.

Uden antagelsen om Hopfbifurkationen ville det imidlertid veere muligt, at
centrum af banekurven flyttede sig hurtigere vaek fra dobbeltboblen end radius
af banekurven voksede. Det ville s& betyde, at den periodiske stremning ikke
nedvendigvis ville passere dobbeltboblen.

Randbetingelserne for stromningen bag en cylinder er imidlertid symmetriske.
Fysisk set er det derfor forventeligt, at den tidsmidlede stremning vil vedblive
at veere symmetrisk. Det vil igen betyde, at den lukkede banekurve i parame-
terrummet vil veere tvunget til at ligge omkring dobbeltboblen.

Vimener derfor at antagelsen om, at det faktisk er den simple dobbeltboble, der
er bag cylinderen for bifurkationen til periodisk stremning, er tilstraekkelig til
at forudsige den forste periodiske stromning, som findes i Petersen [2002a].

3Nér hastighedsfeltet efter periodetiden er vendt tilbage til udgangspunktet, vil alle de Taylor-
koefficienter (eller parametre af en anden type), som karakteriserer stremningen, ogsi antage de
oprindelige veerdier igen. Dette vil give en lukket kurve i et bifurkationsdiagram sifremt strom-
ningen ikke passerer nogle degenereretheder som ikke er beskrevet ved det pAgeldende diagram.
I den konkrete situation vil det alts galde, s3 Lenge stromningen er tilstraekkelig taet pa dobbelt-
boblen.
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Antagelsen om at bifurkationen er en Hopfbifurkation er altsd ikke strengt
nedvendig, men de beskrevne konsekvenser af denne antagelser er helt kon-
sistent med de numeriske resultater. Samtidig tilbyder Hopfbifurkationen en
preecis forstdelsesramme for udviklingen af den periodiske stremnings radius
i parameterrummet, eller tilsvarende i funktionsrummet.

8.3 Andre mulige topologier og dynamikker

Selv med antagelsen om at det er den simple dobbeltboble, som eksisterer i
stromningen bag cylinderen lige inden overgangen til periodisk stremning,
kan vi ikke forudsige noget om, hvordan den periodiske stremning vil se ud
pé leengere sigt. Dette skyldes den lokale karakter af den topologiske fluid-
mekanik.

Udfoldningen af dobbeltboblen fortzeller os, at det der ligger naermest dobbelt-
boblen altid vil veere topologien med slajfen, den der betegnes A i slutningen
af sidste kapitel. Derfor vil den som fer skrevet altid veere den forste stremning
som fas nar dobbeltboblen brydes.

- Udfoldningen af den organiserende stramning, giver at topologien uden slgj- -
fen (den der betegnes B i slutningen af sidste kapitel) kan findes vilkarlig teet
pé dobbeltboblen. Dette resultat geelder imidlertid kun, ndr dobbeltboblen be-
tragtes som en udfoldning af den organiserende stremning. Det betyder, som
vi fer har veret inde p4, at man ikke kan tillade sig at antage noget om sterrel-
sen pa dobbeltboblen.

Derfor er det ikke teoretisk muligt, at afvise at den forste periodiske stremning
der findes i Petersen [2002a], kan bifurkere til en helt anden periodisk strem-
ning end den, der rent faktisk opstdr. I praksis er der, som preesenteret i af-
snit 7.5.3, alligevel overensstemmelse mellem den naeste periodiske stremning,
man kan finde i udfoldningsdiagrammet for dobbeltboblen, og den periodiske
stremning, der faktisk forekommer i de numeriske resultater.

Denne overensstemmelse tyder pa, at den virkelige dobbeltboble faktisk lig-
ner den trunkerede dobbeltboble s& meget at de hajereordensled, som er i den
virkelige stremfunktion, ikke nér at fa betydning inden bifurkationen fra den
forste periodiske stromning til den anden.

Hvis den virkelige dobbeltboble er den simple dobbeltboble betyder det des-
uden, at den topologiske degenererethed, der giver anledning til den ferste
bifurkation vaek fra dobbeltboblen udelukkende er knyttet til at dobbeltboblen
er globalt degenereret. Der er altsa tale om en degenererethed, der opstér fordi
stremningen zndrer karakter fra at veere symmetrisk til ikke leengere at vaere
det. Det er ikke de enkelte kritiske punkter, der i sig selv eendrer karakter og
bliver degenererede.

Begraensningen af den topologiske fluidmekaniks forudsigelsesevne, kan il-
lustreres ved at betragte et ofte refereret forslag til forlebet af topologierne i
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den periodiske stremning bag en cylinder fra Perry et al. [1982]. Dette forslag
ses i figur 8.1, og i figur 8.2 er der skitseret en banekurve i udfoldningsdia-
grammet for dobbeltboblen som lokalt ved cylinderveaeggen giver anledning til
den samme sekvens af topologier. Der er en uoverensstemumelse i kraft af at
slejferne i figuren i Perry et al. [1982], fortsaetter ud i vaesken. Dette er ikke
muligt, hvis stremningen skal forstds ud fra udfoldningen af dobbeltboblen.
Imidlertid er der en leengere diskussion i Perry et al. [1982] om, at positionen
af de kritiske punkter afheenger af, hvilket referencesystem stremningen be-
tragtes fra. Derfor finder vi det i ferste omgang mest relevant at se pa, hvad
der sker lokalt ved cylindervaeggen i figuren fra Perry et al. [1982].

Figur 8.1 Hlustration af stemningen bag en cylinder som den er forsldet i Perry et al.
[1982]. Figuren er fra Hartnack [1999b].

Der er ikke noget i vores analyse, der peger pé at den sekvens af topologier,
der ville fremkomme ved at folge banekurven i figur 8.2 ikke kan eksistere
bag en cylinder. Det eneste man kan sige, er at det ikke vil veere dette forleb,
der forekommer som den ferste periodiske stremning efter en stationzer sim-
pel dobbeltboble. Det er umuligt at forudsige, at den anden periodiske strem-
ning, der findes i Petersen [2002a] rent faktisk eksisterer, mens den periodiske
stremning foresldet i Perry et al. [1982] ikke ger. Det eneste man kan sige i
den retning er, at for en stremning, der stammer fra en bifurkation af dobbelt-
boblen vil den anden periodiske stremning i Petersen [2002a] opsta fer den
stremning som foreslds i Perry et al. [1982]. Endvidere kan man sige, at det
er mindre sandsynligt at dobbeltbobleudfoldningen giver en tilstraekkelig for-
stdelsesramme jo leengere vaek fra centrum man bevaeger sig. For eksempel vil
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Figur 8.2 Den ellipseformede kurve viser en bane i bifurkationsdiagrammet for
dobbeltboblen, som tet pa cylindervaeggen har et forleb i topologierne, der svarer til
forslaget fra Perry et al. [1982]. Se ogsa figur 6.5 og 8.1.

stremningen, som naevnt i indledningen, pa et tidspunkt blive tredimensionel.
Hvis det ikke allerede er sket for, vil tolkningen i form af dobbeltboble udfold-
ningen pé dette tidspunkt falde til jorden. P4 baggrund af de numeriske data
fra Petersen [2002a] ser det ud til, at den sekvens af stremlinjetopologer som
bliver foreslet i Perry et al. [1982] ikke opstar i den todimensionelle stremning.




9 Opsamling

9.1 Generelle resultater

Baggrunden for dette projekt er, som beskrevet i indledningen, et enske om at
knytte viden om den tidslige dynamik i et fluidmekanisk system sammen med
viden om de mulige topologier i stremningen.

Fra topologisk fluidmekanik er det muligt at f& en udfoldning af stremningen
ved et kritisk punkt. Det vil sige, at man finder alle stremningstopologier, som
kan opsté ved en vilkarlig lille perturbation af den oprindelige stremningsto-
pologi. Denne udfoldning kan beskrives ved en raekke udfoldningsparametre,
og et bifurkationsdiagram.

Udgangspunktet for det teoretiske arbejde i dette projekt er den topologiske
udfoldning af en stromning, samt den antagelse at denne stremning findes
ved overgangen fra en stationeer stremning til en tidslig periodisk stremning.
. Vi antager specielt, at overgangen kan beskrives som en Hopfbifurkation p&
Navier-Stokes niveau. Det antages desuden, at det er muligt at anvende en
generaliseret form af Poincaré-Lindstedt raekkeudvikling til at beskrive den
periodiske stremning.

Med disse antagelser har vi vist, at man til ferste orden kan beskrive den perio-
diske stremning efter bifurkationen, som en ellipseformet kurve i udfoldnings-
parameterrummet for den betragtede stremning. Ellipsen vil lige efter bifurka-
tionen have de parametervaerdier som svarer til den betragtede stremning som
centrum. Vi har endvidere vist, at storrelsen pé ellipsen vokser hurtigere efter
Hopfbifurkationen end ellipsens centrum forskydes.

Vi har desuden vist, at man pa baggrund af eksistensen af Hopfbifurkationen
kan opstille et szt af ligninger, som kan leegge band p4, hvordan den ellipse-
formede banekurve kan ligge i udfoldningsparameterrummet. Resultatet er at
man kan forudsige, hvilke sekvenser af stremningsmenstre, der kan findes i
stremningen efter Hopfbifurkationen. Det er et interessant specialtilfeelde nér
udfoldningsparameterrummet er todimensionelt. I dette tilfeelde er der to mu-
ligheder: Den generelle situation, hvor banekurven er en zgte ellipse, og til-
feeldet hvor ellipsen udarter til en linje. I det generelle tilfeelde er der kun en
mulig sekvens af topologier, mens antallet af mulige sekvenser i det specielle
tilfelde afheenger af det aktuelle bifurkationsdiagram. Med mindre der er krav
fra de ligninger, som findes p& baggrund af Hopfbifurkationen, er det sveert at
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forestille sig at den udartede kdnﬁgurétion of)stér, hvorfor der almindelighed
kun er en mulig sekvens af topologier efter bifurkationen.

Overordnet har vi med de generelle resultater udvidet koblingen mellem dy-
namikken og topologien i et fluidmekanisk system. Hermed har vi vist, at
man kan opnd en anden type information, end den man ellers fir i topolo-
gisk fluidmekanik. I almindelighed giver topologisk fluidmekanik en oversigt
over, hvilke overgange der kan vaere mellem de enkelte topologier. Udvidelsen
er, at man kan give en oversigt over, hvilke tidslige sekvenser af topologier der
kan eksistere i en periodisk stremning umiddelbart efter en Hopfbifurkation af
en given stremning. I arbejdet med overgange fra stationeer til periodisk strem-
ning, vil man sledes pa forhdnd kunne vide, hvilke typer periodisk stremning
 der kan ledes efter.

Topologisk fluidmekanik er normalt ikke en disciplin, som forudsiger, hvad
der vil ske, men derimod hvad der kan ske, og i dette aspekt har vores resultater
samme karakter som topologisk fluidmekanik i almindelighed. En Hopfbifur-
kation af en degenereret stromning med kodimension to er imidlertid undta-
gelsen for dette. Her kan vores resultater give direkte forudsigelser af, hvilken
sekvens af stremningstopologier, der vil opsté. Et eksempel pa denne situation
ses i den case, vi har behandlet.

I'’konkrete virkelige systemer afhaenger rigtigheden af resultaterne i topologisk
fluidmekanik af, at det er den rigtige topologiske beskrivelse af den faktiske
fysiske stremning som benyttes. Det betyder, at man far et samspil mellem
den matematiske beskrivelse af stremningen og den virkelige stremning. Nar
man udvider den topologiske fluidmekanik med antagelser og forudsigelser
omkring dynamikken i systemet, udvides dette samspil naturligvis samtidigt.

9.2 Resultater angdende casen

Som speciel anvendelse af den generelle teori har vi undersegt stremning bag
en cylinder. Stremningen er i denne sammenhaeng interessant, fordi den pree-
cis indeholder en overgang fra en stationzer til en periodisk stremning. Denne
overgang forekommer ved Re =~ 42.

Foruden denne dynamiske bifurkation er der ved Re =~ 7 en topologisk bifur-
kation i den stationzere stremning. Her sker en overgang fra krybende strom-
ning, ved helt lave Reynoldstal, til dobbelboble stremningen, som eksisterer
helt op til Re =~ 42.

Med udgangspunkt i de topologiske karakteristika for stremningen ved den
topologiske bifurkation har vi konstrueret den simpleste degenererede strom-
ning med den pageldende topologi den organiserende stromning. Den organi-
serende stremning er blevet udfoldet, og vi har vist at, ndr man kraever, at
udfoldningen skal bevare den grad af symmetri, som er i den organiserende
stremning, findes en bifurkation mellem krybende stremning og stremningen
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med dobbeltboble topologi. Vi benzevner den dobbeltboble stremning, som her
opstar den simple dobbeltboble.

Vi har yderligere konstrueret den fuldsteendige udfoldning af den organise-
rende stremning, og har fundet at den organiserende stremning har kodimen-
sion tre. I det tredimensionelle parameterrum finder vi den simple dobbelt-
boble stremning i origo af et bestemt todimensionelt snit. Hvis man befinder
sig tilstraekkelig teet p& den organiserende stremning, kan man betragte dette
snit som en udfoldning af den simple dobbeltboble stremning. Vi har endvi-
dere argumenteret for, at den centrale del af bifurkationsdiagrammet kan tol-
kes som en udfoldning af den simple dobbeltboble stremning uafheengigt af
afstanden til den organiserende stremning. Desuden mener vi, at hvis den fak-
tiske dobbelboble stremning ligner stremningen svarende til den trunkerede
simple dobbeltboble stromning til passende hgj orden, vil sterre dele af dia-
grammet vise stremninger, der kan opst4 ved passende store perturbationer af
den faktiske dobbeltboble.

Den simple dobbeltboble er stabil under symmetriske perturbationer, og
stremningerne i udfoldningen af den simple dobbeltboble, vil derfor ferst op-
st ndr symmetrien i stremningen brydes. Dette sker ved overgangen til perio-
disk stremning.

Ved brug af den generelle teori har vi fundet, at der kun er en mulig sekvens af
topologier i den periodiske stremning lige efter en Hopfbifurkation af den sim-
ple dobbbeltboble stromning. Desuden vil en antagelse om, at den periodiske
stremning er symmetrisk, nar den midles over tid, lede til en forudsigelse af
den samme sekvens af topologier. Ved sammenligning med numeriske resul-
tater ses det, at der er god overensstemmelse mellem den forudsagte og den
fundne periodiske stremning.

Det er numerisk fundet [Petersen, 2002a], at der kort efter bifurkationen til den
periodiske stremning (det vil sige for lidt hojere Reynoldstal) er en bifurka-
tion til en periodisk stremning, som involverer flere topologier. Vi har vist, at
denne periodiske stremning er i seerdeles god overensstemmelse med, hvad
man kan forvente, hvis man tolker overgangen til periodisk stremning som
en Hopfbifurkation af den simple dobbeltboble. De numeriske resultater viser
desuden, at der ikke er yderligere bifurkationer til andre sekvenser, for strom-
ningen bliver tredimensionel.

Det ses altsd, at den undersegte topologi (den organiserende stremning) inde-
holder bade den topologiske bifurkation fra krybende stremning til dobbelt-
boble stremningen og en total udfoldning af dobbeltboble stremningenen, som
er i overensstemmelse med resultater, der er fundet via computersimulering.
Med udgangspunkt i den organiserende stremning er man dermed i stand til
at beskrive de topologier og dynamikker, som findes i den todimensionelle
stremning bag en cylinder.

At betragte stremningen bag en cylinder i den her foresldede ramme giver alt
i alt en konsistent og simpel forstielse af topologi og dynamik.
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Streamline topologies of the periodic flow
behind a cylinder

Bo Jakobsen!, Kristine Niss! and Morten Brens?
(1) Department of Mathematics and Physics (IMFUFA), Roskilde University (RUC)

(2) Department of Mathematics, Technical University of Denmark (DTU)

We present a topological fluid mechanical analysis of the streamline pattern of a two-dimensional
flow behind a cylinder, including a comparison with recent numerical results.

Phenomenology

The two-dimensional flow behind a cylinder can be classified by dif-
ferent regimes depending on the Reynolds number.

Stationary creeping flow. Stationary flow with two stand-

Reynolds numbers up to ing eddies (double eddy flow).

approximately 7. Reynolds numbers approxi-
mately in the range 7 to 42.

Periodic flow with
/ shedding.
L& Reynolds numbers
approximately in
the range 42 to 200.

Topological fluid mechanics

Given a time dependent velocity field, u(z, t), an ordinary differen-
tial equation describing the instantaneous streamlines can be defined
at each time, t = #:

& = u(z, ty) (1)
Topological fluid mechanics is the study of this type of equation us-
ing bifurcation theory of ordinary differential equations. Hereby in-
formation about the possible streamline topologies is obtained with-
out solving the actual Navier-Stokes equations.

It is generally assumed that u fulfills the continuity equation for in-
compressible flow:

V.u=0. @
This leads to the existence of a stream function.

Topological model

The following assumptions lead to the simplest possible topological
model of the structurally unstable streamline topology that exists in
the transition from creeping flow to double eddy flow.

e the flow is two-dimensional

oo slip condition at the cylinder wall

e symmetry around a line perpendicular to the wall

e structural instability of the flow

The topological model is described by a stream function:
Y(x,y) = 2y’ +2y* + O(6). 3)

A versal unfolding of this stream function is constructed, and it
is shown that three parameters are needed to capture all possible
topologies.

By restricting the unfolding to symmetric flows, a bifurcation with
the features of the transition from creeping flow to double eddy is
found.

Interpretation of the transition to
periodic flow

A transition from a stationary to a periodic flow, is in some cases,
due to a Hopf bifurcation. By assuming the existence of a Hopf bi-
furcation it is shown that the sequence of topologies in the periodic
flow immediately after the transition is described by a elliptical path,
in the parameter space of the unfolding. The center of the ellipse
corresponds to the transition flow.

If this result is applied to the special case of the double eddy flow,
it is shown that the sequence of topologies is described by the inner
curve on figure 1.
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Figure 1: Part of a cross section from the three-dimensional para-
meter space. The parameters in the origin correspond to the double
eddy flow.

Recent numerical results from R. Petersen [1], show that the actual
sequence of topologies after the transition to periodic flow, is as il-
lustrated in figure 2. By comparing this to the theoretical results il-
lustrated in figure 1 perfect agreement is found.
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Figure 2: Sequence of topologies at Re = 45
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Numerical results

figure 3: Sequence of topologies at Re = 100

The numerical results from R. Petersen [1], show that at Re ~ 46 there
is a transition to a periodic flow with a more complicated sequence of
topologies (cf. figure 3). This sequence of topologies corresponds to
the outer elliptical path in the unfolding in figure 1, thus indicating a
high level of agreemient between the topological model and the real
flow.

[1] R. Petersen, Dynamical Systems and Structures in the Flow Around a Cylinder,
Master Thesis No. 2002-01, Department of Mathematics, DTU



B Normalformstransformation og
udfoldning (Maple ark)

I dette appendiks preesenteres et Maple 7.0 ark som eksempel p&, hvordan vi
har foretaget normalformstransformationer og udfoldninger. Konkret indehol-
der arket beregningerne p4 den symmetribevarende udfoldning af den organi-
serende stremning (se afsnit 6.3). Dette eksempel er nogenlunde overskueligt,
samtidigt med at Maple arket illustrerer de fleste af de operationer, vi har an-
vendt.

Langt de fleste af de funktioner som vi benytter findes ogsa i aldre versioner
af Maple, men den plotte funktion som vi benytter til at f& overblik over sepe-
ratricer med (plot_real_curve) findes forsti Maple 7.
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[ Symmetribevarende udfoldning
[ > restart;

[ > with(algcurves) :

[ > with(linalg):

& Stremlinjefunktionen

Fglgende stramlinjefunktion gnskes transformeret
Bemark at vi arbejder pa en trunkeret version, og manuelt holder styr pa restledet
> psi_eq:=y"2*x* (epsilon(l,2]+psi[1,3]*y+psil3,2]*x"2+psi[1l,4]*
Yy*2);

. 2 2 2
psi_eq =y x(81,2+wl,3y+\p3’2x +Y, 4)7)

1 Den kanoniske transformation
En passende genererende funktion opstilles
[ > S:=xi*y+sum(sum(s[i,j,3-i-jl1*xi*i*y"j*epsilon(l,2]"~(3-i-j),J=
0..3-1),1=0..3); .
o 3 2 9 3 2 .
S=Ey+5)038.2 t50 12V 82 tS001Y €2 ¥ S50V +50258, +5,,,8V8,
+5120§y +s oxg 812"'3210&-» y+s300§

[ Ud fra den genererende funktion findes udtryk for eta og x som funktion af'y og xi
r > kanonl:=x=diff (S,y);

kanonl = \

2 2 2
L JC=§"'So,1,2€1,2 +25), 1Y€ ,+353,¥ +Sl,1,1§81,2+231,2,o&>y+sz,1,0§
[ > kanon2:=eta=diff (S,xi);

kanon? =

L N=y+580,28,2 +51 1,17 &, 2'*'5120)’ +25,,, 1581,2"'2‘92,1,0&3"*'353,0,02;2

[ y opskrives som en generel rekke i xi og eta til anden orden

[ y_raekke:= y=b[1,0,01*xi+b[0,1,0]*eta+
b[0,0,1]*epsilon[l,2]+sum(sum(b[i,j,2-1i-j]*xi~ (1) *eta~(]j) *epsil
on[l,2]*(2-i-3j),1=0..2-3),3=0..2);

2
— 2
y_raekke =y=b, \ ;&+by | (N+by o8 28028 5 +b 4,88 ,+by 4,8

L "'bo,1,17181,2"'b1,1,05-nn"‘bo,z,o11

[ Denne generelle rekke indsattes i ligningen for eta
[ > eqgl:=subs (y_raekke, kanon2) ;

. 2 2
eql =n=by o (E+by | N+by o € Dy ,8 5 +b 88 51D, 0,8
5 2
+bo,l,ln31,2"'171,1,0€T|"'bo.z,o11 +5,0,281,2 +5 1By 0,08+8y 1,0M+8 4182
+b ‘b, Ee ,+b, , B2+ +b, | EN+b , 1 (
0.028.2 tD10,168 210,008 +by 1 | NE ,+b | (EN+Dy, M)E L+ 5

2 2
b1,0,0§+b0,1,0n+b0,0.181,2+b0,0,281,2 +b1,0,1§€1,2+bz,0,o§ +by ;  ME,

2
2 .
+b, gn"'bo,z,on ) +25 0,4 §81,2+2s2,1,0€(b1,0,0§+b0,l,0n +8y .12

2 2 2 2
L +by 0,8 5 +b, o168 ,+b, & +by | NE ,+b | (EN+D,, M )+35;608




[ Der omskrives til en rakke for 0, ved at treekke hejresiden fra venstresiden
[ > pol:=op(l,eql)-op(2,eql);

2 2
ol =n_bl,O,Og_bO,l,On_bO,O,l81,2_b0,0,2§1,2 =b, 188 3=b,4,08
) , 2 ,
"bo,l,lnel,z‘bl,l,ogn_bo,z,on ~S1028,2 ~S 0181008+ 1,0N+by 0,8 2

2 2 2
+b5028,2 t010168 218,008 +b5 1M € ,tb; 0 EN+hy, o N)E ;=5 ,

2 2
bl,o,o‘g"'bo, LoM+8y 018 ,+b 0282 +b1,o,1§€1,2+bz,o,o§ +by 1 ME ,

2
2
+bl,1,0§n+b0,2,0n ) =25, 4, {381,2—25'2’ 1,o§(b1.o,o§+bo,1,on+bo,o,1 €.,2

2 2 2 2
i +by 0,28 5 +b1,o,1§£1,2+b2,o,o§ +b0,1,1n£1,2+b1,1,0§n+b0,2,0n )—3S3,o,o§

[ Der sorteres s raekken eksplicit er i eta, xi og epsilon. Alle koefficienterne skal nu vare nul
[ > pol2:=mtaylor(pol, [Xi,eta,epsilon(l,211,3);

pol2:=(1-b, LodN=by0 18, "'bl,0,0g

L2.00
(D 1,0725 1000,1.0725,2,080.1,0 81,0, LIRS

"'(_252,1,01’ 'b1,0,1“2s2,01 3111b 2S120b001 100)812§

+(=25, Obl 0,0 % 1,0,0 _333,0,0_172,0,0)&

0,0,1

2
2
+(=by 2,0 51,2080, 1,0 )M +(=51,1,1 By 1, o‘bo 117251200001 80,1,0)€,2M

+(=by 0,251,027 51,1,1 Po,0,1 = 51,2,0 Po,0,1 )312
[ Koefficienterne treekkes ud 1 et s&t af ligninger (bemzerk at hghedstegn og nul er underforstéet)
[ > eq2:={coeffs(pol2, [eta,xi,epsilon[l,2]])};

2
€92 = {=by, 0,152 %,1,001,0,0 = 51,2,0 P1,0,0 ~3 53,00~ D2,0,0

2
b b Boo 1 b
b 10 =25, 1000,10728,20b

b
-2 s b -b

2,1,0

0,0,2 7 51,0,2751,1,192,0,1 7 51,2,0 1,0,0°

0,1,0 71,0,0°

b -2s b b

1,2,0 ©0,0,1 1-b

"232,0,1_5

0,0,1 1,0,1 1,1,1 10,0 1,0,0° 0,1,0

2

L _bo,z,o 1,2,0b0,1,o > 1,1,1bo,l,o"bo,l,l'251,2,0bo,0,1bo,l,o}

Disse skal lgses i folgende ubekendte

> vars:={b[1,0,0],b[0,1,0],b[0,0,1]1,seq(seq(bli,j,2-1-31,3=0..2
-1),1i=0..2)};

vars = {b, ¢ », b b b b b b

10,12 92,0,00 %0,1,10 91,1, 90,2, 00
i Ligningssystemet lases
[ > res:=solve(eq2,vars);

-8 =S

10

010’b001’ 100}

res = {b010 1, bozo‘ S120’b011 Slll’bll()— 25210’b001"0’b1,0,0=0’

by 0,1=725,0,102,0,0=73 53,0,00 80,0,2=51,0,2}
C Ligningen for y som funktion af xi, eta og epsilon kan nu opskrives
[ > yeq:=subs (res,y_raekke);

2

2 2
| Yeq=y=m—s 5,8, =25, ,88 ,-35008 =5 Mg ,-25,,EN-5,,M
[ Da vi ensker at y=0 skal sendes i eta=0 vzlges og indszttes folgende
r




[ > yeq:=subs(s[1,0,2]=0,s[2,0,1]1=0,s[3,0,01=0, yeq),

yeq:=y=mn-s 4, ,NE ,~ 2S210§n S120n

C Ligningen for y kan nu indszttes i ligningen for x
[ > subst3:=subs(yeq, kanonl) ;

subst3 =x=8+s) | ,€ 5 +25,, (=5, M€ ;=25 ,EN=5,,N)E ,

2
2
+3830M=5 111812"25210511'5120'rl ) +8 1§812

+23120§(Tl $.0,1NE 25210§T] 51,2,0M )+s210§

[ Hajresiden tages ud (for at man kan benytte mtaylor funktionen)
I > substd:=0op(2,subst3);

2 2
substd =8+, | 1€, +25,,(N—5, M€ ,-25,,EN-5,,MN)¢,

2
2
+3 5,30 M5, M 81,2_232,1,0&“_51,2,0.11 ) 511,188,

L +255,05M =5, 1 NE =25, 0EM=5 2, 1]2)"'52,1,0 g’

[ Da vi kun regner til anden orden i xi, eta og epsilon skares der af ved at Taylorrekkeudvikle ti
L anden orden.

> xeq:=x=mtaylor (subst4, [xi,eta,epsilon(l,211,3);

2 ) i
Xeq =x=8+5, | ,€ , +250,2,1n81,2+251,2,0§n+3so,3,0n +5,108 +5,1,88,,

¥ Normalformen

[ De generelle udtryk for x og y fra den kanoniske transformation indsattes i

L stremlinjefunktionen, og der skares af ved femte ordens led

[ > psi_eq2:=subs(yeq,xeq,psi_eq):

[ > psi_eq2:=mtaylor (psi_eq2, [xi,eta,epsilon[1,2]],6); .

psi_eq2 = W1,3§n3+£1,2 T]2§+ﬂ2 W3,2§3_5 Vi35, 1,0§2n3_332, 1,0":1,2§2 n’
3 2 5
+(_W1,3S1,2,0+\|”1,4)§n4_2wl,3sl,l,181,2&'n =8 1180 M &35 0¥ 5N

+(28) 21 V131353008 2N +(0, 12V 3252108, N 45 28, M
[ de s-er som optrader alene som koefficienter sattes til 0
[ > psi_eqg3:=subs(s[2,1,0]1=0,s[1,1,11=0,s8(0,3,01=0,s8(0,2,11=0, s[O
,1,2]1=0,psi_eq2);
psi_eq3 =y, &+, E+n v, , E +(—y, 55, 0+, JEN
Et led kan fjernes ved at benytte s

1,2,0
> psi_eqgd:=subs(s[1,2,0]=psill,4]1/psi(l,3],psi_eq3);

[

{ psi_egd =, ;EN +e , M E+0" y, , &
Denne stremlinjefunktion kan forsimples ved at skalere tiden med psi_3,2
(da vi har forudsat at denne er forskellig fra nul). Dette svarer i praksis til
at dividere hgjresiden med psi_3,2

l > psi_normal:=expand(psi_eqd/psil3,2]);

C

[

3 2
v ;6N g,
psi_normal := + +Nn°§
Vs 5 L £W)
For at lette notationen omskrives normalformen til

/




> psi_normal := c[l,2]*eta"2*xi+psi[l,3]*xi*eta”3+eta”2*xi"3;
>
. 3 2 23
psi_normal =y, ;€N +c , M E+n°E

{ Hvor psi_1,3 er en ny koefficient. I kapitel 6 er der argumenteret for at vi kun ser pi psi_1,3 >
0.

}l Udfoldning

[ Det dynamiske system findes, og tiden skaleres med eta
[ > xiprik:=diff (psi_normal, eta);

xiprik:=3 y, , §n +2¢,M E+21 §
> xiprik:=sort (expand(xiprik/eta), [xi,etal);

xiprik:=2 > +3 v, 3E_,n+201 ,&

f> etaprik:=-diff (psi_normal,xi):
[ > etaprik:=sort(expand(etaprik/eta), [xi,etal);

| etaprik:= -3 &271—‘1’1,3712'01,271
[ Jacobimatricen findes

[ > jacobi:=matrix([[diff (xiprik,xi),
diff (xiprik,eta)], [diff (etaprik,xi),diff (etaprik,eta)ll);

68 +3 v, sM+2¢, 3y, ,€

Jjacobi = )
—-6&n -3 =2y, 3M-¢,

E Jacobideterminanten defineres
> jacdet:=sort(det (jacobi), [xi,etal);

2 2
jacdet =18 E* -3 V5 En-12 €, £ -6 v, n’-7 V,36,N-2¢,
[ Positionen af kritiske punkter ved vag (dvs eta=0) findes ved at lgse
" > krit_eq vaeg:=(subs(eta=0,xiprik)/2);

krit_eq_vaeg ==& + ¢ .8
> krit_pos_vaeg:=[solve(krit_eq v,xi)];

krit_pos_vaeg := [0, 1/ <y 5 —»\/—cl’ ,]
[ Det testes nu, hvornar disse kritiske punkter er degenererede
[ > subs (xi=krit_pos_vaeg[l], eta=0, jacdet) ;
2
-2 ¢,
> subs (xi=krit_pos_vaeg[2],eta=0, jacdet) ;
2
8¢,

> subs (xi=krit_pos_vaeg[3],eta=0, jacdet);
2
8¢,
[ Det ses, at de kritiske punkter pa vaeggen kun er degenererede nér c¢_1,2=0
[ >

C Pos1t10nen af de kritiske punkter i vaesken (eta forskellig fra nul) findes
> krit_pos_vaeske:=solve({xiprik, etaprik/eta}, {xi,eta});

¢ 4
RootOf(7 Z +c ==
Wm} {&= ( L2k M 7%3

krit_pos_vaeske = {{E=0,n=— }




i

[ Og skrives manuelt op pa en lettere hiandterlig made.

T > krit_pos_vaeske:=[{xi = 0, eta =
-c[1,2]1/psil1,3]},allvalues({xi = RootOf(7*_2Z~2+c[1,2]), eta
= -4/7*c[1,2]1/psi[1,31})] ‘ '

krit_pos_vaeske :=

T g Y P S 1 }}
_—-— = —_c s =———, = — -"c
L " Vi3 n= 7"’13 L2 7V, , 712

[ Det testes nu hvornar disse kritiske punkter er degenererede (og samtidig bestemmes deres type
[ > subs(krit_pos_vaeske[l], jacdet);
-
4,2
F > subs (krit_pos_vaeske[2], jacdet) ;

8 2

7cl,2

> subs (krit_pos_vaeske([3], jacdet) ;
8 2

7 1 2

[ Det ses at de kritiske punkter pa veggen kun er degenererede nar c¢_1,2=0

L[>

[ Det er nu vist, at der er to forskellige strukturelt stabile stremninger, og en strukturelt ustabil.
Vi kan derfor nu tegne seperatricer for disse stremninger ved at valge konkrete ¢_1,2 vardier
L Det ses ogsa at psi_1,3 ikke har nogen betydning for, hvornar der er degenererede punkter.

€, ,<0,

Forst undersgges c_1,2=-1 og psi_1,3=1

[ Med felgende funktion plottes seperatricer for de kritiske punkter pa veggen.

Dette gores ved at tegne kurver hvor stremlinjefunktionen antager vardien 0.

For at plotterutinen kan fungere bedre divideres stremlinjefunktionen med eta,

L hvilket svarer til at fjerne den akvikurve som ligger i eta=0

[ > psi_konk:=simplify(subs(c[1,2]=-1,psi[l,3]1=1,psi_normal/et
a));

L psi_konk:=mEMm-1+&)
[ > plot_real_curve(psi_konk,xi,eta,view=[-2...2,-1..21);




*

N

151

B

—th

[ Bemerk at seperatricen i xi = 0 mangler.

L Dette skyldes, at den anvendte plotterutine ikke er god til lodrette linier.
[ Det analyseres hvor de kritiske punkter er

"> subs(c[l,2]1=-1,psi[l,3]1=1,krit_pos_vaeske);

4 1 4 1
{{§=O,n=l}s {ﬂ=;,§=7‘/7}a {ﬂ=;,§=—;‘/7}]
> subs(cl[l,2]=-1,psi[1l,3]1=1,krit_pos_vaegqg);
[0, 1,-1]
[ Det ses, at to af de kritiske punkter (dem der er centre) ligger inden for seperatricemne,

og at sadlen i vaesken ser ud til at ligge pé seperatricen fra veeggen. At dette faktisk er
L tilfzeldet ses ved at betragte den konkrete stromlinjefunktion.

c“=0

[ Nu undersgges ¢_1,2=0 og psi_1,3=1
[ > psi_konk:=simplify(subs(c[1,2]=0,psi{1,3]1=1,psi_; normal/eta
)):

i psi_konk :=n &M +§ )
"> plot_real_curve(psi_konk,xi,eta,view=[-2...2,-1..21);




)]

15

-t
NS
"o

E Bemark at seperatricen i xi=0 igen mangler.
[ Det analyseres hvor de kritiske punkter ligger
[ > subs(c[1,2]=0,psil[1l,3]=1,krit_pos_vaeske);

L [{E=0,1=0}, {E=0,n=0}, {§=0,1=0}]

> subs(c[l1,2]1=0,psill,3]=1,krit_pos_vaeqg);

L [0,0,0]

[ Det ses at alle de potentielle kritiske punkter falder sammen med det degenererede
L kritiske punkt pa veggen.

0<¢,

[ Til sidst undersgges ¢_1,2=1 og psi_1,3=1

[ > psi_konk:=simplify(subs(c[1,2]=1,psi[l,3]=1,psi_normal/eta
))

L psi_konk:=mEm+1+E?)
> plot_real_curve(psi_konk,xi,eta,view=[-2...2,-3..11);




ovth

B
¥

[ Bemerk at seperatricen i xi=0 igen mangler
[ Det analyseres hvor de kritiske punkter ligger
> subs(c[l,2]=1,psill,3]1=1,krit_pos_vaeske);

-4 1 -4 -1
{{n=-l,§=0}, m=—&=1{7}, {n=7,€;=71ﬁ}]
> subs(c[l1,2]=1,psi[l,3]1=1,krit_pos_vaegqg);
L [0519_1]

[ Det ses her at der kun er et kritisk punkt i vasken, og et pa veggen,
L da de resterende positioner er komplekse.

[ P4 l;aggrund af denne analyse kan det endimensionelle bifurkationsdiagram tegnes.
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