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Abstract:

Dette projekt tager udgangspunkt i et virkeligt VRP-problem, nemlig
FDBs. For deslige FDB-lignende problemstillinger foreslis udvidel-
ser til en klassisk matematisk formulering af VRPTW, séledes at
denne kan tage forbehold for relevante faktorer i et ruteplanlaegnings-
problem - sdsom backhaul og kere- og hviletidsbestemmelser - som
ikke er indbefattet i VRPTW. Ydermere vurderes hvilken klasse af
algoritmer vi finder mest fordelagtig til implementering i et rutelaeg-
ningssoftware til den givne type af problemer. De relaterede overve-
jelser bygger i haj grad pa dataindsamling fra benchmarktests af de
omhandlede algoritmer og i nogen grad pA beregningskompleksitets-
forhold. Afslutningsvis konkluderes pd baggrund af en afvejning
mellem lasningskvalitet og beregningstid, at det ved lesning af et
FDB-lignende rutelegningsproblem ville vare mest fordelagtigt at
benytte tabu-sggning som segealgoritme i et ruteplanlagningspro-
gram.



‘you give me, you give me the sweetest taboo’
— Sade
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1 Optakt

1.1 Indledning

Distribution er en vigtig del af mange virksomheders aktivitet. Naesten alle
virksomheder har behov for fysisk at flytte varer eller materialer fra et sted til
et andet, og omkostningerne i forbindelse med dette kan udggre en betydelig del
af en virksomheds omsaetning,.

Sa lange der i forbindelse med transporten ikke ligefrem gdelaegges eller beska-
diges varer, vil transporten ikke pavirke veerdien af en virksomheds produkt. Alt
hvad der spares pa transportomkostningen er derfor ren fortjeneste for virksom-
heden. Man kan sige, at besparelsen ‘gér direkte ind pa bundlinjen’.

Dette geelder naturligvis ikke for virksomheder, hvor selve distributionen er en
del af produktet som f.eks. avisudbringning. Her vil besparelser nemt kunne gé
ud over serviceniveauet og derfor svaekke produktet.

Med baggrund i ovenstaende er det derfor gnskeligt at minimere transportom-
kostningerne s& meget som muligt. Der vil dog altid vaere visse graenser for
hvordan besparelserne kan forega. Kapaciteten af distributionsnet, udgifter til
brzendstof og lgnninger, vedligeholdelse af materiel, arbejdsregler o.lign. er med
til at saette nogle graenser for, hvordan der kan effektiviseres og hvor store be-
sparelser, der kan opnds. Minimeringen af transportomkostningerne skal altsa
gores under visse begrensninger (betingelser).

1 forbindelse med minimering af transportomkostningerne, vil det for opgaver af
en vis stgrrelse ofte kunne betale sig at opbygge en matematisk model af trans-
portsituationen. Modellen kan anses for en simplificering af virkeligheden, hvis
formal er at give et mere gennemskueligt billede af den forelagte situation. Mo-
dellen skal beskrive de vaesentligste omkostninger og begransninger situationen
indeholder. Ved at minimere omkostningerne i modellen kan omkostningerne i
den faktiske transportsituation ssenkes.

Alt efter hvilken type transportsituation man har med at ggre, vil modellerne
have forskellig opbygning. Da det vil veere uoverkommeligt at daekke alle typer
af situationer, har vi vaeret ngdt til begranse os. Dette har vi gjort ved at tage
udgangspunkt i en virkelig transportsituation.

Vi har i projektforlgbet haft kontakt med FDBs tervarelager i Albertslund, som
fornylig har indkgbt et af de kommercielle ruteplanlsegningsvaerktgjer. Lageret
distribuerer dagligvarer til deres butikker beliggende i det meste af @stdanmark.

1



2 Optakt

Denne distribution har vi valgt som udgangspunkt for vores projekt. Transpor-
ten fra tervarelageret til dagligvarebutikkerne sker med lastvogne, og projektet
omhandler derfor ruteplanlaegning i forbindelse med vejtransport, hvor en distri-
butgr skal forsyne et antal butikker med varer. Et sddant problem hgrer under
kategorien Vehicle Routing Problem, eller blot VRP!.

Lgsningen af et VRP bestar i at traeffe nogle valg; hvor hvilke vogne skal kgre
hen og hvorndr, er eksempler pa sddanne valg. Den optimale lgsning ville kunne
findes ved at afprgve alle mulige valg for en given situation, og efterfglgende
vurdere hvilket, som var mest passende til formélet. I virkelige situationer vil
antallet af valg ofte veere s stort, at dette i praksis er umuligt. Selv med com-
putere langt hurtigere end de som findes i dag, vil det tidsmaessigt ikke veere
muligt at afprgve alle valg i en virkelig VRP-situation.

Det er altsi ngdvendigt at bruge smartere metoder til at trazffe valg end blot
at afprgve samtlige muligheder. I Igbet af de sidste 20-30 ar er udviklingen af
sddanne metoder tiltaget. Der er bade blevet udviklet metoder, som garanterer
at finde de bedste lgsninger, og metoder som ikke ggr. Indenfor hver af disse
hovedkategorier er der adskillige underkategorier.

Mange af metoderne er udviklet til at lgse simple VRP-situationer, dvs. situa-
tioner hvor der kun er fa begreensninger. Disse stemmer ikke godt overens med
virkeligheden, da mange virkelige VRP-situationer har mange specielle hensyn,
som gkal tages. Der er dog indenfor de sidste &r kommet mere fokus pé virke-
lige VRP-situationer, og hvordan disse kan lgses. Vi gnsker at lave en generel
vurdering af hvilke metoder, der vil egne sig til optimering af virkelige VRP-
situationer, som ligner FDBs.

1.2 Problemformulering

Hvordan kan en matematisk model for et virkeligt ruteplanlagningsproblem
opstilles og lgses?

1.3 Afgraensning og uddybning

Virkelige VRP-situationer kan tage mange former. Der er f.eks. stor forskel pa
ruteplanlegningen i et kurér-firma og i et olieselskab. Vi bruger som nzvnt
situationen fra FDBs tgrvarelager i Albertslund til at indsnaevre problemfeltet,
idet vi begraenser os til situationer, som ligner denne. Dvs. diverse former for
planlegningsopgaver hvor varer skal transporteres fra et selskabs lager til dets
kunder (i FDBs tilfzelde deres egne butikker).

Vi beskeeftiger os dog ikke udelukkende med FDBs specifikke situation, da det
ville kraeve et indgdende kendskab til mange data omkring FDBs varedistribu-

!Principielt kan VRP dog ogsi bruges til at beskrive distribution i forbindelse med andet
end vejtransport.
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tion. I stedet bruger vi FDB som udgangspunkt for at underspge de typer af
ruteleegningsproblemer, der kan forekomme i situationer som minder om deres.

Udover at undersgge hvordan en matematisk model til beskrivelse af ruteplan-
leegning kan opstilles og lgses, gnsker vi at give en vurdering af lgsningsmeto-
derne.

For en virksomhed afhznger den bedste lgsning af mange faktorer. Nogle af
disse kunne veere: Hvor store besparelser kan metoden give virksomheden, hvor
besvearlig er den at implementere i det eksisterende logistiksystem, hvor store
er anskaffelsesomkostningerne og kraever metoden efteruddannelse af medarbej-
dere.

De fleste af den slags spgrgsmal ligger uden for matematikerens kompeten-
cesfaere. Vi har derfor valgt, at beskaeftige os med de besparelser metoden kan
give, efter den er blevet implementeret, og medarbejdere har lzert at betjene sig
af den. Derudover indsnavrer vi os yderligere, idet vi kun ser pa4 omkostninger
forbundet med selve transporten og ikke besparelser som fplge af a.dmmlstratwe
eller organisatoriske rationaliseringer.

En given ruteplanlaegning vil resultere i en ruteplan bestiende af et szt ruter,
som lastvognene skal kgre. Man kan alts sige, at vi kun beskaeftiger os med de
omkostninger, som varierer fra én ruteplan til en anden.

1.4 Metode

I ruteplanl®gning implementeres Igsningsmetoder ofte i en computer for bl.a.
at teste hvor gode lgsninger de giver, og hvor hurtigt de er i stand til at finde
dem. Da ingen i projektgruppen har szerlige faerdigheder indenfor datalogisk pro-
grammering, har vi desveerre ikke haft mulighed for dette. Vi forsgger derimod
at vurdere de forskellige modeller og lgsningsmetoder ud fra de store maengder
litteratur, der er skrevet om ruteplanlaegning.



2 Modeller til ruteplanlaegning

I dette projekt vil vi, som beskrevet i indledningen, beskazftige os med den del af
operationsanalysen, der vedrgrer problemer i forbindelse med varedistribution.
Mere specifikt vil vi undersgge, hvordan der med et antal vogne kan planlaegges
ruter, p4 en méade s ruterne bliver mest optimale. Hvad der menes med det
‘mest optimale’ athenger af, hvad man gnsker at optimere. Et eksempel kan
veere at finde den ruteplan med det mindste benzinforbrug eller med den korteste
afstand.

Overordnet er der altsd tale om et optimeringsproblem. Et sadant drejer sig
om at finde den optimale lgsning til et problem, nir lgsningsrummet er givet.
Lgsningsrummet, som er mzngden af alle lgsninger, fremkommer ved de be-
greensninger, der er forbundet med problemet. Det vil sige, at lgsningsrummet
for et ruteplanlaegningsproblem indeholder alle de ruteplaner, der overholder
begransningerne, inklusive den optimale ruteplan. Begraensningerne kan for ek-
sempel vaere, at vognene har en kapacitet, der ikke mé overskrides, eller at hver
rute skal indeholde mindst 3 butikker.

For vi tager fat pd, hvordan man i operationsanalysen behandler denne type
af problemer, vil vi kort skitsere, hvordan man opstiller matematiske modeller,
herunder optimeringsmodeller, samt give et billede af de matematiske begreber,
der bruges i et ruteplanlagningsproblem. Man kan dele arbejdet med modellen
op i to hovedpunkter, opstilling og behandling [Hermann and Niss, 1982].

Opstilling af model

Nar en virkelig situation skal modelleres, er det vigtigt at udvelge og idealisere
de elementer og koblinger, der er veesentlige for lgsningen af situationen. Nar
de relevante elementer og koblinger fra den virkelige situation er valgt ud og
simplificeret, kan problemet oversattes til matematiske objekter. Ofte vil der
veere flere muligheder for den matematiske repraesentation, men overvejelser over
den videre proces kan medvirke til det endelige valg.

I praksis vil udveaelgelse, idealisering og matematisk repraesentation ofte smelte
sammen, s3 der ikke kan laves en skarp skelnen. For eksempel kan man ved
udvelgelsen af elementer have en bestemt idealisering eller matematisk reprae-
sentation i tankerne, som vil komme til udtryk allerede i denne fgrste fase. En
saddan kan vzere inspireret af erfaringer med lignende modeldannelsessituationer
eller kan veere et udtryk for visse forhandsindstillinger.
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- Behandling af madel ) '

Behandlingen bestar i ved hjelp af matematikken at drage konklusioner om
de i modellen indgiende objekter, altsi lgse de matematiske problemer, der
repraesenterer problemerne i virkeligheden. Til slut i behandlingsfasen skal de
matematiske resultater oversattes til den virkelige situation og bedgmmes.

Det er ikke altid muligt at lgse de matematiske problemer og ofte vil det haende,
at resultaterne ikke viser sig tilfredsstillende. Dette kan give anledning til en
yderligere simplificering eller tilnsermelse og en fornyet modeldannelse. Model-
arbejdet bliver siledes en proces, hvor de forskellige faser pavirker hinanden.

I det efterfglgende vil vi konkretisere ovenstiende med hensyn til ruteplanlzeg-
ningssituationen.

Opstilling af ruteplanlzgningsmodel

De vigtige elementer i et ruteplanleegningsproblem vil veere kundernes placerin-
ger i forhold til hinanden, antallet af vogne og deres egenskaber, specificering af
varemaengderne, vejforhold, ruternes tidsmaessige varighed m.m. Simplificerin-
gen kunne bestd i at se bort fra vejsving, lyskryds o.lign. og i stedet beskrive
vejene mellem de forskellige kunder som lige straekninger. En anden simplifice-
ring kunne vaere at angive vognene kun efter hvor meget vaegt, der kan lastes
p4 dem. Ofte vil man foretage den matematiske repraesentation ved at skitsere
situationen med en graf (jf. afsnit 2.1). Som vi vil se, danner grafteorien en
vigtig del af grundlaget for selve modelstrukturen for denne type af problemer.

Koblinger mellem de udvalgte elementer, dvs. begraensningerne, kan vaere, at
varemangden i en enkelt rute ikke ma overstige vognens lastkapacitet, at en
bestemt kunde altid skal viere den ferstbesggte kunde, at der for nogle vejs-
treekninger er forbud for kersel med lastvogn eller andet som distributgren fin-
der relevant. De ruteplaner, hvor en begraensning bliver overtradt, vil veere en
ulovlig lgsning, denne ruteplan vil altsa ikke ligge i lgsningsrummet. Den mate-
matiske repraesentation af begransningerne kan f.eks. opskrives som uligheder
eller ligninger. :

Selve problemet gar som naevnt ud pa at optimere ruteplanlaegningen. I mange
tilfzelde vil optimeringen bestd i at minimere den kgrte afstand. Da vil den
samlede afstand for en given lgsning, z, kunne beskrives ved en funktion, c¢(z),
kaldet objektfunktionen. Objektfunktionen tilleegger altsd i dette tilfzelde enhver
lgsning i lgsningsrummet en veerdi for den samlede afstand. I mange tilfzlde er
det den samlede omkostning, der skal minimeres, og her kaldes objektfunktionen
ogsh for omkostningsfunktion.

Problemet kan nu formuleres matematisk pa fglgende méade:

Minimeér e(z) (2.1)
med hensyn til gi(z) <bh i=1,...,n (2.2)
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hvor z er en mulig lgsning, ¢ er omkostningsfunktionen og de n uligheder i (2.2)
er begraensningerne.

Vi har nu skitseret, hvordan man kan konkretisere virkeligheden. Vi har udvalgt
de ting, vi vil forholde os til, og simplificeret dem. Med andre ord, si har
vi opskrevet en matematisk formulering af den del af virkeligheden, vi vil
modellere.

Behandling af ruteplanlzegningsmodel
I denne fase skal den matematiske model behandles. Opgaven bestar altsa i at
finde den rute, der giver den mindste omkostning.

Matematisk formuleret kan man sige: Lad X vaere maengden af lgsninger z € X
~ogc: X = R vzre en afbildning fra X ind i de reelle tal. Bestem da den lgsning
2’ € X, hvor ¢(z') < c(z) for ethvert z € X, altsd find minimumspunktet for c.

I praksis vil der i mange optimeringsproblemer bruges matematisk program-
mering til lgsning af disse. Ordet programmering skal ikke forstis i datalogisk
betydning, men betegner den mulighed matematikken giver for at behandle et
problem pa en systematisk og praecis made [Blomhgj et al., 1984].

I vores ruteplanlaegningsmodel er lgsningerne z en n x n matrix, hvor n er
antallet af kunder. Elementerne i matricen «;;, hvor i,j = 1,2,...,n, er sikaldte
beslutningsvariable; de udtrykker hvilke ruter der kgres i den givne lgsning.

I de tilfelde hvor ob jektfunktionen er en linear funktion, begraensningerne er
linesere uligheder og de variable tilhgrer de reelle tal er der tale om lineer
programmering (LP). Objektfunktionen er en lineser funktion, ndr den opfylder

claz +y) = ac(z) + c(y) z,y € X,0e€R (2.3)

Der er udviklet metoder til at igse LP-problemer, hvor den mest omtalte er
simplex metoden [Foulds, 1984]. I nogle optimeringsproblemer giver lgsningen
kun mening hvis z;;, yi; € Z, hvor Z er maengden af hele tal. Her er der tale om
heltalsprogrammering (IP).

Da vi i vores ruteplanlzegningsmodel opererer med beslutningsvariable, som kun
mé antage veerdierne 0 og 1, kan vi ikke betegne problemet som et LP-problem.
Vores variable tilhgrer en endelig delmaengde af Z, nemlig {0, 1}, og kan betegnes
som et kombinatorisk optimeringsproblem [Nemhauser and Wolsey, 1988]. I et
kombinatorisk optimeringsproblem er igsningsrummet endeligt, det vil sige at
der i vores tilfzlde er et endeligt antal mulige lgsninger til en ruteplan.

Der findes forskellige lgsningsmetoder til kombinatoriske optimeringsproblemer,
bade nogle der garanterer at finde den optimale lgsning og nogle der ikke ggr.
Vi vil ikke komme ind p& dem her, da de behandles senere.
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2.1 Et udvalg af netveerks- og grafteori

Lidt kendskab til netveerks- og grafteori kan hjzlpe pa forstielsen af en mate-
matisk formulering af VRP og TSP. Vi vil i det fglgende kort introducere de
grundlzggende dele af grafteorien, der bruges i rapporten. Vi har taget udgangs-
punkt i [Dolan and Aldous, 1995] og [Biggs, 1989].

En graf G = (V, E) er et par bestdende af en endelig maengde V = {1,2,...,n}
hvis elementer kaldes punkter, og en mzngde E bestiende af delmeengder af V
med to elementer, altsd V D {i,j} € E, herefter skrives de (i, j). Elementerne i
E kaldes kanter (jf. figur 2.1).

For en simpel graf galder, at der kun findes én kant mellem to givne punkter
i og j, samt at der ikke findes nogen kanter fra i til ¢ (figur 2.2).

Figur 2.1 En graf G = (V, E) med Figur 2.2 En simpel vagtet graf med
fem punkter og fem kanter, hvor to er fem punkter og tre kanter.
ens.

En graf kan vaegtes ved at tildele enhver kant (i,7) en veegt ¢;; (if. figur 2.2).
En veegtet graf skrives G = (V, E,C), hvor C C R.

En komplet graf er en graf, hvor ethvert par af punkter (i,5) med i # j er
forbundet med netop én kant? (jf. figur 2.3).

I nogle tilfzelde kan det veere ngdvendigt at definere en retning pa kanten, for
eksempel hvis det kun er muligt at g fra punkt ¢ til j, men ikke fra j til . Her
benyttes en digraf (directed graph) i stedet for en graf.

En digraf D = (V, A) er en graf, hvor kanterne er retningsorienterede (jf. figur
2.5). Det vil sige A = {(4,7) | 4,5 € V} er maengden af ordnede par af punkterne
tilhgrende V.

Néar punkter og/eller kanter i en graf eller en digraf har tilknyttet talveerdier
kalder man ogsé det samlede system for et netveerk.

En cykel i en graf G = (V,E) er en delmengde V; C V med |Vi| = k. Ele-
menterne i Vi opskrives som en endelig folge ¢1,%2,...,%5+1, med 43 = 7441,
og de resterende elementer i V3 kun optraedende én gang, dvs. i; # 4; for alle

! Antallet af kanter i en komplet graf med n punkter er (7) = 2(2=1)
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j,! € Vi \ {1, k+ 1}. To pa hinanden fglgende punkter i folgen er forbundet med
en kant, altsd Ex = {(ij,i;41) | 1 < j < k}. Cyklen bestar altsa af k punkter
og k kanter, hvor der til ethvert punkt knyttes to kanter (jf. figur 2.4). En cykel
med k kanter kaldes ogsa en k-cykel.

Figur 2.3 En komplet graf G = Figur 2.4 En 3-cykeli G.
(V, E) med fem punkter og 10 kanter.

En hamiltonisk kreds er en cykel af leengde k i en graf med &k punkter, det
vil sige Vi, =V [Reinelt, 1994].

2.2 Den rejsende salgers problem

Traveling Salesman Problem (TSP) bestar i, at en saelger skal besgge en raekke
byer og derefter returnere til sit udgangspunkt. Givet et antal byer og et antal
veje, som forbinder byerne, skal szlgeren finde den korteste rute rundt til alle
byerne uden at besgge samme by mere end én gang [Lawler et al., 1985], [Dolan
and Aldous, 1995]. : :

Figur 2.5 En digraf D = (V, A) med 5 punkter og 5 retningsorienterede kanter.




10 Modeller til ruteplanleegning

Betragtes TSP som et grafteoretisk problem, kan situationen beskrives ved en
simpel, komplet og veegtet graf G = (V, E,C), hvor V = {1,2,...,n} er maeng-
den af byer. E = {(i,5) | 4,j € V} er mangden af alle uordnede par af elementer
fra V, f.eks. representerer parret (i,j) vejen fra den i’te til den j'te by. I og
med at G er komplet, kan hver enkelt punkt parres med alle andre punkter, og
da G ogsA er simpel fglger at (i,7) = (4,1), med i # j. C er en n X n matrix
hvor det c;;'te element er vagten af kanten (i, j), som beskriver omkostningen
af en rejse fra ¢ til j [Dolan and Aldous, 1995]. Til hver kant knyttes altsé en
funktion? ¢ : E — R kaldet en omkostningsfunktion, som til hver kant (i,5) € E
definerer en vaegt c;;. Den samlede vaegt af en delmangde af kanter FF C E er
defineret som

oF)= ) o (2.9)

(i.5)eF
[Reinelt, 1994].

Man kan altsd sige, at TSP bestar i at finde den korteste hamiltoniske kreds
[Minieka, 1978].

Et TSP siges at vaere symmetrisk, hvis det for alle i og j geelder, at ¢;; = ¢;;.
Matricen C er da en symmetrisk matrix. Et asymmetrisk TSP adskiller fra et
symmetrisk ved at vaere beskrevet ved en digraf, altsi en retningsorienteret graf.
Til dette problem behgver matricen C ikke veere symmetrisk.

En matematisk definition af et symmetrisk TSP kunne lyde:

Givet en simpel, komplet og vegtet graf G = (V, E,C), er det symmeiriske
TSP at finde den korteste hamiltoniske kreds pd G [Reinelt, 1994).

Hvis et symmetrisk TSP opfylder trekantsuligheden, altsa

cij L ca+ iy (2.5)

for alle punkter 4,7,l € V, kaldes det et metrisk TSP. I disse problemer svarer
punkterne til punkter i et metrisk rum, og kanternes vaegte er afstandene mel-
lem disse givet ved den til rummet hgrende metrik. F.eks. er et euklidisk TSP
defineret ved en maengde af punkter i planen, hvor kanternes vaegte er givet ved
den euklidiske afstand mellem to punkter [Reinelt, 1994].

En matematisk model til TSP kan formuleres p& adskillige mader. En af de i
litteraturen hyppigt anvendte beskrivelser tager sit udgangspunkt i matematisk
programmering. Til denne formulering introduceres en n x n beslutningsmatrix
X, som beskriver den valgte rute. Pladserne i matricen kan antage veerdierne
0 og 1 (diagonalen kan dog kun antage vaerdien 0), det vil sige at z;; € {0,1}
for ¢ # j og zi; = 0 for i = j . Hvis by j folger direkte efter by ¢ pa turen, er
zij = 1, med i # j, ellers er z;; = 0. Alts3

2] praksis giver det kun mening at tillegge vagtene vaerdier som er endelige decimaltal, da
kun disse kan reprasenteres i en computer.
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Figur 2.6 Rute med og uden delcykler.

Tij

{ 1 hvis by j felger direkte pa by i (2.6)

0 ellers

Da hver by ankommes til og forlades netop én gé.ng, vil der i hver sgjle og hver
rekke i X optraede et 1-tal og (n — 1) 0’er. Dette kan formuleres som fglgende
to betingelser: 3,y zi; =1 forallej€Vog ) .y zi; =1 forallei € V.
Disse betingelser alene udelukker ikke lgsninger med delcykler, altsi lgsninger
hvor en delmaengde af punkterne udggr en cykel (jf. figur 2.6).

For at undga disse lgsninger opstilles endnu en betingelse.

> > ;21 vScv,2<|S|<n-2 (2.7)
i€S jeV\S

Denne sikrer at ingen delmangde S C V af byerne i ruten med 2 < S| <n-2
er isoleret fra de resterende byer i V. Grundet betingelsen z;; = 0 kan der ikke
laves delcykler med kun én by eller med n — 1 byer.

En made at lgse TSP pA er altsa ved at minimere udtrykket

z Z Cij * Tij (2.8)

i€V jev

underlagt folgende betingelser

dowmj=1 VjeV (2.9)
eV

PR
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Yozy=1 Viev - (2.10)

JjEV

z;; € {0,1} (2.11)
S Yz <ISI-1 VScV,2<ISl<n-2 (2.12)

i€S jes

(2.12) er en alternativ formulering af (2.7).

Denne formulering forbyder, at der i en delmzngde S C V er lige s& mange
kanter som der er punkter, hvilket der vil veere, hvis der eksisterer en delcykel
i ruten samtidig med, at betingelse (2.9) og (2.10) er opfyldt. Uanset hvilken
af de to formuleringer man bruger, skal betingelsen undersgges for alle S C V
med 2 < |S] € n — 2. For en mengde V med n elementer vil S kunne vzlges
pa 2" — (2n + 2) forskellige méader, da der er 2" forskellige mader at udtage
delmangder af V pa, fratrukket delmangderne med 0, 1, (n — 1) og n elementer.
Dvs. at der til (2.7) og (2.12) knytter sig 2" — (2n + 2) bibetingelser, som skal
veere opfyldt [Nemhauser and Wolsey, 1988].

En tur som for et givet TSP er minimeret kaldes den optimale lgsning. Dog
er en shdan lgsning i praksis ikke altid mulig at finde inden for en oversku-
elig tidsperiode. Derfor forsgger man ofte i stedet at finde en tilnzermelsesvis
optimal lgsning. Til bestemmelse af disse benyttes bestemte algoritmer, kaldet
heuristikker, som beskrives indgaende i kapitel 4.

2.3 Ruteplanlzgningsproblemet

Vehicle Routing Problem (VRP) er en udvidelse af TSP. Det klassiske VRP tager
udgangspunkt i, at flere kgretgjer (svarende til rejsende szlgere) skal levere varer
til en raekke kunder (byer). Vognene starter alle i samme depot og skal efter endt
tur vende tilbage hertil (jf. figur 2.7). Kunderne skal kun besgges én gang af én
vogn. Ydermere er der en begransning pd vognenes kapacitet, altsd at de kun
kan medbringe en begraenset mengde varer [Crainic and Laporte, 1998).

[Christofides, 1985a] giver fglgende matematiske formulering af det klassiske
ruteplanlaegningsproblem. Lad V = {1,2,...,n} vere mangden af kunder og
lad © = 1 referere til depotet. Maengden af vogne er givet ved K = {1,2,...,m}.
En digraf forbinder nu kunder og depot. En kunde i har en ordrestgrrelse d;.
Ombkostningerne for at rejse fra ¢ til j er givet ved ¢;; i omkostningsmatricen C.
Til enhver vogn knyttes kapaciteten Q.

I denne formulering knytter der sig en beslutningsmatrix X til hver enkelt vogn.
Ligesom i TSP-formuleringen er her

Tijk

{ 1 hvis vogn k besgger kunde j direkte efter kunde ¢ (2.13)

0 ellers
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Figur 2.7 En mulig lgsning til et VRP med 18 kunder, 4 varevogne og et depot.

I VRP-formuleringen benyttes yderligere en matrix Y, som bestemmer hvilke
kunder der tildeles hvilke vogne. Her er '

1 hvis kunde ¢ besgges af vogn k

0 ellers

I det folgende antages, at d; ikke kan antage negative vaerdier, hvilket ville svare
- til at vognene skulle samle varer op hos kunderne. Ligeledes forudsaettes, at der
i C ikke indgar negative omkostninger. Det klassiske VRP er nu at minimere
udtrykket

Z Z Z Cij * Tijk (2.15)

i€V jeVvV keK

under fglgende betingelser

Z Yik = { Lo ieVA{l} (2.16)

foy m, i€ {1}

hvor m er antallet af vogne (ruter). (2.16) sikrer at alle kunder er tildelt én og
kun én vogn (p4 nzer depotet, som besgges af alle varevogne).

Y diyr<Qr VkeK (2.17)
[13%

D min = wijp =y VijEV VkeK (2.18)
i€V jev



14 . Modeller til ruteplanleegning

{2.17) sikrer at en varevogn pi en given tur ikke overskrider sin kapacitet, og
(2.18) sikrer at en varevogn som besgger en kunde ogs3 forlader kunden igen.

SNz <IS|-1 VSCV\{1},Vke K (2.19)
i€S jeS

yr€{0,1} VieV\VkeK (2.20)

Zijr € {0, 1} Vi,jeV,Vke K (2.21)

(2.19) er den i TSP-afsnittet introducerede betingelse (2.12) om eliminering
af delcykler. (2.20) og (2.21) er de ovenfor forklarede betingelser [Christofides,
1985a).

I nzeste kapitel vil komme en diskussion af, hvilke yderligere begraensninger man
kan lzegge pa det klassiske ruteplanlegningsproblem.



3 Modellering

I dette kapitel vil vi give nogle forslag til, hvordan FDB-lignende ruteplanlag-
ningsproblemer kan modelleres. Vi vil ikke komme med en endelig formulering,
men derimod angive en raekke virkelige aspekter og hvordan de kan inkorporeres
i en eksisterende VRP-model.

3.1 Udyvidelser og begrensninger

Det klassiske VRP er, som beskrevet i kapitel 2, et problem med et depot, et
antal kunder' og et antal vogne med samme kapacitet Q. Hver kunde skal be-

s@ges en og kun en gang. Problemet lgses ved at minimere den afstand vognene ‘

skal kgre. Det klassiske ruteplanlagningsproblem refereres ofte ogsa til som Ca-
pacitated Vehicle Routing Problem (CVRP).

Det klassiske VRP vil ofte ikke vaere dakkende for virkelige ruteplanlaeg-
ningsproblemer. 1 virkelige situationer kan der forekomme flere begransninger,
som det er ngdvendigt at tage hgjde for i den matematiske model. Der kan
ogsé veere interesse i, at optimeringen for eksempel gar p& antallet af vogne
i stedet for den kerte afstand. I [Madsen, 1997] gives en oversigt over nogle
generaliseringer og udvidelser af VRP til brug i virkelige situationer. Nedenfor
vil vi beskaftige os med nogle af disse samt flere, som vi mener kunne vaere
relevante i FDB-lignende situationer.

Begransninger forbundet med lasfvogne

1. Vognene kan have forskellige kapaciteter. Med kapacitet kan tsenkes pa
bade lastveegt og -volumen.

2. Visse vogne kan ikke transportere bestemte varer.
3. Nogle vogne kan ikke kgre ad bestemte veje.
4. Visse vogne kan ikke kgre til bestemte kunder.
I virkelige situationer kan vareudbringningen foregd med en vognpark, hvor vog-

nene er forskellige. Disse forskellige vogne kan have forskellige kapaciteter, men
ogsd forskellige stgrrelser (hgjde, bredde m.m.). Der kan ogs& vere tale om,

11 dette kapitel vil vi veksle mellem kunder og butikker, som vi finder det passende.

15
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at der kan heegtes trailere pa nogle af vognene. I situationer, hvor der kgres
med tunge varer, skal man vezere mere opmerksom pa at overholde en eventuel
maximal lastvaegt.

Vognens dimensioner kan medvirke til, at visse varer ikke kan kgres i denne.
Hvis varen kraever en bestemt behandling, kan den muligvis ogsa kun kgres i
bestemte vogne. For eksempel skal frostvarer keres i en frostvogn, og kan ikke
kgres sammen med varer, som ikke tler frost.

Hvis der mellem to kunder skal kgres ad en vej med tunneller, viadukter eller
lignende, kan det bevirke, at bestemte vogne (som er for brede/hgje) ikke kan
bruges til denne rute. Ogsa ved butikkernes afizesningssteder kan der forekomme
begrznsninger, som udelukker brugen af bestemte vogne til disse butikker.

Tidsmsessige begransninger

5. Butikkerne skal modtage deres varer inden for et givet tidsinterval (time
window) eller i et antal af tidsintervaller (multiple time windows).

6. Nogle ruter kan vaere sa korte, at chauffgren p& denne har mulighed for at
kegre en ekstra rute.

7. Chauffgrerne kan vaere omfattet af kgre- og hviletidsbestemmelser.
8. Der skal medregnes en servicetid ved kunderne.

9. Der kan vaere betydelig laessetid af vogne ved depotet samtidigt med, at
der er et begraenset antal porte, hvorfra vognene laesses.

10. P3 visse tidspunkter af dggnet kan der veere trafikforhold, som pavirker
ruteplanlagningen.

I mange situationer vil tiden vare en vigtig faktor i ruteplanlagningen, isser
hvis det er denne som gnskes minimeret.

Ofte har kunderne givne tidsintervaller, inden for hvilke de skal have leveret
deres ordrer. Dette kan skyldes, at butikken ikke har mulighed for at modtage
pa alle tidspunkter af dggnet, men det kan ogsd vaere en servicefaktor fra le-
verandgrens side. Dette problem kaldes for Vehicle Routing Problem with Time
Windows (VRPTW).

Man kan let forestille sig ruter, som er s korte, at en chauffgr ikke vil have en
hel arbejdsdag, hvis han ngjedes med at kgre en sidan. I disse tilfzelde vil det
veere en fordel, hvis modellen er i stand til at tildele den samme chauffgr flere
ruter.

Hvis en rute tager mere end et vist antal timer, er det ngdvendigt at indseette
pauser til chauffgren for at overholde de eksisterende kgre- og hviletidsbestem-
melser. Dette vil selviglgelig forleenge den samlede tid for ruten. Hvis ruterne
er korte, og chauffgren derfor skal kgre flere ruter, skal bestemmelserne stadig
overholdes.
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For at fa en praecis angivelse af det samlede tidsforbrug, ma der ogsi medregnes
en servicetid hos kunderne. Servicetiden kan for eksempel vaere, den tid det
tager at lzesse bestillingen af, og eventuelt kgre varerne ind pé butikkens lager.
Servicetiden kan veere forskellig for de forskellige butikker eller bestillinger.

Udover servicetiden hos kunderne tager det ogsa tid at laste vognen ved depotet.
Leesningstiden kan isser vaere betydende, hvis der er flere vogne end der er porte
til palaesning. Her kan det veere ngdvendigt at udvikle en form for kg-styring.

Nogle kunder kan vzere meget besvaerlige at komme til i myldretider, og der skal
derfor tages seerligt hensyn til disse. Dette geelder iszr kunder, som befinder
sig centrale steder i byer. ’

Yderligere begrzensninger og udvidelser

11. Der kan vzere mere end ét depot (multi depot).
12. Kunder kan f levering fra mere end én varevogn (split delivery).

13. Der kan samtidig med varelevering ske en afhentning af varer hos butik-
kerne (pick-up and delivery/backhaul).

14. Hver butik skal serviceres et givet antal gange i lgbet af f.eks. en uge
(period routing).

15. Butikkerne kan have en form for kontinuerlige bestillinger, hvor det er di-
stributgrens ansvar at sgrge for at butikkernes varelager fyldes (inventory
routing).

I det klassiske VRP findes kun et depot, hvorfra alle bestillinger kgres ud. I
virkeligheden kunne varerne vzere fordelt i flere depoter, eventuelt med forskel-
lige varer i hvert depot. Ruteplanlegningen kunne da behandles som seperate
problemer for hvert depot, eller som et samlet problem, hvor vognene kan hente
varer fra flere depoter. Dette problem er bedre kendt som Muiti Depot Vehicle
Routing Problem (MDVRP). '

En mide at minimere omkostningen p4 kunne vere ved at fordele en ordre pa
flere vogne, s& nogle kunder fik flere leveringer fra forskellige vogne. P4 denne
made har man bedre mulighed for at fylde vognens lastrum helt, og derved kgre
med faerre vogne.

Udover vareleveringen kan der i ruten veere steder, hvor der skal afhentes ‘varer’.
Dette kunne for eksempel vaere retur-flasker og brugte paller eller fejlleverancer
og tilbagetrukne varer. Disse afhentningsvarer kan ogsa indgh i ruteplanlaegnin-
gen. Pick-up and delivery er hvis varerne kan samles op nir som helst, backhauls
er hvis alle leveringer skal vaere foretaget for en eventuel afhentning kan finde
sted [Cordeau et al., 2000a].

Andre udvidelser af det klassiske VRP kunne veere situationer, hvor kunderne
skal have leveringer et givet antal gange i en periode (og ikke ngdvendigvis
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pa bestemte dage), eller situationer hvor kunden har en form for kontinuerlig
bestilling, si lageret altid er fyldt. I det forste tilfazlde kan distributgren
planlaegge ruterne for en hel periode ad gangen. Dette kaldes for Periodic
Vehicle Routing Problem, PVRP. I det andet tilfzelde udvides distributgrens
job til ogsi at udarbejde en plan for bestillingerne.

Objektfunktionen

Objektfunktionen, som gnskes minimeret, skal ikke ngdvendigvis veere omkost-
ningen. Fokus kan ogsi ligge p4 at minimere antallet af varevogne eller mak-
simere serviceniveauet eller en kombination af disse. Serviceniveau er i sig selv
ikke nogen kvantitativ stgrrelse og skal derfor pa en eller anden made tilleegges
veerdier.

Hyvis der gnskes at minimere antallet af vogne, vil det vaere oplagt at bruge split
delivery. Her vil der nemlig veere stgrre mulighed for at fylde vognens lastrum
helt. Dette kan medfgre, at ordrerne kan fragtes af faerre vogne, hvilket vil sige
at der kgres fzerre ruter.

Distributgren kan ogsa valge at optimere serviceniveauet. Service kan bade ydes
til kunderne og til chauffgrerne. Det vil for eksempel vzre en service at levere
ordrene indenfor et bestemt tidsinterval, eller for s& vidt muligt have faste chauf-
forer til bestemte kunder. Omvendt kan chauffgren have en fast vogn han kgrer
i. Ydermere kan det betragtes som en service, at distributgren bruger inventory
routing, og kunderne derved slipper for selv at indgive ordrer.

Den totale omkostning ved ruteplanen kan defineres ved tid, den kgrte afstand,
benzinforbruget eller noget helt fjerde. Hvis distributgren betaler et vognmands-
firma for at levere ordrene, og betalingen udregnes efter tid, mé det veere tiden
der skal minimeres. Selv hvis der kgres med egne vogne, vil tiden have en ind-
flydelse, da der evt. skal betales timelgn til chauffgrerne. Hvis der gnskes at
minimere den totale afstand, der er kert, skal der kores ad de veje der er kor-
test. Det vil ikke altid give den billigste rute. Det kan for eksempel veere mere
gkonomisk at kgre ad landevej end ad veje i byerne. Ofte vil det vaere en blanding
af tid, benzinforbrug, vejlengde og andet som giver den virkelige omkostning.

En mere indgdende diskussion af objektfunktionen og en metode til at bestemme
denne p4 findes i afsnit 3.3.3.

3.2 FDBs situation

Selv om vi i rapporten bestraeber os pa ikke kun at deekke FDBs problem, men
derimod FDB-lignende tilfzlde, vil vi her alligevel vaere lidt mere specifikke.
Nedenstéende beskriver FDBs situation og hvordan de lgste denne, inden de
investerede i en af de kommercielle programpakker til ruteplanlzgning.

FDB har 3 tgrvaredepoter til at deekke vareleveringen i hele landet. Depotet,
som er ansvarlig for vareleveringen til Sjzlland, Lolland-Falster og Bornholm, er
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placeret i Albertslund. Der er 20 porte i depotet, hvor pAlaesningen af vognene
foregar. Da depotet kun har med tgrvarer at ggre, er der ingen problemer med
hensyn til, at visse varer ikke kan kgres sammen. FDB optzller deres leverings-
meengde i paller, hvor de p4 en uge kgrer 8000-8500 paller ud. I forhold til varer
leveret, afhentes i dag kun en meget lille mangde varer.

Indtil for nylig har FDB brugt et vognmandsfirma, med 60-70 vogne (som ikke
alle er af samme type), til at klare deres ruteplanlagning. Vognene leverer kun
varer fra dette depot, der er altsa ikke tale om multidepoter. Derudover far hver
butik kun levering fra én vogn, det vil sige, at der ikke er benyttet split delivery.

Tgarvaredepotet i Albertslund har tilknyttet 313 butikker, som alle har faet tids-
vinduer med en bredde p4 to til tre timer. Hver butik far i gennemsnit 2,4 leve-
ringer p& en uge; det praecise antal leveringer pr. uge afthanger dog af butikkens
stgrrelse, art og placering. Dette svarer til at tgrvaredepotet far gennemsnitlig
110 ordrer pr. dag. Af disse butikker er en stor del af dem sikaldte ‘stgrre’ butik-
ker, som har store ordrer. Dette medferer at ruteplanlaegningen ofte indeholder
vogne, som af kapacitetsmassige arsager kun kgrer til én butik. For at daekke
alle ordrerne, kgrer FDB varer ud to til tre gange i dggnet, dog bliver alle ruter
planlagt p& en gang. Hver enkelt vogn kan derfor godt kgre mere end én rute
pa en dag.

Bestillinger af varer og udbringelse af dem sker p3 en dag-til-dag basis. Nar en
butik indgiver en ordre, bliver den pigzldende butik inddraget i ruteplanlaeg-
ningen den fglgende dag.

Chauffgrerne, som er ansat hos vognmandsfirmaet, er omfattet af forskellige
kegre- og hviletidsregler. Selvom ruterne oftest er korte og ikke overskrider det
maksimale antal tilladte timers kersel, skal der kgres flere ruter pa en dag, og
der skal derfor indleegges pauser til dem.

Inden FDB kgbte en VRP-programpakke, lagde de deres ruter ‘i handen’. Mere
praecist foregik dette ved, at vognmanden fik de forskellige butikkers ordre og
derefter manuelt lagde ruterne. '

3.3 Opbygning af modellen

Ovenstéende beskriver FDBs situation, nar de ikke bruger en matematisk model
til at lgse deres ruteplanlaegningsproblem. I dette afsnit vil vi diskutere hvorvidt
de i afsnit 3.1 nzevnte udvidelser og begraensninger er relevante i FDB-lignende
situationer og hvordan de eventuelt kan modelleres.

3.3.1 Matematisk formulering

I dette afsnit vil vi formulere en VRPTW-grundmodel samt komme med
anvisninger til hvordan denne kan udvides til at omfatte flere af de i afsnit 3.1
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nzvnte udvidelser og begreensninger.

Ngdvendigheden af tidsstyring

Hyvis et ruteplanlagningsveerktgj skal bruges til decideret planlegning af vareu-
dkgrsler er det i FDB-lignende situationer oftest en bydende ngdvendighed, at
der er tidsstyring. Det skyldes flere ting:

- Tidsvinduer:
Hvis der ikke er mulighed for at levere varer pa et vilkérligt tidspunkt er
tidsvinduer ngdvendige.

- Kgreplaner:
Skal ruteplanlsegningsveerktgjet bruges til at producere kgreplaner, som
de enkelte chauffgrer skal fglge er det ngdvendigt at kunne angive start-
og sluttider, da alle chauffgrerne pga. kapacitetsbegransninger ved depo-
tet ikke er i stand til at starte samtidigt. Herudover skal det ogsé vaere
muligt at kunne angive pauser, hvis kgre- og hviletidsbestemmelser skal
overholdes.

- Flere ruter:
Er der flere korte ruter, som med fordel kan kgres af den samme chauffor
er det ngdvendigt at disse ikke bliver lagt, s& de skal kgres pA samme tid.

Det er altsd ngdvendigt at have en model, som kan handtere tidsaspektet. Som
udgangspunkt kan bruges en VRPTW-model. VRPTW er, som tidligere naevnt,
en udvidelse af CVRP. I VRPTW skal besgget hos kunden starte i et givet
tidsinterval, og vognen skal forblive hos kunden under besgget. Blgde tidsvinduer
kan overskrides for en vis pris, mens hdrde tidsvinduer ikke tillader en vogn
at ankomme til en kunde efter tidsintervallets opher. I tilfzldet med hérde
tidsvinduer skal vognen, hvis den ankommer for tidligt, vente indtil tidsvinduet
‘abner’. I det folgende vil vi koncentrere os om VRPTW med harde tidsvinduer.

Der findes mange forskellige formuleringer af VRPTW. Vi har valgt at tage ud-
gangspunkt i én givet i [Cordeau et al., 2000a}. Denne formulering giver mulighed
for udvidelser og ekstra begraensninger, som vi vil se i et fglgende afsnit.

VRPTW er netveerket D = (V, A), hvor V = {0,1,...,n,n + 1} er mzengden af
kunder samt depot, A er maengden af retningsorienterede veje og K er maengden
af vogne. Depotet er reprasenteret ved fo punkter; 0 og n+ 1. Desuden defineres
mengden N = {1,2,...,n} =V \ {0,n + 1} som vaerende mangden af kunder.
En ngdvendig betingelse for at en rute i D er lovlig er, at den starter i 0 og
ender i n+1. Tidsvinduer repraesenteres ved [a;, b;], hvor a; er det tidligst mulige
ankomsttidspunkt hos kunde i og b; det senest mulige. Ogsé depotet far tildelt
et vindue; [ag, bo] = [@n+1,bn+1] = [E, L], hvor E er den tidligst mulige afgang
fra depotet og L er den senest mulige ankomst til depotet. Ordrestgrrelser for
kunde ¢ betegnes med d; og servicetiden med s;. Ordrestgrrelse og servicetid for
depotet er defineret til at veere nul.
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do = dy?+1 = 80 = 8n41 = 0 (31)

Lovlige lgsninger eksisterer kun hvis
E < min(b; — to:) (3.2)
L> I}é&}vx(ai + 8; + ti(n+1)) (3.3)

hvor ¢;; er rejsetiden fra kunde 7 til kunde j. Det tillades at en kant (i,j) € A
kan elimineres, grundet tidsmzessige overvejelser hvis a; + s; + t;; > bj, eller
grundet kapacitetsbegraensninger d; + d; > Q, hvor @ er kapaciteten af vogn
k. Ydermere skal nzevnes, at nar det tillades vogne at forblive i depotet, specielt
i tilfzeldet hvor problemet bestar i at minimere antallet af benyttede vogne, skal
kanten (0,n + 1) laegges til mengden af kanter, altsd AU {0, (n + 1)}.

I den matematiske formulering introduceres ogsd de to typer variable:
Beslutnings- og tidsvariable. Beslutningsvariable er defineret som

Tijk

{ 1 hvis vej (3, 5) keres af vogn k (3.4)

0 ellers
for (i,j) € Aog k € K.

Tidsvariable kaldes w;; hvor i € V og k € K. wy er ankomsten hos kunde ¢ for
vogn k. VRPTW beskrives nu som fglgende minimeringsproblem

Z Z CijTijk . (3.5)
k€K (i,j)eA

hvor ¢;; er omkostningen ved at kgre fra kunde ¢ til kunde j underlagt fglgende
betingelser

> Y mp=1 VieN - (3.6)
kEK jeV\{i}

(3.6) sikrer at hver kunde bliver placeret i netop én rute, altsi at ruterne ikke
overlapper.

z Zojk = 1 Vke K (3.7)
JEN
S oz - Y z=0 VkeKVieN (3.8)
i€N\{j} i€EN\{j}
Y Timap=1 VkeK (3.9)

iEN
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(3.7) sikrer at en vogn, nar den forlader depotet, kun kan kgre til én kunde og
(3:9) at den kun kan ankomme til depotet fra én kunde. (3.8) sikrer at en vogn,
som kommer til en kunde, ogsa forlader denne igen.

Zijk(wik + 8i +ti; —wjx) <0 Vk € K,V¥i,j € V (3.10)

a; ( Z :c,-,-k) <wiy < b; ( Z :L','jk) - VkeK\VieV (3.11)
i€V\{i} i€EV\{i}

J J

(3.10) er kun interessant nar kunde j fglger p& kunde ¢ (ellers er z;;; = 0). Den
sikrer at ankomsttiden w;x hos j er stgrre end eller lig summen af ankomsten
wi; hos i, servicetiden s; hos i samt rejsetiden ¢;; fra ¢ til j. (3.11) sikrer at
ankomsttidspunktet hos kunde i ligger inden for tidsvinduet, bemark at denne
betingelse tvinger w;; = 0 ndr kunde i ikke besgges af vogn k.

E<wy <L Vk e K,Vie {0,n+ 1} (3.12)
Z Z dizijr < Qr Vke K (3.13)

€N jev\{i}

(3.12) sikrer at afgangs- og ankomsttidspunktet hos depotet, og dermed hos alle
kunderne, ligger indenfor depotets tidsvindue. (3.13) sgrger for, at den samlede
ordrestgrrelse i en given rute ikke overstiger kapaciteten af en pagzeldende vogn.

3.3.2 Inkorporering af begrzensninger

I dette afsnit vil vi diskutere hvorvidt en matematisk model kan tage forbehold
for de i afsnit 3.1 listede begransninger, som vi finder relevante.

Kapacitetsbegraensning

At vognene kan have forskellige kapaciteter indgar allerede i den valgte mate-
matiske formulering af VRPTW. At kapaciteten er knyttet til hver enkelt vogn
k mi i gvrigt siges at veere oplagt, da det er urealistisk at forestille sig at en
virksomhed har en vognpark af helt ens vogne.

FDB lgser kapacitetsbegrzensninger ved udelukkende at regne i paller; en
Europa-palle har en fast stgrrelse, og der kan vaere et vist antal paller i en
bestemt vogn k. Mere generelt kan man sige, at en vare har to egenskaber;
vaegt og volumen. Man kan siledes opfatte en ordre fra en given kunde, som
varende to ordrer, en omfattende den pigzldende vares vaegt og en anden
dens volumen. Hvis der bade er veegt og volumen knyttet til varerne, er det
ngdvendigt at have to begraensninger af samme type som (3.13) p4 vognene.
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Transportbegrznsninger

At nogle vogne ikke kan transportere bestemte varer, opfatter vi som varende
irrelevant for FDB-lignende situationer. Argumentet for dette er at alle varer pa
FDBs lager i Albertslund er tgrvarer, hvorfor de s udmaerket kan transporteres
i samme last. Situationer med denne slags begransninger opfatter vi ikke som
FDB-lignende.

Vej- og kundebegraensninger

Problemet med vejbegraensninger er praktisk talt ikke eksisterende. Selviglgelig
vil nogle lastvogne f.eks. ikke kunne kgre under Knippelsbro osv., men dette
problem kan lgses ved en ekstra begraensning i shortest-path algoritmen i GIS-
systemet (se afsnit 3.3.3 ) .

En begrzensning p4 bestemte kunder er derimod mere relevant, og en sidan kan
indfgres i modellen som vaerende blot en ekstra begraensning knyttet til den

matematiske formulering. Vi har modelleret denne begraensning ved at indfgre -

Uik hvor

. 1  hvis kunde i er ulovlig for vogn k
Ui { 0 ellors (3.14)
forie Nogke K.
Betingelserne opskrives pa folgende made
Z Z Tijk - Uir=0 VkeK ' (3.15)

€N jeV\{i}

Det ses at (3.15) kun er opfyldt for lovlige kunder. Thi tilbagelaegges vejen
fra kunde ¢ til kunde j af vogn k, og er kunde i ulovlig for netop vogn k da
vil summerne ovenfor vaere forskellige fra 0, hvorfor betingelserne ikke vil vaere
opfyldt. '

En anden og mere elegant made at indfgre kundebegrzensninger i den mate-
matiske model pé, vil veere ved at udnytte de tidsvariable, som allerede er in-
korporeret i modellen. Vi definerer U;;, pd fuldstzendig analog vis og husker at
tidsvariablen w;; = 0 hvis vogn k ikke ankommer til kunde i. Betingelsen lyder
nu

Y U wi=0 Vkek (3.16)
iEN

Det ses, at vi igen undghr ulovlige kunder p& vogn k’s rute. (3.16) er opfyldt
hvis vogn k ikke besgger kunde i, eller hvis kunde 1 er tilladt at besgge for vogn k.
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Tidsvinduer

Begrensningen med tidsvinduer, er netop en del af den VRPTW-model, som vi
har taget udgangspunkt i (jf. afsnit 3.3.1).

Multiple time windows kan indfgres ved at tilfgje ekstra tidsintervaller til
kunderne. Begraensningen i ligning (3.11) skal si modificeres til at acceptere
lgsninger hvis en kunde bliver besggt af en vogn i et og kun et af kundens
tidsvinduer.

Flere ruter

Som modellen er formuleret i afsnit 3.3.1, har hver vogn kun fiet tildelt én
rute, forstiet pa den made, at nir vognen er fzerdig med ruten, bliver den ikke
brugt mere. Det er oplagt, at det nogle gange kan veere ngdvendigs, at en enkelt
chauffor kgrer flere korte ruter p en enkelt dag.

Vi kan i stedet for at give en vogn to ruter efter hinanden, formulere det som to
vogne, hvor vogn nummer 2 fgrst kan kgre fra depotet, efter at vogn nummer 1
er vendt tilbage. De forskellige vogne skal dog kobles. Vi kan f.eks. sige, at en
vogn k defineres som kyp, hvis der er tale om vognens p'te rute. Begraensningen
har vi modelleret som fglger

Wint1)k, + 80 < Wok, 4y (3.17)

hvor w(,41)x, er ankomsttidspunktet for vognens p’te rute, so er servicetiden hos
depotet og wok,,, er afgangstidspunktet for vognens (p+ 1)-rute. Det bemarkes
at denne begraensning kraever servicetid hos depotet, hvilket er en udvidelse i
forhold til den originale model.

Det vil veere en fordel at bruge si fa chauffprer i lgbet af en dag som muligt,
da det vil veere darlig service overfor chauffgrerne kun at give dem halve
arbejdsdage. Antallet af chauffgrer kan minimeres ved at tilfgje en straf til
omkostningsfunktionen for hver ny vogn k som medtages i lgsningen. ki, k2 og
ks osv. skal ikke give anledning til hver deres straf men kun én.

Kgre- og hviletidsbestemmelser

Kore- og hviletidsbestemmelser er saerdeles vigtige at indbygge i modellen idet
disse skal overholdes hvis ikke lovgivningen skal brydes. Kgre og hviletidsbe-
stemmelser overholdes ved, at chauffererene holder pauser pa ruten, si de ikke
kommer til at kere i for lang tid ad gangen.

Vi mener at kgre- og hvilebestemmelser i mange tilfaeide kan veere ngdvendige at
tage hpjde for. Hvis modellen benyttes af virksomheder hvor de enkelte kunders
ordrer er mindre, og ruterne dermed bliver laengere, kan det meget vel blive
aktuelt at indleegge pauser. P4 denne baggrund mener vi, at en modellering skal
veere i stand til at kunne tage hgjde for pauser.

Vi har selv modelleret denne udvidelse, men har hentet inspiration til metoden
fra [Cordeau et al., 2000a]. Metoden kan generaliseres til at indlaegge vilkarligt
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mange pauser, men vi vaelger af hensyn til overskueligheden at vise den for en
enkelt.

Ideen i metoden er, at der laves en kopi af alle kunderne, hvor kopierne er
identiske med de originale kunder pé alle mader. Mangden N; (de originale
kunder) bestar af de kunder, som bliver besggt for en eventuel pause og N,
(kopierne) er de kunder, som bliver besggt efter. Nu har vi N* = N, |y N,. Pa
tilsvarende made defineres V3, V5 og V* =V} U Va.

For at undgh at de nu dobbelt s4 mange kunder alle bliver rutelagt, skal ligning
(3.6) modificeres saledes at en original kunde og dennes kopi ikke begge bliver
besggt i samme lgsning. Dette kan gores siledes:

Z ( Z Ti, jr + Z ziajk) =1 Vi, € N1,Vip € N2 (3.18)

keK \jeve\{iur} JjeV*\{ia}

hvor i; svarer til den originale og g svarer til kopien af en given kunde. Der skal
desuden indfgres ekstra begransninger, som sgrger for, at der ikke arbejdes uden
pause i leengere tid end tilladt og at lzengden p& pausen er af en vis storrelse.
Den lzngste tilladte arbejdstid uden pauser kaldes T}, og pauselzngden kaldes
tp-

For at medregne den tid det tager at afholde en pause, udvider vi (3.10) til tre
separate begransninger.

Tijk (wip +8i +ti; —wix) <0 VkeK,\Vie W, VjeV; (3.19)
Tijk(Wik + 8; +ti; —wip) <0 Vke K,\Vie Vp,Vj€Vp (3.20)
Tijp(wik + 8; +tij +t, —wjx) <0 VEEK,VieV,VjeV, (3.21)

(3.19) og (3.20) er magen til (3.10), og traeder i kraft hvis bade afgangskunde 1
og ankomstkunde j befinder sig i enten V] eller V5. (3.21) sikrer at pausen bliver
afholdt hvis chauffgren bevaeger sig fra en kunde ¢ € V] til en kunde j € V5.

Dette er ikke nok. Vi har brug for en begransning, som sikrer, at chauffgren
skifter fra Vi til V; hvis og kun hvis pausen bliver afholdt. Til dette tilfgjer vi
to ekstra begrznsninger.

(wjx + 8; — wor) ( Z x,-,-k) <T, ( Z z,-jk) vk € K,Vj € V1(3.22)

ieV*\{j} ieV*\{j}

Tp ( Z zijk) < ('ll)jk +8; — wWok) ( Z a:g,-k) Vk € K,Vj € V2(3.23)

i€V=\{j}

ievVe\{s}
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(8.22) sikrer at en chauffgr ikke kan besgge en kunde j € V; hvis den maksimalt
tilladte uafbrudte arbejdstid herved overskrides. Hvis dette sker kan chauffgren
kun kgre til kunder j € V5. (3.23) sikrer at der ikke er mulighed for at kere til
kunder j € V,, medmindre der har varet behov for en pause.

Servicetid

Servicetid af kunderne er allerede med i modellen for VRPTW. Dette aspekt
ma igvrigt anses for at vaere vigtigt for en eventuel tidsstyring. F.eks. kan man
forestille sig, at det tager lige s& lang tid at losse en vogn hos en pagezldende
kunde, som rejsetiden mellem to kunder. En oplagt udvidelse vil vzere, at gore
servicetiden vognafhzengig siledes at s; bliver udvidet til s;x. En anden mulig
udvidelse er at gore servicetiden afhzengig af ordrestgrrelsen, dvs. s4;. Som vi
har set kan det vzere ngdvendigt at tilfgje en servicetid ved depotet, hvis vogne
skal kgre flere ruter.

Begr=nsninger knyttet til depotet

Problemet med at der ved depotet kan vaere en betydelig lzessetid af vognene,
og at der ydermere kun er et begranset antal porte til plasning, ma anses for
at veere relevant i vores tilfeelde, da FDB f.eks. kun har 20 porte.

En made at indfgre dette, kunne vzere ved at give hver enkelt vogn k et
seperat depot med eget tidsvindue [Ej,L;). Nu kan man si definere disse
tidsvinduer pa en sddan made, at man undgar, at der pa noget tidspunkt er flere
vogne i samme port. Selve modelleringen af dette har vi ikke beskeeftiget os med.

Trafikforhold

Det kan ske, at én rute er den hurtigste pd et tidspunkt, men ikke er det
pa et andet. Hvis der skal tages hgjde for tidsafhaengige trafikforhold er det
ngdvendigt, at kprselstiden mellem kunder bliver tidsathengig, dvs. kgrselstiden
skal veere af formen ¢;5,, hvor 7 er tiden. Hvis omkostningsfunktionen afhaenger
af tidsforbruget, skal omkostningsmatricen ligeledes udvides, altsa c;jr.

Multidepot

Modelleringen af MDVRP benyttes mest i tilfalde hvor en vogn &% kan
starte i et depot og ende i et andet. Dette er ikke en mulighed i vores til-
faelde, hvorfor vi finder en eventuel modellering af denne VRP-variant irrelevant.

Split delivery
Split deliveries er en spszndende mulig udvidelse. Vi har dog ikke fundet el-
ler kunnet konstruere udvidelser, som kan bruges til vores VRPTW-formulering.

Pick-up and delivery / backhaul
Pick-up and delivery er problemet, hvor athentning af varer p4 ruten sker sam-
tidig med, at der leveres varer. Vi vil koncentrere 0os om backhaul, som er en
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variant af dette problem. Her skal alle leveringer veere foretaget, ferend afhent-
ningerne kan finde sted. Da FDBs lastvogne laesses bagfra og ikke fra siden,
er denne variant den mest hensigtsmaessige. En vogn pakkes jo pa en sadan
méde, at de varer som skal losses fgrst lasses sidst, hvilket forhindrer at varer
kan samles op og leveres i valgfri raekkefglge. Modelleringen af backhaul, som
prasenteres her, stammer fra [Cordeau et al., 2000a].

Til at modellere backhaul defineres lastvariablen l;; for i € V og k € K. Denne
beskriver samlet afleveret last for vogn k efter endt besgg hos kunde i. Med
denne kan kapacitetsbegraensningen (3.13) omskrives, si formen af den er den
samme som tidsbegransgningen (3.10).

Zije(lin +dj — ) <0 Vk e K,VYi,jeV - (3.24)

(3.24) sikrer, at lastvariablen hos j er stgrre end eller lig med summen af last-
variablen hos i og ordren hos j. Denne er dog ikke nok til at modellere backhaul
og der indfgres derfor

| di( Z -’b‘ijk) SlikSQk( Z :vi,-k) ' Vk € K,Vi € N (3.25)

O JEVL3)
k=0 VkeK (3.26)
0<Ilpnp <Qr Vk€EK (3.27)

(3.25) sikrer at I; er stgrre end d; hvis der kgres til kunde i og at l;; ikke p&
noget tidspunkt overskrider kapaciteten af vognen. (3.26) og (3.27) sikrer, at
lastvariablen ved afgang fra og ankomst til depotet er hhv. 0 og mindre end
eller lig Q. :

Herefter deles NV op i to delmangder af kunder; Np og Np. Hvor Np er de
kunder som skal have leveret varer, og' Np de kunder som skal have afhentet
varer. En kunde kan ikke bade tilhgre Np og Np. Hvis en kunde bade skal have
leveret og afhentet varer, mé den anses som to forskellige kunder. Fra nu af vil
lix, ikke kun betegne afleveret last men summen af afleveret og opsamlet last,
begge regnet positivt. Nu skal (3.25) udskiftes med to versioner af den samme.

d; ( Z .’B,’jk) <l < Qg ( Z x;jk) Vk € K,Vie Np (3.28)

J€V\{i} Jev\{i}

(Qr +di) ( Z xijk) <lip £2Q ( Z xijk) Vk € K,Vie Np (3.29)

F€VAL{i}

Jjev\{i}
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og (3.27) med
Qr Sl <2Qx VkeK (3.30)

Af betingelserne (3.28), (3.29), (3.30) og (3.24) ses, at nar al last til levering er
afleveret, genskabes @ nye lastkapacitetsenheder til at tage sig af afhentningen.

Periodisk VRP og inventory routing

Hos FDB og formenligt ogsa hos andre FDB-lignende virksomheder foregir be-
stillingen og udbringningen af varer som beskrevet i afsnit 3.2 p4 en dag-til-dag
basis. Periodisk routing er alts4 ikke aktuelt.

Inventory routing er ligesom split deliveries en interessant udvidelse, som vi
desveerre ikke har kunnet formulere.

3.3.3 Ombkostningsfunktionen

Vi vil i dette afsnit diskutere hvordan, vi mener, omkostningsfunktionen bgr
opbygges. Den simpleste af alle omkostningsfunktioner er givet ved den direkte
afstand mellem to kunder. Hvis depotet og kunderne betragtes som verende
punkter i planen hver med et tilhgrende koordinatpar, er det let at plotte depotet
og kundernes placering samt beregne deres indbyrdes euklidiske afstand. At
kunne plotte byerne ggr det lettere at fange eventuelle fejl i data-grundlaget for
ruteplanlaegningen, end hvis man blot har en omkostningsmatrix.

Da der sjzldent findes direkte veje fra den ene kunde til den anden, er den
direkte vej selviplgelig en urealistisk malestok. En méde at ggre denne approk-
simation bedre pa er ved at pge hver vejlzengde med en vis faktor, f.eks. 15%
(eller mere). Dette virker udmzerket hvis vejnettet er nogenlunde homogent, men
skaber problemer hvis nogle vogne skal passere omréder, som ikke er vejbelagt
(f.eks. vand eller ¢de landomrader) [Hall and Partyka, 1997].

Afstandsberegninger af den direkte vej bruges mindre og mindre pga. ovenfor
naevnte uprazcisheder og infleksibilitet. Metoden giver f.eks. ikke mulighed for at
angive faktiske ruter pa rigtige vejkort. I [Hall and Partyka, 2000] har 23 leveran-
dgrer af ruteplanlegnings-software svaret pa spgrgsmal vedr. deres produkter.
Ingen af dem brugte denne form for afstandsbestemmelse.

Det som bruges i de kommercielle pakker er sdkaldte GIS (Geographic Informa-
tion System). Et GIS er en stor database, som indeholder optegnelser af et helt
vejnet (opbygget som et matematisk netveerk). Vejkryds, rundkgrsler, motorvej-
sflet mv. angives som knuder og diverse veje angives som kanter i dette netvaerk.
Systemet kan indeholde informationer om vejlengder, hastighedsbegransninger
pA veje, ensrettede gader og lignende. Ruten fra en kunde til en anden kan findes
ved at lgse en shortest-path algoritme 2 for netvaerket.

2En shortest-path algoritme er i stand til at finde den korteste vej mellem to punkter i et
netvaerk. Denne algoritme har en beregningskompleksitet p4 ©(n?) [Dolan and Aldous, 1995).
Beregningskompleksiteter vil blive gennemgaet mere indgiende i kapitel 4.
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Med hensyn til optimering af ruter er det mest interessante ved GIS maéske, at
et sddant system er i stand til at angive langt mere praecise afstande end den
direkte. Kan rutelzengderne angives mere praecist svarer modellen, hvori afstan-
dene bruges, bedre overens med virkeligheden. Gode lgsninger til modellen vil
derfor have en stgrre chance for at vaere gode lgsninger til det faktiske problem.

Omkostningerne ved transport afhaenger i virkeligheden ikke kun af, hvor langt
vognene kgrer, men af benzinforbruget pa de respektive veje. Kgrsel p& motorvej
eller kgrsel med mange stop medfprer et stgrre benzinforbrug pr. kilometer end
jeevn korsel. En omkostningsfunktion, som kan tage hgjde for disse faktorer vil
derfor veere en bedre modellering end en ‘ren’ afstandsfunktion. Det er muligt at
modellere sddanne hensyn i et GIS ved at give de forskellige kanter i netvaerket
forskellige egenskaber, sdsom ‘motorvej’ eller ‘indre by’.

Ud over rutens lengde og beskaffenhed har den tid det tager at kgre den ogsa
stor indflydelse pa omkostningerne. Dette skyldes at chauffererne skal have lgn
for deres arbejde. Igen vil man fi en forbedring af modelleringen, hvis der i
omkostningsfunktionen kan tages hgjde for tidsforbrug,.

Omkostningsfunktionen har ikke ngdvendigvis indflydelse pa hvordan lgsningen
af modellen foregir, men er vigtig hvis modellen skal ligne virkeligheden. Man
mé derfor argumentere for, at en omkostningsfunktion er sa realistisk som mulig.

Problemer ved realistiske omkostningsfunktioner
En realistisk omkostningsfunktion giver som navnt en bedre modellering end
en simpel, men der kan vaere problemer forbundet med at benytte en sadan.

Hvis omkostningen ved at kgre et bestemt vejstykke bade afhanger af benzinfor-
bruget, og tiden det tager at kgre vejen, er det ngdvendigt at udfere beregninger,
som kan bestemme den faktiske omkostning ved at kgre ad vejen. Disse bereg-
ninger kan ikke blot udfgres en enkelt gang for hele GIS-netvaerket. Det skyldes,
at de indghende parametre aendrer sig med tiden. Lgnninger og benzinpriser er
ikke en statisk stgrrelse. Vejnettet zndrer sig pga. vejarbejde, trafikreguleringer
og lignende. '

Men der er mere end dette, der komplicerer situationen. Omkostninger som
benzinforbrug varierer alt efter hvilken type vogn, der er tale om, og der skal
maéske udfgres beregninger for enhver vogntype.

Jo flere parametre der tages hgjde for, jo mere gges risikoen for fejl. Det kunne
f.eks. veere at en landevej fejlagtigt markeres som ‘indre by’ eller at en motorvej
fik pAhzeftet maerkatet ‘ensrettet’. Sddanne fejl er utrolig sveere at finde for
en ruteplanlegger da sddanne oplysninger kan ligge skjult i bagvedliggende
databaser. Fejl kan selviglgelig fanges hvis ruteplanlagningen pi et tidspunkt
ser meget mzerkelig ud, og det undersgges hvorfor programmet ikke har valgt
en oplagt bedre rute.

Omkostningsfunktionen i vores tilfzelde
Vores formal med projektet er at forsgge at finde den lgsning til en FDB-lignende
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situation, som giver den laveste vaerdi af omkostningsfunktionen. En omkost-
ningsfunktion baseret pa et GIS-system giver selvfglgelig de bedste lgsninger.
Indflydelsen ved at bruge et GIS-system, er ikke noget vi har haft mulighed for
at undersgge, men virker oplagt. Derudover ser vi det som en klar indikation, at
alle kommercielle pakker med ruteplanlegningssoftware understgttes af et eller
flere GIS-systemer.

Vi er ikke klar over om omkostningsfunktioner, der tager hpjde for en blanding
af afstand, tids- og benzinforbrug, anvendes i praksis, men GIS-systemerne ma
kunne udvides, sd det bliver muligt.
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Efter at et VRP-tilizlde er blevet formuleret, skal det lgses, hvilket vil sige,
at der skal dannes nogle ruter, som opfylder den opstillede models krav. Med
et problem menes en overordnet VRP-situation, dvs. et VRP med nogle givne
begzensninger. Et problemtilfzlde er, hvor problemets specifikke begraensnings-
veerdier, antallet af kunder/vogne og placering af kunderne er angivet.

Der findes en lang raekke algoritmer der kan lgse VRP-tilfeelde. Vi vil i dette
kapitel forsgge at give et overblik over disse, samt vurdere hvilken type af algo-
ritmer, som vil veere velegnet til lgsning af virkelighedstro problemer som vores.
Vi vil selviglgelig primeert beskzeftige os med VRP-algoritmer, men vil ogsé
medtage TSP-algoritmer, da disse er naert beslegtede. Desuden anvendes visse
TSP-algoritmer ogsa i forbindelse med lgsning af VRP. '

Der skelnes overordnet mellem eksakte algoritmer, og approksimative, ogsa kal- .

det heuristiske algoritmer. De eksakte finder den absolut bedste lgsning !, men
bruger meget tid p4 at finde den. De heuristiske garanterer ikke at finde den bed-

ste, men kan komme med en Igsning inden for overkommelig tid. I dette kapitel

vil vi beskaftige os med disse to typer af algoritmer. Gennemgangen af heuri-
stikker vil vaere delt op i hhv. de klassiske heuristikker og meta-heuristikkerne,
som er en form for udvidelse af de klassiske.

Algoritmer til ruteplanlegning

Eksakte algoritmer Klassiske heuristiske algoritmer
Konstruktions- Forbedrings-
algoritmer algoritmer

Metaheuristikker

Figur 4.1 Overordnet struktur af algoritmer til lgsning af VRP.

Vi tillader os nu, og i det efterfglgende at sige ‘den bedste lgsning’, selv om der udemaerket
kan findes mere end én optimal lgsning til et problemtilfzlde.

31
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4.1 Eksakte algoritmer

De eksakte algoritmer er karakteriseret ved, at de altid finder den optimale
lgsning, ogsd kaldet den eksakte lgsning.

Den simpleste eksakte algoritme gar i al sin enkelthed ud pé at lave en liste over
samtlige mulige ruter for derefter at udveelge den bedste. Denne metode kaldes
enumeration, og garanterer selviglgelig at finde den bedste lgsning. Ulempen
ved denne metode er, at hvis problemet bliver tilstraekkelig stort, vil der vaere
ufatteligt mange ruter. Har vi et TSP med n byer for n > 3, vil antallet af
mulige ruter blive (n-1)!/,.

Grunden til dette er folgende: Da lgsningen til et TSP udggr en hamiltonisk
kreds, er det lige meget hvilken byer den rejsende szlger starter (og slutter) i.
‘Startbyen’ kan altsh veelges frit. Fra startbyen kan han vzlge at rejse til en af
de (n— 1) andre byer. Dernzst kan han valge (n — 2) osv. indtil han har besggt
alle byerne og vender tilbage. Dette giver i alt (n — 1)! mulige ruter. Der vil dog
veere to af alle ruter, da der for hver rute vil eksistere en identisk, hvor byerne
blot er besggt i den omvendte rzkkefglge. Derfor bliver antallet af forskellige
ruter (n—1)!/5.

Lad os se pA hvad ovenstlende betyder i praksis. Hvis vi har et TSP med 15,
byer bliver der i alt omkring 4,4 - 10'® ruter. Har vi derimod 20 byer, far vi
6,1- 10 og 21 byer giver 1,2 - 10'® ruter. Hvis vi har en computer, der kan
opskrive en milliard lgsninger i sekundet, ville det for 15 byer tage 44 sekunder
at opskrive samtlige ruter. For 20 byer ville det tage 2 &r, og for 21 byer 38
ar. Her kan enhver se, at ’brute force’ enumeration ikke er en holdbar metode i
praksis.

Det at antallet af mulige lgsninger i et kombinatorisk problem vokser voldsomt
som funktion af problemstgrrelsen, er hvad man kalder for den kombinatoriske
eksplosion. :

Der findes eksakte algoritmer, som ikke er s ’dumme’, at de gkal liste samtlige
ruter op for at finde den eksakte lgsning. Den tid, det tager for dem at finde
lgsningen, vokser dog stadigt voldsomt, nar antallet af byer vokser.

Et eksempel p4 en eksakt algoritme er branch and bound. Denne fungerer, kort
skitseret ved succesivt at dele problemer op i mindre og mindre underproblemer.
Saledes beregnes nedre graenser (korteste ruter) pa objektfunktionen for hvert
underproblem, ved at relaksere begrensningerne for underproblemet. Er det
relakserede underproblems nedre grzense ikke lavere end det ikke-relakseredes,
vil underproblemet (og dermed deres underproblemer) kunne udelades som lgs-
ningsgrundlag for en optimal lgsning, og lgsningsrummet bliver derfor mindre.
For en grundigere gennemgang af branch and bound og andre eksakte algoritmer
se [Dolan and Aldous, 1995], [Balas and Toth, 1985] og [Madsen, 1997].




4.1 Eksakte algoritmer 33

4.1.1 Beregningskompleksitet

Vi vil her introducere begrebet beregningskompleksitet, som er et redskab til at
formalisere hvad der menes med, at en algoritme er hurtig eller langsom. Med
dette redskab kan vi bl.a. konkretisere hvad der menes med, at beregningstiden
for eksakte algoritmer vokser voldsomt, nar antallet af byer vokser.

Beregningstid

Beregningstiden for algoritmer, som bruges til kombinatoriske problemer, gges
nasten altid hvis ’stgrrelsen’ af problemet gges. Med stgrrelsen af et problem
forstas sterrelsen af en eller anden karakteristisk parameter n. For TSP og VRP
er n antallet af byer eller kunder.

Tiden, det tager en algoritme at lgse et problem af en given stgrrelse, kan variere
meget fra problemtilfaelde til problemtilfaelde. Det vil derfor vaere umuligt at
angive en fast sammenhang mellem beregningstid og n. Det der i stedet ggres
er at forsgge at angive en verste tilfelde beregningstid, sdledes at man har
en gvre graense, for tiden det tager at lgse problemet. Denne ‘vaerste tilfzelde’
funktion af n kaldes for tidskompleksitetsfunktionen.

Den faktiske tid, det tager en algoritme at lgse et problemtilfzlde, er meget
svaer at afgere. Beregningstiden afhzenger bl.a. af den benyttede computer og
programmet algoritmen er implementeret i. En hurtig computer vil selviglgelig
lgse et problemtilfzlde hurtigere end en langsom. Det vil derfor ikke veere serlig
generelt at angive beregningstid for en algoritme i f.eks. sekunder. Derfor angives
i stedet hvordan beregningstiden for en algoritme udvikler sig som funktion af
n. Dges en algoritmes beregningstid f.eks. med en faktor fire hvis stgrrelsen af
problemet gges med en faktor to, vil dette gere sig geeldende for alle computere.

Beregningskompleksiteten defineres pa fglgende made:

f(n) er en algoritmes 'verste tilfelde’ beregningstid for problemtilfelde af stor-

relse n. Hvis der findes en funktion g(n) : N — R og en konstant ¢ > 0 séledes
at )

f(n) <c-g(n)

for allen > 1, siger vi at algoritmens tidskompleksitet er af stgrrelsesorden g(n),
eller mere kompakt at kompleksiteten er O(g(n)) [Dolan and Aldous, 1995].

Denne definitionen retter sig mod beregningstiden, men det kan tzenkes, at man
ogsa gnsker at skelne mellem forskellige algoritmers brug af arbejdshukommelse
eller lagerplads. Man kan definere kompleksiteten for disse ting p& samme made,
som det her er gjort for beregningstiden. I langt de fleste tilfzelde er det dog
beregningstiden, man er interesseret i at vurdere [Dolan and Aldous, 1995].

Ovenstaende definition retter sig mod eksakte algoritmer, altsé algoritmer hvor
man kan spgrge, hvor lang tid de er om at finde Igsningen. Dette kan man ikke
spgrge om i tilfzeldet med heuristikker, da de ikke kan garantere at finde de
bedste lgsninger. Man kan dog stadig spegrge hvor lang tid en given heuristik
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kompleksitet ~  problemstgrrelse (n)

10 25 50 100
o) 1,00-10°s | 15,6-10~%s | 125-10~9s | 1,00- 102 s
o@Y) 1,02-107%s | 33,6-10"% s | 313 timer | 40,2-10'2 ar

Figur 4.2 Beregningstid af en algoritme med O(n®) og én algoritme med O(2").

er om at behandle? problemtilfzlde af en given storrelse, og dette kan ggres pa
samme méde som med eksakte algorimer.

Beregningskompleksitet kan bruges til at skelne mellem ‘gode’ og ‘darlige’ al-
goritmer. Kan et givent problem lgses med flere forskellige algoritmer, kan en
kompleksitetsanalyse bruges til at vurdere hvilken af dem, som er hurtigst.

Man inddeler p& baggrund af beregningskompleksitet algoritmer i to grupper
— de polynomielle og de non polynomielle, ogsé kaldet de eksponentielle. Poly-
nomiel og eksponentiel henviger til hvilken stgrrelsesorden algoritmernes tids-
kompleksitet er af — altsd om g(n) i ovenstdende definition er et polynomium
eller en eksponentialfunktion®. Der er afggrende forskel pa beregningstiden for
en algoritme med polynomiel kompleksitet og en algoritme med eksponentiel
kompleksitet, hvilket vi vil illustrere med et lille eksempel.

Vi forestiller os en algoritme med kompleksitet O(n®) og en med O(2"). Der-
udover forestiller vi os, at ¢ i ovenstiende definitionen er 1, og at tiden bliver
angivet i ‘beregningsskridt’. Algoritmerne kgres p4 en computer, som er i stand
til at udfgre 1 mia. beregningsskridt i sekundet. I skemaet pa figur 4.2 er angi-
vet, hvor lang tid det ville tage at kgre algoritmen, hvor problemstgrrelsen n er
hhv. 10, 25, 50 og 100.

Det ses af figur 4.2, at selvom de to algoritmer er nogenlunde lige hurtige om
at lgse et problem for n = 10, vokser beregningstiden for algoritmen med eks-
ponentiel kompleksitet enormt sammenlignet med den polynomielle. Det er pa
grund af dette, at man generelt betragter polynomielle algoritmer for effektive
og eksponentielle som uhandterlige.

Inddelingen i polynomielle og eksponentielle algoritmer er sidan set lidt for
simpel. Den tager ikke hgjde for, at polynomierne kan veere af hgj grad eller
at eksponentialfunktionerne kan have smi koefficienter. Der tages heller ikke
hgjde for konstanten ¢, som indgir i definitionen af beregningskompleksiteten.
I nogle problemtilfzelde kan eksponentielle algoritmer derfor veere hurtigere
end nogle polynomielie. Inddelingen er dog fornuftig set i lyset af, at enhver
eksponentialfunktion pa et tidspunkt, for tilstraekkeligt stort n, vil fa stgrre
funktionsvaerdi end ethvert polynomium. Dertil kommer, at kompleksiteten af
de fleste polynomielle algoritmer er O(n?) eller O(n3) [Dolan and Aldous, 1995].

2Altsa, hvor lang tid er heuristikken om at finde en (ikke-ngdvendigvis optimal) lgsning til
problemet i veerste tilfaelde.

3Eksponentiel tidskompleksitet betegner ligeledes funktioner som er endnu hurtigere vok-
sende (for n = oo), eksempelvis n!.
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Eksakte VRP-algoritmer og beregningstid

Som nzvnt ovenfor vokser beregningstiden af eksakte VRP-algoritmer voldsomt,
nar antallet af kunder gges. Mere pracist har alle eksakte algoritmer for VRP
eksponentiel kompleksitet. For eksempel har branch and bound algoritmen be-
regningskompleksiteten O(2") [Dolan and Aldous, 1995], dog vil den i praksis
praestere langt bedre.

4.1.2 Klassifikation af problemer

Kombinatoriske problemer kan inddeles efter hvilken kompleksitet den bedste
algoritme, som kan lgse dem eksakt, har. Beregningskompleksiteten kan alts3
bruges til at skelne mellem lette og svaere problemer. Lette problemer er dem
som kan lgses med en algoritme med polynomiel kompleksitet, sveere er dem,
som ikke kan. De lettere problemer siges at tilhgre P-klassen, polynomieltidspro-
blemer, og de svzerere NP-klassen, non deterministiske polynomiel problemer.
Ethvert problem som kan lgses i polynomiumstid kan selviglgelig ogsé lgses i
eksponentieltid, altsa P C NP, '

Det generelle VRP tilhgrer NP-klassen, ja faktisk tilhgrer det en delmaengde
af NP kaldet NP-komplet-klassen®. Det der adskiller NP- fra NP-komplet-
problemer er, at det er pavist, at hvis der til ét problem tilhgrende sidst-
nzevnte kunne findes en polynomieltidsalgoritme, s& ville man kunne lgse alle
NP-problemer i polynomieltid (og dermed vilie P vaere lig med NP). Man har i
artier, uden held, prgvet at finde en polynomieltidsalgoritme til et NP-komplet-
problem. Der er idag, p4 baggrund af dette mangel pa ’held’ konvention for,
at betragte P som en xgte delmangde af NP (P C NP), dog uden direkte at
kunne bevise at P # NP. Det ser med andre ord ikke ud til, at det er muligt at
finde eksakte algoritmer, som kan lgse VRP og andre NP-problemer i polyno-
miel tid{Dolan and Aldous, 1995],[Reinelt, 1994], [Johnson and Papadimitriou,
1985]. :

4.2 Klassiske heuristikker

Heuristik kommer fra det graeske heuriskein, som betyder at finde eller at op-
dage. I operationsanalysen bruges udtrykket idag indforstdet som en fzllesbe-
tegnelse for en metode, hvor man pd spidsfindig vis ved en eller anden algoritme
spger en god, men ikke ngdvendigvis optimal lgsning,.

En definition p4 heuristikker er givet i [Reeves, 1993]:

A heuristic is a technique which seeks good (i.e. near optimal) solu-
tions at a reasonable computational cost without being able to gua-
rantee esther feasibility or optimality, or even in many cases to state
how close to optimality a particular feasible solution is.

‘Egentligt er komplet-betegnelsen, forbeholdt beslutningsproblemer (ja/nej-problemer)
hvorimod betegnelsen NP-hard bruges om tilsvarende optimeringsproblemer.
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Som det ses, garanterer heuristikker hverken lovlige (mht. begreensningerne) el-
ler optimale lgsninger. Endvidere er det ikke altid muligt for en heuristik at
afggre, hvor langt fra optimum en given lgsning er. Heuristikker har altsd nogle
alvorlige svagheder i forhold til eksakte algoritmer. De har dog ogsé deres styr-
ker, hvilket er hastighed og fleksibilitet, og oftest implicerer de ikke et alvorligt
tab i kvalitet af lgsning,

Der findes til lgsning af TSP og VRP overordnet to slags heuristikker, nemlig
konstruktions- og forbedringsheuristikker. I ruteplanleegningsregi vil dette sige
algoritmer, som hhv. danner en rute og algoritmer, der ud fra en initialrute
forsgger at forbedre ruten. I dette afsnit vil vi beskrive nogle af de klassiske
konstruktion- og forbedringsheuristikker. Disse gennemgés i deres originale form
uden tidsvinduer.

4.2.1 Konstruktionsheuristikker

Karakteristisk for konstruktionsheuristisker er, at en rute bygges successivt
efter et eller andet konstruktionskriterie og at dele af ruten, der allerede
er konstrueret, forbliver uforandrede gennem resten af den konstruerende
algoritme [Reeves, 1993].

Savings-heuristik

Clark og Wright’s savings-algoritme er maske den mest kendte heuristik for
VRP-problemer. Den er beregnet til problemer, hvor ogsd antallet af vogne
er en variabel, og findes i to grundskabeloner; den paralielle version og den
sekventielle version. Principperne bag savings-algoritmen er fglgende:

1. Dan en lgsning hvor hver kunde bliver besggt af en dedikeret vogn, dvs.
vognen bespger kun denne kunde.

2. Udregn besparelserne 8;; = ¢g; + ¢jo — ¢ij, hvor 0 er depotet. Dette svarer
til besparelsen ved at lade en vogn kegre ad ruten (0,4, j,0) i stedet for at
lade en vogn kere (0,1,0) og en anden (0, 5,0). Princippet kan ses pa figur
4.3.

3. Ordn besparelserne i en liste i aftagende orden.
4. Startende fra gverste ikke-undersggte s;; pa listen gor folgende:

a. Hvis kanten (i,j) er lovlig — overholder problemets begrznsninger,
herunder at hver kunde kun m4 besgges af én vogn - tilfgj da kanten
(4,7), og slet (¢,0) og (0, 7). fra lgsningen.

b. Prgv naeste s;; pa listen og g tilbage til 4a. indtil ikke flere (lovlige)
kanter kan dannes.

Den parallelle version, som her beskrevet, bygger altsa ruterne for de forskellige
vogne op samtidigt. Den sekventielle version afviger fra den parallelle ved, at
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depot depot

Figur 4.3 Princippet i savingsalgoritmen.

den udvider ruten (0,1,3,0) til den ikke l&ngere kan udvides, fgr den legger
ruten for en ny vogn. Dette kan ses pa figur 4.4.

Dette er den originale savings-algoritme opfundet i 1964, og hvorom det er
konstateret, at parallelversionen finder bedre lgsninger end den sekventielle
[Laporte et al., 2000]. Savingsheuristikken har tidskompleksitet Q(n?log, n).
Sidenhen er mange modificerede definitioner af besparelserne (s;;) kommet
til veje. Disse har primzrt haft til hensigt at nedsatte beregningstiden og
hukommelseskravene [Christofides, 1985b],[Petersen and Surland, 1999].

Parallel Sekventiel

%%
%%
i

Figur 4.4 Forskellen mellem den paralelle og den sekventielle version af savings-
algoritmen.

L
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“Sweep-algoritme

Sweep er en to-fase-algoritme, hvor man fgrst inddeler kunderne i klynger, alle
indeholdende depotet, og s lgser et seperat TSP for hver klynge. Algoritmen kan
kun bruges til VRP-tilfzelde, hvor kunderne er placeret i et todimensionalt plan.
Dette udger dog intet synderligt problem, da langt de fleste tilfselde opfylder
dette.

Algoritmen fungerer siledes:

Repraesentér alle kunderne pa polarkoordinatform (r;,v;) med depotet i ro =0
og en vilkarlig reference-kunde i* med v;, = 0. Ordn kunderne sddan at v; <
<y L0 S Vg

Fase 1

1. Velg en ikke-benyttet vogn k.

2. Startende fra ikke-rutelagte kunde ¢ med mindste v;, inkludér kunder
i+ 1,i+ 2,... i ruten indtil kapacitetsbegraensningen (eller en anden be-
graensning) for kgretgj k er ndet. Dette er illustreret pa figur 4.5

Figur 4.5 Princippet i sweepalgoritmen.

3. Hvis alle kunder er blevet 'sweepet’ eller alle vogne er brugt, ga da til Fase
2, ellers g4 tilbage til 1.

Fase 2

4. Lgs TSP, enten eksakt eller vha. heuristikker, for hver klynge af kunder
tildelt de forskellige vogne.

Bemaerk i gvrigt at forskellige valg af reference-kunde ix giver forskellige ruter.
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4.2.2 Forbedringsalgoritmer

Der er udviklet elaborerede udgaver af de originale udgaver af savingsalgorit-
men og andre konstruktionsalgoritmer, og disse er en smule hurtigere og giver
maske lidt bedre lgsninger end de originale. Rent intuitivt ma man dog forvente,
at forbedringsheuristikker giver bedre lgsninger end konstruktionsheuristikker.
Dette er som udgangspunkt ogsé tilfzeldet, da forbedringsheuristikker som regel
virker, efter at en konstruktionsheuristik har dannet en rute.

De fleste forbedringsalgoritmer er sakaldte nabosggningsalgoritmer, NS-
algoritmer. For at kunne forsti hvordan sddanne algoritmer fungerer ma vi fgrst
introducere begreberne treek og naboomrade.

Hvis meengden af lovlige lgsninger til problemtilfzeldet kaldes X, da har hver
lpsning z € X en tilhgrende maengde N(z) C X, som kaldes naboomridet til
z. Naboomradet er defineret som alle de Igsninger ' € X, som kan nis fra z
ved en operation kaldet for et ¢rek. Et treek er en operation, som kan lave en
lgsning om til en anden. I VRP sammenhzng kan det f.eks. veere ved at ‘flytte’
en kunde, si den bliver betjent af en anden vogn end fgr. Et sadant trak kan
ses pa figur 4.6. N(z) givet ved dette trak er si alle de lgsninger 2', som kan
dannes ud fra z ved at lade en hvilken som helst af kunderne blive betjent af en
ny vogn.

Figur 4.6 Et trak hvor en kunde flyttes fra én rute til en anden.

N (z) kan opfattes som veerende en lille del af hele X. Mange trak er symme-
triske, hvilket vil sige, at hvis man ved at benytte dette kan komme fra z til
7', kan man ogsé bruge det til at komme fra z' til z. At traekket er symmetrisk
medfgrer at ' € N(z) og z € N(z'). Dette er illustreret p figur 4.7.

En NS-algoritme gennemlgber et antal iterationer. For hver iteration udfgres
et traek, som resulterer i nabolgsning ' € N(z). Miden nabolgsningen vaelges
pa varierer fra algoritme til algoritme. Princippet for hvordan en NS-algoritme
virker kan skitseres sAledes:
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Figur 4.7 Naboomridet N(z) til en lgsning z givet ved et symmetrisk traek.

Princippet i NS-algoritmer

1. Start

Valg en lgsning, z,, € X, dannet af en konstruktionsalgoritme. Szt
Tpedst = Tnyu OF definér og udregn omkostningsvaerdien cost = ¢(Z ).

2. Udvzlgelse af nabo-lgsning

Velg en nabolgsning Z,qp0 € N(Zny) ud fra et udvzelgelseskriterie. Hvis
det anvendte udvalgskriterie ikke kan opfyldes for nogen af lgsningerne
fra N(Z,.), eller hvis andre anvendte stopkriterier (34 som et begraenset
antal af iterationer) er opfyldt, standser sggningen og lgsningen &, er den
endelige lgsning.

3. Opdatering

Hvis der findes en nabolgsning x,,5, som opfylder udveelgelseskriterier
S@ttes Tny = Tnabo OF CO8t = ¢(Tnabo). Proceduren gentages fra skridt 2.

Det simpleste udvalgelseskriterie er den sikaldte descent-metode. Her kan skridt
2 ovenfor praeciseres til fplgende:

2. Udvzlgelse af nabolgsning for descent-metoden

Vzlg den nabolgsning z,., € N{(z), som har den laveste omkostning
¢(Znabo)- Stop hvis der ikke findes et Zpqp, Saledes at ¢(Trnabo) < C(Tnu)-

Descent-metoden gir altsd ud pa for hver iteration at udfgre det trzek, som
giver den stgrste forbedring mht. objektfunktionen, og kaldes derfor ogsé tit
for en greedy algoritme.
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Nabosggning til VRP

NS-algoritmer for et VRP arbejder enten p3 hver rute for sig eller pa flere ruter
samtidigt. De heuristikker, der hgrer under fgrste kategori, adskiller sig ikke fra
forbedringsalgoritmer til et TSP. Den anden kategori af heuristikker udnytter
derimod ‘fler-rute’ dimensionen i et VRP.

En af de klassiske NS-algoritmer til TSP er Lin’s A-opt algoritme [Reinelt, 1994).
Trzekket i denne gar ud pd at fjerne A kanter i ruten og s sztte de A brud-
stykker af turen sammen p& nye méder. Findes en gunstigere kombination af
segmenterne — det veere sig enten den fgrst konstaterede eller den bedste ~ s&
veelges denne. Dette traek kan ses pa figur 4.8.

Figur 4.8 Et trzk i en 2-opt algoritme.

En rute siges at vaere A-optimal, hvis det ikke er muligt at finde en kortere rute
ved at udskifte A kanter med A andre kanter [Helsgaun, 1999]. At kontrollere A-
optimalitet for et treek har beregningskompleksiteten @(n*) ® [Helsgaun, 1999)].
A-algoritmer findes som regel for A = 2,3 eller 4. Der er ogsi udviklet mere
avancerede algoritmer hvor veerdien af A varierer dynamisk gennem iterationer
i algoritmen.

I stedet for at udskifte kanter i samme rute som A-opt-metoder for TSP, er
der designet andre nabosggningsalgoritmer til VRP, hvori der muligggres en
interaktion mellem kunder i forskellige ruter. Traekkene, som defineres i disse
algoritmer, sgrger pd en eller anden maide for, at en eller flere vogne i hver
/iteration bliver tildelt nye kunder. Nogle af de mest udbredte méder at ggre
dette pA er ved at flytte én kunde fra en rute til en anden, eller ved at bytte
en kunde i en rute ud med en kunde i en anden (jf. figur 4.9). Man kan ogsi
definere treek ved at fjerne kanter i forskellige ruter, og s forbinde dem igen
pa tveers af de originale ruter (jf. figur 4.10). Som det ses af figur 4.9 og figur
4.10, kan en given lgsning omdannes til en anden med forskellige traek. Dette
betyder at naboomrader for forskellige trek godt kan have feelles elementer.

Lokale og globale optima
Nabosggning starter med en initiallgsning og man finder kun den bedste lgsning
8 Antal muligheder i et trzk: (}) ~ n*, hvis A K n .
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Figur 4.9 Et trzk hvor to kunder i to forskellige ruter bliver ombyttet.

Figur 4.10 Et trak hvor kanter i forskellige ruter bliver slettet og enderne forbundet
p3 nye méider.

indenfor et begreenset omrade af lgsningsrummet, dvs. at lgsningen kun kan
garanteres at veere et lokalt optimum. Dette er illustreret pé figur 4.11.

Et karakteristikum ved mange optimeringsproblemer er, at der er én optimal
lgsning (eller nogle f3), altsd globale optima, men mange lgsninger der kan veere
lokale optima. De lokale optima, som man finder, afhaenger af hvordan NS-
algoritmens traek er defineret. En lgsning, som ved en algoritme vil veere et
lokalt optimum, vil altsa ikke ngdvendigvis veere det for en algoritme, hvor et
treek er defineret anderledes.

Man er gennem tiderne kommet med forskellige innovationer for at forgge chan-
cen for, at det lokale optimum, en heuristik finder, ogsa er et globalt optimum
eller i hvert fald teaettere pa at veere det. En tilgang til det er at andre trak-
ket, f.eks. ved at andre en 2-optimal heuristik til en 3- eller sigar en 4-optimal
algoritme. Et andet alternativ er at kgre heuristikken flere gange fra forskel-
lige initiallgsninger. Herefter kan man s3 udpege det bedste af de forhabentligt
forskellige lokale optima.

En tredje metode er at tillade sdkaldte uphill-moves, som giver mulighed for, at
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Figur 4.11 Niveaukurver der illustrerer hvorledes en algoritme, som starter i z1, vil
bevaege sig ned i z2, som er et lokalt men ikke et globalt optimum.

sggeheuristikken kan ‘kravle’ op af det lokale minimum og sgge mod et lavere.
Det nytter dog sjzeldent noget at tillade greedy algoritmer at lave uphill-moves,
nar de befinder sig i lokale minima. Ofte vil de nemlig vende tilbage til det lokale
minimum i iterationen umiddelbart efter et uphill-move da det lokale optimum
er den bedste lgsning i naboomradet.

4.2.3 Tidsaspektet i klassiske heuristikker

De ovennzevnte konstruktions- og forbedringsalgoritmer tager i deres grundlaeg-
gende form séledes ikke hgjde for tidsaspektet i ruteplanlagning. I [Solomon,
1987] er der beskrevet udvidelser af en raekke klassiske heuristikker, s& de ogsé
er i stand til at lgse VRPTW.

4.3 Metaheuristikker

En metaheuristik er som navnet antyder en form for ‘over’-heuristik. Metaheuri-
stikker bruger en eller flere klassiske heuristikker, som de via forskellige sindrige
strategier kan styre, sdledes at heuristikkerne bliver i stand til at opn bedre re-
sultater, end de kunne i deres originale form. Nogle metaheuristikker kan f.eks.
styre en NS-algoritme ud af lokale minima og ind i nye omrader af lgsnings-
rummet, hvor de har mulighed for at finde bedre lgsninger. Ligesom klassiske
heuristikker kan metaheuristikker hverken garantere at finde den bedste lgsning,
eller angive hvor langt en lgsning er fra optimum.

Vi vil i denne sektion fgrst se pA et eksempel pA en metaheuristik for at illu-
strere, hvordan metaheuristikker kan szttes til at styre klassiske heuristikker
og derefter kort naevne nogle af de andre typer af metaheuristikker, som der er
blevet udviklet.
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4.3.1 Simuleret udglgdning

En af de tidligste og mest alsidige metaheuristikker er simuleret udglgdning (SU)
[Reeves, 1993]. Metoden er inspireret af simuleringer af fysiske systemer, hvor
metoden ofte bruges til at simulere afkgling af et smeltet materiale. Her bestem-
mer simuleringen lgbende systemets tilstand, mens det afkgles indtil tilstanden
konvergerer til et ‘steady state’ dvs. frossent stadie.

Kernen i SU-simuleringer — for fysiske faenomener — er Boltzmann-fordelingen,
som lyder, at sandsynligheden, for at et fysisk system skifter fra en tilstand med
en given energi til en tilstand med hgjere energi, er givet ved:

p(OE) = exp(—SE[kyT) (41)

hvor p(6F) er sandsynligheden for at skifte tilstand med en resulterende ener-
giforggelse p4 dE, T er temperaturen og k; er Boltzmanns konstant.

Princippet i simuleret udglgdning er som fglger: Forst genereres en lille forskyd-
ning i systemets tilstand, som resulterer i en zndring af systemets energi (0E).
Er energisendringen negativ, dvs. den nye tilstand har lavere energi, ‘rykker’ sy-
stemet over i det nye stadie. Er energien i systemet forgget, accepteres det nye
stadie kun med en vis sandsynlighed. Sandsynligheden er givet ved Boltzmann-
fordelingen. Denne proces udfgres et pa forhdnd bestemt antal gange ved en
given temperatur T', hvorefter temperaturen sznkes og proceduren gentages.
Dette fortszetter indtil systemet/materialet fryser til et ‘steady state’.

I 1980 blev det foresliet, at en sddan simulering kunne bruges til at spge efter
mulige lgsninger til optimeringsproblemer. Det er blevet vist at en SU-algoritmes
Igsninger konvergerer mod en optimallgsning. Det kan dog tage uendeligt lang
tid at finde en sddan.[Reeves, 1993]. SU kan faktisk overfgres til ethvert kom-
binatorisk optimeringsproblem. Der er som ved andre heuristikker selviplgelig
ingen garanti for, at den ‘frosne’ slutlgsning er den optimale.

I SU til kombinatorisk optimering er der ikke tale om tilstande og energier men
om mulige lgsninger og omkostninger. Et skema over hvordan de fysiske begreber
bliver oversat til kombinatorisk optimering kan ses i skemaet pa figur 4.12.

“fysik’ simulering kombinatorisk optimering
tilstand en mulig Igsning

energi omkostning ¢

endring af tilstand | traek

temperatur kontolparameter

frossent stadie heuristisk lgsning

Figur 4.12 Skema over begreber i simuleret udglgdning i hhv. fysikken og
kombinatorisk optimering.

Kernen i en SU-algoritme er en szdvanlig NS-algoritme. Folgende er en overord-
net skitse af, hvordan et generelt kombinatorisk problem lgges vha. af SU. Selv
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om kombinatorisk optimering ikke har noget at ggre med temperaturer, kaldes
kontrolparameteren dog for temperaturen.

Princippet i SU-algoritmer

1. Velg initiallgsning o og st 2z = .
2. Veelg initialtemperatur Ty > 0, og s&et T = Tp.

3. Gentag falgende et antal gange

a. Vealg et z,, € N(z)
b. Udregn 6 = ¢(Zny) — c(x)

c. - Hvis é <0 accepter 2y, dvs. s&et T = Zp,.
ellers

- Generer et tilfzeldigt tal o mellem 0 og 1. Hvis a < exp(—4/T)
s®t T = Ty, hvis ikke behold den gamle lgsning, dvs. z = =z.

4. Saznk temperaturen T og gentag 3. hvis ikke et eller andet stopkriterie er
opfyldt.

Stopkriteriet kunne f.eks. vaere, at temperaturen havde naet en eller anden given
veerdi.

Det ser ved forste gjekast maske ud til, at SU direkte og selvsteendigt kan
omsaxttes til en algoritme, som effektivt- kan lgse VRP-tilfelde — dette er
ikke tilfeeldet. SU er kun en ydre skal ovenpd de klassiske konstruktion-
/forbedringsheuristikker. F.eks har I. Osman en implementering af SU, der har
vist sig effektiv [Petersen and Surland, 1999]. Denne finder en intitiallgsning zo
vha. af savingsalgoritmen og evt. en X-opt mekanisme. Derudover bestemmes
N(z) i hver enkelt iteration ogsi af en A-opt mekanisme.

Fordelen ved en saddan overbygning til en klassisk NS-algoritme er, at den ikke
(s& let) bliver fanget i lokale minima. Der er altid en vis sandsynlighed for, at
den kan slippe fri og opna bedre lgsninger.

Et problem ved SU er, at mange parametre skal stilles for at give en effektiv
algoritme. Det drejer sig f.eks. om starttemperatur, antallet af iterationer ved
hver temperatur og maden hvorpa temperaturen senkes gennem algoritmen.
Gode parametervaerdier kan vare meget svaere at bestemme, og varierer fra pro-
blemtilfzlde til problemtilfaelde®. Vi vil ikke komme naermere ind p4 muligheder
og effekter ved at justere pa de forskellige parametre, men blot papege at disses
optimale veerdier oftest fastlaegges ved empiriske analyser [Reeves, 1993].

60g selvfplgelig fra problem til problem.

<Y,
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4.3.2 Andre typer metaheuristikker

Der er udviklet andre metaheuristikker, hvoraf mange er brugbare til at lgse
et VRP. Flere af dem benytter sig ligesom simuleret udglgdning, af metoder
udviklet inden for andre videnskaber, f.eks. biologien. Blandt disse kan navnes
kunstige neurale netverk og genetiske algoritmer?. Der er dog ogsd udviklet
meta-heuristikker, som ikke er inspireret af naturlige fanomener og processer.
Dette gelder f.eks. for tabu-sggning (jf. kapitel 5), soin ligesom SU er en over-
bygning til klassiske NS-algoritmer.

4.4 Hyvilken type algoritme er bedst

I det fglgende vil vi diskutere fordele og ulemper ved de forskellige algoritmer til
VRP-lgsning, og vurdere hvilken type vi finder mest egnet til lgsning af FDB-
lignende problemer.

4.4.1 Hvordan vurdereres algoritmer

Der er flere kriterier, som er vigtige, nar det skal vurderes hvilke algoritmer,
der egner sig bedst til en given type problemer. Vi vil her beskaftige os med de
vaesentligste af disse.

Beregningstid

Det er afggrende om en algoritme er i stand til at lgse de aktuelle problem-
tilfzelde inden for den tid en virksomhed har til rddighed. Skal en virksomhed
ruteplanlzegge en gang om dagen, er det pa ingen made muligt at anvende en
algoritme, som er flere dage om at lgse de aktuelle problemtilfzlde. I det hele
taget er det kritisk i praktiske situationer at benytte en algoritme, som tager
meget lang tid at kere igennem, da en andring af problemet kan ngdvendigggre
genkgrsler. Endringer af problemet kan opsté, hvis der kommer en ekstra kunde
til i sidste gjeblik, eller hvis der af en eller anden grund er beghet en fejl i
opstillingen af problemet.

Beregningstiden afheenger som tidligere beskrevet af mange parametre, sdsom
computertype og program hvori algoritmen er implementeret. Om en given
algoritme kan lgse et givent problem i lgbet af en given tid er derfor meget
sveert af vurdere. Det vil i mange tilfzelde forst kunne afggres endeligt, nar en
feerdig implementering er til radighed. Kender man beregningstiden, nar en
given implementering lgser et problemtilfzelde af en given stgrrelse, kan man
dog fa et indtryk af, hvor stor beregningstiden vil vaere for et problemtilfzelde
af en anden stgrrelse, hvis man kender beregningskompleksiteten for algoritmen.

TFor den interesserede laser henvises til [Rayward-Smith et al., 1996].
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Lgsningskvalitet

Set fra et gkonomisk synspunkt er forholdet mellem lgsningskvaliteten og tids-
forbrug afggrende for, hvorvidt en algoritme er god eller darlig. Jo ‘billigere’
ruter en algoritme er i stand til at finde jo bedre.

Eksakte algoritmer finder selvfglgelig altid de bedste lgsninger, men hvad med
heuristikker? Det er meget besveerligt at analysere kvaliteten af heuristiske algo-
ritmer matematisk, iszer hvis modellen, som algoritmen sgger at lgse, har mange
specielle begraensninger [Helsgaun, 1999]. Derudover er resultaterne af sddanne
analyser ikke altid szrligt sigende. F.eks. kan det vises, at en bestemt TSP al-
goritmes lgsninger altid ligger indenfor 50% af det globale optimum [Helsgaun,
1999]. I praksis er lgsningerne langt bedre, og den matematiske analyse er derfor
ikke seerlig interessant i praktisk gjemed.

P34 grund af disse besveerligheder vurderes heuristiske algoritmer som regel vha.
bestemte testsaet. Testsxttene indeholder et antal problemtilfselde, som skal
lgses. I VRP-situationer indeholder testsattene oplysninger om placering af de-
pot og kunder, ordrestgrrelse og tidsvinduer for kunder, kapacitet af vogner m.v.

Solomons testszet

Det mest udbredte testsaet til VRPTW er foreslaet af M. M. Solomon [Solomon,
1987], og indeholder 56 forskellige situationer. Da vi senere skal beskzftige os
med disse tests, vil vi allerede her beskrive nogle af deres karakteristika.

Der er i testszettet tre serier, og maden, kunderne er placeret pa, er forskellig i
de tre. I R-serien er kunderne jeevnt fordelt, i C-serien i klynger og i RC-serien
en blanding af tilfzeldig fordeling og klynger. Samler man kunderne i klynger,
far man en struktur, som bedre stemmer overens med en virkelig situation,
da tatheden af kunder som regel er stgrre i nserheden af byer®. Hver serie
opdeles i to underserier, hvor den ene (kaldet hhv. R100, C100, RC100) har
stramme, og den anden (kaldet hhv. R200, C200, RC200) har lgse begraensninger
pa ruteleengde og kapacitet af vogne.

Desuden varierer ogsd méden tidsvinduerne er arrangeret pi, siledes at det
er muligt at vurdere algoritmerne under forskellige grader af begraensethed.
Solomons testszet bygger pa et zldre testsset udviklet af N. Christofides, A
Mingozzi og P. Toth [Christofides et al., 1979], som ikke har tidsvinduer °. Szttet
bestar af 14 problemtilfzelde med 50 til 199 kunder. Faktisk er Solomons R100-
serie dannet ved at tage CMT-problemtilfaelde nummer 8 og tilfgje forskellige
tidsvinduer. Ligeledes er C100-serien dannet ved at fgje tidsvinduer til CMT
14. RC-serien er dannet som en blanding af disse.

Maden tidsvinduer er placeret pa er vidt forskellig i R100-serien og C100-serien.
I R100-serien er tidsvinduerne fordelt tilfeeldigt. I C100-serien blev problemet
forst lgst med en klassisk heuristik, og tidsvinduerne derefter placeret si deres
centrum var de tidspunkter, hvor kunder blev besggt af en vogn [Solomon, 1987).

8Med en virkelig situation menes en FDB-lignende situation, hvor et depot dakker en hel

region/landsdel og ikke f.eks. en by.
®Data for CMT-testszttet kan findes p4 http://msemga.ms.ic.ac.uk/info.html
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De fleste, som lgser Solomons testsat, optimerer mht. rutelzngden [Cordeau
et al., 2000b}, [Rochat and Taillard, 1995], [Taillard et al., 1997] men der er ogsé
eksempler pé tilfzelde, hvor resultatet angives som samlet tidsforbrug (keretid +
pauser) [Solomon, 1987]. I Solomons seet er der dog en teet knyttet sammenhzeng
mellem rutelengde og tidsforbrug, idet keretiden mellem to kunder antages at
vare proportional med afstanden.

Situationerne i Solomons tests har en raekke f=llestraek. Disse er:1?

¢ 100 kunder

¢ Et depot

s Ens vogne

¢ Ens servicetid ved kunderne

e Ingen ‘avancerede’ begransninger

Det ses af ovenstiende, at saettet er ret simpelt, da situationerne f.eks. ikke har
flere depoter, forskellige vogne, forskellige servicetider, adgangsbegransninger
ved kunder, hviletider for chauffgrerne el. lign.

Med andre ord stemmer Solomons testpakke ikke sarligt godt overens med
mange virkelige problemer. Man kan derfor ikke vaere helt sikker pa, at en algo-
ritme, som praesterer godt i testszettet, preesterer godt i virkeligheden.

Selv om Solomons testpakke er simpel, indeholder den dog de vigtigste traek ved
virkelige VRPTW-tilfzlde. Forskellige virkelige tilfzelde kan have udvidelser i
forhold til Solomons testsaet, men de har i hvert fald testsaettets begraensninger
til feelles. En algoritme som yder godt i Solomon-testene, kan derfor formodes
ogsa at yde tilfredsstillende i mere avancerede tilfzelde. Det kraever selviglgelig,
at algoritmen kan udvides, si den kan hindtere disse, uden at den pé afggrende
vis laves om. '

Fleksibilitet

Skal en algoritme bruges til flere forskellige slags problemer, er det selviglgelig
vigtigt, at den kan handtere dem. Fleksibilitet er som rege! ofte det, at en
algoritme er i stand til at handtere mange forskellige begraensninger, samtidig
med at algoritmen relativt set praesterer godt. Bruges den s4 til et tilfzelde uden
mange begrzensninger, deaktiveres de dele af algoritmen, som ikke er ngdvendige.

Skal algoritmen kun bruges til at lgse et enkelt problem, er fleksibilitet ikke s&
vigtigt. Algoritmen skal blot vaere i stand til at lgse det aktuelle slags problem-
tilfzelde. Det vil dog altid veere en fordel, at en algoritme er mere fleksibel, hvis
den ggede fleksibilitet ikke gar ud over lgsningskvaliteten eller beregningstiden.

10Data for Solomon’s testsaet kan findes pa http://www.cs.strath.ac.uk/research/GreenTrip/
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4.4.2 Eksakte algoritmer eller heuristikker

Som vi har set, er den naive tilgang til lgsning af VRP-tilfzelde, hvor alle mulige
lgsninger undersgges, yderst ineffektiv, og selv om det i teorien lader sig gpgre,
at lgse et hvilket som helst problem, ville det i praksis vaere umuligt. Metoderne
er dog blevet forbedret markant gennem de sidste 30 ar og er i dag i stand til
at 1gse problemer med over 100 kunder [Cordeau et al., 2000a),[Madsen, 1997].
P4 trods af dette er der dog stadig eksempler pA problemtilfaelde med ikke mere
end 75 kunder, som til dato ikke er blevet lgst eksakt [Crainic and Laporte,
1998]. Eksakte algoritmer kan altsd have store problemer med at lgse tilfzeldigt
konstruerede problemtilfzelde med omkring 100 kunder eller derover. Men det
er netop den stgrrelse problemtilfaelde, som vi arbejder med i dette projekt.

Eksakte algoritmer ma, pa grund af manglende evne til generelt at lgse problem-
tilfzelde med 100 kunder eller flere og deres lange beregningstid, betragtes som
uegnede til lgsning af vores model. Det ser ud til, at heuristikker i vores tilfzlde
er den eneste reelle lgsnings-mulighed. '

4.4.3 Heuristikker eller metaheuristikker

Det kan godt vzere, at man i vores tilfeelde bliver ngdt til at bruge heuristikker,
men hvilken form for heuristik egner sig bedst? Det vil vi forsgge at redeggre
for i dette afsnit.

Intuitivt m& det formodes, at metaheuristikker er klassiske heuristikker over-
legne, da de jo netop benytter klassiske heuristikker som de styrer med forskel-
lige intelligente strategier. Dette er ifglge [Laporte et al., 2000] ogsa tilfzeldet.
I artiklen er de bedste klassiske heuristikker til VRP (uden tidsvinduer) blevet
undersggt. Ingen af dem kan konkurrere med de praesenterede metaheuristikker,
som her er tabusggning, nar det gzelder lgsningskvalitet.

Grunden til at det er tabusegning, som de klassiske heuristikker bliver sammen-
lignet med er, at det er tabusggning, som har vist sig at vaere de metaheuristik-
ker, som er i stand til at finde de billigste lgsninger i VRP-tilfelde [Crainic and
Laporte, 1998].

Et interessant faktum er, at de bedste lgsninger klassiske heuristikker har fundet
er neesten lige s gode, som de bedste lgsninger tabusggningsalgoritmer har
fundet. Dette kan ses af sammenligningen mellem de bedste lgsninger fundet af
klassiske heuristikker (KH) og tabuspgningsalgoritmer (TS) i figur 4.13. Data
stammer fra [Laporte et al., 2000] og testsattene stammer fra [Christofides et al.,
1979].

Det ses, at de klassiske heuristikker i bedste fald giver lige s& gode lgsninger
som tabusggning. Dette kan umiddelbart virke merkeligt, men figur 4.13 vi-
ser kun de absolut bedste lgsninger fundet. I figur 4.14 er resultaterne fra ud-
valgte algoritmer sammenlignet. Vi har sammenlignet en enkelt tabusggnings-
algoritme (TS) med en enkelt genetisk algoritme (GA), en enkelt simuleret-
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problem KH TS forskel*
1 524,6 524,6 0,0
2 835,8 835,3 0,1
3 830,4 | 826,1 0,5
4 1038,5 | 1028.,4 1,0
5 1321,3 | 12915 2,3
6 555,4 | 5554 0,0
7 9118 | 9097 | 02
8 877,3 865,9 1,3
9 1176,5 | 1162,6 1,2
10 1418,3 | 13959 1,6
11 10434 | 10421 | 0,1
12 819,6 819,6 0,0
13 1548,3 | 1541,1 0,5
14 866,4 | 866,4 0,0
gennemsnit | 9834 | 976,0 08

Figur 4.13 Sammenligning af bedste resultater fundet med klassiske heuristikker
(KH) og tabusggning (TS). *Forskellen er KH’s afvigelse fra TS i procent.

udgledningsalgoritme (SU) og en enkelt klassisk heuristik (KH). Her er forskel-
len mellem de forskellige algoritmer langt stgrre end det sas i figur 4.13. Det
kan godt veere at klassiske algoritmers bedste resultater er nzesten lige si gode
som resultater opnet af metaheuristikker, men det ses at deres gennemsnit-
lige lgsningskvalitet er darligere. Desuden ses det at TS-algoritmen er de andre
metaheuristikker overlegen.

Det koster selvsagt noget at gi fra klassiske heuristikker til metaheuristikker.
Klagsiske heuristikker er hurtigere end metaheuristikker. Kompleksiteten af me-
taheuristikker er dog ikke veerre end de klassiske. F.eks. er der i [Crainic and
Laporte, 1998] givet eksempler pd to tabusggealgoritmer, hvis beregningstid ud-
vikler sig som hhv. n2:02% og n1:591,

P3 baggrund af undersggelserne ovenfor anser vi altsd tabusggning som den
mest velegnede algoritmetype til lgsning af vores model.
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problemserie TS GA SU KH
R100 11974 1296,8 1308,8 1436,7
8,3% 9,3% 20,0%
R200 9544 1117,6 1166,4 1402,4
17,1% 22,2% 46,9%
C100 828,5 838,1 909,8 - 951,9
1,2% 9,8% 14,9%
C200 590,3 590,0 684,1 692,7
-0,1% 15,9% 17,3%
RC100 1369,5 1446,3 1473,9 1596,5
5,6% 7,6% 16,6%
RC200 1139,8 1368,1 1401,5 1682,1
20,0% 23,0% 47,6%

Figur 4.14 Sammenligning af resultater fundet med en tabusggningsalgoritme
(TS), en genetisk algoritme (GA), en simuleret-udglgdningsalgoritme (SU) og en
klassisk heuristik (KH). Procenttallene angiver afvigelse i forhold til TS-algoritmen.
Tal stammer fra [Chiang and Russel, 1997).
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Tabu-sggning er som tidligere beskrevet den optimeringsmetode til ruteplan-
lzegning som vi finder bedst. De bedste TS-algoritmer kan producere lgsninger,
som kommer meget tzet pd de optimale [Cordeau et al., 2000b].

Meangden af TS-algoritmer foresldet i litteraturen er stor, men det kan som
nzvnt i afsnit 4.4.1 veere svaert at gennemskue hvilke algoritmer, som er mest
velegnede i en given praktisk situation. Dette lases delvist ved, at lade de forskel-
lige algoritmer regne p3 den samme samling problemtilfzelde, f.eks. Solomons
testpakke. Som nazvnt er dette ikke tilstraekkeligt, da Solomons testpakke er
simplere end de fleste ‘real-world’ tilfeelde. Der er yderligere det problem, at
de algoritmer, som bliver praesenteret i litteraturen, ofte er tilpasset netop den
testpakke de er testet pa, og derfor ikke ngdvendigvis yder szrligt godt pa andre
problemtilfelde [Rochat and Taillard, 1995] [Rochat and Semet, 1994], [Taillard
et al., 1997].

Disse algoritmer er naturligvis interessante, fordi de ofte indeholder forskellige
og ofte hidtil ukendte strategier til at lgse problemer p4 snedig vis. Dette kunne
vaere kreationer som ‘selvtunende parametre’ [Cordeau et al., 2000D] eller ‘adap-
tiv hukommelse’ [Rochat and Taillard, 1995], hvilke vil blive praesenteret senere.
I dette afsnit vil vi derfor ikke fokusere p& en enkelt TS-algoritme eller nogle fa
forskellige, men i stedet beskrive principperne bag TS og nogle af de interessante
strategier, som kan bringes i anvendelse.

5.1 Grundlzeggende principper i tabu-sggning

Vi vil her gennemgé de grundlzeggende principper i en TS-algoritme. TS er
ligesom simuleret udglgdning en form for NS, der forsgger at komme udenom
problemet med, at man ender i et ikke-naer-optimalt lokalt optimum.

Tabu-hukommelse (korttidshukommelse)

Da TS er en form for naboomradesggning, virker en saddan hgeledes i iteratio-
ner. Det elegante i TS-algoritmer er miden, hvorpa de forsgger at undga lokale
optima. En TS-algoritme indeholder en liste over de nyligt besggte lgsninger,
dvs. lgsninger som algoritmen har valgt i de sidste m iterationer. Algoritmen
er i en given iteration forment at vende tilbage til lgsninger, som er pa listen —
man siger de er tabu. Da listen opdateres lgbende er de tabubelagte lgsninger
forskellige fra iteration til iteration. Ved at forbyde de nyligt besggte 1gsninger
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kan det forhindres, at en algoritme vender tilbage til et lokalt optimum, som den
lige har besggt. Antallet af iterationer, hvor en besggt lgsning er tabu kaldes for
tabulengden.

Ofte er det for besvarligt at gemme alle detaljer ved de lgsninger, som er
tabu. Det der ggres i praksis er at gemme nogle parametre i forbindelse med
lgsningen. Sidanne parametre knytter sig ofte til, hvordan lgsningen blev
opnéet, altsd hvilket traek der blev udfgrt for at danne den pagzldende lgsning.

Langtidshukommelse

TS-algoritmer indeholder ofte ogsa en form for hukommelse, der raekker lengere
end blot tabu. En sidan langtidshukommelse kan vare udformet pid mange
forskellige mader, men har altid til formal at gge algoritmens evne til finde
gode lgsninger. Vi vil i afsnit 5.2.2 og afsnit 5.3 komme med flere eksempler pa,
hvordan langtidshukommelse kan vezere udformet.

Aspirationskriterium

Det kan nogle gange vaere ngdvendigt at muliggere tabubelagte lgsninger, hvis
tabuet forhindrer algoritmen i at nd nye og bedre lgsninger. Et aspirationskri-
terium kan udformes pa adskillige mader, men vi ngjes her med at beskrive det
mest udbredte. Kriteriet er som fglger: En tabubelagt lgsning bliver accepteret,
hvis denne er bedre end den hidtil bedst opniede. Dette kriterium er s& oplagt,
at det bruges af samtlige af de TS-algoritmer som vi har set beskrevet.

5.2 Et illustrativt eksempel

For at belyse hvorledes tabusggning foreghr, vil vi gennemga et eksempel, som
illustrerer grundprincipperne i en sidan. Til dette har vi designet et lille ru-
teplanlegningsproblem og programmeret en simpel TS-algoritme. Algoritmen
har vi programmeret i MATLAB, i og med at det var det program vi var mest
fortrolige med. Koden samt Igsninger, opndet af algoritmen, kan ses som bilag
bagerst i rapporten.

5.2.1 Problemtilfseldet

Problemtilfzeldet er et klassisk VRP-problem med et depot og 10 kunder. Der
er ingen tidsvinduer eller andre szrlige begraensninger. Placeringen af depotet
og kunderne er givet ved kartesiske koordinater i planen, og omkostningen er
givet ved den euklidiske afstand mellem disse. Data for problemtilfzzldet ses pa
figur 5.1.

Punkt 1 er depotet, og resten er kunder. Med disse placeringer bliver omkost-
ningsmatricen som det ses pa figur 5.2

Grafisk kan problemet illustreres som det ses pa figur 5.3.
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punkt | z-koordinat | y-koordinat | ordrestgrrelse
1 0,0 0,0 0
2 -215 —4,0 20
3 -11,6 10,9 10
4 -5,2 —26,6 10
5 -2,0 -7,6 20
6 5,5 15,1 20
7 17,0 -28,2 20
8 20,2 17,3 30
9 20,7 -5,5 10
10 31,1 8,3 30
11 33,5 -12,0 10

Figur 5.1 Data for vores problemtilfelde.

5.2.2 Algoritme

Algoritmen er kun i stand til at Igse klassiske VRP-problemer, altsa et problem
hvis eneste begrznsning ligger 1 vognenes kapacitet. Kapaciteten i vores
eksempel er desuden sat til at vaere den samme (80) for alle vognene.

Konstruktionsalgoritmen — sweep
Vores algoritme er udstyret med en konstruktionsalgoritme. Denné er en
sweep-algoritme, som dog er lidt forsimplet. Traditionelle sweep-algoritmer
optimerer de enkelte ruter efter, at kunderne er blevet tildelt en rute. Det gor
vores ikke, da naboomradet i algoritmen muligggr optimering af de enkelte

ruter, hvilket vi vil se nedenfor.

/ 0 2,9 159 27,1
21,9 0 17,9 27,9
159 17,9 0 38,0
27,1 27,9 38,0 0

7,9 19,8 20,8 19,3
c=1| 16,1 33,1 17,6 43,1
32,9 45,5 48,4 22,3
26,6 46,8 32,4 50,7
91,4 42,2 36,2 33,4
32,2 54,0 42,8 50,4
\ 35,6 55,6 50,6 41,4

Figur 5.2 Omkostningsmatricen for vores problemtilfzelde.

7.9
19,8
20,8
19,3
0
23,9
28,0
33,4
22.8
36,8
35,8

16,1
33,1
17,6
43,1
23,9
0
44,8
14,9
25,6
26,5
39,0

32,9
45,5
48,4
22,3
28,0
44,8
0
45,6
23,0
39,1
23,1

26,6
46,8
32,4
50,7
33,4
14,9
45,6
0
22,8
14,1
32,2

21,4
42,2
36,2
33,4
22,8
25,6
23,0
22,8
0
17,3
14,4

32,2
54,0
42,8
50,4
36,8
26,5
39,1
14,1
17,3

20,4

35,6
55,6 )
50,6
41,4
35,8
39,0
23,1
32,2
14,4

20,4

0 /



56 Tabu-sggning

20 v v v

15} 6o 80 :
10} 30

° 100

5k

ot 10 (depot) 1

20
5 ]
50 9o 4
-10r 110
15} ]
20k
25t
40 7o

30 \ R . ,

-30 20 -10 0 10 20 30 40

Figur 5.3 Depotet og kundernes placering i planen.

Naboomréadet

Naboomradet for vores algoritme er bestemt som vzerende alle lgsninger, som
kan nés ved fglgende traek:

1. Fjern en kunde fra en rute og ‘lap’ ruten.

2. Indszet kunden et andet sted. Dette kan enten vaere et andet sted i samme
rute eller i en anden rute.

Et eksempel pa et traek er vist pa figur 5.4.

For hver iteration tager algoritmen en kunde ad gangen og beregner rutelzengden
for de lgsninger, som kan nas ved at lave et trek med den pagzldende kunde.
I praksis udregnes besparelsen (som godt kan vaere negativ) ved at lave et givet
traek, da dette er hurtigere. Traek som medfgrer overlast, betragtes som ulovlige
og behandles ikke. Efter, at besparelsen ved alle lovlige trek er udregnet, vaelges
traekket med stgrst besparelse, og iterationen er faerdig.

Traekket er valgt siledes, da det bade kan bruges til at optimere de enkelte
ruter og VRP-problemet som et hele. I mere avancerede algoritmer ville man
nok valge at benytte et trazk, som ikke ‘spilder kraefter’ pA at optimere de
enkelte ruter, men kun virker ruter imellem. Efter hvert traek kunne der si
benyttes en hurtig TSP-algoritme pa de enkelte ruter. Dette ville give et mindre
naboomrade og dermed en hurtigere algoritme.

Kortidshukommelse
Algoritmen er udstyret med en konventionel tabu-korttidshukommelse. Tabu
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Figur 5.4 Et traek udfert af vores algoritme.

s@ttes pd kunder, som lige er blevet flyttet, og forhindrer cykling mellem lgs-
ninger. P4 kort sigt forhindrer dette tabu faktisk ikke fuldstzendigt, at der opstar
cykling, hvilket bliver illustreret i det efterfglgende. P4 lidt leengere sigt virker
tabuet dog efter hensigten.

Tabulengden er fem iterationer, dvs. at en kunde som er blevet flyttet i en
given iteration ikke kan flyttes i de fem fglgende. Det virker maske voldsomt,
da dette medfgrer, at kun halvdelen af kunderne i en given iteration m4 flyttes.
Tabulaengden pa fem iterationer far dog algoritmen til at virke udmaerket.
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Langtidshukommelse ) 7

Algoritmen er udstyret med en straffunktion, som gger leengden af en given
lgsning, dvs. legges til omkostningsfunktionen, hvis denne lgsning er opnéet
ved at flytte en kunde, som er blevet flyttet for. Straffen s er proportional med
antallet af gange kunden er blevet flyttet: ’

s=k- Nb (5.1)

hvor N, er antal gange kunde b er blevet flyttet, og k er en positiv proportiona-
litetskonstant. Straffunktionen har den effekt, at algoritmen ikke har mulighed
for udelukkende at flytte enkelte af kunderne, men efterhdnden ma flytte dem
allesammen.

k er blevet sat til omkring 3, da denne sterrelse tvinger algoritmen til at flytte
forskellige kunder uden dog at forhindre, at nogle kunder flyttes mere end andre.
Denne vzerdi er bestemt ved en kalibrering, hvor vi systematisk har prgvet os
frem med forskellige k-vzerdier.

Langtidshukommelsen nulstilies desuden, hver gang en ny bedste lgsning er
fundet, for p4 den made at give algoritmen lov til at sgge grundigt i denne
lgsnings naboomréade.

Aspiration
Der er implementeret et saedvanligt aspirationskriterium, som annullerer tabu
og straffunktion, hvis en lgsning er bedre end den hidtil bedste lgsning.

5.2.3 Lgsning af eksemplet

Vi vil nu gennemga algoritmens fgrste iterationer, nar den forsgger at lgse det
ovenfor opstillede problem. Vi haber p4 den méade at tydeligggre, hvordan en
tabu-sggning virker.

I det folgende vil der veere et antal figurer. P4 disse vil der vere en graf samt
eventuelt et skema med tal. Skitsen viser ruten efter den pageldende iteration,
og skemaet viser data for nogle af de traek, som algoritmen havde mulighed for
at udfgre i iterationen. Data for alle mulige traek er ikke medtaget, da dette ville
fylde alt for meget — kun det bedste trek hgrende til hver kunde er medtaget.

Et tabu-merke pa en given kunde vil blokere alle traek involverende denne
kunde. Ligeledes vil straffunktionen straffe alle ruter dannet ved flytning af en
given kunde lige meget. Sledes vil det valgte traek altid veere en eller anden
kundes bedste trazk.

Skemaerne
Hver af rekkerne i et af skemaerne p4 figurerne angiver data for et givent traek.

o Forste kolonne er rutelengden efter traekket.
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Anden kolonne er straf-tillaegget.

Tredje kolonne er nummeret p& den flyttede kunde.

Fjerde og femte kolonne er numrene pa kunderne den flyttede kunde sattes
ind mellem.

Sjette kolonne angiver den resterende tabutid for den flyttede kunde.

I de forskellige skemaer vil en * ud for rutelengden betyde, at det er dette traek
som algoritmen har valgt i den pageeldende iteration. Der vil desuden vzere sat
en ring om kunden hgrende til dette traek pé figuren. '

startsituation - 271.0
20

15p

10p

-109

-25p

-30
-30

Figur 5.5 Startsituationen for lgsningen af eksemplet.

Startsituation
Startsituationen er som nzevnt lavet vha. en sweepalgoritme. Lgsningsveerdien,
dvs. leengden af ruten, er 271.0.
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iteration 1 - 261.0 B iteration 2 - 252.7

4

7

30 -20 -0 T 1.0 z‘o 30 a0 -30 20 -10 Q 10 20 30 40

260.9578" 0 2.0000 3.0000 1.0000 O 265.5441 3.1110 2.0000 5.0000 4.0000 5
270.9571 0 3.0000 1.0000 6.0000 O 270.4710 0 3.0000 2.0000 1.0000 O
284.7591 0 4.0000 2.0000 5.0000 O 280.3384 0 4.0000 11.0000 1.0000 O
265.5441 0 5.0000 1.0000 2.0000 O 266.7543 0 5.0000 2.0000 1.0000 O
270.9571 0 6.0000 3.0000 1.0000 O 262.6495 0 6.0000 11.0000 1.0000 0
287.4053 0 7.0000 11.0000 1.0000 O 277.4060 0 7.0000 11.0000 1.0000 O
282.0753 0 8.0000 9.0000 10.0000 0O 272.0761 0 8.0000 9.0000 10.0000 ©
2820753 0 9.0000 8.0000 1.0000 O 2646377 0 9.0000 11.0000 1.0000 O©
282.0753 0 10.0000 8.0000 1.0000 O 272.0761 0 10.0000 8.0000 1.0000 0
262.6943 0 11.0000 9.0000 10.0000 O© 252.6950* 0 11.0000 9.0000 10.0000 0

Figur 5.6 Iteration 1 og 2.

Iteration 1

Iteration 1 er simpel, idet der ikke er nogen tabu-marker eller straffe. Algorit-
men valger blot lgsningen med lavest omkostning. I dette tilfaelde opnas den
laveste omkostning ved at flytte kunde 2 fra sin rute og sztte den ind i ruten

bestaende af depotet, kunde 3 og kunde 6 mellem depotet og kunde 3. Den nye
omkostning er 261.0.

Iteration 2

I iteration 2 er der tabu pa kunde 2 som fglge af, at den blev flyttet i iteration
1. Desuden er der fra nu af en straf forbundet med ruter, som er opnéet ved at
flytte kunde 2. Tabuet og straffen fir dog ikke betydning her i iteration 2, da
den bedste lgsning i iteration 2 opnés ved, at flytte kunde 11 og indsaette den
mellem kunde 9 og 10. Dette giver en rutelzengde pa 252.7.
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iteration 3 - 255.6 iteration 4 - 252.7
20

20 -20

25| <25
-30 -20 -10 0 10 ] 30 40 "’?’!0 -20 -10 o A\ 20 30 40
257.2813 0 2.0000 5.0000 4.0000 4 2544172 0 20000 4.0000 1.0000 3
262.2082 0 3.0000 2.0000 1.0000 O 265.1406 0 3.0000 20000 1.0000 O
255.6274 0 4.0000 7.0000 1.0000 O 252,6950 0 40000 5.0000 7.0000 O
2556274 0 5.0000 7.0000 10000 O 252.6950" 0 5.0000 4.0000 1.0000 0O
262.2082 0 6.0000 2.0000 1.0000 O 265.1406 0 6.0000 20000 1.0000 O
255.6274° 0 7.0000 5.0000 40000 O 252.6950 3.1110 7.0000 4.0000 1.0000 5
269.5413 0 80000 1.0000 6.0000 O 272.4737 0 80000 1.0000 6.0000 O
263.6888 0 8.0000 11.0000 10.0000 O 266.6322 0 9.0000 11.0000 10.0000 ©
270.0238 0 10.0000 8.0000 1.0000 © 272.9562 © 10.0000 80000 1.0000 O
2609578 3.1110 11.0000 7.0000 1.,0000 S 2666322 3.1110 11.0000 1.0000 9.0000 4

Figur 5.7 Iteration 3 og 4.

Iteration 3

I iteration 3 er der nu tabu pa to kunder, nemlig kunde 2 og kunde 11. Derimod
er der kun straf forbundet med kunde 11. Dette skyldes, at der blev opnéet en
ny bedste lgsning i iteration 2 og straffene dermed blev nulstillet. I iteration 3
er der ingen forbedrende traek. En simpel descent-algoritme ville have stoppet
her, men en TS-algoritme har lov at bevaege sig op fra lokale minima.

Algoritmen skal nu velge den bedste af de lgsninger, som ikke er tabubelagt. I
iteration 3 er der tre trak, som fgrer til denne. Dette skyldes maden trakket er
defineret pa. Den bedste lgsning kan opnas ved enten at flytte kunde 4, 5 eller
7. Veerdien af lgsningen er 255.6.

Iteration 4 v

Da traekket er symmetrisk, kan algoritmen bevaege sig frem og tilbage mellem
to lgsninger, hvis det ikke var fordi der var tabu-marker. I iteration 3 kunne
algoritmen komme til den samme lgsning ved at flytte tre forskellige kunder.
Der blev dog kun sat et tabu-maerke, hvilket betyder, at der stadig er to méader
at vende tilbage til den tidligere lgsning pi. Det der sker i iteration 4 er netop
tilbagevending, ved at flytte kunde 5, som ikke er tabubelagt. Denne cykling er
ikke elegant og skyldes den noget alternative made, hvorp4 trakket er defineret.
Det der ggr traekket anderledes end sadvanlig er, at en by kan tages ud af en
rute og s@ttes ind igen et andet sted i den samme rute.
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iteration § - 255.6 " iteration 6 - 265.1

-20]

-25p -25]
.4 XA T

30 -20 -10 o 1o 20 a 4 -30 -20 -10 o 10 20 30 40
257.2813 G 20000 4.0000 5.0000 2 254.4172 0 20000 1.0000 4.0000 1
262.2082 0 30000 20000 1.0000 O 265.1406 0 3.0000 20000 1.0000 ©
255.6274° 0 4.0000 1.0000 7.0000 © 2526950 3.1110 4.,0000 7.0000 S5.0000 5
255.6274 3.1110 5.0000 1.0000 7.0000 S 2526950 3.1110 50000 1.0000 4.0000 4
262.2082 0 6.0000 20000 1.0000 © 265.1406* 0 6.0000 20000 1.0000 O
2556274 3.1110 7.0000 4.0000 5.0000 4 2526950 3.1110 7.0000 1.0000 4.0000 3
269.5413 0 8.0000 1.0000 6.0000 O 272.4737 0 8.0000 1.000C 6.0000 0
263.6998 0 9.0000 11.0000 10.0000 0O 266.6322 0 9.0000 11.0000 10.0000 O
270.0238 0 10.0000 8.0000 1.0000 O 272.9562 0 10.0000 8.0000 1.0000 O
260.9578 3.1110 11.0000 1.0000 7.0000 3 266.6322 3.1110 11.0000 1.0000 9.0000 2

Figur 5.8 Iteration 5 og 6.

Tteration 5
Igen en tilbagevending til en tidligere lgsning. Denne gang ved at flytte kunde 4.

Iteration 6

De tre muligheder, som der var for at bevaege sig frem og tilbage mellem lgsnin-
gerne i iteration 3, 4 og 5 er nu blevet tabu-belagt. Algoritmen er nu tvunget
til at veelge et andet og darligere treek, hvilket bliver at flytte kunde 6. Den nye
lgsning bliver 265.1.

Selv om algoritmen tillader cykling pa kort sigt, forhindrer tabuet dog cykling
pd lengere sigt. Hvis tabuet havde varet si kort, at en cykling som set her
alligevel blev mulig ville straffunktionen medfgre, at algoritmen pé laengere sigt
blev tvunget videre.
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iteration 7 - 254.4 iteration 8 - 248.9

"'30 -20 -10 0 1‘0 20 30 40 -30 20 -10 0 10 20 30 40
254.4172" 0 20000 1.0000 4.0000 0 256.6274 3.1110 2,0000 1.0000 3.0000 5
255.6274 0 3.0000 2.0000 6.0000 0 248.8986" 0 3.0000 1.0000 20000 O
2622082 3.1110 4.0000 7.0000 5.0000 4 263.2697 3.1110 4.0000 7.0000 5.0000 3
2622082 3.1110 5.0000 1.0000 4.0000 3 267.2813 3.1110 5.0000 1.0000 2.0000 2
2656274 3.1110 6.0000 1.0000 3.0000 5 2544172 3.1110 6.0000 1.0000 3.0000 4
2622082 3.1110 7.0000 1.0000 4.0000 2 263.2697 3.1110 7.0000 2.0000 4.0000 1
281.9869 0 8.0000 6.0000 1.0000 0 271.2636 0 8.0000 6.0000 1.0000 O
276.1455 0 9.0000 11.0000 10.0000 0 265.4221 0 9.0000 11.0000 10.0000 0
282.4694 0 10.0000 8.0000 1.0000 0 271.7460 0 10.0000 8.0000 1.0000 O .
1 0

276.1455 3.1110 11.0000 1.0000 9.0000 265.4221 3.1110 11.0000 1.0000 9.0000

Figur 5.9 Iteration 7 og 8.

Iteration 7 .
Det darlige traek som algoritmen blev tvunget til at tage i iteration 6, giver i
iteration 7 faktisk mulighed for at lave et trak, som giver en bedre lgsning end
den algoritmen forlod i iteration 6. Den nye lgsning har veerdien 254.4. Her kan
man fornemme, hvorfor tabu-sggning er bedre end simpel naboomrade-sggning.

Iteration 8

I iteration 8 finder algoritmen en ny bedste lgsning. At det er muligt at finde
denne lpsning, er en konsekvens af, at algoritmen i iteration 6 blev tvunget til
at tage et tilsyneladende darligt traek. Dette traek ledte dog til et nyt omrade af
lgsningsmzengden, hvilket muliggjorde fundet af en ny bedste lgsning.

Vi har i iteration 1 til 8 ikke set effekten af langtidshukommelsen. Tabu-

maerkerne alene har vaeret i stand til at dirigere algoritmen rundt i omrader
af lgsningsrummet, som ligger langt fra hinanden. Dette skyldes den relativt
lange tabulengde.

For at illustrere langtidshukommelsen hopper vi frem til iteration 77. P4 dette
tidspunkt har den bedste lgsning haft vaerdien 241.2, som er opndet i iteration
28, som i gvrigt ogsé er den bedste algoritmen finder overhovedet (jf. figur 5.11).
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iteration 76 - 246.2 iteration 77 - 268.2

-30 .20 0 [] 10 20 30

255.6805 15,5550 20000 6.0000 3.0000
255.6805 165.5650 3.0000 20000 1.0000
268.2463" 0 4.0000 1.0000 5.0000
246.1673 24.8880 5.0000 1.0000 1.0000
250.4714- 21.7770 6.0000 1.0000 8.0000
270.2308 0 7.0000 1.0000 4.0000
250.4714- 18.6660 8.0000 6.0000 3.0000
250.8520 21.7770 9.0000 11.0600 10.0000
250.8520 18.6660 10.0000 9.0000 1.0000
259.2484- 15.5550 11.0000 10.0000 9.0000

o-NOocouvows s

Figur 5.10 Iteration 76 og 77.

Iteration 77

Det ses at iteration 76 er god, men ikke den bedste. Derfor er straffene ikke
nulstillet. I iteration 77 er der store straffe forbundet med at flytte mange af
kunderne. Straffene medferer at det valgte skridt giver en rute, som er darligere
end tre af de andre ruter, der ikke er tabubelagt (markeret med -). Dette viser
hvordan langtidshukommelsen ggr algoritmen i stand til at ‘slippe vaek’ fra ‘dale’
i lpsningsrummet og sgge nye veje.

5.3 Videregadende TS-strategier

En simpel tabu-sggning vil oftest praestere utilfredsstillende. Det er ngdvendigt
at implementere strategier, som er i stand til at optimere tabu-sggningen, si
bedre Igsninger kan opnds. Fglgende vil vi beskrive nogle af de mest almindelige
eller de mest interessante optimeringsstrategier, som vi har inddelt p4 samme
méade, som det ofte ggres i litteraturen [Rayward-Smith et al., 1996], [Reeves,
1993], [Hertz et al., 1994]. De fleste af strategierne bygger pd styring af tabu-
hukommelsen, hvilket vi vil se.

I afsnittet har vi kun naevnt nogle af de strategier, som er praesenteret i litte-
raturen. Der findes mange flere, som vi ikke har beskaftiget os med. Formalet
med dette afsnit er da heller ikke at komme med en komplet og systematisk
gennemgang af strategier, men mere at komme med nogle interessante eksem-
pler pa sddanne. En mere systematisk og generel gennemgang af strategier kan
findes i [Reeves, 1993], [Rayward-Smith et al., 1996}, [Glover and Laguna, 1997].
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Bedste situation - 241.2
20 — v v

15p

10

15k

20pF

25 P

Figur 5.11 Iteration 28 - den bedst fundne lgsning.

5.3.1 Spredning

Efter at en TS-algoritme har besggt et lokalt minimum, er det vigtigt, at den
sgger videre i nye uudforskede omrader af lgsningsrummet. En strategi, som
har dette formal, kaldes for spredning. Hvis spredningsstrategien virker efter
hensigten, far den algoritmen til at sgge videre i omrader hvor der findes lokale
optima, som er bedre end de som er fundet hidtil. Dette er illustreret pa figur
5.12.

Frekvensbaseret tabu-hukommelse

Da TS helst skal udforske s store omrader af lgsningsrummet som muligt, vil
det vazere fornuftigt at implementere strategier som straffer skridt, der fgrer til
lgsninger, som ligger i allerede besggte omrader af lgsningsrummet. Dette kan
gores ved at indfgre en straffunktion s;(x), som gger omkostningsfunktionen
¢(z)’s veerdi for en given lgsning z, hvis denne ligger i et i forvejen intensivt
undersggt omrade. Derved opnis en ny modificeret omkostningsfunktion ¢, (z):

cm(2) = c(x) + 8¢(2) ' (5.2)

At en lgsning ligger i et omrade, som tidligere er blevet undersggt, vil sige, at
den har noget tilfzelles med tidligere lgsninger. Det kunne f.eks. vaere, at visse
vognes ruter er identiske med ruter i de tidligere fundne lgsninger.
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Figur 5.12 En del af lgsningsmeaengden X, hvor der er indtegnet niveaukurver for
omkostningsfunktionen; a er lavest og e er hgjest. Uden spredning ville algoritmen
velge lgsningen z» og fgr eller siden vende tilbage til det lokale minimum z;.
Spredningen tvinger algoritmen til at valge en anden lgsning z3, og far den derved til
at sgge videre i et nyt omride hvor der findes et bedre lokalt minimum z4.

Dette vil dog veere upraktisk, da det bruger meget hukommelse, og man ma
derfor ggre noget andet. F.eks. kunne dette veere at holde styr pa de traek, som
tidligere er blevet taget, og straffe nye traek, som minder om traek taget for. At
to traek minder om hinanden kan f.eks. vaere, at det er den samme kunde, som
bliver flyttet i de to traek. Ved at straffe sddanne trek neds®ttes algoritmens
muligheder for at beveaege sig tilbage til lgsninger, som den har befundet sig i
for [Reeves, 1993].

Hvis M er antallet af tidligere udferte traek, som minder om traekket der fgrer
til lgsningen z, kan straffunktionen sy (z), som tidligere beskrevet, udformes pa
felgende made:

sp(z) =a-M (5.3)

hvor a er en positiv proportionalitetskonstant. Man kunne dog ogsa implemen-
tere en sammenhzeng mellem M og s(z) som ikke er linezer.

Hvis s(z) hele tiden blev lagt til ¢(z) ville skridt, som fgrer til gode lgsninger
blive straffet hardt, da disse naturligt vil optraede ofte. Derfor er det vigtigt, at
s(z) ikke bliver aktiveret hele tiden. Aktiveringen kunne f.eks. ske hver gang
algoritmen nede et lokalt minimum. Blev dette gjort, ville algoritmen have en
tendens til at sgge i retninger, som den ikke tidligere havde undersggt, hver
gang en bedre lgsning ikke kan findes.

Flere initial-lgsninger
Den enkleste og méaske mest benyttede strategi til at sprede en TS-algoritmes
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spgning er ved at lade den kgre flere gange, hvor der startes fra forskellige initial-
lgsninger. Er initial-lgsningerne pa afggrende vis forskellige, vil dette resultere i
afsggning af omrader af lgsningsrummet, som ligger langt fra hinanden. Ved at
sammenligne resultaterne fra flere korsler, kan den bedste findes. Denne lgsning
er oplagt mindst lige s god som lgsningen fundet, hvor algoritmen kun kgrer
en gang.

Det kraever selvfglgelig mere computerkraft, hvis algoritmen skal kgre flere
gange. Den ekstra computerkraft kunne ogsé bruges til at lade en enkelt kgrsel

" af algoritmen gennemlgbe flere iterationer, inden den stoppes. Har algoritmen

indbygget gode spredningsstrategier, vil det nogle gange fare til bedre lgsninger
at gge antallet af iterationer i stedet for at kere flere gange. Dette er tilfzldet
i algoritmen udviklet af Cordeau, Laporte og Mercier [Cordeau et al., 2000b].
De finder, at deres algoritme finder bedre lgsninger ved en gang at kgre 10°
iterationer end ved 10 gange at kgre 10? iterationer.

Tilfzldighed

En tredje méade, at sprede sggningen pi, er ved at indfgre tilfaeldigheder i algo-
ritmen. Tilfseldigheder medfgrer, at en TS-algoritme ikke opfarer sig ens, selvom
udgangspunktet er det samme. Tilfzeldige variationer af parametre kan indfgres
pa mange forskellige mader, men en af de mest benyttede er variabel tabu-
leengde. Det kan f.eks. ggres pd en sidan made, at tabulzengden kan variere
inden for et bestemt iterationsinterval [ts,%5) [Rochat and Semet, 1994].

Tilfeeldighed indgér ogsa i adaptiv hukommelse, hvilket vil blive beskrevet ne-
denfor.

5.3.2 Intensivering

En anden vigtig type af strategier er intensiveringsstrategier, hvilket vil sige
intens sggning i omrader af lgsningsrummet, hvor det formodes, at gode lgsnin-
ger kan findes. Hvis der udelukkende bruges spredning, er der en risiko for, at
algoritmen vil begynde at g& nye veje, inden et interessant omréade er grundigt
undersggt.

En made at intensivere sggningen pi er ved at nulstille straffunktioner (der kan
sagtens vere mange) ved fund af hidtil bedst fundne lgsning. Dette giver algo-
ritmen mulighed for at sgge frit i nzerheden af denne. Nulstilning af parametre
tages ligeledes i brug i vor TS-implementering.

Nulstilning af parametre er en meget simpel intensiveringsstrategi. Nedenfor
beskrives adaptiv hukommelse, som er en mere ingenigs intensiveringsstrategi.

5.3.3 Adaptiv hukommelse

Af de koncepter til styring af TS-algoritmer, som er fremkommet indenfor de
seneste ir er adaptiv hukommelse (AH) ifglge [Laporte et al., 2000] et af de mest
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interessante. Konceptet blev fgrste gang prasenteret i [Rochat and Taillard,
1995).

Adaptiv hukommelse er ikke begreenset til TS, men er en strategi, som kan
bruges pa alle former for NS-algoritmer i forbindelse med VRP. AH er ikke
en inkorporeret del af den pagaldende algoritme, men er nsermere en méade at
handtere hele NS-algoritmer pé. Fremover vil vi bruge udtrykket AH-algoritme
for méden, hvorpad AH handterer TS-algoritmer. Skematisk kan dette vises som
pa figur 5.13.

Adaptiv hukommelse (AH)
Tabusggning (TS) Simuleret udglgdning (SU)
Nabosggning Nabosggning
Konstruktionsalgoritmer Konstruktionsalgoritmer

Figur 5.13 Strukturen i forbedringsheuristikker.

Initialisering

TS8-algoritmen bruges fgrst til at generere I lgsninger til et VRP. For ikke at
bruge for meget regnekraft pd dette skal TS-algoritmen ikke udfgre for mange
iterationer i hver af de I gennemregninger. Ved at udregne I lgsninger hiber
man pa, at nogle af disse indeholder ruter, som er magen til ruter indeholdt
i meget gode lgsninger, sakaldte elite-lgsninger. Dette er ikke urealistisk, da
TS-algoritmen trods alt finder gode lgsninger.

Ruterne bliver hver iszer associeret til en veerdi svarende til omkostningsfunktio-
nen ¢(z), hvor z er den lgsning ruten er en del af. Dette ggres, da gode lgsninger
oftere m4 formodes at have bedre ruter end darlige lgsninger.

Ruter som kun indeholder en enkelt kunde bliver frasorteret. Vi vil senere se,
at AH-algoritmen sgrger for, at sddanne ruter bliver indsat i lgsningen, hvis
det er ngdvendigt. De resterende ruter indszettes i mzngden T, som bliver
organiseret som en liste. T' sorteres siledes, at de ruter med lav veerdi bli-
ver placeret fgrst i listen. Dette er blot en méde, hvorpé der kan holdes styr pa T'.

Intensivering og spredning

Efter listen T er dannet, skal ruter derfra sammenszaettes til nye lgsninger. Dette
sker ved at vaelge ruter fra T pi en sddan made, at der er hgj sandsynlighed for,
at ruterne stir gverst pa listen — dvs. ruterne har tilhgrt gode lgsninger.

Ruterne udvzelges succestivt siledes, at hvis en rute indeholdende en bestemt
kunde er udvalgt, forhindres udveelgelsen af andre ruter indeholdende den samme
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kunde.

Hvis der efter denne udvz_aelgelse er kunder, som ikke er inkluderet i lgsningen,
kan disse ses som et selvstendigt og mindre VRP. Lgsningen af dette mindre
problem kan s blive lagt til de, af den foregiende proces, udvalgte ruter. Der

" vil nu forefindes en ny lgsning.

Den nye lgsning er ikke ngdvendigvis god endnu, men den indeholder forhabent-
lig gode elementer, da udvalgelsen af ruter til den nye lgsning er athzngig af,
hvor gode lgsninger de fgrhen var en del af. For at forbedre lgsningen bruges
TS-algoritmen pa szedvanlig vis.

De ruter som indgar i lgsningen z, fundet af TS-algoritmen, maerkes med veerdien
svarende til ¢(z). Disse ruter indszettes nu i T, og T' sorteres som fgr. For at
undga at T bliver for stor, begraenses den s& |T'| = L, hvor L er den maksimalt
gnskede l@ngde. Det gores ved at fijerne de |T'| — L sidste elementer.

Hele processen gennemlgbes et antal gange for p3 den made at forbedre ruterne
i T og skabe bedre og bedre lgsninger.

Postoptimering

Som AH-algoritmen skrider frem, kommer listen T til at indeholde en stgrre
og stgrre andel af ruter fra gode lgsninger. Postoptimeringen udfgres hver gang
AH-algoritmen har udfert et traek. Idéen med postoptimeringen er at undersgge,
hvorvidt de i T fundne ruter tilsammen kan danne en god rute. Dette problem
er et traditionelt set covering-problem!, hvilket kan lgses til optimalitet indenfor
en overskuelig tidshorisont.

Grunden til, at denne postoptimering kan give forbedringer, er, at intensiverings-

. og spredningsprocessen ikke ngdvendigvis udvalger den bedste kombination af

ruter. Intensiverings- og spredningsprocessen er dog ngdvendig, idet postopti-
meringen ikke i sig selv er i stand til at producere nye ruter.

Oversigt over AH
Folgende er en oversigt over de enkelte skridt i AH-algoritmen:
Initialisering

1. Generér I forskellige lgsninger med TS-algoritmen.

2. Markér hver rute t med veerdien c(z) svarende til lgsningen 2 hvori ¢
indgér.

3. Fjern ruter indholdende kun en kunde.

4. Inds=t resten af ruterne i 7.

1Et set covering-problem drejer sig helt basalt om at finde den delmangde F af en maengde
af delmangder N af M, som dakker hele meengden M, og giver laveste omkostning.
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- 5. Sortér T efter deres veerdier siledes, at ruter med lave vaerdier star forst.

Intensivering og spredning

6. Dan to nye lister 7' og Sogsaet ' =T og S =2
7. Salenge T' # @&, gentag folgende:

(a) Veelg et t tilhgrende T" saledes, at der er stor sandsynlighed for, at ¢
har lav veerdi.

(b) Set S = S U{t}).

(¢) Fjern alle ruter fra T’ som har en eller flere kunder tilfzelles med ¢.
8. Lgs VRP for de kunder ikke indeholdt i ruter i S.
9. Tilfgr ruterne fra lgsningen i 8. til S. Den samlede lgsning kaldes S'.
10. Optimér S’ med TS-algoritmen.

11. Markér ruterne i den optimerede lgsning og indszet dem i T' pa samme
made som i traek 2 til 5.

12. Hvis |T| — L > 0 fjern de |T'| — L sidste elementer i T
13. Udfgr postoptimering vha. set covering pa T'.

14. Gentag 6.-13. et pA forhand fastsat antal gange.

AH-algoritmen er bade spredning og intensivering i ét. Spredningen bestar i, at
der fra start bliver dannet I forskellige lgsninger. Desuden er det en form for
spredning, at ruterne fra T bliver ‘tilfaldigt’ udvalgt.

Intensivering bestar i, at der er stgrre sandsynlighed for at inkludere gode ruter
i den nye lgsning. Desuden er der en kraftig intensivering i, at T hele tiden
bliver opdateret med ruter fra bedre og bedre lgsninger. I T er der intet i vejen
for, at en bestemt tur kan indgh flere gange. Da meget gode ruter med stor
sandsynlighed indgdr i elite-lgsninger, bliver T' derfor med tiden domineret af
gode ruter, hvoraf nogle af dem indgar flere gange.

Det koster selviglgelig noget ekstra computerregnekraft at indfgre denne stra-
tegi, idet TS-algoritmen aktiveres flere gange i lgbet af processen. Dette medfg-
rer, at antallet af iterationer, TS-algoritmen udfgrer, her skal nedszettes i forhold
til, hvis den stod alene. P4 trods af dette har AH-algoritmen vist sig at kunne
producere meget gode lgsninger. Da den fgrste gang blev praesenteret, produce-
rede den rekord-lgsninger (bedste lgsning eller lige s& god som bedste lgsning)
til alle pa naer 10 af Solomon-testene [Rochat and Taillard, 1995).
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5.3.4 Andre strategier

I det fglgende vil vi naevne andre strategier, sdm kan forbedre en TS-algoritme.
Det er strategier, som ikke rigtigt karakteriseres som spredning eller intensive-
ring, men som kan have stor betydning for opfgrsien af TS-algoritmen.

Relaksation af begreensninger

Begrensningerne pi et givet VRP kan ofte veere dem, der forhindrer en TS-
algoritme i at slippe ud af et bestemt omrade af lgsningsrummet. Hvis der er
mange strenge begraensninger, vil disse maske bevirke, at mange af de nabo-
lgsninger som algoritmen ellers ville veelge bliver ulovliggjort. Begraensningerne
kan komme til at virke som en for algoritmen uoverstlgehg ‘bjergkaede’, som
fanger den i en lille del af lgsningsrummet.

En méade, at overkomme dette problem p3, er, at indfgre en ‘relaksation’ af
begraensningerne, hvilket betyder at lovligggre brud pa disse. Det giver selvigl-
gelig ikke mening blot at ophaeve begraensningerne, da det ville give ubrugelige
igsninger. En fornuftigere fremgangsméade ville veere at tillade overskridelse af
parametrene, men dog straffe sddanne. Det kunne ggres pd samme méde som
ved frekvensbaseret tabu-hukommelse, altsi ved at indfgre en straffunktion pa
omkostningsfunktionen:

em(2) = c(z) + 8,(2) (5.4)

hvor ¢y, (z) er modifikationen af omkostningsfunktionen ¢(z) med straffunktio-
nen s.(z). Straffunktionen kan (og gor det ofte) afhaenge af, hvor meget be-
gransningerne bliver overskredet [Cordeau et al., 2000b], [Rochat and Semet,
1994]. Det er ofte en linezr afhzngighed, men man kan ogsa velge, at afhzen-
gigheden skal veere polynomiel (af mere end fgrste grad) eller eksponentiel, hvis
man gnsker at straffe store overskridelser relativt hardere end sma.

Da overskridelser af begraensninger bliver gtraffet, vil TS-algoritmen foretraekke
lpsninger uden overskridelser. P4 den made vil der som algoritmen kgrer
fremkomme lgsninger uden overskridelser af begransninger, selvom dette
faktisk er tilladt. Ved at holde styr pa de bedste lpsninger, som ikke overskrider
begransningerne, vil en siddan strategi stadig veere i stand til at finde gode
lovlige lgsninger.

Automatisk tuning af parametre

Der indgir mange parametre i en TS-algoritme. Ting som tabulengde, straf-
funktioner, stgrrelse af T' i AH-algoritmer m.v. kan antage mange forskellige
veerdier, og det er svaert pa forhand at vide hvilke vaerdier af disse, der giver de
bedste resultater.

Ofte vil der skulle udfgres praktiske test-kgrsler med algoritmerne for at finde
de bedst egnede parametre [Rochat and Semet, 1994]. Dette er sidan set ikke
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noget problem, da en given aftager af et ruteplanleegningsveerktgj vil have VRP- -
tilfelde som minder om hinanden. Et bestemt sat af parameterindstillinger, som
virker godt pa én af aftagerens tilfeelde, vil derfor sandsynligvis ogs8 virke godt
pa et andet af tilfreldene. En ruteplanleegger kan hjzlpe en sidan aftager med
at indstille hans algoritmes parametre.

Problemet opstar fgrst, nir der gnskes algoritmer, som virker universelt, altsa en
algoritme som virker p3 en lang rakke af VRP-situationer. Sidanne algoritmer
er iseer vigtige i kommercielle ruteplanlaegningsvaerktgjer.

En idé til at overkomme problemet med parameterindstillinger er foreslaet i
[Cordeau et al., 2000b]. De foreslar at indfgre en simpel strategi, som kan ‘tune’
parametrene i straffunktioner knyttet til overskridelse af begransninger. I deres
algoritme indgar der fglgende modificerede omkostningsfunktion:

em(2) = c(z) + o - q(z) + B - d(z) + 7 - w(z) (5.5)

hvor g(z) er den totale overskridelse af vognenes kapacitet, d(z) den totale
overskridelse af rutelengden (evt. kgre- og hviletidsbestemmelser) og w(z) er
den totale overskridelse af kundernes tidsvinduer for lgsningen z. a, 8 og 7y er
positive konstanter. Det er a, 8 og 7 som dynamisk bliver tunet, hvilket sker pa
folgende made: Lad § > 0 vare et reelt tal. Hvis 2 overskrider begraensningerne
p& vognenes kapacitet, bliver a ganget med 1 + 4, hvis ikke bliver a divideret
med 1+ 4. Ligeledes ggres for keretid og tidsvinduer.

Denne strategi medfgrer, at det bliver sveerere at overskride en bestemt begrzens-
ning, hvis de foregdende iterationer ogsa har overskredet den. Det er altsa lovligt
at overskride en begransning, men det er ikke plausibelt i mange efterfalgende
iterationer. Dette er altsd en made aktivt at g& ind og tvinge en algoritme til
med mellemrum at vende tilbage til lovlige situationer.



6 Lgsningsstrategi

I dette kapitel vil vi vurdere, hvor gode tabusggningsalgoritmer er, og hvordan
FDB-lignende VRP-problemer bgr lgses med disse.

6.1 Lgsningskvalitet af TS-algoritmer

Vi vil her fgrst sammenligne, hvor gode lgsninger TS-algoritmer er i stand til
at generere. Derudover vil vi undersgge, hvordan lgsningskvaliteten afhzenger af
antallet af iterationer.

'6.1.1 Sammenligning af tabﬁs¢gningsalgoritmer

For at sammenligne hvor gode forskellige TS-algoritmer er, bruges som tidligere
naevnt empiriske tests. Vi vil i dette afsnit sammenligne lgsningskvaliteten for
forskellige TS-algoritmer, som er blevet prasenteret i litteraturen inden for de
sidste ti &r. Sammenligningen ggres pa baggrund af Solomons testszt, da alle -
algoritmerne er testet pa dette. Vi sammenligner algoritmernes bedste lgsninger
med hinanden og med de optimale lgsninger, hvor disse er til radighed. Vi ngjes
med at se pa data for R-100, C-100 og RC-100 serierne, da 200 serierne har
mange kunder pr. rute, hvilket FDB og lignende situationer ikke har.

De sammenlignede algoritmer samt deres bedste lgsninger stammer fra [Rochat
and Taillard, 1995], [Chiang and Russel, 1997], [Taillard et al., 1997] og [Cord-
eau et al., 2000b] og de optimale lgsninger er fundet i [Cordeau et al., 2000a).
I figurerne i dette afsnit bruges forkortelserne RT, CR, T, C for de forskellige
algoritmer. I figurerne er der, ud over de forskellige algoritmers bedste lgsning
af de forskellige problemer, angivet forskellen mellem disse og den optimale
lgsning. Bide den mindste og den stgrste forskel i forhold til optimallgsningen
er angivet. Et ‘—’ betyder, at problemtilfzeldet ikke er blevet lgst til optimalitet.

R100-serien

Det ses pa figur 6.1, at TS-algoritmers lgsninger hgjst afviger 10% fra de
optimale lgsninger i R-100 serien, og at den bedste TS-algoritme aldrig afviger
mere end ca. 5 %. Derudover ses, at afvigelsen i gennemsnit er pd lidt over

3%. Afvigelsen mellem den bedste og den darligste TS-algoritme er 1,1% i
gennemsnit.
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problem RT CR T C | optimal | afvigelse (%)

R101 1650,8 | 1651,0 | 1650,8 | 1650,8 | 1637,7 0,8 = 08
R102 1486,1 | 1498,1 | 1487,6 | 1488,1 | 1466,6 1,3 - 2,1
R103 1213,6 | 1299,2 | 1294,2 | 1299,8 | 1208,7 0470
R104 982,0 | 986,0 | 982,7 | 9840 — —
R105 1377,1 | 1382,1 | 1377,1 | 1377,1 | 1355,3 1619
R106 1252,0 | 1255,3 | 1259,7 | 1253,2 | 1234,6 14— 20
R107 1159,9 | 1124,7 | 1126,7 | 1113,7 | 1064,6 44 — 8,2
R108 981,0 | 9710 | 968,6 | 9644 — —
R109 1235,7 | 1213,2 | 1214,5 | 1194,6 | 1146,9 4,0~ 72
R110 1080,4 | 1174,5 | 1080,4 | 1125,0 | 1068,0 1,1 -9,
R111 11299 | 1119,5 | 1104,8 | 1108,9 | 1048,7 51— 72
R112 953,6 | 970,9 | 964,0 | 957,0 — —

gennemsnit* | 1287,3 | 1301,9 | 1288,4 | 1290,1 | 12479 32543

Figur 6.1 Resultater af TS-algoritmer pa Solomons R100 serie. *Gennemsnittet er
kun taget af de resultater, hvor en optimal lgsning er fundet.

C100-serien

Som det ses af figur 6.2, afviger alle algoritmerne minimalt (0,2%) fra den
optimale lgsning i C100 serien. At lgsningerne er s& gode, skyldes givet-
vis maden tidsvinduerne i C-100 serien er blevet lagt pad (jf. afsnit 4.4.1).
Det er bemzrkelsesveerdigt, at alle TS-algoritmerne finder de samme lgsnin-
ger i alle tilfzelde, samtidig med at de lgsninger de finder afviger fra de optimale.

problem RT | CR T C | optimal | afvigelse (%)
C101 828,9 | 8289 | 828,9 | 828,9 | 827,3 0,2
C102 828,9 | 8289 | 828,9 | 828,9 | 827,3 0,2
C103 828,1 | 828,1 | 828,1 | 828,1 | 826,3 0,3
C104 824,8 | 824,8 | 824,8 | 824,8 | 8229 0,2
C105 828,9 | 828,9 | 8289 | 828,9 | 827,3 0,2
C106 828,9 | 828,9 | 828,9 | 828,9 | 827,3 0,2
C107 828,9 | 828,9 | 828,9 | 828,9 | 827,3 0,2
C108 828,9 | 8289 | 828,9 | 828,9 | 8273 0,2
C109 828,9 | 828,9 | 828,9 | 828,9 | 8273 0,2
gennemsnit | 828,4 | 8284 | 828,4 | 828,4 | 826,7 0,2

Figur 6.2 Resultater af TS-algoritmer p3 Solomons C100 serie.

RC100-serien

P43 figur 6.3 ses, at algoritmerne i tilfseldene RC101-103 afviger under 10% fra
den optimale, som det var tilfaeldet i R-100 serien. RC105 har TS-algoritmerne
svaert ved at hindtere og finder lgsninger, som afviger med 8,6 til 14,7%. Af-
vigelsen mellem den bedste og den darligste algoritme er i denne serie 4,7% i
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gennemsnit.

Tager man de bedste resultater opnaet af TS-algoritmerne fra de tre skemaer,
afviger disse i gennemsnit med 1,5% fra optimum.

problem RT CR T C optimal | Afvigelse (%)
RC101 | 1623,6 | 1642,8 | 1696,9 | 1708,8 | 16198 | 14 — 55
RC102 1477,5 | 1541,0 | 1554,8 | 1558,1 | 1457,4 14— 69
RC103 1262,0 | 1302,7 { 1264,3 | 1263,0 | 1258,0 03— 3,6
RC104 1135,8 | 1155,1 | 1135,8 | 1135,5 —_ —
RC105 1733,6 | 1735,8 | 1643,4 | 1644,4 | 1513,7 8,6 — 14,7
RC106 1384,9 | 1395,4 | 1448,3 | 1427,1 — — '
RC107 1231,0 | 1235,3 | 1230,56 | 1231,5 —- —
RC108 1170,7 | 1171,4 | 1139,8 | 1149,8 — —
gennemsnit® | 1524,2 | 1555,6 | 1538, | 1543,6 | 1462,2 | 2,9 — 7,6

Figur 6.3 Resultater af TS-algoritmer p3 Solomons RC100 serie. *Gennemsnittet er
kun taget af de resultater, hvor en optimal lgsning er fundet.

6.1.2 Beregningstid kontra lgsningskvalitet

Resultaterne fundet i afsnit 6.1.1 svarer ikke helt til de afvigelser, som kan
forventes ved brug af en algoritme for et virkeligt problemtilfzelde. De fundne
lgsninger er de bedste som de forskeilige algoritmer har kunnet finde overhovedet.
En vilkarlig kersel kan ikke forventes at veere lige s& god.

I {Cordeau et al., 2000b] er det blevet undersggt, hvor meget darligere lgs-
ningerne bliver, hvis antallet af iterationer saettes ned. I artiklen er de bedste
resultater blevet fundet efter, at algoritmen har kert i op til et degn. Szettes
kgrselstiden ned til ca. fem minutter, forringer det dog hgjst lgsningskvaliteten
med 10%. I gennemsnit er forringelsen under 5%. Sammenlignes disse tal med
resultaterne fra afsnit 6.1.1 kan man konkludere, at der findes TS-algoritmer
som i lgbet af kort tid kan finde lgsninger, som i gennemsnit afviger mindre end
10% fra optimum.

6.2 Algoritmen

Vi vil her beskseftige os med, hvordan en tabusggningsalgoritme skal udformes,
hvis den skal bruges til lgsning af FDB-lignende situationer. Vi har i afsnit 5.3
beskrevet forskellige strategier, som kan implementeres i TS-algoritmer, og vi
vil her give vores vurdering af, hvordan nogle af disse med fordel kan bruges til
lgsning af FDB-lignende situationer.

De strategier vi har valgt at beskrive stammer fra algoritmer, som har fundet
gode lgsninger ~ i hvert fald pa de testeksempler hvor de er afprgvet. Det ligger
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nok over vores evne at vurdere, hvordan de enkelte strategier skal kombineres
til en god algoritme, da dette kraever stor erfaring indenfor omradet. Desuden
er det nasten umuligt at forudsige, hvor god en algoritme er, og kvaliteten af
algoritmer bliver derfor som regel afgjort ved empiriske tests. I praksis viser det
sig som det er set i afsnit 6.1.1, at flere avancerede TS-algoritmer er nasten lige
gode.

6.2.1 Ekstra begransninger / udvidelser

Virkelige VRP-tilfzelde har, som vi tidligere har vaeret inde pa, neesten altid
udvidelser eller flere begraensninger end de testeksempler, som de forskellige al-
goritmer bliver afprgvet p4. Det ma derfor vaere et krav, at en algoritme skal
vare i stand til at handtere udvidelser og mange begransninger, hvis den skal
kunne bruges effektivt i praksis. Vi vil i dette afsnit gennemgh omkostnings-
funktionen samt de (relevante) begrznsninger, som er naevnt i afsnit 3.1. Disse
ses her.

1. Trafikforhold.
. Kapacitetsbegransninger.

. Vej- og kundebegrzensninger.

L= TR

. Tidsvinduer.

. Kgre- og hviletidsbestemmelser.

. Servicetid.

. Begraensninger knyttet til depotet.
Backhaul.

© ® N & o

. Flere ruter pr. vogn.

Omkostningsfunktionen, udtrykt ved omkostningsmatricen, har ikke nogen di-
rekte indflydelse p3 selve lgsningsmetoden. Algoritmen virker ens, hvad enten
omkostningsfunktionen ser ud pi den ene eller den anden méade. Elementerne i
omkostningsmatricen vil som regel veere udregnet pa forhand. Hvis algoritmen
skulle kunne tage hgjde for f.eks. trafikforhold, kunne omkostningsmatricen dog
udvides, s den var tidsathangig, dvs. ¢;; udvides til c;j¢, hvilket ikke ville kraeve
de helt store s&ndringer i algoritmerne.

Flere af de navnte begraensninger kan uden videre handteres af de i littera-
turen beskrevne algoritmer. Det skyldes, at begraensningerne er inkluderet i
standardformuleringer for VRPTW, som den f.eks. er praesenteret i afsnit 3.3.1.
Dette galder kapacitetsbegraensninger, tidsvinduer og servicetid. Vagt- og vo-
lumenbegrznsninger er blot specialtilfeelde af kapacitetsbegransninger, og kan
af algoritmerne handteres p4 samme made som disse.
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Algoritmerne kan pd en simpel made modificeres, s& de kan handtere vej- og
kundebegraensninger. Det kan ggres ved blot at kontrollere lgsningerne for over-
skridelser af disse. Nedenfor vil vi dog se et eksempel pa, hvordan handteringen
af disse begransninger kan ggres pa en bedre made.

At flere ruter kan kegres af den samme vogn kan som naevnt i afsnit 3.3.2 hand-
teres ved at lave ‘kopier’ af hver enkelt vogn og sikre sig, at de originale vogne
og deres kopiers arbejdstider ikke overlapper. En sddan lgsning kraever dog, at
algoritmerne kan angive separate starttider for de forskellige vogne. Er algorit-
men i stand til dette kan problemet med et begraenset antal laesseporte i depotet
ogsé handteres. :

Vi vil vende tilbage til udvidelser i form af backhaul og handtering af kegre- og
hviletidsbegrznsninger.

Begransninger har overordnet set den egenskab, at de gor et antal mulige lgs-
ninger ulovlige. Dette har bl.a. den effekt, at antallet af lovlige lgsninger i na-
boomradet til en given lgsning bliver mindre. Som beskrevet i afsnit 5.3.4 kan
dette bevirke, at algoritmen bliver fanget i et lille omrade af lgsningsrummet.
Dette problem lgses elegant af [Cordeau et al., 2000b] ved at tillade (straffede)
overskridelser af begransningerne og indfegre et system til automatisk at styre
de indgaende parametre. I [Cordeau et al., 2000b] bruges denne strategi til be-
grensningerne p& kapacitet, tidsvinduer og total rutelzengde, men strategien
kan uden videre overfgres til andre former for begrzensning,.

Benyttes denne strategi vil lgsningerne i nogle af iterationerne vare ulovlige.
Jo flere begraensninger strategien benyttes pd, jo sterre risiko er der for, at
lpsningerne bliver ulovlige, og i veerste fald finder algoritmen pa intet tidspunkt
lovlige lgsninger. Det kan pa denne baggrund veere veerd at overveje, hvorvidt
man skal tillade slutlgsninger, som overskrider visse begraensninger. Dette vil vi
vende tilbage til i diskussionen.

Selv om ovennaevnte strategi kan bruges til mange forskellige begraensninger, kan
andre strategier ogsa med fordel bruges. Et godt eksempel p dette er [Rochat
and Semet, 1994], hvor et virkelighedstro ruteplanleegningsproblem bliver be-
handlet. I problemet kan alle vogne ikke besgge alle kunder, da nogle kunder
er sveere at f4 acces til. Algoritmen praesenteret i artiklen konstruerer en initi-
allgsning, hvor disse kunder bliver rutelagt for de andre. Dette medfgrer, at de
srlige vogne, som kan né de svaert tilgeengelige kunder, primzert bliver brugt
til at besgge dem i stedet for andre kunder.

Udvidelser kraever ogsa nogle gange specialbehandling. Dette gaelder f.eks. hvis
kare- og hviletidsbegraensninger skal overholdes, da der her skal indleegges pau-
ser. Sadanne begrensninger behandles ligeledes i [Rochat and Semet, 1994].
Pauser indlaegges her ved at tilfgje ekstra kunder, som har tidsvinduer svarende
til det tidsinterval, hvori pausen skal holdes. Der er ingen afstand og rejsetid
mellem saddanne kunder og almindelige’, og servicetiden hos dem svarer til pau-
seleengden. I begransningerne indgar si, at alle vogne, hvis det er ngdvendigt,

!Dvs. at pauserne ikke kan afholdes undervejs pa rejsen fra kunde § til kunde j. I {Rochat
and Semet, 1994] holdes pauserne umiddelbart efter et besgg hos en kunde.
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skal besgge en sddan kunde, hvilket medfgrer at chauffgren holder den kraevede
pause.

Man kunne ogsd benytte sig af vores tilgang, altsa lave en kopi af alle kunder
(jf. afsnit 3.3.2). Denne kan dog blive problematisk nar man foretager traek, da
der skal holdes styr pA niveauerne.

Backhaul vil ogsi krazve en eller anden form for udvidelse af de eksisterende
algoritmer. Havde der vaeret tale om pickup- and delivery, kunne ordrerne fra
de enkelte kunder blot tillades at vaere negative, hvilket ville have indikeret en
opsamling. Algoritmen skulle s& holde styr pa, at den samlede ordremaengde pa
en given rute aldrig overskred bilens begransninger. Backhaul er noget mere
besverlig, da det her kraeves, at kunder med afhentning fgrst ma besgges, nar
alle leveringskunder i ruten er besggt. Et treek udfgrt af algoritmen kunne let
forstyrre denne orden, da en vogn, som et givet sted pa ruten ikke havde afleveret
alle varer, blev sat til at kere til en by, hvor der skulle samles varer op.

6.2.2 Adaptiv hukommelse

Adaptiv hukommelse, som er beskrevet i afsnit 5.3.3 virker som en meget lovende
strategi. Dette skyldes iszer, at den kan bruges p4 enhver form for nabosggnings-
algoritme inklusive simuleret udglgdning og tabusggnings-algoritmer. Lige me-
get hvilken form for TS-algoritme, som velges til lgsning af problemet, kan
adaptiv hukommelse altid benyttes som en ydre skal.

Ser man pa hvor gode resultater en AH-algoritme kan producere [Rochat and
Taillard, 1995], virker strategien som en, der er vaerd at overveje at bruge.




7 Diskussion

I denne diskussion vil vi holde modellering og lgsningsmetoder op mod hinanden,
for at finde ud af hvordan FDB-lignende situationer hAndteres bedst. Derudover
vil vi diskutere konklusionerne draget gennem rapporten.

7.1 Model og lgsningsmetoder

Maden modellen opstilles pa afhzenger af hvilken lgsningsmetode, der gnskes
anvendt. I vores modellering benytter vi en traditionel formulering inspireret
af matematisk programmering. Det virker maske derfor overraskende, at vi i
forbindelse med lgsningen af modellen overhovedet ikke beskeftiger os med ma-
tematisk programmering. Dette skyldes, at heuristikker ikke ngdvendigvis im-
plementeres gennem disse traditionelle matematiske formuleringer.

Heuristiske algoritmer bygger p ‘sund fornuft’, og fungerer ved at trzeffe ‘for-
nuftige’ valg undervejs. Algoritmerne skal selviglgelig pa en klar og praecis méade
‘have at vide’, hvordan problemstrukturen ser ud, hvilke begrzensninger der
skal overholdes, hvordan fornuftige valg treeffes osv. Og da algoritmen bliver
implementeret pd en computer, skal dette selviglgelig veere pa et for compute-
ren forstaeligt sprog. Dette sprog er ikke specielt velegnet, hvis problemet skal
forklares til mennesker — det er matematikkens til gengaeld.

Et bestemt VRP er det samme, ligegyldigt hvilket sprog det er formuleret pd,
s& lenge det er gjort korrekt. At vi valger matematikkens skyldes, at vi er
mennesker; ja sdgar matematikere.

7.2 Modellens indflydelse pa lgsningskvaliteten

Forskellige aspekter har indflydeise p& lgsningskvaliteten. Disse vil vi diskutere
her.

Tidsvinduer er en af de mest almindelige begrzensninger i ruteplanlagningspro-
blemer, men hvor stor betydning har de for kvaliteten af lgsningen, og hvor
vigtige er de for en virksomhed som FDB?

Vi vil her undersgge tidsvinduers indflydelse p4 rutelzengden ud fra resultaterne
opnaet af forskellige algoritmer pa en raekke tests. Som vist i afsnit 6.1.1 kan
de bedste TS-algoritmer give resultater, som i gennemsnit afviger med 1,5% fra
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problem | andel med t.v. | l®ngde af t.v | bedste lgsning | % over bedste
sol R101 100% 4,2% 1650,80 90,6
sol R102 75% 4.2% 1486,12 71,6
sol R103 50% 4,2% 1213,62 40,2
sol R104 25% 4,2% 982,01 13,4
sol R105 100%. 12,5% 1377,11 59,0
sol R106 75% 12,5% 1252,03 44,6
sol R107 50% 12,5% 1113,69 28,6
sol R108 25% 12,5% 964,38 114
sol R109 100% 25,0% 1194,60 38,0
sol R110 100% 37,5% 1125,04 29,9
sol R111 100% 39,6% 1104,80 27,6
sol R112 100% 50,0% 953,63 10,1
CMT 8 0% — 865,94 0,00

Figur 7.1 Tidsvinduers indflydelse p& lgsningskvaliteten.

optimum. Vi tillader os derfor at benytte de bedste resultater, TS-algoritmer
har opnéet, som en god approksimation for de optimale lgsninger til et givet
problemtilfeelde. Grunden til at vi ikke bare benytter de optimale lgsninger
er, at vi gerne vil have et problemtilfelde fra [Christofides et al., 1979] med i
undersggelsen, og at vi ikke har kunnet finde den optimale lgsning for dette.

Undersggelsen af tidsvinduers betydning er mulig, da en rakke testproblemer
kun afviger fra hinanden i kraft af forskellige tidsvinduer. I Solomons testsset
er de 56 forskellige problemer inddelt i tre serier, hvor byernes placering og
ordrestgrrelser er ens indenfor de enkelte serier, og kun tidsvinduerne varierer.

Tidsvinduerne i Solomons C-100 serie er i hgj grad tilpasset ruterne. Da vi
vil undersgge, hvordan tidsvinduer pavirker ruterne, vaelger vi at fokusere pa
Solomons R100-serie.

P3 figur 7.1 er opstillet data for de relevante problemtilfaelde. Fgrste kolonne
er navnet pa problemtilfzeldet, anden kolonne er antallet af butikker med tids-
vinduer, tredje kolonne er den gennemsnitlige bredde af tidsvinduer i forhold
til depotets Abningstid, fjerde kolonne er leengden af den bedst fundne rute for
problemtilfaeldet og femte kolonne er afvigelsen fra den bedst fundne lgsning.

Som det ses af skemaet, kan tidsvinduer have meget stor indflydelse pa lgs-
ningskvaliteten, men der er selviglgelig ingen garanti for, at disse tal er reprae-
sentative. Det ses, at der er en klar sammenhaeng mellem lgsningskvalitet og
hvor stramme tidsvinduerne er. En stgrre andel af kunder med tidsvinduer eller
mindre tidsvinduer giver en darligere lgsning,.

I ovenstiende tilfzlde forringer tidsvinduer lgsningerne med op til 90%. Selv
nér tidsvinduerne udggr halvdelen af depotets Abningstid, bliver lgsningen 10%
dérligere. Som vi konkluderede i afsnit 6.1.2, m4 en god TS-algoritmer forventes
i gennemsnit at afvige mindre end 10% fra det optimale, selv om den kun kgrer
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i kort tid. Det er pa denne baggrund tydeligt, at tidsvinduer har mindst lige s&
stor indflydelse pa lgsningskvaliteten, som hvorvidt der bruges den ene eller den
anden TS-algoritme. ‘

Som det ses af figur 7.1, vil det kunne give en betydelig kortere rute, hvis be-
graensninger i form af tidsvinduer relakseres, dvs. at ggre tidsvinduerne bredere
og evt. feerre. Da tidsvinduer ofte er en form for serviceparameter, er der her en
klar konflikt mellem service og transportomkostning.

En anden servicerelateret diskussion er den, som drejer sig om muligheden for
at tillade slutlgsninger, som overskrider begraensningerne (jf. afsnit 6.2): Her
er det vaerd at overveje overskridelse af tidsvinduer som en mulighed. Det kan
godt vaere, at det vil veere ubelejligt for butikken, men en overskridelse vil som
regel give lgsninger med lavere omkostninger. En anden mulig overskridelse er
at tillade at ruterne bliver lidt for lange. Dette vil selviglgelig resultere i overar-
bejde for chauffgrerne, som koster ekstra, men vil méske kunne give besparelser
alligevel.

Der er andre begransninger, som pa ingen méde kan overskridés. Her tzenkes
pa begransninger som kapacitet af biler eller butikker som visse biler ikke kan
komme til. Ej heller kan begrzensninger, som sikrer at en bil kan kgre flere ruter
pa en enkelt dag, eller de som drejer sig om portbegraensninger ved depotet,
overskrides. '

Hvor meget lgsningerne kan forbedres ved at tillade overskridelser af nogle af
begrznsningerne, kan kun afggres ved praktiske forsgg med algoritmer, hvilket
vi ikke har haft mulighed for.

Styring af tidsvinduer og overskridelse af begransninger drejer sig om service.
For virksomheder, der leverer direkte til kunder, har service en hgj prioritet.
Kunderne i FDBs og lignendes tilfselde er virksomhedens egne butikker. Spgrgs-
maélet er nu, i hvor hgj grad en virksomhed skal yde service i forhold til sig
selv. :

Chauffgrer er f.eks. selv i stand til at laesse og losse paller ind og ud af deres
lastvogn. Har de en nggle til de butikker som besgges, er det sikkert ikke ngd-
vendigt, at butikkens medarbejdere er til stede. Varerne skal selvfglgelig pa et
eller andet tidspunkt ud p& hylderne i selve butikken, men selve leveringen kan
i princippet foregd nar som helst. '

7.3 Opsummering af konklusioner

Her vil vi sammenfatte og diskutere de konklusioner, som er draget gennem
rapporten.

I modelleringen af FDB-lignende situationer har vi tilstraebt at inkludere s
mange relevante aspekter som muligt, men har desvarre ikke kunne f4 alt med
— gplit delivery og inventory routing har vi méttet udelade. Modellens form er,
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som beskrevet tidligere i diskussionen valgt for at give en praecis model og ikke
af hensyn til lgsningsmetode.

Vi mener, at objektfunktionen bgr veere s& avanceret som muligt. Jo bedre om-
kostningsfunktionen beskriver de virkelige udgifter, jo bedre beskriver modellen
virkeligheden. Gode lgsninger til modellen vil derfor ogsé have stor sandsynlig-
hed for at give gode lgsninger i virkeligheden. Da en avanceret omkostnings-
funktion ikke vil have nogen direkte indflydelse pa algoritmen, ser vi det som
oplagt at benytte en sddan.

Vi konkluderer, at tabusggning er den mest velegnede metode til lgsning af FDB-
lignende problemer. Eksakte algoritmer er for langsomme, og metaheuristikkerne
finder indenfor en overskuelig tid bedre lgsninger end de klassiske heuristikker.
Blandt metaheuristikkerne er tabu-spgning den metode, som finder de bedste
lgsninger.

Et emne som er veerd at diskutere, nir det gelder valg af lgsningsmetode, er i
hvor hgj grad metoden tillader fleksibilitet, alts i hvor hgj grad den er i stand til
at handtere forskellige udvidelser og begransninger. Vi mener, at det er muligt
at udvide de TS-algoritmer, som er praesenteret i litteraturen pa en sddan made,
at de tager hgjde for de udvidelser/ekstra begransninger, som vi har medtaget
i modelleringen (jf. afsnit 6.2). Ydermere vil det sandsynligvis vaere svzrere at
udvikle eksakte lgsningsmetoder, som p3 samme simple made kan udvides, si
de kan medtage disse ekstra begraensninger [Reeves, 1993].

Hvis TS-algoritmer kan héndtere mere avancerede modeller end eksakte algo-
ritmer, vil de have en stor fordel i forhold til disse, da modellen de lgser er mere
virkelighedtro. Lidt forenklet kan man sige, at en ikke-optimal lgsning til en
optimal model er bedre end en optimal lgsning til en ikke-optimal model.

Ligemeget hvor avanceret en model er, vil den aldrig kunne beskrive virke-
ligheden fuldstandigt. Der vil altid veere uforudsete haendelser eller specielle
omstandigheder, som der til tider skal tages hensyn til. FDB har fgr implemen-
teringen af et ruteplanlegningssystem lagt ruteplaner i ‘handen’. Et menneske
vil i hgjere grad end en computer vare i stand til at handtere maerkelige ufor-
udsigeligheder, men vil til gengeeld have svzert ved at gennemskue, hvor god en
given rute er. Jo stgrre planlegningsopgaven er og jo flere hensyn, der skal ta-
ges, dvs. jo mere avanceret modellen er, des svaerere vil et menneske have ved at
overskue situationen. Da situationer som FDBs er store og indeholder udvidel-
ser og ekstra begraensninger, er det vores klare opfattelse, at en god algoritme
implementeret p4 en computer vil veere et menneske overlegen i langt de fleste
tilfaelde.

I lgbet af dette projekt er der ofte blevet argumenteret ud fra empiriske tests,
hvor det oftest er Solomons testszet, som er blevet benyttet. Dette har vi gjort
pa trods af, at vi i afsnit 4.4.1 har beskrevet, hvorledes Solomons testseet er
for simpelt i forhold til FDB-lignende situationer. Strengt taget kan vi derfor
ikke vaere sikre p4, at de konklusioner som vi drager ogsé holder i FDB-lignende
situationer.
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Den primare grund til, at vi alligevel ggr som vi ggr er, at der ikke er andre
muligheder. Hvis vi skulle vaere helt sikre p, at en given lgsningsmetode ville
kunne igse et givet problem si og s& godt, skulle vi opstille problemet og imple-
mentere en algoritme til at lgse det. Dette ville for det fgrste ikke veere saerlig
generelt og for det andet vare meget besvarligt. Desuden er projektets mal, at
analysere en situation inden den forsgges lgst.

Vi tror, at de konklusioner vi drager alligevel er trovaerdige, da Solomontestene
trods alt har mange ligheder med virkelighedstro tilfzelde. Det virker oplagt, at
selvom testtilfzeldene er mere avancerede, vil TS-algoritmer stadig give bedre
resultater end klassiske heuristikker. Derudover vil eksakte algoritmer nok ikke
ligefrem blive meget hurtigere af at f4 mere komplicerede opgaver.
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8 Konklusion

Opstilling

Vi har valgt at beskaeftige os med den matematiske model for et virkeligt
VRP. Som udgangspunkt valger vi en standardformulering for VRPTW og
foreslar yderligere udvidelser og begransninger. I og med at der i formuleringen
for VRPTW allerede tages hgjde for kapacitet, tidsvinduer og servicetid,
har vi selviglgelig ikke tilfgjet disse. Vi har derimod foreslaet udvidelser i
formuleringen som vedrgrer kgre- og hviletidsbestemmelser, flere ruter pr.
vogn pr. ruteplanlegning samt backhaul. Derudover har vi inkorporeret
begraensninger knyttet til adgangsmuligheder ved kunder, kapacitet af depotet
samt trafikforhold.

Legsning

Vi har til lgsning af vores virkelige VRP konkluderet, at tabu-sggning er den
mest egnede strategi. Denne konklusion bygger p& overvejelser angiende lgs-
ningskvalitet kontra beregningstid. Eksakte algoritmer er selvfglgelig garanteret
hgjere lgsningskvalitet end heuristikker, men deres manglende evne til generelt
at lgse problemtilfzelde med 100 kunder eller derover og deres lange beregnings-
tid taget i betragtning, ma disse betegnes som vzerende uegnede til lgsning af
vores model. Ydermere har vi valgt en meta-heuristik algoritme, da de er de heu-
ristiske overlegne hvad angar lgsningskvalitet. I og med at adaptiv-hukommelse
er en meget lovende strategi, foreslar vi, at en sddan saettes til at styre tabu-
sggningen.
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9 Perspektivering

Implementering

Skulle vi lave en virkelig og grundig undersggelse af vores forslag til lgsning af
et virkeligt (FDB-lignende) ruteplanlaegningsproblem, mé vi nok se i gjnene, at
en implementering er essentiel. Dog ville noget sidant have et meget datalogisk
tilsnit, og selviplgelig kreeve gode programmeringsfzerdigheder. Testkgrsler pa
konkrete problemtilfaelde, samt sammenligninger af resultater fra testkgrsler kgrt
med forskellige kombinationer af begrsensningerne, ville veere grundlaget, for at
vurdere ydelsen af implementeringen og dets parametre.

Under forlgbet med udfzrdigelsen af rapporten har vi haft kontakt til Anette
Vainer, som er ansat i logistikafdelingen hos Carl Bro as. Hun fortalte blandt
andet, at et af de vigtigste aspekter i at udferdige et ferdigt program til
en kunde, netop var implementeringen. I praksis ved udvikling af et rute-
planlegningsprogram legges vaegten ikke s& meget pa, f.eks. valg af konkret
TS-algoritme, men nzrmere p4 den datalogiske implementering. Med dette
menes at, da forskellige TS-algoritmer mht. lgsningskvalitet prasterer naesten
ens (og nzesten optimalt), er der meget mere at hente ved at bruge smart
implementerede hukommelsesbesparende datastrukturer, for derved at oge
iterationshastigheden og derved tillade flere iterationer indenfor samme tidsrum.

Standard vs. design

Det store spergsmal for en virksomhed, som overvejer at investere i et ruteplan-
laegningsvaerktgj, er hvilket de skal veelge. Skal de valge en af de kommercielle
standardprogrampakker si som Roadshow, som f.eks. Aage Hempel A/S udby-
der, eller en af de, til firmaets behov, specielt designede programpakker, som
f.eks. Carl Bro as tilbyder.

Det er klart, at hvis et firma henvendte sig et konsulentfrima med et
ruteplanlaegningsproblem, ville de ikke fA en objektiv vurdering af dette.
Konsulentfirmaet har jo ogsi en forretning at pleje’. S3 for firmaer som FDB
er det at valge et program ingen simpel sag. De bliver npdt til at sztte sig
grundigt ind i deres egen problemstilling og hvilke mulige lgsningsmetoder, der
forefindes til denne. For store firmaer ville det eventuelt vzere veerd at overveje,
at ansztte en operationsanalytiker. Siledes ville man have en kompetence
pa omradet, som arbejdede for firmaets bedste, og dermed méaske undgh at

1Det som firmaer i FDBs situation i virkeligheden har brug for, er endnu et konsulentfirma,
helst et uvildigt, til at vejlede sig i hvilken lgsning, altsa hvilken anden ruteplanlegningsvirk-
somhed, de skal vzlge.
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88 Perspektivering

kgbe ‘katten i sskken’. Man kunne nemlig sagtens forestille at en potentiel
programaftager uden indgiende kendskab til VRP, ville lade sig imponere af
smarte brugerflader. Hurtighed af programmet ville ogsd kunne imponere,
hvilket selvfglgelig er reelt nok, hvis da ikke bare den hgje hurtighed dakker
over at programpakken kun bestar af eksempelvis en primitiv savingsalgoritme.
Vi har haft mulighed for at se et par testkgrsler af Roadshow for en tilfzldig
dag pA FDBs tgrvaredepot. Beregningstiden var forblgflende kort (ca. 4 sek pa
en PIII-pc) og dette kunne tyde p& at lgsningen ikke var si nzer-optimal som
man kunne habe. Dette kunne pege i retning af at, enten er algoritmen (for)
simpel (méske en sweep-algoritme), eller ogsa kgrer den med for f3 iterationer?.

FDBs valg

Hos FDBs tgrvarelager var bestemmelsen om at kgbe den kommercielle program-
pakke Roadshow fra Aage Hempel A/S taget pa hgjere niveau i koncernen, sa
vi ved ikke hvilke overvejelser der ligger til grund for valget af netop denne. P4
Aage Hempel A/S hjemmeside® findes en liste over de virksomheder i Skandina-
vien, som har kgbt Roadshow. Her star bl.a. navne som Coca Cola Tapperierne
A/S, Carlsberg A /S, Mejericentralen, Danske Bank (varditransport) m.fl. Dette
kunne jo godt teenkes at have veeret et vaegtigt argument i FDBs overvejelser.

Desvzerre har vi heller ikke fiet lov til selv at afprgve Roadshow, si vi har kun et
overfladisk kendskab til hvordan det egentligt fungerer. Ej heller har det vaeret
muligt at finde ud af hvilke algoritmer der gemmer sig i programmet, og om
programmet overhovedet benytter sig af metaheuristikker. Roadshow ejes af det
canadiske firma Descartes System Group og Aage Hempel A/S er skandinavisk
forhandler af pakken. Ifglge Anette Vainer er Aage Hempel A/S selv darligt nok
klar over, hvad Roadshow indeholder, og det er efter sigende ikke ualmindeligt
for forhandlerne af sddanne programpakker. Da FDB fik Roadshow foregik det
ved at deres computer blev afhentet, og nogle uger senere leveret tilbage med
programmet installeret. Altsa virker det som om at praksisen og ikke mindst
politikken omkring disse standardpakker er meget hemmelig, hvilket selviglgelig
er forstaeligt, men set fra vores synspunkt lidt sergeligt.

Eftersom prisen pa de kommercielle pakker er adskillige hundrede tusinde kro-
ner, har FDB forh&bentligt gjort sig nogle overvejelser inden de kpbte Roadshow.

FDBs alternativ

Et af FDBs alternativer til Roadshow ville have vaeret at f& udviklet et
specialdesignet program. For et firma som Carl Bro as ville det, ifglge Anette
Vainer, godt have kunnet betalt sig at udvikle et program for FDB, i og
med at FDBs problem er sa forholdsvist simpelt og derfor kunne fungere som
fundament for Carl Bro as til fremtidige aftagere. Dette taget i betragtning
ville Carl Bro as méske have veeret villige til give et afslag i prisen, selvigigelig
under forudseetning af, at FDB havde veeret de fgrste i raekken. Yderinere

20m det tager fire sekunder eller ét minut skulle man mene var underordnet for FDB.
Shttp:/ /www.aagehempel.dk/logistik/logistik.htm



89

ville FDB antageligt have fiet et bedre ruteplanlaegningsprogram, i og med
at dette jo ville vere skraddersyet til netop dem. En ofte forekommende
ulempe ved designpakker er at de i mangel pa alsighed kan vaere besverlige at
modificere. Eksempelvis kunne man forestille sig at det ikke var s ligetil at
tilfgje en ny kunde i ruteplanlaegningen, og at man derfor skulle have fat i en
hgjt betalt konsulent fra programlaverandgren til at foretage denne sendring. -
Standardprogrammer er nemmere at foretage sddanne andringer i for legfolk.

Kvalitet af standard- og designpakker

En af farerne ved at kgbe standardpakker er, sidan som vi ser det, at ikke
alle parametre i programmet er specifikt fastsat til det pageeldende problem.
Dette problem kan dog delvist omgas hvis standardprogrammet har selvtunende
parametre som f.eks. adaptiv hukommelse i afsnit 5.3.3. Os bekendt er det dog
ikke alle parametre der kan implementeres som selvtunende, og alt andet lige vil
til problemet kalibrerede parameterveerdier, give bedre igsninger end algoritmer
fra en standardpakke.



Litteratur

E. Balas and P. Toth. Branch and bound methods. In The Traveling Salesman
Problem, Wiley-interscience Series in Discrete mathematics, chapter 10, pages
361—402. John Wiley & sons, New York, 1985.

N. L. Biggs. Discrete Mathmatics. Oxford Science Publications, 1989.

M. Blomhgj, K. Frisdahl, and F. M. Olsen. Line®r Programmering. FAG,
1984.

W.-C. Chiang and R. A. Russel. A reactive tabu search metaheuristic for the
vehicle routing problem with time windows. INFORMS Journal on Computing,
9(4), Fall 1997.

N. Christdﬁdes. Vehicle routing. In The Traveling Salesmen Problem. John
Wiley & Sons, New York, 1985a.

N. Christofides. Vehicle routing. In The Traveling Salesman Problem, Wiley-
interscience Series in Discrete mathematics, chapter 12, pages 431-448. John
Wiley & sons, New York, 1985b.

N. Christofides, A. Mingozzi, and P. Toth. The vehicle routing problem. In-

N. Christofides, A. Mingozzi, P. Toth, and C. Sandi, editors, Combinatorial
Optimization, chapter 11, pages 315-338. John Wiley & Sons, 1979.

J.-F. Cordeau, G. Desaulnies, J. Desrosiers, M. M. Solomon, and F. Soumis.
The vrp with time windows. »not published«, June 2000a.

J.-F. Cordeau, G. Laporte, and A. Mercier. A unified tabu search heuristic
for vehicle routing problems with time windows. snot published« found on:
hitp://www.crt.umontreal.ca/ cordeau/, December 2000b.

T. G. Crainic and G. Laporte. Fleet Management and Logistics. Kluwer Aced-
emic Publishers, 1998.

A. Dolan and J. Aldous. Networks and Algorithms. John Wiley & Sons Ltd.,
1995.

L. R. Foulds. Combinatorial Optimization for Undergraduates. Springer-
Verlag, 1984.

F. Glover and M. Laguna. Tabu Search. Kluwer Academic Publishers, 1997.

91



92 Litteratur

R. W. Hall and J. G. Partyka. On the road to efficiency. ORMS today, 24(3),
June 1997.

R. W. Hall and J. G. Partyka. On the road to service. ORMS today, August
2000.

K. Helsgaun. An effective implementation of the lin-kernighan traveling sa-
lesman heuristic. Datalogiske Skrifter, (nr. 86), 1999. Roskilde University,
Department of Computer Science.

K. Hermann and M. Niss. Beskeftigelsesmodellen i SMEC III. Nyt Nordisk
Forlag, Kgbenhavn, 1982.

A. Hertz, E. Taillard, and D. de Werra. A tutorial on tabu search. » Unpub-
lished«, 1994. Université de Montréal, Centre de Recherche sur les Transport,
Montréal, Canada H3C 3J7 (Taillard) EPEL, Départment de Mathématiques,
MA-Ecublens, CH-1015 Lausanne (Hertz & Werra).

D. S. Johnson and C. H. Papadimitrion. Computational complexity. In The
Traveling Salesman Problem, Wiley-interscience Series in Discrete mathema-
tics, chapter 3, pages 37-86. John Wiley & sons, New York, 1985.

G. Laporte, M. Gendreau, J.-Y. Potvin, and F. Semet. Classical and modern
heuristics for the vehicle routing problem. International Transactions in Ope-
rational Research, (7):285-300, 2000.

E. Lawler, J. Lenstra, A. R. Kan, and D. Shimoys. The Traveling Salesman
Problem. Wiley-interscience Series in Discrete mathematics. John Wiley &
Sons, New York, 1985.

O. B. G. Madsen. Large-Scale Optimization and Vehicle Routing. IMM, De-
partment of Mathematical Modelling, The Technical University of Denmark,
1997.

E. Minieka. Optimization Algorithms for Networks and Graphs. Marcel Dekker,
Inc., New York, 1978.

G. L. Nemhauser and L. A, Wolsey. Integer and Combinatorial Optimization.
John Wiley & Sons, Inc., 1988.

N. B. Petersen and J. Surland. Ruteplanlegning ¢ oliebranchen. Roskilde
Universitetscenter, 1999.

V. Rayward-Smith, I. Osman, C. Reeves, and G. Smidth. Modern Heuristic
Techniques for Combinatorial Problems. John Wiley & Sons, New York, 1996.

C. R. Reeves. Modern Heuristic Techniques for Combinatorial Problems. John
Wiley & Song, New York, 1993.

G. Reinelt. The Traveling Salesman. Lectures in Computer Notes. Springer-
Verlag, Heildelberg, 1994.



93

Y. Rochat and F. Semet. A tabu search approach for delivering pet food
and flour in switzerland. Journal of the Operational Research Society, (45):
1233-1246, 1994.

Y. Rochat and E. D. Taillard. Probabilistic diversification and intensification
in local search for vehicle routing. Journal of Heuristics, (1):147-167, May
1995.

M. M. Solomon. Algorithms for the vehicle routing and scheduling problems
with time window constraints. Operations Research, (35):254—265, 1987.

E. Taillard, P. Badeau, M. Gendreau, F. Guertin, and J.-Y. Potvin. A tabu
search heuristic for the vehicle routing problem with soft time windows. Trans-
portation Science, (31):170-186, 1997.



A Kode til TS-algoritme

95



‘fo-egt-
£°8

6" G-

£ LT

£ 8¢-

1761

9°L-

9°9¢-

393BUTPION-A I9 QUUOTOY Bf{pails 6°01
3193eUTPIOY-X I8 SUUOTOY UBpURY 0" %-
jaxouunuUAq I9 DUUOTOY 91SIBI% 0°0

G-
I-
L
z-
0
c-
0
7
9
G-
0

i

(%3
Tt
0¢
4
LT
S

Nl
ml
1T-
1¢-
0 0l=d

NNV~ ONNO

£, U8DTIIRWSUOTITSO4,

(ot

SPUBIBASTT3 SOIpU® ,U, STAY PUT IDAQ 9I9[3 S93I®S URY I8P%
! USSTOIIGISVIPIO 19 SUUOTOY USPURY
19I8UWNUAQ 12 BUUOTOY 83ISIBI% !

0¢
01
0¢
0c
0c
0c
0T
01
0e
0

{,9IpI0

§933®S USIPTINARI%

I03Y9A UD 3JOTd%

—

—ANMLWOW~0ON O

0] =Eday0
gauIald,

10T=pPTINGEI
USJJRIISNARISUBAYDIF JB UDNIAISY {(Qp/T=ISTITPOWNQRISUDANDIT

‘{tf0l=n

19Aq "ATD DPSA 933eI3s Fe 39[[RIUE SPUSPIOUSPUT XTIIBW UXT% ¢ (T+U‘T)S0I8Z=NqeISUSAYSIT

I18kq *ATP DA NOeR] SPUIPTOYSPUT XTIJRW UXT% (T+U’T) s0x9Z=nqrIAQ
$S9I9STTETITUT nqe3lsy

08=de)peoTl

(suboA SU3) S9331BS DUADISE] STRWISHRW USP% ,ISTTQ Fe 3@3rsedey,

00TI=Uu

s933®s (9puny)aIsAq Fe I9TTBRIURY . I3puny Ie3uy,

000T=N

S933¥S15e] 910y [BYS USWITIODIR-SI ISUOTIRISIT JB I8Tlelues , I9UOTIRIDII,

SOTITISINU geIleW T USSIaWWONYU% fxealn

apetepn 19 3@23yedsespIl 389pT ‘dY¥AD 113 Sebniq uny uey 3Jsuwexboids

, aultxobhTe-gl T2dwis ue Jje uoriejusuwaTdWT I8 I3 BIIOP%
d¥A 115 DNIND@SNEYL%



{pud

. . uQH\ﬂﬂ.
SobT®A 9T USP BS I03S S933LS TBYUTA SUSAQY ‘6666=(q'T) THINIA
AQq 93bTeApn USp 113 SOI0] UDINIY% (T=(T+9'T+AQ) 0X
SI9T19% ‘{9s19®
uQ”\AQ
{(Z ' T+49) 2¥Q¥0=peOT
sebT®A 93T UBP PS IOIS §9IIRS TOYUTA SUSAQS . 16666=(q"T) TEANIA
Aq 93b1eapn usp T3 WSl S9I0F 93N AU U% II=(T+9'1) 0X
3930d9p 1713 89beqQIT3 S8IVI UBINIY !1=(1'1+AQ) 0X
usjsjroedey Je 9STOPIINSIDAO ID I3P STAU% !dejproT<peOl 3T
soubaipn 3se] SUaTTd% {(ZT+9) IYQIO+PEOT=PEROT
JeSPUT uap S$89HP@SI0IJ TOUTA SIASPUTW UIP ey UBAQ STAU% $(QT) TEMNIA==WOWTUTW IJT
@3nx T AQ je 9S[93IIBLSPUIY fu:i=q 103
SepuUTy TOJUTA 3ISPUTW UDP% { (THINIA) UTW=wnWTUTW
abeqrTl I9AQq 1o I9p ObURT ©S I3I0A% {7 9TTIUYM
ausuboa Je usjajzroedey i91A3s - I93oweredlOIjuoA% {0=peol
I9AQq Je USST93IXSPUT I81k3s - I93oweredlOIluoys {0=Kq
ipuo
se33®spur Dbo ssubsipn BUIBTYUTA% ((Z'T)d-(Z’'T+e)d ‘' (£°1)d-(€’T+B)d )zueie=(e’T) TINIA

fu:g=e 103

39IPURBA TT3 PIOYIOF T IDTNUIA SOUISAQ 9aTbue Je IT3 XTIJRW UXT% ¢ (U’'T)SOIRZ=THINIA
SOIOSTIRTITUT XTIJrwsHUTUINTSDA% ! (T+U’‘T+U)SO0I9Z=(0X
..................... xxx (dEAMS) OWITIODTESUOTINNIISUON ygx--------==-----------

9I9PTTPTII I2I9UTIODPY%
, I9T JTPOWNQRISUIANDIT, pau jobueby
butujzsoyjwo se3ini abIiTITUSWDUUSD UIPY%
WOS SauboIpn JRIAISSUSAYDIIFS ¢ ((T+U) -Zv(T+U) )/ ((D)WNS) UNSxIBTITPOWNRISUDAYDII=I0IHRIIRIIS

9IA® USpP TT3 SobbxT PO 3or2uodsuril SIAC USP WOS SdUUeEp TIPATRY IIPBU% ¢, 04D=D
, !, :uUsDTIJRWSHUTUISONUQ,

{pus
‘pus
f(Zv((e'D)d-(e’1)d) + gv((z'D)d-(z’'t)d) )3abs=(L'T)D
. S ‘T+usI=[ 103
saubsipn nmoﬂuﬁumswocﬂcmwoxao T USTRUCDBIP ISAO DUISTPIXAY {T4+U:I=T I0J
{(T+U’T+U) SOI82=D

U9DTIIeWSHUTUISONWO IDSTTRIITUIS




{T+UOTIRIBDIT=UOTIRIDIT

I9UOTIeIR3T a1bou 1 810y OL Teys uswitaobies

so33®S [X 3T IT3 "3T eIj SoIpux wWOoS USDUTUSGOT%

S$97313®S ISTI®ISUOTIRIDITY

§933®S UOTILDIDIIT 23spaq Ho bBurtujzsoyuwo s3spad HO UOTILNITS 9ISPIQ%
saubaapn USBUTUISONWOIILISY

{N:T=NOILVMHLI IOJF

{0=UOTIRIDAT

{0=UO0TIRIDITISS]
{3800=35003158q
{0X=1ISLSHEH
((Dx°0X)WNS)UNS=350D
Hbutulsoywo-3ae3ls,

pue
fpus
tpua

([(e’'Da‘(e‘v)al‘[(z*0)a’(z'r)dlrsurt

wop waiiow bails use saubel ,L, ITI I, BIF I8I0Y ubOA UB STAU%

anbty us vd 19,0 WOS $9330T1Td vUIAQY

I93RUTPIOOY - A%
I33RUTPIOOY - X%
so3301d USINIYIRISE

jauuep , (X, U33NIIILIS I8 NU%

UDYN@T-STTYM SepAiqiye abeqlll I9AQ 2187F JI9 oYY IOP STAUS

‘T==(L'T)0X IT
f(T+u) tg=[ 103
{{T+U) :Z=T I03F

‘uo proy
{,0,(Ad) * (xd})301d
{330 PIOY

*Apsd=4Ad
‘[T¢0t01=4A
!XAxd=X%Xd
[0:T:0]=%xA
mu:uuumum.

4
-
-
-

4
b |

pus
!pus
yesaq
{1=(1'T+4AQ) 0X
10T<(THMINIA)UTW 3IT
nﬁﬁw
...muEw



{pua
{pus
{pua
{1+ [3unod=[{3unod
113 sebbel 3Isel sAq @Au ueps ¢ (Z’I)JMANO+(T’TIUNOD)AVOT=(T’TIUNOD)AVOT
S u8DTIIRW ,TAFNL, S9IBFTTI ,I, A(Q 3AU UIP% {1=([3UnoD‘ T3UNOD) TAIYL
, I, AU Op WOS 13 S9I0Y JI9pP UDAQ SoDIBAY% ig=1
ual(oAa pe 1810y USUDOA STAUS% f1==(q'T)TA 3T
sopbusuusbh ,x1, vIJ ouslaayg {(T+u) : T=9q 103
JIXxA=TA
. I=(2'T)A
I, BIJ pn Iivb 18p ‘S[oA 9p 9puUdIXA WOS SBUUBRD ,TA+% {((T+u) 'T)soxB2Z=A
j930deop T3 obeqIT3 I9pusa OYYT uauboa abURTRSY {I=~I OTTUM
yI, Aq I03J U2IPIO SI9PTA TTIPUT IO UBISEI% {(z 'I1)dua¥o= (T ‘T3unod)avol
I, I2 us3ini 1 AQ uspuey {I=(Z 'TIUNOD) TATHL
3930dop a8 udiIni T Aq 935I03% {T=(1‘T3UNOD) TATYEL
lp=1
23n1 Au ue sopuibaqed ,e, Aq 113 bo 3930dep BAF 1810 UDOA U STAU% {I1==(e’'1)IX 3T
JVIAFNL, T J3I2WUNUDUUOTOY I9IA3S - I93sweaerdlOIJuoN% {e=[3UnoD
: {(f+u) s =€ 103
ouboA SHPTTITOYSIOF 9P T UDISBI% {0=0vY01
JIAANI, T I2IsWWnuUeYRI I9I1A3s - I93aweIedlOIIUOH% {1=T3UNOD
93INI U TT3 IDIRAS USDTIIRW T IBYYRI IBAUS%
I93NI 9paTA913do 9p pBW XTIIRWS ! 0="TATYEL
R ity SANOEYHL LSYT 90 ¥HALNY HITHMNAI I dO0 SHTAHTYL NIDONINSOT -------------- %
LYLINSay T 31H13b6Ta soxaoeTd ury BUISIRLIINSDI ¥S IDTI2XI% {{=I191T9B33LITNSAI

do 193311ds A9TQ WOS ‘83NI USDYITAY I DUUOTOY d3jweJ bo 9pasal3%
1933ATJF A91Q WOs UsAq I8 QUUOTOY °[PoIl%
usjjeils-ngel ID SUUOTOY UIBpURY%
319383 [NS9I I8 SUUOTOY 9ISIGI%
{pua

!6666=(Z'e) LYLINSHY

16666=(T ‘®)LYLINSEY
{usi=e I03
! (g ‘u) svUO=ILVLINSHY

SOI9STTBTITUT ngel HO 1933ngrIle ‘I9DUTUISONWO SIDUOTILNITS 9DTTTIYSIOF °P Pauwl XTIJRWIRITNSDII%

! (AxTX) Uns=w
I=(T'T)A
seTI®3 I9TTq Je 3ISTTRIUEY (1 ‘u+1) SOI82=A

uabutuse] sol@ITTI uey ouboA 9I3T3F BS SOPTAPN URY DINI BUUIP%
1930dep 113 HO 3930dep vij I9IoY WOS ‘uboa ud S8[@ITTII ILP% I=(T'T)TIX




» <

:1oqeiydanoe 18 us3SeT STAU% !deypeoT=>(T1‘R)UYOTAN IT
{TTARIY:T=F I0OJ

I93NI 893IPNJIOF Fe IDTIBIUELY {Q=1930a83pPNgIOTF
I83NnI 28I3PeIIT3 Je 18TTelUrs% {0=T193NI9IPLITITY
I930I ©3PRITTI PaBW XTIjeuws 0=ELANLAVTIIL

I830weardIOIIUON % { T=3UNnOoD

SOpuUT3j 3ISRIIBAO USPN IIINIHK

{2IPIOTaN I+ TAVOT=UYOTAN
S9I9pINA (eIJ WOY UsAQ JI0OAY USp °"IDUT) I9INI O[T T 9ST93IBSpuTuUSb paa 135e1%

tagpaoTeniye- (I Iswunuainibio) avoi= (T ' ISWWnuainibio) TAvol
{aQ¥0TI=T1av01
{pou sej33®s ‘I03F usAq o3beseqg wos ‘usubOA T UDISEIS

! (z'g) IM@IO=0IpIOTONINE
g AqQ I03J 9IpI0%

............. dIN¥ NHONY N¥ I NJIAE ELLY¥SANI LV HILSON LAd LIDAW ¥OAH SANDI¥HL I3d ----------%

putiuebuT nu I8p I9 aea USSP JI0AY Dbog

38933AT3 nu I9 udINI T AQ S9ISPTS UIP% 0= (LTADIY ' ToWUWNMUIINIBIO) TATIILAN
uayyRI T waij bueb us s9313413% {pus

gpauial] uop I93J@ aUIlAq OTTe% ¢ (I+[‘Iwunuainibio) TAFULAN= ( [‘/Iswwnuainibio) TAFYILAN
{1-C1a9x3 :uajnaeedasuunu=L I03J
STATNL="TATYLAN
saaojepdo usbhurisasxidooina Ho usbutuss[ BIAF sauxslF uslAds

! (Aqsbuebjzebro ' Agsisuoyuebio) J- (Agsisuoquebio’q) J+ (g ' Aqsbuebyebao) d=1edsuisl3
! (T+uainzeedIswunu ‘ Iswunua InNIbio) TAHYL=AqS 3swoyuebIo

! (1 -usinaeedIsuumi ‘ Iawunuainibio) TagdI=Aqsbuebyebio

soubaipn us3lNI BIF U2AQ duial3j e paa xdaeds uew 3sbow I0AU%

! (g=="TATY]L) PUT I= [U83InzredIsuwnu‘ Iswunuainibio]
IeAa uap uaini ed Iouuwnu 3I8TTaYy Do 3surel3l I8 usAg 83ni UIYTTAY e1F saatbue 38d%

.................................................. SHNMELT NHAH -------------mmmm -G
uabueb pe seTpurysaq Aq us Ho s8bel Je T3 IOYARII TeHYS nug f1+usz=d 03
9s[ox1I@3soT @Sy

wmﬂmuuaumwxxwu&u
goubsipn (Qv¥01 DBO)TAT¥I vd ussTeia®isy !

(Z'1)¥LSTATNL=LTABI]
(T'T)HLSTATHL=TTASID
("TAHYL) 9Z TS=ULSTATHL

{pus
{pus
23na @3seu " --3930dep 113 °2PbeQITI JpudA ID UBUDOAY T+ T3IUNOD=TIUNOD




{pua
{1+3UNOD=3UNnod
{g=(3UNOD ‘ §) LSOOVILXHE
{Agsiswoyue= (3unod ‘' ¢) LSOOYHLXA
tAgsbuebie=(3uUnod ‘Z) LSODIVULXE
! (Agsjsuoyue 'Agsbuebie) D- (Agsisuoyue’'g) D+ (g€ Aqsbuebye) D= (3unod ‘1) LSODVILXA
soubaIpn pels SUWWES S333BSPUT UsKg OYYT STAU% ! (Swwes)3jouR (0=~Aqsjsuodue) 3IT
SI9TTe § 2duaa{3 A8TQ USSP WOS POIS Suwes PUT S833@®S UdBAQ STAY T I9 ,DWWeS,%
! (I2UWNU3INIDIO==T2uwnuUajlnI) ¥ (Aqsysuoyuebio==Aqsiswoxue) » (Aqsbuebjebio==Aqsbuebje) =suuwes

S9I911SThHOa 8S[9IILSPUT BUUSP POA AQISWONURYK f(T+e 1) TATNLAN=AQSISwoOq UL
bo Aqsbuebiey f(e'T)TATULAN=AQsbuebie
. ! T=IBWWNuUaini
opusbiol soaeb usini 1 speid x9ay 103 DO% ’ !1-L1a813:T=° 0%
23INI 3IPPIITI ISAY I03% {ELNYLAVTIIIL=T I03F
ao39weaed [0I3UONS {1=3UNnoo

AQ 833eSpuUT USP I8 SUUOTOY 9pialis
uajina ed AQq 93131RSPUT USP I933J8 ID WOS UBAQ 19 IUUOTOY 3[pPaIi%
uaini ed AQ 9313eSPUT UIP IPJ ID WOS UDAQ I8 DUUOTOY UIPUBRY%
BUTUISONWO BIISYD USSP ID DUUOTOY 93ISIGI%
ISPUTUISOHWO BIJSHD POW XIIFJRWE ¢ (IBSTOIIDLSPUT ' §) S2UOx6666=LSOIVILXH
soubaIpn I93nI SHTITOYSIOF T ,H, JE 9S[933IXSPUT pPda DUTUISONWO ®BIISHD UIP%
JVIATHLAN, T 9UID3USWAT® Je 3IB[IRIUR BIJ Soy®eil Dbog { (I9TInuU- (ISINIBIPRTITI) »(T-LTASI3))=I35T9332espuUTl
‘pua
!pua
{pua
{I+I9TTNU=IBTINU
{0==(q’'®) TAI¥LAN IT
{(TABI3:T=Qq 103
CELAYLAYIIIL=® 103
{g=I87TNU
soubaIpn I9ST233IXSPUT DBTITnwW Tejuey

“TCSOTT®RI (IAHMIAN, T I9TINU Je 19TTelUuR%

‘pus
{pus
do 193NI 93pNQI0] Je IDTTRIUER Sa[[XI SISTIO% {1+I193NI9IPNQI0J=I193I0I83PNCIOT
asTo
{ 7+3UNOD=3UNOD
do seTT®3 I93nI 93IPERITTII Je 3IS9TTRIUR DOY {1+193NTI93PRTTTI=I93INIBIPRTIT T

u93InI s9I3IS1HBIY {e=(3unod) dLANLAVIIIL




‘pus
‘pus
S8BT®EA TPIRA ISOART pOUW ISAARII% {D=93n131b6TRA
{(1'0) IQYAVALLNY==TPI9CABISBART IT
{uiT=0 I03
{ (IQUAVAIZLNY) UTW=TPISRADISBART
SOPUTI IQU¥A ©IS9ART USP%

sauuep jexls snid I12HUTUISONWO pdW (, IQUIVATLNN,) JOINOA% {ZAX IV INSHY+TAX LYLINSHI=TAYAVATLOY
SOputTy IAU¥A Opajiells usapy

fT=(T1'2)ZA
fI=(T'T)IA
(T'G) soxez=¢gA
(1’G)sox8z=1A

[T

16666=(Z ®) LVLINSHY
f0<((€’®)I¥aINSAY ‘T)nqe3IAq 3T
fu:1=9 103
3b133eay S89H@ USBIIRIIS 3B POA SOICBBTTNUN ngel IS wos ISDUTUSSTS%

9uIdAq je usburTpuRYyeq ISIINTS I9U% {pPUI

{T+I9TITORIIRIINSOI=IDTISBRIIRIINSDI

!{TAgs3swoue= (G ‘I3]19RIIRITNSAI) LYLTINSTYH

!TAqsbuebie=(§/I9TT9LIILIINSII) LYLINSHH

{Aqibrea= (g I871283IIRIINSDI) LYLINSTY

soubaipn us3ijerlsy ! (AQIbBIeA’1)nqeliSUBAYRIF»I0IYRIIRIIS=(ZIDTI9LIIRIINSII) LVILINSTY

soubaxpn 1893LI[NSDIY fwnutuTw+aedsuIal(F-3500=([ ISTIBLIIRITNSOI) LYILINSTY
seIex3s1box Aq 93bTeaA UIP% ¢ (19esputibiea’y) LSOOVHLXI=AqaIDTeA

bo Agsisworueg ! (39eSPUTIBIRA’E) LSOOVHLXI=TAQS3sWONUR

‘Agsbuebjyes ! (3eespuribies’Z) ISOOVILXE=TAqsbuebye

Sebi®a wep je 93SIVF UBP% {(1'T)DTVA=39RSpPUTIDTRA

SObT®A DUTUISONWO SUUSP PoW YBIF 9P% ¢ (WNWTUTW==ZLSOIVILXT) PUTI= [DTVA]

SSpUT3 SUUSD Je wnwiutw bosg ¢ (ZLSODVYHLYXY) UTW=wnuiutw

SouuUep JI9HUTUISONWO BIISHO SPUSPIOUSPUT SPUSYYNTPN JIOI DA% {LSODVHLXA+ A=ZLSODVHLXH

‘[0 00 Tl=A



3800=3800358(q .
(£’23InI13BTRA) LVLINSTH=AQ
{1X=1ISLSdg
NOILVHNILI
R »»»DUTUSOT ©3SPOQ ANsww------------------- '
BUTUS@T ©3Speq Au U3 SOpUT3F I8P STAU% (3ISPagAu JT

sox9x315Tb9a usbuTtuUlSONWOY {(1’923na13bTeA) IVLINSTI=3S0D

gouuepp usjlnlI vij [8A 8AU uUep% ‘T=((G'®@INIADTeA)ILVLINSHY’ (£ /23nI3BTRA) LVLINSHY) IX

gouuep UajlNI 113 [BA 24U uspg ‘1 ((€‘23n13bTeA) LVLINSHY ' (§‘93NIIOTRA) LYLINSHY) TX

do saddiTy S833®SPUT USAQ TIOAY USINIE ! 0= ( (G’ 93INIIDTRA)IVLINSITY (¥ 23InI3bTeA) LVLINSHY) TX

sodde1 93nx atweb uspyk I=(0'1) 1IX
{pus
{puo
sguxsl(3 usina exj (oA afwedb usp% {0=(C‘(g’@anx3b1PRA) LYLINSTY) TX
tL=p
fT==(L’(g'®INn13DbTRA) L¥LINSTY) IX IT
d{T+u) :1=C 103

{pua
{pua
sauxaly uaina T13 [(9A aTwedb uapy f0=((g’'8Ina13b1eA) LYLINSIAY‘T) TX
- u._..HH
{T==((€‘'93n13bTRA) LVLINSAN'T) TX 3IT
{(T+uU) :T=T I03%
....................... SHNNVANED NALOY ------------------%
ipua
!puos
. {pus
sobTeA DUTUDISONWO BISSART AU UD POW IO LRI !p=33na3b1ierA
: 2 (1'P) LSODALNY==35009359ART JIT
‘usT=p I03
butuseT ©°3spoq Au ua 3oeudo 19 I9p 3B SOIBIISTHOI 3I9DP% : {1=31SPagAu
T(a3sbutpunije °‘ebd sabi®ea 01q oY1 DBO saputw I9%
YSTIYeJ 23NI B9AU USP IB DIYIS 3B JI03F TT13 sobbxT 10°0 9P%
3opudo 19 HUTUSGT @3I8Paq AU U IPTAIOAY SOH@SIDPUN I9DP% {38003590>(TQ " (0+318009353A€T) 3IT
{0=3spogAu

! (LSODALNY) UTW=3S0083S3AR]
mumvwnﬂﬁuoﬂncmvmmum@uvﬁ>uo>:mwuwﬁaonucoxumvoommv:ﬂmvcﬂcumoxEOwumm>mHcm@&

I9HUTUISONWO BYSTINRI Op Pauw (,LSODILNY,) IOINDA% {TAXLYLINSTY=LSODILNY
jI9puUTA AU U@ I8 I9p 3B ‘9I®A Of URY 9P - SOPUTF QUILINI Paa dUILHUTUISONWO SYSTINBI SP%




fpus
!{pus
puo
( [(e'B)a’(e’T)dl * [(z’0)d’(z't)d] )8urt
$1==({'T)LISLSEL 3IT
‘T+uig=[ 103
{T4UiZ=T 103
{yo p1oy

{,0,'Ag'xd)301d
£330 PIOY

ingeils uaAy91d

{ngelikq

uotTIRIVITISOq

358003859q

{LISLSHI

vxxx (LHANNA DNINS@T HLSAdTD NI xxx.

9UIDUOTIRISIT I19330NTS IOYUE {DUD

{ngelsuoAydI3
nqeliq
{pua
(0T- (T'T)yngelihq) xeu=(7‘T) nqeliAq
(9TTe I03) pau ua SaTIxX3 ngelhqs ¢ (T+U) :T=T 103

§933®8 nQe3Aq% (T+PTINGRI=((€‘9INIIBTRA) LVLTNSEY ‘ T) nqe3Aq

pua

LT+ ((€/2Ina30TeA) IVLINSTY ‘ T) NqRISUSANOII=( (£ '©INIIBTRA) I¥ITASHY ‘ T) NqeISUSANDI I

AQq °93b6TeA USP 103 dO SOTIXI NQRISUBAYDIT%

31500359q

180D

(€ ‘@3Inx3bren) LVLINSTY=Aq

NOIIVHHLI

................... #xx DUTUBOT AN saw-------eoeeoaaaoo,
93Spaq AU US S9pUTF oXYT I9P STAU% asTe

Aq 93bTea usp 103 dO SSTI®I NQRISUDANDII% (1= ((£93NI36TeA) LYLINSHY ' T) NgRISUSAYSI]
SOTTITISINU NRISUDAYDIIS (T+U’T)SOT9Z=NQLISUDAYDI]

!NOILVYELI=UOTIRISITISE(q



B Lgsninger opnaet af vores
algoritme

105



0L

£'0eg = apbueejainy
09 0S ov o 02 (]

| i 1 | 1 ]

0001 = Jauoliessl [BlUY ‘091 = Ja|iq Je 1a)oedey ‘06 = J9Aq feluy 1L LIND

o

02

0e

ov

09

09

0L



0L

6'988 = apbuaejainy
0S of 0€ (174 0t

1 1 | I 1

0001 = JouoyeJaYl [elUY ‘OF | = Ja|iq Je 1ajioede) ‘G, = JaAq [Bluy :g LND

ot

0¢c

oc

ov

0s

09

0L

08




0L

L' L¥8 = epbueejainy
0S o 0€ 02 ot

l l i | |

| ! { 1 1

0001 = Jouonelall [eluy ‘00g = J8|iq Je Jayoedey ‘004 = J8Aq jejuy € LIND

0t

0c

0€

oy

0s

09

0L

08



0L

09

8'2.0} = apbuaejainy
05 117 0€ 02

)

Q)

)
(3

O
C
Q)

(\)

Q)
1)

1 1 | 1

("

(Q

()

‘)

‘0001 = Jauonesayl [BIUY ‘002 = 49]1q Je 18l10ede)y ‘0G| = JoAq [Bluy ¥ LIND

01

0¢

oe

ov

0s

09

0L

08




0L

£'60¥ | = spbusejainy
09 0S ov 0¢ 02

[ I I I |

7

1 1

000 = Jauoielall fejuy ‘00 = Ja|iq Je 1apoedey| ‘661 = JAAQ [BluY IS 1IND

ol

0¢

ot

oy

0s

09

0L

08



00t

0L 09

¥'pGe| = apbueejeiny

0S

4

o

Q)

I

(D

[0—E&
€
€
¢
{ J,

%

0001 = Jauonesall [eluy ‘002 = Jajiq Je J1alioedey] ‘0Z1 = 49Aq [BIUY L1 LIND

7

ot

0c

o€

ov

09

09

0L

08

06



-

001

2'996 = apbuegiainy
06 08 oL 09 0S ov o€

0c

ol

b

| 1 | H 1 1 !

0001 = JauoyeIs)! [BIUY ‘002 = J8iiq J& Jaioedey ‘00 | = JoAg [BIuY :gL LIND

0s

09

04

08

06



PAY ABISND) pUE UISISNJ SpunT udlsie) :Aq
saoeds saowered ur skel jeuoel Jo 9ouagaauo)

WOGID]A 9194 PUE UISUIAS Juag :Aq

ouBuI0g ASI0Ug 5[qEMAUSY [BqOID V

uasuaf pieedfoH sewo] S0 uasiaBaln sag ye podderapeioadg
Suiusialspunyewdjew spusutiepusie us 1 Suusiopow o Sujusajuajqold

U3sI3)24 SpunT udlsie)) :Aq
suonesijdde s w103y |, 5918IMS-UBULISH S L

sSIN suaBo :Aq
UOHIBINPT SONBWYIRIA Ul YAUBISIY JO 21vIS pUe 2aameN ) Jo s10adsy

96/TTE 30 £6/19T “8L/€ wANSHA} JoNBISIF
8661 - 9261 1sA] I snsm-appaid - ONI'TNVSIAVOLO

a8opam sul] 8o Aoxsuspur] Bud] jje
awasjauueppnspaylewssploqie
1 ynewosisw 81188y So jey wio pyafosd 19 - LYWOV &Y sauoddes ary

Ussualag Juag :1opeaj 3oofoid

UISRIN 1a8nry uejAs :4q

jrewuaqg w syueld somod J0J JUSWSSISSE

1ordwr [RIUSUIUONAUS Y} pue ainpasosd uosssuuad [BJUSWUOIIAUS a4 JO Aprus ase)

¥oquAaeg-5S00g WIAYWIAE :1pajfop

Jo82[yosua[yg 19qsIT ‘UuRTLISWWI | USJeY ‘UISISPad wo] ‘isiabuiorg seuor ;je
[SPO DSI[NT Njsur(] U3 Je dsA[eue us -

I3[{opoIN MislBWSIRIA Je SuLIOUIIA

uas|O aLog SIPIN ‘TGN ‘UIFE10g wis( :o1apatfoa
JSIOH uernseqas :je
saooidsduiuae)sioj-aporexny ua 1 aspuuepadudp]

uasynjO) Aog NI 4q
) SISy ‘ayd
JOJR[NUNS BISSYISSUY UB 0} 90U3IAJY Yiim WRISAS [eLdUY a1 Sul[apoy

86/5S€
86/bS€E
86/€S€

86/TSE

86/16¢€

86/05€

86/6vE

86/8¢¢

86/LYE

86/9v¢

86/5vE

U9sI9194-opuny ujsie) :Aq
SysIp [0831§ pue sajzzng

L6/rve

U2SUSIAS JUSE ‘UISPUIAS UIQIO], ‘WOGIDIA J919d Je
OFINV-3A Yd L1THIONA0Ud '1d 4V
ASTILLANAN LTIFNLLLO TLL aVISATI WOS AILI'T0d-Ld0dSAT/LI0dNI

A1ddNS ANV

ANVWAd ADYENA TVE0TO 404 SO VNS WId.L-ONO'T 100ford ap 10
uwany puiag £Aq peredaid Yadvd NOISSIDSIC OLEUIIS [1550J UL 18GO[8 v

sSIN sus8o :Aq
Anouoad jo juswssasse pue Suiwea) ‘Suryoes) oy uo sidydeyd om |

ussI9)3q SpuUN] udsIe) :4q
- m314 Jo Jutod JLW0aT € - PIJISIAAL SPUd awld

Kop Suedjom :4q
augdiosiy Sumyag

uasus)sLYD) afe L :1apajioA

dnnsuaals uasay YUIPa14 UISIAPA SHF UqSH
‘SSIN USUEJN ‘UDS[aTUR(] USQSY ‘we uUaies Je
pyafoidyisAy npows d1s1e4

SuA9SITIUpa] 3YSUINIIQ SaIopajousu Je Fuuasnuead]

uasIANR{ 1Nk 154 ‘UISUS[ UNY ‘UdIsIpuayq Ny W Je
Suuajapow ysneussjew wo paford 19 -
asouSords8unn{jojoq 31eqo[8 SUSNUBGSUIPISA

28827 sunpiey :4q

Ausiaaug] apin{soy 1e YoM 100foid dnoip pajeIusuIo-wajqosd |

a1Lq "D addar :Aq
spinbr snoasip pue spijos snoydioury jo sojureudq

UaSUDIAS JUSE pue [SWWany pwag 4q
WALSAS ADYANT HSINVA TV.LOL FHL 40 SISATYNY ZTOAD-34IT

. jowwany| puisg :4q
ANSIGAIPOIQ JO UOTIBSHAUOCUL U0 JINJRIANY SY} U PUNO) SPOLAW JO UOISUI)XI Ue
sIaNB ANs12AIpOIg

Jjossod ayuod SpIfoA
uurwoLOY suys :je udoddessjeroads
OV1L14d90d HAIdIT 4V ONITTIMS TVINONV

L6/EvE

Le/tye

L6/1¥E

L6/0VE

L6/6tE

L6/8tE

L6/LtE

L6/9tE

L6/SEE

L6/vEE

Lo/ttt

Lo/Tet

qprInI@eInjuy J[e-3 1|3 £9 7T bL 9b I 191811E)2IN3s §d SIUBAANAL SIP
Apranyuwwys:dyy sapisawafy s, varLI] Bd sas uey 13)5)3) puaspn a4aJypL 1240 sy




uasuILs uag :Aq

wiz)sAs A815u9 [eqOIS ayy o S|P dtEyoacioyd Jo uoneiSay ‘7
oBer01s A812u0 jeulIo} puB S321n0s A313Ud ojqeMaUY “|
:syuudoad £310ua Jejog

00/8L¢

uaspjafy] JyoH suull :Aq
{A1ea0081 oldnjny v :SunuweiBolg JesuljuoN Ul WSJ0SY [ 1a)on | -uyny oy |,

J9panos ‘¢ sewoy] ‘ahq D adday :Aq
SPIJOS POIAPIOSIP Ul UOLONPUOD DY JO ANBSIdATU()

ynewsiep S0 SUOISIH | ‘Sewrpued “UISSEIIPUY JUUIH J& d[e1d2dsoLo)sIH

vl6l
-p881 191SBUWAS "AYY S{0NS SpIE] USP | UITUTUSIAPUNNIBUMNRIA 10§ Iosjapunidag

uasuagief ) uag ‘paeedafid sAlD ‘Jyog Sewlo] :219p3jPA
UISSNOJEN SI9pUY :Je Sulpueyjeajersadg
1pyordspaydusey 8o 1suodAjod Je a1pmys yajuawiLadsye 1 - Suuds aysijneIpAy g

™NS)O NZEYNGON pue Tueirung oIusy “joquaeg-ssoog wioyusag :Aq
wa10aYy |
NJSAB[ODIN-EPIYSOA 3Y) JO JOOIJ B PUR XOPU] AO[SEJA Y} JO UORINPIY SS0ID-SSII))

uasp|afy JOH duulf je Surpueyye-pud
asjedepdo jadynw 8o suoysiys3ulpIAPN
‘Suuoururerdoid eaulf-03y! Je 9sKjeur YSUOISIPHBUISIBW J2IISI[eNISYNUOY ug

SSIN SusBop :JopsioA

UOSSUUBWLISH BURIA :JR Jeioadsypewsiew 1g

Sumusiazopun

Jnewrews jeiseuttds uo 1 9s[a12)s1A3q S0 Ja51A3q - BUIIES SlesIASg

86/0S€ U
IaNe)sI9 1549 SuuR(q ‘6661 - 9261 uepouad ey 1oae8dosuswesyg

6661 - 9L61 MisAJ 1 snsiny-appaid - ONITWVSIAVDIO

uasIaRd SpunT udsie)) :iosiasadng
Buiajer S qooey :Aq
sasuapuodsanio) sneipend) xojdwo) jo sormeuig

USSUIBS oy 1opapyefoig
WHLSASIOYANT IDIAILATYA SN VIINVA 1 ITIFIIOUANT NOS LNIIg
AV GSTALLANAN LTTWVS Y04 YA VNFOS 1epjeford 105 podeisfoarieay

Yaquaeg-ssoog wijpyuiag :Aq
Auadosg vonenunuoy) snbiuf) pue sjueuezau] [eRoadg Jo uononpay Arepunog

66/LLE

66/9L€

66/SLE

66/vLt

66/€LE

66/TLE

66/1L¢E

66/0LE

66/69¢

66/89¢

66/L9€

uaste uadief Je
XALVT-VANIWI 80
XLV [1 uomjnponul uy - TYHLLVIYO0S YOt Xd1V1

28apom oul] :Aq
1X23u00 J0 uonsanb e S JBY) ‘SOLWAYIBW - MOUY 0] 30U J0 - MO} O

druefy uoieg ‘sakog uue)y a1apajlop

JSIOH UBNSEQIS Je

uopeyunwwoy 5o sy 1 ope1oads 10191851u]
y1sAJ Je Bul[piuLIg) [anSIA - Yery susuonensn(|[

UISUBNISLIYD) “A 19p3d pue ‘prepyorg “H yieW ‘[ledue) 1 preuo( :4q
NOILLVSNVO dVMNMOd ANV SONIDYING

uasa]Q paeedisN susBop :19paifoA

ssiN unejy :Je woddes-pyafordsBeysqeysuapia ug

usuoyssIysIp je Suipuaedspn ud - (qESUIPIAIEY US NHBURJEW I
uBinIng OJudy “yaquaed-goog wieyuiag :Aq

sjueueAu] [eroadg pue sisdfeuy [euopounyg onoojduis

, UISUBHSLIY,) UUBUNRO0A 10pad 3pajfop
Juuog ayefg sun] 79 ussqoNe[ og ‘SSIN U :Je uoddenyaford-ed ug
FSAL I RILFANAS

(WoQIo 19194 PUE JoWwaNY PUIdE WO} UOHNQLIUGD YIM) USUILS Juag Aq
SOUBUSOS UONESRI 2SNOYUSdID) [EQO[D JNo4

Aiddng pue puewaq 310Uz [8qO|D) 10§ SOLBEADG ULDL-8uU0] )

66/99¢

66/59€

66/¥9¢

66/€9¢

66/T9¢

66/19¢

66/09¢

66/65¢

uaspaturey {aRYoIN :Aq SISAYL ‘A'4d
SOOI Je|naseaoIpIey) ul uoneuawdury
UE O} MOIA B UJ HOOUN,] MESE] S [ORUOD) YITysm SWISINEYOIIIA HI8qPaa, Jo Bu[apop

uaste Jadsaf iapaflop

BInM "D 1219 ‘uasapp) Jadsor ‘uasusy 'S Jodsof ‘uasuey

MY el ‘uasqoder og ‘uSaq ary Je pjafordsSersqessuapia ysnewa)ew 13
8161 11 0,81 eyy wojqord skajfeD) pawt 15pfogre ye ask[eue JsUOIsHY ug

wRjqoid skajier)

ussopQ Auuyor :1opafloA

aBunuwnS plowy S0 uosre] seffuary SUEl ‘Yjowrwol] sewoy], ;je Ppfadjapon
JO[IPPOWTRLIS) 2[RHSIP J UONFILISUOY {1} [SPOUI YSHRWdIBW UD J& 3skpuy
Buudepounieus )

86/85¢€

86/LSE

86/95¢




a3opam out] :opajlop
Sioquaey -y 9PulY “yeig eiuy je Surjpueygesjercedsg
j4o8es1p Quls JBY JO(] NBWDIEW [I} PJOGI0) SIMNSIUUSA :S6E “Ju IS¥a [N Sejiq ¢

a3apap sull :19pajfoA
ioquaey "y aeuly “pels eluy :je Suljpueyjesjersedg
j1o8es1p aurs Jey 19 “YHNEWSIBUW [1) PJOYI0] SINSIUUSIY

"uasuales juag :Aq

AAJOAUd SOISAHA ‘I LYVd

(s1511945 Suipnjoxa jou 3nq) suerysspad o) uononponul ue

SDISAHd

JONALLVI LOFrdNs ANV SGOHLIN FHL .A9TVIATY SOISAHd.

uasiapad inpuy Sus :1apajfop
uasIopuy sgewsey Jodsag jje poddersjersadg
Josojginewajews sUaqity

‘uasualag juag :Aq

LXALNOD TVIIHdOSOTIHd NI SOISAHJ “IH Ldvd

(s1511045 Suipnjoxa jou Inq) suewsapad o) uoyonponul ue

SOISAHd

J0 Y4LLYN LOA4NS ANV SGOHLAW FHL .AITVIATI SOISAH.

uasanQ Auuyor :19paffop

USSBIPUY SBPUBK SNI( ‘SYISZISN BLIBJA ‘USSPUNET UB[ ‘B[]9ISE) LBU]

3 0S ‘uasualoN-wafg usuoly ‘ofog dnnsjo] ssof ;je pjofosd "segieN s10)sawas ¢
1015BUWAS 1 qB110]SSUTUSIAIOPUR 13 — 30UdWOoNSBULID|[opOUT HSHEWIIBN

wesSosdiunrg suasjaiisiSiaug sapun {000-66/£9L1 1ofoid

'squ] apndadAjod 100Z-1/1 vy , “1B10ug % seSuruBig N1d 6661-9/S1 1WPYT
YNSUOY) IM0D 000Z-S/1 BY , , “WeDlId 000Z-1/1 199pUl,

USSUDIDS JUSY °, UDSUDIAS UUL] : DY “JUSIS[YOS SN0 ISIOYUOIN YUF [n0d

‘uasie “A 98joH .:om_o.z Jjuusy sue * uasuadief fey] :pjessA[BurwsAS GSIY
‘UISUOWS 1313 :,T 181sug ‘uasBiapuss ozo_uﬁ_o ‘uaey suey *, uasIapad F12q3ug
SEWIOY 1, Wa)SAS Yenj|F ‘[Yn[ BI[2D ‘Uasislag aBney [osyv : OZOD :a198e)japppeforg
udsusIBS Juag :1opapyafoid

100 [ude ‘uoddennis WALSASIOYANA ADIALLNTYL SYIVINNVA

1 I HIOUANT WOS INNR] 4V ASTILLANAN LITAVS YOd A VNIDS

10/96¢

10/56€

10/b6t

10/£6¢

10/T6€

10/16¢

10/06€

uasanQ Auuyoy :4q

jsonewayew

10J Op uEd w_::uvoE 18YM Sy “SUIjjopoul 10§ Op UBD SONBWIAYIBW Jeym SE Jou 0
SSIN suaopy :Ag

[3pow SPIRYSOY AY) M oudLIadxd

Jo s1eaf g7 :sysaford jusprys pajusuowsiqosd o paseq sonewayIew A)ISIDAIUN)

00/68¢

uasiey Jadsaf 11apajoA

SSIN unsLy ‘uosqoyef og e

»afoidpppow ypewajew sfpow °7 13

{PpPOwWaSfy-qZ SURSAd 'S "0 1 uasp 50 J5p[py paa synduit je Sutjpueyad

uasplafy JoH auuiy :4q
S)X0)U0D) [BINEWAYIEA JUILIIC YSnory] AowInof 8 - - wasoeyl
XewuipA 3y) Jo uondasuo)) s, UUBWINSN UOA UI0SY] YeWIUIA ) Jo A01SIH v

joquarg-ssoog WayuIag J3paffdA
dnujsioag suap ‘598exQ 2401 ‘S19qILQ pnU ‘USSUSLIY-}oIg JJUUSH SueH Je
JUOISO[1 UD — JOPOjaWISTUI[SPIOJIEPUBE J[BININ

pismoysatofop “d M ‘wenng -3 equaeg-ssood ‘g :Aq
(8661-9061) Av137 ueaf Jo Alowaw oY) 0 pajedtpdp si podai sy L,
saoedg ereq Ayone)) Jo ANPWoon YL

a1k O addaf :10sjatadng
13pBIyOs g SOy 1 *Aq sIsayy “d'ld
13po Suiddol v pue 10wy ssejd) [SPO V ‘BIPIN pRIspuosiy ut Surddoy

SSIN suaSoN :1apajlop

M

10124 OIM “M'V T UdIR) ‘QuRf, Jadsaf ‘Uasuaf " VIO ‘UISUS['STY SUUY Je
Juewaeut | 19siaag

USSWIN|jiA UYO[ ‘GISEIIPUY 0TB1A 21p3)foA
afupuwIy§ pjowry ‘ssIN UnEy Je

pjefoudsuoissajord ysnewsjeuw 1y

Suupuea apuaSiApunAjas ua(g

a3apom ull Je Surjpueyje~p ‘44
JsjouueppnuasyoA 1 Junnisioy 30

HU{EPIP SUPNEWDIBW WIjUl JOPURIIsURIS | JIUOIDTIISUON go sa8undosoudoNoy -
3USYOA apauuRpprIIoYy SOy 1ounadnoy aysiFojownyat 8o uapiayneuIARN

uasanQ Auuyof :19pafoA

(s[e10ads) 810fgsiop duis So WY qoxef ‘(Hoddei-sinpowg) udsIapuY WD mmm
wasAs

are[myseAosp1ed 3op (1 Surudwndpn §o uomyENUOY JRJNHLIUA HSLYSWN[OAOS]
NANOLDINNIFLYAH 4V ONRITTTIAONW ASILYWALVIA

) upsie| uadisf [apajfoA

uasIopad 933eg eley ‘uosIopa JOJISN 350y Ny 9SIAYURf JOWJOA SEWOUL 31N Je
asjouueppnsiseq a31jaquysuapiaimeu uap gd poddenjafoid sisisawasafpan ug
SWSPOW UIP J0J JIA0 12}{1IS USUUBIIENUDIYYIP JE 3S[21R)pul SIa|ng
DNINOFYTVILNTI4:A1A S¥a1N3

00/88¢

00/L8¢

00/98¢

00/58¢

00/v8¢

00/£8¢

00/28¢

00/18¢

00/08¢

00/6LE




uassnO

Aougor S0 uaspaly JJOH duul], ‘uasuaf pieedloy sewoy, ‘feyuiojg WaHOW JV
snsiny 12 Je Suipjiapn -

asjauueppnsiseq 281j2qeySUIPIAINGEU USP paA Fuus[japoul YSHeWNEN

UISPRIA] SISPUY PUB USSIAPa4 Inpuy SnS ‘Yorqua[yoy youn :siosiasadng
uosuadIaf ulAoL] sney :Aq SIS9Y] §,19)Se N

uonejaxdiauy

feuoroung pue Aiqesieay poypo £q pasAjeuy aousisixg siqeindwo)
opaunpuy ad4 L, anutd

U9s1a124 2pun usjsie)) :Ag
sdew aja115 1senb [Banu) oiydiowojoy uQ

SSIN suaSoj :1osialadng
Joury wejof :Aq S1S5YL q'yd
‘Buluoseay [ESNBWAYIRIY pue soN|noLJi(] Sulurea] SjenpeiBiopun)

j[9Jeoy unug suaSop Jv
(19) 9sAeue 8o viged[e vy JAINR IS SIBIUIY,, |1 SJEHANBUISHSINY

1jossog ayuo( :1apajfop

UUBULISUIWE],

QuNS ‘UUBMLOY] USQSH ‘SSUNUNS pjowy ‘SSIN Sunsuy e noddenyisAy mpows ‘7
Sepreqqoppidrjoydsoyd

18urjjams Jewoue 1of JurupAlaq sapBuzopey 8o sudAjos Je aspdesiopun ug

10/C0Y

10/10¥

10/00%

10/66¢

10/86¢

10/L6€




