TEKSTNR403 2001

Generaliseringer i integralteorien

- En undersegelse af Lebesgue-integralet,
Radon-integralet og Perron-integralet.

Et 2. modul matematikprojekt
udarbejdet af
Stine Timmermann og Eva Uhre
vejledt af

Tinne Hoff Kjeldsen
Bernhelm Boof3-Bavnbek

TEKSTER fra

H M F U F ROSKlLDE UNIVERSITETSCENTER
INSTITUT FOR STUDIET AF MATEMATIK OG FYSIK SAMT DERES

FUNKTIONER | UNDERVISNING, FORSKNING OG ANVENDELSER



IMFUFA — Roskilde Universitetscenter

Postbox 260

DK-4000 Roskilde

TIf. 4674 2263/ Fax. 4674 3020/ email kl@ruc.dk

Stine Timmermann og Eva Uhre: Generaliseringer i integralteorien — En undersggelse af
Lebesgue-integralet, Radon-integralet og Perron-integralet.

Et matematisk 2. modul videnskabsfagsprojekt.

IMFUFA-tekst nr. 403 /2001 78 sider ISSN 0106-6242

I denne rapport undersgges en del af integralteoriens udvikling, eksemplificeret ved Le-
besgue, Radon og Perron integralerne, der publiceres i henholdsvis 1901, 1913 og 1914.

Specielt undersgges det, hvilken motivation Henri Lebesgue, Johann Radon og Oskar
Perron havde for at generalisere integralbegrebet, og hvilken karakter og reekkevidde de
respektive integralbegreber har.

Undersggelsen af matematikernes motivation bygges pa et studie af de artikler, hvori de
forste gang prasenterede deres integralbegreber. Resultatet af undersggelsen er, at der
heri forekommer flere forskellige motivationsgrunde for at generalisere integralbegrebet,
heriblandt gnsket om at kunne lgse stamfunktionsproblemet, at lave en forenkling eller
oprydning indenfor integralteorien, eller at benytte integralet som et redskab i udlednin-
gen af andre teorier.

Generaliseringerne karakteriseres som enten en abstraktion eller en udvidelse af et tidli-
gere integralbegreb. Det viser sig, at Lebesgues og Perrons generaliseringer kan karakte-
riseres som en udvidelse af henholdsvis Riemann- og Lebesgue-integralet, mens Radons
integralbegreb er en generalisering af integralbegrebet og kan saledes karakteriseres som
en abstraktion.

Overordnet er formélet med denne projektrapport at medvirke til at belyse, hvordan der
kan veere vidt forskellige ‘slags’ grunde involveret i skabelsen af ny matematik og hvordan
matematikkens udvikling kan foreg.
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Denne rapport er det fysiske resultat af et semesters projektarbejde pa 2. modul pa
matematikoverbygningen pad Roskilde Universitetscenter. Vi vil gerne takke Bernhelm
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1 Indledning

1.1 Personlig motivation

Igennem vores matematikuddannelse pad Roskilde Universitetscenter har vi stiftet be-
kendtskab med Riemann-integralet i forbindelse med kurset ‘Ikke-linesre strukturer fra
algebra og analyse I'. P4 dette kursus indfgres fgrst Darbouxs version af Riemann-
integralet, hvorefter det vises, at Darbouxs og Riemanns formuleringer er-&kvivalente. I
en bemarkning i leerebogen far man derefter at vide, at der findes ikke-integrable funktio-
ner, hvilket geometrisk set er skvivalent med, at der findes mangder, som det er umuligt
pa fornuftig vis at tilleegge et areal. I denne forbindelse naevnes det, at der findes metoder,
som er ‘smartere og mere fleksible’ (end Riemann-integralet), saledes at flere funktioner
kan integreres, og at Lebesgue-integralet er et eksempel pd en sddan. Dette vakte vores
interesse og undren: Hvad kan dette mystiske Lebesgue-integral? Da der ikke er nogen
faste kurser i méal- og integralteori p&4 Roskilde Universitetscenters matematikuddannelse,
var vi imidlertid henvist til selv at undersgge sagen.

Der dukkede dog hurtigt flere spgrgsmal op end svar, for eksempel fandt vi ud af, at der
findes en hel mangfoldighed af forskellige integraler; Denjoy-, Perron-, Henstock-, Radon-
Stieltjes- og Burkill-integralet for blot at navne nogle fa!. Alle disse integraldefinitioner
beskrives i litteraturen oftest som generaliseringer, af og til som udvidelser, af enten
Riemann- eller Lebesgue-integralet. Dette affgdte spgrgsmél som: Hvad kan disse inte-
graler? Hvorfor er der blevet udviklet s& mange forskellige integraler? Og hvorfor er det
altid Lebesgue-integralet man hgrer om? Hvad menes i denne sammenhang med genera-
lisering? 1 hvilken forstand er der, for de respektive definitioner, tale om generaliseringer
af tidligere integraldefinitioner? Har disse samme karakter?

Ovennavnte spgrgsmil haenger sammen med en overordnet undren over, hvordan mate-
matikken udvikler sig og hvad der driver denne udvikling, det vil sige hvorfor matema-
tikken udvikler sig som den ggr.

1.2 Faglig motivation

Neervarende projektrapport kan forhdbentlig medvirke til at belyse, hvordan matema-
tikkens udvikling kan foregd, og hvordan der kan veere vidt forskellige ‘slags’ grunde
involveret i skabelsen af ny matematik. I denne forbindelse kan vores projekt ogsé illu-
strere, at matematiske resultater kan have forskellig status, for eksempel afhangigt af
om resultatet viser sig at veaere vigtigt i forbindelse med anvendelser, teoretisk afklaring
eller som “drivmiddel’ i den videre udvikling.

1 For uddybning og yderligere eksempler pa integraler i det tyvende &rhundrede henvises blandt andet
til [Henstock, 1988]. -



Indledning

Pa det mere konkrete plan haber vi at kunne belyse, hvordan en del af udviklingen er fore-
géet indenfor omridet mél-og integralteori, det vil i denne sammenhang kort fortalt sige
at f svar pa spgrgsmalet ‘hvorfor er der s& mange generaliseringer af integralbegrebet?’.

1.3 Modulbinding og problemformulering

Vi valgte at beskftige os med ovenstdende spgrgsmal i forbindelse med et projektar-
bejde, svarende til 1/ semesterveerk, pd andet modul p3 Roskilde Universitetscenters

matematikoverbygning. Projektet er et sdkaldt videnskabsfagsprojekt og skal overholde
fplgende modulbinding: :

Projektet skal behandle matematikkens natur og indretning som videnskabs-
fag, herunder dens begreber, metoder, teorier og opbygning m.v. Behandlin-

_ gen skal ske pa en sddan méade at matematikkens videnskabsteoretiske status,
historiske udvikling eller samfundsmaessige placering belyses.?

Der er mange interessante ting vi kunne have taget fat pa i forlengelse af vores overord-
nede motivation for at besk=eftige os med integralbegrebets udvikling.

Matematikkens udvikling er bade styret af de mennesker, der skaber den nye matematik,
og betydningen af den matematik, der bliver udviklet. For at matematik bliver skabt
indenfor et omrade er der nadt til at veere nogle matematikere, som faktisk er interesseret
i at undersgge og afdekke omridet. Ved at studere motivationen hos de folk, som har
vaeret med til at udvikle integralbegrebet kan vi fa et indblik i, hvorfor et matematisk
omréade bliver underspgt.

Nar et nyt matematisk begreb er skabt afhzenger dets videre skeebne af flere ting. En af
de centrale ting er de matematiske konsekvenser som begrebet far for resten af matema-
tikken. Det vil lidt banalt sige: Hvad kan den nye matematik? Ved at undersgge dette er
det méaske muligt at svare pa, hvorfor noget matematik far stgrre gennemslagskraft og
matematisk betydning end andet.

Vi har valgt at beskaftige os med tre forskellige generaliseringer af integralet lavet af
matematikerne Henri Lebesgue, Oskar Perron og Johann Radon, fordi vi mener, at deres
arbejde er af tilstraekkelig forskellig karakter til at kunne udspaende forskellige mulige
svar pa spgrgsmaélet om, hvorfor der er sA mange generaliseringer af integralbegrebet.

Denne udvaelgelse er sket gennem en overordnet litteratursggning, baggrunds- og kilde-
lzesning som farte til, at vi valgte at betragte de tre ovenfor navnte generaliseringer, samt
to andre generaliseringer indfgrt af henholdsvis Arnaud Denjoy og Ralph Henstock®. Ef-
ter narmere leesning af deres artikler valgte vi at koncentrere os om Lebesgue, Perron og
Radon.

Den pr:esice formulering af de spgrgsmaél vi vil undersgge er:

2Studieordningen for matematik p4 Roskilde Universitetscenter, §6.
3vi kommer kort ind p& deres integralbegreber i kapitel 7.



1.4 Metode : 3

Problemformulering

o Hvad var henholdsvis Lebesgue, Perron og Radon motiverede af i forbindelse med
deres respektive generaliseringer af integralet?

¢ Hvilken karakter og reekkevidde har generaliseringerne indfgrt af Lebesgue, Perron
og Radon, og hvilke forskelle er der imellem de tre?

Begrebet generalisering kan tilleegges mange betydninger. I [Great Soviet Encyclopedia,
1978] angives to typer af generaliseringer. Den fgrste er en generalisering i form af en
abstraktion, hvor der genereres nye love, principper og teorier, som ikke er bestemt af det
begreb, der generaliseres. Den anden type er ikke en abstraktion, men en variant af det
oprindelige begreb. Her vil generaliseringen p4 visse punkter kunne vaere en udvidelse af
det allerede eksisterende begreb, siledes at generaliseringen pd disse punkter indeholder
det generaliserede begreb som et specialtilfzelde, mens det ikke behgver at veere tilfaeldet
for alle aspekter af det generaliserede begreb.

Med inspiration i ovenstdende har vi valgt at bruge begrebet generaliseringer dels i be-
tydningen type I) en abstraktion af det begreb, der tages udgangspunkt i, og dels i
betydningen type II) en udvidelse, der omfatter det begreb, der tages udgangspunkt i.

Med spgrgsmaélet om karakteren af generaliseringerne taenker vi pd hvilken type af gene-
ralisering, der er tale om. Med generaliseringernes raekkevidde menes, hvilke setninger
og egenskaber der gzlder for det nye integralbegreb.

Vi vil i vores arbejde laegge hovedvaegten pd besvarelsen af det forste spgrgsmaél i pro-
blemformuleringen.

Der eksisterer (selviglgelig) mange glimrende bgger, der beskriver bide den historiske
udvikling, samt de matematiske relationer og forskelle mellem de forskellige integralbe-
greber. I [Hawkins, 1975] bliver den matematiske udvikling, som leder frem til Lebesgues
formulering af sit integralbegreb, grundigt afdeekket. Derudover findes der i denne kilde
en epilog omkring Radons integral med en kort prasentation af et udvalg af Radons resul-
tater fra athandlingen. Stilen i [Hawkins, 1975] er deskriptiv, og formalet synes at veere en
preaesentation af de konkrete resultater uden en eksplicit fortolkning af den matematiske
udvikling, som fremstilles. ~

I[Dalen & Monna, 1972] foretages ogsa en afdaekning (dog ikke s& grundig som i [Hawkins,
1975]) af udviklingen frem til Lebesgues integralbegreb, og der gives en prasentation af
bade Perron- og Radon-integralet. De to ovennaevnte fremstillinger har vi stettet os til
undervejs 1 projektet.

Vi er dog ikke stgdt pa en fremstilling, der sammenligner de motivationer, der ligger bag
udarbejdelsen af integralerne, eller som diskuterer ligheder og forskelle mellem karakteren
og reekkevidden af generaliseringerne, hvilket er indfaldsvinklen i vores undersggelser.

1.4 Metode

Vi har allerede navnt, at vi ikke vil tillegge de to spgrgsmal i problemformuleringen
samme vaegt i vores besvarelse. Herudover har vi tzenkt os at arbejde med de to spgrgsmal
pA forskellig vis. -




4 Indledning

~ Undersggelsen af hvad der motiverede de tre matematikere, har vi taenkt os at gribe histo-
risk an. N&r vi bruger ordet historisk, mener vi i denne sammenheng farst og fremmest,
at vi vil betragte motivationen for en given udvikling, lgsrevet fra den sammenhzeng hvori
begrebet indgar i dag og lgsrevet fra vores viden om, hvilken betydning begrebet senere
fik. Vores undersggelse vil primzrt veere af internalistisk karakter, det vil sige en undersg-
gelse af en intern matematisk motivation. I forbindelse med studiet af motivationerne er
der imidlertid nogle metodiske problemer. Det er ikke muligt, pA baggrund af en analyse
af de historiske kilder, at afggre med sikkerhed, hvilken motivation der ligger til grund
for udarbejdelsen af generaliseringerne. Ydermere er der en fare for efterrationalisering,
saledes at man lader sig styre af dé ting, der har vist sig at vaere centrale i udviklingen.
Disse problemer har vi s& vidt muligt vaeret opmarksomme pa undervejs i vores analyse.

I gennemgangen af de historiske tekster har vi forsggt at holde os meget tekstneert til
artiklerne. Enkelte steder har vi dog modificeret formuleringerne af definitioner og saet-
ninger ved eksempelvis at praecisere de indgiende stgrrelser. I nogle af kilderne anvendes
notationen

limé=z og ,}im
=00

for det vi i dag ville betegne med

E—oz og nll)ngo

Vi har valgt at @ndre notationen til den moderne notation for at lette gennemgangen.
Med hensyn til vores brug af limes-begrebet, har vi valgt at benytte skrivemaden

lim fn(z)
n—o0
ogsa i de tilfzelde, hvor det ikke vides, om fglgen (f,) faktisk konvergerer.

Det andet spgrgsmél i problemformuleringen, omhandlende karakteren af generalise-
ringerne, har vi teenkt os at besvare med udgangspunkt i en ‘ren’ matematisk under-
spgelse, det vil sige, hvilken karakter ved man i dag, at generaliseringerne har.

Vi vil i gennemgangen af Perrons, Lebesgues og Radons arbejder lade hovedvaegten veere
pa de to fgrste og kun give en oversigt over Radons arbejde og mulige motivation. Dette
skyldes, at Radons arbejde er omfattende og bygger pa et stort teoretisk forarbejde
af mange andre matematikere, som det havde veeret ngdvendigt ogsd at inddrage i en
analyse. Vi mener dog, at vi er i stand til, pd baggrund af den undersggelse vi har lavet,
at udtale os om Radons motivation, karakteren af hans generalisering og de forskelle, der
er mellem hans generalisering og dem lavet af Lebesgue og Perron, i det omfang det er
ngdvendigt for besvarelsen af problemformuleringen.

I forbindelse med besvarelsen af begge sporgsmal viste det sig undervejs, at der er to
egenskaber ved integralbegreberne, der er meget relevante. Det drejer sig om hvilke kon-
vergenssztninger, der kan formuleres i forhold til det givne integralbegreb, og udseendet,
af Analysens Fundamentalteorem. Derfor vil vi kort introducere til disse her.

Konvergenssaetninger

Hvis (f») er en fglge af funktioner, der konvergerer mod en funktion f pa [a,d], s er en
konvergensszetning en sztning der, for en given slags integration, angiver betingelser s
nedenstdende gelder: -




1.5 Rapportens opbygning 5

e f er integrabel pa intervallet [a,b];
e Der gzlder, at f: fa(z)dz — fab f(z)dz for n — oo.

Nar vi fremover taler om konvergens, menes der punktvis konvergens, hvis ikke andet
navnes.

Analysens Fundamentalteorem

Analysens Fundamentalteorem udtaler sig om, hvornar integration og differentiation er
hinandens omvendte operationer. Analysens Fundamentalteorem har to dele:

e Givet en integrabel funktion f. Er det ubestemte integral af f en differentiabel
funktion og ‘genfinder’ differentiationen f? Det vil sige er

= ([ r0ar) = @

e Givet en afledt f' pa [a,b]. Er f' integrabel og ‘genfinder’ integrationen f? Det vil
sige er:

b
/ F(@)dz = F(b) - f(a)?

Disse to dele vil vi kalde henholdsvis Analysens Fundamentaiteorem 1 og 2. Betragter
man mangden af kontinuerte funktioner gzlder Analysens Fundamentalteorem 1 og 2
uden ekstra betingelser, det vil sige, at det ubestemte integral af en kontinuert funktion
er differentiabel, og den afledte er lig funktionen selv, samt at integration af enhver
kontinuert afledt som resultat giver en stamfunktion. Dette betyder altsi, at hvis vi
begraenser os til mangden af kontinuerte funktioner, s3 er integration og differentiation
hinandens omvendte operationer. Denne egenskab refererer vi til ved at sige, at Analysens
Fundamentalteorem er symmetrisk. .

I sammenhang med Analysens Fundamentalteorem 2 vil vi ofte snakke om stamfunktions-
problemet, som kan gives fglgende formulering: Givet en funktion ¢, bestem en funktion
f saledes, at den afledte af f er lig ¢. Saledes kan Analysens Fundamentalteorem 2 for-
muleres som et spgrgsmal om, hvorvidt integration lgser stamfunktionsproblemet. Det er
denne del af Analysens Fundamentalteorem, vi vil koncentrere os om.

' Afhaengigt af hvilket integralbegreb man tager udgangspunkt i, far bade konvergenssaet-
ningen og Analysens Fundamentalteorem forskellige formuleringer. De forskellige formu-
leringer af szetningerne angar de betingelser man ma4 stille for at f& satningerne til at
geelde.

1.5 Rapportens opbygning

Vi vil starte vores undersggelser med at give en kort beskrivelse af hvilke problemer, der
ligger i definitionen af Riemann-integralet og hvordan Lebesgue-integralet lgser proble-
merne. Afsnittet har to funktioner, dels at opfriske hukommelsen med hensyn til defi-
nitionen pa Riemann-integralet, og dels at give en kort introduktion til det centrale i
Lebesgues definition, og til begreberne mal og malelige-maengder.



6 Indledning

Herefter falger et kort historisk rids af perioden fra Riemanns integral i 1854 og frem til
1901, hvor Lebesgue publicerer sit nye integral. For at f3 en starre forstaelse for malbe-
grebet og dets udvikling giver vi i dette afsnit en prasentation af to af de méalbegreber,
der udarbejdes i denne periode.

I de fglgende kapitler praesenteres Lebesgues, Perrons og Radons arbejde, med henblik pa
at undersgge, hvad der motiverede dem. I afsnittene om Lebesgue og Perron gennemgar
vi beviserne for Analysens Fundamentalteorem 2 og den konvergenssatning, de hver
iseer angiver for deres integralbegreb. Vi har valgt at gengive beviserne blandt andet
fordi det centrale i integraldefinitionerne og forskellene mellem de to integralbegreber
herigennem fremtrzeder tydeligere. Efter praesentationerne diskuterer og konkluderer vi
pa ferste spgrgsmal i problemformuleringen, motivationsdelen.

Efter dette vil vi tage vores historiske briller af og betragte deres arbejde udfra spgrgs-
malene om, hvilken karakter og raekkevidde deres generaliseringer har. Dette vil blive
gjort delvis ud fra den viden om generaliseringerne, som vi har faet ved at gennemga
Lebesgues, Perrons og Radons arbejde, men farst og fremmest med udgangspunkt i den
moderne litteratur.

I forbindelse med en konklusion pa andet spgrgsmal i problemformuleringen vil vi kort
komme med vores bud pa i hvilken forstand, integralerne har forskellig gennemslagskraft.

Afslutningsvis karakteriserer vi de forskellige generaliseringers status i den matematiske
udvikling af integralteorien.




2 Matematisk baggrund

Vi vil her give et bud p& den matematiske baggrund for, at der har varet behov for at
lave generaliseringer af integralbegrebet.

Det bestemte integral fra a til b af en begraenset funktion f kan opfattes som arealet af
den mengde i planen, som er begranset af henholdsvis kurven for f, z-aksen og de to
linjer parallelle med y-aksen, som gér igennem a og b.

Riemanns lgsning p4 problemet med at finde dette areal bygger pé at betragte en opde-
ling af det givne interval [a,b] i delintervaller, vaelge en funktionsveerdi hgrende til hvert
af delintervallerne, og derefter danne rektangler hvis grundlinjer er laengderne af delin-
tervallerne, og hvis hgjder er de respektive funktionsvaerdier, se eksemplet i figur 2.1.
Arealet af disse rektangler approksimerer det gnskede areal.

Yy
fl@s)] y = f(z)
F(&1) 4
f(zo) 1
i Kt
g0 &1 z 62 gz, £3 gy Cizy Cszz T

Figur 2.1 P4 figuren ses grafen for funktionen f med en partition af z-aksen og den
approksimation af arealet, som denne partition giver anledning til.

. Hvis vi altsd har givet en partition af z-aksen, a = o < 21 < ... < T, = b og et udvalg
af z-vaerdier (§;’er) fra hvert delinterval [z;_,, 2;], s& betragtes summen:

Z F&) (i — zic1)-

Funktionen f siges at vere Riemann-integrabel, hvis denne sum gir imod en endelig

graensevaerdi, uafhangigt af partitionen og udvalget, for lengden af delintervallerne gé-
ende mod nul.

Dette er en god metode, ndr den funktion man gnsker at integrere ikke er alt for grim,
sddan at man fir en god tilnzermelse til arealet bare man betragter tilstrekkeligt sma

7



Matematisk baggrund

delintervaller. Men hvad nu hvis funktionen er s& diskontinuert, at det er umuligt at finde
funktionsvaerdier, som med rimelighed kan siges at approksimere f p4 de betragtede de-
lintervaller, uanset hvor sma disse intervaller ggres?! I dette tilfzelde kommer Riemanns
definition til kort, det vil sige disse funktioner er ikke Riemann-integrable.

Lebesgues lgsning pa problemet med at finde arealet under funktionen tager udgangs-
punkt i en opdeling af y-aksen, i stedet for en opdeling af z-aksen. Lebesgue betragter
altsd en partition k = yo < 1 < ... < yn = K af y-aksen, for en funktion for hvilken der
for-alle z € [a,b] geelder, at k < f(z) < K. Et eksempel er vist i figur 2.2.

y

y3
Y3

Y2
72
LA

2!

Yo A

A

[

Figur 2.2 P4 figuren ses grafen for funktionen f med en partition af y-aksen. Eksempelvis ses

at de hvide rektangler afgrenser tre intervaller p4 z-aksen. Foreningen af disse intervaller er
mezngden A,.

Vi kan nu betragte summen:

n
> vim(4s),
i=1
hvor v; € Jyi-1,¥i], 4i = {z | yi-1 < f(z) < y;}, og m(A;) betegner mdlet af maengden
af 2’er som har funktionsveerdier, der ligger i intervallet )y;_1,y;]. Nu vil vi gerne kunne
definere Lebesgue-integralet som graensevaerdien til den ovenstiende sum for n giende
mod uendelig og stgrrelsen af partitionen gdende mod nul.

Hvis denne definition er mulig vil den ikke give de samme problemer som Riemanns
metode, idet opdelingen af y-aksen netop sikrer, at vi kan valge funktionsveerdier, der
approksimerer funktionen vilkarligt godt for en mangde af z-veerdier. Vi stgder imidlertid
pa et andet problem, for der er jo ingen der lover, at opdelingen af y-aksen giver os
mangder A;, som er intervaller vi kan bestemme lengderne af. Udtrykket m(A4;) har
kun mening, hvis man kan tilleegge en ‘lengde’ til meengder, som ikke ngdvendigvis er
intervaller. Der er altsd et behov for at udvide leengdebegrebet til ogsa at kunne omfatte
vilkirlige punktmaengder.

Man vil gerne have et mal til at veere en funktion, der tildeler et tal, m(E) € [0, oof eller
veerdien uendelig, til enhver mangde F i en given samling af meengder. I den bedste af
alle verdener vil man gerne have mélet af mangder i R til at opfylde falgende egenskaber:

10g sAdan nogle funktioner eksisterer selvfgigelig, det mest benyttede eksempel er Dirichlets funktion,
som er 0 i de irrationelle tal og 1 i de rationelle tal. -
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Alle delmaengder i R tillegges et mal, det vil sige m’s domene er potensmangden
af R. .

For et interval, I, skal der gelde at m(I) = |I|.

Hvis E), Eo, ... er parvist disjunkte mangder og mélet m(E,) er defineret for alle
n € N sd skal m({;, En) = Y o m(En).

Malet skal vaere translations invariant, det vil sige nar m(E) er defineret skal
m(E +y) =m(E),hvor E+y={z+y|z€ E} ogy€R.

[Royden, 1988, s. 54] Den forste og anden egenskab udtrykker, at man gerne vil kunne
tillegge alle delmzngder i R et méil, og at det skal opfylde, at maélet af intervaller
faktisk er laengden af intervallet, si der bliver overensstemmelse med laengdebegrebet.
Den tredje egenskab kaldes taellelig additivitet. Laengdebegrebet er teelleligt additivt,
‘og den egenskab gnsker man ogsé, at det generaliserede begreb skal have. Den fjerde
egenskab beskriver egenskaben, som ogsa kendes fra lengdebegrebet; at et interval har
‘den samme lzngde uanset, hvor det er placeret pa den reelle tallinje.

Det viser sig at vaere umuligt at definere et mal, der opfylder alle fire betingelser, derfor
giver man kgb pa betingelse 1, s& det ikke er alle maengder, der kan tilleegges et mal, det
vil sige som er mdlelige [Royden, 1988, s. 54]. Men for de maengder, som kan tillegges et
mal saetter man som krav, at komplementermangderne og tellelige foreningsmaengder
ogsé er malelige®.

Saledes bliver ‘integrationsproblemet’ reduceret til problemet at tillaegge et mal til en
mangde.

Der er imidlertid ogsa en anden méde at definere det bestemte integral p&, nemlig som
en tilvaekst i en stamfunktion for den funktion man gnsker at integrere. Et eksempel
p3 en sadan integraldefinition er Newtons definition af integralet. Newton definerede
det ubestemte integral af en funktion f som en funktion F, der differentieret giver f
[Henstock, 1963, s. 4]. Denne tilgang vil vi komme nzermere ind pa i afsnittet om Perron,
se kapitel 5.

2Dette viser sig at vaere opfyldt, hvis man definerer malet pa en o-algebra, se eksempelvis [Madsen,
1975,'s. 14]. -



3 Udviklingen fra Riemann til
Lebesgue

Det falgende kapitel skal give et overblik over de mest centrale dele i den matematiske
udvikling, der ledte fra Bernhard Riemanns (1826-1866) definition af integralet til Henri
Lebesgues (1875-1941) integralbegreb i 1901.

En af de omrader, der iser fik betydning for udviklingen af integralet.er teorien for
Fourierrzekker. Af hensyn til de lasere, der ikke har stiftet bekendtskab med Fourier-
rekker har vi valgt at begynde med en kort introduktion til den moderne definition.

3.1 Fourierraekker

Dette afsnit bygger pa [Logan, 1998][Dym & McKean, 1972][Hawkins, 1975].

Fourierrzekken for en funktion f : [-m,7] — R, der er integrabel pd [—=,7] er den
trigonometriske raekke

a2—° + i(an cos(nz) + by, sin(nz)), (3.1)

n=1

hvor koefficienterne a,, og b, er givet ved

T

an = % f(z) cos(nz)dz for n=0,1,2... (3-2)
1

by = - f(z) sin(nz)dz for n=1,2... (8.3)

-7

I moderne sammenhzange skriver man ofte 3.1 pé formen:

m .
> ene™, (3.4)

n=--oo
hvor ¢,,’erne er komplekse og givet ved

1 /7 ]
¢ = 5= f(z)e™™*dx for neZ. (3.5)
Sporgsmalet er nu, hvornar det er muligt at repraesentere en funktion ved en Fourier-
raekke. Der kan siges at veere tre centrale problemer.

For det forste er der spgrgsmalet om funktionerne f(z) cos(nz) og f(z) sin(nz) er inte-
grable, hvilket er en ngdvendig betingelse for bestemmelsen af koefficienterne i Fourier-
rekken, som givet ved ligning 3.2 og 3.3. For at f(z) cos(nz) og f(z) sin(nz) er integrable
er det ihvertfald ngdvendigt, at f(z) er det. -

11
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For det andet er der spgrgsmaélet om Fourierrakken for en given funktion f konvergerer
p& en nzrmere specificeret made mod f pé intervallet. Hvis det er tilfeeldet giver det
mening at benytte skrivemaden:

f(z) = % + i(an cos(nz) + by, sin(nz)): (3.6)

n=1

For det tredje kan man spgrge om Fourierrakkefremstillingen for en given funktion er en-
tydig, det vil sige er koefficienterne som findes ved ligning 3.2 og 3.3 de eneste koefficienter
for funktionen f, som opfylder ligning 3.6.

Udtrykkene for koefficienterne, ligning 3.2 og 3.3, kan findes ved at multiplicere ligning 3.6
med henholdsvis cos(kz) og sin(kz) og integrere fra —m til = pd begge sider af ligheds-
tegnet. Hvis det er lovligt at ombytte integraltegnet og sumtegnet, er resultatet af denne
operation udtrykkene 3.2 og 3.3, og det er dermed vist at, hvis en funktion er fremstil-
let ved en trigonometrisk rakke, si er denne raekke Fourierraekken som givet ovenfor.
Lovligheden af dette er imidlertid ikke triviel, som vi skal se senere.

3.2 Riemanns bidrag

Riemanns motivation til at videreudvikle Augustin-Louis Cauchys (1789-1857) integral-
definition for kontinuerte funktioner' udsprang primeert af hans interesse i teorien for
Fourierraekker?, og gnsket om at kunne angive Fourierrakken for ikke-kontinuerte funk-
tioner i forbindelse med talteori. Riemann syntes primaert at vaere inspireret af sin laerer
Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), der i 1829 som den fprste gav et be-
vis for en tilstraekkelig betingelse for konvergens af Fourierraekker?. Riemann arbejdede
videre med trigonometriske raekker for funktioner, der ikke opfylder Dirichlets betingelse
for konvergens. Fglgende citat fra [Hawkins, 1975] skal illustrere Riemanns begrundelse
for at beskeftige sig med disse funktioner:

Riemann remarked that it is reasonable to assume “that the functions not
covered by Dirichlets analysis do not occur in nature” [1902:237]. Neverthe-
less, for two reasons he felt it worthwhile to consider the case of more general
functions. First because, as Dirichlet himself had maintained, “this subject
is very closely related to the principles of the infinitesimal calculus and can
help bring greater clarity and precision to these principles” [1902: 238]. And,
secondly, because “the application of Fourier series is not limited to physi-
cal investigations; it is now being applied successfully in a domain of pure
mathematics, the théory of numbers, and here those functions whose repre-
sentability by a trigonometric series Dirichlet did not investigate seem to be
of importance” [1902:238]. [Hawkins, 1975, s. 17]

LCauchy definerer i 1823 som den forste integralet som en graense af summer af arealer af rektangler,
der approksimerer arealet under en funktion. Cauchy viser endvidere, at alle kontinuerte funktioner er
integrable. [Hawkins, 1975, s. 3-12}

?Riemann undersggte ogss trigonometriske raekker generelt. [Hawkins, 1975, 5. 16-17]

SDirichlet viste, at Fourierrsekker konvergerer for alle funktioner f, der er stykvis kontinuerte, stykvis
monotone [Liitzen, 1978, s. 26]. -



3.3 Perioden mellem Riemann og Lebesgue 13

Som vi sd i starten af dette kapitel (jvf. ligning 3.2 og 3.3) er det ngdvendigt, at en funk-
tion er integrabel for at man kan bestemme dens Fourierkoefficienter — dette motiverede
blandt andet Riemann til at indfgre et nyt integralbegreb, hvor visse ikke-kontinuerte
funktioner er integrable, siledes at Fourierkoefficienterne ogs& kan defineres for dem.
[Hawkins, 1975, s. 17]

Med hensyn til konvergensen af Fourierraekker i Riemanns ramme si eksisterer der til-
streekkelige betingelser pa funktionen f, der sikrer, at Fourierreekken konvergerer mod
funktionen, for eksempel Dirichlets betingelse. Der eksisterer ingen betingelse der bade
er ngdvendig og tilstraekkelig. [Laursen, 1992}

Angéende tredje problem, er det i Riemanns ramme ikke muligt at vise entydighed af
Fourierrazekkefremstillingen for en funktion ved den i afsnit 3.1 beskrevne metode, idet
sum og integraltegn kun kan ombyttes, nar rackken konvergerer uniformt. Det er imidler-
tid langt fra de fleste Fourierrsekker, der opfylder betingelsen om uniform konvergens.*

Disse problemer i teorien for Fourierrakker, som forblev ulgste i rammen af Riemann-
integralet var en medvirkende arsag til den videre udvikling af integralbegrebet.
[Strichartz, 1995, s. 623-625] ‘

Med Riemanns integral kan man i modsetning til med Cauchys integral integrere be-
stemte diskontinuerte funktioner®. Men det, at meangden af integrable funktioner er
udvidet fra kontinuerte funktioner til ogsd at omfatte visse diskontinuerte funktioner,
pdeleegger den symmetri, der med Cauchys integraldefinition er i Analysens Fundamen-
talteorem. I Riemanns integraldefinition fair Analysens Fundamentalteorem 2 fglgende
formulering;:

Hvis f er differentiabel p4 [a,d], og hvis f' er Riemann-integrabel pa [a, b], s&
er f: F'(t)dt = f(z) — f(a) for ethvert z € [a, b].

Der er nu en betingelse pd f', nemlig at den skal veere Riemann-integrabel. Denne anta-
gelse er ngdvendig, idet der findes begraensede afledte funktioner, som ikke er Riemann-
integrable. Med hensyn til Analysens Fundamentalteorem 1 galder det ikke generelt,
at det ubestemte integral af en Riemann-integrabel funktion er differentiabel [Dalen &
Monna, 1972, s. 105-106].

Samlet betyder det, at sammenhzngen mellem differentiation og integration som hinan-
dens omvendte ikke direkte kan opnés i Riemanns integralbegreb; symmetrien i Analysens
Fundamentalteorem er brudt.

3.3 Perioden mellem Riemann og Lebesgue

Denne periode var overordnet praget af udviklingen af funktionsbegrebet, samt teorien
for uendelige mangder og mal af maengder.

4Paul du Bois-Reymond (1831-1889) gav omkring 1870 et langt og omstzendeligt bevis for entydighed
af koeflicientudtrykkene uden brug af ledvis integration. [Hawkins, 1975, s. 25-26 og 164].

5Lebesgue viste senere, at de Riemann-integrable funktioner netop er dem, der er nasten overalt
kontinuerte, hvilket vil sige, at de er kontinuerte undtagen pa en mangde med (Lebesgue)mal nul. Hvad
man skal forstd ved Lebesgue-mal kommer vi tilbage til i kapitel 4.
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- 3.3.1 Udviklingen af funktionsbegrebet

Indtil 1830’erne var funktionsbegrebet styret af den Eulerske tradition, hvor en funk-
tion opfattedes som noget, der var givet ved et formeludtryk eller en ligning. Denne
opfattelse af en funktion kan ogsd findes hos Joseph Fourier (1768-1830) og Cauchy, og
selvom Leonhard Euler (1707-1783) og Cauchy definerede kontinuitet pa to forskellige
mader, havde de dog det tilfzelles, at de kun anerkendte funktioner med et endeligt antal
diskontinuiteter. [Hawkins, 1975, s. 3-12]

I 1837 definerede Dirichlet det moderne funktionsbegreb, hvor en funktion opfattes som
en entydig sammenhang mellem variable; en sammenhaeng der ikke ngdvendigvis angives
med en forskrift eller formel [Liitzen, 1978, s. 26).

Med Dirichlets nye funktionsbegreb ‘eksploderede’ maengden af funktioner. Det blev nu
muligt at forestille sig funktioner, der er diskontinuerte pa alle mulige (og umulige!)
mader. Med alle disse nye funktioner opstod der et behov for kortlegning. Dette med-
forte forskellige klassificeringer af funktioner, efter deres ‘kontinuitetsegenskaber’. I 1899
publiceredes en klassificering af kontinuerte og diskontinuerte funktioner af Réné Baire
(1874-1932), som inspirerede Lebesgue® [Hawkins, 1975, s. 118, 120]|Birkhoff & Kreyszig,
1984, s. 267].

Udvidelsen af funktionsbegrebet medfgrte et gnske om ogsé at kunne definere en raekke-
udvikling for ikke-kontinuerte funktioner, specielt undersggtes muligheden for at angive
de nye funktioners Fourierrakker. I forbindelse med dette blev der i sidste halvdel af
1800-tallet gjort flere forsgg pé at udvide integraldefinitionen, men det var forgeeves for-
spg, som ikke fik nogen succes i forbindelse med teorien for Fourierraekker. Af eksempler
pa sidanne integraler kan naevnes Weierstrass’ definition fra 1886, samt Harnacks og
Holders definitioner ligeledes fra 1880’erne [Hawkins, 1975, s. 69, 75-76].

Thomas Jan Stieltjes (1856-94) offentliggjorde i 1894 en generalisering af integralbegre-
bet, som var motiveret i en helt anden type problemer end ovennaevnte. Dette skete i
artiklen ‘Recherches sur les fractions continues’, der omhandler kaedebrgker. Denne ge-
neralisering viste sig senere at veaere et af de mere frugtbare forspg pa en generalisering
af Riemann-integralet.

Stieltjes repraesenterede en positiv ﬁlassefordeling langs en linie som en voksende funktion
o(z), der angiver den totale masse i intervallet [0,z] for z > 0. Stieltjes betragtede
summen:

D FE)(B@ir) - ¢(z4)),

=0

hvor zg,1,...,Zn er en partition af [a,b] og & € [zi,zi+1] for i = 1,...,n er et udvalg.
Hvis denne sum, uafhaengigt af partition og udvalg, gir imod en graensevzerdi for n gende
mod uendelig og leengden af partitionen (det vil sige l2ngden af det starste delinterval
i partitionen) giende mod nul, kaldes denne graensevaerdi for Stieltjes-integralet af f og
betegnes:

b
/ £() do(z).

Vi er ikke ghet dybere ind i betydningen af Baires arbejde for udviklingen af Lebesgues integraldefi-
nition. Baires arbejde synes imidlertid at have haft indflydeise bide p& Lebesgues arbejde, men ogsd pd
udviklingen af senere integralbegreber, blandt andre Denjoy-integralet. [Hawkins, 1975, s. 137]
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[Kline, 1972, s. 1041]

Riemann-integralet er et specialtilfeelde af Stieltjes-integralet med ¢(z) = z. En gene-
ralisering af Stieltjes’ integralbegreb kom senere til at spille en central rolle i Radons
integrationsteori.

3.3.2 Malbegrebet

I sidste halvdel af 1800-tallet begyndte udviklingen af et nyt matematisk omrade, nemlig
teorien for uendelige mzengder, primzert drevet af Georg Cantors (1845-1918) arbejde.
Parallelt med dette gnskede man, som navnt i forrige afsnit, i denne periode at udvide
integraldefinitionen til flere diskontinuerte funktioner end Riemanns definition kunne
klare. Dette forte til et studie af mengden af diskontinuitetspunkter for funktioner, og en
undersggelse af, hvordan man kan méle indholdet eller ‘volumenet’” af sddanne maengder
[Kline, 1972, s.1041].

Cantor prasenterede i 1884 en definition af det ydre indhold® af en begraenset maengde
i R™. Vi har valgt at betegne Cantor-indholdet med ¢, for at kunne skelne definitionen
fra den senere definition givet af Camille Jordan (1838-1922).

Definition 3.1 (Cantor-indhold)

Lad A C R"™ vere begrenset og lad mengderne K, , og W, for hvert x € A, p > 0 veere
gwet ved

K., = {keR"||k—z|<p},
Wp = Ua:EAK::,p-

Lad c.(W,) vere volumenet af W,. Cantor-indholdet c.(A) af A defineres som:

ce(4) = lim co(WV)).

[Dalen & Monna, 1972, s. 94-95]

Definitionen handler altsd om at overdakke en mangde med kugler, hvor vi bemaerker,
at kuglerne ikke er disjunkte. Nar vardien af p bliver mindre vil volumenet af foreningen
af kuglerne give en bedre approksimation til volumenet af mangden. Cantor bestemte
volumenet af W, ved beregning af et integral, hvordan dette ggres vil vi ikke komme
nzrmere ind pa.

Man kan altsa tilleegge et Cantor-indhold til enhver begraenset maengde, men ‘indholdet’
viser sig at veere ikke-additivt. Spprgsmalet om additivitet gir pA, om man kan definere
indholdet af en forening af maengder som summen af indholdet af maengderne. Som naevnt
i afsnit 2 er dette en egenskab man gnsker et ‘indholds’-begreb skal opfylde.

Tkke-aditiviteten i Cantors definition kan illustreres ved fglgende eksempel:

"Her mener vi et ‘generaliseret volumen’, hvilket i én dimension angiver lzngde, i to dimensioner er
et areal og i R™ bliver et ‘hypervolumen’.

8Der bruges i litteraturen flere forskellige betegnelser for denne karakteristik af en mangde, blandt
andet content [Hawkins, 1975] og extent [Pesin, 1970]. Vi har valgt at overseette det til indhold.
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Lad I = [0,1] og mangderne A, B C I vare givet ved
A={a]la€eQ,ac|0,1]} og B={b|becR\Q,be[0,1]}

Da de rationelle tal ligger taet vil I vaere en delmangde af U,c4 K, , uanset
hvor lille p bliver, og tilsvarende er I en delmezngde af UzepK, ,. Cantor-
indholdet af henholdsvis A og B vil derfor vaere 1, og da indholdet af I ogsé
er 1, er summen saledes forskellig fra indholdet af I. [Dalen & Monna, 1972,
5. 95]

I 1892 gav Jordan en definition af to forskellige indhold af en delmzengde af R og et
kriterie for, hvornar en mangde kan kaldes madlelig. [Pesin, 1970, s. 32]

Definition 3.2 (Jordan-indhold)
Lad A C R vere en begrenset mengde og (I;) vere et endeligt system af afsluttede
intervaller. Lad A C U, I;. Det ydre Jordan-indhold af A er defineret ved:

ce(4) =inf{3" 1] | A C UL, I).

=1

Lad nu I;’erne vere parvis disjunkte, og U}, I; C A. Det indre indhold of A defineres
som:

n
ci(4) = SUD{Z [Tl | U, 1; € A}
i=1
A siges at vere en Jordan-mdlelig mengde, hvis c.(A) = c¢;(A). I dette tilfelde kaldes
denne stgrrelse Jordan-mdlet of A.

[Hawkins, 1975, s. x|

Det ydre indhold er en approksimation af mangdens indhold udefra, mens det indre
indhold approksimerer indefra. Hvis de to approksimationer er ens, er maengdens indhold
bestemt.

Som tilfeeldet er med Cantors definition har Jordans indholdsbegreb ogsa visse uhensigts-
maessige egenskaber. Der findes blandt andet 4bne meengder, som ikke er Jordan-maélelige.
I modsetning til Cantors definition er additiviteten opfyldt, men kun for endelig mange
disjunkte delmangder. [Dalen & Monna, 1972, s. 96)

Den endelige additivitet er imidlertid nok til, at Jordan-indholdet kan bruges til at give
Riemann-integralet en malteoretisk formulering?®, hvilket Jordan gjorde i 1892 [Hawkins,
1975, s. 93-96] [Pesin, 1970, s. 37-38]. Ifslge [Hawkins, 1975] var det denne malteoretiske
formulering af Riemann-integralet, der var med til at indikere, at en frugtbar generalise-
ring af integralbegrebet skulle spges i udviklingen af mél-begrebet:

In this form Riemann’s definition no longer appears incapable of generali-
zation; or, at least, it is possible to see a relationship between the problem
of extending Riemann’s definition and the problem of extending the class of
measurable sets and the accompanying measure. [Hawkins, 1975, s. 95]

9Dette vil vi komme nzrmere ind pa i kapitel 4. -
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Det blev Emile Borel (1871-1956), der med sin definition af malet af en maengde, pa
afggrende vis udvidede klassen af mangder, der kan tillzegges et mal. Det der primaert
adskiller Borelmalet fra de tidligere méaldefinitioner er egenskaben, at det er talleligt
additivt. Det er dette malbegreb, Lebesgue bygger sin integraldefinition p4. Borel, der
pa dette tidspunkt var optaget af problemer indenfor kompleks funktionsteori, indfgrte
det nye mal i sin afhandling fra 1894. [Hawkins, 1975, s. 97|[Birkhoff & Kreyszig, 1984,
s. 267)



4 Henri Lebesgue (1875-1941)

Vi vil nu undersgge, hvordan Lebesgue indfgrer integralet, hvilke setninger han viser
og hvordan han viser dem, med henblik p& at underspge, hvad det siger om hans mo-
tivation. Vi begynder med en kort biografi af Lebesgue, hvorefter vi undersgger hvilken
motivation Lebesgue selv angiver i sin afhandling ‘Intégrale, Longueur, Aire’. Efter vi
har gennemgéet den méade, hvorpa Lebesgue indfgrer integralet, ser vi pa beviserne for
Analysens Fundamentalteorem 2 og en konvergensseatning, som er de centrale sztninger
i Lebesgues afhandling. Afslutningsvis samler vi op pa vores resultater, og giver vores
bud p&, hvad Lebesgue var motiveret af.

4.1 Kort biografi

Henri Lebesgue studerede i 4rene 1894 til 1897 pa Ecole Normale Supérieure, hvor ogsa
Borel og Baire havde studeret. Efter feerdigggrelsen af studierne arbejdede han i bibli-
oteket pa Ecole Normale Supérieure, og her fik han lejlighed til at stifte bekendtskab
med Baires studier af diskontinuerte funktioner. Fra 1902 og frem til 1910, hvor han
blev matire de conférences ved Sorbonne i Paris, varetog han forskellige poster ved uni-
versiteter i provinsen. Lebesgue opnede at blive professor ved Collége de France, og
blev i 1920’erne tildelt wresfyldte medlemsskaber af forskellige videnskabelige selskaber.
[Dictionary of Scientific Biography, 1973, vol. VIII, s. 110-112]

I &rene 1899-1901 publicerede Lebesgue fem noter i ‘Comptes Rendus de I’Académie des
Sciences de Paris’!. De fem noter var alle baseret p4 Lebesgues doktorafhandling ‘In-
tégrale, Longueur, Aire’, der blev publiceret i tidsskriftet ‘Annali di Matematica pura ed
applicata’ i 1902 [Lebesgue, 1902]. Overskrifterne p& disse noter er, i kronologisk raekke-
folge ‘Sur quelgques surfaces non réglées applicables sur le plan’, ‘Sur la définition de Uaire
d’une surface’, ‘Sur la définition de certaines intégrales de surface’, ‘Sur le minimum de
certaines intgrales’ og ‘Sur une généralisation de lintégrale définie’ [Lebesgue, 1901].2

I disse fem noter betragtede Lebesgue rektifikation af kurver, arealbestemmelse af skeeve
polygoner ved approksimation, overfladeintegraler og bestemmelse af flade med mindste
areal ud fra en given begraenset rand [Burkill, 1944]. I den femte note, [Lebesgue, 1901],
offentliggjorde han for forste gang sin generalisering af integralbegrebet.

Lebesgue havde i forste omgang problemer med at f& optaget selve afhandlingen, og da
den endelig blev publiceret var modtagelsen meget forbeholden pa grund af Lebesgues be-

1 «Comptes Rendus’ er et tidsskrift med korte artikler eller noter, hvor der gives en prasentation af
forskningen, men ingen uddybning. Noterne kan opfattes som lange abstracts af den egentlige artikel, og
publiceres forud for hovedartiklen.

2Vi har ikke de forste fire noter med i vores litteraturliste, men de przcise oplysninger kan findes i
for eksempel [Hawkins, 1975, s. 218]. -
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skeeftigelse med diskontinuerte funktioner og funktioner uden kontmuerte afledte. [Dalen
& Monna, 1972, s. 115] [Kline, 1972, s. 1049]

4.2 Lebesgues artikler: ‘Intégrale, Longueur, Aire’ og
‘Sur une généralisation de l’intégrale définie’

Vi har i forbindelse med besvarelsen af vores problemformulering valgt at undersgge
Lebesgues note fra 1901 og afhandlingen fra 1902. Vi har valgt disse frem for hans senere
og muligvis mere gennemarbejdede fremstillinger, idet vi er interesserede i at undersgge,
hvad Lebesgues motivation er pa det tidspunkt, han indfgrer det nye integralbegreb.
I afhandlingen har vi begraenset os til at studere introduktionen, dele af fgrste kapitel
om mél, samt det kapitel, der omhandler integration (kap 2), da det er disse dele af
afhandlingen, der har direkte relevans for besvarelsen af vores problemformulering,.

Det viste sig ved naermere eftersyn, at der er stor lighed mellem fremstillingerne i de to
tekster. I sagens natur er 1901-noten fra Comptes Rendus dog kun en kort introduktion
til Lebesgues integral, mens afhandlingen fra 1902 indeholder en mere gennemarbejdet,
afrundet fremstilling af definitionen pa integralet og medtager beviser for de szetninger,
der ogsa prasenteres i noten. Vi har derfor valgt at gennemga begge tekster under ét,
dog med hovedvaegten lagt pa fremstillingen, som den er givet i afhandlingen.

I introduktionen til ‘Intégrale, Longueur, Aire’ skriver Lebesgue hvilke emner, han vil
komme ind pd i sin afhandling, samt hvorfor det er interessant. Han starter med at sige,
at han vil forsgge at give s& generelle og pracise definitioner som muligt p3 det bestemte
integral, leengden af en kurve og arealet af en overflade. Herefter navner Lebesgue, at
Riemanns integral ikke i alle tilfaelde kan lgse det Lebesgue kalder ‘integralregningens
fundamentale problem’, eller ‘stamfunktionsproblemet’, nemlig at finde en funktion nar
man kender dens afledte:

... 'intégration, telle que I’a définie Riemann, ne permet pas dans tous les cas
de résoudre le probléme fondamental du calcul intégral: Trouver une fonction
connaissant sa dérivée. Il peut donc sembler naturel de chercher une autre
définition de l'intégrale, telle que, dans des cas plus étendus, intégration soit
'opération inverse de la dérivation.? [Lebesgue, 1902, 5.231]

Lebesgue er altsi ude efter at finde en definition af integralet saledes, at integration i de
fleste tilfalde er den inverse operation af differentiation. Dette er ogsa den motivation
Lebesgue angiver i noten [Lebesgue, 1901, s. 1025].

Lebesgue nzevner ogsé, bade i indledningen til afhandlingen og i noten, at det viser
sig, at en graensefunktion for en konvergent fglge af begreensede, integrable funktioner
er integrabel [Lebesgue, 1902, s. 232] [Lebesgue, 1901, s. 1027]. Dette bliver naevnt i
sammenhzeng med, at han angiver, hvilke typer af funktioner, der bliver integrable i den
nye integraldefinition. I forbindelse med integration af de funktioner, der kan angives ved -

3Vores oversattelse af citat: ”,..integrationen, sidan som Riemann definerer den, tillader ikke i alle
tilfzelde at lpse det fundamentale problem i integralregningen: At finde en funktion, nar man kender dens
afledte. Det m4 altsa virke naturligt at sege efter en anden definition af integralet, siledes at integration _
i de fleste tilfeelde er den omvendte operation af differentiation.”
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en konvergent raekke skriver Lebesgue, at man her kan benytte en egenskab ved hans
integral, som tillader ledvis integration. [Lebesgue, 1902, s. 233]

‘Intégrale, Longueur, Aire’ bestér af seks kapitler, hvor begreberne mal, integral, kurve-
leengde og areal af overflader indfgres i de fgrste fire kapitler, mens de to sidste kapitler
omhandler anvendelser indenfor overfladers geometri.

4.3 Lebesgues integralbegreb

Afhandlingen er opbygget i nummererede afsnit, som vi henviser til med §-numre.
Lebesgue nummererer ikke saetninger, men skriver dem i en anden skrifttype; vores num-
merering i det fplgende er kun medtaget for at lette overskueligheden. I sztninger og
beviser bruger Lebesgue ofte tekst i stedet for matematiske symboler, vi har flere steder
valgt at erstatte Lebesgues tekst med symboler for at gge forstielsen.

4.3.1 Den geometriske definition

Lebesgue starter med en geometrisk definition af integralet. Fgrst formuleres ‘integralpro-
blemet’ for de kontinuerte funktioner, og det vises, at integralet i disse tilfzelde altid har
en mening og kan findes. Herefter rekapitulerer Lebesgue Darbouxs version af Riemanns
integral og setter denne i forhold til Jordans indholdsbegreb. Dette motiverer indfgrelsen
af Lebesgues generalisering,.

Fra det geometriske synspunkt formulerer Lebesgue ‘integralproblemet’ (for kontinuerte
funktioner) pa fglgende made:

Etant donnée une courbe C par son équation y = f(z) (f est une fonction
continue positive, les axes sont rectangulaires) trouver I’aire du domaine limité
par un arc de C, un segment de Oz et deux paralléles 4 I'axe des y d’abcisses
données a et b, (a < b).* [Lebesgue, 1902, s. 248)

Det bestemte integral fra a til b af en kontinuert positiv funktion er saledes arealet under
kurven for funktionen.

Lebesgue betragter henholdsvis undersummen s og oversummen S

s = Edimi og S= Z‘SiMi’

hvor é; er leengden af et interval pa z-aksen og m;, M; er henholdsvis infimum- og suprem-
umvzerdier for f p de tilhgrende intervaller. Disse over- og undersummer approksimerer
henholdsvis det ydre og det indre indhold® af det domene i planen, som Lebesgue be-
skriver i citatet, det vil sige disse indhold kan findes som gransevardier for henholdsvis
over- og undersummen. For de kontinuerte funktioner kan det vises, at det ydre indhold
er lig det indre, og dermed lig det areal som integrationsproblemet gik ud pé at finde.
[Lebesgue, 1902, §15, s. 249] _
4Vores oversaettelse af citat: “Givet en kurve C ved sin ligning ¥ = f(z) (f er en kontinuert, positiv

funktion, akserne er rektangulare) at finde arealet af omridet begrenset af et stykke af C, en del af

z-aksen og to parallelier til y-aksen, gennem a og b, (a < b).” Lebesgues notation Oz har vi oversat til
z-aksen.

5Ydre og indre indhold er begreber som Jordan introducerede; se afsnit 3.3.2.
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Ifglge Lebesgue har Darboux vist, at for begraensede funktioner gar bade over- og un-
dersummen mod en entydigt bestemt graensevaerdi (ikke ngdvendigvis den samme for de
to), det gure integral og det nedre integral. Nar de to er lig hinanden siges funktionen
at vazere Riemann-integrabel, og den falles graensevaerdi kaldes det bestemte integral af f
taget mellem a og b.

Denne formulering gives ogs en geometrisk fortolkning. Lebesgue betragter fgrst en vil-
karlig positiv funktion defineret pa intervallet [a, b]. Svarende til denne funktion defineres
meaengden E af punkter, hviskoordinater opfylder ulighederne:

a<z<h  0<y< f(a)
Det vil altsa sige meengden:
E={(z,y)la<z<b 0<y< f(a)}

Det er denne maengde, det drejer sig om at finde et areal for. Som for de kontinuerte
funktioner haves, at det ydre indhold af denne mangde er greenseveerdien for oversum-
men, og det indre indhold er graenseveerdien for undersummen, for intervallengderne
gaende mod nul og antallet af intervaller giende mod uendelig. S& eksistensen af gvre
og nedre integraler for en begranset funktion er skvivalent med eksistensen af indre og
ydre indhold for en begrzenset mangde. Af dette fis, at en ngdvendig og tilstraekkelig
betingelse for, at f er Riemann-integrabel er, at meengden E er Jordan-malelig, og der
fas, at malet af F er lig med integralet af f. [Lebesgue, 1902, §16]

For en vilkarlig (det vil sige ikke ngdvendigvis positiv) begraenset funktion f betragtes
summen {den kaldes E) af mzngden E; bestdende af koordinaterne med positive y-
veerdier og mangden E, bestdende af koordinaterne med negative y-vaerdier. Hvis E er
Jordan-malelig er f Riemann-integrabel, og integralet er lig

my(E1) — my(Ez),

hvor J’et er vores tilfgjelse, der angiver, at der er tale om Jordan-maél.

Lgsningen af integralproblemet er-altsd muligt for flere funktioner end de kontinuerte.
Lebesgue skriver, at disse resultater peger mod en generalisering af integralbegrebet, der
bygger pd en generalisering af mal. Han giver fglgende definition af det bestemte integral
for en begraenset funktion, som bygger pa denne generalisering;:

Definition 4.1 (Den geometriske definition)

Huvis mengden E er mdlelig (i sifald er E; og E; det ogsd) er det bestemte integral af
f taget mellem a og b lig med m(E,) — m(E,). De funktioner f der hgrer til sédanne
mengder E siges at vere summable®. [Lebesgue, 1902, s. 250]

Dette viser altsa, at problemet med at finde et integral for en begranset funktion svarer
til problemet med at finde malet for en begraenset mangde.

Men hvad skal man nu forstd ved det nye mal, som Lebesgue indferer, og hvori bestar -
generaliseringen? Malet indfgres som sagt i afhandlingens forste kapitel. Hvordan det
gores vil vi kort komme ind pa.

8Vores overszttelse af det franske ord ‘sommable®
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4.3.2 Lebesgues indfgring af mal

Der er altsd i forbindelse med generaliseringen af integralet behov for at kunne tillzegge s&
mange mangder som muligt et mal. Lebesgue indfgrer, inspireret af Borel, i forste kapitel
‘malproblemet’, med hvilket han mener fglgende: Kan man tilleegge enhver begraenset
maengde i R" et tal stgrre end eller lig med nul, siledes at fglgende egenskaber er opfyldt:

¢ Der eksisterer maengder med mal forskellig fra nul.
e To ens mangder har samme maél.

o Malet af foreningen af et endeligt eller tlleligt antal parvist disjunkte maengder er
summen af méalene af disse mangder.

[Lebesgue, 1902, §1, s. 236}

Lebesgue bemarker, at ‘malproblemet’ kun lgses for de meengder, som han vil kalde m&-
lelige. Sammenlignes de tre betingelser og Lebesgues kommentar med den ‘gnskeliste’ for
et mal, som vi opstillede i kapitel 2, svarer Lebesgues kommentar om, at ‘malproblemet’
kun lgses for de mélelige maengder til, at det ikke er muligt at tilleegge alle delmangder
i R™ et mal. Den forste af Lebesgues betingelser er blot med for at undgi det trivielle
tilfelde. Den anden betingelse mener vi svarer til, at malet er translations invariant, og
den sidste af Lebesgues betingelser er den tallelige additivitet.

Ferst betragtes mal for maengder, hvis elementer er punkter p3 den reelle akse. Lebesgue
definerer malet af et linjestykke til at veere lzengden af linjestykket og viser, at denne
definition opfylder de tre stillede betingelser [Lebesgue, 1902, §2, s. 237]. Med dette op-
fylder Lebesgues mal altsd ogsd den anden betingelse stillet i kapitel 2. Derefter betragter
Lebesgue vilkarlige delmangder af punkter fra den reelle akse. En sidan mengde E kan,
pa et uendeligt antal mader, indelukkes i et endeligt eller teelleligt antal intervaller. Kaldes
meangden af punkter i disse intervaller for E;, det vil sige E; er foreningen af intervaller,
der omslutter F, haves at malet af mangden E altid er mindre end eller lig med maélet
af mzngden Ei:
m(E) < m(Ey).
Herefter definerer Lebesgue det ydre méal af E som

me(E) =inf{}_|I||EC | In = E1}. (4.1)
n=1 n=1

[Lebesgue, 1902, §3, s. 237]
Lad E befinde sig pa linjestykket AB, og C45(E) betegne komplementzermangden til E
pé linjestykket AB. SA er det indre méal af mangden E, m;(E), defineret ved:

m;(E) = m(AB) — m.(C4p(E)) = B — A~ m.(Cap(E)). (4.2)
[Lebesgue, 1902, §3, s. 238]

Lebesgue definerer nu maélelige mangder pd samme méde som Jordan, se afsnit 3.3.2:

Definition 4.2 (M4l og méalelige maengder)
De mengder E, for hvilke der gelder m;(E) = m(E), kaldes malelige mengder. Den
felles verdi for disse to stprrelser kaldes mdlet af mengden (m(E)), forudsat dette mdl

opfylder de tre betingelser stillet i forbindelse med ‘mélproblemet’. [Lebesque, 1902, §4,
5. 238] n
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Lebesgue viser, at malet m opfylder betingelserne i malproblemeét, hvis man indskraenker
sig til kun at betragte de malelige maengder.

Sammenholdes det ydre og indre mél med Jordans indhold far Lebesgue:
ci(E) < mi(E) £ me(E) < ce(E). (4.3)
[Lebesgue, 1902, §8, s. 242]

En mangde er Jordan-maélelig, hvis det ydre indhold er lig med det indre indhold. Heraf
fplger, at alle Jordan-malelige maengder ogs& er maélelige i den forstand, Lebesgue har
defineret, og at i de tilfselde, hvor méalene eksisterer, er de to vardier ens.

For det tilfeelde, hvor mengderne bestar af punkter i en plan, definerer Lebesgue ydre
og indre mal pd akkurat samme made som ovenfor, blot med den forskel, at han nu ikke
leengere betragter foreninger af intervaller som indeholder mangden, men gar over til at
betragte foreninger af trekanter, som indeholder den betragtede maengde. Definitionen
af méil er analog med definitionen af mél for de én-dimensionelle mangder. [Lebesgue,
1902, s. 243-244].

Malet, der optraeder i definition 4.1, er alts3 veldefineret. Forudsat at man kan finde en
mangde, siledes at der geelder skarpe ulighedstegn i udtryk 4.3, giver Lebesgue-maélet
anledning til, at flere mangder kan tillegges et mal, end det var tilfaeldet med Jordans
mélbegreb. Dette betyder altsd ogs4, at alle begraensede Riemann-integrable funktioner
er Lebesgue-integrable, og at der er begransede funktioner, der er Lebesgue-integrable,
men ikke Riemann-integrable.

4.3.3 Den analytiske definition

Efter at have lavet generaliseringen af integralet fra det geometriske synspunkt, gir
Lebesgue i afhandlingen videre til at give en analytisk definition af integralet. Her har
vi valgt at gennemgd, hvordan Lebesgue indfgrer den analytiske definition i noten fra
1901. Vi har dog =ndret notationen, si den passer bedre til den, Lebesgue anvender i
afhandlingen.

Lebesgue betragter en begrznset funktion f(x) pa et interval, for hvilken der gelder,
at ag < f(z) < an, for alle z tilhgrende det betragtede interval. Integralet defineres pa
folgende made:

Lad f veere indeholdt mellem ap og a,, og givet partitionen
ag < a1 <...<0pn-1 < Qp.
Mangderne Ey og E; er da defineret ved
Ey={z| f(z) =ao} og Ei={z|ai1< f(z)<ai}.

Hvis Ey og E;’erne er mélelige for i = 1,2,. .. betegner m(Ep) henholdsvis m(E;) méalene
for disse maengder.

Lebesgue betragter summerne:

aom(Ep) + Z a; m(E;) g ao m(Eg) + Z ai—1 m(E;),

i=1 i=1
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Yy v

ag | y = f(z) L1
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Figur 4.1 PA den venstre figur ses oversummen og p& den hgjre ses undersummen for integralet
af f. P4 begge figurer er E; = UEy. M®ngderne E; er de intervaller p4 z-aksen, som afgraenses
af de respektive rektangler.

hvor den fgrste er en oversum og den anden en undersum for integralet af f, se figur 4.1.
Hvis disse to summer gir mod den samme graensevardi — uathangigt af de valgte a;’er —
for den maksimale afstand mellem to p& hinanden fglgende a;’er giende mod nul, siges
f at veere integrabel og graenseveerdien er integralet af f. [Lebesgue, 1901, s. 1026}

Den geometriske definition af integralet kan ikke udvides til tilfzeldet, hvor den betragtede
funktion ikke er begrenset, men det kan den analytiske derimod. Dette vil vi ikke komme
nzrmere ind pa, blot nzvne, at Lebesgue laver denne udvidelse i [Lebesgue, 1902, §24,
s. 258].

4.3.4 Lebesgues brug af ordet summabel

I moderne litteratur bruges ordet summabel som et synonym for Lebesgue-integrabel.
Dette synes dog ikke helt at vare den méide Lebesgue bruger ordet pa i afhandlingen.
Forste gang, det optraeder, er i forbindelse med den geometriske definition af integralet
[Lebesgue, 1902, §17, s. 250}, som vi ovenfor kaldte definition 4.1. Her bruger Lebesgue or-
det, som man ville bruge det i dag, men senere definerer han, at en funktion er summabel
hvis:

Va,b {z|a< f(z) < b} er malelig.

[Lebesgue, 1902, §24, s. 258] Dette ville vi i dag kalde, at funktionen er maélelig. I til-
faeldet med de begraensede funktioner er enhver mélelig funktion dog integrabel, sé i
dette tilfzelde er det ikke s& vigtigt at skelne. For de ubegransede funktioner bemeerker
Lebesgue, at man skal huske, at en ubegraenset summabel funktion ikke npdvendigvis har
et integral [Lebesgue, 1902, §24, s. 259]. Dette tyder pa, at Lebesgue i afhandlingen rent
faktisk bruger ordet summabel som et udtryk for det, man i dag kalder malelig. Ifglge
Hawkins er det fprst senere, at Lebesgue indfgrer den betydning af ordene summabel og
malelig, som man bruger i dag [Hawkins, 1975, s. 125]. Det er alts3 ikke helt klart for
0s, om Lebesgue bruger summabel i den ene eller den anden betydning. Vi vil lade det
afhaenge af konteksten, om vi oversatter ‘sommable’ som malelig eller integrabel.



26 Henri Lebesgue (1875-1941)

4.4 De centrale sztninger

Lebesgue nzvner specielt Analysens Fundamentalteoremm 2 og konvergenssatningen i
indledningen til afthandlingen, og det er derfor oplagt at undersgge, hvordan han faktisk
beviser disse sztninger. Derudover viser Lebesgue ikke andre ‘store’ satninger, hvilket
ogsd er en arsag til, at vi betragter s®tningerne som centrale i Lebesgues afhandling.

I forbindelse med beviserne for de to sztninger er det ngdvendigt at kende andre af
Lebesgues resultater. Dem vil vi anfgre her, i vores egne formuleringer, uden bevis.

Hj=lpes=tning 1
Lad E,, E,,... vere mélelige mengder, for hvilke der for alle n gelder E, .y C E, og
lad mengden E vere givet ved: E = (o, En, sé er
(o o]
m(E) =m([) En) = lim m(Ey).

n=1

[Lebesgue, 1902, §9, s. 243]

Hjeelpes=tning 2
Lad (f,) vere en fglge of summable funktioner. Hvis f,(x) — f(z) forn > o0 og f er
begrenset, sé er f ogsé summabel. [Lebesgue, 1902, §22, s. 257]

Men hvad skal man nu forstd ved summabel i denne saetning? Hvis summabel betyder
maélelig, er forudsatningen at f skal vaere begranset ungdvendig. Hvis summabel i stedet
betyder integrabel vil s@tningen som den str ogsd vaere rigtig, da en malelig begraenset
funktion er integrabel.

Saledes bevaebnet med vigtige ‘hjelpesetninger’, vil vi nu som lovet kaste os over kon-
vergenssatningen.

4.4.1 Lebesgues konvergenssztning

Lebesgue viser én konvergenssatning i athandlingen. Et specialtilfzelde af denne kon-
vergenssatning bliver i dag kaldt ‘begrenset konvergens’ [Gordon, 1994, s. 34]. Som en
begrundelse for, at sztningen er interessant, nzevner Lebesgue, at stgrstedelen af de dis-
kontinuerte funktioner, som man indtil da er stgdt pd i analysen, er defineret ved hj=lp
af reekker [Lebesgue, 1902, §25, s. 259]. Konvergenssatningen fgrer netop til en satning
om ledvis integration af rakker.

Satning 4.1 (Konvergenssa:tning)
Huis en folge af summable funktioner fi, f2, f3,..., (definerede pd en mdélelig mengde
E), som har integraler, har en grense f, og hvis

IMeR, Ve E VneN: |f(z) - folz)| < M,
58 har f et integral, som er grenseverdien af integralerne for funktionerne f,, det vil

sige [ f =limp_yoo [ frn. [Lebesgue, 1902, s. 259]

Udsagnet i parentesen er vores tilfgjelse. Brugen af ordet summabel kan i denne sammen-
haeng bade betyde malelig og integrabel, men da Lebesgue praeciserer, at ‘fi, f2, fs,- ..
har integraler’ er det klart, at de er integrable og derfor ogsa malelige.
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Bevis
Lebesgues bevis for ovenstdende saetning starter med omskrivningen

f=fn+(f_fn): (4'4)

hvor de to funktioner pa hgjresiden ifglge Lebesgue er integrable, hvorved f ogsé er
integrabel.

Lebesgue uddyber ikke, hvorfor sidste led er integrabelt. Dette vil vi argumentere for pa
fglgende made. f, er integrabel ifglge forudsatningerne, og for at vise, at (f — f,) er
" integrabel danner vi fglgen (fmm — fn)m; det vil sige en fglge, hvis m’te element er givet ved
differensen af det m’te element fra den oprindelige folge og én bestemt af funktionerne i
folgen, nemlig f,,. Denne folge gar imod (f — f,) for m giende mod uendelig, ydermere
er alle elementer i fglgen integrable og (f — f,) er begrznset ifplge forudszetningerne. Vi
kan séledes bruge hjalpesaetning 2 til at konkludere, at (f — f,) er integrabel som gnsket.

Altsa er f integrabel. Herefter vises, at [ fn — [ f for n = oo. Lebesgue tager udgangs-
punkt i leddet (f — fn)-

Et vilkarligt € > 0 betragtes’. Lad e, vaere mangden af vaerdier af z, for hvilke man ikke
har, at der for ethvert p > 0 gzlder

|f(z) = frip(@)] <€ (4.5)

Sagt pa en anden méde s er e,:
en={z€E|IpeN: |f()— fasp(a)| > ). (46)

Lebesgue bemerker at e, er en mailelig maengde, det vil vi uddybe. Ligning 4.6 kan
skrives som:

en = |J{z € E|1£(2) - fars(@)] > ¢}, (4.7)

hvor nogle af mangderne i foreningen muligvis er tomme. For hver af disse mangder
gelder, at funktionen |f — fnyp| er en differens af to malelige funktioner og dermed
malelig. Dermed er alle mangderne i foreningen maélelige og ifglge [Lebesgue, 1902, s.
239] er e, ogsd malelig. '

Efter at have bemzrket, at e, er en malelig maengde skriver Lebesgue, at man har:
| [(¢@) = fa(@)ds] < M m(en) + elm(E) = men)]. (48)

Der angives ikke, hvordan man kommer frem til dette resultat. Vi har gjort pa folgende
made, inspireret af [Hawkins, 1975, s. 128).

| /E (F(@) - ful))dz] < / (@) — fale)lda
| /lf - fo@lde+ [ 17(@) - fulo)lda. (49)
E\en

Fodtegnene E, e, m.fl. er vores tilfgjelser. Af disse mellemregninger fis udtryk (4.8),
idet M m(ey) er en oversum for fe,. |f = faldz og €[m(E) — m(en)] er en oversum for

fE\e |f — fnldz.

7Lebesgue starter med at betragte et X, men skifter senere til-¢. Vi bruger betegnelsen ¢ fra starten.
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Vi skal nu betragte mangderne e,,. Lebesgue bemarker, at mangden e,, indeholder alle
maengder med index stgrre end n, og at der ikke eksisterer nogle punkter, der er falles
for alle ey’erne, det vil sige, at NS, e, = @. Dette argumenterer Lebesgue ikke for, men
vi vil dog lige stoppe op et gjeblik og argumentere for at det gzlder.

Ferst viser vi, at der for ethvert n haves, at e, C e,. Lad z veere et vilkarligt element
fra e,41. For dette z eksisterer der et p > 0, saledes at |f(2) — fin+1)+p(2)] > €, iflge
definitionen pa mangden en4+;. Saettes nu p' = p + 1, haves et tal p' > 0 saledes, at
|f(x) = fa+p (z)] 2 €. Dette betyder, at z tilhgrer e, hvilket skulle vises.

At N2, en = 0 folger af, at folgen (fn) er punktvis konvergent.
Disse to egenskaber giver ifglge hjzlpesatning 1, at m(e,) — 0 for n = co.

1ligning (4.8) kan man nu se, at for n = oo kan hgjresiden ggres vilkarlig lille, afhaengigt
af €, hvilket altsd vil sige, at [ f = limp—00 [ fa- Dette afslutter Lebesgues bevis.

Dette vil vi dog lige uddybe. At m(e,) — 0 for n = 00 kan jo ogsa udtrykkes saledes:
Ve>03INeN,n>N: m(e,) <e.

Dette ma specielt gelde for det € vi valgte i starten, ergo haves fra 4.8, fraet vist n > N
at regne, at
| [(@) = fal@)del < Mmien) + elm(B) - mies)]
<

Me+em(E)
(M + m(E)). (4.10)

Altsa: Nar fjenden kommer med sit €, dividerer vi det straks med (M + m(E)), kerer
beviset igennem med dette nye ¢ = m—;, indtil ovenstdende resultat. Her indsaettes
udtrykket for €, og vi far:

Ve>0 VzeE BNEN,nzN:I/ f(w)d:c—/ fa(z)dz| < €. (4.11)
E E

Det vil altsé sige, at [ f, = [ f for n — 0o0. Med andre ord udtrykket [ f = limn o0 [ fn
er sandt. ]

[Lebesgue, 1902, §25, s. 259-260]

Lebesgue bemarker tilsidst, at nir f er begranset kan s@tningen formuleres pa folgende
made:

Satning 4.2

Lad f1, f2, f3... veere en folge af summable funktioner, definerede pé E. Huis der eksi-
sterer et M € R sé |fp(z)| < M for alle z € E, n=1,2,..., og hvis f = limp_,00 fn, 54
har f et integral, som er grenseverdien aof integralerne for funktionerne f,, det vil sige
J f=limp oo [ fn. [Lebesgue, 1902, s. 260]

Denne variant af szetningen optraeder under navnet ‘sztningen om begrzenset konvergens’
i den moderne litteratur [Gordon, 1994, s. 34]. Begranset konvergens er et specialtilfeelde
af sztningen om majoriseret konvergens, som Lebesgue viser i 1908 [Hawkins, 1975, s.
118]. Kort fortalt gar denne s®tning ud p3, at forudsaetningen om, at alle funktionerne
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(fi); i = 1,2,...1 fglgen skal veere begreensede af en konstant veerdi, erstattes med forud-
szetningen, at de er begreensede af en Lebesgue-integrabel funktion. I tilfseldet begrenset
konvergens er denne funktion selvfplgelig bare en konstant funktion.

Af den generelle formulering af konvergenssatningen, sztning 4.1, kan man, ved at be-
tragte afsnitsfolger, udlede fglgende sztning om ledvis integration:

Saetning 4.3
Hvis ‘mengden aof rester’ for en konvergent rekke of integrable funktioner er begrenset
opadtil of en absolut veerdi, sd er rekken ledvis integrabel. [Lebesgue, 1902, s. 260]

Man betragter altsa rackken Y f,, som konvergerer mod f. Denne raekke har afsnitsfglgen
Sn = ., fi, s& raekkens konvergens kan udtrykkes: s, = f for n — co. At mzngden
af rester skal vaere begraenset mi, analog med satning 4.1, betyde at

IMeRVze EVneN:|f—s,| <M.

Hvis disse forudszetninger er opfyldt haves alts3, at rackken er ledvis integrabel.

4.4.2 Det ubestemte integral

Inden Lebesgue tager fat p4 Analysens Fundamentalteorem 2, introducerer han det ube-
stemte integral [Lebesgue, 1902, §26].

Definition 4.3 (Det ubestemte integral)
Det ubestemte integral for en funktion f(x), som har et bestemt integral pd intervallet
[, B, er en funktion F(x) defineret pé [, 8], sdledes at for alle a,b € [, 8] gelder der

b
/ f(@)dz = F(b) - F(a).
a
I denne lighed kan man legge F(a) til pi begge sider, og dermed fds (b erstattes med z ):

F(z) = /z f(z)dz + F(a).

Altsé har enhver funktion, som har et bestemt integral, et uendeligt antal ubestemte inte-
graler, som kun afviger fra hinanden med en konstant F(a). [Lebesgue, 1902, s. 260-261]

Det ubestemte integral, F(x), er en kontinuert funktion. Dette vises ligeledes i [Lebesgue,
1902, §26], men vi vil ikke komme ind p4 hvordan.

Som en optakt til Lebesgues udgave af Analysens Fundamentalteorem 2 vises i [Lebesgue,
1902, §27], at for de kontinuerte funktioner er det ubestemte integral F af f altid en
stamfunktion for f, det vil sige F' = f. Dette geelder ogsd for de afledte funktioner,
der er Riemann-integrable. Men, siger Lebesgue, der eksisterer afledte funktioner, der
‘ikke er Riemann-integrable, for disse kan man ikke finde stamfunktioner ved hjzlp af
Riemann-integration.

Det er altsd dette problem, der motiverer Analysens Fundamentalteorem 2.
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4.4.3 Lebesgues udgave af Analysens Fundamentalteorem 2

Lebesgue viser, at med hans integralbegreb gelder Analysens Fundamentalteorem 2 for
alle begransede afledte. Han er ikke i stand til at vise gyldigheden for alle ikke-begraensede
afledte, men angiver i sammenhang med denne undersggelse en ngdvendig og tilstrak-
kelig betingelse, pd f, som ifglge Lebesgue sikrer, at den afledte er integrabel, og at
det ubestemte integral er en af dens stamfunktioner. Vi vil dog kun betragte Analysens
Fundamentalteorem 2 for begraensede afledte.

Lebesgue viser satningen i to etaper, forst vises at enhver begraenset afledt er summabel,
derefter at dens ubestemte integral er en af dens stamfunktioner. I fgrste del af beviset
angiver Lebesgue dog ikke eksplicit, at han betragter begraensede afledte. Det gér vi
alligevel ud fra, at han ggr, fordi beviset ellers ikke er rigtigt. Nu til stningen:

Sztning 4.4 (Analysens Fundamentalteorem 2)
Enhver begreenset afledt funktion ‘antager’ [admet] som ubestemte integraler sine stam-
funktioner. [Lebesgue, 1902, s. 263]

Bevis

Farst viser Lebesgue, at enhver afledt er summabel. Da der i resten af beviset kun be-
tragtes begraensede funktioner, kan summabel i det fgigende opfattes i betydningen in-
tegrabel.

Den afledte f'(z) af en funktion f(z) er greensen for h = 0 af udtrykket:

fz+h) - (=)

h = ¢($) (4.12)

Nar h fastholdes, reprzsenterer udtrykket en kontinuert funktion ¢(z). Den afledte er
altsd graensefunktion for en falge (af ¢’er for varierende h’er) af kontinuerte funktioner.
Da kontinuerte funktioner er summable giver hjzlpesztning 2 altsa, at enhver begraenset
afledt er summabel.

Derefter viser Lebesgue, at enhver begreenset afledt antager sine stamfunktioner som
ubestemte integraler. I det fglgende betragtes f og f' pa intervallet [a,b]. Antag at den
afledte f’ for ethvert = € [a, b] opfylder |f'(z)| < M, hvor M er en konstant. P4 grund
af middelvaerdisatningen [théoréme des accroissements finis] haves for ethvert z (da f
er kontinuert og differentiabel pa (z,z + h)), at der eksisterer et 0 < § < 1 saledes,
at ¢(x) = f'(z + 6h). Da f’ er begraenset, ma ¢’erne siledes ogsd veere det pa hele
definitionsmzengden. Nu kan Lebesgue bruge sztningen om begraenset konvergens (her
i rapporten er det sztning 4.2), idet ¢’erne er summable, begraensede funktioner, og
dermed er integralet af f' greensevaerdien til integralerne af funktionerne ¢:

b

b b z+h
/a f'(@)dz = lim / #(z)dz = [m % / f(z)dz:l . (4.13)

a

Herp4 konkluderer Lebesgue direkte, at

b
/ f(2)dz = f(b) — f(a). (414)
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Disse skridt har vi valgt at uddybe. Vi starter med at give en uddybning af integralma-
nipulationerne i det sidste skridt i lighed (4.13):

/abqﬁ(z)d:c _ / f( a:—i—h (:z:)
(/ f(z + h)dz — /b f(a:)d:c)
(/:jh f(z)dz — / f(a:)d:z:)
b+h
(/a+h f(@)dz + \ f(z)dz
- [ et [ f(z)dm)
(/b-b+h F(a)do - /aa+h f(z)dz)

b

- [% /:M f(:c)dz] . (4.15)

a

S S

&=

o

Forste lighedstegn opnas ved at satte udtrykket for ¢(z) ind, andet lighedstegn ved at
- traekke h udenfor integraltegnet og bruge regneregler for integralet af en sum af to funk-
tioner. Tredje og fjerde lighedstegn opnéas ved et variabelskift og indskydelse af veerdier i
intervallerne [a + h, b + h] og [a, b], hvilket er lovligt ifglge [Lebesgue, 1902, § 21, s. 255].
Den sidste omskrivning er blot en kortere notation for det samme.

Dette var en uddybning af lighed (4.13), herefter fglger vores forklaring p3 springet
fra lighed (4.13) til lighed (4.14). Ved manipulation af hgjresiden i lighed (4.13) far vi
ligning (4.14): Lad c¢ veere et tilfeeldigt element tilhgrende definitionsmangden for f. S&

er
z+h z+h z :
/ f(z)dz = / F(@)dz - / F()de. (4.16)

Seetter vi nu
9(z) = /z f(z) dz, (4.17)

hvor g er en funktion af den gvre integrationsgraense, kan vi se, at udtrykket i lig-
ning (4.13) ligner en differentialkvotient:

z+h b _ b
im3 [ o] = [y, 2= 0] (ws)

Og da f er en kontinuert funktion er det ubestemte integral af f differentiabel med f som
afledet (ifglge Analysens Fundamentalteorem 1, der geelder for de kontinuerte funktioner,
se afsnit 1.4). Derfor kan vi skrive:

. 1 z+h b , b
[}}_'IB - / f(x)d:c] = @] (4.19)
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Ved indsattelse af udtrykket for g far vi den gnskede overgang fra lighed 4.13 til lighed
4.14: )

b

z+h z nt
[}g},% / f(w)dz] =[( / f(z)dw)} — @l = f®) - f@).  (420)

a

[Lebesgue, 1902, § 28, s. 263] O

Med gennemgangen af Lebesgues bevis for Analysens Fundamentalteorem 2 afsluttes
vores prasentation af Lebesgues afhandling.

4.5 Lebesgues videre arbejde

Allerede samme &r som afhandlingen udgives efterfplges den af Comptes Rendus-noten
‘Un théoréme sur les séries trigonométrigues’, hvori Lebesgue anvender det nye integral-
begreb i teorien for trigonometriske raekker. I 1903 uddybes noten i artiklen, ‘Sur les
séries trigonométrigques’, hvor Lebesgue indledningsvis omtaler sit formal:

En m’occupant des séries trigonométrigues, j’ai eu surtout pour but de mon-
trer I'utilité que pouvait avoir, dans I’étude de fonctions discontinues de vari-
able réelle, la notion d’intégrale que j’ai introduite dans ma Thése.® [Lebesgue,
1903, s. 453]

Specielt viser han, at hvis en begrenset funktion kan fremstilles ved en trigonometrisk
raekke, si er raekkens koeflicienter Fourierkoefficienterne og reekken altsa en Fourierrsekke
[Hawkins, 1975, s. 164]. Dette viser entydigheden af Fourierrakke-fremstillingen. Det
er muligt at fgre beviset ved at benytte ledvis integration, jeevnfgr metoden nszevnt i
afsnit 3.1, fordi der i Lebesgues integraldefinition findes konvergenssztninger, der er
tilstraekkelig staerke, siledes at uniform konvergens ikke er en ngdvendig betingelse.

11904 udgiver Lebesgue ‘Legons sur l'intégration et la recherche des functions primitives’
som er 6. bind i en raekke af monografier redigeret af Borel. Bogen bygger pé forelzsninger
om afthandlingen og relaterede emner, som Lebesgue afholder i 1902-1903. [Hawkins, 1975,
s. 132]

I ‘Legons’ praesenterer Lebesgue en deskriptiv eller aksiomatisk definition af det bestemte
integral. Lebesgue opstiller seks betingelser, som han mener et bestemt integral skal
overholde [Dalen & Monna, 1972, s. 111] [Hawkins, 1975, s. 132]:

1. For alle a,b, h geelder
b b+h
[ t@yda= [ fa-nyds;
a a+h

2. For alle a,b, ¢ gaelder

/abf(a:)d:c+/:f(:c)d:r,+/;af(z)dx=O;

8Vores oversettelse af citat: “I mit arbejde med trigonometriske raekker har jeg iser haft som formal
at vise den nytte, som det integralbegreb jeg har introduceret i min afhandling kan veere til i studiet af .
diskontinuerte funktioner af en reel variabel.” -
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3. For alle integrable funktioner f og g gzelder
b b b
[G@+s@yis= [ @ da+ [ ga)ds
a a a
4. Hvis f <0 og b > a, s& gelder
b
/ f(z)dz < 0;
a

5. fyldz=1;

6. For enhver voksende funktionsfplge (f,,), der konvergerer mod f, gelder

l'mgo /ab falz)dz = /ab f(z)dz.

n—

Betingelse 4 udtrykker at integralet skal veere en positiv funktional og betingelse 6 er
Lebesgues sztning om monoton konvergens. Lebesgue foreslar, at en definition af in-
tegralet for en begraenset funktion pd intervallet [a,b] skal veere et reelt tal, betegnet
/. : f(z) dz, der tilegnes pa en sddan made, at betingelserne er opfyldt. Denne definition
peger henimod den moderne (og Radons) opfattelse af integralet som en linezr funktio-
nal. [Dalen & Monna, 1972, s. 111]

4.6 Opsamling

Vi mener, at der forekommer to motivationsgrunde for Lebesgue. Den ene er Lebesgues
interesse for bestemmelsen af overfladers areal, samt leengder af kurver, mens det andet
er at skabe et integralbegreb som genskaber sammenhangen mellem ubestemte integraler
og stamfunktioner. Med sammenhang menes, at alle afledte skal vzere integrable og at
integrationen frembringer en stamfunktion. Dette er, hvad Lebesgue selv angiver som
formalet med indfgrelsen af det nye integral. -

Overskriften pa afhandlingen og pé de noter, der ligger til grund for afhandlingen tyder
p4, at Lebesgues matematiske motivation for indfgrelsen af integralet er opstéet i forbin-
delse med hans arbejde med arealer og overfladers geometri i det hele taget. Dette under-
bygges ogsh af afthandlingens opbygning, hvor behandlingen af de tre begreber integral,
lzengde og areal sidestilles. Herudover omhandler de to anvendelser ‘af integralbegrebet
overfladers geometri.

Hvordan kan vi underbygge pastanden om, at stamfunktionsproblemet er en motiverende
faktor for Lebesgue?

Forst og fremmest kan vi underbygge det med Lebesgues egne ord i indledningen®, om,
at det er stamfunktionsproblemet der har motiveret ham. Da stamfunktionsproblemet og
Analysens Fundamentalteorem 2 er to sider af samme sag, er det rimeligt at se pé, hvil-
ken status Lebesgue giver Analysens Fundamentalteorem 2. Vi mener, at dette henger
sammen med det szetningshierarki, der er i Lebesgues afhandling.

9Se citat i afsnit 4.2. -
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Til beviset af Analysens Fundamentalteorem 2 ggr Lebesgue brug af nogle af de ssetninger
han har vist tidligere i athandlingen. I beviset bruges konvergenssztningen, som igen er
afheengig af den tallelige addivititet. Saetningerne indgar saledes i et hierarki, og er ikke
sideordnede satninger, der kan bevises direkte med anvendelse af definitionen.

Kan konvergenssatningen derved opfattes som en slags hjelpesztning, hvis eksistens
kun er berettiget af Analysens Fundamentalteorem 2? I Comptes Rendus-noten og ind-
ledningen til afthandlingen introduceres konvergensszatningen i sammenhzng med en un-
dersggelse af hvor mangé funktioner, der er integrable. Inden Lebesgue beviser konver-
genssztningen angiver han en grund til, at seetningen er vigtig, nemlig at diskontinuerte
funktioner defineres ved hjelp af raekker'®. Dette peger i retning af hans senere udtrykte
interesse i at kunne angive Fourierrzekker for diskontinuerte funktioner (i Comptes Ren-
dus-noten fra 1902 om Fourierreekker). Der er altsa flere forskellige arsager til, at Lebesgue
er interesseret i konvergenssztninger.

Analysens Fundamentalteorem og stamfunktioner er det sidste emne, Lebesgue beskef-
tiger sig med inden han i afhandlingen gar over til multiple integraler. Dette ser vi som
et tegn pa, at Lebesgue veegter sztningen hgjt; som kronen pa veerket, si at sige. 1
indledningen skriver Lebesgue, at Riemann-integralet kommer til kort med hensyn til
visse afledte funktioner; denne bemserkning stir som den fgrste forklaring pa, hvorfor
Lebesgue vil gentage Jordans gvelse i definitionen af det bestemte integral. Dette gen-
tages umiddelbart inden Analysens Fundamentalteorem praesenteres, hvor han omtaler
den manglende symmetri, der er opstdet i Analysens Fundamentalteorem i overgangen
fra Cauchys integraldefinition til Riemanns. Vi mener, at Lebesgues gentagelse af moti-
vationen for at beskaeftige sig med Analysens Fundamentalteorem — han kunne bare have
bevist den uden at give en motiverende introduktion ~ viser at det er et problem, som
har interesse for Lebesgue.

Med hensyn til Fourierrsekker er det veerd at bemaerke, at det er den fgrste anvendelse af
integralet, som Lebesgue kaster sig over efter afhandlingen, som nzavnt allerede samme ar.
Dette viser, at Lebesgue selviglgelig er interesseret i at bruge sit integral som et redskab
i forbindelse med teorien for Fourierrzekker, men vi mener altsd ikke, at der 1 ‘Intégrale,
Longueur, Aire’ er belzg for at sige, at Fourierraekkerne var en motiverende faktor for
Lebesgues indfgrelse af integralet.

Der er blandede udsagn i litteraturen om Lebesgues motivation og beskrivelse af, hvad
han ger i afhandlingen.

[Pesin, 1970] fremhaever, at Analysens Fundamentalteorem 2 tilsyneladende har en sezerlig
status for Lebesgue:

It seems that in Lebesgue’s opinion the most interesting and desirable pro-
perty of integrals is that which enables us to solve the fundamental problem
of integral calculus: determination of a function from a known derivative (see
ILA, Introduction). [Pesin, 1970, s. 74]

[Pesin, 1970] baserer altsd denne kommentar pa Lebesgues ord i indledningen til ‘In- -
tégrale, Longueur, Aire’, og udtalelsen om, hvad Lebesgues mener er de vigtigste egen-
skaber ved integraler, fremstar pa denne baggrund som en lidt udokumenteret pastand.

10Ge afsnit 4.4.1. -
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I [Birkhoff & Kreyszig, 1984] er der en kort beskrivelse af Lebesgues afhandling. Her
fokuseres der pa Lebesgues konvergenssatning og det pastas, at Lebesgue i afhandlingen
anvender integralet i forbindelse med Fourierrakker:

In it, Lebesgue established the great power, generality, and elegance of his
new integral, applying it to Fourier series and other problems. [Birkhoff &
Kreyszig, 1984, s. 268]

Denne péastand er dog ikke rigtig; Lebesgue omtaler ikke Fourierraekker i ‘Intégrale, lon-
gueur, Aire, men fprst i den omtalte Comptes Rendus-note om Fourierrakker samme
ar. At [Birkhoff & Kreyszig, 1984] netop fremhaver konvergenssatningen og Fourier-
raekker skyldes maske, at Lebesgues arbejde praesenteres i forbindelse med en udredning
af funktionalanalysens historie.

-
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Vi skal nu undersgge et integral, som er defineret pa en anden méde end Lebesgues inte-
gral, der som vi har set defineres som et areal. Vi vil starte kapitlet med en kort biografi af
Perron, hvorefter der gives en beskrivelse af artiklen ‘Uber den Integralbegriff’, herunder
hvad han selv naevner som formal med at lave det nye integral. Derefter vil vi introducere
Perrons integralbegreb og gennemgé beviserne for Analysens Fundamentalteorem 2 og
en konvergenssatning, som er de saetninger, der ogsa her viser sig at vezere centrale. Dette
gores med henblik p4 at finde ud af om der er overensstemmelse imellem det erkleerede
formal, og det som Perron rent faktisk ger. Til slut vil der komme en opsamling pé vores
resultater, og vores bud p& Perrons motivation. '

5.1 Kort biografi

Oskar Perron begyndte sine matematikstudier i 1898 p& Universitetet i Miinchen. I 1906
blev han efter afslutningen af sine studier ansat som lektor ved Miinchen Universitet, og
i 1914 fik han et professorat ved universitetet i Heidelberg. Hans karriere blev pa dette
tidspunkt afbrudt for en periode pé grund af hans deltagelse i Forste Verdenskrig. [Frank,
1982}

I 4rene frem til publiceringen af hans integral i 1914 beskaftigede Perron sig fgrst med
undersggelsen af kaedebrgker og deres konvergensegenskaber, og senere omkring 1909
begyndte ogsa studiet af differentialligninger at optraede i hans publiceringer. Senere i
hans karriere blev hans forskning styret i retning af iszer talteori, algebra og geometri,
men ogsd, formidling af matematik spillede en rolle i hans senere arbejde. [Frank, 1982]

5.2 Perrons artikel: ‘Uber den Integralbegriff’

Perron preasenterer sit integralbegreb i artiklen ‘Uber den Integralbegriff’, der publiceres
i tidsskriftet ‘Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften’ i 1914
[Perron, 1914]. I starten af artiklen omtaler Perron hensigten med at udvikle integralet,
idet han skriver at:

Im folgenden stelle ich eine Definition des bestimmten Integrals zur Dis-
kussion, die, wie ich zeigen werde, mindestens so weittragend ist, wie die
LEBESGUEsche. Sie ist aber viel elementarer, und auch der Nachweis der fun-
damentalen Gesetze gestaltet sich viel einfacher. Aus der Theorie der Punkt-
mengen wird gar nichts vorausgesetzt.! [Perron, 1914, s. 3]

1Vores overszttelse af citat: “I det fglgende stiller jeg en definition af det bestemte integral til diskus-

37
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I artiklen prasenteres altsd en ny integraldefinition af det bestemte integral, som ifglge
Perron er mere elementer end Lebesgues definition, men mindst ligesa vidtraekkende.
Perron viser, at enhver Lebesgue-integrabel funktion ogsa er Perron-integrabel, hvilket vi
ser som et tegn pa, at han med ordet ‘weittragend’ hentyder til, at maengden af Lebesgue-
integrable funktioner er en delmengde af de Perron-integrable funktioner. Han naevner
.ogsd i citatet, at beviserne for de fundamentale sztninger bliver enklere. Heri ser vi to
sporgsmal. Dels hvilke seetninger Perron henviser til som de fundamentale sztninger, og
dels, hvad han legger i ordet enkel. Sidste spgrgsmal vil vi vende tilbage til i afsnit 5.7.

Inden vi giver et bud pa det forste spgrgsmal vil vi kort ridse opbygningen af artiklen op.
Ferst i artiklen definerer Perron integralet for begreensede funktioner. Herefter beviser
han i et afsnit med titlen ‘Regningen med bestemte integraler’ ti szetninger om egenska-
ber ved integralet, bade egenskaber af regneteknisk art, for eksempel satningen om, at
integralet af en sum er lig summen af integralerne. Der er ogsé saetninger af en anden art
eksempelvis Analysens Fundamentalteorem 1 og 2, en konvergenssatning og en satning
om, at produktet af en Riemann-integrabel funktion og en Perron-integrabel funktion
er Perron-integrabel. I det efterfglgende afsnit undersgges forbindelsen med Lebesgue-
integralet, og i det sidste afsnit omtaler han kort, hvordan hans integralbegreb forholder
sig til ikke-begransede funktioner.

Vender vi tilbage til spgrgsméalet om, hvilke stninger han henviser til som de funda-
mentale setninger mener vi, at det ma dreje sig om nogle (eller alle) af de ti setninger
han beviser om integralets egenskaber. Det kunne ogs3 veere sstningen om, at enhver
Lebesgue-integrabel funktion er Perron-integrabel, men den vil vi i denne sammenhzng
ikke betegne som fundamental.

Analysens Fundamentalteorem 2 og konvergenssztningen er i blandt de ti seetninger,
og vi antager derfor, at Perron ihvertfald ogsd henviser til beviserne for dem, nar han
bruger betegnelsen de fundamentale setninger. Analysens Fundamentalteorem og kon-
vergenssaetningen er som naevnt ovenfor af en anden karakter end de andre satninger,
der vises, som er af regneteknisk art og beskriver nogle basale egenskaber ved integralet.
Disse to sztninger kan saledes siges at vaere centrale for vores undersggelse af Perrons
motivation, og vi vil derfor undersgge om beviserne for disse sztninger bliver enklere i
Perrons integralbegreb.

I det folgende praesenteres forst Perrons integraldefinition og dernzst gennemgir vi be-
viserne for Analysens Fundamentalteorem 2 og konvergenssatningen, og tilsidst praesen-
teres sxtningen om, at enhver Lebesgue-integrabel funktion er Perron-integrabel.

5.3 Perrons integralbegreb

Perrons integraldefinition for begrznsede reelle funktioner af én reel variabel bygger pa
begreberne adjungerede over- og underfunktioner, som defineres ud fra gure og nedre
afledte. I en forbemezerkning i starten af artiklen definerer Perron de gvre og nedre afledte
og beviser en af to hj=lpesztninger til brug for den videre definition af det bestemte
integral. Vi har dog valgt at begynde med Perrons indfgrelse af de adjungerede over- og
underfunktioner, for at motivere indfgreisen af de gvre og nedre afledte.

sion, og som jeg viser er den mindst ligesd vidtraekkende som Lebesgues [definition]. Den er dog mere
elementzer og ogsh beviserne for de fundamentale setninger former sig meget enklere. Der bliver ikke
forudsat noget om teorien for punktmaengder.” -




5.3 Perrons integralbegreb 39

Definition 5.1 (Adjungeret underfunktion)
Lad f(z) vere en begreenset reel funktion defineret pd intervallet a < z < b, sdledes at

m < f(z) < M.
Enhver kontinuert funktion ¢(z), hvor folgende er opfyldt

¢(e) = 0 (5.1)
D¢(z) < f(z) nér a<z <), (5.2)

hvor Dg(z) betegner den pure afledte af ¢, kaldes en adjungeret underfunktzon til f pé

intervallet [a,b]. [Perron, 1914, s. 5]

Og tilsvarende defineres den adjungerede overfunktion:

Definition 5.2 (Adjungeret overfunktion)
Enhver kontinuert funktion v(z), for hvilken der gelder

~—

@) = 0 - (5.3)
Dy(x) > f(z) ndr a<sz<b (5.4)

hvor Dy(x) betegner den nedre afledte af 1), kaldes en adjungeret overfunktion til f pd
intervallet [a,b). [Perron, 1914, s. 5]

I definitionerne bliver de gvre og nedre afledte D¢(z) og Di(z) af de adjungerede funk-
tioner indfgrt. Perron indfgrer dem for at kunne tale om en slags afledte af kontinuerte
funktioner, der ikke ngdvendigvis er differentiable.

Definition 5.3 (@vre og nedre afledte)
Lad w(x) veere en kontinuert, reel funktion defineret pd intervallet a < x < b. Er z en
konstant, € en variabel verdi i intervallet vil funktionen af £

w(f) —w(z)
-z

for & = x svinge mellem en guvre og nedre ‘Unbestimmtheitsgrenze’, som kaldes hen-
holdsvis den gure og nedre afledte of w(zx) og betegnes

Dw(z), Dw(x).
[Perron, 1914, s. §]
I tilfeeldet, hvor w(€) er differentiabel angiver definitionen den kendte definition pa en

differentialkvotient for funktionen w(¢) i punktet z. Definitionen pa den gvre og nedre
afledte af f kan gives fglgende formulering;

Duw(z) = al_i’%l sup{(g)—:(—m—)- 0< | ~z| <8} (5.5)
Dw(z) = 61_i)r(1)1+ inf{u—)(g—g——_;;m :0< € —2| <6} (5.6)

[Gordon, 1994, s. 54] -
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Hvis en funktion er differentiabel i et punkt z vil den gvre og nedre afledte vaere ens og
lig med -differentialkvotienten, mens hvis funktionen ikke er differentiabel i punktet vil
de gvre og nedre afledte eksistere, men have forskellige veerdier. De gvre og nedre afledte
kan godt veere henholdsvis c0.

I det ikke-differentiable tilfzzlde vil den gvre afledte have en stgrre veerdi end den nedre
afledte, hvilket man kan overbevise sig om ved at se pa den alternative formulering,
ligning 5.5 og 5.6, idet supremum af en mangde ngdvendigvis er sterre end eller lig med
infimum af maengden.

Perron viser herefter nogle simple sammenhange for de afledte, og to hjzlpesatninger,
som han benytter i senere beviser. Vi vil her gengive de to hj®lpesatninger, men vi har
ikke medtaget beviserne, idet vi mener det ville flytte fokus fra det vasentlige.
Hjaélpesaetning 3

Er Dw(z) opadtil begrenset pé intervallet [a,b] er forholdet

w(z2) — w(z1)
9 — I

for to verdier x; og x5 i intervallet, ogsé begrenset opadtil af den samme veerdi. [Perron,
1914, s. 4, ‘Hilfssatz 1’]

Hj=lpes=tning 4
Er Dw(z) nedadtil begrenset pé intervallet [a,b] er forholdet

w(z2) — w(x1)
o9 — I

for to verdier x; og x2 i intervallet, ogsd begrenset nedadtil of den samme veerdi. [Perron,
1914, s. 4, ‘Hilfssatz 2°]

I forbindelse med definitionen af de gvre og nedre afledte betegner z en konstant og £
den variable; i resten af artiklen betegner z en variabel i intervallet [a, b].

Efter nu at have indfgrt definitionerne pa de gvre og nedre afledte for en kontinuert
funktion vender vi tilbage til de adjungerede over- og underfunktioner. Perron skal bruge
de adjungerede funktioner til at definere integralet med, men forst overbeviser han sig
om, at der for alle begraensede funktioner faktisk eksisterer et adjungeret funktionspar (en
adjungeret over- og underfunktion). Lad nemlig f veere en begraenset funktion, saledes
at m < f(z) < M. Da vil ¢(z) = m(z — a) og Y(z) = M(z — a) vaere et adjungeret
funktionspar, idet de opfylder betingelserne givet i definition 5.1 og 5.2. [Perron, 1914,
s. 5]

Perrons integraldefinition bygger p4, at underfunktionerne i intervalendepunktet er be-
gransede opadtil af en vardi g, mens overfunktionerne i punktet er begraensede nedadtil
af en vaerdi G. Dette ophgjer Perron ikke til en sztning, men beviser det alligevel, hvilket
vi ogsa gor her.

Lad f(z) veere en begraenset funktion pi intervallet [a,b], og lad ¢(x) veere en til f “
adjungeret underfunktion. For z € [a, b] gelder uligheden

Do(z) < f(=) < M, (5.7)
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ifolge definitionen pd en adjungeret underfunktion. Nu ggr Perron brug af hjzlpesztnin-
gen, som han viste i starten af artiklen, se hjalpesatning 3.

Da ligning 5.7 netop siger, at D¢(z) er begranset fas ved brug af hjelpesztningen, og
at ¢fa) = 0:

H-9@ . .
b—a -
¢(b) < M(b-a). (5.8)

Her har vi siledes, at enhver adjungeret underfunktion til en begraenset funktion f vil
vaere begreenset opadtil, og derfor vil mangden af verdier {¢(b) : ¢ er en adjungeret
underfunktion til f} have et supremum (kaldet g).

Tilsvarende viser Perron, at den adjungerede overfunktion er begraenset nedadtil ved at
gore brug af hjelpesztning 4. Da Dy(z) > f(z) > m fas sdledes at

WO -v@ o
b—a -
() > m(b-a). (5.9)

Det vil sige, at maengden af veerdier {/(b) : ¢ er en adjungeret overfunktion} har et
infimum (kaldet G). Perron har siledes afklaret de adjungerede funktioners henholdsvis
gvre og nedre greenser, og er nu interesseret i at kunne udtale sig om sammenhaengen
mellem greenserne, det vil sige vise at G > g.

I starten af artiklen efter indfgrelsen af de gvre og nedre afledte viser Perron simple
sammenhznge mellem de afledte; en trekantsulighed for den gvre og nedre afledte, og
at D(—w(z)) = —Dw(z) [Perron, 1914, s. 3]. Dette bruges nu til at vise, at for vilkar-
lige over- og underfunktioner er den nedre afledte af funktionen (z) — ¢(z) begreenset
nedadtil af vaerdien nul:

D(y(z) — ¢(z)) 2 Dy(x) + D(—=¢(z)) = Dy(z) — Dé(z) 2 0, (5.10)

hvor sidste ulighedstegn fglger af

Dé() < f(2) < Dy(z),

da, ¢(z) og ¥(x) er et adjungeret funktionspar. Den nedre afledte af 1)(z) — ¢(z) er siledes
begraenset nedadtil af nul, hvorved

Y(e2) = $la2) = (B(z1) = 9l@)) .

o — I

ifglge hjzlpesatning 4. Hvis z; = a og z2 = b indsattes, og da ¥(a) = ¢(a) = 0 fas

$(b) — 6(b)
——bT >0 (5.11)

og derved er ¥(b) — ¢(b) > 0. For vilkarlige 9, ¢ gelder siledes, at ¥(b) > ¢(b), og derved
ndr Perron frem til ligningen G > g.

Nu kan Perron give definitionen p& Perron-integrabilitet for en begraenset funktion.
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Definition 5.4 (Perron-integralet)
Lad f vaere en begrenset funktion pa intervellet [a,b]. Lad

G =inf{y(b) | ¥ er en adjungeret overfunktion for f}

og
g = sup{¢(b) | ¢ er en adjungeret underfunktion for f},

som defineret ovenfor.

Nér G = g kaldes f integrabel i intervallet [a,b], og verdien G = g kaldes det bestemte
integral:

/b fx)dz =G =g. (5.12)

[Perron, 1914, s. 6]

Af denne definition fas, at der for enhver adjungeret over- og underfunktion til en inte-
grabel funktion f(z) ma gelde uligheden:

b
6(b) < / f(z)dz < $(b), (5.13)

hvormed Perron kan angive fglgende betingelse for, at f(z) er Perron-integrabel i inter-
vallet [a, b]:

Szetning 5.1 (Perron-integrabilitet)

Huis der for ethvert € > O eksisterer en adjungeret underfunktion ¢ og en adjungeret
overfunktion ¢, séiledes, at 1(b) — #(b) < €, sd er f Perron-integrabel. [Perron, 1914, s.
6/

P4 hvilken méde kan vi nu forsta Perron-integralet? Det adjungerede funktionspar bestar
af to funktioner, der har den egenskab, at deres ‘afledte’ klemmer den funktion inde, som
skal integreres. De adjungerede funktioner er saledes valgt pa baggrund af sammenhaengen
mellem deres ‘afledte’ og integranden, siledes at den gvre afledte af underfunktionen
er mindre end f, og den nedre afledte af overfunktionen er stgrre end f. Men netop
denne sammenhang giver dem status som en form for approksimerede stamfunktioner
til funktionen. Selvfglgelig er de ikke rigtige stamfunktioner, idet de jo ikke behgver at
vare differentiable.

Perrons integraldefinition bygger pd en sammenligning af supremum og infimum for
mangderne af de adjungerede under- og overfunktioner (evalueret i z = b), og ved lighed
er funktionen integrabel og integralet er fundet. De adjungerede underfunktioner evalu-
eret i interval-endepunktet giver siledes en nedre grense for integralet, mens de adjun-
gerede overfunktioner giver en gvre graense. De adjungerede funktioner er altsa en slags
gvre og nedre integraler, der approksimerer stamfunktioner for integranden. Det centrale
punkt i Perrons definition, mener vi derfor, er stamfunktionen, og selve afggrelsen af
Perron-integrabilitet og bestemmelsen af integralet handler om at finde en stamfunktion.
Det bestemte integral er siledes defineret som en tilvaekst i en stamfunktion.

Denne méde at betragte integralet p4 er i sin natur én-dimensionel. Der findes ikke nogen
naturlig mide, hvorpa man kan generalisere denne definition af integralet til funktioner
af flere variable. Stamfunktionsbegrebet giver kun mening for funktioner af en variabel.
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5.4 De centrale sztninger

Analysens Fundamentalteorem 2 og konvergenssatningen har vi ladet st i Perrons egne
ord (dog oversat til dansk), mens vi har uddybet beviserne i forhold til det i artiklen
angivne, dog ikke i en sddan grad, at den overordnede gang i beviserne er sndret.

S=tning 5.2 (Analysens Fundamentalteorem 2)
Er f(x) begreenset og den afledte af en funktion F'(z), sd er f(z) integrabel og der geelder:

/ ' F(e) dz = F(b) - Fla)
[Perron, 1914, s. 8-9]

Denne satning er Perrons ‘Satz 6.

Bevis

Forst viser Perron, at f(x) er integrabel ved at finde et adjungeret funktionspar for f,
der opfylder integrabilitetsbetingelsen, se satning 5.1. Som kandidat til den adjungerede
underfunktion ¢ og den adjungerede overfunktion 1 for f i intervallet [a,b] betragter
Perron funktionerne: '

$(z) = F(z) - F(a) og ¥(z) = F(z) - Fla). (5.14)

Det er oplagt, at disse to funktioner faktisk er under- og overfunktioner til f, idet betin- -
gelserne fra definition 5.1 og 5.2 er opfyldt; da F(x) er kontinuert er ¢ og 1) kontinuerte,
og

¢(a) = ¥(a) = F(a) — F(a) = 0.
Da F(z) er differentiabel fas for underfunktionen

D¢(z) = (F(z) - F(a))' = F'(z) = f(2),
og tilsvarende for overfunktionen
Dy(z) = (F(z) — F(a))' = F'(z) = f(z).
For ethvert € > 0 geelder, at
$(b) — ¢(b) = F(b) — F(a) — (F(b) - F(a)) =0 < e.
" Da ¢(b) = 9(b) er integralet af f(z) lig denne veerdi

/ ’ H(e) do = F(b) - Fla). (5.15)
O

Det eneste Perron benytter sig af for at bevise Analysens Fundamentalteorem er betin-
gelsen for Perron-integrabilitet, ssetning 5.1, hvilket igen er tegn p&, at hans integralde-
finition er bygget op omkring bestemmelsen af en stamfunktion.

Vi kommer nu til gennemgangen af Perrons konvergenssetning. Det er vard at laegge
merke til, at setningen krzver uniform konvergens af den betragtede funktionsfglge.
Denne konvergenssztning er altsa sekvivalent med den, der gzlder i Riemann-integralets

ramme, og svagere-end de konvergenssaztninger, der kan vises i Lebesgue-integralets
ramime. -



44 Oskar Perron (1880-1975)

Seetning 5.3 (Konvergenssaetning)

Nér de integrable funktioner f(z), fo(z),... defineret pé intervallet ja,b) konvergerer
uniformt mod en grensefunktion f(z), sé er f(z) ogsd integrabel og der geelder:

b b
[ t@da= tim [ fata).
[Perron, 1914, s. 10-11]

Denne s@tning er Perrons ‘Satz 9.

Bevis

Gangen i beviset er fgrst, at vise at f(z) er integrabel pa intervallet ved at vise, at
differensen mellem en valgt adjungeret over- og underfunktion kan ggres vilkarlig lille.
Derefter vises det, at [ f, — [ f for n — oo, det vil sige, at differensen mellem integralet
af f(z) og integralet af f,(z) for et passende stort n kan ggres vilkirlig lille.

Lad € > 0 veere givet. Da folgen af funktioner fi(z), f2(z), ... konvergerer uniformt vil
der for alle € > 0 eksistere et N € N, saledes at der for alle z € [a,b] og for allen > N
gelder: '

fa(z) — €< f(2) < fa(z) + e (5.16)

Da fn(z) er integrabel kan vi vaelge et adjungeret funktionspar, ¢, (z) og ¥n(x), til fo(z)
saledes, at der givet et e; > 0 gaelder, at ¥, (b) — ¢, (b) < €. Perron benytter sig senere
af dette, men han skriver det aldrig eksplicit.

Som kandidat til et adjungeret funktionspar til f(z) betragter Perron de kontinuerte
funktioner:

®(z) = @Pn(z) — €(z —a) (;g U(z) = Pu(z) + e(z — a). (5.17)

At funktionerne faktisk er et adjungeret funktionspar ses, idet (vi viser kun for under-
funktionen; beviset for overfunktionen forlgber analogt):

®(a) = ¢n(a) —ela—a)=0-0=0,

da ¢, er en adjungeret underfunktion. For at vise, at den anden betingelse er opfyldt,
det vil sige D®(x) < f(z), benytter vi to af de egenskaber ved gvre og nedre afledte,
som Perron viser i starten af artiklen?. Vi betragter den gvre afledte af ®(x) og far ved
indsattelse af funktionsudtrykket:

De(z) = D(¢n(z)—e(z—a))
< D¢n(z) — De(z — a)
S fn(z) —€
< flz), (5.18)

hvor det tredje ulighedstegn fglger af, at ¢,(z) er en underfunktion for f,(z), og at
e(z — a) er differentiabel, hvorved De(z — a) = e{z — a)’ = e. Det sidste ulighedstegn
folger af konvergensen af funktionsfglgen, ligning 5.16. Nu betragter Perron differensen:

U(b) — ®(b) = ¢Yn(b) — ¢n(b) + 2¢(b — a). (5.19)
?Disse egenskaber er trekantsuligheden og at D(—w(z)) = ~D{w). Dette giver i kombination egen-
skaben D(w;(z) — w2(z)) < Dwi(z) + D(—wa(z)) =-Dw;(z) — Dwa(x).




5.4 De centrale sztninger 45

Denne starrelse, skriver Perron, kan ggres vilkarlig lille, men han giver ikke en argumen-
tation. Det sidste led kan oplagt ggres vilkérlig lille. Vurderingen af det fgrste led falger
imidlertid af, at det adjungerede funktionspar er valgt saledes, at ¥n(b) — ¢n(b) < €;. Da
¥(z) og ®(z) er et adjungeret funktionspar for f(z), og forskellen mellem dem kan ggres
vilkarlig lille, fglger det af seetning 5.1, at f(x) er integrabel. Det var fgrste skridt.

Idet f(z) er integrabel, er det nu muligt at undersgge forskellen mellem integralet af f(z)
og integralet af f,(z):

b b b
/fMM—/nmm=/uw—anm (5.20)

for hvilken der ifglge Perron galder

b
—e(b—a) < / (f(@) = fu(2))ds < (b — a), (5.21)

hvormed han afslutter beviset.

Dette vil vi lige uddybe. Da Perron-integralet er en positiv funktional®, kan vi pa bag-
grund af ligning 5.16 vurdere integralet af funktionen f(z) — f(z). For n > NV fas saledes,
at

—e< f(z) — fn() <e =
—/bcdz< L(f(@) - fal2)) dz </bedx =
—eb—a) < [2(f(@) - fa(@))dz < e(b—a). (5.22)

P3 baggrund af ligning 5.22 kan vi hermed slutte, at forskellen udtrykt ved ligning 5.20
kan ggres vilkarlig lille, hvorved

b b
/ f(z)dz = lim / fu(z). (5.23)
|

I en moderne lerebogsudgave af dette bevis ville man have anvendt et andet € i lig-
ning 5.16, sdledes at ligning 5.22 i stedet ville blive

b
—e< / (F(z) — ful)) < €.

For et givet € > 0 er det derfor vist, at der for alle z € [a, b] eksisterer et N € N, saledes
at

b b
|/ flz)dz —/ fn(z)dz| < € for allen > N.
a a
Dette er ensbetydende med, at

fﬂwa=g&[n@»

3Denne egenskab har Perron vist som en af de ti s®tninger, der omhandler regning med bestemte

integraler; hvis fi(x) > fa(z) pa intervallet [a,b] s er f: fHi(z)dz > f: f2(z) dz. [Perron, 1914, s. 8,
‘Satz 5') -
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Beviset for konvergenssaetningen er siledes bygget op pA samme made som beviset for
Analysens Fundamentalteorem 2. I begge beviser viser Perron, at f er integrabel ved at
benytte sztning 5.1 om Perron-integrabilitet. Til at bevise veerdien af integralet benyttes
i beviset for Analysens Fundamentalteorem 2, at de to adjungerede funktioner har den
samme veerdi i interval-endepunktet, hvorved integralet er lig denne vaerdi. I beviset for
konvergenssatningen er de to adjungerede funktioner ikke ens i interval-endepunktet, s&
dette argument kan ikke bruges her. I stedet vurderes forskellen mellem integralet af f(z)
og den veerdi af integralet af f(z), der er givet i ssetningen.

5.5 Sammenhaengen mellem Lebesgue- og Perron-
integralet

Perron navner i starten af artiklen, at hans integral er mindst ligesd vidtraekkende
som Lebesgues, hvilket vi, jeevnfer afsnit 5.2, netop opfatter som, at enhver Lebesgue-
integrabel funktion er Perron-integrabel. Dette understgttes af Perrons optakt til seet-
ningen:

Wir wollen jetzt noch zeigen, daf unsere Theorie sogar mindestens so weit
geht, wie die LEBESGUEsche, indem wir folgenden Satz bewiesen: Wenn eine
Funktion f(z) im LEBESGUEschen Sinne integrierbar ist, so ist sie auch in
unserem Sinne integrierbar, und das LEBESGUEsche Integral ist gleich dem
unseren.? [Perron, 1914, s. 13]

Vi har valgt kun at give en antydning af gangen i beviset for sztningen.

Som med beviserne for de to andre sztninger er det centrale ogsa i dette bevis at an-
give kandidater til et adjungeret funktionspar for den funktion, man @nsker at vise er
Perron-integrabel. I dette tilfzelde handler det om en Lebesgue-integrable funktion f pa
intervallet [a, b].

Som kandidat til den adjungerede overfunktion ¢ betragter Perron en overestimation af
arealet under f, som han konstruerer ved at benytte Lebesgues analytiske definition af
integralet. Han viser, at kandidaten opfylder betingelserne for at vzere en overfunktion
til f, og at funktionen taget i endepunktsveerdien b kan vurderes i forhold til Lebesgue-
integralet af f. Ved at foretage de samme raesonnementer for en adjungeret underfunktion
¢, far Perron folgende vurdering:

P(b) —e < /b(L)f(:r) dzr < ¢(b) + €. (5.24)

Han kan nu vurdere de to adjungerede funktioner i forhold til hinanden, og pi bag-
grund af saetningen om Perron-integrabilitet konkludere, at f er Perron-integrabel. Ud
fra udtryk 5.24 ses det endvidere, at forskellen mellem Perron-integralet af f og Lebesgue-
integralet af f kan ggres vilkarlig lille, hvorved ogsA sidste halvdel af szetningen er bevist. _
[Perron, 1914, s. 13-15]

4Vores oversaettelse af citat: “Vi vil nu vise, at vores teori sogar er mindst ligesi vidtrakkende som
Lebesgues, idet vi beviser fplgende s®tning: NAr en funktion f(z) er Lebesgue-integrabel er den ogsi
integrabel i vores forstand, og Lebesgue-integralet er-lig vores.”
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5.6 Ubegraensede funktioner

Afslutningsvis vil vi omtale Perrons integraldefinition i forbindelse med ubegransede
funktioner. Perron skriver selv til sidst i artiklen, at integraldefinitionen ‘ohne Schwierig-
keit’ kan overfgres til ubegransede funktioner, dog med den betingelse, at der eksisterer
et adjungeret funktionspar til funktionen. Dette er ikke ngdvendigvis opfyldt for ube-
greensede funktioner. Perron skriver, at forudsat at denne betingelse er opfyldt er bade
Analysens Fundamentalteorem 2 og konvergenssatningen stadig gyldige for ubegransede
funktioner. [Perron, 1914, s. 15]

I [Dalen & Monna, 1972, s. 129] understgttes Perrons pastand om, at gyldigheden af
Analysens Fundamentalteorem 2 kan overfgres til ubegransede afledte funktioner, mens
det i [Pesin, 1970, s. 165] bemaerkes, at Analysens Fundamentalteorem 2 kun er gyldig
for begransede afledte funktioner®. I ingen af disse kilder finder vi dog en underbyg-
ning af pastandene. [Gordon, 1994] viser Analysens Fundamentalteorem 2 for alle afledte
[Gordon, 1994, s. 134].

Vi mener ikke, at beviset for Analysens Fundamentalteorem 2 forudsaetter begraensethed
af den afledte. Det er muligt at velge stamfunktionen som adjungeret over- og under-
funktion uanset om den afledte er begreenset eller ej, og dermed vil Analysens Funda-
mentalteorem 2 veare gyldig ogsa for ubegraensede afledte.

5.7 Opsamling

Ifalge Perrons egne indledende kommentarer er hans primare motivation for at lave en
generalisering af integralet at lave en definition, der ikke bygger p& malteori, men som
har den samme rakkevidde som Lebesgue-integralet, og hvor setningerne ligeledes kan
vises uden brug af méalteoretiske argumenter. Vi mener nemlig, at han med ‘der Theorie
der Punktmengen’ mener mélteori, og at udtrykkene ‘viel elementarer’ og ‘viel einfacher*
fra citatet i afsnit 5.2 blandt andet hentyder til, at der ikke indgar méalteori og at dette,
ifslge Perron, gor integralbegrebet og beviserne enklere end Lebesgues.

Men hvad er det s Perron ggr? Perrons definition af integralet involverer ikke malteori,
det vil sige overvejelser over hvordan man kan tilleegge punktmaengder et mal. Dette kan i
en vis forstand siges at forenkle argumenter og definitioner. Derimod har det den ulempe,
at definitionen bliver mere abstrakt, den intuitive fornemmelse af integralet som et areal
eller mal af en meengde forsvinder. Man kan ikke give det adjungerede funktionspar
¢ og 1 en geometrisk fortolkning, kun den relativt abstrakte fortolkning at de er en
‘slags’ stamfunktioner. Derudover angiver Perrons integraldefinition ikke en metode til
at konstruere integralet. Til gengaeld har definitionen den fordel, at man i praksis naesten
altid finder integralet ved at finde en stamfunktion for den funktion, der skal integreres.
Definitionen afspejler altsa det man i praksis ger, nir man integrerer og kan derved siges
at veere didaktisk smart. Da Perrons definition bygger pa stamfunktionsaspektet gives
der ingen naturlig generalisering til hgjere dimensioner.

P4 hvilken made er Perrons definition si forskellig fra Lebesgues? Lebesgues definition
bygger, som vi har set, pa fortolkningen af integralet som et areal og athanger folgelig af

5Den nzerverende udgave af {Pesin, 1970] er en oversattelse fra russisk af Samuel Kotz, Department
of Mathematics, Temple University, Pennsylvania. Det er oversatteren, der er ansvarlig for pastanden
om, at Analysens Fundamentalteorem 2 kun er gyldig for begreemsede funktioner.
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maélteoretiske overvejelser. Lebesgues definition af integralet, som den er givet i afhand-
lingen, er konstruktiv, det vil sige den angiver er metode integralet kan konstrueres pa.
Vi mener, at den vaesentligste forskel pa de to integralbegreber, med hensyn til hvilket der
er det mest elementere, er denne forskel i tilgang, mellem fortolkningen af det bestemte
integral som et areal eller som en stamfunktionstilveekst. ‘Konflikten’ mellem disse to
forskellige tilgange er ikke ny i integralregningens historie, men stammer helt tilbage fra
Newton, der som den fgrste indfgrer et integral baseret p& en tilveekst i en stamfunktion
[Henstock, 1963, s. 4].

Forudsat at man mener, at stamfunktionsaspektet er det mest centrale eller elementzere
i forbindelse med integration, s mener vi godt man kan sige, at Perrons definition er
mere elementer (end Lebesgues).

Angaende beviserne laves disse ogsa uden brug af méalteori. Som naevnt bygger beviserne
for badde Analysens Fundamentalteorem 2 og konvergenssztningen pa at finde adjunge-
rede funktionspar ¢ og 1 og derefter ggre brug af seetning 5.1 om Perron-integrabilitet
og vise, at der for ethvert ¢ > 0 eksisterer et adjungeret funktionspar, s 1(b) — ¢(b) < e.
P4 denne méade kan begrebet siges at vaere bevisteknisk enkelt.

Der er altsd noget der tyder pa, at Perron ved enkle beviser forstdr beviser, der ikke
benytter sig af malteoretiske argumenter, og som i stedet benytter sig af ovennaevnte
metode. I Lebesgues afhandling bruges blandt andet konvergenssatningen i beviset for
Analysens Fundamentalteorem 2, mens denne s=tning i Perrons integralbegreb nzrmest
falder direkte ud af definitionen ved hjzlp af ovenstiende metode. I denne forstand mener
vi godt, at man kan sige, at beviserne er enklere.

Hvis Perron bruger udtrykkene ‘mere elementzr definition og enklere beviser’ i ovensta-
ende betydning, si underbygger det vores pastand om, at Perrons primare motivation
er at lave et integralbegreb uden brug af méalteori.

P4 grund af definitionens karakter bliver lgsningen af stamfunktionsproblemet en grund-
leeggende del af Perrons integralbegreb. Perron fremhever ikke lgsningen af stamfunk-
tionsproblemet som et specielt formal, men det er sandsynligt, at han blandt andet har
konstrueret integralet med dette for gje. Det ser ikke ud til, at Perron er specielt mo-
tiveret af gnsket om at angive brugbare konvergenssatninger. I s fald ville det vaere
meerkeligt, at han har stillet sig tilfreds med en konvergenssztning, der kraever uniform
konvergens.

Han er tilsyneladende heller ikke interesseret i den egenskab, at hans integralbegreb er
mere generelt end Lebesgues i den forstand, at det kan integrere flere funktioner, ihvert-
fald undersgger han det ikke. Han viser kun, at det er ligesd generelt som Lebesgues.
Perron navner, at hans integralbegreb og de satninger han viser ogsd galder for ube-
grensede funktioner. P4 baggrund af dette og Analysens Fundamentalteorem 2 kunne han
have konkluderet, at hans integral faktisk kan integrere flere funktioner end Lebesgue-
integralet, idet der findes ubegrznsede afledte som ikke er Lebesgue-integrable. Men det
gor han ikke.
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Formalet med det fplgende er at give en kort introduktion til de fgrste dele af Radons
artikel, sidan at man kan fi en fornemmelse af Radons motivation, karakteren af hans
integraldefinition og de resultater han viser i sammenhang hermed.

6.1 Kort biografi

Omdrejningspunktet i Radons videnskabelige karriere syntes at veere Universitetet i
Wien. Her startede han sine matematikstudier i 1905, blev ‘Privatdozent’ i 1914 og
endelig blev han i 1949 professor efter at have varetaget adskillige professorater ved an-
dre universiteter blandt andet i Tyskland og @strig-Ungarn. I &rene mellem 1910, hvor
han faerdiggjorde sine studier, og 1913 havde han flere lektorater, blandt andet pa Den
Tekniske Hgjskole i Wien. [Dictionary of Scientific Biography, 1973, vol. X1, s. 260-261]

Radon var motiveret af bide matematiske og fysiske problemstillinger, og studerede da
ogsa begge fag pa universitetet. Undervejs i studierne inspireredes han til at studere

reel funktionsteori og variationsregning, hvor sidstnzvnte omrade blev emnet for en af-

handling i 1910. Variationsregningen, som gav mulighed for en syntese af matematiske

og fysiske omréader, vedblev med at vere en af hans interesseomrader. [Dictionary of

Scientific Biography, 1973, vol. XI, s. 260-261]

6.2 Radons artikel: ‘Theorie und Anwendungen der ab-
solut additiven Mengenfunktionen’

I juni 1913 bringes Radons artikel . ‘Theorie und Anwendungen der absolut additiven
Mengenfunktionen’ i tidsskriftet ‘Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akadamie der Wis-
senschaften’ [Radon, 1913]. I indledningen giver Radon en beskrivende praesentation af
indholdet af artiklen med henvisninger til de arbejder af andre matematikere, der danner
grundlaget for hans eget arbejde.

Radon er i dette arbejde motiveret af en artikel af David Hilbert (1862-1943) fra 1906,
hvor Hilbert beskzeftigede sig med integralligninger. En integralligning er en ligning pd
formen

b
) = / K (,y)u(z) d,

hvor u(z) er den ubekendte [Kline, 1972, s. 1076]. Radon skriver, at han vil udarbejde
en generel teori. for de linezre integralligninger, hvor det arbejde Hilbert har lavet om
integralligninger fremkommer som et specialtilfeelde. [Radon, 1913, s. 1295}
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Radon refererer til to artikler, som hans teori er en videreudbygning af. Den ene er en
artikel af Riesz fra 1910 ‘Uber Systeme integrierbarer Funktionen’, hos Radon citeret som
Riesz I, den anden er en artikel af Lebesgue fra 1910 ‘Sur lintégration des fonctions
discontinues’ [Radon, 1913, s. 1295-1296]. Derudover henviser Radon til endnu en artikel
af Riesz ‘Sur certains systémes singuliers d’equations intégrales’ ogsa fra 1910, hos Radon
citeret som Riesz II. Vi vil i det fglgende kort opridse hvad disse tre artikler, som en del
af Radons arbejde bygger p4, omhandler.

I Riesz I indfgrer Riesz begrebet et LP rum, som ér mangden af funktioner f for hvilke
der galder, at |f|P er Lebesgue-integrabel. I artiklen beskftiger Riesz sig blandt andet
med spgrgsmalet om at bestemme en funktion svarende til en given maengde af Fourier-
koefficienter, og behandier integralligninger, hvor de indgdende funktioner tilhgrer LP.
[Kline, 1972, s. 1072-1073)

Lebesgue beskaeftiger sig i ovennavnte artikel med absolut kontinuerte mangdefunktio-
ner. En maengdefunktion » er absolut kontinuert i forhold til en mangdefunktion u,
hvis der for ethvert € > O eksisterer et § > 0, siledes at {v(E)| < € for enhver mailelig
mengde E for hvilken y(E) < 4. I artiklen viser Lebesgue, at man kan betragte det
ubestemte integral som en absolut kontinuert mangdefunktion [Hawkins, 1975, s.185].
Ifplge Radon giver Lebesgue i denne artikel antydninger til den teori for maengdefunk-
tioner, som Radon laver, men Radon begraenser sig ikke til kun at betragte de absolut
kontinuerte maengdefunktioner [Radon, 1913, s. 1295].

Riesz giver i Riesz II en fremstilling gennem Stieltjes-integralet af enhver kontinuert
linezer funktional for funktioner, der er kontinuerte p3 et interval. Riesz viser, at for
enhver kontinuert linezer funktional eksisterer der en funktion g af begraenset variation!,
saledes at der for alle kontinuerte funktioner f, som er definerede pa intervallet [a,b],
geelder:

b
v = [ 1) dota).
a
Dette kaldes Riesz’ representationsteorem. [Hawkins, 1975, s. 182]

Titlen pa Radons artikel indikerer, at det centrale i artiklen er teorien for og anvendelsen
af absolut additive maengdefunktioner. Disse mangdefunktioner er Radons generalise-
ring af mélbegrebet, som han sammen med en generalisering af integralet forbinder med
teorien for kontinuerte linezre funktionaler (i Radons terminologi kaldes de funktional-
operationer). Han skriver, at det er ngdvendigt at indfgre teorien for maengdefunktioner

for at opn& den storst mulige generalitet i den teori han vil lave for integralligninger.
[Radon, 1913, s. 1295]

6.3 Radons integralbegreb

Vi har valgt forst at give en beskrivelse af Radons fremstilling af teorien for maengde-
funktioner. Herefter fplger hans generalisering af Stieltjes-integralet og den efterfplgende
generalisering af dette integral, sd det ogsd omfatter Lebesgue-integralet. I naerveerende
gennemgang har vi undervejs stgttet os til [Hawkins, 1975].

1En funktion f er af begranset variation pa intervallet [a,b], hvis der eksisterer en konstant M € R,,
siledes at 3.7 |f(z:) ~ f(zi-1)] < M for enhver partition a = 20 < 23 < ... < zp = b af [a,d].
[Hawkins, 1975, s. 200-201] -
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6.3.1 Generaliseringen af mélbegrebet

I afhandlingens fgrste kapitel beskaftiger Radon sig med de absolut additive maengde-
funktioner. Radon giver fgrst en definition pa et ‘Grundintervall’, og herefter indfarer
han en klasse T af delmzngder af dette grundinterval, som bliver definitionsomradet
[definitionsbereich] for maengdefunktionerne.

Radon starter med at precisere, at vi arbejder med punktmeangder F i det n-
dimensionale rum. I dette rum defineres grundintervallet J som mangden af punkter,
hvis koordinater er definerede pa et interval [—M, M| for en vilkrlig veerdi M > 0. Dette
noteres som

(6.1)

hvilket ogsa kan skrives som:
J={xz=(21,...,2p) ER* | -M<z; < M,i=1,...,n}.

P& den reelle tallinje er J et almindeligt interval med leengden 2M og i R? vil J blive et
kvadrat med sideleengderne 2M og si fremdeles.

Radon definerer nu et system T af delmaengder af J, hvor fglgende krav er opfyldt:

e Alle intervaller i J og hele J tilhgrer T'.
o Hvis mangderne E, og E; tilhgrer T, tilhgrer E; N E; og E1\E; ogsa T.

¢ Er F,, E,, ... disjunkte maengder i T tilhgrer foreningsmengden U, E; ogsa T (bade
for endelige og teellelige foreninger).

[Radon, 1913, s. 1299] Et system af delmaengder der opfylder disse krav kaldes i dag en
o-algebra. Kravet om at £y NE; skal tilhgre T hvis E; og E; tilhgrer T medtages normalt
ikke i definitionen pi en o-algebra, da det folger af de andre krav. [Madsen, 1975]

Pa denne mangde af delmangder, T, definerer Radon en mangdefunktion f, som til
enhver mangde i T tilordner det reelle tal f(E). De mangdefunktioner, som er af interesse
for Radon er dem, der er absolut additive. Absolut additivitet gar pa, at der for en endelig
eller teellelig forening af disjunkte mangder Ey, Es,... i T gelder, at

F(UE) =) f(E) (6.2)

i=1 i=1

pé betingelse af, at raekken pa hgjre side konvergerer absolut. [Radon, 1913, s. 1299] En
absolut additiv mangdefunktion er alts3 et mal, som ogsa kan antage negative veerdier.

Radon generaliserer altsd malbegrebet, som indgar i integralet. Han betragter ikke én
bestemt mengdefunktion, men en vilkarlig maengdefunktion, som er defineret ovenfor
ved hjeelp af de egenskaber man gnsker opfyldt.
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6.3.2 Generaliseringen af Stieltjes’ og Lebesgues integralbegre-
ber - '

I andet kapitel indfgrer Radon de to generaliseringer af Stieltjes-integralet (se afsnit 3.3.1
for en introduktion til Stieltjes-integralet). Fgrst generaliseres Stieltjes-integralet til flere
dimensioner, og saledes at en funktion kan integreres med hensyn til en vilkarlig absolut
additiv mangdefunktion.

Radon betragter en uniform kontinuert funktion F(P) defineret pa en maengde Ey C J,
hvor P = {x1,%3,-..,2Zn), 0g lader f vaere en absolut additiv maengdefunktion pa Ep.
Der indfgres en partition II af Ey. Dette resulterer i delmaengderne Ei, Es, ..., E,, hvor
der fra hver delmangde E; vlges et punkt Pi. Delmaengderne er en del af systemet
af mangder T, sdledes at de tre betingelser (se ovenstiende afsnit) er opfyldt. Radon
betragter den endelige sum:

Sn =) F(P) f(Ex) = Yu F(P) Af. (6.3)
Eo

i=1

[Radon, 1913, s. 1322] Den fgrste sum genkendes som en slags Cauchy-sum, som den
optreeder i Stieltjes-integralet, generaliseret til n dimensioner, hvor F(P;) er veerdien af
det udvalgte punkt i Ei og f(Ej) er malet af meengden Ej. Den anden sum er Radons
notation for det samme [Radon, 1913, s. 1300}.

Radon definerer efterfolgende, at hvis graenseveerdien for summen eksisterer, nir stgr-
relsen af partitionen gir mod nul, uafhaengigt af partitionen, s er integralet af F' med
hensyn til maengdefunktionen f lig denne graensevaerdi

| F(P)df = ngg}); F(P)Af, (6.4)

[Radon, 1913, s. 1324] hvor vi mener han med notationen limp_,o angiver, at ‘l&ngden’
af partitionen gar mod nul, det vil sige at den stgrste af veerdierne f(E) gar mod nul.
Radon har siledes generaliseret Stieltjes-integralet til n > 1 dimensioner, og til at veere
defineret med hensyn til en vilkirlig absolut additiv mangdefunktion.

Men Radon vil ogsé have dette resultat keedet sammen med Lebesgues analytiske inte-
graldefinition. I den fgrste generalisering af Stieltjes-integralet s& vi, at han fgrst lavede
en partition for derefter at veelge et vilkdrligt punkt i hver delmaengde. Hvis denne pro-
cedure vendes, sdledes at veerdierne (det vil sige F'(Py)’erne) velges forst og partitionen
betinges heraf, opndr Radon et integral som generaliserer Lebesgue-integralet, med en
vilkirlig additiv mangdefunktion pa Lebesgue-méalets plads.

Radon starter denne del af generaliseringen med at definere, hvad der skal menes med at
en funktion F(P) er mélelig med hensyn til en absolut additiv mangdefunktion. Nar for
alle tal 4 maengden af punkter P, for hvilke F(P) > A tilhgrer definitionsomradet T' for
mengdefunktionen f, si kaldes F mélelig 2. [Radon, 1913, s. 1325]

2Denne definition af mélelighed er akvivalent med Lebesgues. Altsd hvis mengden af punkter P
for hvilke F(P) > A er malelig for alle A, er dette ensbetydende med, at mangden af punkter P for
hvilke A < F(P) < B er maélelig for alle tal, hvor A < B. Lad mangden N af punkter P for hvilke

F(P) > A tilhgre T for alle A, s3ledes at F er mailelig. For alle tal B vil mangden M af punkter P for
hvilke F(P) > B ogs4 tilhgre T. For alle A < B vil maengden N\M ogsé tilhgre T ifglge den anden

betingelse, som 7" skal opfylde, se afsnit 6.3.1. Og mangden N\M bestir netop af de punkter P for .

hvilke A < F(P) < B. -
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Forst betragtes tilfseldet, hvor f er en monoton mangdefunktion og F er en ikke-negativ
funktion defineret p&4 mangden E og mélelig med hensyn til f. Radon udvider senere til
situationen, hvor F' kan antage negative vaerdier, og hvor f ikke er monoton. Vi vil her
ngjes med at introducere tilfseldet hvor f er en monoton mangdefunktion, og F er en
vilkarlig funktion. [Radon, 1913, s. 1325-1328) '

Radon indfgrer en ‘Fundamentalreihe mit Mazimaldifferenz o’. Dette begreb dakker over
en folge af tal

Y2 <ya<yPp<pn<yp<...,

hvor _
lim y, =cc¢, lim y_p, =—0o0,
n-—o0 n=—>0
og hvor
sup{d! d=y,~+1 - Yi, 1= ...,—2,—1,0,1,2,...} = Q.

Det vil sige en fundamentalrzekke er en partition af hele y-aksen. Herefter vaelger Radon
en vilkarlig fundamentalrackke og definerer mengderne E; som:

Ey={P€E |y < F(P) < Y1} (6.5)

Denne inddeling af punkterne P krzver ikke, at F er begraenset.
Ud fra fundamentalrakken kan han danne rakken

(e o]

ST w f(E), (6.6)

k=-—00

[Radon, 1913, s. 1328] og det viser sig, at konvergensen af denne rakke er ngdvendig og
tilstraekkelig for, at F' er integrabel. Nar F' er integrabel med hensyn til f, s defineres
integralet

o0
T (n) (n)
[ Fa= Sl 1B, (6.7)

hvor yi") er en fplge af fundamentalraekker, yfc") =y},¥2,.... Til denne folge korrespon-

derer en folge (), hvorom det antages, at limp 0 @y = 0. Det vil sige at integralet
af F er greensevaerdien af raekken (6.6), for a gdende mod nul, uafhzngigt af den valgte
partition. [Radon, 1913, s. 1328]

Men dette var for f monoton. For ikke-monotone maengdefunktioner siger Radon, at
funktionen kan opdeles i monotone dele ¢ og i [Radon, 1913, s. 1303]. Er F integrabel
med hensyn til disse funktioner, er F' ogs3 integrabel med hensyn til f. Da defineres
integralet til:

/EFdfz/Equs-—/EFdw. (6.8)
[Radon, 1913, s. 1328]

Efter at have defineret det generaliserede Stieltjes-integral og vist at det kan fortolkes
i rammen af Lebesgue-integralet angiver Radon seks s@tninger, hvoraf de to bevises.
Blandt disse findes sztningerne om majoriseret og monoton konvergens [Radon, 1913, s.
1329-1330).
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6.4 Integraler som kontinuerte linezere funktionaler

Radon definerer nu, hvad han vil forsta ved kontinuerte linezere funktionaler. Han betrag-
ter maengden af uniformt kontinuerte funktioner defineret pa en begraenset og afsluttet
mangde Ey® (vi kalder denne maengde C,, (Ep), hvor u’et angiver at funktionerne er uni-
formt kontinuerte). Til hver af disse funktioner tilordnes et reelt tal U(F), siledes at U
opfylder:

U(F1 +F2) U(Fl) +U(F2) (69)
r}g& U(Fp,) = U(F), (6.10)

for to vilkarlige funktioner F; og F; tilhgrende Cy(Ey) og for enhver funktionsfelge F,,
som konvergerer uniformt mod F pd Ep. Radon naevner, at man herudfra let beviser, at
U er linezr (men henviser dog til Riesz II for et bevis). [Radon, 1913, s. 1332] U kaldes
en kontinuert linezr funktional.

Radon viser herefter sammenhzngen mellem det generaliserede Stieltjes-integral (den
forste generalisering) og de kontinuerte linezre funktionaler pa C, (Ep), nemlig at enhver
kontinuert linezer funktional af en funktion F kan fremstilles som et Stieltjes-integral af
F med hensyn til en mangdefunktion f:

U(F) = /E Fdf. 6.11)

Dette viser Radon ved at tage udgangspunkt i en kontinuert linezr funktional og derefter
konstruere en meengdefunktion f, siledes at sammenhaengen 6.11 galder.

Satningen siger altsa, at der for enhver linezer funktional U ; Cu(Eo) — R eksisterer en
mangdefunktion f, siledes at for ethvert F i Cy,(Ep) er den linesre funktional U (F) lig
med integralet af F med hensyn til f.

Dette er en generalisering af Riesz’ reprasentationsteorem for n > 1 dimensioner og for
vilkarlige absolut additive maengdefunktioner.

6.5 De absolut additive mangdefunktioners integral-
fremstilling

Senere i artiklen viser Radon et reprasentationsteorem, som siger at enhver absolut addi-
tiv maengdefunktion kan reprasenteres som Lebesgue-Stieltjes-integralet af en funktion
med hensyn til en anden maengdefunktion [Radon, 1913, s. 1351]. Den moderne formule-
ring lyder:

For enhver absolut additiv meengdefunktion g, der er absolut kontinuert i forhold til en
anden mzngdefunktion f, eksisterer der en funktion 1, der er integrabel i forhold til f,
saledes at

9(E) = /E H(P) df, (6.12)

3Da Eg er begranset og afsluttet er den kompakt, hvormed enhver kontinuert funktion defineret pa
E4 er uniformt kontinuert. Bemarkningen om at funktionerne skal veere uniformt kontinuerte er derfor
overfladig -
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for alle E. [Halmos, 1950, s. 129]

Radon angiver, at f skal veere en basis for g, og ikke at g skal vere absolut kontinuert
i forhold til f. Savidt vi kan se er disse begreber imidlertid ens; definitionen pi absolut
kontinuitet angav vi i afsnit 6.2, og for en basis geelder ifglge [Hawkins, 1975, s. 189]: En
mangdefunktion g har f som en basis, hvis der for ethvert ¢ > 0 eksisterer et § > O,
saledes at [g(E)| < e nar f(E) < 4.

Dette repraesentationsteorem er en generalisering af Lebesgues resultat i artiklen ‘Sur
Uintégration des fonctions discontinues’ fra 1910 og er senere blevet kaldt Radon-
Nikodym-seetningen [Hawkins, 1975, s. 189).

I indledningen skriver Radon, at de absolut additive mangdefunktioners integralfremstil-
ling skal bruges i den generelle teori for integralligninger. Ud fra Radons bemzrkninger,
ser det altsd ud som om, at hans motivation for at udvikle integralet primert var, at
han skulle bruge det som et redskab i forbindelse med udviklingen af en generel teori for
integralligninger. Dette underbygges ogsa af titlen teori og anvendelse af absolut additive
mangdefunktioner.
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Vi har nu igennem behandlingen af artikler af Lebesgue, Radon og Perron set, at de i
deres generaliseringer af integralbegrebet havde forskellige motivationer.

Som vi har set spillede Analysens Fundamentalteorem 2, og dermed stamfunktionspro-
blemet pa forskellig vis en vasentlig rolle i forbindelse med udviklingen af bade Lebesgues
og Perrons integralbegreber. Lebesgues integralbegreb er funderet p& opfattelsen af inte-
gralet som et areal og Lebesgues generalisering af integralet haenger altsa sammen med en
udredning af, hvad man skal forsta ved laengde, areal, og volumen for vilkarlige mzengder.
Lebesgue angiver eksplicit Analysens Fundamentalteorem 2 som sin primsere motivation
for at udvikle integralet.

Perron er, hvis man skal dgmme efter de indledende ord i hans artikel, ikke primzert ude
efter at lgse stamfunktionsproblemet. Han er derimod, som vi har vist, ude efter en enkel
definition som ogsd bevisteknisk set er simpel. Dette kunne tolkes som, at han ikke er ude
i zerindet at lave et nyt integral, men maske nzermere at forsimple et allerede eksisterende
begreb, i dette tilfzelde Lebesgues. Stamfunktionsproblemet bliver imidlertid centralt i

Perrons integralbegreb, fordi definitionen netop er bygget op omkring bestemmelsen af
en stamfunktion.

Det ser ud til, at Radons motivation for at lave en generalisering af integralet var, at han
havde brug for en teoretisk afdzkning af meengdefunktionerne indenfor sit arbejde med
integralligninger.

Der har altsi veeret forskellige motivationer forbundet med udviklingen af den del af inte-
gralteorien, som vi har kigget pa. Dette illustrerer, som vi var inde pa i indledningen, at
der godt kan vere flere forskellige grunde involveret i skabelsen af ny matematik. Dette
gaelder ikke kun, nar det drejer sig om udviklingen af forskellige discipliner af matema-
tikken, men ogsé indenfor det samme omrade, som i dette tilfeelde, hvor videreudvikling
af det samme begreb er sket udfra flere forskellige synsvinkler og begrundelser. Dette
illustrerer ogsé, at matematikken ikke ngdvendigvis udvikler sig ad en slagen vej og, at
det maske fgrst er i bagklogskabens klare lys, at én bestemt tilgangsvinkel fremtraeder
som den mest naturlige.

Som vi neevnte i indledningen overvejede vi pa et tidspunkt at inddrage Denjoy og
Henstock i vores undersggelser, men valgte at koncentrere os om Lebesgue, Radon og
Perron. Vi vil dog her kort komme med et bud p&, hvad der kan have motiveret Den-
joy og Henstock, udfra baggrundslesning og overfladisk laesning af artiklerne [Denjoy,
1912b][Denjoy, 1912a][Henstock, 1966].

Denjoy praesenterer sit nye integral i 1912 i Comptes Rendus-noterne 'Une eztension de
lintégrale de M. Lebesgue’ [Denjoy, 1912b] og ‘Calcul de la primitive de la fonction dé-
rivée la plus générale’ [Denjoy, 1912a]. Denjoy indfgrer i den forste note et nyt begreb, som
han kalder en totalisation. En totalisation af en funktion-f pa intervallet [a, b] er en veerdi,
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som udregnes ved at tage udgangspunkt i Lebesgue-integralet og derefter benytte nogle,
af Denjoy, opstillede regler. En funktion f defineret p4 et interval e Denjoy-integrabel,
hvis totalisationen af f pa intervallet eksisterer, og integralet er lig med totalisationen. I
den anden note vises Analysens Fundamentalteorem 2 for alle afledte.

Denjoys formél er tilsyneladende at lave en udvidelse af Lebesgues integral, der lgser
stamfunktionsproblemet for alle afledte, hvilket ogsé lykkes.

Henstock publicerer sit integralbegreb i 1961 i artiklen 'Definitions of Riemann Type of
the Variational Integrals’ [Henstock, 1961]. Integralet benzevner han i denne artikel *The
Riemann-complete integral’. I en senere artikel af Henstock, ’A Riemann-type integral of
Lebesgue power’, der blev publiceret i 1966 [Henstock, 1966}, gives en forenklet tilgang til
integralet, samt en indledende motivation for generaliseringen af integralet. I indlednin-
gen af artiklen [Henstock, 1966] giver Henstock en beskrivelse af den méade, hvorpa in-
tegrationsbegrebet preasenteres for den studerende, hvor man som matematikstuderende
forst mgder Riemann-integralet i Darbouxs version for senere at stifte bekendtskab med
Lebesgues 'more powerful theory’ [Henstock, 1966, s. 79]. Meget fa studerende kommer
ifolge Henstock i kontakt med det integral, som kraever faerrest betingelser pa de funk-
tioner, man gnsker at integrere, nemlig Denjoy-integralet, pd grund af kompleksiteten af
teorien for integralet.

Det gennemgéende tema i Henstocks optakt til definitionen af integralet synes at veere et
gnske om at konstruere et integral som i ’dybde’ kan konkurrere med Lebesgues og Den-
joys, men som bygger pa et mere simpelt teoretisk grundlag. Med ordet ‘dybde’ henviser
Henstock tilsynedeladende til antallet af funktioner, som er integrable. Motivationen bag
generaliseringen af integralet fremstar altsi i artiklen som et gnske om at kunne inte-
grere s3 mange funktioner som muligt samt et didaktisk gnske om at ggre tilegnelsen af
integralteorien nemmere.

Her har vi saledes endnu to eksempler pA motivationer til at generalisere integralet. Der
er stor lighed mellem Denjoys motivation og Lebesgues motivation, mens Henstocks mo-
tivation er anderledes end de andre vi er stgdt pa. Samlet har vi altsd set eksempler pa
seks forskellige slags motivationer, nemlig lgsning af stamfunktionsproblemet, bestem-
melse af arealer og overflader, integration af flere funktioner, forenkling eller oprydning
indenfor integralteorien, som et redskab i udledningen af andre teorier, og endelig den
didaktiske motivation.

Det er derfor ikke s& underligt, at der opstar si mange integraler, idet de er udviklet i
forskellige sammenhzange og med forskellige motivation.

7.1 Karakteren af vores konklusioner

Der er visse metodiske vanskeligheder forbundet med den slags undersggelser vi har
foretaget. Vi vil i sagens natur aldrig med sikkerhed kunne vide, hvad der har motiveret
de matematikere vi har undersggt.

For det fgrste undersgger vi motivationen ad indirekte vej, ved at analysere kilderne hvori
begreberne bliver publiceret for fgrste gang. Vores udtalelser om motivation er baseret
pé en fortolkning af forfatternes udtalelser, og en vurdering af om disse faktisk stemmer
overens med artiklernes indhold. Vores konklusioner har altsi karakter af en tolkning.
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Det er imidlertid kun p& denne méde, vi kan fa svar p& vores spgrgsmal om motivationen
ud fra et studie af kilderne.

For det andet er det muligt, at artiklerne er skrevet udfra en konvention omkring publi-
. kationer, som gar ud pa, at man slgrer, hvordan man faktisk er kommet pa sine ideer. I
s4 fald vil vores konklusioner sige mere om, hvad der var oppe i den tid, hvor artiklerne
er skrevet end om forfatterens individuelle motivation.

Endelig er det svaert at undgd en vis efterrationalisering. Nar man ved indenfor hvilke
omrader et begreb har vist sig nyttigt, s& vil man muligvis veere tilbgjelig til at sgge en
forklaring pa opfinderens motivation indenfor det samme omréde.

Vores konklusioner kan altsa kun veere af typen ‘det er sandsynligt at...’. Med hensyn til
for eksempel Lebesgues motivation var vores konklusion, at det er sandsynligt, at han
primaert var motiveret af stamfunktionsproblemet. Denne péstand har vi argumenteret
for pa forskellig vis p4 baggrund af Lebesgues egne ord i athandlingen og det han faktisk
gor.

Der er forskel pa karakteren af vores konklusioner om Lebesgues og Perrons motivationer,

og Radons motivation. Dette skyldes forskellen i den méade vi har behandlet de tre kilder

p&. Med hensyn til Lebesgue og Perron er vores konklusioner mere underbyggede, idet
.vi i langt hgjere grad er géet i dybden med deres respektive artikler.



8 Generaliseringer

Vi vil nu undersgge i hvilken forstand de tre integralbegreber er generaliseringer af tid-
ligere begreber, det vil sige hvilken karakter generaliseringerne har. I denne forbindelse
vil vi rekapitulere, hvad det er for en egenskab, der generaliseres, og hvordan dette ggres.
Herefter vil vi undersgge, hvilket udbytte disse generaliseringer viser sig at have, det vil
sige hvilke sztninger og egenskaber opnas med det nye begreb, og hvilke gar tabt. Vi har
som nzevnt i indledningen valgt at kalde dette generaliseringens raekkevidde.

Til slut vil vi komme med vores bud pa i hvilken forstand integralerne har forskellig
gennemslagskraft.

8.1 Generaliseringernes karakter

Lebesgues generalisering

NAar man taler om, at Lebesgue-integralet er en generalisering af Riemann-integralet, si
er det i den forstand, at der med Lebesgue-integralet bliver flere integrable funktioner,
at de Riemann-integrable funktioner stadig er integrable i det nye integralbegreb, samt
at integralet har den samme veaerdi. Men dette galder jo kun for de begransede funk-
tioner? Riemann-integralet omfatter ikke de ubegraensede funktioner eller ubegransede
intervaller, disse tilfeelde deekkes af Cauchy-Riemann-integralet!, som kan siges at vaere
en generalisering af Riemann-integralet i en anden retning end Lebesgues [Munroe, 1971,
s. 135]. Eksempelvis er Cauchy-Riemann-integralet af en funktion f pé intervallet [a, 00|

givet ved
e

/ " fydt = Jim. / " f) dt. 8.1)

For de ubegraensede funktioner er Lebesgue-integralet ikke en generalisering af Cauchy-
Riemann integralet, idet der findes ubegraensede funktioner, som ikke er Lebesgue-
integrable, men hvor Cauchy-Riemann-integralet eksisterer. For de ubegrensede funk-
tioner er Lebesgues integralbegreb altsa et andet end Cauchy-Riemann-integralet.

Hvad er det si for en egenskab ved Riemann-integralet som Lébesgue generaliserer?
Lebesgue-integralet bygger pa en generalisering af méalbegrebet, som gor det muligt at

tilleegge flere meengder et mal. Dette ggres ved at konstruere et mil, som er talleligt
additivt.

Lebesgues generalisering er siledes primzrt en udvidelse af integralbegrebet for de be-
graensede funktioner, og er siledes en generalisering af den type, vi i indledningen beteg-
nede type II. Som vi var kort inde pa i afsnit 4.5 laegger Lebesgue i ‘Legons’ op til en

! Disse integraler betegnes ogs4 de uegentlige integraler. -
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generalisering i form af en abstraktion, idet han ekstraherer de vigtige egenskaber ved et
integral, det vil sige en generalisering af type 1.

Radons generalisering

Radons generalisering har en anden karakter end den generalisering Lebesgue praesenterer
i afhandlingen. Det er ikke en generalisering i den forstand, at der indfgres et nyt integral-
begreb, der udvider klassen af integrablée funktioner. Med Radons arbejde generaliseres
integralbegrebet.

Som vi har set starter Radon med at generalisere Stieltjes’ integralbegreb, saledes at det
giver mening at integrere med hensyn til enhver additiv maengdefunktion. Det er siledes
malbegrebet, Radon starter med at generalisere i Stieltjes integral. Derefter generalise-
rer Radon dette integralbegreb pa samme facon som Lebesgue generaliserer Riemanns,
ved ikke leengere at tage udgangspunkt i en given opdeling i delmeengder af domaenet,
men en opdeling af funktionsvaerdierne, der herefter bestemmer opdelingen af domanet
i delmaengder. Det nye og centrale i Radons generalisering er den abstrakte definition af
malet som en vilkarlig absolut additiv maengdefunktion.

Radons generalisering kan vi siledes karakterisere som en generalisering af type 1.

Perrons generalisering

Perrons integralbegreb er en generalisering af Lebesgue-integralet i samme forstand som
Lebesgue-integralet er en generalisering af Riemann-integralet. Det vil sige, at der er flere
funktioner, der bliver integrable. For de begraensede funktioner er Perrons integralbegreb
xkvivalent med Lebesgues [Pesin, 1970, s. 167], mens det for de ubegraensede funktioner
er en generalisering, idet alle Lebesgue-integrable funktioner (specielt de ubegraznsede)
er Perron-integrable, og det kan vises at der eksisterer ubegrzensede Perron-integrable
funktioner, som ikke er Lebesgue-integrable [Gordon, 1994, s. 108 og 169]. I gvrigt er
Perron-integralet ogsa en generalisering af Riemann-integralet.

Perrons generalisering er af den samme type som Lebesgues generalisering, altsé en gene-
ralisering af type II, hvor generaliseringen er en udvidelse af det begreb, der generaliseres.

8.2 Generaliseringernes raekkevidde

Det folgende afsnit er en overordnet gennemgang af den matematiske betydning integra-
lerne har. Vi vil ikke komme ind pa beviserne for de resultater vi praesenterer.

Lebesgue-integralet

Som vi har veret inde p4 i forbindelse med vores gennemgang af Lebesgues ‘Intégrale,
Longueur, Aire’ s3 lgser Lebesgue-integralet stamfunktionsproblemet for alle begrzn-
sede afledte. Stamfunktionsproblemet lgses ikke for alle ubegraensede afledte, det vil sige
Analysens Fundamentalteorem 2 gelder i Lebesgues ramme ikke for alle afledte.
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Udover sztningen om begranset konvergens, som Lebesgue viser i afhandlingen, gaelder
to andre konvergenssatninger indenfor rammerne af Lebesgues integralteori, henholdsvis
monoton konvergens og majoriseret konvergens. Disse konvergensssetninger er af stor
betydning, specielt indenfor teorien for Fourierrakker, hvor de ‘sikrer’ entydigheden af
Fourierraekkefremstillingen for en Lebesgue-integrabel funktion.

' Der er imidlertid ogs& en anden egenskab ved Lebesgues integralbegreb, der er vigtig i
forhold til teorien for Fourierreekker. Mzengden af Lebesgue-integrable funktioner pa en
given maengde X betegnes £1(X). Tilsvarende kaldes mangden af funktioner, f: X —» R
for hvilke der gelder, at |f|P (1 < p < 00) er integrabel for £,(X). Man er interesseret i
at kunne definere en norm pa vektorrummet £,(X), og kandidaten til denne er:

= ([ 5@ dm)”p. e

Her stgder man imidlertid p4 et problem, idet denne definition ikke opfylder betingelsen
om, at hvis normen af f er nul, s er funktionen lig med nul-funktionen. Integralet har
nemlig den egenskab, at hvis f = g, undtagen pd en mangde med Lebesgue-mal nul,
s& er integralet, taget over en given mangde E, ens for de to funktioner: [, fdz =
S5 gdz. Herved kan normen af en funktion blive nul, selvom funktionen er forskellig fra
nulfunktionen pa en mangde med mél nul.

Da || - ||p. opfylder de andre krav til en norm, kan man imidlertid reparere dette ‘hul’ ved
at indfgre zekvivalensklasser, sdledes at man i stedet betragter en mangde af akvivalens-
klasser af funktioner, modulo Np(X) = {f € L,(X) | [|f(z)Pdz = 0}.

Det vil sige kvivalensklassen for f er:

[fl={9€Lp| g-feN(X)} (8.3)

Man lader nu Ly(X) = L,(X)/Np(X), det vil sige elementerne i L,(X) er de ovenfor
beskrevne akvivalensklasser [f].

Defineret pa denne méde er L,(X) et fuldstzendigt normeret vektorrum, med de szd-
vanlige definitioner af addition og skalarmultiplikation af funktioner, og normen

()l = ( ]E l9(@)I? dx) " (8.4)

hvor g er et vilkirligt element i [f]. [Gohberg & Goldberg, 1981, s. 270)

Der er imidlertid et af L,-rummene, der er specielt interessante. Det drejer sig om Lo,
der viser sig at veere et Hilbertrum?. Det indre produkt er defineret sledes:

0. f) = /E o) £(z) de, (8.5)

hvor der med * angives, at g skal kompleks konjugeres. Konvergens i forhold til den norm,
som det indre produkt giver anledning til kaldes konvergens i middel.

Det viser sig, at enhver funktion f i Lo(X), kan fremstilles ved sin Fourierrzekke, som
i middel konvergerer mod f. For enhver funktion f € L,(X) kan man nemlig finde
en og kun en fglge af Fourierkoefficienter, saledes at Fourierraekken for f konvergerer i

2Et Hilbertrum er et fuldstendigt, normeret vektorrum, hvor normen stammer fra et indre produkt.
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middel. Og omvendt, hvis man har en fglge (c,) af komplekse tal, s& rakken > |cn|?
konvergerer, si eksisterer en funktion f € Lo(X), hvor (c,) er Fourierkoefficienterne for
f (se afsnit 3.1). Dette er i det veesenligste indholdet i Riesz-Fischers sztning. [Rudin,
1974, s. 96-97)[Dym & McKean, 1972, s. 22-29]

Det er i denne forstand, at udtrykket ‘L2{X) er den rette ramme for Fourier-rackker’ skal
forstas.

Radon-integralet

Som vi var inde pa i kapitel 6 udvider Radon Riesz’ reprasentationsteorem til at geelde i
R™. Radons udgave af Riesz’ repraesentationsteorem viser, at alle linezre funktionaler (p
C(R™)) er generaliserede Stieltjes-integraler og omvendt. Derved er de integralbegreber,
der er kontinuerte linezre funktionaler indeholdt i Radons integralbegreb, ihvertfald pa
klassen af kontinuerte funktioner i R™.

Med dette viser Radon, at der matematisk set ikke er nogen diskussion om hvad der
er mest grundleggende, den malteoretiske tilgang eller den funktionalanalytiske tilgang,
méal og linezere funktionaler heenger nemlig sammen, siledes at har man et mal fglger der
en linezr funktional med og omvendt.

I artiklen viser Radon som sagt ogsa en udgave af den saetning, som senere bliver kendt
som Radon-Nikodyms seetning. Alle mal (absolut additive meengdefunktioner) kan saledes
gives en integralfremstilling. Samlet kan man siledes betragte Riesz’ repraesentationste-
orem og Radon-Nikodyms sztning som et udtryk for, at et integral bade kan opfattes
som et mal og som en linezr funktional.

Tilsyneladende beskzeftiger Radon sig ogsd med Riesz-Fischers sztning i afhandlingen,
men dette har vi ikke undersggt narmere.

Perron-integralet

Perrons integralbegreb lgser stamfunktionsproblemet, det vil sige enhver afledt er inte-
grabel i Perrons forstand, og det bestemte integral er tilvaeksten i en stamfunktion for
funktionen.

I Lebesgues integralramme geelder der, at f er integrabel hvis og kun hvis | f| er det. Dette
kalder man absolut integrabilitet. Perrons integraldefinition tillader imidlertid betinget
konvergente integraler, det vil sige, at f kan veere integrabel selvom |f| ikke er det.
[Munroe, 1971, s. 135]

Ved at se p4d Radons definition af en kontinuert linezer funktional, se afsnit 6.4, kan man
overbevise sig om, at Perrons integral faktisk er en kontinuert linezr funktional, som
altsd svarer til et Stieltjes-integral pd rummet af kontinuerte funktioner. Perron viser
i sin artikel (‘Satz 4’), at integralet opfylder betingelsen i udtryk (6.9), og betingelsen

i udtryk (6.10) opfylder Perron-integralet gennem konvergensssetningen, som vi viste i
afsnit 5.4.

At Perron-integralet er en kontinuert linezer funktional betyder (pi grund af Radons
udgave af Riesz’ repraesentationsteorem), at der faktisk ligger et mél til grund for Perrons
integralbegreb, selvom det ikke formuleres eksplicit. Malszetningen om at lave et integral
uden malteori far saledes alene didaktisk og/eller bevisteknisk karakter.



8.3 Delkonklusion 65

Perrons integral pd rummet af Perron-integrable funktioner svarer dog ikke til et
Lebesgue-Stieltjes integral. Perron laver en anden udvidelse end den, der i Radons ramme
forer til Lebesgue-Stieltjes integralet, og derved mister m&ngden af Perron-integrable
funktioner (vi kan jo kalde den P, (X)) mange af de egenskaber, der gelder for L;(X).

Dette geelder selvfplgelig ogsh for rummet vi kan kalde P,(X), det vil sige maengden af
kvadratisk Perron-integrable funktioner. Dette rum er ikke, som Ly(X), et Hilbertrum, da

det pa grund af tilfgjelsen af de ekstra funktioner ikke laengere er fuldsteendigt [Schechter,
2000].

Perron lgser stamfunktionsproblemet for alle afledte, men ma til gengzld betale med, at
klassen af integrable funktioner bliver udvidet s& meget, at de psene egenskaber vi kender
fra Lebesgues integral ikke lzngere geelder. '

8.3 Delkonklusion

Vi har nu set tre eksempler pa generaliseringer af de to typer, som vi opstillede i indled-
ningen. Radons generalisering er en abstraktion og Perrons generalisering er en udvidelse.
Lebesgues generalisering har elementer af begge typer, men hans tidlige arbejde, som vi
har undersggt er fortrinsvis en udvidelse. I foregdende afsnit var vi inde p4, at genera-
liseringerne udover at veere af forskellig karakter ogsi kan noget forskelligt; de har faet
forskellig matematisk betydning.

Laeser man om integralerne i laerebgger, bliver de forskellige generaliseringer ofte pree-
senteret og karakteriset alene i forhold til deres matematiske betydning. Om Lebesgues
integral kan man typisk laese udtalelser som, at man i Lebesgues integrationsbegreb kan
formulere pzene satninger for de trigonometriske raekker og at Lebesgue-integralets pla-
cering som et meget vigtigt matematisk resultat skyldes dets betydning for udviklingen
af den moderne integralteori. [Strichartz, 1995, s. 626] skriver endda:

Lebesgue’s theory stands at the doorway to twentieth century mathematics,
and all who enter must pass through this gate.

Om Radon siges det ligeledes, at han har haft betydning for udviklingen og specielt, at
Radons abstrakte begreber har fundet anvendelse indenfor blandt andet sandsynligheds-
regningen og spektralteorien. [Kline, 1972, s. 1050]

Om Radon skriver [Hawkins, 1975, s. xv|

...the fusion of the integrals of Lebesgue and Stieltjes, based as it is upon the
concept of a countably additive set function, helped lay the foundations for
modern abstract theories of measure and integration.

Man kan altsd sige, at Lebesgues og Radons integraler har fiet en gennemslagskraft,
som rakker udover den sammenhang hvori de blev udviklet og deres generaliseringer er

blevet inkorporeret i og har varet med til at laegge grunden for den moderne maél- og
integralteori. -



66 Generaliseringer

Med hensyn til Perron s& har hans integral ikke pA denne méde fiet gennemslagskraft.
Dette illustrerer, at integral-generaliseringernes videre skaebne ikke afhsenger af den sam-
menhzang hvori og motivation hvormed de oprindeligt blev udviklet. Den afggres i hpjere
grad af den betydning og anvendelse begreberne far i matematikken.

Igennem de undersggelser vi har lavet kan vi se, at generaliseringernes gennemslagskraft
afggres af raekkevidden og betydningen af generaliseringen. Dette er selvfglgelig ikke s&
merkeligt. I vores undersggelse viste de mest levedygtige generaliseringer sig enten at
have givet anledning til anvendelser udover den sammenhzng de er udviklet i og/eller at
veere vigtige i forbindelse med skabelsen af et teoretisk fundament gennem abstraktion
af de grundlaeggende trazek ved begrebet.



9 Afrunding

De tre generaliseringer vi har undersggt adskiller sig fra hinanden p4 flere punkter; bade
med hensyn til motivationen bag udarbejdelsen af de nye integraler og i forhold til karak-
teren og rzekkevidden af generaliseringerne. De motivationer, der ligger bag Lebesgues,
Radons og Perrons arbejder har vi diskuteret i kapitel 7, og i afsnit 8.3 samlede vi op pa
de forskelle, der er mellem generaliseringernes gennemslagskraft. Her vil vi afslutnings-
vis samle tradene med hensyn til den status de generaliseringer, vi har undersggt, har i
matematikken og dens udvikling.

Lebesgue-integralet giver en lgsning p& stamfunktionsproblemet for begransede, afledte
funktioner, men det er ikke her den afggrende ‘force’ ved dette integral ligger. Det viser
sig, at integralet har stor betydning indenfor teorien for Fourierrakker, hvilket giver
Lebesgues generalisering en veesentlig anvendelsesmssig fordel. Lebesgue-integralet har
imidlertid ogsd veeret vigtig som et ‘drivmiddel’ i den matematiske udvilkling. Bade
Perron-integralet og Radon-integralet bygger p4 Lebesgue-integralet, dog pa to forskellige
mader.

Perron-integralet har en anden status end Lebesgue-integralet. Integralet giver ikke umid-
delbart anledning til anvendelse, hverken indenfor andre matematiske omrader eller kon-
kret i form af at angive en made at konstruere stamfunktioner pa. Men med lgsningen af
stamfunktionsproblemet for alle afledte afklarer Perron-integralet et fundamentalt pro-
blem indenfor integral- og differentialregningen. Der er dog i praksis ikke noget stort be-
hov for at kunne integrere de ekstra funktioner, der med Perrons begreb bliver integrable.
Den status Perron-integralet har i udviklingen betegner vi som et oprydningsarbejde ef-
ter Lebesgue i én bestemt retning, nemlig med hensyn til det problem Lebesgue selv var
motiveret af, og p4 denne made kan man betragte Lebesgue—mtegralet som et drivmiddel
for udviklingen af Perron-integralet.

Radon-integralet har en helt anden status. Her har vi at ggre med en afdakning af det
teoretiske fundament, integralregningen star pa. I forbindelse med dette integral taler
vi ikke om, hvor mange funktioner der bliver integrable, men om hvilken fortolkning et
integral dybest set kan gives. Radons integralbegreb er en generalisering af Lebesgue-
integralet; s& ogsa her ser vi, at Lebesgues integral kan opfattes som et drivmiddel i
udviklingen af Radon-integralet.

Vi har sdledes i de tre generaliseringer.set fire eksempler pé, hvilken status et matematisk
resultat, i dette tilfeelde integralbegrebet, kan have i forhold til matematikken og dens
udvikling; nemlig en anvendelsesmaessig betydning, som et drivmiddel til videre matema-
tisk udvikling, som oprydning efter andre matematiske resultatér og i form af afdeekning
af det teoretiske fundament.

67



68 Afrunding

Vores motivation for at g& i gang med dette projekt var en undren over, hvorfor der er
s4 mange forskellige integraler. Vi har nu givet et bud pa, hvorfor Lebesgue-, Radon- -
og Perron-integralet blev udarbejdet og set seks forskellige eksempler p& motivation for
udviklingen af integralet. Herudover har vi set, at integralbegreberne af og til viser sig
at f& betydning i andre forbindelser end den sammenhang integralet er udviklet i, og
pa mader som ikke har meget at gore med det oprindelige formal. Dette illustrerer, at
udviklingen foregdr i et samspil mellem motivationen og den sammenhang et begreb
opstar i, og den matematiske betydning begrebet far.

S4 et banalt svar pa det banale spgrgsméal om, hvorfor der er s mange integraler er altsa,
at integralerne er udviklet med forskellige formal, og kan noget forskelligt.




10 Perspektivering

Undervejs i dette projektarbejde er der opstaet mange interessante spgrgsmal, som vi
desverre ikke har haft tid til at undersgge nzermere. Det fglgende er ment som inspiration
til andre, der har lyst til at give sig i kast med at undersgge den matematiske udvikling
af integralbegrebet.

I forbindelse med Perrons arbejde er der flere ting, som kunne vaere interessante at
undersgge, iser fordi der ikke er skrevet sarlig meget om Perron®. Det centrale spgrgsmal
er, hvad Perron faktisk skal bruge sit integral til. Vi har set, at han gnsker et integral,
der er mere elementzeert og bevisteknisk enklere end Lebesgues integralbegreb, men vi ved
ikke om han har haft andre interesser end en forenkling. I 1914, hvor Perrons integral
publiceres, er raekkevidden af og anvendelsesmuligheder i Lebesgues integral kendt, og
det forekommer derfor meerkeligt, at Perron ikke undersgger om de vigtige egenskaber
ved Lebesgue-integralet ogsa er opfyldt for hans eget integral.

Vi har set, at definitionen af Perron-integralet er baseret pa stamfunktionen, hvorved be-
viset for Analysens Fundamentalteorem 2 fremkommer direkte. Dette har vi tolket som,
at Perron har haft en lgsning af stamfunktionsproblemet for gje. Perron fremkommer med
sit nye integral efter, at Denjoy har lgst stamfunktionsproblemet for alle afledte, og der
synes derfor ikke at veaere grund til at lave endnu et integral med det formal at lgse stam-
funktionsproblemet. Medmindre Perron ikke har kendt til Denjoys arbejde eller Perron

havde gnsket et integral, der er bevisteknisk mere enkelt end Denjoys integralbegreb og
ikke Lebesgues.

Forklaringen p4, hvorfor Perron ikke undersgger raekkevidden af sit integral i forhold til
Lebesgue-integralet (og slet ikke konkluderer p& baggrund af Analysens Fundamental-
teorem 2, at man med hans integral kan integrere flere funktioner) og hans manglende
reference til Denjoys arbejde kan muligvis findes i det arbejde Perron laver omkring 1914,
nemlig ved at undersgge, hvad Perron faktisk skal bruge sit integral til. Hvorfor har han
brug for et integral med en mere elementar definition, og med enklere beviser?

I vores przesentation af Radons integral navnte vi, at hans arbejde bygger p4 andres
arbejde, fortrinsvis af Riesz og Lebesgue. [Hawkins, 1975, s. 194] mener ligefrem, at
‘Radon’s contribution to integration theory depended heavily upon the ideas of others’. Vi
synes det kunne vzre interessant at undersgge i hvor hgj grad Radons arbejde kan siges
at bygge pd andres arbejde. Vi er ikke i vores gennemgang af litteraturen stpdt pd en
afdzekning af dette, udover den summariske behandling i [Hawkins, 1975).

Med hensyn til Lebesgue har det vaeret bemeaerkelsesvaerdigt, at han s kort tid efter sin
afhandling publicerer en artikel om integralets anvendelse indenfor teorien for Fourier-
rekker, men slet ikke navner denne anvendelsesmulighed i afhandlingen. Desvaerre er
det umuligt at afggre, om dette har varet en bevidst prioritering fra Lebesgues side.

!Han findes end ikke i Dictionary of Scientific Biography. -
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