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Det undersgges om det i Peskins 2D-hjertemodel giver en mere fy-
sisk og matematisk konsistent modellering at anvende en af Peskin
udledt modificeret version af Navier-Stokes ligning frem for den ori-
ginalt anvendte. Ved at opstille et szt af forudseetninger, der giver
en teoretisk ramme til forstielse af den originale version af model-
len, vises det, at denne er matematisk og fysisk konsistent. Det vises
desuden, at forskellen mellem de to versioner af Navier-Stokes lig-
ning kun har betydning i de omréder, hvor der lgber vaske ind i
modellen.

Endvidere implementeres den modificerede Navier-Stokes ligning i
Peskins 2D-hjertemodel, og det analyseres pa baggrund af data fra
modellen, hvorvidt modifikationen har en positiv effekt p4 model-
lens praktiske problemer. Hermed menes konkret om modifikationen
medfgrer en forbedring af modellens numeriske stabilitet, eller om
den har en he#mmende effekt p& hjerterandens bevaegelse i bereg-
ningsdomznet. P4 baggrund af modellens data ses der ingen tegn
pa, at modifikationen afhjeelper de praktiske problemer.

An English summary is included as appendix F.



Forord

Denne IMFUFA-tekst er i det store hele et genoptryk af en 2. moduls mo-
delprojektrapport udarbejdet i forarssemesteret 2000. Vi har dog tilfgjet nogle
enkelte forklaringer og resultater samt rettet et par trykfejl. Endvidere har vi
udarbejdet et engelsk resumé p4 artikelform, som findes i bilag: ::

Vi vil gerne takke vores vejleder Jesper Larsen (Math-Tech, IMFUFA) for idéen
til projektet, samt for hans hjeelp og opbakning undervejs. Desuden ensker
vi at takke felgende personer for deres hjeelp i forbindelse med projektar-
bejdet: Pernille Thorup Adeler (Math-Tech), Jacob M. Jacobsen (IMFUFA),
Viggo Andreasen (IMFUFA), samt Marianne Niss, Stine Timmermann og Ul-
rik Stervbo-Kristensen.
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Hyppigt benyttede symboler

Rum og tid

Q beregningsdomznet

H bredden af beregningsdomaenet

h gitterbredden

Ny antallet af gitterpunkter i en retning
X positionsvektor

x;  i-te komposant af position

T hjerteslagstid

t tid

At lzengden af et tidsskridt

Beskrivelse af randen

s parametriseringsvariabel til randen

L lzengde af parameterinterval til randen
X(s,t) position af randpunkt

f kraftdensitet pd randen regnet pr. s

Underforstaet tids- og positionsafhzngighed

p tryk; i 2D er dimensionen kraft pr. leengde

P divergensen af hastigheden, eller stromningshastighedsfordelingen
u hastighed

F kraftdensitet; i 2D er dimensionen kraft pr. areal

U; i-te komposant af hastighed

F; i-te komposant af kraftdensitet

Explicit tidsafhangig, underforstiet positionsafthengighed
u” hastighed til r’te tidsskridt
F" kraftdensiteten til n’te tidsskridt

Underforstaet tidsathengighed
K samlet kinetisk energi af systemet
Qx stremningshastighed ved den k-te kilde/draen

Fordelingsfunktioner

Wint fordelingsfunktion for de interne kilder
Wex fordelingsfunktion for den externe kilde
é kontinuert 2D Dirac deltafunktion

&y diskret 2D deltafunktion

Konstanter

[ densitet, i 2D masse pr. areal

u viskositet, i 2D masse pr. tid

Ievrigt

n normal vektor

Ja dA  overflade integral
Jidl  rand integral
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1 Indledning

Udgangspunktet for dette projekt var, at vi blev praesenteret for et problem
med Peskins 2D-hjertemodel, som ikke tidligere var blevet behandlet. For at
kunne forsté dette problem, er det naturligvis nedvendigt at have et minimum
af kendskab til modellen. Derfor giver vi en ultrakort praesentation af model-
len i denne indledning. Det sker udelukkende med henblik p4 at praesentere
problemet, og vi giver en mere fyldestgerende praesentation af modellen i ka-
pitel 2. Selve problemet foldes ogsa yderligere ud senere, forst og fremmest i
afsnit 2.1.2 0g 3.1.

Modellen og problemet

Peskins 2D-hjertemodel er en model, der modellerer blodets bevagelse gen-
nem venstre hjertehalvdel. Modellens matematiske grundlag er et szet af par-
tielle differentialligninger. Da disse ikke kan lgses analytisk, er de diskretise-
rede, og en lesningsmetode til disse diskrete ligninger er implementeret i et
computerprogram. Den hydrodynamiske modelleringen sker med udgangs-
punkt i den grundleeggende forudsaetning, at blodet kan antages at vaere en
inkompressibel Newtonsk vaeske!.

I hydrodynamik er det generelt sidan, at det styrende differentialligningssy-
stem bestdr af to ligninger; en kontinuitetsligning, der beskriver masseregn-
skabet i systemet og en bevagelsesligning, der beskriver impulsregnskabet.
For Newtonske vaesker kaldes beveegelsesligningen almindeligvis Navier-

Stokes ligning. Bevaegelsesligningen i Peskins 2D-hjertemodel er altsa en form
for Navier-Stokes ligning.

I modellen er der tre omrader, hvor der “stremmer” vaeske ind og ud af sy-
stemet. Der er altsd indbygget kilder og drezen i modellen. Disse kilder og
dreen har naturligvis betydning for masseregnskabet og dermed for kontinu-
itetsligningen. Den vaeske, der strommer ind og ud af systemet ved kilder og
dreen har endvidere betydning for impulsregnskabet. Det vil altsd sige, at vae-
skestremmen har betydning for formen af Navier-Stokes ligning.

Problemet med Peskins 2D-hjertemodel var, at der i opstillingen af lignings-
systemet ikke blev taget stilling til, hvilken betydning kilder og drzen har for
impulsregnskabet. Dermed var det ikke blevet overvejet hvilken form Navier-
Stokes ligning ber have. I stedet anvendtes der blot en standard Navier-Stokes

1 en Newtonsk vaeske antages det, at spendingstensoren kun afheenger linezert af hastigheds-
feltets forsteordens afledte.




2 7 Indledning

ligning for inkompressible vaesker. Igennem rapporten omtaler vi denne form
af Navier-Stokes ligning som den originale Navier-Stokes ligning, hvor “ori-
ginale” henviser til, at det er den for modellen originale formulering.

Omkring 1998, godt 20 4r efter indferslen af kilder og draen i modellen 2 blev
Peskin opmaerksom p4, at valget af Navier-Stokes ligning ikke var trivielt. Det
fremgar af, at han udarbejdede den upublicerede note “Inkompressible fluid
dynamics with distributed sources and sinks” [Peskin, 1998], hvor han giver
en generel beskrivelse af, hvordan der kan tages hejde for kilder og draens
betydning i impulsregnskabet. I dette notat ndr Peskin frem til en modificeret
version af Navier-Stokes ligning for inkompressible vaesker. Denne ligning
omtales fremover i rapporten som den modificerede Navier-Stokes ligning. I
forlaengelse af udledningen af den modificerede Navier-Stokes ligning viser
Peskin, at kilder og dreen i den pdgaeldende formulering giver anledning til,
at der dels dissiperes kinetisk energi til varme, og dels “strommer” kinetisk
energi ud af systemet.

Udover det beskrevne problem med de grundiaggende forudseminger, er
der nogle praktiske problemer i forbindelse med modellens resultater. For det
forste kan man kun f numerisk stabilitet i systemet, hvis man opskalerer vi-
skositeten betydeligt. For det andet bevaeger hjertet sig umiddelbart for meget
rundt i beregningsdomaenet.

Disse praktiske problemer kan begge tolkes som en indikation af at der er for
meget kinetisk 3 energi i systemet 4. Dette har lagt grundlaget for en hypotese
om, at de praktiske problemer haenger sammen med forudsaetningsproblemet,
eller mere konkret med, at der i modellen ikke tages hajde for impulsen pa den
rette mdde.

P4 baggrund af alt det ovenstdende har vi arbejdet ud fra felgende problem-
formulering

Er der teoretisk og/eller praktisk grundlag for, at den modificerede
Navier-Stokes ligning ber anvendes frem for den originale Navier-
Stokes ligning i Peskins 2D-hjertemodel?

Teoretisk skal her forstds, som vil det give en mere fysisk og/eller matematisk
konsistent modellering at vaelge den modificerede Navier-Stokes ligning?

Praktisk skal forstds som, vil anvendelsen af den modificerede Navier-Stokes
ligning kunne lose eller afhjeelpe de beskrevne praktiske problemer?

Ferste gang Peskin publisere noget om modellen, hvor kilder og dren indgr er i Peskin
(1977).

3Da veesken er inkompressibel er der en entydig sammenhzeng mellem den kinetiske energi
og impulsen,

41 afsnit 2.1.2 gdr vi neermere ind i en diskussion af, hvordan de praktiske problemer er koblede
til meengden af kinetisk energi i systemet.




Metode

De to dele i problemformuleringen danner et naturligt grundlag for en todelt
metode. Sdledes analyserer vi modellens resultater og undersager forudseet-
ningsproblemet teoretisk.

Vi underseger, hvilken mening det giver at anvende den originale Navier-
Stokes ligning i et omrdde med kilder og draen. Det giver os et grundlag for at
diskutere valget af denne ligning i forhold til den modificerede Navier-Stokes
ligning. Endvidere laver vi en beregning af, hvordan den kinetiske energi i sy-
stemet andrer sig tidsligt i den originale formulering af modellen. Resultatet
af denne beregning kan direkte sammenlignes med den tilsvarende beregning,
Peskin har lavet for den modificerede Navier-Stokes ligning. Denne beregning
giver altsd et yderligere grundlag for at diskutere valget af Navier-Stokes lig-
ning pé et teoretisk grundlag.

For at analysere de praktiske konsekvenser af valget af Navier-Stokes ligning
indbygger vi den af Peskin udledte modificerede Navier-Stokes ligning i mo-
dellen. Denne version af modellen vil gennem denne rapport blive omtalt
som den modificerede model. Vi implementerer desuden modifikationen i det
computerprogram, som leser de diskretiserede ligninger, hvilket ikke tidligere
er gjort. Dette sker med henblik pé at studere, hvilken betydning det har for
modellens resultater, at den modificerede version af Navier-Stokes ligning an-
vendes. Ved vurderingen af om den modificerede model er bedre eller dérli-
gere end den originale, koncentrerer vi os om at undersoge, pa hvilken made
det har betydning for de beskrevne praktiske problemer. Det er dermed ikke
vores hensigt at vurdere, om den modificerede model giver resultater, som pa
andre mdder er bedre end den originale model. Specielt vil vi ikke forsege at
tolke resultaterne fysiologisk.

Lasevejledning

Rapporten starter med et kapitel om selve Peskins 2D-hjertemodel, idet den
selvfolgelig udger en nadvendig baggrund for vores arbejde. Samtidig er det
en stotte i forbindelse med tolkningen af modellens data. Kapitlet er imidlertid
skrevet sddan, at den laeser, der er mest er interesseret i projektets overordnede
problematik, og mindre i selve hjertemodellen, kan springe videre til kapitel
3 efter afsnit 2.1.

Kapitel 3 og 4 indeholder den teoretiske del af behandlingen af problemet,
mens kapitel 5 diskuterer de praktiske konsekvenser af en modifikation af
modellen, hvilket sker pd baggrund af data fra modelkersler.

Rapporten indeholder naturligt en del fysik, idet vi behandler en hydrody-
namisk model. Vi har selvfelgelig sogt at forklare os efter bedste evne, men
lzeseren ber have et grundleeggende kendskab til klassisk mekanik. Er man
ikke familizer med hydrodynamik kan vi anbefale Archeson [1990] og Batche-
lor [1967], som vi har haft stor glaede af.




4 Indledning

Vi anvender Einsteins summationskonvention i de teoretiske beregninger, og
denne er praesenteret i bilag B, sammen med et par andre ting angdende nota-
tion. Endvidere findes der i bilag C en ultrakort preaesentation af hjertets ana-
tomi og pumpecyklus.




2 Beskrivelse af Peskins 2D
hjertemodel

Dette kapitel indeholder en overordnet forklaring af de grundlaeggende traek
ved modelleringen i Peskins 2D-hjertemodel. Der er dog samtidig tale om en
preesentation, der er meget centreret omkring de dele af modellen, som har
relation til de problemer, vi har arbejdet med. Det betyder, at den hydrodyna-
miske del af modellen, og specielt beskrivelsen af kilder og draen, er domine-
rende i denne fremstilling.

Der indledes med en generel sprogligt formuleret praesentation af modellen
og de praktiske problemer, der er en del af udgangspunktet for projektet. Der-
neest praesenteres modellen i en kontinuert beskrivelse og endelig i en diskre-
tiseret form. Den kontinuerte formulering af modellen kan forstds i sammen-
heeng med de teoretisk baserede diskusioner i kapitel 3 og 4, mens databe-
handlingen i kapitel 5 naturligt nok er lavet pd baggrund af den diskretiserede
model.

Beskrivelsen af modellen er udarbejdet pd bagrund af Adeler & Jacobsen
[2000] og Thorup [1997], derfor skal disse underforstées, som kilder, hvis ikke
andet er nzvnt. Vi har udover disse to kilder taget udgangspunkt i selve kil-
dekoden til computerimplementationen af modellen, da specielt detaljerne
omkring kilde og dreens beskrivelse fremgér mest preecist der. I forbindelse
med dette projekt har vi lavet en modifikation af Peskins 2D-hjertemodel. I
hele dette kapitel praesenteres modellen imidlertid som den fremstod forin-
den denne modifikation, hvilket vil sige en version af modellen, der svarer til
den, der beskrives i Adeler & Jacobsen [2000].

2.1 Generel beskrivelse af modellen

Charles Peskins 2D-hjertemodel er en todimensionel (2D) hydrodynamisk
model. Det modellerede omrdde er et snit igennem venstre hjertekammer,
hvor atrium, ventrikel samt mitralklappen er repraesenterede. Modellen be-
skriver blodets bevagelse fra det kommer ind i hjertet fra venen, til det pum-
pes ud i aorta. Hjertemuskulaturen er modelleret ved en kraftpdvirkning pa
systemet, og det er denne kraftpdvirkning, der far hjertet til at “sld”.

Tappendix C gives der en kort beskrivelse af hjertet og hjertes pumpecyklus.

5




6 Beskrivelse af Peskins 2D hjertemodel

Peskin pabegyndte sit arbejde med modellen i sin Ph.D. i 1972. Det primzaere
formdl med modellen var at studere interaktionen mellem hjerteklapperne og
stremningsmenstret, hvilket blandt andet giver en mulighed for at undersege
forskellige typer af kunstige hjerteklapper [Peskin, 1972a]. Saledes var det i
begyndelsen kun den del af hjertecyklen, hvor blodet stremmer fra atrium til
ventrikkel, der blev modelleret (slutningen af diasystolen og atriesystolen).
Senere er modellen blevet videreudviklet til at kunne modellere et helt eller
flere hjerteslag, blandt andet ved at der er blevet tilfojet kilder og draen i mo-
dellen.

I forbindelse med udviklingen har Peskin arbejdet sammen med en hel raekke
kolleger og studerende, specielt har David M. McQueen spillet en vaesentlig
rolle for udviklingen af modellen. Omkring 1983 gik Peskin og McQueen over
til at arbejde med en tredimensionel version af modellen og forlod dermed
den todimensionelle version [Eklund, 1994]. Denne model er imidlertid me-
get regnetung, og derfor arbejdes der sidelebende videre med 2D-modellen.
Dette arbejde er blandt andet lavet af Bio-Math gruppen?, og specielt har Per-
nille Thorup Adeler og Jacob Morten Jacobsen lavet en del modifikationer i
modellen. Adeler og Jacobsen har blandt andet arbejdet med at omskalere mo-
dellen, sdledes at den idag er skaleret til at svare til et menneskehjerte, hvor
den for var skaleret som et hundehjerte. Dette arbejde er lavet pd baggrund af
MR-skanningsdata fra menneskehjerter. [Adeler & Jacobsen, 2000]

2.1.1 Modelleringen

Dette afsnit giver en forklaring af den overordnede struktur af modellen. De
naermere matematiske detaljer vil blive uddybet i de to felgende afsnit.

Den hydrodynamiske model

I modellen beskrives blodet som en usammentrykkelig vaeske, og derfor an-
vendes Navier-Stokes ligning for en usammentrykkelig vaeske til at beskrive
systemet. Denne har normalt felgende form

p (%‘% +(u- V)u) = uV2u-Vp+F 21D

hvor u = (u;,us) er hastighedsfeltet, p er trykfeltet, F = (F;, F) er kraft-
densitet (altsd kraft pr. areal), p er densiteten af veesken og p er viskositeten.
Hastighedsfeltet, trykfeltet og kraftfordelingen athaenger alle af tid og sted,
hvorimod densiteten og viskositeten er konstante. Bemeerk at da modellen er
i 2D, er dimensionen af tryk, densitet og viskositet anderledes end normalt,

En gruppe matematikere med relation til IMFUFA, RUC, der arbejder med matematisk mo-
dellering af fysiologiske systemer.



2.1 Generel beskrivelse af modellen 7

for eksempel er dimensionen af densitet masse pr. areal og ikke masse pr. vo-
lumen.

Det er netop formen af ligning 2.1.1, der er til diskussion i forbindelse med
dette projekt, men i dette kapitel beskrives modellen, som den fremstod, in-
den vi begyndte at arbejde med den. Diskussionen af Navier-Stokes ligning
pabegyndes séledes ferst i kapitel 3.

Udfra Navier-Stokes ligning, en passende kontinuitetsligning (jvf. afsnit 3.1),
en beskrivelse af geometrien i systemet, en tidslig beskrivelse af kraftforde-
lingen og et sat af begyndelsesbetingelser er det i teorien muligt at beregne,
hvordan hastighedsfeltet og trykfeltet? udvikler sig i tiden. Det er dog ikke
generelt muligt at lese Navier-Stokes ligning analytisk, og man er derfor ned-
saget til at benytte en numerisk losning.

Domanet

Modellen arbejder til alle tider inden for det samme afgraensede omrade; be-
regningsdomanet. Domaenet har periodiske randbetingelser, hvilket vil sige,
at vaeske, der stremmer ud gennem en side, kommer ind af den modstdende
side. Sdledes er det heller ikke noget problem, hvis hjertet bevaeger sig ud over
domeenekanten, da det blot kommer ind ved den modstdende side. Domaenet
er kvadratisk og af samme sterrelsesorden som hjertet. Domaenet er dog sa
meget sterre end hjertet, at man er sikker p4, at hastighederne vaek fra hjertet
er sma.

Hjerteranden og mitralklappen

Etseerligt karakteristikum ved Peskins 2D-hjertemodel er mdden, hvorpa hjer-
teranden og mitralklappen er modelleret.

Figur 2.1 viser blandt andet hjerteranden og mitralklappen, og det kan vaere
nyttigt at benytte denne figur under leesningen af det felgende.

Hijerteranden er repraesenteret ved en kurve, og denne kurve er omgivet af vee-
ske med samme densitet og viskositet pd begge sider. Kurven har den egen-
skab, at den afgreaenser et omrdde som reprasenterer det indre af hjertet, og
som det senere vil fremgd er det ikke muligt for veaesken at treenge igennem
denne rand.

Den vaeske, der er inden for hjerteranden, beskriver blodet i atrium og ventri-
kel. Vaesken uden for hjertet repraesenterer i en eller anden forstand det vaev,
der omgiver hjertet. Navier-Stokes ligning loses ogsa i dette omrade, selvom
det altsd ikke repraesenterer nogen form for faktisk eksisterende fysiologisk
vaeske. ‘

2Trykfeltet bestemmes dog kun op til en additiv konstant [Griebel et al., 1998, s 12].




8 Beskrivelse af Peskins 2D hjertemodel

Mitralklapperne er beskrevet ved to kurver i domznet, og pd samme mide
som for hjerteranden er det ikke muligt for vaesken at treenge igennem klap-
perne. I praksis er hjerteranden og mitralklapperne beskrevet ved en samlet
kurve, og der vil i det felgende ikke blive skelnet strengt mellem hjerteranden
og den samlede kurve.

Randen har ingen inerti, hvilket betyder, at der ikke kraeves en kraft for at
accelere den. Endvidere er randen modelleret sidan, at et givet punkt pa ran-
den altid har den sammen hastighed, som det ville have, hvis det var et punkt
i vaesken. P4 denne made har man undgdet at skulle tage specielt hensyn til
randen og gjort at det er muligt at benytte Navier-Stokes ligning til at beskrive
hele systemet. Det, at randen bevaeger sig med vaesken, betyder, at det ikke er
muligt for vaeske at traenge igennem randen, samt at der er en no slip betin-
gelse for veesken ved randen’.

Randen pdvirker veesken gennem et kraftfelt, det vil sige, at i Peskins 2D-
hjertemodel beskriver F fra ligning 2.1.1 randen. I den kontinuerte formule-
ring af modellen er randkraften kun forskellig fra nul pa selve kurven, der
repreesenterer randen. I den diskrete formulering af modellen er den kurve,
som beskriver randen, imidlertid ikke nedvendigvis sammenfaldende med
de diskrete beregningspunkter, og man benytter derfor en distributionsfunk-
tion til at overfere kraften til de diskrete beregningspunkter.

Styrken af kraftfeltet er styret af randens konfiguration og af en tidsafhaen-
gig funktion. Dette modelleres ved sdkaldte aktive og passive links (jvf. afsnit
2.4.3) der forbinder forskellige punkter pa randen. Linksne beskriver blandt
andet den tidsafhaengige muskelaktivitet i hjertet.

Udover selve randen indeholder modellen ogsa nogle sdkaldte virtuelle punk-
ter. De virtuelle punkter er punkter, hvor man kan lade links gé til, uden at
vaesken bliver pdvirket ved punktet. I forbindelse med mitralklapperne fin-
des et sddan punkt. Fra hver af klapperne gér et link til dette virtuelle punkt,
og fra punktet gir endnu et link til et fast punkt pé hjerteranden, pd figur 2.1
ses disse links aftegnet. P4 f.eks. figur 5.3 ses det virtuelle punkt som et en-
keltstdende randpunkt inde i hjertet, og stedet pé randen, hvor linket fra det
virtuelle punkt ender, ses som en lille indbulning i hjerteranden. Placeringen
af dette virtuelle punkt bestemmes af kraftforholdene i linksne. Denne kon-
struktion er en model af de muskler som i virkeligheden er med til at styre
mitralklapperne.

Udover det virtuelle punkt ved mitralklappen findes ogsé en rackke virtuelle
punkter, som bruges til at fastholde hjertet (se 2.1.2). Disse punkter har den
egenskab, at de er fast placerede i domeenet. Pa figur 5.3 ses disse punkter
tydeligt.

Den metode, hvormed randen er beskrevet i Peskins 2D-hjertemodel, egner
sig specielt til systemer, hvor man har en rand, som béde flytter sig med vee-

3En no slip betingelse ved en rand vil normalt betyde, at man kraever, at vaeskens hastighed er
nul ved randen, hvilket oplagt er opfyldt her, nir man betragter vaeskens hastighed i forhold til
randen.
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sken, og som samtidig pavirker veesken med en kraft. Det er netop sddan en
situation, man har med hjertevaeggen. Se for eksempel Peskin [1972b] for en
grundlaeggende beskrivelse af metoden.

Kilder og draen

I modellen er der et draen ved aorta og en kilde? i atrium ved venen. Model-
lering af kilden ved venen og draenet ved aorta sker ved, at man forestiller
sig, at der inden for et omrdde opstdr eller destrueres vaeske. For at sikre, at
der er den samme mangde vaeske i domanet hele tiden®, er der endvidere en
ekstern kilde. Det vil sige en kilde uden for selve hjertet. Denne kilde kom-
penserer for den maengde vaeske, der totalt forlader eller tillaber hjertet. .

Der er to vigtige parametre i beskrivelsen af kilder og draen; deres placering
og stremningshastigheden. Placeringen bestemmes ved en given relation til
hjerterandens konfiguration. Stremningshastigheden beskriver hvor stor en
maengde af veaeske, der leber gennem kilden pr. tid. Da vasken er usammen-
trykkelig, er der ingen forskel pd, om man beskriver dette ved, hvor stor en
masse af vaeske, der stremmer ud eller hvor stort et areal af vaeske, der strom-
mer ud®. Stremningshastigheden for kilden i atrium er bestemt ud fra for-
skellen mellem trykket ved kilden og et fysiologisk bestemt tryk, svarende til
det tryk, der normalt er i venen. Stremningshastigheden for aortadraenet har
tidligere vaeret modelleret pd tilsvarende vis. Jacobsen har imidlertid lavet en
modifikation, siledes at sammenhzngen mellem trykket og stremningshas-
tigheden i den nuveerende version af modellen er styret af en sdkaldt windkes-
selmodel. Windkesselmodellen beskriver resten af blodkredslebets respons p4
hjertets udpumpning’, og den konkrete windkessel model indeholder blandt
andet en model af aortaklappen (jvf. afsnit 2.2.5). Stromningshastigheden ved
den eksterne kilde er naturligvis styret af de to andre stremningshastigheder,
idet den eksterne kilde jo kompenserer for den maengde vaeske, der i alt kom-
mer ind i eller forsvinder fra domaenet via de interne kilder og draen.

Kilder og draen modelleres i praksis ved, at man zndrer pa den styrende kon-
tinuitetsligning, og det er matematisk betragtet denne aendring, der giver an-
ledning til, at kilder og dreen har betydning for impulsregnskabet og dermed
for formen af ligning 2.1.1 (jvf. afsnit 3.1).

40rdet kilde bruges i en generaliseret betydning som fzllesbetegnelse for steder, hvor vasske
kan lebe ind og ud af systemet, dreen derimod bruges om steder, hvor der kun kan lebe vaske
ud.

SDette er nedvendigt for at kunne bibeholde det samme beregningsdomzene til alle tider, idet
vaesken jo antages at veere inkompressibel.

®Husk modellen er i 2D; i 3D ville det have vaeret volumen af vaske.

7For en beskrivelse af forskellige typer windkesselmodeller se for eksempel Andersen et al.
{2000}
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Initialkonfigurationen

Initialkonfigurationen af modellen indeholder en beskrivelse af, hvordan hjer-
teranden er placeret, en beskrivelse af hastighedsfeltet (som er nul over hele
domeenet til starttidspunktet) og en beskrivelse af hvor i hjertecyklen, hjertet
befinder sig. Initialkonfigurationen er meget fleksibel, hvilket gor det muligt
at matche hjertemodellen med for eksempel skanningsdata fra mennesker. P4
figur 2.1 ses en skitse over beregningsdomaenet, hjerteranden og kilderne som
de er placeret ved beregningens begyndelse.

60

507

o

407

30}

20¢

EXTERNAL SINK SOURCE

10}

10 20 30 40 50 60

Figur 2.1 Skitse af hjertet som det er beskrevet i modellen (her initialbetingelserne).
De tvaergdende linjer er de i teksten omtalte aktive og passive links.

In- og output

Overordnet set er input til modellen en funktion, som beskriver den tidsaf-
heengige muskelaktivitet, og output er tidsafhaengige hastigheds- og trykfel-
ter samt en beskrivelse af vaeskestremmen gennem aorta og venen. Endvidere
er der en stor mangde parametre, der kan varieres i modellen, men som ikke
er funktioner af tiden; for eksempel viskositeten, randens initialkonfiguration
og trykket ved venen.

Beregningsalgoritmen

Ndr modellen er diskretiseret passende (jvf. afsnit 2.4), angiver folgende algo-
ritme, hvordan beregning af hastighedsfeltet og randens konfiguration til et
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tidsskridt findes ud fra feltet og konfigurationen til foregdende tidsskridt.

¢ Find randens kraft for hervaerende tidsskridt ud fra randens konfigu-
ration. Man kunne benytte randens aktuelle konfiguration til direkte at
finde kraften, men den fremgangsmdde giver et meget ustabilt system,
derfor benyttes felgende algoritme.

- P4 baggrund af hastighedsfeltet beregnes et forelebigt gaet pd ran-
dens nye konfiguration (dette gaet benyttes kun til denne bereg-
ning).

- Ud fra det fundne geet pad en konfiguration beregnes randens kraft.
» Distribuer den fundne kraft til de diskrete beregningspunkter.

e Beregn hastighedsfeltet til naeste tidsskridt; dette beregnes kun i de di-
skrete beregningspunkter. Trykket i modellen har som for beskrevet ind-
flydelse pd kilder og draen, specielt er det trykket ved aorta, som bestem-
mer om aortaklappen skal veere lukket eller &ben. Der benyttes folgende
algoritme.

- Beregn et forelobig gt pd det tryk der pumpes ud imod ved aorta.

- Beregn trykket i hjertet pa baggrund af aortaklappens nuvaerende
tilstand.

- Undersog om det fundne tryk giver anledning til, at aortaklappen
skal eendre tilstand. Hvis det er tilfaeldet aendres tilstanden, og tryk-
ket i hjertet genberegnes.

~ Foretag den endelige opdatering af det tryk der pumpes ud imod
ved aorta. '

¢ Beregn vaeskens hastighed ved randen ud fra det diskrete felt, og lad
randen flytte sig med vaesken.

Denne algoritme beskriver hovedtraekkene i de beregninger som foretages i
computerimplementationen af modellen.

2.1.2 Modellens praktiske problemer

Da det er muligt at sammenligne modellens resultater med skanninger fra
mennesker, har det ogsd vaeret muligt at konkludere, at modellen pd mange
mdder giver nogle gode resultater. For eksempel har modellen givet anled-
ning til optagelsen af et patent pd en kunstig hjerteklap [Researcher Profiles:
"Charles S. Peskin and David M. McQueen, Courant Institute of Mathematical Sci-
ences, 1995].

Som beskrevet i indledningen er der imidlertid stadig nogle praktiske proble-
mer med modellen. Disse problemer kan overkommes, men indtil videre sker
det ved nogle metoder, der ikke er fysiologisk eller teoretisk baserede.
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Det storste praktiske problem er, at for at f& stabilitet i den numeriske me-
tode er det nedvendigt at opskalere viskositeten. Hvis dette ikke gores, bliver
hastighederne pludselig for store og dermed ufysiologiske. Skaleringen gores
i praksis, ved at man skalerer hjertets sterrelse og hjerteslagstiden passende
(se afsnit 2.3 for en nermere diskution af skaleringen). Peskin forseger i sin
Ph.D. afhandling [Peskin, 1972a, Afsnit V] at redegere for, hvorfor dette ikke
har nogen saerlige betydning. Imidlertid er der idag enske om at anvende mo-
dellen i en sammenhaeng, hvor det anses for vaesentligt, at viskositeten ikke er
opskaleret [Jesper Larsen, 2000].

Som det vises i forbindelse med databehandlingen i afsnit 5.6, bevaeger hjerte-
randen sig meget rundt®, hvis den ikke begreenses i sin bevagelsesmulighed.
Adeler og Jacobsen har derfor indbygget en mulighed for at gere netop dette
sdledes, at hjerteranden kun kan lave mindre bevagelser i domaenet. Fasthol-
delsen af hjertet er lavet ved at tilfeje nogle ekstra passive links, svarende til
de passive links, der indgar som en del af modelleringen af muskelstrukturen
(vf. afsnit 2.4 s. 21). De ekstra passive links er hver isar knyttet til et punkt
pd randen, samt et gitterpunkt i domaenet. Linksene er kun placeret omkring
draenet ved aorta, og hjertet begraenses altsd ikke fuldsteendigt i sin bevaegelse.

For begge de to praktiske problemer og deres lgsninger gelder, at kan vare
udtryk for, at der i en eller anden forstand er for meget kinetisk energi i syste-
met.

Hvis viskositeten ikke opskaleres bliver hastighederne som naevnt unaturligt
store, og det svarer til, at den kinetiske energi bliver unaturlig stor. Ved at ops-
kalere viskositeten dissiperes der kinetisk energi ud af systemet pd en kunstig
mdéde. Nér hjerteranden begraenses i sin bevaegelse, pavirkes vaeskens bevae-
gelse nedvendigvis ogsd (jvf. afsnit 2.2.2). Da hjerteranden bremses, er det
umiddelbart oplagt at forestille sig, at vaesken ogsa bremses, hviket vil betyde,
at den kinetiske energi af systemet sankes.

Det er, som det ogsd stdr i indledningen, denne relation mellem systemets
energi og de praktiske problemer, der er baggrunden for tesen om at disse
problemer er knyttet til valget af Navier-Stokes ligning. Selve forudsaetnings-
problemet, der er baggrunden for rapportens diskussion om valg af Navier-
Stokes ligning, behandles ikke videre her, idet det allerede er beskreveti rime-
lig detalje i indledningen. Der gives en mere matematisk formuleret indfering
i forudseaetningsproblemet i afsnit 3.1.

2.2 Kontinuert beskrivelse af modellen

Dette afsnit praesenterer Peskins 2D-hjertemodel kontinuert. Denne beskri-
velse er pd mange madder mest egnet som baggrund for den senere diskussion
af forudsaetningsproblemet, hvorimod den diskrete beskrivelse, som findes i
afsnit 2.4, har mere praktisk betydning. Som i resten af dette kapitel laegges

8Sterrelsesordenen af bevaegelsen er en domanebredde pr. hjerteslag.
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der i dette afsnit relativ stor vaegt pd den hydrodynamiske del af modellerin-
gen, specielt beskrivelsen af kilde og drzen, idet det er denne del af modellen,
vi senere vil analysere og modificere.

Da tolkningen af de forskellige dele af modellen er beskrevet i foregdende af-
snit, er dette afsnit centreret omkring en matematisk beskrivelse af modellens
struktur.

2.2.1 Domanet for modellen

Domzenet for modellen Q er et rektanguleert domeene med periodiske rand-
betingelser. Igennem denne rapport vil vi altid benytte et kvadratisk domeene,
og dermed har vi kun behov for en parameter til at beskrive domaenets ster-
relse: domeenebredden H.

Domazenet har periodiske randbetingelser, hvilket vil sige, at u(x) og p(x) er
periodiske med domenebredden H som periode, hvilket kan formaliseres
som

u(x) = u(x + Hn)

hvor x er en positionsvektor og n er en enhedsnormal til en domeenerand.

Gennem resten af denne rapport antages det, at koordinatsystemet er placeret
med (0, 0) i nederste venstre hjorne af domaenet og med akserne langs do-

manevaggen. Det betyder, at ovenstdende periodisitetsbetingelse kan skrives
som

u(x) = u(x+ He;) = u(x + Hep)

hvor x som altid er en positionsvektor, e er enhedsvektoren i fersteaksens
retning og e; tilsvarende i andenaksens retning.

2.2.2 Hjerteranden

Randen er en lukket kurve og kan matematisk repraesenteres som en parame-
triseret kurve X(s,t),0 < s < L, hvor ¢ er tiden, og L er leengden af paramete-
rintervallet. Bemaerk at randen ikke har samme lzengde hele tiden, og derfor
er parametriseringen steerkt tidsathaengig. Dette kan synes besvaerligt, men i
den diskrete beskrivelse viser det sig at vaere meget operationelt.

Som fer beskrevet, kraever man, at randen overalt har samme hastighed som
den omgivende vaeske. Det vil i denne beskrivelse sige:

aa—’t‘(s, ) = w(X(s,£), 1)
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hvilket mere operationelt kan skrives
X
St = /ﬂ u(x, £)8(x - X(5, £)) dx 22.1)

hvor & er Diracs deltafunktion i to dimensioner®.

Hjerterandens pavirkning af den omgivende vaeske beskrives, som for omtalt,
via den kraft, den pavirker vaesken med. Kraften er bestemt af den aktuelle
geometriske konfiguration af hjerteranden, og af hvor i hjertecyklen modellen
befinder sig. Kraften bestemmes af de aktive og passive links. Disse links har
ikke nogen oplagt kontinuert beskrivelse og vil derfor blive beskrevet i sterre
detalje i den diskrete beskrivelse af modellen (se afsnit 2.4.1).

Kraftdensiteten i randen (med hensyn til parameterintervallet) er givet ved en
funktion £(s, t). Det vil sige, at den kraft, som et lille stykke af randen ds pavir-
ker veesken med, er givet ved £(s, t)ds. Bemaerk at leengden af stykket er malt
som laengden af parameterintervallet, og den er derfor ikke nedvendigvis det
samme som den fysiske leengde af randstykket.

Sammenhangen mellem denne randkraft og den kraftdensitet (malt som kraft

pr. areal), som indgdr i de styrende ligninger (se f.eks ligning 2.1.1), er givet
ved!?

F(x,t) = /;L (s, 1)8(x — X(s,t)) ds (2.2.2)

Af denne ligning ses det, at randkraftfeltet kun er forskelligt fra nul der, hvor
randen befinder sig.

2.2.3 Beskrivelse af kilder og draen

Som naevnt i afsnit 2.1.1 er kilder og draen modelleret ved, at der inden for et
omrade opstdr eller destrueres vaeske. Dette beskrives ved en funktion (x, t),
hvor 1 er en stremningshastighedsfordeling, altsd en beskrivelse af hvor me-
get vaeske, der forsvinder/opstér pr. tid pr. areal. ¢ er nul i det meste af do-
maenet bortset fra de omrdder, hvor der er modelleret kilder og dreen.

Der er tre sddanne kildeomrader i modellen; to inden for selve hjerteranden
(et ved aorta og et ved venen) samt et omrdde uden for hjertet.

Stremningshastigheden, der beskriver den samlede mangde af vaske, som
opstér pr. tid, er givet ved en funktion Q(t), hvor Qi (t) regnes med fortegn.
k angiver hvilken kilde, der er tale om efter folgende skema

k=1 :kilden ved venen
k=2 :drenetved aorta 2.2.3)
k = ex :den eksterne kilde

95 har den fysiske dimension pr. areal, nir man regner i to dimensioner.
OFor en nzermere redegorelse af den kontinuerte beskrivelse af randkraften, se Thorup [1997].
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Kravet om at den samlede maengde af vaeske i domaenet skal veere konstant
kan sdledes formuleres som

R 2
0= [ Wix 1) dx=Qult) + 3 Q) (224
Q k=1

Sammenhengen mellem 1 og Q er givet ved

2
PY(x, t) = Qex(t)wex(x — Xex(t)) + kz Qi(B)wint(x — Xk (1)) (2.2.5)
=1

hvor Xi(t) og Xex(t) angiver positionen af den givne kilde til et hvert tids-
punkt, og wex samt w;y,; er fordelingsfunktioner for henholdsvis den eksterne
og de interne kilder. I modellen er kilderne rektangulzre (de interne er kva-
dratiske), og positionen er angivet som positionen for det punkt, hvor diago-
nalerne skaerer hinanden (for den eksterne kilde er det dog kun ferste koordi-
naten, der har en betydning).

Fordelingsfunktionen for de interne kilder er givet ved

v (ruts) — {g%)z (1,+ cos (ﬁixl)) (1 + cos (ﬁi"Z)) for (x1,x2) € [_% %]2

ellers

Hvor b er bredden af det kvadratiske omrdde, hvor pa den givne kilde er

modelleret ( i praksis er b fastholdt pd 1/s domeenebredde). Denne definition
af w;y,; sikrer at,

/Q Wine(x — Xg(£)) dx = 1

hvilket er et krav for, at den kan veere en fordelingsfunktion. Den eksterne
kilde er defineret pa et rektangulaert omrdde, der er domaenelaengden H i hoj-
den og har en bredde V'. Bredden b’ er smal i forhold til domenets bredde (i
praksis 1/14 af denne), sdledes at den eksterne kilde ikke kommer i karambo-
lage med hjerteranden.

Fordelingsfunktionen for den eksterne kilde er givet ved

w(x1, x2) = w(xy) = {3"177 (1 + cos (#7'7"1)) for (x1,x3) € [ ] [0, H]

ellers
(2.2.6)

og her geelder det ogsé at

/Q Wex(x — Xp(£)) dx = 1

Inden det er muligt at forklare, hvordan Qy beskrives, er det nedvendigt at
forklare, hvordan man bestemmer trykket i systemet.
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2.24 Tryki modellen

Trykket i modellen kan kun bestemmes op til en additiv konstant. Det vil sige,
at man kun kan udtale sig fornuftigt om trykforskelle og ikke om absolutte
tryk. I modellen er det valgt, at referencetrykket er et vaegtet middel over
trykket ved den eksterne kilde. Fordelingsfunktionen for den eksterne kilde
(se ligning 2.2.6) anvendes som vaegt. Det giver folgende formel for reference-
trykket (Pg)

Py(t) = /Qp(x, F)wex(x — Xex(t) )dx

Ud fra dette referencetryk kan alle andre tryk nu beregnes.

Trykket ved de interne kilder og dreen indgér i forskellige sammenhznge.
Trykket er naturligvis ikke givet ved en enkelt vaerdi, da der netop er tale
om en model med fordelte kilder og dreen. For at kunne tale om et enkelt tryk
benyttes ogsa her et vaegtet middeltryk. Trykket ved den k’te kilde (Py) er givet
ved (hvor k € {1,2} og ellers som i ligning 2.2.3)

Pi(t) = /Qp(x, E)wint(x — Xg (£))dx — Po(t) (227)

2.2.,5 Styring af kilder og dreen

Ud fra det i ligning 2.2.7 beskrevne tryk ved de interne kilder er det muligt
at beskrive, hvordan sammenhsengen mellem tryk og stremningshastighed
neaermere er givet.

Kilden i atrium

Essensen i styringen af stremningshastigheden ved kilden i atrium (altsd mo-
dellen af venen) er, at hvis trykket ved kilden er mindre end et fast referen-
cetryk, leber der veaeske ind i hjertet, og er trykket omvendt sterre ved kilden,
lober blodet ud af hjertet. Det vil sige, at der godt kan lebe blod ud af hjertet
gennem venen.

Stremningshastigheden for atriumkilden, Q,(t), er givet ved

Ql(t) - Pref,vene - Pl

Rvene

hvor Pregyene 08 Rvene er fysiologisk relaterede parametre.
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Dranet til aorta

Som neevnt i afsnit 2.1.1 beskrives sammenhzengen mellem trykket ved aorta-
drzenet og stremningshastigheden ved en windkesselmodel. Windkesselmo-
dellen er en model, der modellerer responset fra aorta, eller hele arteriesyste-
met om man vil. Modellen tager altsd hojde for, at hjertet ikke pumper ud mod
et konstant tryk.

Den version af windkesselmodellen, der benyttes i modellen, kan repraesente-
res ved det elektriske kredsleb, der er skitseret pa figur 2.2. Analogien mellem
det elektriske system og det hydrodynamiske system er, at trykket svarer til en
elektrisk spaending, og stremningshastigheden svarer til den elektriske strom.

Raorta,l

' Qs P
Py D l QZ—__| ref ,aorta

C :_:_ Raortu,z

Py )

Figur 2.2 Elektrisk netveerk, der svarer til den anvendte Windkesselmodel.

Dioden i netvaerket modellerer aortaklappen. Denne sikrer, at vaesken kun kan
lebe ud gennem aorta og ikke ind af den. Dioden/klappen &bner, hvis trykket
uden for hjertet er mindre end trykket i hjertet. Det vil sige, at stremnings
hastigheden ved draenet til aorta, Q»(t), kan beskrives ved

(2.2.8)
ellers

-Qu(t) = {Pz(t)—k:?_;: () for Py(t) > Pretaortal?)
0

Det tryk, der pumpes ud imod (Pregaorta()), Styres af folgende differentiallig-
ning

dP,
—-Q,(t) =C redf,:orta + Pr(;,aortait) 22.9)
aorta,

P& denne form felger differentialligningen direkte af sammenheengen mellem
tryk og strem (alias spaending og strem) for henholdsvis modstand og kapaci-
tor, og det faktum at den samlede strem er lig summen af stremmen gennem
C og Raorta,z.
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2.2.6 De styrende ligninger

Som beskrevet i afsnit 2.1.1 er den styrende ligning Navier-Stokes ligning for
en usammentrykkelig vaeske sammen med en kontinuitetsligning.

I den originale version af modellen er det folgende seet ligninger, der lases.

p (%—‘: + (u- V)u) = uV?u-Vp+F (2210
(V-u) = o 2.2.11)

Normalt er kontinuitetsligningen for en usammentrykkelig vaeske V - u = 0,
men nér der er kilder og draen i systemet er dette ikke tilfeeldet. Med den
beskrivelse af kilder og draen, der anvendes i Peskins 2D-hjertemodel, bli-
ver kontinuitetsligningen V - u = 1, hvor v er den i ligning 2.2.5 beskrevne
stromningshastighedsfordeling. Dette vises i afsnit 3.1, hvor det ogsa forkla-
res, hvordan denne @ndring af kontinuitetsligningen hanger sammen med
forudseetningsproblemet og dermed diskussionen omkring valg af Navier-
Stokes ligning.

Man kan ikke generelt lose ligning 2.2.10 og 2.2.11 analytisk. Det er derfor, at
hele modellen er diskretisret. Denne diskretisering beskrives i afsnit 2.4.

2.3 Omskrivning til naturlige enheder

Ndr man arbejder med matematiske modeller, er det standard at beskrive sy-
stemet i sdkaldte dimensionslese sterrelser. Dette giver mange fordele, og i
implementationen af Peskins 2D-hjertemodel arbejdes der ogsd med sddanne.
Derfor vil vi beskrive denne teknik og de praktiske konsekvenser af den. Vi
har dog valgt et lidt andet sprogbrug, end man normalt ger, hvilket der vil
blive gjort rede for.

Normalt arbejde man med dimensionslese storrelser, som er defineret sdledes

Sterrelse med dimension

Dimensionsles sterrelse = : -
Referencesterrelse med samme dimension

hvor referencestarrelsen er en for det beskrevne system typisk sterrelse. [Gri-
ebel et al., 1998, s 18]

Da vi ensker at have mulighed for at benyttet dimensionsanalyse'!, foretrak-
ker vi, at man taenker pd omskrivningen som en overgang til naturlige enhe-
der. Der er imidlertid kun tale om en konceptuel anderledes metode. Opera-
tionelt er der ingen forskel, i den forstand at det er de samme tal, der skal
ganges og divideres.

NOrdet dimensionsanalyse henviser til det forhold, at man ud fra dimensionen af en raekke
relaterede fysiske sterrelser kan udtale sig om, hvordan de er relaterede.
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Overgangen til naturlige enheder kan beskrives ved felgende omskrivning

Sterrelse i naturlig enhed = Sterrelse i normal enhed

Konverteringsfaktor fra normal til naturlig enhed

hvor konverteringsfaktoren er dimensionsles, med enheden

Original enhed
Naturlig enhed

I modellen er de valgte naturlige sterrelser:

Langde: Bredden af domeenet, O: H
Tid: Leaengden af et hjerteslag: T

I den resterende del af rapporten benaevnes de naturlige enheder for hen-

holdsvis leengde og tid, med H og T, og disse enheder har samme dimmension
som de normale cgs enheder.

Konverteringsfaktoren for en leengde, angivet i centimeter, bliver det antal

. m ]
centimeter domanet er bredt, med enheden Tommmelzngde Angives denne

konverteringsfaktor med H’, og indferes T’ tilsvarende kan omskrivning til
de naturlige enheder beskrives sdledes, (hvor variable i naturlige enheder er

markeret med ¥, og hvor det er angivet, hvilken enhed de forskellige starrelser
eri) :

x* = 7%7 H
* —
= il T
= uT H
) T
E ETIZ HZ
e/, pPHZ | TZ
« (1 — uT | B
V= (p) - pHZ|T
E\’ ET?2 | H
p e H | T2

v* er den kinematiske viskositet i naturlige enheder, denne svarer til den reci-
prokke verdi af det sdkaldte Reynoldstal!2.

Hvis man tager udgangspunkt i Navier-Stokes ligning, hvor man har divide-
ret igennem med p, fir man i de naturlige variable

ou* * ) a2, B * E *
(6t+(u V)u)—vVu V(p) +(p)

2Under den forudseetning at 1H/r betragtes som en karakteristisk hastighed for systemet, idet
Reynoldstallet normalt defineres som en karakteristisk hastighed gange en karakteristisk leengde
divideret med den kinematiske viskositet.
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Af denne ligning ses det, at der kun indgdr to parametre nemlig den kine-
matiske viskositet v og kraftdensiteten pr. densitet fi/,. Disse to konstanter er
dermed bestemmende for den dynamiske opfersel af et system. Det vil sige, at
hvis man i to forskellige systemer kommer frem til, at disse to sterrelser er de
samme, ndr man gdr til naturlige enheder, fir disse systemer den samme dy-
namiske opfersel. Det er denne egenskab, der er grundlaget for skalaforseg,
hvor man typisk formindsker laengdesterrelser og derefter aendrer viskosite-
ten passende. [Griebel et al., 1998, s19]

Som beskrevet i afsnit 2.1.2 skaleres viskositeten op i Peskins 2D-hjertemodel
for at overkomme problemer med numerisk ustabilitet. Dette gores i praksis
ved, at man nedskalerer laengder og tider med en faktor (den sdkaldte gamma
faktor 0 < y < 1). Af udtrykket for den kinematiske viskositet i naturlige
enheder ses det, at dette svarer til en opskalering af v med en faktor 1/, Den
nedvendige sndring af kraftledet foregdr implicit, da relevante sterrelser for
dette findes ud fra forskellige andre sammenheaenge i modellen [Jacob Morten
Jacobsen, 2000].

I den efterfelgende beskrivelse vil det, hvor ikke andet er naevnt, veere under-
forstaet at alle starrelser er i naturlige enheder (det vil sige, at vi ikke skriver
u*, men blot u).

2.4 Diskret beskrivelse af modellen

For at kunne regne pa Peskins 2D-hjertemodeler det nadvendigt at beskrive
den diskret. Det betyder, at man “kun” regner pé et givet antal punkter inden
for modellens domaene, hvilket blandt andet medferer, at differentialoperato-
rer skal oversaettes til differensoperatorer. I dette afsnit beskrives diskretise-
ringen af modellen.

2.4.1 Diskretisering af indgaende storrelser
Domanet og tiden

Modellen er som neevnt i afsnit 2.2.1 beskrevet pé et afgraenset domene (som
det ogsé fer er navnt, regner vi alle steder med at domeenet er kvadratisk)
med periodiske randbetingelser.

I den diskrete formulering beskrives dette som et kvadratisk gitter med en
given afstand mellem gitterpunkterne (gitterbredden) h. Det vil sige, at alle
punkter i domeenet beskrives som x; j = (x,y) = (hi,hj) hvori,j = 1...Nj.
Antallet af gitterpunkter Ny, giver dermed den rumlige oplesning af diskreti-
seringen, da felgende betingelse skal vaere opfyldt Ny = %’, hvor H som fer
er domaenebredden. I naturlige variable bliver domanebredden pr. definition
1, og derfor er h udtryk i naturlige enheder 1/Nj,. At domaenet er periodisk
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betyder at x;; = Xj1N,,j = Xi j+N, hvor x; j er en positionsvektor. Tilsvarende
galder for hastighedsfelt og tryk.

Nér man taler om for eksempel hastighedsfeltet, er det underforstdet, at man
kun beregner dets vaerdi i gitterpunkterne. Hvis man har behov for at tale om
feltet uden for gitterpunkterne, approksimeres dette ud fra veerdien i disse'3.

Pa tilsvarende made diskretiseres tiden, med tidsskridtsleengde At s& t = nAt
hvor n € N U 0. Tidsskridtslengden defineres ud fra, hvor mange tidsskridt
man ensker pr. hjerteslag pa felgende oplagte made

T

At = ensket antal tidsskridt pr. hjerteslag

hvor T er laengden af et hjerteslag. I naturlige enheder fir man analogt til
ovenfor at At =

onsket antal idsskridt pr. hjerteslag
Igennem det folgende vil i, j som fodtegn angive en variabels veerdi i et givet

gitterpunkt, for eksempel er u; ; = u(hi, hj) og tilsvarende er u” vardien af u
til det n’te tidsskridt.

Hjerteranden

Da man regner pé et ret groft gitter, forlanges det ikke, at hjerterandens posi-
tion kan beskrives ved gitterpukterne. Diskretisering af randen er derfor fore-
taget uafheengigt af den gvrige rummelige diskretisering af modellen.

I den kontinuerte formulering har man som beskrevet i afsnit 2.2.2 randens
position beskrevet som en funktion af et fast parameterinterval, mens para-
metriseringen er tidsaftheengig. I den diskrete formulering deles parameterin-
tervallet op i et passende antal dele af leenge As, hvor As = NL; L er leengden
af parameterintervallet, og N}, er det enskede antal randpunkter.

Randens position til tiden n er derfor beskrevet ved

X} = X(kAs, nAt)

hvork=0...Nj.

I den diskrete formulering er der til hvert randpunkt associeret en kraft, ff,
i modseetning til i den kontinuerte formulering, hvor man opererer med en
kontinuert kraftfordeling langs randen. Sammenhangen mellem den konti-
nuerte kraftfordeling £(s, t) (som er kraft pr. laengde, hvor leengden er mélt pa
parameterintervallet) og den diskrete kraft f] er givet pd felgende made

i = £'(kAs)As = f(kAs, nAt)As

Nér man i beregningerne skal bruge kraftpavirkningen i et givet gitterpunkt,
benytter man en funktion, som fordeler kraften fra randen ud over et areal,

13Et eksempel pa det er hastighederne ved hjerterandens position, hvilket beskrives senere.
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og p& den made omdannes den konkrete kraft til en krafdistribution over et
areal. Dette vil blive beskrevet naermere i afsnit 2.4.3. Det vil ogsd fremgs, at
det kun er selve kraften {7, som fir en betydning i diskretiseringen.

2.4.2 Diskretisering af den matematiske formalisme

Inden det er muligt at beskrive, hvordan man diskretisere; det modellerede
system, er der et par operatorer og matematiske entiteter, der skal pa plads.

Differensoperatorer

De stedsligt afledte beskrives i nogle sammenhzenge ved de tre oplagte diffe-
rensoperatorer. Disse er her vist som afledte i forsteaksens retning

(DY @)ij = ————(pm']h_ ¥ij (4.1)
(Dre),; = 4PN - 242
(DYe);; = Birlj— Pilj 2—,1(pi—l'j (2.43)

hvor @ er en funktion af stedet.

Operatorerne defineres analogt i andenaksens retning og betegnes i denne
rapport som D}, Dy og DJ.

Approksimation af Diracs deltafunktion

I modellen anvendes en approksimation til Diracs deltafunktion é. Denne bru-
ges dels i forbindelse med definitionen af en diskret version af operatoren V

og dels til at beskrive koblingen mellem randkraften og vasken (se ligning
2220g221).

Den todimensionale tilneermelse til deltafunktionen er givet pa felgende made

5r(x) = &1,(x1)8}(x2) for x = (x1, x2) (2.4.9)
hvor
5 (x) = # (1+cos ZF) for |x| < 2h
0 for |x| > 2h

Bemaerk at man i forbindelse med randen har behov for at se pd &,(x — X),
hvor X er et randpunkt, og derfor ikke ligger i et gitterpunkt.
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I Thorup [1997] bliver der argumenteret for, at dette valg af approksimation
til deltafunktionen er fornuftigt, da de vigtigste hovedtrak fra den normale
deltafunktion genfindes ved denne tilnaermelse. I appendiks D har vi skitseret
disse egenskaber.

Det interpolerede hastighedsfelt

Ud fra 6, kan man definere det interpolerede hastighedsfelt U. Dette bruges
i to sammenhaenge. For det forste bruges det til at bestemme randens hastig-
hed, og for det andet bruges det i forbindelse med definitionen af en diskret
version af differentialoperatoren V

U defineres pé folgende méade

U(X) = > u(x;,j)6x(xi,; — X)h*

ij
Hvor X er et vilkarligt punkt i beregningsdomaenet, h er gitterbredden og der
summeres over alle gitterpunkter.

Det vil sige at U aﬂ1aénger vaegtet af hasﬁgheden i de neermeste gitterpunkter.

En diskret version af differentialoperatoren V

I forbindelse med diskretiseringen af Navier-Stokes ligning indgér der en di-
skret analog til den kontinuerte operator V. Den diskrete version af V bruges
bdde til beregning af divergenser og gradienter af de diskret definerede felter.

Operatoren er defineret pa baggrund af en diskret divergens af hastighedsfel-
tet. Denne diskrete divergens af hastighedsfeltet u defineres i et punkt, x, som
gennemsnittet af divergensen af det interpolerede hastighedsfelt, U, over et
omrade, B(x), pa folgende méde

(D-u)(x) = 515 /B AR ICOE (2.4.5)

hvor B(x) er en kvadratisk boks med centrum i x og sideleengde h, hvor h som
ellers er gitterbredden.

Man kan gennem et leengere regnestykke!* vise, at dette svarer til felgende
definition af D - u, hvor u = (u3, u3), og x = (x1, x2)

(D-w)(x)= 2, [m(x, x)v(n - )wlx: - x3) +uz(x, )wlx - 1)y - x)]

(2.4.6)

MDette er gennemgdet i detaljer i Thorup [1997].
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hvor der summeres over alle gitterpunkter og
Y(x) = &(x+h/2) - &(x—h/2)

w2
w(x) /_ o SHE+ X dX

P4 baggrund ligning 2.4.6 defineres den diskrete version af differentialopera-
toren V som

= (Dl/ DZ)
hvor
(Dro)(x) = le [‘P(xlrxzh’ X1 — xl)w(xz - xz)]
(Dag)(x) = 3 [o(xy, xp)w(x; — x7)y(x2 — x3)]

xy,xh

for en vilkérlig funktion ¢ og med x = (x, x3), og hvor summen som normalt
tages over alle gitterpunkter.

2.4.3 Diskretisering af modellen

Det er nu muligt at opskrive en diskret version af selve bestanddelene af mo-
dellen. Som det forste beskrives det, hvordan man finder kraftdensiteten ud
fra den pé randen definerede kraft.

Kraftfeltet

Med den indferte tilnzermelse til deltafunktionen kan man opskrive en direkte
diskretisering af ligning 2.2.2

F'(xij)) = D £'(kAs)8y(xij — X" (kAs))As (2.4.7)
k

= 2 £58,(xij — X§)
k

Hvor k summeres over antallet af randpunkter, og de i afsnit 2.4.1 beskrevne
sammenhange og notationer er benyttet.

Det ses af denne opskrivning, at det, som navnt, kun er kraften i det enkelte
randpunkt, 2, som det er nedvendigt at finde.

ff findes ud fra den aktuelle konfiguration af randen pd baggrund af de tid-
ligere naevnte links. Linksene betyder i praksis, at man lader de forskellige
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randpunkter udever en kraft pd hinanden. Kraften p& randpunkt m fra rand-
punkt n £}, , er givet som

Xy —X
f;n,n = Tmn(|Xn — xm!)—_—n i
1Xn = X

hvor X;; og Xm er positionsvektorerne, 0og Tm,n(|Xn — Xm|) er spaendingen i
linket, som er en funktion af tiden og af afstanden mellem randpunkterne.

Den total kraft i et randpunkt m er givet som

f m = Z f;n,n
Hvor der summeres over alle de links, der gar til randpunktet m (bemaerk at

der godt kan veere flere links mellem to punkter).

T, er givet som en sum af en aktiv og en passiv del,

T=T,+T,

hvor indices for randpunkter er underforstiet og

T, = Sp(L—LY) forLZLg
0 forL<Lg

og _ ,
o [SL- L) forL>Lo(t)
““lo for L < L,(t)

hvor L = |X; — Xm|. L er en fast leengde for det enkelte link, svarende til
lzengden af elementet i afslappet tilstand, og L,(t) er en tidsvariabel leengde
for det enkelte link. S, og S, er stivhedskoefficienter for henholdsvis den pas-
sive og aktive del af linket.

For hvert af de aktive links er der altsa en tidsafhangig funktion, som beskri-
ver leengden af linket. Det er denne funktion, som modellerer den tidsafhaen-
gige sammentraekning af hjertet.

Kilder og dren

Stremningshastighedsfordelingen er diskret givet ved den kontinuerte forde-
ling evaluerti de diskrete gitterpunkter.

Den diskrete formulering af kravet fra ligning 2.2.4 er at

2
0= P(xph* =Qh+ Y QF
ij k=1
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hvor x; ; = (ih, jh), Q} er stromningshastigheden til tiden nAt ved den k'te
kilde og den venstre sum er over alle gitterpunkter. Nummereringen af kilder
er som beskrevet i ligning 2.2.3 og 1 er givet ved ligning 2.2.5.

Diskretisering af den styrende ligning for windkeéselmodellen

Differentialligningen som styrer modstandstrykket ved aortakilden (ligning
2.2.9) diskretiseres pa felgende made

n _ pn—-1 n
Qn — CP ref,aorta P, ref,aorta + P ref,aorta
-8 =
At Raorta,Z

Denne ligning giver sammen med den diskrete version af ligning 2.2.8 en di-
skret beskrivelse af windkesselmodellen. Denne diskretisering er operationel
da det er muligt at finde et udtryk for stremningshastigheden for aortadrae-
net QF givet ved trykket ved aorta P} og referencetrykket til foregdende tids-
skridt, P".} Trykket, P" til nuveerende tidsskridt kan derefter findes,

ref,aorta’ ref,aorta’

ndr det endelige tryk i modellen er fundet.

Diskretisering af Navier-Stokes ligning

I dette afsnit ses p& den diskrete version af Navier-Stokes ligning!®. Denne
tilneermelse har den egenskab, at det er muligt at finde hastighedsfeltet og
trykket til tiden n + 1 ud fra hastighedsfelt, tryk og kraftfelt til tiden n.

I diskretiseringen indferer man forskellige tilnsermelser til det endelige has-
tighedsfelt u"*1, disse navngives u"*+1.0, u"+1.2 og u"+12,

Ligningssystemet ser siledes ud

un+1;0—u"
p( ) - (24.8)
At

n+1,1 _ ,.,n+1,0
p(u T +ui’D?u"+l'1) = wDfDpu™ 249)

n+12 _ ,n+1,1
p(u Y E— +u308u"+1'2) = wDfDyu"™?  (24.10)

n+l1 _ . ,n+1,2

, (u A:l ) +Dp =0 (2.4.11)
D.u™l = yr(prtl (24.12)

hvor afthaengigheden af sted er underforstéet, og hvor u” = (uf, u3).

5Der er tale om en diskretisering af den originale version af Navier-Stokes ligning,
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Y (p"*1) svare til den i ligning 2.2.5 beskrevne funktion, men hvor det ud-
nyttes, at stromningshastighederne er en funktion af trykket, og hvor man
dermed skelner mellem positionens og trykkets tidsafhaengighed. I beregning
af den indgdende storrelse " (p"*1) benytter man alts3 trykke fra tidskridtet
n + 1, men benytter kildernes position til tiden n

Af ligning 2.4.8 ses det, at mdden F" indgdr i lesningen pd er

n+1,0 n F"
u" Y =u +At—p— (2.4.13)

Vi vil ikke g i neermere detaljer med lesningen af ligningssystemet ovenfor,
idet vi er i stand til at modificere modellen pd det enskede punkt uden at
andre vaesentligt i lesningsalgoritmen (se afsnit 5.1.1). Vi vil dog kort beskrive
den grundlaeggende struktur i lesningsmetoden’®.

Huvis ligning 2.4.12 erstattes med D - u"*! = 0 kan ligningssystemet loses ved
hjeelp af sakaldte Chorins projektionsmetode 17 .

Det ferste skridt i denne metode er at finde et hastighedsfelt u”*12, p4 bag-
grund af ligning 2.4.8 til 2.4.10.

Man kan generelt vise, at et vektorfelt kan deles op i et divergensfrit felt og et
rotationsfrit felt. Siledes kan u*+12 selvfelgelig ogs4 deles op p4 denne facon.
Pointen i projektionsmetoden er at finde den divergensfri del af u"+1-2, Dette
"~ felt findes som u”*!i ligningssystemet

’ (un+1 _ un+l,2

Al ) +Dp™! =0 (2.4.14)

D-u"™tl = 0 (2.4.15)

Man loser forst felgende diskrete Poissonligning med hensyn til p"+1

D Dy = A%D gt (2.4.16)
Ud fra denne lgsning beregnes
attl = g2 %Dpn"—l (2.4.17)

som trivielt er en lesning til ligning 2.4.14, da den er en omskrivning af denne.
At den endvidere er en lesning til ligning 2.4.15 ses ved at tage den diskrete
divergens pd begge sider

At

D- un-f-l =D- un+1,2 _ p D- Dpn+1

®Hvis man ensker at se en grundig og mere operationel gennemgang af lesningsmetoden,
findes dette for eksempel i Thorup [1997).

17En lille historisk pudsighed er, at C. Peskin lerte hydrodynamik af A. Chorin, som har ud-
viklet metoden. [Eklund, 1994]
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og indszette ligning 2.4.16 sdledes at man far

D un+1 =D- un+1,2 -D- un+1,2 =0

Divergensfrie og rotationsfrie felter stir vinkelret pd hinanden i den forstand,
at et vektorfelt ikke kan veere begge dele uden at veere nul overalt. Derfor kal-
des beregningen fra u"*12 til u"*1 projektion ned p4 meengden af divergensfri
felter, (hvilket selvfolgelig er forklaringen pd, at metoden hedder projektions-
metoden).

I det faktiske seet ligninger i Peskins 2D-hjertemodel er divergensen af hastig-
hedsfeltet som bekendt ikke nul overalt. Dette ger, at man er nedt til at &endre
pa metoden. Divergensligningen er som beskrevet i ligning 2.4.12

D un+1 — ¢n(pn+1)
og det betyder at man i stedet for ligning 2.4.16 loser
. n+1=£ g+l _ g on+1
D-Dp Al (D u Y (p ))

I praksis loses Poissonligningen ferst med divergensen lig nul (ligning 2.4.16).
Derefter bliver der lost en tilsvarende ligning for hver af de interne kilder, da
den eksterne kilde er styret af de interne kilder bliver der i beregningen ogsé
taget hejde for denne, det samlede tryk findes som en passende sum af disse
lesninger.



3 Impuls

Som det fremgar indledningsvis i rapporten, er det, vi har beskaeftiget os med
spergsmalet om, hvorvidt det er den “rigtige” Navier-Stokes ligning, der be-
nyttes i Peskins 2D-hjertemodel. Baggrunden for interessen i dette problem
falder som tidligere naevnt i to dele. Interessen bunder dels i, at valget af
Navier-Stokes ligning ikke oprindeligt er blevet teenkt igennem, dels i en tese
om at nogle af problemerne med modellens resultater kan forklares, med at
der ber anvendes en anden Navier-Stokes ligning. Formdlet med dette kapitel
er at skabe forudsaetninger for at diskutere valget af Navier-Stokes ligning og
betydningen af dette valg.

Indledningsvis belyses det, hvorfor man ikke uden videre kan bruge stan-
dard Navier-Stokes ligningen for inkompressible vaesker til at beskrive blo-
dets stremning i en model, hvor man har kilder og dreen. Derneest vil vi gen-
nemgd, hvordan Peskin har forestillet sig, at man skulle opstille et korrekt saet
ligninger. Det vil sige, at der udledes en Navier-Stokes ligning pé baggrund
af de forudseetninger Peskin har opstillet. Resultatet af denne beregning er
en Navier-Stokes ligning, der er modificeret i forhold til den standardligning,
der oprindeligt indgdr i Peskins 2D-hjertemodel. I vores arbejde med proble-
met er vi imidlertid ndet frem til, at man med et andet szt forudseetninger,
end dem Peskin veelger, kan nd frem til det seet ligninger, der oprindeligt blev
valgt til Peskins 2D-hjertemodel. Dette resultat praesenteres umiddelbart efter
udledningen af den modificerede ligning.

Som afslutning pd dette kapitel vil vi give et bud pd, hvordan forskellen mel-
lem de to set forudsaetninger kan tolkes fysisk.

I dette kapitel arbejdes der med en todimensional beskrivelse, som kan ses di-
rekte i forleengelse af den kontinuerte formulering af Peskins 2D-hjertemodel
i afsnit 2.2. Den todimensionale beskrivelse giver desvaerre anledning til nogle
lidt kunstige formuleringer, men da der har vist sig at veere en enkelt og cen-
tral forskel pd resultatet i henholdsvis to og tre dimensioner, har vi vurderet,
at det trods alt giver den klareste og mest konsistente fremstilling.

I dette og neeste kapitel benytter vi Einsteins summationskonvention’. Afhzn-
gigheden af tid og sted er underforstdet, og fodtegn angiver hvilken kompo-
sant (henholdsvis ferste og andenkomposanten) af den indgéende sterrelse,
der er tale om. For eksempel er u; hastighedens komposant i fersteaksens ret-
ning.

1Se appendiks B for en kort introduktion til denne konvention.
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3.1 Kontinuitetsligningen og problemet

Formadlet med dette afsnit er at vise hvorledes diskussionen omkring Navier-
Stokes ligningen hzenger teet sammen med den kontinuitetsligning der an-
vendes. Derfor indledes med en lille udledning af kontinuitetsligningen for et
system, svarende til det, der beskrives i Peskins 2D-hjertemodel.

I'modellen, antages det at vaesken er homogen og inkompressibel, altsd gaelder
det for alle x og t at

op op

5}; =0 og i
Kilder og drzen i modellen er som beskrevet i afsnit 2.2.3 beskrevet ved en for-
deling 1p(x, t). ¢’s veerdi i et givet punkt angiver meaengden af veeske, der ind-
kommer/forsvinder pr. sekund pr. areal. Maengden af vaeske er malt i areal,
hvilket betyder at i er af dimension “pr. tid”. Integreres 1 over et areal er re-
sultatet en indstremningshastighed? alts4 en sterrelse med dimension “areal
pr. tid”. I de punkter/omrader, hvor 1 er positiv beskriver den, at vaeske
stremmer ind, og tilsvarende beskriver negativt 1, at vaeske stremmer ud.

Da vaesken er inkompressibel, vil massen af vaesken indenfor et fast areal A i
modellen vaere konstant. Det vil sige

M
ar =0

hvor M er massen af vaesken indenfor arealet A.

Hvis A er indeholdt i den lukkede rand I, kan der komme masse ind og ud af
A pé to méader. Enten kan det ske ved en masseflux gennem overfladen eller
ved, at der indkommer/fjernes vaeske ved kilde og draen. Heraf felger

aM
-d—t-—O—/prdA—/Ipu-ndl

Hvor n er-en enhedsnormal, der har positiv retning ud af arealet. Ved at an-
vende divergensteoremet pd sidste led fds

0= /pr—pv-udA
Ligningen geelder uafhangigt af valget af A, hvilket betyder®
O0=pyp—-pV-us&
Pp=V-u (3.1.1)

Heraf ses det, ati den situation man har i Peskins 2D-hjertemodel, altsa for en
inkompressibel vaeske med rumligt fordelt kilder, er hastighedsfeltets diver-
gens lig med kildedreaenfordelingen. Uden denne ligning ville der ikke kunne

2Hvor indstremning skal forsts som en sterrelse, der kan vzre negativ.
3Det er en forudsatning at integranden er kontinuert, hvilket vi antager her sivel som senere.
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komme blod ind og ud af hjertet. Derfor indgér ligning 3.1.1 ogsd som en
grundleeggende del af modellen (jvf. afsnit 2.2.6 og 2.4.3).

Problemet er imidlertid, at en af de forudsaetninger, som indgér i standardud-
ledningen af den Navier-Stokes ligning, der bruges sammen med ligning 3.1.1
i Peskins 2D-hjertemodel er, at kontinuitetsligningen har formen

V-u=0

Der er altsd ikke umiddelbart sammenhang mellem den anvendte kontinui-
tetsligning og den anvendte Navier-Stokes ligning.

Som beskrevet i indledningen indgdr der ikke nogen argumentation for valget
af Navier-Stokes ligning i Peskins oprindelige arbejde med modellen. Navier-
Stokes ligning bruges blot som et standardresultat fra hydrodynamikken, der-
for er der tilsyneladende ikke taget hensyn til kilder og drzns betydning for
impulsregnskabet. I modellens oprindelige form indgér kilder og draen altsé i
de overvejelser, man gor sig om massebevarelse, mens der ikke explicit tages
haejde for kilder og dreen i overvejelserne om impulsbevarelse. Dette er netop
det grundlaeggende problem for modellen.

3.2 Den modificerede Navier-Stokes ligning

Et af udgangspunkterne for vores arbejde med dette projekt har, som beskre-
vetiindledningen, varet en upubliceret note, “Inkompressible fluid dynamics
with distributed sources and sinks” [Peskin, 1998]. I denne behandler Peskin
et system med fordelte kilder og drezen i en helt generel ramme. Det vil sige, at
Peskin ikke refererer direkte til hjertemodellen i denne note.

Det folgende er skrevet pd baggrund af ovennaevnte note. Vi har imidlertid
foldet mellemregninger og kommentarer vaesentligt ud. Desuden er Peskins
beskrivelse i modsetning til den felgende baseret pa et tredimensionalt sy-
stem, hvor vi arbejder med et todimensionalt system. Det betyder selvfolgelig
et aendret sprogbrug, men som tidligere naevnt, giver det ogsa et lidt forskel-
ligt resultat.

3.2.1 Forudsatninger
Generelle forudsatninger

Som vist i afsnit 3.1 er det en forudseetning for at kunne beskrive et system
med kilder og dreen, at kontinuitetsligningen har felgende form

Vu=1vy
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Dernaest antages det, at spendingstensoren har standardformen*

Ti: = —nb;; + %+%—V-u6-- (321)
ij = —pPoij Tt H 6x]' ox; ij L.

I en almindelig tredimensional beskrivelse beskriver spzndingstensoren
overfladekraften i veesken. Sdledes giver T;jn; den i-te komposant af den kraft
pr. areal, der virker pd en overflade med n = (n;, 112, 13) som enhedsnormal.
I to dimensioner beskriver tensoren altsd en “randkraft” og T;jn; giver den
i-te komposant af kraften pr. lengde pé et linjestykke med n = (n,n2) som
normal.

Antagelser vedrerende impulsen ved kilder og draen

Det springende punkt i denne udledning er valget af antagelser om impulsen
ved kilder og draen. I Peskin [1998] og dermed i dette afsnit antages det, at den
veaeske, der strommer ind i domaenet, har impuls nul. Vasken far altsd kun
en hastighed forskellig fra nul, fordi den pavirkes af den vaeske, der allerede
eksisterer i systemet. Ndr vaeske forlader domaenet, antages det derimod, at
den vaeske, der forsvinder, tager sin impuls med sig ud af systemet.

Da det med disse antagelser er praktisk at kunne beskrive indstremning og
udstremning hver for sig defineres

Pt = {w hvis >0 (3.22)

0 hvisp<O

der beskriver fordelingen af omrader, hvor der strommer vaeske ind i domze-
net gennem kilder, og tilsvarende

Y= {w hwis ¥ < 0 (3.2.3)

0 hvisy>0
der beskriver fordelingen af omrédder, hvor der strommer vaske ud gennem

draen. Med udgangspunkt i disse definitioner kan eendringen af impuls, i den
i-te retning, hidrerende fra kilder og draen beskrives ved

PP~ dA
/A uipyp

hvor A er et fast areal.

4Det er i spaendingstensoren, at den omtalte dimensionsafhaengighed optraeder. For en udled-
ning af spaendingstensoren se for eksempel Batchelor [1967] afsnit 1.3 og 3.3
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3.2.2 Bevagelsesligningen

Som ved udledningen af kontinuitetsligningen (afsnit 3.1) tages der udgangs-
punkt i et fast areal A, der er indeholdt i den lukkede rand I. Her betragtes
endringen af impuls i den i'te retning pr. tid

dp; d ‘ _ [ Ouip

dat E?/Au’pdA"/A a4

Impulseendringen kan skyldes, at vaesken pévirkés af rand- ° og arealkrefter,
den kan stamme fra den vaeske, der stremmer gennem randen, og endelig

kan den hidrere fra vaeske som stremmer ud af A gennem draen. Dette giver
felgende sammenhaeng

oup -
A—a-;—dA=/lT,~jn]- dlfAFidA—/luipu-ndl+Auipw dA (324)

Ved at anvende divergensteoremet ved de to randintegraler fds

ouip / oT;; -

—— ] —_— ppp— . . . A
N dA T + F = V- (ujpu) + ujpyp~ dA &
oujp 0T -

r B, F+ V- (ujpu) —ujpyp™ dA =

Da arealet A er valgt vilkarligt, geelder udtrykket uafheengigt af valget af om-
rade, hvilket betyder at

ouip _ OTij _ o . b =
3t —aT] - P, + \Y4 (u,pu) u;P‘P =0 (325)

Her geelder det (jvf. ligning 3.2.1) at

oTij o ou;  Ouj
= (7o (B e

Hvilket man med fordel kan regne lidt pa

i —_ 5+

N
Q)lQ)
S v-n=
+
22
<
<]
g
N
N——
It
|
D
qle
N

6211,' " 0 ?ﬁ _ oV -u
ax]'ax]' ax,~ ax,- ax,-

_ _op . 2, ,OV-u oV-u
= o TRV o 3%,
op
— 2, F
= BV ox;
Ved indszettelse i ligning 3.2.5 giver det
ouib (92— P\ V. (wou) — o~ =
3 (/,LV Uj or; F;+ V- (ujpu) —u;pp~ =0 (3.2.6)

SRandkrefter skal her ikke forstds som noget, der har med hjerteranden at gere, men er den
feromtalte todimensionale analog til overfladekraefter.
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Divergensen af u;pu skrives ud ifelge produktreglen
V- (uipu) = (u- Vujp+ u;pV - u = (u- V)u;p + u;p
hvilket indseettes og giver '

Ouip

0
i V2 + 28~ Ft (u- V)iip+ uipth — wip$p™ =0 (3.2.7)

ax,’

Bemaerk endvidere at der geelder folgende

Y-y~ =yt
Hermed fas
ag;p - uV2u; + gxg ~E+(u-Vup+upp* =0 &
1
ou: 0
p(Gt+ ) =t - Lt Ryt G20

Denne ligning er en version af Navier-Stokes ligning, og for at finde et hastig-
hedsfelt og et trykfelt skal den benyttes sammen med kontinuitetsligningen

V-u=1p

Dette seet ligninger er ikke standard, idet man normalt enten arbejder med to-
talt inkompressible systemer, og dermed har V - u = 0, eller alternativt arbej-
der med systemer, hvor vaesken er sammentrykkelig og dermed har en den-
sitet, som afhaenger af tid og sted. Her indgdr divergensen af hastighedsfeltet
i Navier-Stokes ligningen, og den er forskellig fra nul, men samtidig antages
det, at vaesken er usammentrykkelig.

I de felgende kapitler omtales ligning 3.2.8 som “den modificerede Navier-
Stokes ligning”.

3.3 Den originale Navier-Stokes ligning

I foregdende afsnit blev der pd baggrund af Peskin [1998] udledt et set lignin-
ger, der kan implementeres i lesningen af Peskins 2D-hjertemodel, hvilket vil
blive beskrevet i afsnit 5.1.1. I dette afsnit analyserer vi betydningen af det sat
ligninger, der indgdr i modellens originale formulering, alts&

ou;
P (31} + (u- V)u,-) = uViy; - 7P + F (3.3.1)
Vou = ¢

Som naevnt tidligere er vi ndet frem til, at der kan settes et sat fornuftige for-
udsetninger op, som giver netop dette sat ligninger. Vi er niet frem til disse
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forudseetninger ved at betragte ligning 3.2.7 og sperge os selv, om vi ikke med
et andet udgangspunkt kunne fa de to sidste led til at g& helt ud. Det vil altsd
sige, at metoden var at regne baglans til de forudsaetninger, der svarer til det
seet ligninger, der anvendes i Peskins 2D-hjertemodel. I det folgende praesen-
teres resultatet af disse betragtninger. Strukturen i udledningen er den samme
som i foregdende afsnit, og derfor praesenteres den her i en noget kortere form.

3.3.1 Forudsatninger

De generelle forudseetninger er ikke overraskende de samme som i afsnit 3.2.1.
Ved draenomrdder, det vil sige omrader, hvor i < 0, er antagelsen ogsa den
samme som i 3.2.1, idet det antages, at den vaeske, der forsvinder, tager sin
impuls med sig ud af systemet. Forskellen ligger altsd udelukkende ved kild-
eomrdder, hvor det nu antages, at den vaeske, der kommer ind i doméenet, har
samme hastighed som den omgivende vaske i domaenet.

Det vil sige, at der er symmetri i den antagelse, man har ved henholdsvis
kilder og draen. £ndringen af impuls hidrerende fra kilder og draen kan med
disse forudseetninger beskrives ved

f uppdA
A

hvor A er et fast volumen.

3.3.2 Bevagelsesligningen
Med de netop beskrevne forudsatninger bliver andringen af impuls for et
fast areal A omgivet af den lukkede rand !

Ouip dA=/T,-I-njdl+/FidA_/uip“'ndl+/ uipp dA
A Of 1 A ! A

Denne ligning svarer til ligning 3.2.4 i afsnit 3.2.2. Ved omskrivninger og ar-
gumenter svarende til dem, der forte frem til ligning 3.2.6, fas

duip

pn (szui - gg) —F+ V- (ujpu) —u;pp =0 4 (3.3.2)
1

Divergensen af u;pu skrives igen ud ifelge produktreglen
V- (uipu) = (u- V)ujp +u;pV -u = (u- V)u;p + ujpyp
hvilket indszettes i ligning 3.3.2 og giver

ou; 0 -
% - uV2u; + 52 ~F+ (u-Viujp+ uipp — ujpp = 0
Xi
Hvor de to sidste led netop gar ud med hinanden, siledes at ligningen i redu-
ceret form bliver til den gnskede almindelige Navier-Stokes ligning for usam-
mentrykkelige vaesker. Det vil sige, at vi er ndet frem til det i ligning 3.3.1
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beskrevne seet af ligninger, altsi den originale Navier-Stokes ligning og en
kontinuitetsligning somer V - u = 1.

Med denne udledning har vi fiet en mulighed for at vurdere, hvilken situa-
tion den originale version af Peskins 2D-hjertemodel beskriver. Idet vi med
det opsatte seet forudsaetninger har skabt en teoretisk ramme, som forklarer,
hvordan man kommer frem til den originale formulering af modellen.

3.4 Deldiskussion

P4 baggrund af de udledte forudseetninger kan vi altsd afkreefte, at der direkte
er en matematisk eller fysisk inkonsistens i den originale formulering af mo-
dellen. Der bliver taget hojde for impulseendringerne i systemet i forbindelse
med kilder og dreen.

Det er dog pé ingen made afklaret, om der er en sammenhang mellem de
praktiske problemer med modellen, og hvilke forudsetninger man veelger.
Endvidere er det ikke afklaret, hvilke generelle forskelle der er pé de to sat af
forudseetninger.

Da vi med de udledte forudsaetninger har en teoretisk ramme at diskutere den
originale model i, er vi i stand til at give en generel beskrivelse af forskellene
mellem de to versioner af modellen, hvilket ikke tidligere var muligt. Derfor
vil vi gennem resten af denne rapport analysere modellen i dette lys og pa
denne baggrund sige noget om, hvilke konsekvenser det teoretisk og praktisk
har at vaelge det ene eller andet saet ligninger.

I resten af dette afsnit belyses det, hvordan de to set ligninger skal tolkes
fysisk. Dette sker for det forste for at godtgere, at begge seet forudseaetninger
er meningsfyldte i en fysisk forstand. Desuden skal denne diskussion ses som
en del af baggrunden for den senere diskussion af, om der er grundlag for at
sige, at man ber anvende den modificerede Navier-Stokes ligning i stedet for
den originale.

Det er, som beskrevet en forskel i antagelserne angdende impulsen af den
vaeske der kommer ind i systemet, der forer til de to forskellige versioner af
Navier-Stokes ligning. Det er derfor disse antagelser, der skal fortolkes.

Udgangspunktet for den modificerede Navier-Stokes ligning er, at den vae-
ske, der kommer ind i domaenet ikke har nogen impuls. Det vil altsa sige, at
vaesken ikke har nogen hastighed, ndr den kommer ind i systemet. Man kan
forestille sig denne situation, som om vaesken dannes ved selve kilden med
hastighed nul.

Et alternativt forestillingsbillede, der kan bruges i forbindelse med antagelsen
om, at den indkommende vaeske har impuls nul, er, at vaesken kommer ind
vinkelret pd det plan, som modellen beskriver, sidan som det er antydet i
figur 3.1 a. Hastigheden vinkelret pé planet giver selvfelgelig ogs4 anledning
til en impuls. Det betyder, at vaesken skal afgive sin impuls i denne retning til
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noget, der er uden for det modellerede system, inden den indgdr i modellens
beskrivelse. Det mest oplagte er at forestille sig en slags bagvaeg, hvor vaesken
stoppes og dermed afgiver sin impuls i den retning.

modelplanet

a) b)

Figur 3.1 a) Skitse af hvordan man kan forestille sig veeskens inflow, ndr den kommer
ind i modellen uden impuls. b) Skitse af hvordan man kan forestille sig vaeskens
inflow, nér den kommer ind i modellen med impuls.

Under alle omstendigheder er konsekvensen af de antagelser, som svarer til
den modificerede Navier-Stokes ligning, at den indkommende vaske kun far
en hastighed, fordi den pévirkes af den omgivende vaeske. Dette sker efter, at
den er kommet ind i modellen. Det vil sige, at vaesken steder sammen med
den vaeske, der i forvejen er i modellen, og modtager impuls i denne proces. I
slutningen af afsnit 4.3 kommer vi lidt nzermere ind pd konsekvensen af denne
forestilling om sted og impulsudveksling.

I udledningen, som ferer til den originale Navier-Stokes ligning, antages det,
at vaesken, ndr den kommer ind i domaenet, har samme hastighed som den
omgivende vaeske. P4 figur 3.1 b er der skitseret, hvordan man her kan fore-
stille sig, at vaesken kommer skrét ind pd det plan, som modellen beskriver.
For at analysere dette billede, kan man dele hastigheden af vaesken lige uden
for modellens plan op i to komposanter. En komposant i modellens plan og en
komposant vinkelret p4 modellens plan. Den komposant, der er i modellens
plan, vil s& kunne svare til vaeskens hastighed i modellen. Impulsen hidre-
rende fra den vinkelrette komposant vil imidlertid, p4 sammen made som for
beskrevet, skulle afgives, inden vasken indgar i modellen. Jo mere “skrat”
man forestiller sig, veesken kommer ind mod modelplanet, jo mindre en del
af vaeskens impuls vil skulle afgives. Det vil sige, at antagelsen om, at vae-
sken kommer ind med samme hastighed som den omgivende vaeske, vil blive
bedre og bedre.

Det er pa sin vis farligt at sege at forklare mekanismerne i den todimensionale
model ud fra en tredimensionel fysisk forstielse. Det todimensionale system
i modellen behandles jo netop som en helhed, der ikke vekselvirker med den
tredje dimension. Ved kilder og draen vekselvirker systemet imidlertid med
ikke naermere bestemte omgivelser. Derfor mener vi, at man godt kan bruge
de overvejelser, vi har gjort os, ndr blot man holder sig for gje, at der ikke er
tale om en formaliseret forstielse af situationen, men blot en méade at fortolke
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fomd;auﬁngér pa.

Deter oplagt, at der er nogle situationer, hvor den ene beskrivelse er bedre end
den anden. Betragtes en underjordisk kilde i en baek, hvis stremningsmenster
modelleres i to dimensioner, er det oplagt at forestille sig, at vaesken kommer
ind i systemet uden en hastighed i modelplanet. Afgivelsen af den lodrette
og dermed vinkelrette impuls kan forklares med, at tyngdekraften arbejder
pa vandet og dermed stopper den opadgdende bevaegelse. Endvidere vil den
lodrette hastighed sikkert ogsa veere lille i forhold til de hastigheder, der er i
baekken.

Forestiller man sig i stedet et ror, som er parallelt med vandets hastighed, vil
det omvendt veere rimeligt at antage, at vaesken forlader dette ror med en
hastighed i modellens plan. Det er dog ikke nedvendigvis sikkert, at veesken
har samme hastighed som den omgivende vaeske, men det er en mulighed.
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I foregdende kapitel viste vi, at man kan opstille et seet af forudseetninger,
der er konsistente med Peskins 2D-hjertemodel og ferer frem til den originale
formulering af Navier-Stokes ligning. Det giver derfor mening at analysere
energiforholdene i forbindelse med s&vel den originale som den modificerede
Navier-Stokes ligning. Som omtalt i indledningen har Peskin udfert energibe-
regningerne for den modificerede Navier-Stokes ligning, men tilsyneladende!
ikke for den originale Navier-Stokes ligning.

I dette kapitel beregnes @ndringen af den kinetiske energi i systemet med
udgangspunkt i henholdsvis den modificerede og den almindelige Navier-
Stokes ligning. Der er to formal med denne gennemgang. Dels giver energi-
udtrykkene i sig selv endnu et udgangspunkt for at diskutere, hvordan man
skal forstd forskellen mellem de forudseetninger (jvf. afsnit 3.2.1, 3.3.1 og 3.4),
der ferer frem til de to versioner af Navier-Stokes ligningen. Dels giver ener-
giberegningerne mulighed for en mere kompakt repraesentation af de data, vi
far ved kersler med modellen. Den kinetiske energi giver os nemlig ét tal, der
siger noget om det samlede systems tilstand ved hvert tidsskridt.

For at kunne anvende energiberegningen i databehandlingen er det nedven-
digt at diskretisere de indgdende beregninger. Denne diskretisering er kort
beskrevet i afsnit 5.1.2. Dette kapitel er derfor udelukkende koncentreret om
den kontinuerte beskrivelse. Kapitlet afsluttes med en diskussion af, hvordan
de forskellige led i energisendringsudtrykket skal tolkes. Dette sker naturlig-
vis med serlig fokus pad forskellene mellem resultatet for henholdsvis den
modificerede og den originale Navier-Stokes ligning.

Energiberegningerne er lavet med udgangspunkt i den metode Peskin anven-
der i Peskin [1998]. Beregningerne knytter sig ikke nedvendigvis direkte til
den konkrete model. Det udnyttes imidlertid hyppigt, at der er periodiske
randbetingelser og at domeenet er rektangulert, jvf. afsnit 2.2.1, hvilket altsd
er en grundleggende antagelse for det felgende.

Der anvendes lidt vekslende notation ved integration.

H pH
/ dA = / / dxqdx,
[e] 0 0

Q er det kvadratiske domane? og H er som normalt domanebredden. Den

11 hvert fald har vi ikke haft umiddelbar adgang til en sddan beregning.
2Der er dog intet i beregningerne, der athenger af at domanebredde og hejde er ens.
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kortere notation til venstre bruges, hvis integrationen ikke udferes i praksis,
mens den hgjre benyttes, ndr man har behov for at udnytte greenserne.

4.1 Den modificerede Navier-Stokes ligning

Med udgangspunkt i den modificerede Navier-Stokes ligning® (jvf. ligning
3.2.8)
6u,~

0
pﬁ =—p(u-V)u;+ F+ uvzui - '67’7 —uipp™* (41D
i

ses der nu pé sendringen af den kinetiske energi i hele domaenet. For at gere
dette betragtes ligningens venstre side.

Dette led ganges med u;, og der summeres over i (hvilket er underforstdet
ifelge summationskonventionen)

oui _ 1 d(uui) _ 1 oul?
gy =2 T 2°7a
Det ses, at det netop giver sendringen i den kinetiske energi pr. tid pr. areal,
og ved at integrere op over hele domeenet fds derfor den samlede sendring i
kinetisk energi pr. tid. Hvis den kinetisk energi for hele systemet benaevnes K,

vil det altsa sige, at
dK _ . au,'
at /a puiy dA
Det er derfor oplagt at udfere disse operationer p4 alle leddene i ligning 4.1.1.

Forinden laves en raekke omskrivninger, som senere viser sig at vaere prakti-
ske.

Forst et par observationer.

Det ses, at

(u- V) = u; O = 1, 0
=

_ 1 oui 1 oy
’ax,- 2 ’ax,

—Uj— 4.1.
+ Zu’ ax]' ( 2)

og at

1 8w _ 1 dw 1 0w 1 duj 10uu;

2Y5x; T 2% T 2

“ox;, T 2Max; T 2 ax;

1
- Euill) (4.1.3)

Ligning 4.1.3 indseettes i ligning 4.1.2, som derefter indsaettes i ligning 4.1.1,
hvilket giver

3Hvor p+ er defineret i ligning 3.2.2,
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ou;
ot

1 6u, 1 0u; ul 1 . ’ 2 6p +
[d] (zu]ax] + = 5 ax] - zu,tl) + F+ uVeu; — 6_x, —u;py 4.14)

Det gaelder endvidere, at

% hvisy >0 ¥ hvisy >0
—_ +_ 1 [ 1 =
v {0 hvisxj)_<_0+/2{1,b hvis 1) < 0
[y hwisw>o_
{—vzw hisp<o AV

hvilket indseettes i ligning 4.1.4, og medferer

Ou; 1 Ou; 1 Ouju j

Pt T TPaMex T P2,

op 1 .
+ E +uV2u; — ;T 5u,p|1.b| (4.1.5)

Ligning 4.1.5 er nu pé en fordelagtig form, og som far beskrevet, ganges der
nu med y;, summeres over i samt integreres over hele domeenet. Dette giver

folgende ligning

ot 2" ’ax 2 “ ax,
1
uiFi+puiV2ui—ui2——u,-uip|1l)| dv (4.1.6)
ox; 2

Omskrivningen af denne ligning er en anelse omstandelig, og derfor behand-
les ledene lidt ad gangen

Folgende omskrivning skal bruges

6(uju,-)u,- _ ula(u,-u,-) ou;

T Tt ) JHin
6x} ax, . ax]

det vil sige, at de ferste to led pd hejresiden af ligning 4.1.6 (hvor diverse
konstanter for overskuelighedens skyld er fijernet) kan omskrives pa felgende
made

H H du ou; Ha(uu)u,
/()/()(u,u,a' ‘6 )dxldxz—// = — L _dxydx,

J
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Ved passende ombytning af integrationsraekkefelgen kan den inderste del af
integrationen for hvert led i summen over j bringes pa felgende form (hvor
der ikke summeres over k, jvf. appendiks B)

H o(ugui)u; , N L
/0 Ao dxi = [ ()] | =0

hvor det sidste lighedstegn skyldes periodiciteten af ledet (uu;)u;.
Det vil sige, at

f f (uu,a“'+ il )dxldxz—o 417)

Betragt nu ledet

T e d Sl AL
_/0/;)“: ujaxy xz‘/()/()“’ax,-axj X14x2

Den inderste del af integrationen for hvert led i summen over j kan ved om-
bytning af integrationsraekkefelgen bringes pa felgende form (hvor der ikke
summeres over k)

H ,1H H
/ " %u; O = L ou; i
o oxgdxy ax axk 0 0 6xk ka

Hvor felgende geelder pd grund af periodiciteten af hastighedsfeltet

" au,
laxk

det vil alt i alt sige, at

//uV ujdx;dx; = — // (gz‘) dx, dxp (4.1.8)
i

Som det sidste led betragtes nu

/ / u,—dxldxz

for hvert led i summen over i kan integrationsraekkefelgen atter engang ar-
rangeres, sdledes at den inderste integration kommer pa felgende form (hvor
der som for ikke summeres over k)

H H
op Ouy
/0 " e dxy = ukP / Paxkd k
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Af periodiciteten fés at
, H
]y =0

hvilket alt i alt giver

H prH 6p
/O/Ou,--&;dxldxz—

HOH 0y = B bdxide, (419)
—/Ofopslexz——/oforﬂl)xlxz 4.1.

Hvis resultaterne i ligning 4.1.7, 4.1.8 og 4.1.9 indsaettes i ligning 4.1.6 fas

dK ou;
'E = /ﬂpu,a— dA =

2
au,- 1
/Qu,F,dA— /Q “(aT,-) dA + /Q pdA— /ﬂ Suisipl |4 (41.10)

Betydningen af disse led behandles i afsnit 4.3. Det vil sige, efter at tilsvarende
beregninger for den originale Navier-Stokes ligning er blevet praesenteret.

4.2 Den originale Navier-Stokes ligning

Vi vil nu praesentere en analog beregning for den originale Navier-Stokes lig-
ning,

1 det folgende tages udgangspunkt i ligning 3.3.1.

6u,' _ ) : 2. 3p
pat = —p(u-V)u; + F + uV-y; ox;

Da energiberegningen er analog til den, der blev praesenteret i foregdende
afsnit, praesenteres den i korthed. Ferst udferes en raekke omskrivninger af
Navier-Stokes ligningen. Disse omskrivninger forte i sidst afsnit frem til lig-
ning 4.1.4.-Her giver det imidlertid straks en ligning, der svarer til ligning
4.1.5

. . auuu.
Oui _ oL, 04 10 ’+F,~+pv2u,-—a—”+%u,~pw @2.1)

pE’- - _piu"a p2 ax,- ax,-
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Derefter ganges med u;, summeres over i og integreres over hele domaenet.
Ved preecis samme regninger som i sidste afsnit fir man

dK oup ,,
T = JopuigAA=

2
ou; 1
/Qu,l-‘,dA /Q”(ax,-> dA+/nptpdA+/n§u,u,ptpdA 4.2.2)

Denne ligning afviger fra ligning 4.1.10 pa det sidste led. Hvor der fer stod
1
- /Q FuiiplldA

stdr der nu 1
+ / =uu;pPpdA
a2

I naeste afsnit gdr vi dybere ind i en diskussion af, hvilken betydning denne
forskel har. Dette sker bdde i direkte relation til de praktiske problemer med
modellen og som en mere generel diskussion af forskellen pd de to Navier-
Stokes ligninger.

4.3 Deldiskussion

Indledningsvis betragtes de led som er ens i ligning 4.1.10 og 4.2.2. Fortegn
angiver, hvordan de optraeder i ligningen.

Ledet

+ / W, dA 4.3.1)
0

giver effekten? af det arbejde, som randkraften udferer p4 vaesken. Dette led
ma forventes at veere den sterste kilde il kinetisk energi i systemet. Dette
arbejde kan dog ogsa vaere negativt, hvis vaeskens hastighed og kraften over-
ordnet set er modsat rettede.

Ledet hvor viskositeten u indgar

2
6u,~
- fo u(-é};> dA @32)

angiver naturligt nok den energi pr. tid, der dissiperes pa grund af vaeskens
viskositet. Ndr dette led, som her, optraeder som et integral over hele domae-
net, kan det ikke tilfere systemet energi®, hvilket ses ved, at de indgdende
sterrelser alle er positive, mens fortegnet er negativt.

“Effekt skal forstds som arbejde pr. tid.

SHvis man, som i udledningen af Navier-Stokes ligning i foregaende kapitel, betragter et om-
rdde i en lukket rand i vasken, kan det viskose led godt tilfere omradet energi.
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Det sidste led, der indgar bdde i ligning 4.1.10 og ligning 4.2.2, er

+ /Q pYdA (43.3)

Dette led giver effekten af det arbejde, som kilder og dreen udferer p& vaesken.
Ved kilder, det vil sige, hvor 1p > 0, udferes et positivt arbejde, og ved draen
udferes et negativt arbejde.

Endelig betragtes det led, som er forskelligt i de to tilfaelde. Disse betragtnin-
ger relateres til de forudsaetninger, som ferer til de to forskellige Navier-Stokes
ligninger (jvf. afsnit 3.2.1, 3.3.1 og 3.4).

Iligning 4.1.10, det vil sige, i den energiligning, der svarer til den modificerede
Navier-Stokes ligning, er det sidste led givet ved

1
_ /Q SuimiplpldA @.3.4)

og det tilsvarende led for den originale formulering ser sdledes ud

+ /;) %uiuipll)dA (4.3.5)

I begge tilfaelde beskriver ledet, hvad der sker med energien, ndr vasken
stremmer ind i eller ud af domaenet. Derfor omtaler vi generelt dette led som
energistrommen ved kilder og drzen. '

Det ses, at ved dreen, det vil sige for ¢ < 0, er situationen ens i de to formu-
leringer. Der forsvinder en energimaengde, som svarer til, at den vaske, som
lober ud af modellen, tager sin kinetiske energi med. Dette svarer jo udmeer-
ket til, at det i begge tilfeelde forudseettes, at vaesken tager sin impuls med sig

ud af modellen, og det betyder, at der ikke ophobes energi i forbindelse med
draenet.

Ved kilder er der imidlertid en forskel, hvilket ogsd er i overensstemmelse
med, at det er her, der er forskel i forudseetningerne. I den originale formule-
ring tilferes en energimaengde svarende til den meengde vaeske, som kommer
ind i domeenet. Dette stemmer overens med antagelsen om, at vaesken, som
kommer ind i modellen, har en impuls, som er storre end nul.

I den nye formulering, det vil sige den, der svarer til den modificerede Navier-
Stokes ligning, kan dette led aldrig give anledning til, at der tilferes energi til
systemet. Dette ses umiddelbart af, at alle sterrelserne er positive, og forteg-
net er negativt. Det vil altsd sige, at ndr vaesken kommer ind uden impuls,
forsvinder der kinetisk energi ud af systemet.

Pa baggrund af forskellige antagelse har Peskin forsegt at fortolke, hvordan
der kan dissiperes energi ved kilden [Peskin, 1998]. Denne fortolkning gen-
nemgées i det folgende.
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Det antages, at den vaeskemeengde, der kommer ind med hastighed 0, har en
vaesentlig mindre masse m end den vaeske, der er i systemet M. Det antages
endvidere, at den vaeske, der er i systemet har hastigheden v;, samt at den ind-
kommende vaeske accelereres ved fuldsteendig uelastiske sted med veesken i
modellen.

Et fuldsteendig uelastisk stod er et sted, hvor de sammenstedende parter har
samme hastighed efter stadet. Da der endvidere skal vere impulsbevarelse,
betyder det

V1M=V2(M+ﬂl) & va=w (lem)

Andringen af den kinetiske energi i forbindelse med stodet bliver derfor

1 2 1 1
AK=§|V1|2< ) (M+m)—§|v1|2Mz—§]v1|2m

M+m
hvor tilnaermelsen folger af antagelsen om atm < M.

Det betyder altsd, at antagelsen om, at veesken kommer ind uden impuls, na-
turligt ferer til, at der dissiperes energi ved kilden.

P4 baggrund af denne energidiskussion kan man konkludere, at der energi-
meessigt ikke er sd stor forskel pé de to versioner af modellen, som man kunne
have forestillet sig. Det er kun ved kilderne, at der er en forskel. Sterrelsen af
denne forskel afhanger af vaeskens hastighed ved kilden, som i hjertemodel-
len mé antages at vaere meget mindre end hastighederne ved drzenet. Det vil
altsa sige, at man ikke umiddelbart kan forvente den store forskel i kinetisk
energi mellem de to versioner af modellen.
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For at undersege hvilken praktisk betydning det har for Peskins 2D-
hjertemodel, om man valger den originale eller den modificerede Navier-
Stokes ligning, har vi implementeret den modificerede Navier-Stokes ligning
i modellen. I dette afsnit vil vi ferst beskrive diskretiseringen af de enskede
modifikationer og energiberegninger. Derefter foretages selve datapreasenta-
tionen og analysen. Ferst gives en generel praesentation af modellens data og
de benyttede repraesentationsmetoder, dernaest folger en analyse af, om vores
implementering er numerisk stabil. Selve analysen af betydningen af modifi-
kationen bestdr af en analyse af de generelle forskelle mellem de to versioner
af modellen, en analyse af betydningen for problemerne med numerisk stabi-
litet og til sidst en analyse af indvirkningen p4 randens bevagelse.

5.1 Implementering af @ndringer

For vi er i stand til at implementere de konkrete aendringer i den diskrete ver-
sion af modellen, skal de indgdende udtryk diskretiseres. Dette vil kort blive
beskrevet her, sammen med de overvejelser vi har gjort os om implementerin-
gen af eendringerne.

5.1.1 Implementering af den modificerede Navier-Stokes lig-
ning

Formadlet med modifikationen er at det ekstra led, der indgar i den modifice-
rede Navier-Stokes ligning skal indferes i losningsalgoritmen. Det er oplagt
at forsoge at indfere det ekstra led, pd samme made som kraftledet er ind-
fort i ligning 2.4.8. Fordelen ved denne metode er forst og fremmest, at det er
simpelt. I det led der skal indfgjes optraeder divergensen af hastighedsfeltet i
form af (4")*. Man kan naturligvis finde divergensen direkte ud fra hastig-
hedsfeltet, men da divergensen pr. definition er givet ved ligning 2.2.5 har vi
valgt at benytte denne til bestemmelse af (). Dette har blandt andet den
fordel, at det rent teknisk, i computerprogrammet, er meget lettere at finde ¢
ud fra ligning 2.2.5 end at beregne divergensen ud fra hastighedsfeltet.

Den nye ligning, der svarer til den oprindelige ligning 2.4.8, bliver

n+1,0 _ ;,n
[ (u——At—L) =F"- u"p(ll)")+ (51.1)
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Med det nye led fir denne ligning den samme rolle i lesningsalgoritmen som
den oprindelige ligning, og hvis algoritmen “virker” med et kraftfelt F ma
den principielt ogsa virke med et kraftfelt plus det nye led.

Ligning 5.1.1 kan omskrives pa samme méde som ligning 2.4.13, og resultatet
er

a0 = g épt F" + Atu(y")* (5.12)

En fordel ved denne lesning er, at pracis denne beregning forgar i den kon-
krete implementation af modellen i computerprogrammet, og det er derfor let
at tilfoje ledet. I appendiks E, specielt i afsnit E.2, praesenteres det, hvordan vi
har tilfejet zendringerne i computerprogrammet.

Ulempen ved metoden er, at veerdien af det nye led til tidsskridtet n indgér
explicit i lesningen af ligningerne til tidsskridtet n + 1. Det skal derfor under-
seges om tilfojelsen af det ekstra led forer til numerisk ustabilitet. I afsnit 5.3
viser vi, at det ikke umiddelbart ser ud til at veere tilfeeldet, og vi har derfor
indfert ledet som netop beskrevet.

5.1.2 Implementering af enegiberegninger

Som naevnt er et af formdlene med udledningen i kapitel 4 at anvende syste-
mets kinetiske energi som udgangspunkt for en del af dataanalysen. Derfor er
energiberegningerne implementeret i computerprogrammet, hvilket er gjort
pé baggrund af de i dette afsnit beskrevne diskretiseringer af energiberegnin-
gen. I appendiks E, specielt afsnit E.3, praesenteres det kort, hvordan vi har
implementeret beregningen af den kinetiske energi i det konkrete program.

Energien og @ndringerne i energien beregnes alle i naturlige enheder og pr.
densitet, jvf. afsnit 2.3. Det betyder, at enheden pa kinetisk energi er H*/T?2,
hvor H er domanebredden og T er hjerteslagstiden. Tilsvarende har energi-
aendringsrater enheden H* /T3,

Generelt oversattes integralet over et domane til en sum over alle gitterpunk-
ter inden for domeenet gange kvardratet pa gitterbredden. Da vi kun har be-
hov for at integrere over hele det kvardratiske domaene Q bliver summerne
simple. I det felgende skal en sum over I og k laeses som en sum over hele
gitteret. Altsd

3 =

Lk

~Mz
~MZ

hvor N}, er antallet af gitterpunkter i de to retninger.
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Samlet kinetisk energi
Den samlede kinetiske energi til et tidsskridt n findes som

n_ [ 2, 51 2 2
Kk —/Q?_Iul dA~§2(u1(l,k) +u2(L,K)) (5.13)

Zndringen af kinetisk energi pr. tidsenhed til tidsskridtet # findes med en
bagudrettet estimator.

dK" K"-—-K"!

dt At :

Nar vi har valgt en bagudrettet estimator har det den praktiske arsag, at deter
det nemmeste at implementere i programmet. Da beregningen kun bruges til

at analysere resultaterne, og ikke til at regne videre udfra, giver det imidlertid
ingen anledning til problemer.

(5.14)

De forskellige termer i energiendringen

Iledende pa venstre side af ligning 4.1.10 og 4.2.2 indgar der ingen tidsafhaen-
gighed, derfor er det muligt at beregne ledenes sterrelser direkte ud fra de
indgdende veerdier til det pagaeldende tidsskridt.

For eksempel bestemmes kraftens arbejde pr. tidsenhed ved

| =] dVe ) ug(Lk) | —— | +us(lk) | —

fou (3 TR (252 +uatn (2

Der indgdr en divergens af hastighedsfeltet i to af ledende. Den er imidlertid
fundet i forvejen i forbindelse med udregningen af ledet (") til den mo-
dificerede Navier-Stokes ligning, s& den indgar blot som de andre led. Det
eneste nye, der skal beregnes, er de stedslige afledte %}%. Det ger vi med den

fremadrettet estimator (jvf. 2.4.2). For eksempel
22 (1 ki) = (D uz) (1, k) = L2 1K) a0 )
1

Disse led indgar ikke alene, men i en sum over hele domeenet (hvor den inder-
ste sum pd hejresiden kommer af den underforstiede sum pé venstresiden)

/E Oui 2dV~Z E(DFu) (1, k) i h?
npe axj ~l,k Z(E iul ’ )

ij

Det betyder, at resultatet ved anvendelse af den fremadrettede estimator ikke
afviger fra det resultat man ville opna ved brug af den bagudrettede estimator.

Ved at implementere de her beskrevne beregninger i computerprogrammet
er vi altsd i stand til dels at undersege, hvilken betydning valget af Navier-
Stokes ligning har, og dels at undersege energiforholdene i modellen. Vi har
lavet en del modelkersler og analyser af data fra disse. Resten af dette kapittel
vil omhandle disse resultater.

~
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5.2 Generel praesentation af modellens resultater

1 dette afsnit gives en generel preesentation af modellens resultater. Dette sker
med to formdl; dels at give et overblik over hvilke resultater modellen leverer,
og dels at praesentere de repraesentationsmetoder, der benyttes som udgangs-
punkt for dataanalysen.-Afsnittet er skrevet pd baggrund af en kersel af den
originale model. Der er dog tilfgjet en beregning af de i afsnit 4, og 5.1.2 be-
skrevne energiled. Disse tilfgjelser har imidlertid kun betydning for modellens
output, og ikke for beregningsalgoritmerne.

Alle data i dette afsnit stammer fra en modelkersel, hvor der er 5616 tids-
skridt pr. hjerteslag, og der er 64 gitterpunkter pr. domaeneleengde. Hjertet er
endvidere fastspaendt som beskrevet i afsnit 2.1.2, og den i afsnit 2.3 omtalte
gammafaktor er i denne korsel sat til 0, 04, hvilket svarer til at viskositeten er
skaleret op med en faktor 25.

Generelt vil alle data pa de forskellige grafer veere i naturlige enheder.

Bemeerk at der pd vektorplots kun er vist 32 x 32 punkter. Det betyder, at i
forhold til de data som er tilgeengelige, har vi fjernet hverandet datapunkt.
Dette er gjort for at forbedre laeseligheden af figuren. Udover denne datare-
duktion har vi valgt at seette vektorer, hvor bade forste og anden komposan-
ten er mindre end 0,01 til nul. Begrundelsen for dette er, at vores vektorplot-
teprogram har problemer med meget sma sterrelser. Man risikerer specielt, at
retningen bliver tilfeeldig, hvilket vi naturligvis finder problematisk. Der kan
stadig veere en lille usikkerhed pd retningen af vektorerne, men denne anser vi
for at vaerre ubetydelig for dataanalysen. P& vektorplottene vil vektorer med
norm mindre end ca. 0, 1 kun ses som en pilespids. Skalaen pa alle de vektor-
plot, der vises er den samme, og pilene kan altsd umiddelbart sammenlignes.

5.2.1 Kilder og dren

Som beskrevet er kilder og dreen fordelte. P4 figur 5.1 ses den rummelige for-
deling af kilder og draen. Det er altsd ¢ fra ligning 2.4.12 som ses. Her er
valgt et tidsskridt, hvor aorta-klappen er dben. Det ses, at den numeriske ster-
relse af divergensen ved aorta er betydelig sterre end ved kilden. P4 figur 5.2
ses stromingshastigheden (det vil sige Q som beskrevet i afsnit 2.2.3) for de
to interne kilder. Af denne ses, at indstremningen af vaeske ved atriumkilden
sker nogenlunde jeevnt igennem hjerteslaget, mens udstremningen til aorta
sker inden for et koncentreret tidsinterval. Figuren kan sdledes bruges til at
bestemme ved hvilke tider aortadraenet er dbent. Tiderne for dbning af aorta
er ikke den samme ved alle de modelkersler vi praesenterer, men varitionerne
er smé.
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Divergens at hastighedsfeltet

-150

-200

Figur 5.1 Divergensen af hastighedsfeltet, 1, til tiden 0,75 T.
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Figur 5.2 Stromningshastigheden for kilden i atrium og aortadraenet som funktion af
tiden.
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5.2.2 Hastighedsfeltet

Nar modellen benyttes til medicinske formal er hastighedsfeltet, og randens
konfigration, specielt omkring mitralklappen, et af de vigtigste resultater fra
en modelkersel.

P4 figur 5.3 og 5.4 vises hastighedsfeltet sammen med hjerteranden til et ud-
valgt antal tidsskridt gennem en hjertecykel. Hjerterande er repraesenteret ved
en raekke cirkler, hvor hver cirkel svarer til et randpunkt. Dermed kan man
direkte se, hvordan randen er parametriseret. De to lodrette streger som er af-
koblede fra resten af randen, er de punkter som hjertet er fikseret til (se afsnit
2.1.2).

Det kan umiddelbart se ud som om, vaesken stremmer gennem randen, men
det er naturligvis ikke tilfeeldet, idet randen har samme hastighed som vasken
i omrddet (se evt. afsnit 2.2.2).

Modellen starter ndr mitralklappen netop er begyndt at &bne, hjertet er altsd i
sin fyldningsfase.

Lukningen af mitralklappen ses meget tydeligt, og generelt er hele menstret
af hjertets bevaegelse rimelig lig et virkeligt hjertes [Adeler & Jacobsen, 2000].

Generelt ses det, at de storste hastigheder forekommer indenfor hjerteranden,
og hastighederne ved den eksterne kilde er sdledes meget sma.

5.2.3 Samlet kinetisk energi i systemet

Som tidligere naevnt vil vi benytte forskellige afbildinger af energien i forbin-
delse med dataanalysen. I dette afsnit betragtes den samlede kinetiske energi
i systemet. Det vil sige, at energien er beregnet udfra ligning 5.1.3.

I figur 5.5 ses den samlede kinetiske energi i systemet. Pd grafen er forsteak-
sen tid i naturlige enheder, svarende til brekdele af et samlet hjerteslag. P&
andenaksen er dimensionen energi divideret med densiteten, og dette er som
alt andet angivet i naturlige enheder. Fremover vil vi underforsté at alle ener-
gier og energisendringer er divideret med densiteten, idet densiteten ikke er
en parameter vi pd noget tidspunkt sndrer.

Det ses tydeligt, at den kinetiske energi i systemet er 0 til tid 0, svarende til
at starthastighederne i systemet er 0. Sammentraekningen af hjertet, hvor man
ogsa 53 hoje hastigheder i figur 5.3 og 5.4, ses som de to dominerende toppe.
Den lille top ved ca. tid 0, 15T er formodenligt et udslag af, at det ikke er seerlig
realistisk, at alle hastigheder settes til nul til starten, idet den genfindes i langt
mindre grad i andet hjerteslag.

P4 figur 5.6 ses eendringen af den totale kinetiske energi pr. tid, hvilket svarer
til den tidsligt afledte af den samlede kinetiske energi. Verdierne er fundet pd
baggrund af udtrykket i ligning 5.1.4, som svarer til den diskrete version af
venstresiden af ligning 4.2.2.
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Figur 5.3 Plot af vektorfelt for hastigheden i den ferste halvdel af forste hjerteslag, (se

teksten for detaljer om opseetningen).
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Figur 5.5 Samlet kinetisk energi i systemet som funktion af tiden.

Der er igen tid i naturlige enheder pa forsteaksen, og pa andenaksen er det
energi pr. tid i naturlige enheder (hvor der som overalt i dette kapitel er un-
derforstdet, at energien er divideret med densiteten). Det sidste svarer til ef-
fekt.

Det ses, at der sker ret drastiske ting under hjertets sammentrakning. Bemaerk
at der er mange datapunkter pd graferne, og at der ikke blot tegnes streger
mellem enkelte punkter som ligger spredt.

5.2.4 Zndringen af energi fra de forskellige led

Som beskreveti afsnit 4 kan den i figur 5.6 viste eendring af den samlede energi
findes som en sum af fire tolkbare led (se ligning 4.2.2). I dette afsnit vil vi pree-
sentere eendringen i energi beregnet ud fra disse led. Princippet i de diskrete
beregninger er forklareti afsnit 5.1.2.

Alle grafer i dette afsnit viser energizendring pr. densitet pr. tid i naturlige
enheder som funktion af tiden i naturlig enhed. De enkelte led er plottet med

fortegn, forstiet p&d den mdde, at grafen direkte viser deres biddrag til den
samlede andring.

Randens arbejde pr. tid

P4 figur 5.7 ses randens arbejde pr. tid. (jvf. ligning 4.3.1). Randens arbejde er
den absolut storste kilde til kinetisk energi i systemet. Det er meget tydeligt,
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Figur 5.6 ZAndringen af total kinetisk energi i systemet pr. tid som funktion af tiden.

at randen arbejder mest pa systemet under sammentrakningen, hvor arbejdet
som man matte forvente er positivt. Det ses ogs4, at randen uden for sammen-
treekningsintervallet bide arbejder positivt og negativt. Det betyder, at i labet
at et hjerteslag er der tidspunkter, hvor vasskens hastighed primart er mod-
satrettet af randkraften.

Den viskese dissipation pr. tid

Figur 5.8 viser den viskese dissipation pr. tid. (jvf. ligning 4.3.2). Det ses, at der
er en tydelig sammenhzng mellem randens arbejde og den viskese dissipa-
tion. Specielt stiger dissipationen, p4 samme mdde som randarbejdet, meget
pludselig op omkring tid 0, 6T. Denne sammenhang skyldes, at ndr der er
store stedslige variationer i hastighederne er det viskese led stort.

Arbejde pr. tid fra kild og dran

Arbejdet som kilde og draen udferer pd veaesken pr. tid er vist pa figur 5.9.
(jvf. ligning 4.3.3). Det ses umiddebart, at det primaert er, nir draenet er bent
(jvf. figur 5.2), at dette led har en vasentlig betydning. Tilgengald er ledet
meget vasentligt under udpumpningen, og er siledes det led, der har sterst
betydning for fiernelsen af kinetisk energi fra systemet. Ser man lidt neermere
p4, hvad der sker uden for udpumpningsintervallet fremgar det, at dette led
ogsd bidrager positivt til energien i systemet. Bidraget er dog meget mindre
end randens.
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Figur 5.8 Viskes dissipation i systemet pr. tid som funktion af tiden.
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Figur 5.9 Arbejde pr. tid fra kild og dreen pa systemet som funktion af tiden.

Energistrom ved kilder og draen

Det sidste led som har indflydelse p& @ndringen af den kinetiske energi er
energistrommen ved kilder og dreen (jvf. ligning 4.3.5). Med energistrem me-
nes her den mengde kinetisk energi, der stremmer ind i eller ud af kilderne
pr. tid. Energistremmen er det led, hvor forskellen mellem de to modeller ses
i energiberegningerne. Vi anvender termen energistrom om dette led og om
det tilsvarende led i den modificerede model. Dette er en praktisk men ikke
helt preecis sprogbrug, idet der i den modificerede model er tale om en ener-
gidissipation, nédr der strommer vaeske ind i systemet.

Energistrommen for den originale model er vist i figur 5.10. Det ses, som man
pd baggrund af de udledte sammenhenge matte forvente, at der i alt strom-
mer energi ind i systemet ndr klappen ved aorta er lukket, og stremmer energi
ud nér den er dben. Det ses endvidere at den energi, der stremmer ind er va-
sentlig mindre end den energi, der stremmer ud, samt at hele ledet er lille
i forhold til de svrige led, der har betydning for @ndringen af den samlede
kinetiske energi.

5.2.5 Vurdering af energiendringsberegningere

Vi har som beskrevet med ligning 4.2.2 og som netop udnyttet ovenfor to for-
skellige méder at beregne energisendringen pr. tid p4; en direkte tidsafledt pa
baggrund af den kinetiske energi fundet ud fra hastighederne i systemet; og
som en sum af fire led, der giver anledning til energisendring i systemet.
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~ Figur5.10 Energistrom ved kilder og dreen pr. tid som funktion af tiden.

Den sidste metode bygger imidlertid pé, at vi finder energisendringen sva-
rende til de fire led ud fra systemets tilstand til hver tid, og den er ikke direkte
knyttet til den faktiske beregningsalgoritme i systemet. Der er sdledes tale om
en approksimation. Det er derfor oplagt at undersege, hvordan disse to meto-
der stemmer overens.

" Forskellen mellem resultatet fra de to metoder, A%IT(, beregnes ud fra de oven-
for praesenterede modeldata pa baggrund af den diskrete version af felgende
ligning

dK [ o,
Aﬁ_/Qu,atdA

2
u;F; /u Ou; py 1
(/ﬁ P A Qp(an) dA+/Q p dA+/QZu,u,1.b (5.2.1)

Denne differens er plottet i figur 5.11. Ideelt set burde grafen veere nul overait.
Det er ikke tilfeeldet, men sammenlignet med de faktiske sterrelser af ener-

gieendringen pr. tid i figur 5.6, ses det at disse er ca. en faktor 10 sterre end
fejlen.

En mulig kilde til denne fejl kan veere, at vi har valgt at benytte en primitiv
diskretisering af den rummelige integration (se afsnit 5.1.2). Vi har gennem
vores arbejde med energidataene, fdet fornemmelsen af at energibergningen
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Figur 5.11 Differensen mellem to beregningsmetoder for zendring af total energi pr.
tid som funtion af tiden, jvf. ligning 5.2.1.

er meget athaengig af gitterbredden, og hvis man ensker at benytte energidata
til yderligere undersegelser, ber dette underseges naermere.

Vi vurderer dog at energizendringen fundet ved de fire led giver et godt kva-
litativt grundlag for at beskrive, hvad der sker i systemet.

5.3 Vurdering af den numeriske metodes stabilitet

Som beskrevet i afsnit 5.1.1 implementerer vi det ekstra led i den modifice-
rede Navier-Stokes ligning explicit. Dette kan som navnt i samme anledning
fere til numerisk ustabilitet. For at fa et overslag over hvor stort dette pro-
blem er har vi lavet felgende lille undersegelse af systemets afhaengighed af
tidsskridtsterrelsen.

Vi har lavet kersler med den originale og den modificerede verison af model-
len med forskellige tidsskridt. Konkret har vi valgt

kersel 1: 2808 tidsskridt pr. hjerteslag
keorsel 2: 5616 tidsskridt pr. hjerteslag
kersel 3: 11232 tidsskridt pr. hjerteslag

altsd tre kersler med en fordobling af antallet af tidsskridt mellem hver.
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Vi har beregnet forskelle i den total kinetiske energi mellem forst korsel 1 og
2, og derefter mellem kersel 2 og 3. Dette er gjort for bAde den originale model
og for den modificerede model. Figur 5.12 viser resultatet for den originale
model og figur 5.13 tilsvarende for den modificerede model.
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Figur 5.12 Graferne viser forskellen i total energi meliem de angivne kersler som
funktion af tiden, for den originale model.

Hvis der ingen forskel var mellem keorslerne skulle kurverne have vaeret nul
til alle tider. Det er de tydeligvis ikke, der er altsa forskel pd, hvilket sterrelse
tidsskridt man bruger.

Der ses endvidere en tendens til, at kurven for forskellen mellem kersel 2 og
3 ligger taettere pa nul end kurven for forskellen mellen kersel 1 og 2.

Sterelseordnen af forskellen mellem kersel 2 og 3 er cirka den samme for den
originale og den modificerede model, og faktisk er forskellen generelt lidt
mindre for den modificerede model. Dette tager vi som udtryk for, at der ikke
er noget umidelbart numeriske problem i at vi har indfert det nye led i den
modificerede Navier-Stokes ligning explicit.

Vi vil i det felgende normalt (det vil sige hvis ikke gitterstorelsen andres)
benytte 5616 tidsskridt pr. hjerteslag, da vi finder at denne indstilling har et
udemeerket forhold mellem tid og praecision.
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Figur 5.13 Graferne viser forskellen i total energi mellem de angivne kersler som
funktion af tiden, for den modificerede model.

54 De generelle forskelle mellem den modifice-
rede og den originale model

I dette afsnit behandles de generelle forskelle mellem de resultater af den ori-
ginale model, som blev praesenteret i afsnit 5.2, og resultaterne af den modifi-
cerede model. I de efterfolgende to afsnit ser vi naermere pé hvilken betydning
modifikationen af modellen har for de konkrete praktiske problemer (jvf. af-
snit 2.1.2).

Alle de data, der praesenteres i det felgende stammer fra henholdsvis en kersel
med modificeret model og en kersel med original model, hvor alle parametre
er sat ens. Der er kort med 64 x 64 gritterpunkter, en gammafaktor pa 0, 04 og
5616 tidsskridt pr. hjerteslag, samt fastspaendt hjerte.

5.4.1 Forventede forskelle

Dette afsnit indeholder en kort opsamling af de teoretiske forskelle mellem
modellerne sammenholdt med modellens generelle resultater (jvf. afsnit 5.2).
Dette sker med henblik pd nemmere at kunne diskutere, hvordan de resulta-
ter, der efterfolgende praesenteres stemmer (eller ikke stemmer) overens med,
hvad vi teoretisk forventer.

Forskellen mellem de to modeller ligger i behandlingen af impulsen i for-
bindelse med, at der strommer vaeske ind i modellen. I den originale model
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stremmer denne vaske ind med en hastighed svarende til den hastighed vae-
sken har det pdgaeldende sted i modellen. I den modificerede model stremmer
denne vaeske ind med hastigheden nul . I praksis betyder det, at der i den mo-
dificerede model er tilfejet ledet —1p*u i Navier-Stokes ligning (se kapitel 3).

Det betyder, at man umiddelbart md forvente, at der er mindre hastigheder i
den modificerede model, idet det nye led i hastighedssandringen er direkte
modsatrettet hastighed pa et hvert givent sted og tidspunkt. Modifikation ma
forventes at veaere mest markant i omrédet omkring atrium, idet hastigheden
ved den eksterne kilde, hvor der ogsa stremmer veske ind, er sma, sdledes at
ledet —y* u bliver numerisk lille (jvf. figur 5.3 og figur 5.4).

I overensstemmelse med, at der forventes mindre hastigheder i den modifice-
rede model, viser energiregnskabet, at der ved vaeskeindstremning, stremmer
energi ind i den originale model, mens der dissiperes en tilsvarende energi-
maengde i den modificerede model (se kapitel 4).

Vi kalder dette led i energiregnskabet for energistremmen ved kilde og dreaen
1 sdvel den originale og som den modificerede model.

I figur 5.10 ses det, at den energisendring der i den originale model hidrerer
fra indstremningen af energi er lille i forhold til de andre led, der bidrager til
energizendringen. Det peger i retningen af, at den modificerede model ikke vil
give vaesentligt anderledes resultater end den oprindelige model.

Det er imidlertid svaert at forudsige, hvordan systemet vil reagere pé tilfojel-
sen af det nye led. Dette skyldes at systemets udvikling hele tiden er felsomt
pé dets tilstand. For det forste er Navier-Stokes ligning i sig selv ulinezer idet
venstresiden indeholder ledet (u- V)u (se for eksempel ligning 2.1.1), hvilket
betyder, at sma aendringer kan fd store konsekvenser. Endvidere athaenger alle
de andre led, der bidrager til impuls- og energisendring i systemet (viskosite-
ten, randkraften og trykkets arbejdet ved kilde og drzen) af hvordan systemets

tilstand er. Derfor vil vi nu straks ga videre til de resultater, modellen faktisk
giver.

5.4.2 Hastighedsfeltet

I det folgende afsnit analyseres forskellen mellem de hastighedsfelter, vi har
féet pd baggrund af den modificerede model, og resultaterne af den origi-
nale model. Som det fremgdr i afsnit 2.1 og i afsnit 5.2 er hastighedsfeltet det
veesentligste output i forbindelse med anvendelse af modellen i medicinske
sammenhange. Derfor er det selvfelgelig interessant, hvorvidt den modifice-
rede model giver anledning til veesentlige @ndringer i stremningsmenstreret.
Imidlertid indeholder hastighedsdata meget store maengder tal i forhold til
meengden af information, der direkte kan bruges i forbindelse med det pro-
blem vi tager udgangspunkt i (jvf. indledningen og afsnit 2.1.2). Derfor har
vi valgt at begraense os til at lave en kvalitativ analyse af forskellene mellem
hastighedsfelterne.
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Ifigur A.1 0g A.2ibilag A er der vist et seet hastighedsfelter fra det ferste hjer-
teslag fra en kersel med den modificerede model. De tilsvarende hastigheds-
felter for den originale model er vist i figur 5.3 og 5.4. Desuden har vi lavet et
seet figurer, hvor hastighedsfelterne fra den modificerede model er trukket fra
hastighedsfeltet fra den originale model. Disse vektorfelter ses i figur A.3 og
A.4ibilag A. Da hjerterandens bevaegelse er meget teet pa at vaere identisk for
de to modeller, har vi valgt at indtegne hjerteranden fra den originale model
sammen med dette vektorfelt. Den indtegnede rand letter tolkningen af feltet
vaesentligt. I det felgende vises et udsnit af de forskellige hastighedsfelter.

Generelle traek

Den primare konklusion omkring de to szt hastighedsfelter, fra henholdsvis
den originale og den modificerede model, er at der ikke er sendret i det gene-
relle stromningsmenster. Det er en “grovkornet” vurdering, men da modellen
netop anvendes til at studere overordnede tendenser i sremningsmensteret
er det imidlertid ikke en uvaesentlig konklusion. Endvidere er den ikke i sig
selv voldsomt overraskende, idet vi har set, at det led, hvor forskellen mellem
de to modeller findes, er lille i forhold til de andre led, der har betydning for
energien i systemet (jvf. afsnit 5.4.1).

Sekundaert ses det, at de eksisterende forskelle primeert findes omkring
atrium, samt at der ikke i saerlig grad ses forskelle omkring den eksterne kilde.
Det vil sige, at modifikationen, der principielt altid har betydning, nir der
stremmer vaeske ind i systemet, i praksis kun har betydning ved atriumkil-
den. Dette er igen ikke overraskende, da det kan forklares ved, at hastighe-
derne er meget sterre ved atrium end hastighederne ved den eksterne kilde
(som er det eneste andet sted, hvor der kan stremme vaeske ind).

Den tids og stedslige udvikling

Ved at studere differensen mellem de to vektorfelter mere i detajle, ses de for-
ste markente forskelle omkring tid 0, 13T. Der er vist et sat vektorfelter fra
denne tid i figur 5.14. Det ses, at de tydeligste forskelle i hastighederne findes
omkring centrum af atrium. Desuden ses det, at hastighederne har samme ori-
entering i de to modeller. Forskellen bestdr séledes primzert i at hastighederne
ved atriums centrum er numerisk sterre i den originale model end i den modi-
ficerede model. Dette resultat er, som forklaret i afsnit 5.4.1, preecis hvad man
ville forvente.

Tendensen til, at forskellen mellem de to modeller bestér i, at hastighederne er
numerisk sterst i den originale model, mens stremningsretningen er ens, fort-
setter gennem hele hjerteslaget. Det er dog ikke en entydig tendens, hvilket
ses allerede omkring tid 0, 3, hvor forskellene er meget varierede i retning. I
lobet af et hjerteslag spreder forskellene sig ud i hele hjertet, og der ses store
forskelle sdvel omkring udlebet ved aorta (hvor hastighederne er store) som
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Figur 5.14 Hastighedsfelter fra den originale og den modificerede model til to

forskellige tider.
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Figur 5.15 Hastighedsfelter fra den modificerede og den originale model til to

forskellige tider.
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ved hjerteranden. Det vil sige, at modifikationen har givet anledning til en
“forstyrrelse” af systemet, men at det er sveert at pege pa en generel tendens i
eendringen, (jvf. figur 5.14 og 5.15).

Ved slutningen af hjerteslaget forsvinder naesten alle forskelle mellem de to
hastighedsfelter. Dette sker i takt med, at hastighederne i systemet generelt
falder, men det ser ud som om at de relative forskelle faktisk ogsa falder.
Ihvertfald er der ikke tegn p4, at forskellen mellem de to systemer er en opho-
bende effekt. I figur 5.15 ses et saet hastighedsfelter fra slutningen af det forste
hjerteslag.

5.4.3 Kinetisk energi i systemet

Som neevnt tidligere giver data for den kinetiske energi i modellen, et sam-
let udtryk for systemets samlede “tilstand”. Derfor kan vi ud fra disse data
give et overordnet billede af forskellen mellem de to modeller. Desuden er det
nemmere at lave en kvantitativ sammenligning af de to modeller, end det er
ved sammenligningen af hastighedsfelterne, netop fordi data er reduceret til
meget {4 tal til hver tid.

Energi stremmen/dissipation ved kilde og dran

Den primeere forskel mellem de to modeller ligger i antagelserne omkring im-
pulsen i forbindelse med indstremningen af vaeske. Derfor er det i forbindelse
med indstremningen af veeske, at vi finder forskellene mellem de to modeller.

For den modificerede model er energistremmen ved kilder og drzen vist som
funktion af tiden i figur 5.16. Det tilsvarende plot for den originale model ses i
figur 5.10. Endvidere er differensen mellem energistremmen fra den orginale
og den modificerede model vist i figur 5.17. Det ses for det ferste, at der ikke
er nogen navnevardig forskel pa de (negative) store toppe. Disse toppe, viser
den kinetiske energi som strommer ud ved aortadrznet, og her er der, som
gennemgdet i kapitel 3 og 4, ikke forskel pd situationen i den originale og den
modificerede model. Forskellen findes kun i forbindelse med, at der kommer
veeske ind i systemet, hvilket forkommer ved s&vel den eksterne kilde som ved
kilden i atrium. Imidlertid, er hastighederne omkring den eksterne kilde, som
tidligere omtalt, meget smd, og derfor hidrerer forskellene i energistremmen
formodentligt primeaert fra indstremningen af veeske ved atrium.

De maksimale forskelle mellem energistremmen i de to modeller er i storrel-
sesordenen 2H'/3. I sammenligning med effekten fra de andre led, der bidra-
ger til eendringen i den kinetiske energj, (jvf. figurer 5.7, 5.8 0g 5.9 ), er der altsd
umiddelbart tale om meget sm4 sterrelser. Integreres de op over tid’, ser det
imidlertid anderledes ud. Det er vist i figur 5.18. Da der er tale om et integral
over tid af en storrelse med dimension effekt er resultatet en sterrelse med

'1 praksis har vi selvfelgelig summeret og ganget med tidsskridtstarrelsen.
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Figur 5.16 Energistrom ved kilde og draen pr. tid som funktion af tiden. Den
modificerede model.
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Figur 5.17 Differensen mellem den originale og den modificerede model i energi-
stremmen pr. tid ved kilde og draen som funktion af tiden.
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dimension energi. Det vil sige, at integralet viser, hvor meget mere energi der,
til ethvert givent tidspunkt, er kommet ind i den originale model end i den
modificerede. Som udgangspunkt tyder det altsd pé, at der “burde” akkumu-
leres en energiforskel mellem de to modeller, sdledes, at der efter to hjerteslag
er i storrelsesordenen 0, 4H*/72 mere energi i den originale model end i den
modificerede model.

05

lntegrale't af (energist'roem original' model - ene;gistroem moi:liﬁce el)
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Figur 5.18 Integralet over tid af differensen mellem den originale og den modificerede
model i energistremmen pr. tid ved kilde og draen som funktion af tiden.

Den samlede kinetiske energi

I figur 5.19 er den samlede kinetiske energi som funktion af tiden plottet for
de to versioner af modellen. Endvidere er differensen mellem energien i den
originale og den modificerede model plottet. Det ses, som forventet at der
generelt er mere kinetiske energi i den originale version af modellen. Det er
imidlertid ikke en entydig tendens; idet der til nogen tider, er mere energi
i den modificerede version af modellen. Der er endvidere ingen tegn pd, at
forskellen mellem de to modeller er en akkumulerende effekt, idet den ikke er
generelt stigende.

Energidata er altsd i overensstemmelse med hastighedsdata, hvor vi heller
ikke sd en akkumulation af forskellen mellem de to modeller over tid.

I figur 5.20 vises forskellen mellem den samlede energi i de to modeller, sam-
men med integralet over tid af forskellen i energistremmen ved kilde og draen
(jvf. figur 5.18) mellem de to modeller. Vores umiddelbare forventning var som
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Figur 5.19 Den samlede kinetiske energi som funtion af tiden fra de to modeller, samt
differensen mellem disse.

forklaret, at disse to grafer skulle veere ens. Man finder imidlertid ikke den for-
ventede voksende tendens i forskellen mellem de totale kinetiske energier.

Hvorfor er der cirka den samme mangde energi i de to modeller?

Den oplagte forklaring pé, at den samlede kinetiske energi i den originale og
den modificerede model ikke er sa forskellige, som forskellen mellem energi-
stremmen ved kilde og draen indikerer at de “burde” veere, er at de andre led
i energitilferslen sendrer sig tilsvarende.

Der er &endringer i de andre led i sammenlignelige sterrelsesordener. I figur
5.21 er der vist, hvordan de fire led, der har betydning for andringen af den
kinetiske energi, hver iszr bidrager til forskellen mellem den kinetiske energi
i de to modeller. Det ses, at tendensen for det viskase led er, at der dissiperes
mere energi i den originale model end i den modificerede.

Det ser endvidere ud til, at den generelle tidslige udvikling og sterrelsesor-
denen af denne forskel udligner de forskelle, der er mellem de to modeller i
energistrommen.

Forskellene mellem de to modeller i randkraften, og kraften ved kilder og
dran er ogsd i samme storrelsesorden som forskellen mellem energistrom-
men i de to modeller. For randarbejdet og arbejdet ved kilde og dran er der
endvidere to tydelige tendenser. For det ferste ses det, at forskellene mellem
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Figur 5.20 Integralet over tid af differensen mellem den originale og den modificerede
model i energistremmen pr. tid ved kilde og dran som funktion af tiden; plottet
sammen med differensen mellem den samlede energi i de to modeller som funktion af
tiden.

de to modeller er relativt sm4, idet den faktiske storrelse af disse to led er mar-
kant sterre end den faktiske sterrelse af det viskese led og energistremmen.
- For det andet ses det, at de to led ret praecist udligner hinanden.

Summen af de fire kurver fra figur 5.21 vises i figur 5.22 sammen med diffe-
rensen i den totale kinetiske energi mellem de to modeller. Ideelt set skulle
disse to kurver ligge oven i hinanden. Nar det ikke helt er tilfaeldet, skyldes
det formodentligt, at vaerdierne for energisendringerne er beregnet udfra pro-
grammets data til hver tid. Saledes er der, som vist, en fejl, ndr vi sammenlig-
ner den tidsafledte af den samlede kinetiske energi’? med summen af de fire
energizendringsudtryk (jvf. 5.11). Differensen mellem de to kurver i figur 5.22
er altsi et resultat af denne fejl.

Vi kan altsd konkludere, at ndr vi med modifikationen “tager” kinetisk energi
ud af systemet udlignes det ved, at der samlet set tilferes mere energi til syste-
met? via de andre effekter, der har betydning for energien. Specielt ser det ud
til, at forskellen mellem den viskese dissipation i de to modeller modsvarer
forskellen mellem energistremmen i de to modeller.

2Denne afledte er selvfalgelig ogsa en vi har regnet diskret ud, men den er fundet dirkete ud
fra de hastigheder, der faktisk er i modellen, jvf. afsnit 5.1.2.
3Eller fiemes mindre om man vil.
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Figur 5.21 Differensen mellem den originale og den modificerede model af integralet
over tid af energisendringen pr. tid fra de fire indvirkende effekter.
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Figur 5.22 Differensen mellem den samlede kinetiske energi i den modificerede og
den originale model; samt differensen mellem de to modeller af summen af integralet
over tid af energizendringen pr. tid fra de fire indvirkende effekter.
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5.5 Betydningen for den numeriske stabilitet

I dette og det naeste afsnit analyseres det om modifikationen af Navier-Stokes
ligning i Peskins 2D-hjertemodel, giver anledning til en forbedring (eller for-
veerring) af de praktiske problemer, der blev praesenteret i afsnit 2.1.2. I dette
afsnit underseges det om betydningen af at andre gammafaktoren er forskel-
lig i de to varianter af modellen. Gammafaktoren er som navnt flere gange en
opskalering af viskositeten (se afsnit 2.3 og 2.1.2), som man anvender for at
opnd numerisk stabilitet i modellen.

Til det formal har vi lavet en raekke korsler af den originale model med for-
skellige gammafaktorer. Da en storre gammafaktor jo netop sendrer den nu-
meriske stabilitet af systemet er disse kersler lavet med en finere rumlig og
tidslig inddeling. Vi har anvendt felgende opsaetninger

gamma = 0,04: 5616 tidsskridt pr. hjerteslag, 64 x 64 gitterpunkter
gamma = 0,125: 22464 tidsskridt pr. hjerteslag, 256 x 256 gitterpunkter
gamma = 0,5: 29592 tidsskridt pr. hjerteslag, 256 x 256 gitterpunkter

5.5.1 . Gammafaktorens betydning for den samlede kinetiske
energi

Indledningsvis ser vi pa, hvad gammafaktoren betyder for den originale mo-
_del. I figur 5.23 ses den samlede kinetiske energi som funktion af tiden for
to hjerteslag med henholdsvis gamma = 0,5, gamma = 0,125 og gamma
= 0,04. Sidstneevnte er den gammafaktor, der er brugt som standard i de
ovrige korsler, vi praesenterer data fra i denne rapport.

Bemeerk at modellen terminerer for det andet hjerteslag er afsluttet ved
gamma = 0, 5. Dette skyldes, at der er indbygget et “nedstop” i programmet,
som stopper karslen, hvis hastighederne bliver for store. Det ses, at den kine-

tiske energi, har en pludselig voldsom stigning dér, hvor programmet termi-
nerer. '

Det ses at med en sterre gammafaktor fir systemet en sterre kinetisk energi.
Sdledes er den maksimale energi ved gamma = 0,5 (fraregnet, der hvor mo-
dellen terminerer) mere end en halv gang sterre end den maksimale energi
ved gamma = 0, 04. Dette stemmer overens med, at en sterre gammafaktor
giver anledning til en mindre viskositet, hvorved den viskese dissipation af
energi bliver mindre. Det peger endvidere pd, at problemet med at opnd nu-
merisk stabilitet for gamma lig (eller taet pd) én, er knyttet til at, der er for
meget kinetisk energi i systemet. I foregdende afsnit sa vi, at der er en forskel
pa den samlede kinetiske energi mellem de to modeller. Denne er dog noget
mindre end den forskel der er mellem energierne for de forskellige vaerdier af
gamma. Det er derfor ikke oplagt, at modifikationen af modellen vil afhjelpe
problemet med stabiliteten.
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Figur 5.23 Den samlede kinetiske energi som funktion af tiden. Den originale model
kert med tre forskellige gammafaktorer.

5.5.2 Modifikationens betydning ved forskellige gammafak-
torer

For naermere at undersege modifikationens betydning for stabiliteten har vi
lavet et par modelkersler med den modificerede model ved forskellige gam-
mafaktorer. De tidslige og rumlige inddelinger er som angivet pd side 73. P4
figur 5.24 og 5.25 ses den samlede energi for den modificerede model og den
originale model for henholdsvis gamma = 0, 125 og gamma = 0, 5.

Der ses ingen markante forskelle i den totale energi mellem de to modeller ved
hverken gamma = 0, 125 eller ved gamma = 0,5. Ved gamma = 0, 125 ses
der, som tidligere observeret, en svag tendens til, at der er mere energi i den
originale end den modificerede model, mens denne tendens ikke genfindes
ved gamma =0, 5.

Ved gamma = 0, 5 ses, at den modificerede model terminerer senere end den
originale. Der er dog tale om en forskel, der er s lille (ganske f4 tidsskridt) at
det ikke kan ses som nogen egentlig forbedring, men snarere som en tilfeeldig
forskel.

Det oger altsd ikke stabiliteten af Peskins 2D-hjertemodel at anvende den mo-
dificerede Navier-Stokes ligning.
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Figur 5.24 Den samlede kinetiske energi som funktion af tiden for gamma = 0, 125;
Den modificerede og den originale model plottet sammen.
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Figur 5.25 Den samlede kinetiske energi som funktion af tiden for gamma = 0, 5; Den
modificerede og den originale model plottet sammen.
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5.6 Undersogelse af randens bevagelse

Som beskrevet i afsnit 2.1.2 er et af de praktiske problemer med modellen, at
randen bevaeger sig meget rundt. I dette afsnit vil vi analysere, om det har
nogen betydning for dette problem, at man anvender den modificerede mo-
del (og altsd benytter den modificerede Navier-Stokes ligning) frem for den
originale model. Alle data i dette afsnit bygger pd modelkeorsler med 5616
tidsskridt pr. hjerteslag og 64 x 64 gitterpunkter.

5.6.1 Total kinetisk energi

Ferst vil vi se pd, hvordan den totale energi i den originale model aendrer
sig alt efter om man holder hjertet fast eller lader det bevaege sig frit i bereg-
ningsdomaenet. Figur 5.26 viser den totale energi i de to versioner af modellen,
sammen med differensen mellem disse. Det ses, at der ikke er noget entydigt
svar pd i hvilken situation, der er mest energi, men den generelle tendens er,
at der er mest energi i den model, hvor hjertet er spaendt fast. Det ser altsd
ikke umiddelbart ud til, at hjertet bevaeger sig rundt i domaenet, fordi der er
for meget kinetisk energi i systemet.

25 T

Original model, Frit hjerte

Original model, Fast hjerte -------
Original model, Fast hjerte - Frit hjerte --------

[HYT2)

0 0.25 0.5 0.75 %_ ) 1.25 15 175 2

Figur 5.26 Den totale kinetiske energi i den originale model som funktion af tiden.
Vist for henholdsvis modellen med fastholdt og frit hjerte, samt differencen mellem
disse to.

I figur 5.27 er den totale energi for den originale model plottet sammen med
tilsvarende for den modificerede model, endvidere ses differencen mellem
disse to energier. Det ses, at der er en tendens til, at der er mere energi i den
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Figur 5.27 Den totale kinetiske energi i modellen. Vist for henholdsvis den originale
og den modificerede model, begge med frit hjerte.

originale model end i den modificerede, hvilket er i overensstemmelse med
tidligere resultater. Det ser ud til at forskellen i den totale kinetiske energi
mellem den originale og den modificerede model har en svag akkumulerende
tendens. Dette er i modsaetning til resultatet for det fastholdte hjerte, hvor
denne effekt ikke genfindes.

5.6.2 Randens bevagelse

Afslutningsvis vil vi se pd, hvordan randen beveger sig rundt ved henholds-
vis den originale og den modificerede model. P4 figur 5.28 er vist de to randes
position til seks forskellige tidspunkter fordelt over to hjerteslag. Det ses, at
der er en forskel i randens bevagelsesmonster i de to modeller. I starten af
forste hjerteslag, bevaeger begge hjerterande sig lidt opad, men i den modifi-
cerede model bevager randen sig mere end i den originale. Mod slutningen
af forste hjerteslag og igennem det andet hjerteslag bevaeger hjerteranden i
den originale model sig imidlertid voldsomt nedaf, mens hjerteranden i den
modificerede model har en tilsvarende men mere moderat bevzegelse.

Der er sdledes en tendens til, at hjertet bevaeger sig mindre rundt i den mo-
dificerede end i den originale model, men der er ikke tale om nogen markant
forskel. I forhold til dette problem, er der er altsi ingen oplagt fordel ved at
benytte den ene model frem for den anden.
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Databehandling

Original og modificeret modet: 0.0180527 T

Original og modificeret model: 0.326745 T

Original og moditiceret modsl: 0.788283 T

Originat og modificeret mode!: 0.634437 T

Original og modificeret model: 0.94213 T

>

Figur 5.28 Randens bevzagelse i labet af det forste hjerteslag. Cirkler markerer den
originale model, krydser markerer den modificerede model. Bemeerk at der ikke er
lige lang tid mellem de forskellige udvalgte vektorplots.




6 Opsamling og diskussion

Vi vil i dette kapitel opsamle og diskutere de resultater, vi har praesenteret
gennem rapporten.

Det oprindelige teoretiske problem i forbindelse med Peskins 2D-hjertemodel
var, at ingen havde overvejet, hvordan kilder og dreen indvirker pd impuls-
regnskabet og dermed pad bevaegelsesligningen. Peskin har givet et forslag
til et saet af forudszetninger, som giver en konsistent matematisk beskrivelse
af impulsen ved kilder og dreen i modellen. Disse forudsaetninger ferer til
den bevaegelsesligning, som i denne rapport omtales som den modificerede
Navier-Stokes ligning. Denne ligning er forskellig fra den bevaegelsesligning,
der hidtil er blevet anvendt i modellen!. Det var derfor ikke klart, om der var
matematisk/fysisk inkonsistens i den oprindelige models formulering.

I forbindelse med opsaetningen af sine forudsaetninger regner Peskin péd zn-
dringen af den kinetiske energi i systemet, og han viser, at der i det modifi-
cerede system forsvinder kinetisk energi ved bade kilder og dreaen. Hastighe-
derne ved aorta er meget store, og en eventuel forkert behandling her vil der-
for kunne fore til stor ophobning af kinetisk energi i systemet. Derfor var den
storste bekymring omkring den originale model, at der méske ikke blev taget
hgjde for energi og impuls af den veaeske, som forsvinder ud af aortadraenet.

Vi har i kapitel 3 vist, at der ikke er nogen matematisk eller fysisk inkonsistens
i den oprindelige formulering af modellen. Det har vi gjort ved at vise, at det
er muligt at opstille et meningsfuldt seet af forudseetninger, som forer til den
originale Navier-Stokes ligning.

Den eneste forskel mellem de to seet af forudseetninger er, at man i Peskins
version antager, at veesken kommer ind i hjertet med hastighed nul, mens man
i de af os opstillede forudseetninger antager, at veesken kommer ind i hjertet
med en hastighed, som svarer til hastigheden ved kilden.

Vi har endvidere beregnet, hvordan hvordan sendringen af kinetisk energi fo-
regdr i den originale version af modellen. Ved sammenligning med de tilsva-
rende resultater for den modificerede model er vi ndet frem til, at den eneste
forskel findes der, hvor vaesken kommer ind i hjertet. Dette er naturligvis en
direkte konsekvens af, at det kun er ved kilden, at der er forskel i forudsaet-
ningerne. Det betyder, at ved aortadreenet forsvinder den kinetisk energii den
originale sdvel som i den modificerede model.

!Den beviegelsesligning, som i rapporten benzevnes den originale Navier-Stokes ligning
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Forskellen i energiregnskabet er siledes kun, at i den originale formulering af
modellen tilferer den indstremmende vaeske energi til systemet, og i den af
Peskin opsatte formulering dissiperes der energi i forbindelse med samme.

Interessen i de teoretiske problemer med Peskins 2D-hjertemodel bundede til
dels i to praktiske problemer, som kunne have relation til, at der er for me-
get kinetisk energi i systemet, hvilket en forkert behandling af impulsen ved
aorta-drener netop kunne fore til. De praktiske problemer er for det ferste at
modellen er numerisk ustabil, hvis viskositeten ikke opskaleres unaturligt, og
for det andet at hjerteranden bevager sig ufysiologisk rundt i domeenet (jvf.
afsnit 2.1.2). At der ikke er forskel mellem den modificerede og den originale
model, i forbindelse med behandlingen af impuls og energi ved aortodraenet,
peger selvfolgelig i retningen af, at der ikke er sd stor forskel mellem ener-
gierne i modellerne som frygtet. De af Peskin opstillede forudsaetninger forer
imidlertid til, at der dissiperes energi ved kilderne, hvor de af os opstillede for-
udsatninger (svarende til den originale model) ferer til, at der tilfores energi
ved kilderne. P4 trods af, at forskellen kun findes omkring kildeomrader, kan
man altsd ikke teoretisk afvise, at anvendelsen af den modificerede Navier-
Stokes ligning i modellen, vil nedsztte energien i systemet, og dermed mu-
ligvis afhjeelpe de praktiske problemer. For at kunne undersoge dette, samt
for generelt at analysere, hvilken betydning det har, om man benytter den
ene eller anden version af modellen, har vi implementeret den modificerede
Navier-Stokes ligning i den numeriske lesningsalgoritme?.

Vi har samtidig implementeret en numerisk beregning af de teoretisk udledte
udtryk for eendringen af den kinetiske energi i systemet, hvilket har givet mu-
lighed for at analysere, hvordan energien aendrer sig over tid. Disse energi-
beregninger har vi anvendt til at studere forskelle mellem de to versioner af
modellen. Endvidere har de givet os mulighed for at vurdere om de prakti-
ske problemer i modellen faktisk er relaterede til for meget kinetisk energi i
modellen.

Analysen af resultaterne fra de to versioner af modellen viser at modifikatio-
nen af Navier-Stokes ligning ikke har markant betydning for modellens resul-
tater. Af data ses endvidere, at hastighederne ved kilderne generelt er relativt
smd. Det betyder at forskellen mellem de to szt antagelser i praksis ikke bli-
ver ret stor, idet forskellen ligger i, om man antager, at vaesken stremmer ind
med en lille eller slet ingen hastighed i modelplanet. Derfor er det altsd ikke
umiddelbart underligt, at forskellen mellem modellernes resultater er lille.

Der er en svag tendens til, at der samlet er mere kinetisk energi i den original
model, hvilket ogsé var hvad vi teoretisk havde forudsagt, men denne tendens
er mindre end vi umiddelbart havde ventet. Arsagen til at der ikke er markant
forskel i maengden af kinetisk energi mellem de to modeller er, at den kinetiske
energi, som kommer fra kilden i den originale formulering bliver udbalanceret
af andre af de indgdende energiled. Specielt ser det ud til, at en sterre viskos

?] praksis har vi lavet ndringen i det computerprogram som modellen er implementeret i.
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dissipation modsvarer, at der kommer mere kinetisk energi ind i den originale
model.

Kvalitativt er der heller ikke stor forskel pd vaeskens stremningsmenster i de
to versioner af modellen. Gennem en hjertecyklus ses dog nogle forskelle mel-
lem de to modeller. Forskellene starter ved kilden og breder sig derefter til re-
sten af systemet. Mod slutningen af hjerteslaget der forskellene imellem de to
modeller imidlertid ud, og der er altsd heller ikke her tale om en ophobende
effekt.

Vi har udover de generelle resultater fundet, at det ikke har nogen entydig ef-
fekt pa de omtalte praktiske problemer, om man benytter den ene eller anden
Navier-Stokes ligning.

Ud fra energidata kan vi se at en mindre viskositet, hvilket altid medferer at
systemet er mere numerisk ustabilt, samtidigt medferer, at der er mere kine-
tisk energi i systemet. Dette peger pa at ustabiliteten kan veere relateret til, at
der er for meget kinetisk energi i systemet. Modifikationen saenker ikke ener-
gien af systemet markant, hvilket peger pé at den ikke kan afhjelpe proble-
met med den nummeriske stabilitet. Vi har endvidere lavet en enkel kersel der
terminere og her ses stort set ingen forskel mellem tidspunktet for terminerin-
gen mellem den origininale og den modificerede model. Dette peger igen pd
at modifikationen er uden afgerende betydning for stabiliteten.

Ved de fleste af de modelkersler vi har foretaget, har hjertet vaeret fastspaendt.

Nar hjertet lades veere frit, betyder modifikationen af modellen at hjertet be-

vaeger sig anderledes rundt end i den originale model, men der er ikke nogen
naevnevaerdig reduktion i hvor meget. Ved at sammenligne energien af de sy-
stemer, hvor hjertet ikke er fastspaendt med dem hvor det er, har vi set, at der
ikke er mere energi i modellen, ndr hjertet er frit, end ndr det er fastspaendt.
Det betyder, at bevagelsen af hjertet naeppe er et resultat af, at der er for me-
get kinetisk energi i systemet. Vi har i den forbindelse overvejet i hvor hgj
grad, det er et reelt problem for Peskins 2D-hjertemodel, at hjertet bevaeger
sig rundt, ndr det ikke holdes fast. Hjertet i kroppen holdes jo netop fast, og vi
kan ikke umiddelbart se, at hjerterandens bevagelse er et resultat af et over-
ordnet problem i modellen. En nzermere fysiologisk diskussion af dette ligger
imidlertid langt udenfor rammen af denne rapport.




7 Konklusion

Vi konkluderer, at der ikke er teoretisk eller praktisk grund til at anvende den
modificerede Navier-Stokes ligning frem for den originale Navier-Stokes lig-
ning i Peskins 2D-hjertemodel.

Vi har veereti stand til at opstille et szt af meningsfulde forudsaetninger, som -
forer til den for modellen originale formulering af Navier-Stokes ligningen,
og dermed har vi afvist, at der skulle veere matematiske eller fysiske inkonsi-
stenser i opbygningen af den originale model. Det er pd denne baggrund, at
vi konkluderer, at der ikke er nogen teoretisk grund til at benytte den modifi-
cerede Navier-Stokes ligning.

Vi konkluderer desuden, at forskellen mellem den originale og den modifi-
cerede model udelukkende ligger i, hvilke forudstzeninger man har, omkring
hastigheden af den vaeske som kommer ind i modellen fra kilderne. Antager
man, at den vaeske som kommer fra kilden har samme hastighed, i model-
planet, som den omliggende vaeske, forer det til den originale formulering af
modellen. Antager man derimod at vaesken, som kommer fra kilden, har has-
tighed nul i modelplanet, ndr man frem til den modificerede formulering af
modellen.

Baggrunden for at afvise, at der er praktiske grunde til at benytte den mo-
dificrede Navier-Stokes ligning er, at vi p4 ud fra modelkersler med begge
versioner af modellen har konstanteret, at brugen af den modificerede Navier-
Stokes ligning ikke medferer markante sendringer i modellens resultater.

Et aspekt, som ligger ud over dette projekts formadl, er at diskutere, om der er
fysiologiske grunde til at vaelge den ene frem for den anden version af mo-
dellen. De fortolkningsrammer, der opstilles igennem denne rapport, specielt
i forhold til tolkningen af den originale model, kan forh&bentligt vaere med til
at kvalificere en sddan diskussion.
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A Hastighedsfelter

Figur A.1 og A.2 viser hastigehedsfelter for den modificerede model.

¢ Ethjerteslag
* 5616 tidsskridt pr. hjerteslag
* 64 x 64 gitterpunkter

¢ Gammafaktor 0, 04

Figur A.3 og A.4 viser differensen mellem hastigehedsfeltet for den origi-
nale og den modificerede model. Sammen med differenserne vises randen
fra den originale model.

¢ Ethjerteslag

5616 tidsskridt pr. hjerteslag

64 x 64 gitterpunkter

Gammafaktor 0, 04
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Hastighedsfelter

Modificeret model: 0.0959758 T

Modificeret model: 0.0180527 T
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Modificeret model: 0.557514 T

Modificeret model: 0.480591 T
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Hastighedsfelter

Originat model - Modificeret mode! : 0.0190527 T

Original mode! - Modificeret modal : 0.0959758 T

T

Qriginal model - Modificeret model : 0.249822

Original mode! - Modificeret model : 0.172899 T

Original model - Modificeret model : 0.403668 T

Original modet - Modificeret model : 0.326745 T

.
’

Figur A.3 Differensen mellem den originale og den modificerede models vektorfelter

forste halvdel af forste hjerteslag. Se side 87 for kerslernes parametre,
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:0.557514 T

Original model - Modificeret model

Original model - Modificeret modet : 0.480591 T
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B Matematiske notationer

B.1 Summationskonventionen

I projektet anvendes Einsteins summationskonvention i forbindelse med
impuls- og energiberegningerne. Det vil sige, at der implicit forstdes, at der
skal summeres over indeks, der optraeder to gange i et led. Indekset vil altid
henvise til, hvilken komposant af en tensor, vektor eller vektordifferensopera-
tor, der er tale om, og da vi arbejder i to dimensioner, betyder det at der blot
skal summeres over {1,2}. :

Hvis u = (u1, u2) og v = (v1,v3) er to vilkdrlige vektorfunktioner giver det
for eksempel at

) . 2 2 "y
u,-vi=,;u,-v,- 0g Ui = I ox;

Vi bruger summationskonventionen sammen med vektornotation, og laver
derfor af og til falgende omskrivninger

(u-v) = uv; ogspecielt |u|? = wu

, . 24,
(u-V)u; = ((u-V)u); = u,-au’. , V-ous= % camt Viy; = o
J

ox; ox; 0x;0x;

B.2 Integraler

Generelt skrives randintegralet af en funktion f(x, y) langs en lukket kurve I
som
| £a

og tilsvarende skrives overflade integralet over fladen A som

/A FdA

Vi har aldrig behov for at udfere randintegraler i praksis, mens vi i forbindelse
med energiberegningerne skal integrere over et areal. Der er imidlertid altid
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tale om det paene plane kvadratiske beregningsdomane Q, med sideleengden
H, sdledes at vi kan lave folgende omskrivning

/QfdA=/OH/OHfdx1dx2

B.3 Ombytning af integrationsrakkefolgen

I'kapitel 4 ombytter vi ved flere lejligheder integrationsrakkefelgen, med hen-
blik pd at fa en differentiation og en integration til at opheeve hinanden. Det
kan desvaerre forekomme lidt ugennemsigtigt sammen med den igvrigt prak-
tiske summationskonvention. Derfor viser vi her et eksempel pé, hvad der
foregar.

H a(u]u,)u,
./ / 6xl dxy dx; =

/ /H 6(u1u1)u1 dxq dx, +/ f” a(uluz)uz dxy dxy+
/' /H a(uzul)uld dx2+/ /H a(uzuz)uz dxy dxy =

H H A(uzur) a(uluz)uz
Lk (s 522 ) drsdart
H H A(uauq)uy a(uzuz)uz
/o ( Oxz 0x2 ) dxpdry =
H

(ulul u +(u1u2)u2] dxo+

c\o

H
/0 (u2u1)u1+(u2u2)u2] dx; =

H H
/ de2+/ 0dx; =0
0 0

Hvor nullerne folger af de periodiske randbetingelser (jvf. afsnit 2.2.1).



C Hjertets amatomi

Dette appendiks giver en kort oversigt over hjertets fysiologi og pumpecyklus.
Teksten er udarbejdet med udganspunkt i Warberg [1995].

Hjertet bestar af to hjertehalvdele, der udover muskulaturens tykkelse er me-
get teet pd ens. Venstre hjertehalvdel pumper det iltede blod fra lungerne ud
i kroppen og hgjre hjertehalvdel pumper det afiltede blod fra kroppen ud i
lungerne.

C.1 Orxdliste

atrium: forkammer (atrierne: atrium i flertal)
ventriklen: hovedkamme

vene: dre, der kommer til hjertet

aorta: dren, der forlader den venstre hjerte halvdel
afterier: drer der forlader hjertet

diastole: afslapningsfasen, hjertét fyldes

systole: kontraktion

mitralklappen (AV-klappen): klappen mellem atrium og ventriklen (den
man normalt omtaler som hjerteklappen)

aortaklappen: klappen mellem ventriklen og aorta

C.2 En hjertecyklus

Mod slutning af diastolen: Mitralklapperne er dbne, og ventriklen fyldes
passivt med blod fra atrium grundet en tryk forskel.

Atriesystolen: Atrium traekker sig sammen, og der presses yderligere en
mengde blod ned i ventriklen.

Ventrikelsystolen, anspandingsfase: Sammentraekning af hjertet, trykket i
ventriklen stiger til over trykket i atrium og mitralklappen lukker. Un-
der fortsat sammentraekning stiger trykket i ventriklen op over trykket i
aorta og aortaklappen dbner.
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Ventrikelsystolen,uddrivningsfasen: Ventriklen pumpér blod ud i aorta.

Diasatolen: ventrikelmuskulaturen afslappes og trykket-i ventriklen falder
under trykket i aorta, derved lukkes aortaklappen. Begge klapper er luk-
kede indtil trykket i ventriklen er faldet under trykket i atrium, hvorved
mitralklappen dbnes.




D Den tilnermede deltafunktion

I Peskins 2D-hjertemodel anvendes en tilnsermet version af deltafunktionen
(jvi. afsnit 2.4.4). I Thorup [1997] bevises folgende egenskaber for den tilneer-
mede deltafunktion, for at godtgere, at det er et fornuftigt valg.

1. Deltafunktionen er en lige funktion, det vil sige
n(—x) = x

2. For et vilkarligt punkt X, (altsd ikke nedvendigvis et gitterpunkt) gael-
der det at ' '

> HSh(xij— Xg) =1

1] :
hvor der summeres over hele domenet. Dette har samme betydning
som at den normale deltafunktion integrerer til en.

3. Der geelder for en vilkarlig funktion ¢; ; at

lim Y W26,(x;; — Xa) @i, = o(X
hl_l;r(l)g h(xl,] ﬂ)(pl,} ©(Xa)

hvilket i greensen i — 0 svarer til folgende egenskab ved den normale
2D deltafunktion.

S @05(x = Xa)dx = (Xe)
4. Det geelder at
Sp(x) = O for |x| > 2k

hvilket i graensen b — 0 svarer til kravet til den normale deltafunktion
om at

5(x)=0forx #0

5. &p(x — X;) er en kontinuert funktion i X; for et fast gitterpunkt x. Denne
sidste egenskab er speciel for denne tilnzermelse af deltafunktion og gen-
findess ikke hos den normale Dirac deltafunktion.
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E Implementering af @ndringer i
computerprogrammet

E.1 Generelt om implementeringen

Det konkrete computerprogram hvor modellen er implementeret er et For -
tran 77 ! program. Vi har i forbindelse med dette projekt féet kildekoden
stillet tilrddighed af Pernille Thorup Adeler.

I dette appendiks vil vi praesentere de vigtigste af de @endringer og tilfgjelser,
som vi har foretaget i kildekoden. Dette skal ikke ses som en fyldestgerende
kodedokumentation men blot som en mulighed for at se, hvordan vi konkret
regner de forskellige storrelser ud.

Udover de her beskrevne sendringer har vi tilfgjet en del forskellige datafiler
med tilherende output rutiner.

I afsnit E.2 praesenteres de dele, som er relaterede til zendringen af Navier-

Stokes ligning. I afsnit E.3 praesenteres de dele, som er relaterede til beregning
af den kinetiske energi.

E.1.1 Prasentation af nogle vigtige variabel

Programmet benytter sig i stor udstraekning af sdkaldte COMMON blokke som er
en Fortran variant af globale variable?. Vi har selv tilfejet to sédanne blokke,
disse vil her blive beskrevet med henblik pa at lette laesningen af de efterfel-
gende kodeudsnit. Vi vil ogsd kort beskrive nogle fa af de allerede eksiste-
rende variable. De der ikke direkte beregnes i de viste rutiner opdateres andre
steder i koden. Alle variable og storrelser i programmet er i naturlige enheder.

Variabelblokken COMMON/NEWNS indeholder sterrelser, som primeert bruges i
forbindelse med beregningen af u” (")*.

Den er defineret som

COMMON/NEWNS /QSAVE (1:2) , NTRUES, XUDIVU (1 :NIFNL,1:NJFNL),
C YUDIVU(1:NIFNL,1:NJFNL),XBFIEL(1:NIFNL,1:NJFNL),
C YBFIEL(1:NIFNL,1:NJFNL), NEWNA

YHvis man ikke er bekendt med Fortran 77 kan vi anbefale Page [1995] som vi selv har haft
stor nytte af.

2En COMMON blok er en samlet blok af variable
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Hvor NIFNL og NJFNL angiver antallet af gitterpunkter i de to retninger.

Her felger en kort beskrivelse, (fodtegn angiver hvilken komposant, der er
tale om).

QSAVE (1): Stremningshastighed for kilden i atrium.

QSAVE (2): Stremningshastighed for dranet ved aorta.

NTRUES: Antal interne aktive kilde/draen, skifter mellem 1 (ved lukket draen)
og 2 ved dben dreen.

XuDIVL: (u"(yp")*),

YUDIVU: (u"(y")*),

XBFIELD: Verdien af ledet (4/F"); (se liging 5.1.2)

YBFIELD: Verdien af ledet (2(F"),

NEWNA: Logisk variabel. Hvis TRUE benyt den modificerede Navier-Stokes

ligning, ellers benyt den originale.

Variabelblokken COMMON/ENERSA indenholder sterrelser som primaert bru-
ges i forbindelse med beregningen af den kinetiske energien i systemet.

Den er defineret som
COMMON/ENERSA/OLDEN, DIVV(1:NIFNL, 1:NJFNL) , PFIEL (1 :NIFNL, 1 : NJFNL)

Hvor NIFNL og NJFNL som far angiver antallet af gitterpunkter i de to retnin-
ger.

Her felger en kort beskrivelse, (fodtegn angiver hvilken komposant, der er
tale om).

OLDEN: Den totale kinetiske energi i systemet divideret med densiteten. Bru-
ges til at beregne @ndringen i kinetisk energi mellem to tidsskridt.

DIVV: Divergensen af hastighedsfeltet.

PFIEL: Trykfeltet. Indeholder trykket i naturlige enheder gange konstanten
AT /2H og divideret med densiteten.

Her gives en liste over de vigtigste andre variabel og konstanter som vi benyt-
ter, opskrevet i tilfeldig orden.

TK: Tidsskridtleengden At.

H: Gitterbreden h.
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BF1: Hastighedsfeltets forstekomposant u;.

BF2: Hastighedsfeltets andenkomposant u3.

IPR,JPR: Angiver “hjernet” af interne kilder og drzen.

WER: Vagtfunktion for kilder og dreen, svarer til w;,h?2.
ISINK: Angiver placeringen af den externe kilde.
WSINK/NJFNL: Vagtfunktion for ekstern kilde ganget med k2.

LMAX: Antallet af randpunkter.

TKH2: Enindgdende faktor At/2h.
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E.2 Implementering af modificeret Navier-Stokes
ligning

Ifelge ligning 5.1.2 skal vi for at implementere den modificerede Navier-
Stokes ligning beregne ledet u"(y")™ til hvert tidsskridt n og benytte dette
i forste opdatering af hastighedsfeltet til tiden n + 1. Dette har vi implemen-
teret i to skridt. Ferst opsamles de relevante indgdende storrelser (se generel
gennemgang af vores variabel) og ledet u"(y")* beregnes i slutningen af et
tidsskridt. Dette sker i den af os skrevne rutine DIVTERM som findes i afsnit
E.2.1. Selve beregningen som svarer til ligning 5.1.2 sker i rutinen SPR. Vi har
derfor modificeret SPR passende. Rutinern findes i en lettere nedskdret ver-
sion i afsnit E.2.2.

E.2.1 Beregning af (uyt) ledet

I dette afsnit prasenteres kildekoden til rutinen DIVTERM. Her beregnes stor-
relsen u”(yY")+.

DIVTERM added 2000.03.31 by Niss & Jakobsen

SUBROUTINE DIVTERM(ISINK,WSINK)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

PARAMETER (NPO=0, NFC=2**NPO, NIFNL=NFC*64 , NJFNL=NFC*64 , NWF=NFC)
PARAMETER (MBP=800, MAXBP=NFC*MBP , MAXLNK=NFC*1600, MAXTRPL=NFC*64)
PARAMETER (IW=NWF, NTID=6 , NCYK=2,NBP=937, LTOT=NCYK*NTID*NFC*NBP)
PARAMETER (MTOT=NFC*NFC*2800)

COMMON/B1/BF1 (0:NIFNL,NJFNL) ,BF2 (0:NIFNL, NJFNL) ,

Cc BF3 (0:NIFNL,NJFNL) , PRESSURE (0 : NIFNL, NJFNL)
COMMON/B9Y /IFNL, JFNL, NBGFNL, SQIFNL, SQJFNL
COMMON/B13/LIMIT, NSKIP, KLOK
COMMON/B13 /KLOKZ
COMMON/B17/TK,H
COMMON/BWP/IPR (10) ,JPR(10) ,WPR {4, NWF*8, NWF*8)

COMMON/NEWNS /QSAVE (1:2) , NTRUES, XUDIVU(1:NIFNL,1:NJFNL),
C YUDIVU(1:NIFNL,1:NJFNL),XBFIEL(1:NIFNL,1:NJFNL),
C YBFIEL(1:NIFNL,1:NJFNL), NEWNA

COMMON/ENERSA/OLDEN, DIVV (1 :NIFNL, 1:NJFNL) , PFIEL (1:NIFNL, 1:NJFNL)

LOGICAL NEWNA
INTEGER ISINK (4*IW)
DIMENSION WSINK (4*IW)
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C Sets up the array
DO 10 I=1,NJFNL
DO 10 J=1,NIFNL ' J
DIVV(J,I)=0
10 CONTINUE

c Adds the intern sink/source
DO 20 I=1,NTRUES
C The corners of the sink/sorce is at (IC+1,JC+1)
IC=IPR(I)
JC=JPR (I)

DO 30 J=1, 8*NWF
DO 30 K=1, 8*NWF
c Does some wrap around (IP,JP) is the point
IP=MOD (IC+K-1,NIFNL)+1
JP=MOD (JC+J-1,NJFNL) +1
DIVV (IP,JP)=DIVV(IP,JP) + WPR(I,K,J)*QSAVE(I)/H**2
30 CONTINUE
20 CONTINUE

C calculates Q for the external sink
QEXT=0
DO 40 I=1,NTRUES
QEXT=QEXT-QSAVE (I)
40 CONTINUE

C adds the extern sink/source
DO 50 J=1,4*IW
DO 50 K=1,NJFNL
DIVV(ISINK(J),K)=DIVV(ISINK(J),K)+WSINK(J)/NJFNL*(QEXT)/H**2
50 CONTINUE :

o] calculates v*div(v)+
DO 60 I=1,NJFNL
DO 60 J=1,NIFNL
IF (DIVV(J,I).GT.0) THEN
XUDIVU(J,I)= DIVV(J,I)*BF1(J,I)
YUDIVU(J,I)= DIVV(J,I)*BF2(J,I)
ELSE
YUDIVU(J,I)= 0
XUDIVU(J,I)= 0 -
END IF
60 CONTINUE

RETURN
END
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E.2.2 Opdatering af hastighedsfelt

I dette afsnit praesenteres kildekoden til rutinen SPR. Vi har for at lette over-
skueligheden fjernet en hel del linjer fra koden. De udeladte linjer har til op-
gave at holde gje med krafternes sterrelse, men har ingen interesse for vores
modifikationer. Rutinen foretager blandt andet den i ligning 5.1.2 beskrevne
opdatering af hastighedsfeltet.
SUBROUTINE SPR
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2Z)
PARAMETER (NPQ=0, NFC=2**NPO, NIFNL=NFC*64 , NJFNL=NFC*64 , NWF=NFC)
PARAMETER (MBP=800, MAXBP=NFC*MBP, MAXLNK=NFC*1600 , MAXTRPL=NFC*64)
PARAMETER (IW=NWF,NTID=6, NCYK=2, NBP=937, LTOT=NCYK*NTID*NFC*NBP)
PARAMETER (MTOT=NFC*NFC*2800)
COMMON/B1/BF1 (0:NIFNL,NJFNL) , BF2 (0 :NIFNL, NJFNL) ,
C BF3 (0:NIFNL, NJFNL) , PRESSURE (0 :NIFNL, NJFNL)
COMMON/B3 /LMAX, LEND, LDXM, LDXEND, NPL, XVRT, YVRT, GAMMA,
o LENDF, LFXEND
COMMON/B4 /IDEL (MAXBP, 4) , JDEL (MAXBP, 4) ,
C XDEL (MAXBP, 4) , YDEL (MAXBP, 4)
COMMON/B4 /IUNK (MAXBP, 4) , JUNK (MAXBP, 4)
COMMON/B7/FB1 (MAXBP) , FB2 (MAXBP) ,
Cc FBZ1 (MAXBP) , FBZ2 (MAXBP)
COMMON/B17/TK, H

NEWNS and B17 added 2000.04.14 by Niss & Jakobsen
COMMON/NEWNS/QSAVE (1:2) ,NTRUES, XUDIVU (1 :NIFNL, 1:NJFNL) ,
C YUDIVU(1:NIFNL,1:NJFNL),XBFIEL(1:NIFNL,1:NJFNL),

C YBFIEL(1:NIFNL,1:NJFNL),h NEWNA

LOGICAL NEWNA

Added by Niss & Jakobsen 2000.04.25
Set NEWNA to TRUE if you wish to get
the New Navia-Stoke equation. The New Navia-Stoke equation
is modified by the terms TK*XUDIVU(I,J) and TK*YUDIVU(I,J)
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10

11

IF (NEWNA) THEN
DO 10 I=1,NIFNL
DO 10 J=1,NJFNL
BF1(I,J)=BF1(I,J)-TK*XUDIVU(IL,J)
BF2(I,J)=BF2(I,J)-TK*YUDIVU(I,J)
Initializes XBFIEL and YBFIEL
XBFIEL(I,J)=0
YBFIEL (I, J)=0
CONTINUE

ELSE
Initializes XBFIEL and YBFIEL
DO 11 I=1,NIFNL
DO 11 J=1,NJFNL
XBFIEL(I,J)=0
YBFIEL(I,J)=0
CONTINUE
END IF

Kk kkkkkhkkhkx

DO 2 L=1,LMAX
DO 1 Ki1=1,4
I=IDEL(L,K1)
DO 1 K2=1,4
J=JDEL (L, K2)
W=XDEL (L, K1) *YDEL (L, K2)

BF1(I,J)=BF1(I,J)+W*FBZ1 (L)
BF2(I,J)=BF2(I,J)+W*FBZ2 (L)

Update XBFIEL and YBFIEL added by Niss & Jakobsen
XBFIEL(I,J)=XBFIEL (I, J)+W*FBZ1 (L)
YBFIEL(I,J)=YBFIEL(I,J)+W*FBZ2 (L)

*hkhkkhkkhhkkkk

CONTINUE

CONTINUE

RETURN

END
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E.3 Implementering af energiberegning

Energiberegningen foregdr pd baggrund af den i afsnit 5.1.2 beskrevne diskre-
tisering. De beregnede kinetiske energistorrelser udskrives til passende filer.
Vardien af den samlede kinetiske energi gemmes fra tidsskridt til tidsskridt,
og benyttes til at beregne @ndringen af kinetisk energi pr. tid som beskrevet i
ligning 5.14.

KINETI added 2000.17.05 by Niss & Jakobsen

SUBROUTINE KINETI

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

PARAMETER (NPO=0, NFC=2**NPO, NIFNL=NFC*64 , NJFNL=NFC*64 , NWF=NFC)

PARAMETER (MBP=800, MAXBP=NFC*MBP, MAXLNK=NFC*1600,MAXTRPL=NFC*64)

PARAMETER (IW=NWF,NTID=6 ,NCYK=2,NBP=937, LTOT=NCYK*NTID*NFC*NBP)

PARAMETER (MTOT=NFC*NFC*2800)

COMMON/B17/TK,H

COMMON/B1/BF1 (0:NIFNL, NJFNL) ,BF2 (0:NIFNL,NJFNL) ,

c BF3 (0:NIFNL, NJFNL) , PRESSURE (0 : NIFNL, NJFNL)
COMMON/B14 /TKHH, TKH2

COMMON/NEWNS/QSAVE (1:2) ,NTRUES, XUDIVU(1:NIFNL, 1:NJFNL),
C YUDIVU(1:NIFNL,1:NJFNL),XBFIEL(1:NIFNL,1:NJFNL),
C YBFIEL(1:NIFNL,1:NJFNL), NEWNA

COMMON/ENERSA /OLDEN, DIVV (1 :NIFNL,1:NJFNL) , PFIEL (1:NIFNL, 1:NJFNL)

DOUBLE PRECISION NEWEN, DKDT, BWORK,VDIS, SENER,WSS
DOUBLE PRECISION XX, XY,YX,YY
LOGICAL NEWNA

NEWEN=0
BWORK=0
VDIS=0
SENER=0
WSSs=0
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100

DO 10 I=1,NIFNL
DO 10 J=1,NJFNL .
calculates the total kinetic energy of the system
NEWEN = NEWEN + (BF1(I,J)**2+BF2(I,J)**2)* (H**2)/2.
calculates the work from the boundary XBFIEL/TK and YBFIEL/TK
is the (force/density) pr. area
BWORK=BWORK+ (BF1 (I,J) *XBFIEL (I, J)+BF2(I,J) *YBFIEL(I,J))* (H**2)/TK

calculates the rate of viscous dissipation
to ease the reading, this is done in some steps
XX=(BF1 (IWRAP(I+1),J)-BF1(I,J))/H
YX=(BF2 (IWRAP(I+1),J)-BF2(I,J))/H
XY= (BF1{I,JWRAP(J+1))-BF1(I,J))/H
YY=(BF2 (I, JWRAP(J+1))-BF2(I,J))/H
the term TKHH*H**2/TK is the viscosity/density in program units
VDIS = VDIS + TKHH*H**2/TK* (XX**2 + YX**2 + XY**2 + YY**2)* (H**2'

calculates the rate of energy change from sorce and sink

IF (NEWNA) THEN .

SENER= SENER +(BF1(I,J)**2+BF2(I,J)**2)* (ABS(DIVV(I,J)))*H**2/:
ELSE

SENER= SENER +{BF1(I,J)**2+BF2(I,J)**2)*DIVV(I,J)*H**2/2.
END IF '

calculates the work'by the sorce and sink against the pressure
the term PFIEL/TKH2 is pressure/density o

WSS=WSS + PFIEL(I,J)/TKH2*DIVV(I,J)* (H**2)
CONTINUE
calculates dK/dt
DKDT= (NEWEN-OLDEN) /TK
Write out to some files
WRITE(71,100) DKDT
WRITE(72,100) NEWEN
WRITE(73,100) BWORK
WRITE(74,100) VDIS
WRITE(75,100) SENER
WRITE(76,100) WSS

update OLDEN to the current energy
OLDEN=NEWEN

FORMAT (1E30.20)

RETURN
END
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Abstract

In the following paper we present the main results of a one term graduate
student project’. The entire work is presented, in Danish, in Jakobsen &
Niss [2000].

We analyse the form of the fluiddynamical equation of motion, in a two
dimensional model with distributed sources and periodic boundary con-
ditions. We conclude that the form of the equation of motion depends on
the assumptions about the fluid entering and leaving the model. Futher
we look at the total kinetic energy in the model, and how it depends on
the assumptions.

Introduction

The starting point of our work was Charles Peskin’s two dimensional model
of the flowpattern of the heart [Peskin, 1977]. The object of our work has been
to determine which form the fluiddynamical equation of motion in the model
should (or could) have. We start out by explaining why the form of the equa-
tion of motion has been an issue and proceed by presenting our results. We
have worked theoretically with the form of the equation of motion and, subse-
quent to this, we have implemented an equation different from that originally
used in the model, and studied the effects on the results of the model. In the
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following work we concentrate on the theoretical part of our work, as we con-
sider our results here to be the most interesting. The heart model is not pre-
sented in this paper. We have made this choice, partly because the model, is
thoroughly presented in several other papers (e.g. [Peskin, 1977]), and partly
because the theoretical part of our results holds true for any two dimensional
fluiddynamical model with distributed sources, sinks and periodic boundary
conditions. '

The central hypothesis of Peskin’s modelling is that the blood can be modeled
as an incompressible, homogeneous and Newtonian fluid?. The incompress-
ibility is expressed in the equation of continuity,

V-u=0

which, along with the assumptions that the fluid is Newtonian and homoge-
neous, leads to the following (standard) equation of motion, the Navier-Stokes
equation,

P (60—1; + (u- V)u) = -Vp—uV?u+F ()

Where u and ¢ represent velocity and time. F is force per unit area, which is
analogous to a volume force in three dimensions. p represents pressure and
has the dimension force per unit length. p and u are the (two dimensional)
density and viscosity. Spatial and time dependence should be understood.

One of the main charecteristics, of Peskin’s model is that it has periodic bound-
ary conditions. The consequence of the periodic boundary conditions is that
fluid cannot enter or leave the modeled area at the boundary. In its early use
this did not cause any problems because only a limited part of the heart cycle
was represented in the model. However as the model advanced to modelling
a full or even a couple of heartbeats, it soon became necessary to have fluid
leaving and entering the model. Peskin solved this problem by placing dis-
tributed sources and sinks in the model. The distribution of source and sinks
are given by a function (1) that depends on time and space. 1 gives the area
of fluid® entering per area of the model per second, thus it has the dimension
“per second”.

The mathematical consequence of the introduction of v is that the equation of
continuity is modified to,

2The assumption that the fluid is Newtonian leads to the following expression for the stress
tensor

Ouy Bu,
Tij= -—p&,'i+u(-67j + 6_:(, —V'ué,'i) oY)

3The model is 2-dimensional, hence area.
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Thus the above equation has been a part of the model since the introduction
of distributed sources? in the model. Apparently the form of the equation of
motion was not reconsidered when the sources were introduced, although the
equation of continuity plays a crucial part in the derivation of the equation of
motion. This led to the concern that the model contained inconsistencies, and
 this is why the form of the equation of motion is worth discussing. We will
continue by doing so.

The effect of the sources on the momentum

The resulting form of the equation of motion in a system with distributed
sources, depends on the assumptions made about the momentum of the fluid
that leaves or enters the model. It is obvious that it is desirable that the fluid
leaving the model takes its momentum with it as it leaves. It is less obvious
how much momentum should be designated to fluid entering the model.

Since the fluid is assumed incompressible and homogeneous, momentum is
proportional to the velocity of the fluid, thus momentum and velocity can be
used equivalently.

We have considered two possible assumptions about the momentum of the
fluid entering the model. The first being that the fluid enters with no velocity
(this assumption has been suggested by Peskin in an unpublished note [Pe-
skin, 1998]), and the second being that it enters with the velocity the fluid in
the model has at the source.

Both assumptions are combined with equation 3, and the assumption that the
fluid, when leaving the model, takes it momentum with it. The equation of
motion has been derived by looking at the change of momentum in a ran-
domly chosen fixed area (A), contained in a closed curve (}).

The assumption that fluid entering the model has no momentum leads to the
following equation regarding the i"th component of the momentum (P),

dp; ou;p -
d_t’= A—a;_dA=/lTi]-njdl+/AF,-dA—/lu,»pujn,-dl+/Au,-p1p dA @)

Where/, j € x, y and we use Einstein’s summation convention. T; ;is the stress
tensor,and Yy~ = Pif P < Oelse p~ = 0.

4In the rest of this text we use “sources” as an abbreviation for both sources and sinks.
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By using Gauss’ theorem, the continuity of the integrand, and the fact that
the area of integration is randomly chosen we get the following equation of
motion after some manipulations,

| p(%‘:ﬂu-v)“) =-Vp-uVu+F-ytu ()

where p* =y —y~.

Thus, we have an equation of motion which is modified, in comparison to
equation 2 due to the distributed sources in the model.

The assumption that fluid entering the model has the same velocity as the
fluid in the model at the point where it enters, leads to the following equation,

dPp; ou;p
=% dA=/lnjnjdl+AFidA—/lu,-pu,-njdl-i-/Au,-pl[)dA ©
which leads to

p(%%+(u-V)u) = ~Vp—uV?u+F

This is the same equation as equation 2. Thus an equation of motion equiv-
elant to the ordinary equation of motion for incompressible fluids is found,
although the equation of continuity does not have its standard form. This is
especially interesting because this is the equation of motion which in fact has
been used in Peskin’s model.

Thus we have shown that the use of the standard Navier-Stokes equation
along with equation 3 does not lead to any inconsistencies, but that it is the
consequence of sensible assumptions about the momentum at the sources. We
have shown that different assumptions lead to different equations of motion,
therefore it is important to discuss which assumptions are the most appropri-
ate for the model in question.

We have not studiet which of the two assumptions is the more theoretically
correct (from a physiological point of view) in the case of the heart. We believe
that both assumptions are plausible, but other assumptions may be plausible
as well. Evidently it is possible to choose the momentum of the entering fluid
arbitrarily. However in the case of the heart it is not reasonable to choose a
velocity greater than the current velocity at the source, since blood enters the
heart at a low speed and is accelerated by the work of the heart muscle.

We have implemented equation 5 in the computer program that runs the heart
model, and have found that this change only makes very minor differences to
the velocity field. This is due to the fact that the velocities of the fluid at the
sources where fluid enters the model are small. In other models that might
not be the case, and the differences in the velocity fields could be crucial.
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The effect of the sources on the total kinetic energy

In our work with the model we needed a way to characterise the total state of
the system. We have calculated the change in total kinetic energy of the system
as a function of time. This calculation is based on a method from Peskin [1998].

By rearranging the terms of equation 5 we get,

6
6t

0
= —p(u-V)u;+ F; + Pvzul - Ecﬂ - u,pll)+ )

multiplying by u;, summerising over i and integrating over the computation
domain we get the following after some heavy reduction,

/ pui— au, dA =

/u,P dA — / (a“') dA+/Qp1pdA—/Q%u,~u,-p|1p|dA ®)

In the calculation the periodic boundary conditions are exploited together
with the fact that the domain is rectangular.

It is seen that the left side reduces to,

2
/ pulau, A = / 1 6|u|

which exactly is the rate of change of total kmet1c energy.
An equivalent calculation based on equation 2 gives,

/ pui—: 6u, dA =

/uFdA / (a"') dA+/ﬂp1,bdA+/ﬁ-;-u,-u,~ptpdA )

It is seen that the two equations for the rate of change of the total kinetic en-
ergy only differ in the last term, and do so in a way that can be interpreted.
In both cases the liquid leaving the model (1 < 0) results in a loss of energy.
This corresponds well to the fact that the liquid takes along its momentum
when leaving the model.

In equation 8 the liquid entering the model also results in a loss of energy.
This is because the liquid in the model has to accelerate the liquid entering,
and this process results in an energy loss. As Peskin points out [Peskin, 1998],
this process is analogous to an inelastic collision.
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In equation 9, the liquid entering the model provides a positive amount of
energy, which corresponds well to the assumption that the liquid entering the
model has a positive velocity.

We have implementet a discrete version of the energi calculations in the pro-
gram which runs the model. In figure 1 the total kinetic energy is plottet as a
function of time. Data from the original model® and the modified version of
the model® is shown along with the difference between the two. The figure
shows only minor differences between the to versions of the model, and the
same result is, as earlier mentioned, obtained by studying the velocety fields
of the two versions of the model.
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Figure 1 Total kinetic energy (devided by density) as a funktion of time. Time of a
heart beat and length of the domain of calculation are used as units of time and length.

Conclusion

We conclude that it is important to decide what the assumptions about the
momentum of the liquid entering and leaving the model should be, because
different assumptions lead to different equations of motion. In some models
this difference might be of greatimportance, but in the model we have worked
with the differences in the results of the model are very minor.

SThe original model corresponds to equation 2 and 9.
The modified version of the model corresponds to equation 5 and 8
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We have also shown that a special set of assumptions leads to the standard
Navier-Stokes equation. This means that current models using this equation
and having the described properties (distributed sources and periodic bound-
ary conditions), do in fact handle the momentum in a consistent way, if the
described assumptions can be applied.
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