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Abstrakt

Dette projekts problemformulering lyder som folger: Hvornér er en matema-
tisk pastand bevist? I rapporten tager vi udgangspunkt i seks satninger med
tilhgrende beviser, som vi analyserer og diskuterer. Desuden behandles mate-
matisk logik som en optakt til denne undersggelse. Diskussionen behandler dels
forskellige aspekter ved setninger og beviser, herunder satningstyper, bevistyper
og bevisstrategier, dels nogle af de overvejelser vi har haft i lpbet af projektet.
Konklusionen pd projektet blev, at et bevis skal indeholde en slutningsraekke,
hvor der sluttes fra antagelser til en pastand ved hjelp af en slutningsregel. Det
skal veere tydeligt, hvilket grundlag denne slutning er foretaget pé, dvs. hvilke an-
tagelser der forudsattes at vaere sande, for at pastanden er sand. Derudover skal
forholdet mellem disse forudsetninger ikke vaere tvetydigt, dvs. at de skal veere

konsistente. Dette ggres ved at fgre alle forudsaetninger tilbage til ét aksiomatisk
fundament.



Forord

Denne IMFUFA-tekst er med enkelte rettelser identisk med en projektrapport,

der blev skrevet i lgbet af efterarssemesteret 1999 pa matematikoverbygningen
pa Roskilde Universitetscenter.

Projektet var et videnskabsfagsprojekt for Anne, Gitte, Jesper og Pinse og et
professionsprojekt af formidlervarianten for Peter. Til den oprindelige rapport
havde Peter skrevet en selvstandig del med egen problemformulering, diskussion
og konklusion, der tilgodesa hans binding. Peter har dog valgt, at denne del ikke
skal medtages i IMFUFA-teksten.

Ideen til emnet: Beviser i matematik er kraftigt inspireret af Mogens Niss og
er noget, vi alle finder utroligt interessant. Oprindeligt var flere interesseret i
emnet, og vi var 8, der begyndte pa projektet. Af forskellige arsager holdt Ulla
Franck, Sofie Andersen og Erik Munksp op undervejs, men de har siledes en
andel i nervaerende rapport.

Vi vil gerne takke Mogens Niss for god inspiration og vejledning til projektet.
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1 Indledning

Denne rapport drejer sig om matematiske beviser og gar rede for et projekt, hvor
vi har diskuteret forskellige aspekter ved beviser. Vores overordnede spgrgsmaél
har veeret, hvad et matematisk bevis er, og hvad der skal til, fgr noget er bevist
korrekt. Ud over at forstd dette har vi haft det méal selv at blive gode til at
gennemga og udfgre beviser.

Vi har haft sveert ved at konkretisere problemstillingen, s& vi kunne arbejde
mere malrettet med den.

Undervejs har vi bl.a. talt om, hvilke bevistyper der findes, og hvilke af disse der
umiddelbart er lettest at forsta. Vi fandt dog hurtigt frem til, at der kun er f3
bevistyper, og at de alle benytter sig af deduktiv logik.

Vi har desuden veret interesseret i, om et bevis er forklarende eller udelukkende
bevisende. Dette, synes vi dog, oftere hznger sammen med den konkrete
opstilling af et bevis, end det er en egenskab ved selve beviset, og det har
ikke veeret vores intention at analysere selve bevisopstillingen. Det er desuden
vores opfattelse, at jo bedre man kender et matematisk omrade, des mindre
skal der til, for man synes, at et bevis ogsd forklarer, hvorfor sztningen er
rigtig. Selv om der findes beviser, der tilsyneladende ikke virker forklarende
for nogen, si er svaret pi spgrgsméilet, om et bevis er forklarende eller ikke
forklarende, derfor i hgj grad subjektivt. Dette aspekt blev derfor ikke det
centrale, selv om vi beskeftiger os med det, idet vi ser det som en kvalitet,
at et bevis er sd forklarende som muligt. De beviser, vi har medtaget, tager
hovedsageligt udgangspunkt i laerebggers fremstilling, men for at kunne analysere
dem, har vi vaeret ngdt til at uddybe beviserne i stedet for at afskrive dem direkte.

Diskussionen om betydningen af bevisets opstilling ledte os frem til spgrgsmalet
om, hvornér et bevis er godt nok. Hvor meget kan man f.eks. fjerne fra en be-
visopstilling, for det ikke leengere kan siges at veere et bevis? Disse overvejelser
mundede ud i fglgende problemformulering.



Problemformulering

Hvorndr er en matematisk pdstand bevist?

Problemformuleringen diskuteres og sgges besvaret ud fra seks sztninger med
tilhgrende beviser. Vi analyserer sztningerne og beviserne ud fra konkrete
spgrgsmal. Disse spgrgsmal er blevet revideret gennem forlgbet, efterhdnden
som vi fandt, at nogle spgrgsmal var af stgrre interesse end andre, nar vi sggte
at svare pa, om en given pastand var bevist.

Der er hovedsagelig to grunde til, at vi har valgt at bygge rapporten pa
konkrete sstninger og beviser. Gennem hele projektforlgbet har vi fremlagt
beviser for hinanden, som vi har diskuteret, men vi havde som navnt sveert
ved at konkretisere vores problemstilling. P4 et tidspunkt fglte vi, at nu madtte
vi komme frem til noget mere hindfast, og s& var det neerliggende at tage fat i
de sztninger og beviser, vi havde arbejdet med. Derudover har det vzeret vores
maél, selv at blive bedre til at gennemfgre beviser, og vi er overbeviste om, at
vi kun kan blive dette netop ved at gennemfgre konkrete beviser - ligesom man
leerer at cykle ved at cykle, ikke ved at lse om hvordan man cykler. Svaret pa
problemformuleringen begranses af, at vi behandler konkrete beviser i stedet for
beviser generelt. Vi mener dog ikke, at vores konklusion er ringere, den er blot
af en anden art, end hvis vi havde lavet et mere generelt litteraturstudie.

Projektrapportens maéalgruppe er hovedsagelig nye matematikstuderende,
der gnsker at forstd og danne sig et overblik over matematiske beviser.

1.1 Laesevejledning
Rapporten er opbygget i tre dele: teori, undersggelse og diskussion.

Teorien introducerer begrebet matematisk bevis. Dette indbefatter sammenhzen-
gen mellem szetning og bevis, deduktiv logik, som er den form for logik, der
anvendes ved matematisk bevisfgrelse, samt hvilke bevistyper der findes.

Hvis man allerede kender til logik, skal man ikke forvente at laese noget nyt i
disse afsnit.

Undersggelsen bestar af analyser og diskussioner af seks konkrete satninger
med tilhgrende beviser. Indledningsvis prasenteres vores analysemodel, dvs.
hvilke spgrgsmal vi har sggt svar pa for de enkelte satninger og beviser. Vi
ser pd sammenhangen mellem sztning og bevis, bevisets type og ide, samt
p4 de matematiske universer der inddrages. Med matematisk univers mener vi
dels de aksiomer, der traekkes pa, dels hvilken matematisk disciplin, der er tale om.



I diskussionen samler vi tradene fra de enkelte beviser, idet vi ser pa forskelle
og ligheder beviserne imellem i forhold til nogle overordnede temaer. Desuden

gor vi nogle overvejelser over projektet, bl.a. hvad vi har laert, og hvad vi kunne
have gjort anderledes.

Diskussionen munder s& ud i projektrapportens konklusion.



2 Generel introduktion til
matematiske beviser

2.1 Teorigrundlag

For at kunne behandle matematiske beviser skal man kortlegge den begrebs-

verden, man befinder sig i. Vi vil her give en kortfattet gennemgang af de mest
ngdvendige begreber.

Vi starter med en formel karakterestik af et matematisk bevis: Det er en logisk
deduktiv redeggrelse for konsekvenser af en eller flere antagelser, hvor ethvert
skridt i beviset fgres tilbage til enten aksiomer eller tidligere beviste ssetninger.
For at kunne forstd og bevise en matematisk pastand, ma vi veere i stand til at
identificere de begreber, der indgér i pAstanden. De indgdende begreber mé natur-
ligvis begreense sig til at vaere matematiske egenskaber og matematiske objekter,
eksempelvis 7 er et ulige tal. 1 et bevis kraeves det, at alle benyttede egenska-
ber og objekter er entydigt klare. Vi skal forstd, hvad objektet 7 er, og hvilken
betydning ulige tal har, for vi kan bevise pastanden.

Nar vi har opstillet pastanden, kan vi vise eller afvise den ved hjelp af deduktive
slutninger, som vi uddyber senere i kapitlet.

Hvis vi er i stand til at bevise pastanden, kan vi ophgje den til en matematisk
setning. Overordnet kan man omtale alle beviste pastande som sztninger, men
for at gge overskueligheden er det naturligt at opdele disse i forskellige typer
afhangigt af deres placering inden for en matematisk teori. Det giver et stgrre
overblik, n&r man skal forstd sammenhzngen og funktionen af satningerne. En
hovedsztning er meget central for dens omrade, en saetning er knap si central,
mens lemmaer er hjelpesatninger, som f.eks. bruges undervejs i et storre bevis,
og korollarer er afledte satninger, dvs. umiddelbare fglger af satninger, der
er bevist. I forhold til vores problemstilling er det ikke afggrende, hvordan
sztningen placeres i forhold til andre setninger, idet kravene til bevisfgrelsen
er de samme. For at understrege dette har vi valgt at kalde alle de pastande vi
beviser, og som ikke bruges til at bevise andre pastande, for setninger.

I de fglgende afsnit gr vi narmere ind pd de deduktive slutningsregler.
Vi har hentet inspiration fra fglgende bgger: 100 % Mathematical Proof (Garnier



& Taylor; 1996) som er hovedkilden til kapitlet, Logic with Trees (Howson; 1997)
og Q.E.D. En introduktion til matematisk bevis (Brandt & Nissen; 1995).

2.2 Logik og logiske slutninger i matematik

Nar man forsgger at komme til en nzrmere forstielse af, hvad et matematisk
bevis er, finder man hurtigt ud af, at ethvert skridt, der foretages i et bevis, skal
gennemfgres i overensstemmelse med nogle logiske slutningsregler. I det fglgende
vil vi derfor kigge naermere pa logikken, for derigennem at fi en bedre forstéelse
. af, hvilke krav, der skal overholdes, for at et bevis siges at veere korrekt foretaget.

Nar man i bredere forstand taler om slutninger, deles de gerne op i to hovedka-
tegorier: induktive slutninger og deduktive slutninger. Populert bliver forskellen
pa disse slutningsmetoder beskrevet ved, at nar man slutter induktivt, gdr man

fra det specifikke til det generelle, og ved en deduktiv slutning fra det generelle
til det specifikke.

Induktion

Vi tager udgangspunkt i en satning, hvis bevis vi vil vise i sin helhed senere.
Seetningen siger, at v/2 er et irrationalt tal. En induktiv slutning, der understgt-
ter dette udsagn, kan se ud som fglger: Definitionen, pé at et tal er irrationalt,
er, at det ikke er rationalt, hvilket igen er skvivalent med, at /2 ikke kan skrives
som en uforkortelig brgk af naturlige tal. Vi siger nu, at vi har undersggt en
masse uforkortelige brgker, og at ingen af dem har et kvadrat der er lig 2. Deraf
slutter vi, at v/2 ma vere et irrationalt tal. Her traeder svagheden ved induktive
slutninger tydeligt frem. For si laenge man ikke har undersggt alle uforkortelige

brgker, er det selvfglgelig muligt, at den brgk, man sgger, eksisterer, men at man
bare ikke har fundet den endnu.

Dette eksempel er tydeligvis karrikeret, men hvis man tilfgjer den oplysning, at
de brgker man undersggte var bedre og bedre tilnzrmelser til v/2, vil slutningen
stadig lide af samme svaghed; man kan aldrig vide sig sikker pa, om man ville
have fundet den brgk, man ledte efter, hvis man havde fortsat sin sggning. Den
fuldsteendige sikkerhed, der er et uomgaengligt krav til matematiske satninger,
kan altsd ikke opnds ved induktive slutninger.

Her kan man s3 undre sig over den hyppige brug af induktionsbeviser i mate-
matikken, hvis induktive slutninger, som sidan, ikke er gode nok. Forklaringen
pd dette er, at induktionsbeviser ikke bygger pa induktive slutninger, men er
rent deduktive! At det forholder sig sddan blev observeret af Guiseppe Peano
(1858-1932), og det gav anledning til induktionsaksiomet, der bruges til at bevise



udsagn af typen: Vn € N : P(n), hvor P(n) er et preedikat, dvs. tilleggelsen af
egenskaben P til objektet n, over en mangde.

Induktionsaksiomet

Lad P(n) veere et praedikat i N og st M = {n € N|P(n)}. M er alts maengden
af tal 1 N, for hvilke P(n) er sand. Hvis vi kan vise, at

l1.1e M
2. VneN:neM=n+1eM

~

s& gelder det, at M = N, eller med andre ord at P(n) er sand for alle
n € N (Brandt & Nissen; 1995, kap.4). Det, der umiddelbart ligner en induktiv
slutning, er i virkeligheden en deduktiv. Grunden til dette er, at man ikke bare
har godtgjort, at P(n) gelder i nogle specifikke tilfelde, men at det vil gelde
for ethvert tilfzelde, og man har séledes ikke sluttet fra det specifikke, men fra
det generelle.

Det er dog veerd at bemaerke, at induktive raesonnementer er en vigtig del af ma-
tematikken, ikke som elementer i beviser, men som en metode, hvorved man kan
opdage nye resultater og sammenhange. Nar man skal bevise noget i matematik,
er det jo ikke sddan, at man famler deduktivt rundt i blinde, for pludselig at
opdage, at man har bevist, at alle polynomier faktoriseres helt over de komplekse
tal. At det forholdt sig sddan, var man temmelig sikker pé, fgr Gauss beviste det
i 1799 (Lindstrgm; 1996, side 22), faktisk var det noget, man havde sggt at bevise
i en arraekke. Hvor kom sa ideen fra? Det virker rimeligt at antage, at en masse
resultater pegede i den retning, samt at der ingen modeksempler var, og at man
pa den baggrund, induktivt, sluttede at det nok forholdt sig sddan. Hvis en raekke
resultater deler karakteristika, antyder det jo, at en ngdvendig sammenhang mel-

lem resultaterne er mulig. Hvis en sidan sammenhang skal bevises, skal det ske
ved hjzlp af deduktion.

Deduktion

I matematiske beviser godtages kun slutninger, der er foretaget ved deduktion.
Hvad vil det s sige at slutte noget ved deduktion? Rent formelt siger man,
at man udleder et udsagn fra andre udsagn i overensstemmelse med logiske slut-
ningsregler (Liibcke; 1983, side 122). For vi kigger p& disse slutningsregler, vender
vi tilbage til eksemplet med v/2. Hvis man skal vise, at +/2 er et irrationalt tal,
skal det ggres ved hjelp af deduktion. Det kan eksempelvis ggres pa folgende
made (Lindstrgm; 1996, side 67): Man starter med at antage, at /2 er et ratio-
nalt tal, for derefter at vise, at dette medfgrer en modstrid. Nar /2 saledes ikke
kan vere rationalt, ma det veere irrationalt. Man har siledes udledt setningen
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ved at sammenholde sin undersggelse af v/2’s egenskaber med definitionen af,
hvornér et tal er irrationalt. Her er det veerd at understrege, at denne slutning
ikke afhaenger af nogle undersggelser af et antal specialtilfzelde, men er foretaget
ud fra en undersggelse af nogle generelle forhold, der med ngdvendighed fgrer til
konklusionen. P4 kort form ser beviset siledes ud:

1. Per definition er ethvert reelt tal enten rationalt, eller ogsa er det irrationalt.
2. Vi antager, at V2 er et rationalt tal.

3. Vi viser, at v/2 har egenskaber, der ggr, at det ikke kan veere rationalt.

4. Vi slutter, at nar +/2 ikke er rationalt, er det irrationalt.

Her er 1 en definition, 2 kaldes for antagelsen eller przemissen, 3 er bevisets
fremgangsmade, og 4 er en konklusion. Den deduktive slutning bestar i, at vi har
udledt ny viden pa baggrund af antagelse og definition pa en sarlig made. For at
fa en bedre forstaelse for, hvad der er pa feerde, vil vi i det fglgende se nermere
pa de forskellige ingredienser i en sddan deduktiv slutning.

Simple og sammensatte udsagn

Udsagn i matematik kan have form af simple udsagn eller ssmmensatte udsagn.
Et simpelt udsagn er blot et objekt A, hvorom det antages, at det giver mening,
at tillegge det en sandhedstildeling; det vil sige, at A enten har vardien sand
(S) eller falsk (F). Det er dog, i praksis, ikke altid simpelt at afggre sandheds-
veerdien. Ud fra disse simple udsagn, kan der dannes sammensatte udsagn ved at
kombinere de simple udsagn med logiske konnektiver, f.eks. -, A, V, og parenteser.

Nogle sammensatte udsagn er:

e Negation: —A, dvs. ikke-A

Hvis man har et udsagn A, som man derpa negerer, betyder det ikke, at
man nu har mistet sit A; det betyder, at man nu har udsagnet tkke A. I det
tilfeelde, hvor A er sand, kan —A ikke samtidig veere sand, men ma vaere
falsk og tilsvarende i det omvendte tilfzelde’.

° Konjunktion: AANB, dvs.AogB

I dette tilfzelde skal begge de simple udsagn, A og B, vare sande, for at det
sammensatte udsagn er sandt.

1Dette kaldes for det udelukkede tredjes princip, og her er det nok p4 sin plads at nzvne, at
indenfor intuitionistisk logik, og den matematik der baserer sig p4 denne, gelder dette princip

ikke universelt. Konsekvensen er, at hvis man vil vise P(n), er det ikke ngdvendigvis nok at
vise, at - P(n) er falsk.
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e Disjunktion: AV B, dvs. Aeller B

Generelt kan en disjunktion veere inklusiv eller eksklusiv. Disjunktionen V
anvendes i matematik dog udelukkende som inklusiv, hvilket betyder, at A
og B godt méA veere sande begge to. Det ovenstiende sammensatte udsagn
er altsd sandt, hvis enten A er sand, eller B er sand, eller hvis begge er det.
Sprogligt kan dette oversattes til et og/eller. Hvis disjunktionen er eksklu-
siv, er det kun muligt at opfylde én af betingelserne A eller B. Sprogligt
vil man oversatte dette til et enten/eller, sidan at det ene udelukker det
andet.

e Implikation: A= B, dvs. hvis Asd B

At A medfgrer B kaldes ogsa et betinget udsagn, hvor A er en forudsatning,
og B er en konsekvens. Vi siger, at A er en tilstraekkelig betingelse for B,
og B er en ngdvendig betingelse for A.

e Biimplikation: A< B, dvs. hvis Asi B, og hvis Bsa A

Biimplikationen er symbolet for, at A medfgrer B, og at det omvendte ogsi
er tilfeldet, nemlig at B medfgrer A. Dette kan forkortes til: A hvis og kun

hvis B. Et udsagn af denne type er sandt, netop ndr A og B antager de
samme sandhedsvaerdier.

De sammensatte udsagn, vi her har set pd, er de mest basale sammensatte
udsagn, man har. De kan kombineres p& utallige mader. Eksempelvis betyder
A & (BV (), at A er sand, hvis og kun hvis B og/eller C er sand.

Sammensatte udsagn tildeles sandhedsvaerdier athengigt af, hvilke sandhedstil-
delinger de simple udsagn, der indgar i udtrykket, antager. Dette illustreres
almindeligvis med sandhedstavler. En sandhedstavle angiver samtlige mulige
kombinationer af sandhedstildelinger for de simple udsagn A og B, der indgér
i udtrykket. Ud fra disse kan sandhedstildelingen af et sammensat udsagn
bestemmes. Eksempler pé sandhedstavler er figurerne 2.1 og 2.2.

Sandhedstavlen angiver, at det sammensatte udsagn A = B er falsk, netop i det
tilfzelde, hvor A er sand og B er falsk. Laeg meerke til, at det sammensatte udsagn

- B = —A har ngjagtigt de samme sandhedstildelinger som A = B. Betydningen
af dette vender vi tilbage til.

Der findes tre forskellige grupper af sammensatte udsagn:

1. En tautologi (betegnes i det fglgende T'), er et udtryk, der altid er sandt. Det
vil sige, at udtrykket er sandt, nanset hvilke sandhedstildelinger de simple
udsagn, der indgér i udtrykket, antager. Det betyder, at en benaegtelse af en
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1SS S S|{S|F | F S
S|F F S|{F| S F F
F|S S F{S|F | S S
F|F S FIF| S S S

Figur 2.1 Sandhedstavle Figur 2.2 Sandhedstavle

for implikation. for det kontraponerede.

tautologi indebzrer en logisk selvmodsigelse. En bergmt tautologi, kaldet
’det udelukkede tredjes princip’, er (A V —A), et udtryk der tydeligvis er
sandt, uanset hvilken veerdi A antager.

. En kontradiktion (betegnes herefter K) er det modsatte af en tautologi,
hvilket vil sige, at udtrykket altid er falsk, uanset hvordan de involverede
simple udtryk opfgrer sig. Et eksempel kunne vaere A A - A.

. Et kontingent udsagn star i kontrast til de to foregdende ved at veere et
udsagn, som enten kan veere sandt eller falsk. Det vil sige, at dets sand-
hedsveerdi afhanger af de sandhedstildelinger som de simple udsagn, der
indgar i udtrykket, antager. Eksempelvis vil sandheden af udsagnet A = B
afhange af sandhedsvaerdierne for A og B, jf. figur 2.1.

Logisk akvivalens

Hvis to sammensatte udsagn har ens sandhedstildelinger for alle kombinationer
af de simple udsagn, siges de at veere logisk sekvivalente, og vi skriver da P = Q.
Hvis dette geelder, kan man erstatte P med ) og omvendt, uden at det sendrer
ved sandhedstildelingen for det overordnede udsagn. P og @ er ganske enkelt
sande og falske i de samme tilfzelde.

Nogle fé logiske aekvivalenser er:

e Loven om dobbelt negation: ~(-4)=A

Nér man siger, at det er forkert, at A er forkert, s& er A rigtig og omvendt.
e De Morgans regler:

Hvis det er forkert, at enten A eller B er rigtige, s er bade A og B
forkerte og omvendt.

2. -(AAB)=-AV-B

Hvis det er forkert, at bdde A og B er rigtige, si mé enten A eller B
vaere forkert.
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e Associative love:

1. AvVv(BvC)=(AVB)VC
2. AN(BAC)=(AANB)AC

e Identitetslove:

1. AVK=A

Hvis enten A eller en kontradiktion er rigtige, s& ma A vere rigtig (for
det kan en kontradiktion pr. definiton ikke).

2. ANT=A

Hvis man har sagt A og en tautologi, sa har man ikke sagt andet end
A, hvad angar sandhedstildelinger.

e Loven om kontraposition: (A= B) = (-B = -A4)

Dette er en hyppigt brugt skvivalens i matematikken. Udtrykket at kon-
traponere daekker siledes over, at hvis man har en implikation og bytter
om pé forudsatning og konsekvens, samt negerer begge, fir man en ny im-
plikation, der er sand i samme tilfzelde som den oprindelige. At det faktisk
forholder sig sadan, viser sandhedstavlerne i figur 2.1 og figur 2.2 tydeligt.

Slutningsregler

Slutningsregler er regler for korrekte slutninger. En korrekt slutning er at slutte
fra nogle praemisser til en konklusion pa en sddan maéade, at hvis preemisserne er
sande, s er konklusionen det med ngdvendighed ogséa. En sekvivalent formulering
af kravet er, at en konklusion ikke m4 kunne vare falsk, hvis premisserne alle
er sande. Det er her vigtigt at understrege, at der med dette krav skelnes
mellem form og indhold. En slutning kan siledes ikke veere sand eller falsk, men
vurderes i stedet som korrekt eller ikke korrekt. Det er indholdet, preemisserne og
konklusionen, der kan vare sande eller falske. En slutning skaber en forbindelse
mellem preemisser og konklusion, og en korrekt slutning er si en forbindelse, der
garanterer, at sande praemisser fglges af en sand konklusion. Hvis de preemisser,
der benyttes i en slutning, er falske, s3 vil brugen af slutningsregler ikke garantere
noget om konklusionen, ikke engang at denne ogsd er falsk.

Nogle almindelige slutningsregler er:

e Modus Ponens: (PA(P=Q)) = Q altsi hvis man bade ved, at P er
sand og at P = @, s& vil ogsd Q veere sand. Dette er en tautologi, hvilken
fremgér-af tabellen figur 2.3

Lag merke til at dette er en simpel form pa et direkte bevis: Farst viser
man, at sammenhzngen mellem P og @ er pa formen P = @, hvor P kan
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IP|Q[P=Q[PAP=Q[(PAP=Q) = Q]
S|S S S S
S| F F F S
F|S S F S
F|F S F S

Figur 2.3 Sandhedstavle for modus ponens.

vaere et eller flere udsagn, der ikke kan betvivies (aksiomer, definitioner og
setninger). Herved er gyldigheden af @, som s& kan vare den nye s®tning,
etableret. Selve beviset bestar i at bringe P og @ pa en form, hvor der kan
bruges Modus Ponens til at slutte fra P til Q.

e Modus Tollens: Hvis (P = Q) og —Q, sa fglger heraf —P.

Denne slutning hviler pa skvivalensen kontraposition og modus ponens.

¢ Reductio ad Absurdum (Modstrid): Hvis P = K, s fglger heraf P.

Denne slutningsregel er den, der benyttes ved indirekte beviser. Fgrst anta-
ges noget (eksempelvis —P) at veaere sandt. Derefter vises, at denne antagelse

medfgrer en logisk selvmodsigelse (=P = K). P4 denne baggrund kan det
derfor konkluderes, at P er sand.

Praedikatslogik

Indtil nu har vi kigget p3 simple og sammensatte udsagn, der altid er enten
sande eller falske. Matematik er i hgjere grad en undersggelse af, under hvilke
omstandigheder dette eller hint udsagn er sandt. I det fglgende skal vi se neermere
pé praedikatslogikken. Pradikater betegnes ogsa abne udsagn.

For at kunne formalisere udsagn, har vi brug for, at kunne skelne mellem objekt
og egenskaber. I det fglgende vil vi, i overensstemmelse med szedvanlig praksis,
bruge smé bogstaver for objekter. N&r objekterne tilleegges egenskaber, som
betegnes med store bogstaver, bliver de til praedikater.

Hvis man eksempelvis vil skrive Punktet (3,4) ligger i forste kvadrant kan man
betegne punktet med p, og det at ligge i fgrste kvadrant, som L. Nir objekt og
egenskab s& szttes sammen, skrives egenskaben til venstre for objektet. Punktet
p ligger i forste kvadrant vil derfor skrives L(p). Her bliver man ngdt til at
acceptere den uoverensstemmelse, der er mellem logisk notation og almindelig
sprogbrug, hvilket i ovenstéende tilflde resulterer i at rakkefgplgen og brug af
store og smé bogstaver i den logiske notation er preaecis modsat dagligdagssproget.
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Konnektiver og variable i pradikatslogikken

Konnektiverne bruges ogsa i preedikatslogik. ~L(p) betyder siledes, at punktet p
ikke ligger i fgrste kvadrant. Her skal man laegge maerke til, at det er preedikatet
der negeres og ikke selve objektet. Ved at negere udtrykker man det, at objektet
ikke har den pagaldende egenskab. Hvis man bruger C for punktet ligger inden
for enhedscirklen, og skriver L(p) A—C(p), betyder det, at punktet p ligger i forste
kvadrant, men ikke inden for enhedscirklen.

Vi kan ogsd bruge variable i stedet for givne stgrrelser. L(z) betyder si, at z
ligger i fgrste kvadrant. Nar et udsagn indeholder en variabel, kan det ikke altid
siges at veere sandt eller falsk. Praedikater kaldes som naevnt ogsd abne udsagn,
og deres sandhedsveerdi vil afhaenge af, hvad man erstatter den variable med i et
givet tilfeelde. Praedikater kan indeholde en eller flere variable; et Abent udsagn
med to variable kan eksempelvis se saledes ud: L(z) A C(y), hvilket betyder, at
z ligger i fgrste kvadrant, og y ligger inden for enhedscirklen. Her behgver det
ikke at vzere det samme objekt, der bade ligger i fgrste kvadrant og inden for
enhedscirklen. Hvis vi vil sikre os, at det er det samme, der bade ligger i farste
kvadrant og inden for enhedscirklen, skal vi skrive L(z) A C(z). Vi er nu tet pa

at kunne lave udtryk af den type, der indgér i matematikken, men der mangler
stadig noget.

Kvantorer

Der findes to kvantorer: V, der betegnes alkvantoren, og 3, der betegnes eksistens-
kvantoren. De benyttes pa folgende made: Hvis der stér Vz(betingelser for z) s3
geelder betingelserne for ethvert z. Ofte er parenteserne underforstdede, det vil
sige, at de udelades af hensyn til overskueligheden af hele udsagnet. P4 samme
méde betyder Jz(betingelser for z), at der eksisterer mindst ét x, der opfylder
disse betingelser. De to kvantorer kan ogsé negeres, hvilket giver endnu to vari-
anter nemlig: —Vz og -3z samt betingelser for z. Dette betyder, at der eksisterer
mindst ét z, der ikke opfylder disse betingelser, hhv. at der ikke eksisterer noget
z, der opfylder disse betingelser.

Det fglgende er ovenstdende aekvivalensregler for negation af kvantificerede

praedikatsudtryk med symboler.
-Vz(F(z)) = Jz-(F(z))
—3z(F(z)) = Yz~(F(z))

Det er veerd at legge meerke til, at nidr man kvantificerer et &bent ud-
sagn, s& er dette udsagn ikke dbent mere. Man kunne eksempelvis tage det &4bne
udsagn: L(z) A C(z), hvilket betyder, at  har egenskaberne, at det ligger i fgrste
kvadrant og inden for enhedscirklen; et udsagn hvis rigtighed afhsenger af, hvad
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man veelger at erstatte z med. Kvantificerer man udtrykket pa fglgende méade:
Az(L(x) AC(z)), betyder det, at der er nogle (mindst et punkt) som ligger i fgrste
kvadrant og inden for enhedscirklen. Nu er det ikke langere et &bent udsagn,
men et postulat, hvis sandhedsveardi det er muligt at afggre. Vz(L(z) = C(z))

betyder tilsvarende, at alle punkter som ligger i fgrste kvadrant ogsi ligger inden
for enhedscirklen, hvilket ogsa er et postulat.

Doma=ne

Nar vi har et &bent udsagn, kan vi erstatte de variable, der indgar med forskellige
objekter. Det er dog sddan, at det ikke er ligegyldigt, hvilke slags objekter der
erstattes med. Her taler vi om det domane, udsagnet opererer pa. Forskellen kan
illustreres ved at se pa udsagnet: 3z(L(z)), hvilket betyder, at mindst et z ligger
i forste kvadrant. Udsagnet er jo noget upracist, indtil man har defineret, hvad
z kan vaere. Strengt taget kan det betyde alt fra tal til mengder. Umiddelbart
ville man nok geette pd, at der var tale om et punkt, men det star der jo ikke
nogen steder. Hvis domanet er punkter, kan dette fremgd pd to mader. Enten
lader man P repraesentere egenskaben, at veere et punkt i en maengde, og skriver
3z(P(z) A L(x)), eller ogsa definerer man udsagnets domene til at vaere punkter,
og skriver 3z(L(z)). I begge tilfelde har man skrevet fuldsteendig det samme.
Hvilken lgsning, man veelger, afhanger bl.a. af, hvad der er mest overskueligt.
Det er dog af afggrende betydning, at det er tydeligt, hvad domanet er, hvis man
bruger variable til at repraesentere objekterne.

Relationelle praedikater

De fleste af de praedikater, vi hidtil har set p&, kaldes etpladspraedikater. Der
findes ogsd praedikater, der udtaler sig om forholdet mellem objekter. De kaldes
relationelle praedikater eller preedikater af flere variable og er kendetegnet ved,
at de fgrst bliver til udsagn, hvis de knyttes til flere kvantificerede variable eller
objekter fra domenet. Hvis vi for eksempel tildeler egenskaben ...er stgrre end...
bogstavet S, vil praedikatet S(7,4) vere udsagnet 7 er stgrre end 4.

Relationelle pradikater angir som naevnt relationer mellem objekter, og med
mindre denne relation er en &kvivalens, er den raeekkefglge objekterne forekommer
i ofte essentiel. Hvis vi bytter om p4 objekterne i det ovenstdende praedikat og
skriver S(4,7), betyder det jo, at 4 er stgrre end 7, hvilket er det modsatte
af, hvad der stod fgr. Hvis man bruger relationelle preedikater med variable,
bliver udsagnet igen &bent, S(z,y) er sandt, hvis der kan vaelges et z og et y fra
domszenet, s z er stgrre end y.

Man kan ogsé lave relationelle pradikater om til etpladspraedikater ved at bruge

et objekt og en variabel. S(4, z) er et dbent udsagn, hvis sandhedsveerdi afhenger
af, hvorvidt det, man indsatter i stedet for z, er mindre end 4 eller ej.
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Vi er nu i stand til at give et eksempel, der illustrerer vigtigheden af entydigt
at have bestemt domanet for et 4bent udsagn. Vi vil i et senere kapitel se pa
nogle beviser for sztningen: Enhver reel, begrenset falge har en konvergent
delfglge. Hvis vi lader praedikatet B(z) betyde, at x er en begraenset folge,
og K(z) betyde at x er en konvergent fglge, og F(y,z) det relationelle prae-
dikat y er delfglge af z, s& kan vi formalisere ovenstiende satning séledes:
Vz(B(z) = Jy(F(y,z) A K(y))). Nu mangler vi bare at specificere domznet,
som = og y kan hentes fra. Sztningen har domenet reelle folger, og som vi
senere skal se, er setningen sand pé dette domane. Hvis domanet i stedet havde
veeret rationale folger, ville udsagnet ikke veere sandt mere. De naermere grunde

til dette ser vi pd senere; her skal blot understreges domanets indflydelse pa,
hvorvidt udsagnet er sandt eller ej.

I pradikatslogik @ndres udsagnet ogsd afggrende, hvis man bytter om pa
rekkefglgen af kvantorerne. I det fglgende giver vi nogle eksempler pa dette:

Lad S(z,y) veere det relationelle praedikat z sladrer om y, og domanet veere
mennesker, sa vil fglgende udsagn betyde:

VaVy(S(z,y)) Alle sladrer om alle.

Vy-vz(S(z,y)) For alle, er der nogen, der ikke sladrer om dem.
Vz3y(S(z,y)) Alle sladrer om en eller anden.

IYyWvz(S(z, y)) Der er en, alle sladrer om.

—3z3y(S(z,y)) Der er ikke nogen, der sladrer om andre.

Jy—-3z(S(z,y)) Der er en, der slet ikke bliver sladret om.
Vy3z(S(z,y)) Alle har en, der sladrer om dem.
AzVy(S(z,y)) Der er en, der sladrer om alle.

Til sidst ser vi p4, hvordan der sluttes mellem &bne og lukkede udsagn.

e Reglen om universel instantiation:

For ethvert abent udsagn F'(z), galder det, at hvis Vz(F(z)) er sandt, s
kan man slutte, at F(a) er sand, for ethvert a i domaenet.

e Reglen om eksistentiel instantiation:
For ethvert dbent udsagn F(z), geelder det, at hvis 3z(F(z)) er sandt, s&
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kan man slutte, at der findes mindst et a i domenet, for hvilken F(a) er
sand.

e Reglen om universel generalisation:
Hvis udsagnet F'(a) er sandt for ethvert a i domenet, s& er Vz(F'(z)) sandt.

e Reglen om eksistentiel generalisation:

Hvis udsagnet F(a) er sandt for et specielt a i domaenet, sa er Jz(F(z))
sandt.

2.3 Hvad er et matematisk bevis?

Et bevis er et argument for, at en pastand er sand. Beviset bestar af en endelig
slutningskaede fra A til B:

A=>A1=>A2=>A3=>...=>B

De enkelte skridt i slutningskeden skal vaere resultatet af korrekte logiske slut-
ningsregler, dvs. deduktion, hvori kun aksiomer og allerede beviste satninger
benyttes.

Aksiomer er de basale pastande, der ikke bevises. Et eksempel pa aksiomer er ak-
siomerne i Euklids Elementerne. Euklid opfattede sine aksiomer som indlysende
sandheder, der ikke behgver bevis. Idag er et st af aksiomer, et sikaldt aksioms-
system, blot et vedtaget grundlag for et matematisk omrade. Disse aksiomer skal
veere konsistente, hvilket betyder, at man ikke ud fra aksiomerne kan udlede, at
en szetning bade er sand og falsk. Sandheden af en satning er siledes afhengig af
valget af aksiomer, og er siledes noget relativt. Da der altid er en rakke s@tnin-
ger, som vi gnsker skal veere sande, vaelges aksiomerne s& disse satninger bliver
sande. Ud fra aksiomerne bevises en seetning. Denne satning kan nu sammen med
aksiomerne indgé i grundlaget for beviset af endnu en sztning. P4 denne made
opbygges et helt system af seetninger, der alle kan fgres tilbage til aksiomerne. En
definition er en navngivning af nogle genstande, som tilleegges nogle egenskaber.
Definitioner bringer séledes ikke noget nyt pa banen, men er blot en méde at
forkorte notationen og en hjzlp for tanken.

2.4 Bevistyper

Beviser kan inddeles i en raekke forskellige typer. Overordnet skelnes mellem di-
rekte og indirekte beviser.

Indirekte beviser

Indirekte beviser er det samme som modstridsbeviser. Man antager det modsatte
af, hvad man gnsker at vise, og viser ud fra aksiomerne og sztningerne udledt
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herfra, at antagelsen medfgrer enten noget ikke-sandt (absurd) eller noget, der er
i Abenlys modstrid med det antagede. Da aksiomsystemet skal vaere konsistent,
kan der ikke udledes selvmodsigelser ud fra dette alene, s vi kan konkludere, at
det m3 vaere antagelsen, der ikke er rigtig. Det modsatte af antagelsen m3 derfor
geelde.

Den indirekte bevistype anvendes specielt ved umulighedssztninger, hvor man
gnsker at vise, at noget ikke er muligt eller ikke eksisterer. Man antager, at det
er muligt eller eksisterer, og viser at dette forer til en modstrid. Et direkte bevis
er i disse tilfeelde ikke muligt, da det sggte netop er defineret som fraveeret af
en egenskab. Fgromtalte bevis for, at /2 ikke er et rationalt tal, er et eksempel
herpé. De irrationale tal er netop defineret som alle de ikke-rationale, reelle tal,

og det er vanskeligt at vise, at et tal er irrationalt, da det netop er defineret ud
fra egenskaber, det ikke har.

Direkte beviser

Den type beviser, der hyppigst anvendes, er direkte beviser, dvs. alle de beviser
der ikke er indirekte. Disse kan anvende de slutningsregler, som blev gennemgéet
i logikafsnittet. Med til de direkte beviser hgrer induktionsbeviserne, som vi ogsa
omtalte under logikafsnittet. Vi vil dog uddybe den tidligere fremstilling lidt.

Induktionsbeviser

Induktionsbeviser er som tidligere omtalt deduktive beviser, der blandt andet
hviler pa induktionsaksiomet. Fgrst vises startbetingelsen P(1), der sikrer, at vi
har et sikkert (sandt) udgangspunkt. Herefter bevises induktionsmotoren, der
sikrer, at vi altid kan g et skridt videre. Det vises ved at bevise, at P(n + 1)
er sandt, hvis P(n) er sandt. Vi har siledes et sikkert udgangspunkt, n = 1,
og vi ved, at vi altid kan g trinvist frem til et vilkirligt givet n. Men derved
mé P(n) veere sandt for alle n € N. Argumentationen forudsaetter, at ethvert
n € N kan nas ved gentagne gange at addere 1 til 1. Logikken udtaler sig ikke
om dette; det er derimod en egenskab, vi tillegger de naturlige tal, og derfor mé
induktionsprincippet aksiomatiseres, og siledes medtages i matematikkens fun-
dament. Induktionsaksiomet kan generaliseres. Der er intet til hinder for at have
et udgangspunkt, ng € N, der er forskellig fra 1, da dette blot er en forskydning.
Ligeledes er det legalt, at antage, at P(m) er sand for ng < m < n, nir vi beviser,
at P(n + 1) er sand. Vi kan stadig konkludere, at P(n) er sand for alle n € N.
Dette er stadig en folge af induktionsaksiomet.

Kombinationer

Undervejs i et bevis benyttes typisk flere slutningsregler og bevistyper. Der er
séledes intet i vejen for i et direkte bevis at vise delpastande ved hjalp af induk-
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tion eller reductio ad absurdum. Bevistyperne er siledes bare nogle overordnede
fremgangsméader, som kombineres efter behov.
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3 Undersggelse

3.1 Udvelgelse af saetninger og beviser

Denne rapport tager udgangspunkt i seks satninger og deres beviser. Nar vi har
valgt netop disse sztninger og beviser ud, er det, fordi beviserne illustrerer nogle
pointer, som, vi synes, er interessante og gnsker at diskutere.

De seks sztninger drejer sig om +/2’s irrationalitet, nogle geometriske figurers
kvadratur, konvergente delfglger af begreensede fglger, dimensionssaetningen, en
regneregel for den komplekse, naturlige eksponentialfunktion og binomialformlen.
Satningerne kommer siledes fra forskellige matematiske omrader, og beviserne
for dem er ligeledes af forskellig art.

I forhold til vores overordnede problemstilling om, hvorndr en matematisk
pastand er bevist, er saetningerne og deres beviser valgt ud fra fglgende kriterier:
Beviset, for at v/2 er et irrationalt tal, er et godt eksempel pa et modstridsbevis.
Vi gnskede at have et geometrisk bevis med, fordi man let kan lade sig snyde til
at tro, at noget er bevist, nar man ser det illustreret. Det er derfor interessant at
undersgge, om beviserne er deduktivt korrekte og ikke blot bestar af overtalende
figurer. Desuden giver det os endnu en mulighed for at bergre umulighedsbeviser.
Seetningen om delfglger er med, hovedsagelig fordi vi til denne har to forskellige
beviser, der har hver deres grundlseggende ide, og hvor det ene er intuitivt lettere
forstaeligt end det andet.

Dimensionss®tningen er medtaget, fordi ssetningen og beviset for den udeluk-
kende bevaeger sig inden for ét matematisk univers, nemlig linezr algebra. Det
er derfor forholdsvis enkelt at fgre alle skridt i beviset tilbage til aksiomerne og
definitionerne.

Seetningen og beviset for den komplekse, naturlige eksponentialfunktions regne-
regel inddrager dele af forskellige matematiske universer, bl.a. komplekse tal og
den naturlige eksponentialfunktion. Dette ggr, at det bliver mere kompliceret at
fore bevisets skridt tilbage til et aksiomatisk grundlag.

Binomialformlen har vi medtaget, fordi vi ved den kan vise dels to induktions-
beviser, dels et kombinatorisk bevis. Ved at holde disse op mod hinanden, kan
vi se styrker og svagheder ved disse to forskellige méder at bevise pa.

Til beviserne for sztningerne om 1/2’s irrationalitet, konvergente delfplger af be-
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greensede fglger, regneregel for den komplekse, naturlige eksponentialfunktion og
binomialformlen er vi blevet inspireret af Tom Lindstrgm: Kalkulus (Lindstrgm,;
1996).

Til beviset for dimensionssztningen er vi blevet inspireret dels af Mogens Niss:
Linecer algebra og analyse (Niss; 1990), dels af Stephen Friedberg et. al: Linear
Algebra (Friedberg et al.; 1992).

Beviserne for de geometriske szetninger er hovedsagelig inspireret af William Dun-
ham: Journeys through genius (Dunham; 1991).

3.2 Praesentation af analysemetode

Dette kapitel drejer sig som naevnt om seks setninger og beviser for disse. I hvert
afsnit preesenteres fgrst en satning, sd opskrives de satninger og definitioner,
der traekkes pa i beviset, og derefter folger de enkelte beviser. Beviserne for hver
satning analyseres og diskuteres enkeltvis. Til nogle saetninger gennemgar vi

flere beviser, og da vil der veere en analyse efter hvert bevis og en diskussion i
slutningen af afsnittet.

Ud fra analyserne og diskussionerne af de enkelte beviser har vi en samlet
diskussion af, hvornir en matematisk pastand er bevist.

I vores analyse ser vi pd fglgende omrader: sstningstype, bevistype, ma-
tematisk univers og bevisets grundlaggende ide. Analysen laegger op til en
diskussion af hvert enkelt bevis, hvor vi sgger at tage stilling til,hvorfor bevi-
set er godt nok. Herunder vil vi forklare, hvad der menes med de navnte omrader.

Saetningstype: Man kan sige, at alle matematiske ssetninger er egenskabs-
setninger, idet de udtaler sig om bestemte egenskaber ved seetningens
elementer. Men satninger kan derudover veere af andre typer, f.eks.
identitetssatninger, der viser flere alternative mader at opskrive et udtryk
pa, eksistenssaetninger, der som navnet siger, angar eksistensen af et givet
element, entydighedssatninger, der angéar eksistensen af netop ét element
med en given egenskab, umulighedssatninger, der viser, at noget ikke er
muligt, og desuden kan en satning veere et ligningsband, der fastlaegger
hver af de involverede stgrrelser.

Bevistype: Her ser vi pd, om beviset er direkte, som f.eks. et induktionsbevis,
eller indirekte.

I den efterfglgende diskussion ses pd sammenhangen mellem s@tningstype
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og bevistype, f.eks. om saetningstypen legger op til en bestemt bevistype.

Matematisk univers: Det matematiske univers ses dels som, hvilken matematisk
disciplin, der er tale om, dels hvilket szt af aksiomer, der tages udgangs-
punkt i. Vi ser p4, om der er sammenhang mellem det matematiske univers
for saetning og bevis, eller om beviset inddrager andre universer end sat-
ningens. I den efterfglgende diskussion af beviset bruges dette til at svare
pa, om bevisets bestanddele er veldefinerede, dvs. om de kan fgres tilbage
til aksiomerne for det (eller de) pageldende matematiske univers(er), som
setningen og beviset inddrager.

Grundlsggende ide: Her gnsker vi at tydeligggre, hvilket eller hvilke skridt i bevi-
set, der er af vital betydning for bevisets gennemfgrelse. Ideen til, hvordan
en matematisk pastand kan bevises, er vigtig, da den ger det muligt for
mange at gennemfgre beviset. Derudover er det interessant, hvor meget af
et bevis der skal tages med, for at det er forstaeligt, dvs. hvor mange detaljer
der skal tages med.

I diskussionerne af de enkelte beviser tager vi stilling til, om beviserne er for-
klarende eller ej, hvilket har at ggre med sammenhangen mellem satningen og
beviset. Hvis beviset er forklarende, kan man ud over den formelle overbevisning
fa en intuitiv forstaelse af, hvorfor setningen er sand.(Hanna & Jahnke; 1996)
Ved et ikke-forklarende bevis, kan man derimod ikke se, hvorfor sstningen
er sand, men kun at den ngdvendigvis er sand. Dette vil i hgj grad veere en
subjektiv bedgmmelse, men der findes beviser, der ikke virker forklarende,
selvom man har en stor matematisk viden og intuition.

Desuden giver vi et bud pi, om beviserne er gode nok, dvs. om de er udfgrt
deduktivt korrekt, og hvorfor de i s& fald er det. Hvad, vi mener med godt nok
forklarer vi med fglgende analogi.

Hvornér er noget bevist — hvornar er det godt nok?

Hvis man spiller et spil, er man ikke ngdt til at kende alle reglerne for at veere suc-
cesfuld. Det er muligt at forestille sig et naturtalent begd sig pa en fodboldbane,
udelukkende ud fra en instruktion om at forsgge at f& bolden i modstanderens
mal. Hvis man til gengzld udvider ambitionerne, sddan at man ud over at fa
succes i et spil, ogsd vil vide om man har det, kraever det ud over et indgiende
kendskab til alle reglerne ogsa, at man forstar deres indbyrdes samspil. At bevise
noget i matematik kan sammenlignes med at have succes i et spil. Selve proces-

sen, at bevise noget, bestar i en raekke handlinger, hvis succes bedgmmes ud fra
to kriterier:
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1. Opndede man det gnskede (jf. Er det bevist)?
I fodbold kan det eksempelvis vare at score et mél, i matematik vil det vaere
at skabe en sammenhang mellem noget sikkert (aksiomer/definitioner) og
den péstand, man gerne vil bevise, sddan at hvis aksiomerne er sande (og
det er de jo), sé ma den nye setning ngdvendigvis ogsa veaere sand.

2. I sine bestrabelser pa at opnéd malet, overholdt man da reglerne (jf. Er det
bevist godt nok)?
For at fortszette fodboldanalogien, s nytter det ikke noget at sl pd mod-
spillerne, nar man forsgger at fi bolden i mal. P4 samme méde er man i
matematik ngdt til at overholde gezeldende regler, nar man vil bevise noget.
Hvis man eksempelvis undervejs i sit bevis har divideret med en variabel,
der kan antage veerdien nul, er beviset ganske simpelt ikke gyldigt. Hvis
man s tilfgjer nogle raessonnementer, hvor man godtggr p& anden vis, at
hvis variablen antager veerdien nul, s& opnir man stadig det gnskede resul-
tat, s& vil ens bevis pludselig veere bragt pa gyldig form, dvs. man har vist
det gnskede under hensyntagen til de regler, der galder.

Nu fglger den fgromtalte gennemgang af de seks sztninger og beviserne for dem.
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3.3 /2’s irrationalitet

Saatning 3.1
V2 er et irrationalt tal.

Beviset, vi vil fgre for satningen, er et modstridsbevis, hvor vi antager, at v/2
er et rationalt tal og udtrykker det som et sddant. Ved at regne pa dette udtryk
vises, at antagelsen fgrer til en modstrid.

Vi har fglgende forudsatninger:
Definition 1 |

Q={fla,b€2,b#0)

hvor Q er mangden af rationale tal.
Maengden af tal R\Q kaldes irrationale tal.

Saetning 3.2 (Aritmetikkens fundamentalsaetning)
Ethvert naturligt tal, a > 1, kan skrives som et produkt af primtal:

a=py1*pP2:..."Pn

Denne faktorisering er entydig i den forstand, at hvis

a=q°'q" ... " Qdm
er en anden fremstilling af a som et produkt af primtal, s4 er n = m, og faktorene
1,92, - -.,qdm €r de samme som p,, ps, . .., P, bortset fra rackkefplgen.
Lemma 1

Hvis a € N og a? er et lige tal, s§ er ogsa a et lige tal.
Hvis a € N og a? er et ulige tal, s4 er ogsé a et ulige tal.

Lemma 2
Et tal a er lige, netop hvis det kan skrives p4 formen a = 2n, hvor n € N.

Lemma 3

Ethvert rationalt tal har netop én uforkortelig brokfremstilling med positiv nzev-
ner.

Bevis
Hvis v/2 er et rationalt tal, kan der findes hele tal, a og b # 0, sddan, at
a
2=—-
V2 b
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Vi antager, at brgken % er forkortet mest muligt. Dette kan ggres i kraft af
lemma 3, idet a og b kan forkortes, s de ikke har anden fzlles faktor end 1.

Kvadreres pa begge sider i ligningen v/2 = %, fas

a2

2= 3

Ved at multiplicere med b? pa begge sider fas
2b% = a?

" Ifglge lemma 2 er a? et lige tal, og ifglge lemma 1 er a si ogsa et lige tal. Da a er
lige, kan det ifglge lemma 2 skrives pa formen a = 2n. a® bliver da a? = (2n)? =
4n?. Dette s=ettes ind i ligningen 2b* = a2

20% = 4n?

Forkortes dette udtryk med 2 fas b2 = 2n?

Denne ligning viser, at b? er et lige tal ifglge lemma 2; og ifglge lemma 1 er da
ogsé b et lige tal.

Dermed har vi vist, at bdde a og b er lige tal, og de kan derfor deles med 2.
Dette strider mod antagelsen om, at de ikke har anden falles faktor end 1, fordi
2 siledes er en fxlles primtalsfaktor.

Altsa fprer antagelsen om, at /2 er rational, til en modstrid, og den eneste anden
mulighed er, at V2 er irrational. O

Analyse

Satningstype: Det er en satning, der kan opfattes pa to forskellige mader. Man
kan sige, at det er en umulighedssztning, hvis man formulerer den som fgl-
ger:

Der eksisterer intet rationalt tal, hvis kvadrat er 2.

Sztningen kan derimod opfattes som en egenskabssztning ved fglgende for-
mulering, hvor der laegges vaegt pa sidste del af s@tningen:

Der eksisterer et reelt tal, hvis kvadrat er 2, som vi benevner \/2; dette tal
er ikke rationalt.

Som sa&tning 3.1 er opskrevet, er det ikke klart, hvilken af de to opfattelser,
der henvises til. Umiddelbart udtaler den sig blot om en egenskab ved tallet
V2 og tager ikke stilling til eksistensen af tallet. Maden, beviset er gennem-
fort pa, viser dog, at det er umulighedssaetningen, der taenkes pa, idet man
som udgangspunkt antager eksistensen af et rationalt tal med kvadratet 2.

Bevistype: Det et et modstridsbevis (indirekte bevis), idet man som navnt an-
tager, at der eksisterer et rationalt tal med kvadratet 2 og viser, at dette
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fgrer til en modstrid. Herefter konkluderes, at antagelsen ngdvendigvis mé
veere forkert, og at v/2 folgelig er et irrationalt tal.

Matematisk univers: Det matematiske univers er talteori. I beviset anvendes reg-
neregler og definitioner for de naturlige og de rationale tal. Selvom v/2 er
et irrationalt tal, tages der ikke udgangspunkt i de reelle tals aksiomer.

Det skyldes, at maden, vi viser, at v/2 er irrational, er at antage, at det er
rationalt og regne pa dette.

Grundlazggende ide: Den grundlaeggende ide, er antagelsen om, at /2 er et
rationalt tal. Man regner ud fra denne antagelse og viser, at /2 har
egenskaber, der ggr, at det ikke kan vzere rationalt.

Diskussion

Der er intet markvaerdigt ved, at setningen pastir en egenskab om tallet v/2,
nemlig irrationalitet, hvorefter beviset udelukkende bygger pa de rationale tal.
Dette skyldes, at egenskaben irrationalitet er defineret som fraveer af egenskaben
rationalitet. '

De reelle tal er karakteriseret ved at veere mengden af rationale tal forenet med
mengden af ikke-rationale tal, dvs. irrationale (R = Q U (R\Q)). For at vise

at /2 er irrational, er det derfor naturligt, at tage udgangspunkt i fravaeret af
egenskaben rationalitet.

Bevisets konklusion, at hvis /2 ikke er rationalt, s& er det irrationalt, felger
umiddelbart af, at der inden for de reelle tal netop kun er mulighed for at veere
rational eller irrational; dette udelukker siledes, at der skulle veere en tredie
mulighed.

De reelle tals aksiomer afviger udelukkende fra de rationale tals aksiomer ved
fuldsteendighedsprincippet. Man kan forestille sig, at fuldsteendighedsaksiomet

netop er formuleret, fordi man fandt, at de rationale tal ikke indeholdt alle de
tal, man kunne regne sig frem til. !

De reelle tal er givet ved aksiomerne, og ud fra disse aksiomer kan eksistensen af
de rationale tal godtggres. Viser man s, at der eksisterer &t tal f.eks v/2, der er

irrationalt, har man vist, at der eksisterer irrationale tal, og at mangden R\Q
ikke er tom.

1F eks. mangles v/2 ved udregningen af hypotenusen i en retvinklet trekant med kateter af
lzengden 1. Bruges Phytagores’ setning pa en sddan trekant, bliver lzengden af hypotenusen
netop V2. Dette tal er ikke rationalt, og ville derfor ikke vaere defineret, hvis det ikke var for
fuldstaendighedsprincippet.
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Man kan dog ogs& godtggre, at der eksisterer irrationale tal pa anden vis end
ved -at pévise eksistensen af tal, der ikke er rationale, nemlig ved uendelige
reekker, hvor man laver uendelige, ikke-periodiske decimalbrgker. At vise, at en
decimalbrgk er ikke-periodisk, vil dog ogsi kraeve et indirekte bevis.

Som beviset star nu, er det let at fglge de enkelte skridt, og at godtggre at de er
deduktivt korrekte. Det er séledes ikke svaert at afggre, at beviset er godt nok.
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3.4 Geometriske setninger

I det folgende gennemgér vi en raekke beviser for nogle geometriske satninger
og pastande. De to hovedbeviser er kvadratur af manen pa en kvartcirkel og det
fejlbehaeftede bevis for cirklens kvadratur. Farst vil vi bevise en af de satninger,
vi bruger, nemlig kvadratur af et rektangel. Efter hvert bevis er der en analyse,
men vi diskuterer dem fgrst efter, at alle beviserne er gennemfgrt.

Beviserne bygger hovedsagelig pa euklidisk geometri, og skal ses i lyset heraf. Det
er saledes kun tilladt at udfgre operationer, der kan udfgres med passer og lineal.
Nar der tales om eksistensen af et kvadrat med samme areal som en given figur,
er det underforstaet, at kvadratet skal kunne konstrueres med passer og lineal.
Hele begrebsverdenen inden for den euklidiske geometri er bygget op af nogle fa
grundleggende forudsaetninger og almindelige begreber. Heraf kan fglgesatninger

udledes.(Euklid/Eibe; 1897)
Kvadrering af et rektangel

For at illustrere den méade, beviserne inden for geometri gennemfgres pa, starter
vi med at bevise fglgende szetning.

Saetning 3.3
Et rektangel kan kvadreres.

Det vil sige, at vi skal vise, at der findes et kvadrat med samme areal som
rektanglet.

Hvis vi har et vilkarligt rektangel, ABCD, kan vi alene ved hjelp af pas-
ser og lineal konstruere et kvadrat med samme areal. Det vil vi nu bevise.

Undervejs benytter vi elementer fra det euklidiske aksiomsystem til konstruktion
af figurerne, nemlig at:

1. Man kan konstruere et liniestykke og forlenge dette.

2. Man kan med passer konstruere cirkler og cirkelbuer med en given radius
og et givet centrum.

3. Thales’ setning: En trekant, som er indskrevet i en halvcirkel?, og som har
cirklens diameter som den ene side, er retvinklet.

4. Forholdet mellem sider i ensvinklede trekanter er konstant.

5. Summen af vinklerne i en trekant er .

2Ved indskreven forsts, at trekanten ligger inden for halvcirkelskiven, at dens grundlinje

har samme lzengde som halvcirklens diameter, samt at toppunktet i trekanten ligger pa cirkel-
periferien.
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Bevis

Med udgangspunkt i et vilkarligt rektangel ABCD, forlenges s1den |AB| med
lineal. Se figur 3.1.

Figur 3.1 Siden [AB| forlaenges

Herefter konstrueres cirklen med centrum i B og radius skvivalent med stykket
| BC|. Denne cirkel skeerer forleengelsen af |AB| i to punkter. Vi vaelger det punkt

som ligger pa forleenglelsen af liniestykket |AB|, dette punkt kaldes for E, se figur
3.2.

Figur 3.2 Punkt F findes som den ene skaring mellem cirkel og linie.

Stykket |AE| deles i to lige store stykker |AO| = |OF| ved at oprejse en midt-
normal, se figur 3.3.

Figur 3.3 Oprejsning af midtnormalen til |AE)|
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Halvcirklen med centrum i O og radius |AO| = |OE| konstrueres, se figur 3.4.

Figur 3.4 Konstruktion af halvcirklen med centrum i O

Siden |BC| forlenges, s& den skerer halvcirklen. Skaringspunktet kaldes F', se
figur 3.5.

Figur 3.5 Forlengelse af |BC|

Nu konstrueres de liniestykker, som gér fra henholdsvis A til F og E til F, se
figur 3.6.

Derved fas en trekant, AAEF, der er inskrevet i halvcirklen, idet trekanten og
halvcirklen har en fzlles side, |AE|, som hhv. side og diameter, og vinkelspidsen

af trekanten, ZF', ligger pé cirkelperiferien. Ifglge Thales’ satning er trekanten,
AAEF, derved retvinklet, altsd ZEFA = 7.

Vi ser pé trekanterne AABF og ABEF.
Trekanterne er begge retvinklede, da vinkel ZABF er ret i AABF, og vinkel
ZFBE erret i ABEF, idet deres fzlles side, | BF'| ligger pa forleengelsen af siden

| BC|, som er vinkelret pd |AB|. Da de to trekanter udggr den samlede trekant
AAEF, er £ZBFA+ LEFB=/EFA=1%.

Det samme galder for de ikke rette vinkler i AAFB og ABEF:
' T

/FAB + /BFA= g og LBEF +/EFB=7
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Figur 3.6 Konstruktion af siderne |AF| og |EF|

da summen af vinklerne i en trekant er w. Heraf fas:

(BFA+ /EFB=/FAB+ /(BFA& (EFB=/FAB

og
{BFA+/EFB=/(BEF + LEFB & /(BFA = /BEF

Det vil sige, at vinklerne er parvis ens, og trekanterne er dermed ensvinklede.
Forholdet mellem trekanternes ensliggende sider er konstant, eller med andre
ord: hgjden er mellemproportional mellem de to stykker, den deler hypotenusen
i. Med fglgende navngivning: |[AB| = a, |BE| = b og |BF| = ¢, kan vi opskrive
fglgende:

Figur 3.7 Konstruktion af kvadrat med sidelaengde ¢
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Arealet af rektanglet, ABCD, er givet ved ab, og da ¢ = ab, vil arealet af et
kvadrat med sideleengden ¢ have samme areal som rektanglet. Dette kvadrat
kan konstrueres ved forlaengelse af |AFE|, afseettelse af stykket ¢, oprejsning af
normal i G, afseetning af skykket ¢, s& punktet H fremkommer, og konstruktion
af liniestykket fra F' til H, som den sidste side. Se figur 3.7.

Alle de her omtalte konstruktioner er af samme art som de foregaende, der allerede

er vist. Herved har vi konstrueret kvadratet, BGHF, som har samme areal som
rektanglet, ABCD. O

Da vi nu kan kvadrere rektanglet, kan vi ogsa kvadrere en vilkarlig retvinklet tre-
kant med grundlinie a og hgjde b. Stgrrelsen af trekantens areal er givet ved %ab,
og et rektangel med siderne a og -’2’- har samme stgrrelse areal. Vi kan generalisere
til vilkarlige trekanter med grundlinie a og hgjde b, da de jo har samme areal.

Analyse

Seetningstype: Seetningen udtaler sig om eksistensen af et kvadrat med samme
- areal som et givet rektangel.

Bevistype: Beviset er et direkte bevis.

Matematisk univers: Beviset inddrager béde euklidisk geometri og algebra. Den
euklidiske geometri anvendes ved konstruktion af figurerne. Algebraen bru-
ges til at udtrykke arealet af kvadratet, og til at vise at kvadratets areal er
det samme som rektanglets areal. Beviset benytter figurerne til at visuali-

sere hvad der foregir, da det hele tiden er muligt at folge reesonnementet
ved konstruktion.

Grundlzggende ide: Den grundlaeggende ide er at komme fra rektanglet over
halvcirklen til den retvinklede trekant. Dette giver anvendelsen af forholdet

mellem siderne, der viser, at det konstruerede kvadrat har samme areal som
rektanglet.

Hippokrates’ bevis for en manes kvadratur

Seetning 3.4
Manen pé en kvartcirkel kan kvadreres.

Det vil altsd sige, at man kan konstruere et kvadrat med samme areal som
ménen. Her bemarker vi, at en méne er en figur, som er delvist afgraenset af
to cirkelskiver, der overlapper hinanden delvist. Manen er den del af den ene
cirkelskive, der ikke overlappes af den anden cirkelskive.

I det fglgende opfattes symbolet (figur) 4 som arealet af figuren.
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Beviset gar ud pi, at vi konstruerer en halvcirkel med samme areal som en
kvartcirkel. Dernaest opdeler vi figuren, si vi har en mine pa en kvartcirkel og
en retvinklet trekant, der har samme areal. Da trekanten kan kvadreres, slutter
vi, at manen ogsa kan kvadreres.

Beviset bygger pé fglgende:

1.
2.

Pythagoras’ sztning.

Thales’ saetning: En trekant, som er indskrevet i en halvcirkel, og som har
cirklens diameter som den ene side, er retvinklet.
Forholdet mellem arealerne af to halvcirkler kan udtrykkes ved hjzlp af

diameteren i de respektive halvcirkler: gz—

Det er muligt at konstruere et kvadrat med samme areal som en given
trekant.

Nar lige store stgrrelser traekkes fra lige store stgrrelser er resterne lige
store.?

Bevis

Vi tager udgangspunkt i en ligebenet trekant, AABC, som er indskrevet i en
halvcirkel, og som ifglge Thales’ setning derfor er retvinklet. Se figur 3.8.

Figur 3.8 Kvadrat indskrevet i en cirkel eller ligebenet trekant indskrevet i en
halvcirkel

Da trekanten er ligebenet, er lengden af korden |AC| lig leengden af korden
|BC|, og vinklerne ved grundlinien, ZCAB og £ZABC, er ens.

Nér vi deler trekanten med hgjden fra |AB| op til C, far vi to kongruente
" trekanter, ABCO og AAOC. Se figur 3.9.

¥Det 3. af Euklids almindelige begreber. (Euklid/Eibe; 1897)
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Figur 3.9 Hgjden fra C p& |AB|

Vinklen mellem hgjden, |OC|, og |AB]| er pr. definition T , og da de to trekanter

har to parvis ens vinkler, er deres sidste vinkel, ZOCA og LBCO 0gsi ens.
AAOC og ABCO vil sdledes vaere ens og retvinklede.

Vi opskriver nu Pythagoras’ sztning for den indskrevne, retvinklede trekant,
AABC, hvor vi bruger, at |[AC| = |BC]|: :

|ABJ? = |AC|? + |BC|? = 2|AC?

Vi konstruerer nu halvcirklen med diameter |AC], se figur 3.10.

Figur 3.10 Halvcirklen med diameter |AC|

Da |AB]| er diameter for halvcirklen ABC, og |AC| er diameter for halvcirklen
ACE kan vi bruge forudseetning 3 til at opskrive fglgende:

(halvcirkel ACE),  |AC|?  |AC]? 1

(halvcirkel ABC),  |ABZ  2JACE ~ 2

Det vil sige, at arealet af halvcirklen ACE er halvt s& stort som arealet af halv-
cirklen ABC. Men da arealet af kvartcirklen, AOCF, ogsé er halvt s& stort som
arealet af halvcirklen ABC, mé det derfor galde, at arealet af kvartcirklen, AOCF,
er det samme som arealet af halvcirklen ACE:

(halvcirkel ACE) 4 = (kvartcirkel AOCF) 4

Vi betragter halvcirklen ACE og kvartcirklen AOCF. Korden i kvartcirklen
AOCEF, |AC]|, er samtidig diameter i halvcirklen ACE. Korden deler kvartcirklen i
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et cirkelafsnit, ADCF, og en retvinklet trekant, AOC. Da korden, |AC|, samtidig
er diameter i halvcirklen ACE, vil cirkelafsnittet, ADCF, ogsé ligge i halvcirklen
ACE. Cirkelafsnittet, ADCF, er derfor et falles omrade for kvartcirklen og
halvcirklen. Halvcirklen, ACE, uden det falles omrade udger en méane, AFCE,
og kvartcirklen uden det fzlles omrade udggr den retvinklede trekant, AOC.

Dette kan udtrykkes ved fglgende ligning, hvor vi ser pa det faelles areal for
halvcirkel ACE og kvartcirkel AOCF:

(mane AFCE) 4 + (cirkelafsnit ADCF) 4
= (A AOC)4 + (cirkelafsnit ADCF) 4

Vi fjerner nu det samme areal pa begge sider, ifglge forudsaetning 5.
Dette giver at:

(mane AFCE)4 = (A AOC),

Det vil sige, at arealet af manen er lig arealet af en retvinklet trekant.
Da det er muligt at konstruere et kvadrat med samme areal som en given trekant,

er det hermed vist, at den her beskrevne méne, manen pa en kvartcirkel, kan
kvadreres. O

Analyse

Seetningstype: Saetningen er en eksistenssaetning, da den siger at der eksisterer
et kvadrat med samme areal som ménens.

Bevistype: Beviset er et direkte bevis og specielt benytter det sig af geometriske
figurer til at visualisere de forskellige skridt i beviset.

Matematisk univers: Ligesom i det foregiende bevis inddrages bade euklidisk

geometri og algebra, og specielt benytter det sig af geometriske figurer til
at visualisere de forskellige skridt i beviset.

Grundlaggende ide: Ideen er at udtrykke ménens areal, som et areal man kan
kvadrere, nemlig som en trekant.

Forsgg pa bevis for cirklens kvadratur

Vi har vist, at manen p4 en kvartcirkel kan kvadreres. Der findes en rackke an-
dre maner, der ligeledes kan kvadreres, og dette har gennem tiden fgrt til den
antagelse, at cirklen nok ogsi kunne kvadreres.

Pastand 3.5
En cirkel kan kvadreres.
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Pastanden er forsggt bevist gennem flere tusind ar. Nedenstdende er et besnze-
rende forspg, hvor cirklens areal udtrykkes vha. méaners areal. 4 Det ggres ved at
konstruere seks maner, der har samme areal som en given cirkel, og deraf slutte,
at hvis manerne kan kvadreres, s& kan ogsé cirklen kvadreres.

Undervejs benyttes at:

1. Enhver polygon kan kvadreres.

2. Additionsprincippet for areal: Det er muligt at konstruere et kvadrat med
et areal, der svarer til summen af to vilkirlige kvadraters areal.

3. Subtraktionsprincippet for areal: Det er muligt at konstruere et kvadrat med
et areal, der svarer til differensen mellem to vilkarlige kvadraters areal.

4. En mane kan kvadreres!

5. Forholdet mellem arealerne af to cirkler kan udtrykkes ved hjelp diameteren

i de respektive cirkle;: o

6. Nar lige store stgrrelser treekkes fra lige store stgrrelser, er resterne lige
store. :

7. I en cirkel kan indskrives en regulaer sekskant, hvis sider er lig cirklens
radius.

Bevis

Som udgangspunkt haves en cirkel, med diameter |AB|, som vi gnsker at kvadrere.
Denne kaldes herefter lille cirkel, se figur 3.11.

Vi konstruerer s en cirkel med en dobbelt s& stor diameter, som herefter kaldes

stor cirkel, se figur 3.12. Det kan vi ggre ved at satte diameteren i den lille cirkel
lig radius i den store.

Figur 3.11 Lille cirkel Figur 3.12 Stor cirkel
med diameter [AB)| med seks sma halvcirkler

Det vil sige, at |CD| = 2|AB|.
I den store cirkel indskrives en regular sekskant, som konstrueres ved brug af

‘W. Dunham, s. 20, Dunham (1991)
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radius i cirklen. Radius afsettes fra C til E, fra F til F og fra F til D. Da
|OE| og |OF| netop ogsé er radius, far vi delt halvcirklen, CDFE, i 3 lige store
buelaengder. Det samme ggres for den anden halvcirkel, CHGD, og vi far derved
delt cirklen i 6 lige store bueleengder. Dermed har vi ogsa en reguler sekskant;
det vil sige, at alle siderne i sekskanten har samme leengde. Denne lengde er
ogsa diameter i den lille cirkel, |AB| = |OC).

Pa hver side af sekskanten konstrueres en halvcirkel med en diameter sva-
rende til netop sidelzengden af sekskanten. Derved fas seks halvcirkler ialt.

Vi deler den store cirkel i seks lige store cirkeludsnit, s den laengste korde i hvert
cirkeludsnit netop er en side i den reguleere sekskant. Vi ser nu pd cirkeludsnittet
COEK. Da korden, |[CE|, samtidig er diameter for den lille halvcirkel, CEL,
har den lille halvcirkel og cirkeludsnittet et fzlles omrade, CJEK. Halvcirklen,
CEL, uden det felles omrade, CJEK, udggr en mane, CKEL, og cirkeludsnit-
tet, COEK, uden det fxlles omrade udggr en trekant, COE. Denne trekant vil
vaere ligesidet, da alle sider har samme lzengde som radius i den store cirkel, |CO|.

Der er to méader at udtrykke det samlede areal pé:
1. Den regulaere sekskant og de seks halvcirkler.
2. Den store cirkel og de seks méner.

De seks halvcirkler svarer i areal til tre sm4 cirkler, derfor geelder at:

(sekskant) 4 + 3 - (lille cirkel) 4 = (stor cirkel) 4 + (seks méaner) 4

Arealforholdet mellem to cirkler er givet ved ﬁz Da den store cirkel har dobbelt
s& stor diameter som den lille, er arealet af den store cirkel fire gange si stort

o s 2 1
som arealet af den lille, idet D: = W = E-1
Heraf fas:

(sekskant) 4 + 3 - (lille cirkel) 4 = 4 - (lille cirkel) 4 + (seks méaner) 4

Vi treekker nu 3 - (lille cirkel) 4 fra pa begge sider af ligningen, idet vi benytter
forudseetning 6.

(sekskant) 4 = (lille cirkel) 4 + (seks méner) 4

og omskriver ifglge samme forudsatning til:

(lille cirkel) 4 = (sekskant)4 — (seks méaner) 4
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Arealet af en cirkel kan altsd udtrykkes som arealet af en reguler sekskant
fratrukket arealet af seks méaner.

Sekskanten er en polygon og kan derfor kvadreres.

Alle ménerne kan ifglge antagelsen ligeledes kvadreres, og deres sum kan
kvadreres ifglge additionsprincippet.

Derfor m3 konklusionen ifglge subtraktionsprincippet veere, at den lille cir-

kel kan kvadreres, da dens areal kan udtrykkes ved differensen mellem figurer,
der kan kvadreres. =

Analyse

Satningstype: Seetningen er en eksistenssatning, idet der skal eksistere et kva-
drat med samme areal som cirklens. '

Bevistype: Beviset er et direkte bevis.

Matematisk univers: Som de gvrige beviser inddrager dette bevis euklidisk geo-
metri og algebra, og det stgtter sig til figurerne.

Grundlzggende ide: Ideen er her at udtrykke cirklens areal vha. de konstruerede
maners areal, idet man antager, at disse kan kvadreres.

Nu er det imidlertid saddan, at der er fort bevis for, at en cirkel ikke kan kvadre-
res®, og i det perspektiv er ovenstiende resultatet uneegteligt noget overraskende.
Problemet er imidlertid ikke stgrre end, at det ovenfor gennemfgrte bevis hviler
pa forkerte antagelser, og at dets konklusion derfor ikke ngdvendigvis er korrekt.
De maner, beviset omhandler, er ikke de samme maner, som Hippocrates’ bevis
omhandler. Den méne, der er brugt i konstruktionen, kan netop ikke kvadreres,
og derfor holder bevisets konklusion ikke, selv om selve slutningerne er foretaget
i overensstemmelse med tidligere nzevnte slutningsregler.

Alternativt forsgg pa et bevis for pastand 3.5

I det folgende anvender vi ovenstiende beviside, hvor vi blot anvender de rigtige
méner, der kan kvadreres.

Vi tager udgangspunkt i en lille cirkel med diameter, |[MN| = d, som vi

5Vi skal ikke her komme nzrmere ind pa dette bevis, blot naevne at beviset forlgber sddan,

at man ferst viser at 7, som jo indgar i udtrykket for en cirkels areal, er et trancendent tal, og
derneest viser, at denne gruppe af tal ikke kan kvadreres.
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gnsker at kvadrere. Herefter konstruerer vi en stor cirkel med diameter 2d. I den
store cirkel indskrives et kvadrat, og fire halvcirkler konstrueres p& kvadratets
sider, se figur 3.13. Halvcirklerne benavnes herefter halve mellemcirkler.

Figur 3.13

Vi kan udtrykke det samlede areal af figuren pa to forskellige mader:
1. Kvadratet og fire halve mellemcirkler.

2. Den store cirkel og de fire méner.

Arealet af den store cirkel er fire gange s stort som den lille cirkel, da diameteren
af den store cirkel er dobbelt s stor som diameter af lille cirkel.

Vi ved fra det tidligere gennemgaede bevis, at trekant AAQOC er retvinklet, og vi
kan derfor bruge Pythagoras’ szetning til at finde diameteren af mellemcirklen.
Det er givet, at |AO| = |OC], og at disse er lig d. Derfor er

|ACI? = d® + & = 2% & |AC| = V22

Diameteren i en mellemcirkel er dermed v/2d2.

Arealet af en mellemcirkel er siledes dobbelt si stort som arealet af den

lille cirkel, da forholdet mellem kvadratet af deres diametre er: 2d_2 = 2.

Vi sztter nu de to mader at udtrykke det samlede areal pa lig hinanden:
(kvadrat) 4 + 4 - (halve mellemcirkler) 4 = (stor cirkel) 4 + (fire maner) 4
< (kvadrat) 4 + 4 - (lille cirkel) 4 = 4 - (lille cirkel) 4 + (fire méaner)4
< (kvadrat) 4 = (fire maner) 4

Her har vi blot vist, at ménen kan kvadreres, hvilket vi allerede har bevist, men
ikke at cirklen kan kvadreres, hvilket den som naevnt ikke kan.

Dette eksempel analyserer vi ikke, da det er fuldsteendig analogt til det
ferste forsgg pa et bevis for cirklens kvadratur.
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Diskussion

Samlet kan man sige at de alle er eksistensbeviser, som viser eksistensen af et
bestemt kvadrat. Det specielle ved de navnte geometriske beviser er, at man skal
fa en god ide til en konstruktion, der fgrer til det gnskede resultat. Ovenstiende
beviser stgtter sig alle til noget helt handgribeligt, nemlig figurer. Det er derfor
let at folge bevisgangen og at lade sig overbevise om bevisernes korrekthed. Men
beviset for cirklens kvadratur viser, at det netop kan veere problematisk at stgtte
sig s& meget til figurer. Man lader sig let forlede til at tro, at det, der sker i
beviset, er korrekt; man kan jo se det for sig!

Vi lod os selv forlede af figurerne, mens vi arbejdede med de ovenstiaende beviser.
Figurerne for hhv. kvadratur af méaner og forsgg pa kvadratur af cirklen, syntes
vi havde s store ligheder, at hvis man blot brugte de maner, der beviseligt kan
kvadreres, s& matte det da vaere muligt at kvadrere cirklen. Vel vidende, at dette
aldeles ikke kan lade sig ggre.

Man kan altsd ikke udelukkende stgtte sig til figurerne, nir man skal bevise
geometriske szetninger. Man er ngdt til at undersgge, om beviset er deduktivt
korrekt p& anden vis, nemlig ved at godtggre at alle skridt i beviset kan fores
tilbage til det euklidiske aksiomsystem. Til gengwld er figurerne med til at tyde-
ligggre og forklare beviset, ndr man fgrst har godtgjort bevisets fremgangsmade.

Det har veeret sveert for os at fgre beviserne tilbage til det euklidiske grundlag,
og vi har derfor nogle steder anvendt algebra, for at ggre det lettere for os selv
at se, om beviserne er deduktivt korrekte. Men selv om vi anvender algebra,
er det nogle steder stadig ikke enkelt at udtrykke de beskrevne situationer ved
stringente matematiske udtryk. Eksempelvis er nogle af de omrader, der ligger
inden for ét omrade og udenfor €t andet omrade, ikke umiddelbart til at beskrive
med simpel algebra.b

Ved sammenblandingen af forskellige matematiske universer skabes dog et nyt
problem. Vi kan ikke umiddelbart vide, om aksiomerne for algebra og euklidisk
geometri er konsistente; dette skal undersgges forst. Det har vi ikke gjort,
men vi antager alligevel, at de to universers aksiomsystemer er konsistente,
idet de kan anvendes samlet ved analytisk geometri, hvor geometrien saettes i
koordinatsystemer.

Kort sagt er det umadelig sveert at godtg(zsre om beviserne er holdbare, dvs.
gode nok.

8Her skal inddrages mere avancerede metoder, som f.eks. Hilberts metoder
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3.5 Konvergente delfglger af begreensede falger

Szaetning 3.6
Enhver reel, begraenset fglge har en konvergent delfglge.

I det fglgende vil vi bevise setning 3.6 pa to forskellige mader. Vi starter med at
bevise et lemma, der anvendes i begge versioner. Dette lemma diskuteres, men
analyseres ikke efterfglgende.

Analysen og diskussionen af alle beviserne kommer til sidst i afsnittet.

Det fglgende er de forudsatninger, der anvendes i de efterfglgende beviser:

1. En talfglge er en uendelig sekvens af tal, a;,as,as,...,a,,.... Tallene
a1,02,03, . ..,0q, - . . kaldes fglgens elementer.
En reel talfglge er siledes en ordning af reelle tal i forhold til de naturlige
tal sdledes, at der til ethvert reelt tal i folgen er knyttet et naturligt tal. De
naturlige tal kaldes s& indeks til fgplgen. Falgen er ordnet sidan, at et tal a
i folgen knyttet til et bestemt naturligt tal, kommer for alle de tal i folgen,
der er knyttet til naturlige tal, der er stgrre. Ligeledes kommer a efter de
tal i fglgen, der knytter sig til naturlige tal, der er mindre.

2. Lad {z,} veere en talfglge, og lad {ni} veere en strengt voksende fglge af
naturlige tal. Da kaldes fglgen {y;}, defineret ved yx = z,, en delfglge af
{zn}-

En delfglge er altsa en fglge, hvor ethvert element stammer fra en anden
fglge og den oprindelige orden er bibeholdt.

3. Talfglgen a,, konvergerer mod et tal, b, hvis

Ve>03dNeEN VneN:n>N=|a,—bl<e¢

At en fplge konvergerer betyder altsd, at der eksisterer en graenseveerdi, som
folgens elementer naermer sig, nar fglgens indeks vokser. Fglgen skal nserme
sig p4 en sddan made, at for ethvert vilkarligt lille tal, €, skal der eksistere

et indeksnummer sidan, at alle senere elementer i fglgen ligger teettere pa
grensevaerdien b end e.

4. Fuldstendighedsprincippet: Enhver ikke-tom, opad begraenset delmangde
A tilhgrende R har et mindste overtal. Hvor der ved overtal forstas et tal,
der er stgrre end eller lig ethvert element i A. Det mindste overtal er siledes
mindre end eller lig alle andre overtal.

5. En talfglge er begranset, hvis

M eNVn:|a,| <M
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6. Arkimedes’ princip: For ethvert reelt tal p findes et naturligt tal n, der er
stgrre end p.

Lemma 4
Enhver reel, monoton og begranset falge vil konvergere.

Vi beviser dette ved at antage, at vi har en voksende, begraenset fglge,
og ser pd mangden bestiende af folgens elementer og denne maengdes mind-
ste overtal, b. S& viser vi, at fglgen har greensevaerdien b, altsd at den konvergerer.

Bevis

Vi antager, at {a,} er en monoton, voksende og begranset fplge. S& er folgende
mengde:

A ={a,0a0,0a3,...} ={a, : n € N}

som bestar af alle elementerne i fglgen, en ikke-tom og begraenset maengde. Ifglge
fuldstandighedsprincippet vil en sddan mangde have et mindste overtal, b. Vi
vil nu vise, at {a,} er konvergent med gransevzerdien b.

Da b er et overtal for A, vil det for alle n geelde, at a, < b. Derudover vil det
Ve > 0 vare sddan, at der findes et element ay sadan, at ay > b — ¢, ellers ville
b— € veere et overtal for A, der var mindre end det mindste overtal, b, hvilket ikke
kan lade sig ggre. Da {a,} er en monoton voksende fglge, vil det for alle n > N
geelde, at a, > ay > b—e = |b—a,| < €. Det gzelder derfor, at ligegyldigt hvilket
€ > 0, der kommer pa tale, vil det, for ethvert sddant ¢, veere muligt at fremskaffe
et N, sddan at for alle n € N, hvor n > N, vil | a, — b |< €. Hvilket betyder,

at {a,} opfylder de krav, der stilles, for at fglgen siges at konvergere, samt at
graensevaerdien er b.- a

Beviset for at enhver reel, monoton aftagende, begranset fplge vil konvergere, er
fuldsteendigt analogt til det ovenstaende.

Bevis for sztning 3.6 ved brug af spidsbegrebet

Vi vil bevise s®tning 3.6 der siger, at enhver reel, begreenset folge har en
konvergent delfglge, i to trin. Forst viser vi, at enhver reel fplge har en monoton
delfglge. Dernaest vil vi vha. lemma 4 bevise selve satningen.

Bevis

Vi starter med at definere begrebet en spids: Et element zj er en spids i en fglge
{zn}, hvis zx > z,, for alle m > k.
Der er nu to muligheder: Enten har en fglge uendeligt mange spidser, eller ogsa
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har den endeligt mange, evt. ingen. Vi vil i det fglgende vise, at det for ethvert
tilfeelde er muligt at konstruere en monoton delfglge.

Hvis den har uendeligt mange spidser, vil det vaere muligt at generere en monoton
aftagende delfglge. Det vil nemlig vaere muligt at lave en delfglge bestiende af
spidserne, Zp,, Zn,, Tny, --., P& folgende made: Lad den forste spids veere z,,.
Da der er uendeligt mange spidser, vil der findes en spids, med et indeks der er
stgrre end eller lig indekset for z,,,; tag den og kald den z,,. Da der er uendeligt
mange spidser, vil der igen kunne findes et element i {z,} med indeks stgrre end

Zp,, Som ogsd er en spids; kald den for z,,, og fortseet med at konstruere fglgen
{zn,} pa denne méde.

{zn,} har nu folgende egenskaber:

1. Det er en delfglge af {z,}, fordi den udelukkende bestar af elementer fra
denne fglge, der er plukket ud sddan, at indeks er strengt voksende. Det er

karakteristisk for en fglge, at den har en ordning, dvs. en bestemt raekke-
folge.

2. Den er monotont aftagende, da definitionen af at veere spids medfgrer, at
Tny 2 Tng 2 Tng 2 -+ o

Hvis en fglge kun har endeligt mange spidser, evt. ingen, vil det vaere muligt
at konstruere en monoton voksende delfglge pa folgende méade: Da der kun er
endeligt mange spidser, ma der eksistere én, der er den sidste spids; den kalder
Vi Tp,. Nu velger vi 2,41 som det fgrste element, z,,, i vores delfglge. Hvis
der slet ingen spidser er, sattes z,, til at veere ;. Da dette element ikke er en
spids, m& der eksistere et senere element i {z,}, som er stgrre end z,,, ellers
var Zp, jo en spids. Dette stgrre element vaelger vi nu som det naeste element i
vores delfglge, z,,. Der mé igen eksistere et element, hvor bade elementet selv
og dets indeks er stgrre end vores andet element, da vi jo har lagt den sidste
spids bag os. Dette element vaelges som det tredie element i delfglgen. Sidan kan
man blive ved med at finde elementer laengere ude i {z,}, som er stgrre end det
foreghende element, man valgte til delfglgen. Til sidst har man si en fglge {z,, },
hvor z,, £ Tp, £ Tp, < ..., hvilket er en monoton voksende fglge.

Hermed har vi vist, at enhver reel fglge har en monoton delfglge.

Nar vi har vist, at enhver reel folge har en monoton delfslge, ma dette ngdvendig-
vis ogsd galde for de af dem, der ud over at veere reelle, ogsd er begraensede. En
sddan monoton delfglge af en begrenset folge, mi ngdvendigvis arve egenskaben
at veaere begrznset, fordi ethvert element i delfglgen er hentet fra den originale.
At en sdidan monoton, begranset fglge altid er konvergent, ved vi fra lemma 4.

Dermed er sztningen bevist. O
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Bevis for sztning 3.6 ved brug af bisektionsmetoden

Her beviser vi ligeledes setningen 3.6, der siger, at enhver reel, begrenset falge
har en konvergent delfglge, blot pa en anden made. Her starter vi med at have
en begrenset fglge, som vi s sperrer inde pa et interval. Derefter laver vi en
intervalfglge ved at formindske intervallet igen og igen samtidigt med, at vi sgrger
for at intervallerne til stadighed indeholder uendeligt mange elementer fra fglgen.
Til sidst viser vi, at denne intervalfglge kan bruges til at konstruere en konvergent
delfglge af den oprindelige fglge.

Bevis

Vi har en reel, begraenset folge, som vi kalder {z,}. At den er begranset betyder,
at der eksisterer et tal M € N, sddan at | z,, |[< M for alle n. Betragter man et

interval, [a, b], hvor a = —M og b = M, betyder dette, at intervallet vil indeholde
alle elementerne i {z,}.

Herefter deler vi intervallet [a,b] op i to lige store dele. Det gogr vi ved at

finde midtpunktet ¢ = ath

og se pa de to nye intervaller: [a, ] og [g, b]. Det vil

nu vaere sddan, at der er uendeligt mange elementer fra {z,} pa enten det ene,
det andet eller pa begge intervaller. Alternativt ville der kun vzere endeligt mange
elementer i begge intervallerne. Men nér intervallerne bliver forenet, indeholder
de hele {z,}, som har uendeligt mange elementer, og to gange endeligt mange
elementer kan jo ikke blive til uendeligt mange.

Vi laver nu en fglge, {I,}, af intervaller p4 folgende méde: Forste element,
I er lig [a, b]. Dernaest deles dette interval op i to lige store dele, som beskrevet
ovenfor. Mindst et af disse intervaller vil indeholde uendeligt mange elementer
af {z,}-folgen, og et sddant interval veelges som I;. P4 samme mé&de konstrueres
I, ved at dele I; og valge et interval indeholdende uendeligt mange elementer,
og sadan fortsaetter man med I3, I, osv. Ethvert nyt interval, der fremkommer
pé denne made, vil saledes vaere et delinterval af alle de foregaende. For {I,,} vil

det nu gelde, at l&ngden af et givet interval, I, er lig |b;na|, hvor n er antallet
af gange, intervallet [a, ] er delt.

Vi betragter nu en fglge, {c,}, som er konstrueret ud fra {I,}-folgen sa-
dan, at ¢, € I, hvilket betyder, at de enkelte elementer i {c,} er plukket ud
af de korresponderende {I,}-intervaller pd vilkarlig made. Vi vil vise, at enhver
folge, der er konstrueret siledes, ngdvendigvis m& konvergere.

Vi begynder med at argumentere for, at der eksisterer et punkt k, som
ligger i alle intervallerne i {I,}-folgen. Det ggr vi pa folgende made:

Forst betragter vi en venstre endepunktsfalge, {v,}, der er konstrueret saledes,
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at v er lig a, vy er lig det venstre endepunkt i I; og s& videre. Det vil nu gzlde,
at v < v, < vy < .... Saledes er {v,} en monoton voksende fglge. Helt analogt
vil en fglge, {h,}, der er konstrueret ud fra de hgjre endepunkter i intervallerne,
der udggr {I,}, vaere en monoton aftagende fplge. Lemma 4 giver, at bade {v,}
og {h,} vil konvergere. Vi kalder punktet, som {v,} konvergerer mod, for k, og

konstaterer at {h,} ogs& konvergerer mod k: Grunden til dette er, at afstanden
mellem v; og h; er lig ;al’ hvilket betyder, at afstanden mellem elementerne

7

med korresponderende indeks bliver vilkérligt lille, ndr bare man gir langt nok
op i indeks.

At begge endepunktsfalger konvergerer mod k, betyder at & er klemt inde mellem

endepunkterne i ethvert interval i {I,}, hvilket igen medfgrer, at k¥ ma ligge i
dem alle.

Vi har nu fundet et punkt, k, der ligger i alle intervallerne i {I,}-fglgen.
Vi vil nu vise, at {c,}-folgen konvergerer mod dette k. Det vil sige, at vi skal
vise, at ligegyldigt hvor lille et €, der er tale om, vil der findes et N, sddan at
alle c,-elementerne, der ligger l®ngere ude end cy, vil vaere teettere pa k end e.
Sagt pa en anden made, skal vi godtgare, at:

Ve>03INeN VneN:n>N=|c,—-kl|<e

Da bade c,, og k ligger pa intervallet I,,, kan afstanden mellem dem ikke overstige
b— .
| 2nal. |b — a| er en fast stgrrelse, og Arkimedes’ princip sikrer os, at vi kan

finde et N, sadan at 2V bliver si stor, vi matte gnske os. Hvilket igen betyder,

at vi kan f3 &:fvﬂ s& lille det skal vaere; specielt kan vi altid fi4 det mindre

end et givet €. For alle ¢,-elementer, der har hgjere indeks end cy, vil det altsa
veere sddan, at | ¢, — k |<| ¢y — k |< €. Det vil vaere saddan, fordi bade k og ¢,
befinder sig p4 stadigt mindre intervaller, og den maksimale afstand mellem dem
vil derfor veere mindre end €. Vi har dermed fundet det N, der skulle til for at
godtgere, at {c,} er konvergent.

Vi er nu parate til at vise, at alle begraensede fglger har konvergente del-
folger. Forst tager vi vores oprindelige fglge {z,}, hvorom vi bare ved, at den er

begranset. Nu laver vi en delfglge af {z,}, kaldet {z,, }, sddan, at fplgende krav
alle er opfyldt:

1. z,, = zo, dvs. begge fglger har samme startelement.
2. {z,,} defineres sidan, at: z,, € Iy, T,, € I1, Zn, € I; 0sv.

3. z,, er det element med laveste indeks i {z,}, som tilhgrer I}, hvorom det
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desuden gelder, at det har stgrre indeks, end de elementer der allerede er
udpeget til {z,,}.

Vi har nu en fglge {z,, }, som er en delfglge af en begraenset fglge {z,}. Derudover
eér den ogsd defineret p4 samme méde, som den {c, }-folge vi allerede har kigget
pa, hvilket betyder at den ngdvendigvis ma konvergere.

Dermed kan vi konkludere, at enhver begraenset fglge har en konvergent delfslge.
g

Analyse

Seetningstype: Seetningen udtaler sig om eksistensen af konvergente delfglger, nar

delfglgerne er udtaget af reelle, begraensede foiger. Det er altsa en eksistens-
setning.

Bevistype: Begge beviser er direkte.

Matematisk univers: Beviserne bygger pa det, der i forvejen er i satningen, og

inddrager ikke andre matematiske universer. Det vil sige, at beviserne ude-
lukkende omfatter matematisk analyse for reelle tal. Specielt er fuldsteen-
dighedsprincippet helt centralt for bade sztningen og beviserne for den. For
det fgrste ville seetningen slet ikke veere sand, hvis den angik rationale, be-
graensede fglger. Det ville den ikke, fordi definitionen af konvergens kraever,
at der eksisterer et tal, som fglgen konvergerer mod. En rational fglge der,
over R, konvergerer mod m, vil derfor ikke konvergere, hvis man betragter
det over Q. Tallet m eksisterer ikke i Q, og da man ikke kan neerme sig
noget, der ikke eksisterer, vil fglgen ikke konvergere.
Derudover vil ogsa beviserne falde fra hinanden, hvis ikke fuldstaendigheds-
princippet kunne antages. Grunden til dette er, at begge beviser hviler pa
lemmaet, at enhver reel, monoton og begrenset falge vil konvergere, hvilket,
af samme grunde som angivet ovenfor, ikke vil veere sandt over det rationale
tallegeme. Specielt vil bisektionsbeviset lide under, at det ikke leengere er
sikkert, at der eksisterer et k, som ligger i alle intervallerne i {I,,}-fglgen.
Den eneste del af beviserne der kan sta distancen uden fuldsteendighedsprin-
cippet, er den monotone, begraensede delfglge, der konstrueres vha. spidser.
En s&dan delfglge vil selv rationale og begraensede fglger have, og slutnings-
raekken vil stadig vaere gyldig over Q. Grunden til dette er, at den angir
legemets ordning, og ikke bekymrer sig om, hvor tet tallene ligger.

Grundlazggende ide: Beviserne adskiller sig ved at have hver deres grundlaeggende
ide. I forste bevis dannes en delfglge ud fra fglgens spidser eller mangel pd
samme. Delfglgen findes slledes ved at finde elementer i fglgen, der kan
betragtes som lokale ekstrema.

I det andet bevis dannes en fglge af intervaller, der har to karakteristika.
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Dels vil alle talfglger, der lever pa denne intervalfglge, konvergere, dels vil
ethvert interval indeholde uendeligt mange elementer fra den oprindelige
talfglge.

Diskussion

Begge beviser er gode eksempler pé, hvorledes man i matematikken, ved preecise
analyser af saetninger og definitioner, kan udlede ny viden. I dette tilfeelde bevises
et lemma og en saxtning, der, ud fra en overfladisk betragtning, ikke synes at
vaere umiddelbart indlysende konsekvenser af grundlaget. Hvis man eksempelvis
kun kendte til definitionen af en folge, er det vel ikke specielt indlysende, at
enhver reel fglge ngdvendigvis ma have en monoton delfglge. En fglge indeholder
uendeligt mange elementer, der ikke behgver at vaere ordnede pd anden made,
end ved rakkefglgen de forekommer i. Det, at man pa baggrund af definitioner,
der tillader kaos og forlanger uendelighed, kan uddrage si streng en orden, siger
noget om raekkevidden af deduktive slutninger.

Hvad angir den matematiske udsigelseskraft, er beviserne interessante ved
det, at de illustrerer, hvilken betydning fuldsteendighedsprincippet har i den
sammenheng. Uden dét, ville man f.eks kun kunne sige, at alle rationale,
begrensede fglger ville have en monoton og begranset delfglge. Yderligere
oplysninger om en s&dan delfglges opfersel ville man vaere afskiret fra at udtale
sig om. Fuldstaendighedsprincippet satter en i stand til at sige helt praecise ting
om, hvorledes denne delfglge vil opfgre sig.

Desuden er der ved disse beviser en sddan sammenhang mellem sztningen og
beviserne for den, at man, efter at have gennemgaet beviserne, dels kan indse, at
det med ngdvendighed forholder sig sddan, men derudover har man ogsa opniet
en langt bedre forstaelse for, hvorfor det nu engang forholder sig sddan.
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3.6 Dimensionss®tningen

Satning 3.7 (Dimensionssztningen)
Hyvis fglgende tre forudsatninger er opfyldt:

F1 :V og W er vektorrum

F2 : afbildningen T : V — W er en linesr transformation
F3 :V er endeligdimensional
sS4 er
dim (N(T')) + dim (R(T)) = dim(V)
Hvor N(T') og R(T) er hhv. nul- og billedrum for afbildningen T .

Fremgangsmaden for dette bevis er som fglger: Man inddeler beviset i de tre
taenkelige situationer, det generelle og to sartilfzelde:

o Det tilfzelde, hvor alle vektorer i V' afbildes over i nulvektoren, dvs. hvor
dim(N(T)) = dim(V).

e Det tilfzelde, hvor nogle vektorer i V' afbildes i nulvektoren, >og andre afbil-

des over i vektorer forskellig fra nulvektoren, dvs. hvor 0 < dlm( (1) <
dim(V).

e Det tilfzlde, hvor kun nulvektoren afbildes over i nulvektoren dvs. hvor
dim(N(T)) = 0.

Disse tre situationer gennemgas separat Beviset gar ud pa at vise, at den del af
en basis for hele V', der ikke udspaender nulrummet, netop afbildes over i en basis
for billedrummet. Dvs. at billederne af den del af basen for V, der ikke ligger i
nulrummet, netop udspender R(T") og er en linezert uafheengig maengde, se fi-
guren 3.14. Begge sidstnzevnte egenskaber er en umiddelbar fglge af T’s linearitet.

Fglgende definitioner og satninger bruges i beviset:

Definition 2

En delmangde, S, af et vektorrum er linezrt afheengigt, hvis der findes et endeligt
antal vektorer, 1,,T3,...,Zy, i S og skalarer ay, as, ..., ay, ikke alle lig 0, s4 at:

Ty + T+ ...+ 0yTp =0

Hvis S ikke er linezrt afhangig betegnes den linezrt uathangig, og skalarerne i
udtrykket, ay,a,,...,a,, vil alle veere lig nul.

Definition 3

En basis, (3, for et vektorrum V er en linesert uathangig delmaengde af V, der
udspander V.
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Figur 3.14 Figuren illustrerer hvordan T : R" — R? afbilder nulrummet, N(T'), over
i nulvektoren, 0, og de gvrige vektorer afbildes over i resten billedrummet. (Niss; 1990)

Definition 4

Lad S vezre en ikke-tom delmengde af et vektorrum V. Mangden af de vekto-
rer, man kan danne ved at skalere og/eller addere vektorer fra S, siges at veere

udspandt af S, og betegnes spansS.
Definition 5

Et vektorrum, V, er endeligdimensionalt, hvis det har en basis med et endeligt
antal vektorer. Antallet af vektorer i basis kaldes vektorrummets dimension og
angives som dim (V). Nulrummet tilleegges per definition dimensionen nul.

Definition 6
Lad V og W vere vektorrum, En funktion T : V — W kaldes en linezr trans-
formation fra V' til W, hvis der for alle z,y € V og A € R gaelder at:

e T(z+y) =T(z) +T(y)

o T(\z) = AT'(z)

Definition 7

Lad V og W vere vektorrum og T : V — W vaere lineser. Nulrummet for T er:
N(T) = {z € V : T(z) = 0}. Billedrummet for T er: R(T) = {T(z) e W : z €
V}.

Definition 8

Lad V vare et vektorrum. Da eksisterer for ethvert x € V et additivt inverst
element y € V, sdledes at  +y = 0.

Saetning 3.8

Lad V og W veere vektorrum og T : V — W vaere linezer. S3 er N(T') og R(T)
underrum af henholdsvis V og W.
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Szetning 3.9
Lad W vare et underrum af et endeligdimensionalt vektorrum V. S§ er W endelig-
dimensional og dim(W) < dim(V'). Desuden gelder, at hvis dim(W) = dim(V),
sderV=W.

Saetning 3.10

Hvis W er et underrum i et endeligt dimensionalt vektorrum V', s er W = {0}

eller ogsd har W en endelig basis, og enhver basis for W kan udvides til en basis
for V.

Szetning 3.11
Lad V og W veare vektorrum, lad V vare endeligdimensional og lad T :

V — W vare linezr. Hvis 8 = {v1,...,v,} er en basis for V, s§ er R(T) =
span({T'(v), .., T(vn)})-

Szetning 3.12

Lad V vere et vektorrum og = {uy,...,u,} veere en delmaengde af V. S§ er 8
en basis for V', hvis og kun hvis enhver vektor v i V kan udtrykkes pd netop en
méde som en linearkombination af vektorer i B. Det vil sige, at enhver vektor i

V kan udtrykkes pa formen v = aiu; + aug + ... + a,un, hvor a;-erne er reelle
- koefficienter.

Bevis for satning 3.7

Definitionen pi at vaere endeligdimensional er ifglge definition 5, at der eksisterer
en basis med et endeligt antal basisvektorer for et vektorrum U, hvor dim(U) er
lig antallet af vektorer i denne basis, n. Da V er endeligdimensional, kan vi derfor
antage at:

dim(V)=n, ne N

Setning 3.8 siger, at nar T er linezr, og V' er et vektorrum, si er N(T') et under-
rum af V. Ifglge szetning 3.9 er et underrum til et endeligdimensionalt vektorrum
selv endeligdimensionalt, med dimensionen k& < n, hvor n er dimensionen af vek-

torrummet. N(T') er siledes et underrum, der er endeligdimensionalt, og vi kan
derfor antage at:

dim (N(T)) =k <n, keN

Nu er det sddan, at vi far forskellige situationer alt efter hvilke veerdier k antager.
Det eneste, vi ved om k, er, at 0 < k < n. Dette giver tre forskellige tilfelde, som
vil blive behandlet selvsteendigt. Vi vil i det folgende se pé, hvad der sker, hvis:

A. k=n
B.0<k<n
C. k=0
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A dim (N(T)) =n

Forst ser vi pa det tilfeelde, hvor dim (N(T)) = n. Dimensionen af nulrummet er
séledes den samme som dimensionen af V', men da nulrummet er et underrum
til V, md N(T) = V, jf. seetning 3.9. Dette er derfor den situation, hvor alle
vektorer i V bliver afbildet over i nulvektoren, og enhver vektor i V' séledes tilhgrer
nulrummet. Billedrummet bestar da kun af nulvektoren og har derfor dimensionen
0. Der galder derfor at: dim(R(T)) = 0 og dim (N(T)) +dim (R(T)) = dim(V) =
n. Dette var netop hvad vi skulle vise.

B. 0 <dim (N(T)) <n

Fordi dim (N(T')) netop er defineret som vaerende antallet af elementer i en basis
for N(T'), kan vi antage, at {v1,vs,...,vx} er en basis for N(T). En basis for et
underrum til et endeligdimensionalt vektorrum kan ifglge setning 3.10 udvides
til en basis for hele vektorrummet. Derfor kan {vy, vs, ..., v} pd grund af F1 og
F3 udvides til en basis, 8 = {v1, ...,V Vk+1,---,Vn}, for V.

Hvis man nu kan vise, at S = {T(vk+1), T (vk+2),- .-, T(vs)} er en basis for R(T),
sd at

dim (R(T)) = dim(S) =n—k
vil vi da fa, at k + (n — k) = n, og det gnskede er vist. Beviset, for at S er en

basis for R(T), falder i tre dele, svarende til de tre punkter i definitionen pa en
basis, definition 3:

1. SC R(T)
2. S udspzender R(T)

3. S er linezert uathengig

ad 1 Dette er en fglge af, at {vk+1, Vk+2,- .-, vn} tilhgrer V og af at billedrummet
er defineret som: R(T) = {T'(z): z € V}.

ad2Da T er line®r, og vi har en basis 8 for V, hvor 8 =

{v1,. .., Yk;s Vkt1,.-.,Un}, giver seetning 3.11, at billedrummet, R(T), er
udspandt af billederne af basisvektorerne for V. Dette betyder, at
R(T) = span{T(v1),-..,T(vk), T (Vk+1);---,T(vn)}. Men da {vy,..., vk}
er en basis for nulrummet, betyder det, at T(v;) = ... = T(w) =
0, hvilket medferer at: span{T(v),...,T(vk),T(vks1),.--,T(vn)} =
span{T(vgs1), .., T(t)} = span(S) = R(T)

ad 3 For at vise, at S bestar af linesert uafhaengige vektorer, ses pa:

bk+1T(vk+1) +...4+ bnT(vn) =0, e R
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Hvis S er linezert uafhaengig, skal alle b’erne i udtrykket veere lig nul. Dette
skyldes, at linezer uafhangighed er defineret som vaerende det modsatte af
linezer afhaengighed, jf. definition 2. Da T ifglge F2 er en linezr transfor-
mation kan ovenstdende udtryk omskrives, jf. definition 6:

bk+1T(’Uk+1) + ...+ bnT(’Un) =0T (bk+1 ('Uk+1) + ...+ bn(vn)) =0

Da definitionen pd nulrummet er N(T) = {z € V : T(z) = 0}, ma
bk+1(Vk41) + ... + bn(vn), som T transformerer over i nul, tilhgre N(T). Vi
har antaget, at N(T') har en basis: {vy,v2, ..., v;}, og vi kan, ifglge setning
3.12, skrive ethvert element i N(7T') som en linearkombination af elemen-
terne i denne basis. Dette giver at: by U541+« - +bpvn = 103 + - - - + CrUg,
hvor skalarerne ¢y, ..., cx € R. DaV er et vektorrum, findes additive inverse
elementer, jf. definition 8, si ovenstdende kan omskrives til:

0=cv1+...+ ckVk — bky1Vk41 — ... — bty (3.1)

Vi har nu aktiveret hele 3, der er en basis for V, og en basis er jo linezrt
uafheengig, jf. definition 3. Derfor ma alle skalarerne i ligning 3.1 veere lig

0, hvilket betyder, at S er en linesrt uafhaengig mangde, jf. deﬁmtlon 2.
Dette var netop, hvad vi ville vise.

C. dim (N(T)) =0

Hvis dim(N(T)) = 0, har vi det tilfeelde, hvor nulrummet kun indeholder 0-
vektoren. Ifglge seetning 3.11 er R(T) = span(T'(8)) = span({T(v1),...,T(v,)}),
hvor 3 er en basis for V. Vi gnsker at vise, at {T'(v1),...,T(vn)} er en basis for
R(T), og at dim(R(T)) = n. Argumentationen er analog til ovenstaende. T'(5)

tilhgrer R(T') og udspznder dette, si vi skal vise, at T'(8) er linezert uafhengig.
Vi omskriver som ovenfor:

blT(’Ul) +...+ bnT(’Un) =0T (bl(’Ul) + oot bn(’l)n)) =0

Da nulrummet kun indeholder nulvektoren, medfgrer dette, at

bi(vi) + ... + bn(vs) = 0. Da B er en basis og derfor linesert uafhzngig,
har dette udtryk kun den trivielle lgsning b; = by = --- = b, = 0. Det ses heraf,

at ligningen b;T'(v,) + ... + b,T(v,) = O ligeledes kun har den trivielle lgsning,
og derfor er T'(B) en basis for R(T'), hvilket medfarer, at dim(R(T)) = n. I dette
seertilfzelde bliver dimensionssatningen derfor n + 0 = n, hvilket er sandt.

Vi har nu bevist dimensionssaetningen for alle mulige tilfzelde. O

Analyse

Saetningstype: Dimensionsseetningen viser en relation mellem nogle vektorrum
og den linezre afbildning imellem dem. Den kan derfor siges at veere et
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ligningsbdnd mellem dimensionerne af disse vektorrum. Det, setningen gor,
er saledes at fastlaegge stgrrelsen af hvert enkelt vektorrum som et forhold
mellem de to andre.

Bevistype: Beviset er direkte.

Matematisk univers: Bade sztningen og beviset drejer sig udelukkende om lineser
algebra, der er studiet af vektorrum over et legeme, K, med kompositioner
addition og multiplikation (K, +,-). Beviset hviler siledes kun pa aksiomer
og definitioner fra linezer algebra, samt setninger der er afledt af disse. Vi
har siledes den situation, at alle elementerne i beviset er veldefinerede og

hviler pd samme grundlag, og at der er sammenhang mellem satning og
bevis.

Grundlzggende ide: Ideen i beviset er at vise, at man kan udvide enhver basis
for et underrum til en basis for hele vektorrummet.

Diskussion

Beviset traekker pa en lang rakke definitioner og satninger og virker maske
derfor kompliceret og som havende et meget bredt matematisk fundament.
Indtrykket snyder, da alle satningerne er en del af den meget basale linesre
algebra, f.eks. linearitetsbegrebet, basis, nulrum og billedrum. Beviset er saledes
meget naert ved sit aksiomatiske grundlag. Det ggr det nemt at godtggre, at
beviset er deduktivt korrekt, da alle skridt kan fgres tilbage til disse aksiomer.
Det, at alle bestanddele i beviset befinder sig inden for samme univers, ggr, at
der er konsistens mellem bestanddelene.

Man skal dog tage hgjde for, at man ikke i beviset anvender en satning, der
kun kan bevises ud fra dimensionssatningen. Ellers bliver det en cirkelslutning,
man foretager, hvor man forudsatter (dele af) det, der skal vises. Alle de
satninger, der bliver brugt i ovenstdende bevis, kan dog bevises uden brug af
dimensionssaetningen, og vi har siledes ikke det navnte problem.

Vektorrumsbegrebet er let at forstd, nir man taler om det i 1, 2 og 3 dimensioner.
Det bliver abstrakt, ndr man bevaeger sig i vektorrum af 4 dimensioner eller stgrre
og saledes ikke leengere kan visualise, hvad der foregér. Da vi ikke leengere intuitivt
forstdr, hvad der foregar i vektorrummene, har vi udelukkende argumenter, at
holde os til. Nar vi siledes skal undersgge, om beviset er deduktivt korrekt, er vi
ikke udsat for de faelder, der opstér, ndr man synes, at noget virker selvindlysende,
og af denne grund undlader at undersgge det ordentligt. Under disse forhold er
man derfor muligvis mere grundig, end man ville have vzret, hvis man havde en
klar forstaelse af vektorrum pé over 3 dimensioner.
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P3 den anden side, kan det dog vaere tilfaeldet, at man netop snydes af sin intui-
tion, ved at tro, at hvad der gelder for 1, 2 og 3 dimensioner ligeledes geelder for
stgrre dimensioner. I et sddant tilfzelde vil beviset virke forklarende, da satningen
vil veere intuitivt forstielig, ndr man har indset, hvad der sker, nir en basis bliver
afbildet linesert. Man mé si stole pa sine matematiske evner til desuden at kunne
se det stringente i beviset.
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3.7 Regneregel for den komplekse, naturlige eks-
ponentialfunktion

Saetning 3.13
For alle komplekse tal z og w er

Fremgangsmaden for dette bevis er meget enkel, idet det stort set bestar af
beregninger; fgrst regnes pd den ene side af lighedstegnet i saetningens ligning,
s& pa den anden, hvorefter man konstaterer, at de to sider er ens.

Vi har fglgende forudsatninger:
1. For den reelle, naturlige eksponentialfunktion geelder: e® - € = e***.

2. For et komplekst tal, z = a + ib, hvor a og b er reelle tal, geelder det pr.
definition at:

e® = e”(cosb + isinb)

hvor bade eksponentialfunktionen p4 hgjre side af lighedstegnet og de tri-
gonometriske funktioner er de seedvanlige reelle funktioner.

3. For to komplekse tal z = a +1ib og w = c+id, hvor a, b, ¢ og d er reelle tal,
geelder at:

z+w=(a+c)+i(b+d)
z-w = (ac — bd) + i(ad + bc)

4. For de reelle sinus- og cosinusfunktioner gzlder at:
sin(z + y) =sinz cosy + cosrsiny

cos(z +y) =coszcosy —sinzsiny

Bevis for sztning 3.13
Fgrst omskrives venstre side af satningen vha. forudsztning 2 og 3:

2t = latIibHd) = gote(oog(h ot d) + i sin(b + d)) (32)

Vi arbejder herefter pa hgjre side af lighedstegnet i seetningen. Ifplge forudsztning
2 og den distributive lov kan e* - e¥ omskrives:

e*-e” = e®(cos b+isin b)-e°(cos d+isind) = (e® cos b+1ie® sin b) (e cos d+ie sin d)
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Herefter anvendes regneregel for produkt af komplekse tal og regneregler for den
reelle, naturlige eksponentialfunktion (forudseztninger 3 og 1), samt kommutativ
og distributiv lov for komplekse tal:

(e cos b + ie® sin b)(e® cos d + ie® sin d)

= (e®cosb e®cosd — e*sin b e°sind) + i(e® cosb e®sind + e® sin b €° cos d)
= e"**((cosb - cosd — sinb - sind) + i(cos b - sind + sin b - cos d))

Nu anvendes de trigonometriske additionsformler for reelle tal (forudsatning 4):
e**°((cosb - cosd — sinb - sind) + i(cos b - sind + sin b - cos d))

= e**¢(cos(b + d) + i sin(b + d))

Vi har nu vist, at: e*-e* = e**¢(cos(b+d) + i sin(b+d)) og da dette ifglge ligning
(3.2) er lig e**% er s@tningen bevist. m]

Analyse af bevis

Seetningstype: Ovenstdende saztning er en egenskabssaetning, da den omhand-
ler en egenskab ved den komplekse, naturlige eksponentialfunktion, nemlig
den, at e oplgftet i en kompleks sum, er lig produktet af e oplaftet i hvert
af leddene i denne sum. Anderledes udtrykt siger setningen, at den kom-
plekse, naturlige eksponentialfunktion respekterer den ssedvanlige funktio-
nalligning, hvilket vil sige, at f(z + w) = f(2) - f(w).

Bevistype: Beviset, vi har gennemfgrt, er direkte, og det er baseret pi regnereg-
ler for den reelle, naturlige eksponentialfunktion og reelle trigonometriske
funktioner, samt regnereglerne for komplekse tal.

Matematisk univers: Sztningen omhandler tilsynladende kompleks funktionste-
ori. Men da s®tningens elementer og beviset bade inddrager den reelle,
naturlige eksponentialfunktion, reelle trigonometriske funktioner, samt reg-
neregler for komplekse tal, er det ikke tydeligt, hvilken aksiomatik en sddan
setning med bevis hviler pd. En vasentlig del af et bevis for en sidan sat-
ning, vil siledes besta i at klarleegge forholdet mellem bevisets bestanddele
pa en sddan méde, at det ud fra ét aksiomatisk grundlag godtggres, at man
kan tilleegge bestanddelene de egenskaber, man benytter sig af i beviset.

Grundlzggende ide: At anvende additionsreglerne for cosinus og sinus, samt at
anvende funktionalligningen for den reelle eksponentialfunktion.
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Diskussion

Som beviset er udfert, er det er et godt eksempel pa et bevis, der indeholder
elementer fra flere forskellige grene af matematikken. Der inddrages bade reelle
tal, trigonometriske elementer og den naturlige eksponentialfunktion. Nér et bevis
inddrager flere forskellige grene af matematikken, kan dette ggres pa flere méader:

1. Man kan blande kortene uden at ggre opmaerksom pé, hvilket grundlag
der arbejdes ud fra. Eksempelvis er det ikke er veldefineret, hvad sinus-
funktionen, som er en trigonometrisk funktion, har at ggre med den reelle
eksponentialfunktion.

2. Man kan antage eksistensen af de enkelte elementer og redeggre for, hvilke
egenskaber man vealger at tillaegge dem. Beviset vil s& falde eller std med
disse eksistensantagelser. Hvis elementerne eksisterer og har de egenskaber,
man har tillagt dem, er beviset korrekt (forudsat at de enkelte skridt er
foretaget korrekt). Hvis ikke de eksisterer og har de ngdvendige egenskaber,
har man ikke bevist noget som helst.

3. Man kan vise, at det ud fra et enkelt aksiomatisk grundlag er muligt at
skabe elementer, der er a&kvivalente med dem, man bruger i beviset. Her
ngjes man ikke med at antage eksistensen af elementerne, men péviser den
ogsd. Det er siledes veldefinerede stgrrelser, man inddrager i sine slutninger.

Hvis man bruger den fgrste méde, forudssetter man implicit, at aksiomerne, for
de forskellige omrader der inddrages, er konsistente. I dette bevis drejer det sig
om aksiomerne for de reelle tal, for de trigonometriske funktioner og for den
reelle eksponentialfunktion. Hvis aksiomerne ikke er konsistente, giver det ikke
mening at foretage de forskellige udregninger i beviset, da selve fundamentet
for at sige noget meningsfuldt ikke laengere er til stede. At det aksiomatiske
grundlag ikke er konsistent betyder nemlig, at det nu vil veere muligt at fore
korrekte beviser for, at noget bade er sandt og falsk p& samme tid.

Nar man ofte lader sig forfgre af fgrste made, er det muligvis, fordi man
koncentrerer sig om méden, en funktion bliver brugt pa, idet man genkender den
i et bevis. Man tanker ikke pa, om det overordnet er korrekt at bruge den i den
pageldende sammenhang.

I lerebgger mgder man ofte denne metode, altsd at en hel del bliver implicit
antaget, hvilket ogsa galder kilden til dette eksempel Lindstrgm (1996). Dette
betyder ikke ngdvendigvis, at forfatteren ikke er bevidst om problemstillingen,
men at der er mange hensyn at tage, ndr man skriver leerebgger.

Hvis man bruger den anden méde, s& kunne det foregé som fglger:
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Vi antager, at der eksisterer en funktion f(z) = ¢®: Dy = R og V; = Ry, som
har folgende egenskaber: e*t¥ = e® - ¢¥. P4 samme méade antages eksistensen af
funktionerne cosz og sinz: Dy = R og V; = [—1,1], som har egenskaberne, at
cos(z + y) = cosz cosy — sinzsiny og sin(z + y) = coszsiny + sinz cosy.
Problemet er, at indtil man har godtgjort eksistensen af funktioner med séddanne
egenskaber ud fra det samme grundlag, er det ikke klart, hvad det er, man har
foretaget sig. Beviset hviler derfor pé et usikkert fundament.

I vores tilfeelde er det faktisk muligt at give preecise definitioner p& uendelige
rakker, der udelukkende er skabt p& grundlag af aksiomerne for de reelle tal, der

er xkvivalente til e*, sinz og cosz. Det vil sige, at vi kan anvende den tredie
maéide ved at definere fplgende funktioner: ’

og bevise ud fra aksiomsystemet for de reelle tal, at de konvergerer mod
de gnskede funktioner og har de egenskaber, som blev postuleret i forrige
eksempel. Da er bevisets elementer bade veldefinerede og samlede under ét ak-
siomatisk system, sddan at forholdet elementerne imellem ikke laengere er ukendt.

Det bedste vil vaere at anvende den tredie made, ndr man skal bevise noget, altsa
at starte beviset med at godtggre eksistensen af de elementer man anvender, og
at forsgge at fa alle elementer til at hvile p4 samme grundlag.

Konsekvensen af ikke at indfgre alle funktioner p4 samme grundlag, og derfor
operere med elementer der ikke er veldefinerede, er, at selv om man har fiet
etableret den sammenhzng mellem praemisser og konklusion, hvor den sidste
fglger med ngdvendighed af den fgrste, har man stadig ikke bevist satningen.
Man har nemlig ikke sikret sig, at preemisserne er sande, og vi har fgr kigget

pa, at slutningsregler kun garanterer noget om konklusionen, hvis praemisserne
er sande.
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3.8 Binomialformlen

I dette afsnit vil vi arbejde med nogle beviser for fglgende formel:

Satning 3.14 (Binomialformlen)

(a+b)" = Xn: (7;) a™ '

1=0

fora ogb e R ogn e N.

Ud fra denne formel kan man opskrive koefficienterne direkte til et led af typen
a™ b’ i stedet for at skulle gange alle parenteserne ud. Navnet har formlen fra,
at en toleddet storrelse, (a + b), ogsd kan betegnes et binomium.

I det fglgende gennemgar vi tre forskellige beviser for binomialformlen.

e Et induktionsbevis, hvor vi omskriver med sumtegn og benytter binomial-

. . n
koefficientnotationen, ( k) .

e Et induktionsbevis, hvor vi udelukkende regner med brgker og fakulteter.

o Et kombinatorisk bevis.

Vi har medtaget disse tre beviser, da vi mener, at man ved at sammenholde de
forskellige beviser kan illustrere nogle forskellige sider af bevisbegrebet.

Efter hvert bevis vil der vaere en analyse, mens diskussionen fgrst kommer efter
alle beviserne.

Induktionsbevis med sumtegn

Beviset er et induktionsbevis. Fremgangsméden i beviset er, at man forst
kontrollerer, om satningen er sand for basisbetingelsen, n = 1. Herefter antages,
at binomialformlen galder for n = k, og ved hjelp af antagelsen, regnes der pa
udtrykket for n = k 4+ 1, hvorved det vises, at formlen gelder for n = k + 1. Det
kan si konkluderes, at formlen geelder for alle n € N.

I det efterfglgende benytter vi et lemma, hvor vi vil lade

() = s

Vi vil ikke tilleegge notationen nogen kombinatorisk betydning, men blot lade

n . .
( k) vaere en kort notation for ovenstdende brgk.
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Beviset benytter folgende forudseatning:
e Potensregnereglen: a?*? = a? - af.

Bevis
Startbetingelsen er opfyldt, idet der for n = 1 geelder:

1
1 1 1 -
1_ 1. b= 120 opl 1-ipi
(a+b) =a+b=1-a-1+1-1-b <O)ab +(1)ab Eo (i)a b

Vi har her benyttet, at pr. definition er 0! = 1! = 1, og derfor er (n) = (n) =

Vi antager nu, at binomialformlen galder for n = k. Altsj at:

.

=0

Vi skal vise, at den ogsd geelder for n = k + 1, altsi at:

k+1 '
(a + b)k+1 = Z (k + 1) ak+1—ibi

- 7
=0

Forst faktoriseres efter potensregnereglerne.

(a+ b)**! = (a + b)(a + b)*

k
Derefter benytter vi antagelsen, (a + b)* = Z (’:) akibi,
1=0

k
(a+ b)(a + b)* = (a + b) Z (’:) ak=ipi

i=0

Herefter ganges summen ind i parentesen (iflg. den distributive lov):

(a+b’°+1 (a+b)Z(> k=gl =g Z() k-ibi+b.2k:(’:>ak~ibi

i=0 i=0 1=0

Nu flyttes a henholdsvis b ind i under sumtegnet (iflg. den distributive lov, den
kommutative lov og potensregnereglerne):

(a+b)F+! = i (k) b=y 4 Z ( ) gF-ipit!

i=0 1=0
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Vi fraspalter nu det forste led i den fgrste sum og det sidste led i den anden sum.
Herved &ndres-summationsgraenserne: Nedre summationsgraense for den fgrste

sum zndres fra 1 = 0 til ¢ = 1, og gvre summatlonsgraense for den anden sum
eendres fra k til k — 1.

= (oo (ersE Qe ()

i=1 1=0

Udtrykket reduceres herefter til:

k k-1
(a + b)k+1 — ak+1 + Z (’:) ak—i+1bi + E (’:) ak—ibi+1 + bk+1
i=1

=0

Vi gnsker nu at sendre summationsgraenserne i den hgjre sum, si den fir samme
greenser som den venstre sum, dvs. vi gnsker at summere fra i = 1 til { = k.
Antallet af led bibeholdes ved dette, da bide nedre og gvre summationsgraense
pges med 1. Der korrigeres for, at indekset er gget med 1 i alle led, ved at fratraekke
1 fra indekset alle de steder indekset optreeder under sumtegnet. Derved far vi
samme sum, selv om summationsgranserne er haevet:

k
(a+ b)k+1 =gF* 4 Z (z> akitp 4 Z ( ) aF—G-Dpi 4 phtl
=1

i=]1

Vi haever nu parentesen i eksponenten ved den hgjre sum, og derved ses, at de to
sidste faktorer, som summernes led bestar af, er ens, nemlig a*~*+1b".

k
(a + b)k+1 _ ak+1 + Z ( ) k-i+1bi + Z (Z ’—‘3 1) ak-—i+1bi + bk+1
i=1

i=1

Da vi nu har samme grznser for de to summer, og summernes leds sidste to
faktorer er ens, kan disse ifslge den distributive lov samles under ét sumtegn:

k
(a + b)F+! = g1 4 Z((lz) + (z f 1) )aFTHHIpE 4 bt
i=1

Vi benytter nu, at (’:) + ( k

. 1) = (k ':- 1) der bevises efterfglgende som

lemmma 5.
Da kan summen omskrives til:

k+1 _ k+1 £ (E+1 k—it1pi | pk+1
(a+b)*!=a* + )" o )a T b

i=1
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k+1
Hele udtrykket kan nu samles under ét sumtegn, ved at benytte at ( _g ) =

k+1 _
(ki 1) = 1 og ved at @ndre pd summationsgraenserne:

k
kE+1\ k4130 k+1\ iy, (B+1\ kiogernypptt
— i+l b
( 0 )a b’ + E ;)8 b+ E+1)®

i=1

k+1
_ Z (k _: 1) gF+1-ip

=0

Dette er netop binomialformlen for n = k + 1, og det er dermed vist, at bino-

mialformlen galder for n = k + 1. Da den ligeledes gzelder for n = 1, geelder den
dermed for alle n € N O

Analyse af induktionsbevis med sumtegn

Satningstype: Binomialformlen er en identitetsszetning, idet den viser to forskel-
lige méder, hvorpad man kan opskrive en veerdi af en bestemt type, nemlig
potensen af en toleddet stgrrelse. Formlen ggr det let at finde koefficienterne
til en potens af toleddede stgrrelser.

Bevistype: Det er et direkte bevis af typen induktionsbevis, der udelukkende be-
nytter sig af udregninger. Beregningerne bestar hovedsageligt af manipula-
tion af summationsgranser, hvor vi forklarer, hvordan og hvorfor de enkelte
skridt fremkommer, samt ved manipulation af binomialkoefficienter. Vi &n-

drer graenserne pa en made, der ggr det let at finde frem til resultatet, vi
sgger, nemlig at formlen er sand for n = k + 1.

Matematisk univers: Beviset bevaeger sig inden for de naturlige tals univers, nar
vi ser p4 binomialkoefficienterne og i og med, at beviset er et induktionsbe-
vis der benytter sig af summationsgraenser, hvor indekset 7 lgber inden for
de naturlige tal. Ser vi pa leddene i den toleddede stgrrelse bevaeger vi os

inde for de reelle eller de komplekse tals univers, da a og b enten kan vaere
reelle eller komplekse.

Grundleggende ide: At opskrive (a + b)¥*! som (a + b)(a + b)* og derved kunne
bevise sztningen ved induktion under anvendelse af manipulation af de
indgéende stgrrelser.

Vi vil nu bevise lemma 5, som blev anvendt i ovenstiende bevis.
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Lemma 5

k
(6)+(5)=(7)
) i—1 1
ny n!
k) k'(n—k)
og regner pa udtrykkene:

(1;) + (z f 1) - z‘!(kki TG 1)!(chci (i— 1))

Vi omskriver brgkerne ved at udnytte, at ¢! =i(i — 1) og (k —i+1)! = (k-7 +
1)(k — )t

Bevis for lemma 5
Vi anvender, at

(I:) + (z £ 1) == l)k!!(k TR PR T -]Z!+ k=9

Udtrykkene settes pa faelles brgkstreg:

k k\ kG — 1)k — i+ 1)(k — 6)! + kY — 1)1k — 5)!
(z) + (z _ 1) T T G-k =)= =i+ (k=)

Brgken forkortes, og vi anvender igen, at i! og (k — ¢ + 1)! kan omskrives, samt
at vi kan sztte k! udenfor en parentes i teelleren:

() - ey

Vi reducerer i taelleren og flytter om pé leddene i navneren:

() (20 ==y

Vi omskriver ved brug af k!(k + 1) = (k + 1)%:

)+ (20) =z = (1)

Dette er netop, hvad vi gnskede at vise. O
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Induktionsbevis med brgker og fakulteter

Vi vil nu vise, at beviset for binomialformlen kan gennemfgres uden brug af
binomialnotationen og sumtegn. Nar man udferer alle mellemregninger bliver
dette for uoverskueligt til at medtage her. Vi synes dog, at der er en pointe i at
kunne folge alle skridt tilbage til de regneregler, der anvendes, derfor har vi sat
den uforkortede udgave i appendiks A.

Seetning 3.15 (Binomialformlen)

n! n! n! " n!
n_ n n—1zl ., .. n—ipt ., n
(@) = G0 TTm=11® T T amon® T m

Bevis
Beviset er et induktionsbevis og er helt analogt til det forrige bevis.

Startbetingelserne er opfyldt, idet der for n = 1 galder:

o 1!
b1= b=1-q-1 1.1.b=-——-——-10 —_ g1
(@+b) =a+ a1+ 0!(1_0)!ab +1!(1_1)!ab
Vi antager, at binomial’g?rmlen gelder for n = k. Det vil sige, at koeflicienten
til leddet a*~ib* er m’ hvor 0 < 7 < k. Vi skal vise, at den galder for
n = k + 1. Det vil sige at:
' k+1)! (k+1)! -
pYE+ — ( k+1 k+1-1pl o
(a+9) Mk+1-01" " Nk+1-D1° +
(k+1)! i (k+1)! k+1
10" Ot Tt RIDkTI- G

Vi kan efter potensregnereglerne, a?*? = a? - a?, opskrive folgende:
(a +b)¥*! = (a + b)(a + b)*

Nu benyttes induktionsantagelsen, at binomialformlen galder for n = k.

k! k!
| k_ ‘ kpo | : k-1pl 4 ..
(a+b)(a+b)" = (a+D) (0!(k—0)!“ b NE-1" b
k!

. k!
K i K kg
k= i¢ Pt HE—me b)

Nar parenteserne ganges ud, vil der fremkomme en rakke led, der alle vil veere af
typen ca**+'=ib, hvor 0 < i < k + 1. Koefficienten, vi sgger, er ¢ € N.
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For leddene a*+1b° og a®b**! vil koefficienten vare 1, da disse led fremkommer
ved at gange a pa a* og b pa b¥, hvilket kun kan ske pa én made.

Vi ser nu pa koefficienten for et generelt led af typen: a**'~%¢, hvor 0 < i < k+1.
Dette led kan fremkomme pé netop to méider: Ved enten at gange a pa a*~b¢ eller

b pa a*~(~Dpi-1, Ud fra induktionsantagelsen kan vi derfor opstille fglgende sum
for c: ! .

CT A= T G- DE- G- D)

Denne kan vi ifglge lemma 5 omskrive til:

oo (E+1)!
Tk +1 =)

Vi har hermed vist, at setningen er sand for n =k + 1. O

Analyse af induktionsbevis med brgker og fakulteter

Beviset svarer pa de fleste punkter til det fgrste bevis, idet det stort set er det
samme, vi foretager os. Her har vi ikke anvendt sumtegn, som blot er en nota-

tionsméde, men regner pd de udskrevne brgker. Beviset adskiller sig dog fra det
ovenstaende pa fglgende punkter:

Bevistype: En lille forskel findes i slutningen af beviset, hvor argumentationen er
af kombinatorisk art,'i(‘iet vi viser, hvorledes man kan fremskaffe et led af
en given type, ca*t'~'b¢, pa to forskellige mader.

Matematisk univers: Beviset bevager sig ligesom det forrige inden for de reelle
og de komplekse tals univers, idet leddene i de toleddede stgrrelser bade

kan veere reelle og komplekse. Desuden er de naturlige tal bragt pa banen,
i og med at det er et induktionsbevis.

Kombinatorisk bevis for binomialformlen.

Vi skal ggre rede for, at stgrrelsen af koefficienterne, nir man ganger toleddede
st@rrelser sammen, svarer til binomialkoefficienterne i binomialformlen.

k k!
Inden beviset for selve binomialformlen, bevises, at )= m er antallet
af mader, hvorp& man kan udtage i elementer ud af k£ elementer, nar rackkefglgen
er uden betydning. Derefter illustreres pointen i det kominatoriske bevis for

binomialformlen med et eksempel, og efterfglgende bevises seetningen.
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Bevis

Hvis man skal valge 1 element ud af k elementer, kan dette ggres pa k forskellige
méader. Hvis man skal veelge 2 ud af k elementer, kan dette ggres pa k(k — 1)
forskellige mader, da det samme element ikke kan valges to gange. Hvis man skal
veelge i elementer ud fra k mulige kan dette ggres pa k(k—1)(k—2)--- (k—(i—1))

méader. En del af disse mader indeholder de samme elementer, kun rakkefglgen
af elementerne er forskellig.

i elementer kan sorteres pa i! mader, da der kan vaere ¢ forskellige pé forste plads,

(i ~ 1) forskellige p& neeste plads osv. Vi far derfor, at i elementer ud af k kan
k(= 1)(k — 2)1,; (k= (—1) forskellige mader, nar raekkefglgen

ikke betyder noget. Denne brgk kan skives kortere, hvis vi forleenger med (k —1)!.
Derved fas: Kl

0=

udtages pa

Inden beviset for binomialformlen starter vi med et eksempel.

Vi udregner (a + b)? og ser, om det passer med binomialformlen.

2
(@+b)?=(a+b)(a+b) =a’+ab+ba+b*=a>+2b+b" =) (i)a*"b".'

1=0
Udregningen bygger pa de distributive og kommutative love. Fremgangsmaden
er, at man tager et led fra hver parentes og multiplicerer disse. Slutresultatet
er summen af disse produkter. I dette eksempel tages et a fra fgrste parentes
og et a fra anden parentes og disse multipliceres. Derefter tages et a fra fgrste
parentes og et b fra anden parentes og disse multipliceres. S& tages et b fra fgrste
parentes og et a fra anden, og slutteligt et b fra bade fgrste og anden parentes.
Summen af disse er: a? + ab + ba + b%. Dette er lig 1 - a? + 2 - ab + 1 - b2, hvor
leddenes koefficienter svarer til antallet af mader, hvorpd man kan fa produktet
ved at udtage ét led fra hver parentes. Der er altsi netop én méde, hvorpd man
kan tage to a’er eller to b’er ud af de to parenteser, mens der er to mader, hvorpé
man kan tage et a og et b fra de to parenteser.

Szttes endnu et led pé fas:

(a+b)3 = (a+b)(a+b)? = (a+b)(a®+2ab+5%) = a(a®+2ab+b%)+b(a? +2ab-+b?)
= a® + 202 + ab? + a%b + 2ab? + b° = a® + 3a2b + 3ab? + b°

Man ser, at alle leddene indeholder netop tre faktorer, og disse led er fremkommet

ved, at der for hver parentes, der ganges ud, udvalges enten et a eller et b fra
hver parentes. Dette princip vil vi nu sgge at generalisere til et egentligt bevis.
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. Bevis

Vi skal vise, at

(@+b)"=(a+b)(a+b)--(a+b) = Z (’;) ",

=0

Hvis man ganger (a+b)" ud vha. den distributive lov, fis summen af alle de mu-
lige produkter, hvor der er taget netop én faktor fra hver af de n parenteser. Nar
man tager et b ud fra ¢ parenteser, méa der tages a’er fra resten af parenteserne,

dvs. (n — i) a’er. Ved hjzlp af den kommutative lov og potensregnereglerne, kan
leddene omskrives til formen a™~b'.

Man har taget alle de mulige kombinationer netop én gang, men nogle af disse
muligheder er ens, fordi vi ikke skelner mellem, hvilke parenteser a’erne og b’erne

kommer fra, men kun deres samlede antal. Derfor kan led, der har samme antal
a- og b-faktorer, slas sammen.

Koefficienten foran leddet a®'b* bliver dermed antallet af de produkter, der in-
deholder ngjagtig (n — i) a’er og i b'er. Denne koefficient svarer siledes til det
antal mader, hvorpa man kan tage i b’er ud af n parenteser, altsd er koefficienten

lig (7:), hvilket var, hvad vi skulle vise. O

Analyse af det kombinatoriske bevis.

Bevistype: Dette er et direkte bevis, der bygger pad kombinatorik, idet vi argu-
menterer for, at binomialkoeflicienten svarer til det antal méder, hvorpa
man kan udtage i elementer ud af k elementer.

Matematisk univers: Dette bevis beskeftiger sig ligeledes med de komplekse og
reelle tal i og med, at leddene i den toleddede stgrrelse bade kan veere

komplekse og reelle, og med de naturlige tal, idet koefficienterne opfattes
som tellelige stgrrelser.

Grundlaggende ide: Ideen er netop at taenke pa binomialkoefficienterne som det
antal mader, man kan velge et vist antal elementer ud af et givet antal
elementer. Denne ide fis ved notationen for binomialkoefficienter nemlig

I

ved, at (:) = k‘(nL—k)? hvor brgken netop svarer til antallet af forskellige
udtagningsmader.

Diskussion af beviserne for binomialformlen

Binomialformlen er som nsevnt en identitetssetning, der hjalper en til at beregne

koefficienter pa en overskuelig made. Hvis man har et udtryk (a + )23, vil det
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vaere tidskreevende at beregne som (a + b)(a + b) - - (a + b) med 2345 faktorer.
Det er mere overskueligt at beregne koefficienterne vha. binomialformlen,
zﬂ: (n) a™ iy,

=0 t

Szetningen kan bade bevises vha. induktion og vha. kombinatorik. Det ses, at
binomialformlen er sand for n = 1,2,3 ved udregning af (a + b)™. Det er derfor
nerliggende at undersgge, om formlen er sand for (n + 1), ((n + 1) + 1) osv.
Dette kan ggres ved et induktionsbevis.

Hvis man derimod tanker over, hvad det er, der sker, ndr man multiplicerer
toleddede stgrrelser, dvs. tager et led fra hver parentes, laegges der op til
et kombinatorisk bevis. Da skal man blot vide, at antallet af mader, hvorpé

man kan udtage k elementer ud af n elementer, kan findes som (n) = —L‘——

k kl(n — k)!
Bade induktionsbeviset og det kombinatoriske bevis holder sig inden for
aksiomerne for naturlige tal. Kombinatorik tager udgangspunkt i teellelige
stgrrelser, og induktionsaksiomet vedrgrer de naturlige tal. Det giver derfor
ikke problemer at blande de to bevismader, som vi ggr det i det andet be-
vis, idet bevisméderne holder sig inden for samme aksiomatik. Det skal dog
bemserkes, at leddene i de toleddede stgrrelser bade kan vaere komplekse og reelle.

Det er dog let at se, at der er forskel pa de ovenstidende beviser. Det fgrste ind-
uktionsbevis bestar af beregninger, der alle er foretaget ud fra enkle regneregler.
At det benytter sig af summationstegn, kan dog ggre uklart, hvad der foregar,
hvis man ikke er vant til at manipulere med summationsgreenser. Der er dog

intet suspekt ved maden, der er manipuleret pa, hvilket man kan overbevises om
ved at udskrive summerne.

Det andet induktionsbevis er mere ligetil at fplge rent regnemsessigt, idet vi
udskriver brgkerne. Men hermed mistes overblikket let, fordi udtrykkene bliver
lange. Man far siledes et rent formidlingsmaessigt dilemma: Skal man foretage
flere beregninger pa en gang og risikere, at folk ikke kan fglge med, eller skal man
udskrive alle beregninger med fare for, at folk taber trdden undervejs. Vi har
valgt at korte beregningerne ned og i stedet indfgre kombinatoriske argumenter.
Man kan dog bevise sztningen udelukkende ved hjelp af beregninger, som
det blev vist i1 det fgrste bevis, derfor har vi i appendiks A medtaget et rent
induktivt bevis, hvor alle beregninger er udskrevet og forklaret. Grunden, til at

det befinder sig i et appendiks, er netop, at det virker uoverskueligt, nar alle
beregninger fremstar p4 denne made.

Det kombinatoriske bevis er mere sprogligt baseret end de to foregiende, men

er ikke af den grund mindre matematisk. Der argumenteres for, at sztningen
ngdvendigvis er sand, nadr man opfatter binomialkoefficienterne som antallet af
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méder, hvorpa man kan udtage et antal elementer ud af et givet antal elementer.
Hvis man accepterer denne opfattelse, er det kombinatoriske bevis mere forkla-
rende end induktionsbeviserne, idet det forklarer, hvorfor koefficienterne har de
pagzldende verdier og ikke ngjes med at godtgere, at de har dem. Til gengzeld
er det sveert at vurdere, om det kombinatoriske bevis er udfgrt deduktivt korrekt,
fordi det er svaert at overskue, om argumenterne er korrekte og fuldstzendige,
blot fordi de intuitivt virker korrekte. Argumentationen har ikke umiddelbart
nogen mangler, s3 beviset ma siges at vaere godt nok. Det er dog sveert at afggre,
hvilke krav der stilles, for at et kombinatorisk bevist er godt nok; méske er det
endda en smagssag. '

Det er lettere at undersgge, om det fgrste induktionsbevis er udfgrt korrekt, da
det som navnt bestér af simple udregninger. Alle bevisets skridt kan forklares

ud fra potensregneregler, som galder for bade reelle og komplekse tal, og beviset
er siledes udfgrt deduktivt korrekt.

I det andet bevis, hvor fgrst induktionsaksiomet og siden kombinatoriske
argumenter anvendes, kan det umiddelbart virke som om, man ved at ga over til
kombinatorik gar bort fra det stringent matematiske og snakker sig fra resten.
Dette er dog ikke tilfaeldet, idet kombinatoriske argumenter, som ovenfor nzvnt,
er deduktivt korrekte.
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4 Diskussion

Vi vil nu diskutere forskellige punkter omkring beviser med udgangspunkt i de

beviser, vi har behandlet og herunder godtggre, hvorfor vi har valgt at tage de
enkelte beviser med.

Bevisers funktion i matematik

Beviser bruges til at udbygge og supplere det aksiomatiske grundlag. For eksempel
-er dimensionssatningen en meget central sztning inden for lineszer algebra, og
mange efterfglgende setninger bygger pa den.

Vores valg af szetninger og beviser

Da vi startede projektet, troede vi, at hele matematikken hvilede pa det
samme grundlag, si al matematik kunne fgres tilbage til de samme aksiomer.
Efterhanden fandt vi dog ud af, at de forskellige beviser, vi havde fat i, hvilede
pa forskellige aksiomer, og det var ikke klart for os, hvilken forbindelse der er
mellem disse aksiomer. Vi var derfor interesserede i at se pa et eksempel, hvor
denne problematik tradte tydeligt frem.

Vi ved nu, at der rent faktisk har vaeret gjort forsgg pa at skabe et felles
grundlag for al matematik, men at det ikke kunne gennemfgres. Jo leengere hen i
projektet vi kom, desto bedre kunne vi forstd ideen bag et sddant forsgg; mange
ting i matematikken ville veere nemmere, hvis et sidant grundlag var blevet skabt.

Da vi valgte at medtage sztningen og beviset, der vedrgrer den komplekse
eksponentialfunktion, var det, fordi vi troede, at det var et eksempel pa en
manglende sammenhang mellem s®tning og bevis. Vi betragter det dog nu
som et eksempel, hvor selve sztningen indeholder elementer, der umiddelbart
tilhgrer forskellige matematiske omrader. Der er siledes ikke problemer med det
indbyrdes forhold mellem sztning og bevis; problemet er at udrede forholdet
mellem elementerne, der indgir i bide satning og bevis. Det interessante
i beviset er siledes ikke de manipulationer, der foretages, men at skabe et
grundlag, hvor det giver mening at foretage disse manipulationer.
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Dimensionssztningen er til gengzld et eksempel pd en s®tning og et bevis, der
udover at vere solidt forankret i et aksiomsystem ogsé ligger teet pa aksiomerne
i dette system. Her benyttes mange forskellige seetninger og definitioner, men da
alle elementerne er placeret inden for samme univers, er forholdet imellem dem
uproblematisk, s& laenge man ikke kommer til at forudsaette et resultat, der selv
er en konsekvens af setningen.

Nar man beskseftiger sig med et bevis som det for dimensionssetningen, kan
man, i modsatning til beviset for den komplekse eksponentialfunktion, primaert
koncentrere sig om manipulationerne, der foretages, ikke om det i fgrste omgang
giver mening at foretage dem.

Seetningers udsigelseskraft

Efter at have beskeeftiget os med satninger og beviser i et stykke tid, er vi endt
op med et noget abstrakt begreb, vi har valgt kalde setningens udsigelseskraft.
Seetninger i matematik har en funktion, idet de indgar i en sammenhang. Det er
saledes sveert at forestille sig en satning, der ikke kan bruges til noget og ikke i
en eller anden forstand raekker ud over sig selv. Som eksempel pa en setning, der
ikke synes at have nogen stor udsigelseskraft, kunne man nzvne sztningen, der
siger, at v/2 er irrational. Vi ved godt, at denne szetning har haft stor historisk
betydning for skabelsen af de reelle tal. Men ud over at kunne bruges til at
konstatere, at maengden af irrationale tal er ikke-tom, er det ikke nemt at se,
hvor den ellers kan bruges. Derimod finder vi, at dimensionssatningen har stor
udsigelseskraft. Senere i linezr algebra viser det sig, at dimensionssatningen er
yderst anvendelig i beviser for andre sztninger. Ved at kunne sige noget om
sterrelsesforholdet mellem de indgiende vektorrum, kan man ofte forholdsvis
enkelt udlede yderligere information om disse. Det er derfor tydeligvis smart at
bevise dimensionsszetningen s hurtigt som muligt, ndr man begynder at udlede
setninger pa grundlag af aksiomerne for lineser algebra.

Det bliver klart, at da raekkefglgen af beviserne i et aksiomsystem ikke er givet
pd forhand, bliver denne dels bestemt af ngdvendighed - hvad kan beskrives pd

grundlag af hvad - og dels af strategiske overvejelser - hvad er nemt at bevise pa
grundlag af hvad.

Sammenhzngen mellem sztning og bevis

Der er selvfglgelig en ngdvendig sammenhaeng mellem en sztning og beviset for
den, idet beviset er et bevis for netop dén seetning. Man kan ikke tale om et bevis
uden en tilhgrende sztning. Derudover kan man opfatte spgrgsmélet om, hvor-
vidt der er sammenhzng mellem setning og bevis, pé to forskellige mader, dels en
forstaelsesmaessig, og dels at saetningen kan indeholde begransninger for, hvilke
bevistyper der kan anvendes. Hvad det forste angar, foretraekker man, at der er
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en forstaelsesmaessig sammenhaeng mellem, hvad ssetningen udsiger, og hvad der
foregr i beviset. Dette har naturligvis en subjektiv dimension, da det kan veere
ngdvendigt med et stort overblik, hvis man skal veere i stand til at se eventuelle
sammenhaenge. F.eks. havde vi i starten svaert ved at se sammenhangen mellem
sztning og bevis for den komplekse eksponentialfunktion. Vi indsd dog, at be-
visets elementer var hentet direkte fra definitionen af s®tningens elementer. Det
er dog ogsd muligt at bevise sztninger pd en sidan méde, at sammenhangen
mellem s&tning og bevis simpelthen er uklart for enhver. I et sidant tilfeelde er
det muligt at se, at det er sandt, men ikke at forstd, hvorfor det forholder sig
sadan.

P4 den anden side kan der ogsd vare en mere tvingende sammenhang mellem
sztning og bevis. Hvis sztningen omhandler en egenskab, og denne egenskab
er defineret negativt, som f.eks. egenskaben irrationalitet, si tvinger det sand-
synligvis en til at benytte et modstridsbevis, for hvordan bevises fravaeret af en
egenskab direkte? Omvendt er det ogsd sddan, at vil man benytte et induktions-
bevis, s& kreever det noget af seetningen; nemlig at s&tningens indhold kan bringes

pa en form, hvor det, at indeks gennemlgber de naturlige tal, vil udtgmme enhver
teenkelig situation. ' '

Forskellige udgaver af samme bevis

Det er ofte muligt at bevise en s®tning pa flere mader. Eksempelvis er de to
delfglgebeviser forskellige, selvom de minder om hinanden p& visse punkter. Det
kan vare en fordel at have flere beviser for det samme, dels kan det give en gget
forstéelse af, hvad der er pa faerde, og dels kan man p& denne méde fremhaeve
nogle sammenhzaenge, det ikke umiddelbart er til at f& gje pa. Det er ikke sadan,
at det ene bevis er mere rigtigt end det andet. At en sztning er bevist betyder, at
der er skabt en ngdvendig forbindelse til et aksiomatisk grundlag, si givet disse
aksiomer, s& er sztningen sand. Setningen bliver sledes ikke mere sand af at
blive bevist endnu en gang. Det er dog sddan, at nogle har en forkserlighed for
det ene bevis fremfor det andet. Dette kan skyldes den forskellige méde, vi hver
iszer leeser og forstd beviserne pa. Eksempelvis er der tre forskellige udgaver af
binomialbeviset, hvor de to er induktionsbeviser og ligner hinanden, og det tredje
er et kombinatorisk bevis. Det kombinatoriske bevis giver mere indsigt i, hvorfor
s&tningen er, som den er. Til gengaeld er det svaerere at argumentere for, hvilket
grundlag der gor det muligt at foretage ethvert skridt i beviset. Modsat er det
med induktionsbeviser forholdsvist enkelt at se, at beviset er korrekt udfgrt, men
ikke s3 nemt at overskue, hvor de mange skridt ferer en hen.

Ideen i et bevis

Alle beviser kraever en ide, som kan vare mere eller mindre kompliceret. I nogle
beviser skal man udelukkende omskrive pa det oprindelige udtryk, hvilket ikke
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kreever de store ideer. Af de beviser, vi har medtaget, er v/2-beviset og binomial-
beviset de, der ikke kraever s4 store ideer. I induktionsbeviset for binomialformlen
skal man, ndr man én gang har fundet pé at bruge induktion, blot regne derudaf.
Andre beviser bygger pa en mere kraevende ide, som f.eks. beviserne for konver-
gente delfglger, hvor det er centralt, at man begynder at se pa spidser eller at
benytte et princip som bisektion. I beviset, for at en méne kan kvadreres, skal
man fa ideen at konstruere en mane pé den specielle méde, som det ggres i beviset.

For at kunne bevise en pastand er det sdledes ngdvendigt, at fa en ide til, hvordan
det gores. At fa en brugbar ide kraver en vis erfaring for matematisk tankegang.
En sddan opbygges og styrkes ved ved at gennemfgre flere beviser.

Intuition 1 matematik

S4 leenge der er overenstemmelse mellem ens intuition og de logiske implikationer
af de aksiomer, man arbejder med, betyder det ikke si meget for resultatet, om
man forlader sig pa intuitionen i beviser, eller kun accepterer skarpe argumen-
ter. Men nar de matematiske aksiomer har kontraintuitive konsekvenser, er det
overvejende sandsynligt, at man bliver ledt pd vildspor, hvis man udelukkende
forlader sig pd argumenter, der appellerer til intuitionen. Problemet er, at det
netop ikke er til at vide, hvornar aksiomer har disse kontraintuitive konsekven-
ser, hvis ikke man udelukkende baserer sine slutninger pa praecis argumentation.

Matematik som naturvidenskab

De geometriske beviser kan godt betragtes som en slags naturvidenskab, da vi
kan konstruere figurer og betragte disse. Altsd ved empiriske forsgg kan man
konstruere sig frem til et gnsket resultat og dermed vise eksistensen af et givet
objekt.

Man kan ogsd betragte det kombinatoriske bevis som en slags naturvidenskab,
i og med at man ogsd her kan prgve sig frem ved f.eks. at tage n sorte kugler
ud af en mangde af sorte og hvide. I dette eksempel er man dog begranset
til at efterprgve en setning pa et konkret eksempel og kan ikke sige noget generelt.

Under hele projektforlgbet har vi vaeret fascinerede af geometriske beviser. Grun-
den til dette er, at geometriske beviser, af den slags vi har set pa, tillader, at hvert
trin anskueligggres visuelt. Dette har den store fordel, at det giver to forskellige
veje til at forstd, hvad det er, der foregér i beviset. Vi kan imidlertid ogsa konsta-
tere, at det ikke er uproblematisk at arbejde med geometriske beviser. Vi har i
et tidligere afsnit set pa, at beviser er en logisk konstruktion, hvor der skabes en
ngdvendig forbindelse mellem pramisser og konklusion. Fordelen ved at arbejde
med geometri er, at elementer i denne logiske konstruktion kan anskueligggres
ved hjzlp af en tegning. Til gengeeld kan ens intuition om, hvad der foregar pa en
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tegning veere sa steerk, at det forleder en til at mene, at yderligere argumentation
er ungdvendig. F.eks. synes det ikke at kraeve yderligere argumentation, at en
specifik opdeling resulterer i to identiske trekanter, nir man fgrst har set pi en
tegning, hvorledes de ser ud.

Problemet er siledes, at det, der umiddelbart ser ud til at bidrage med over-
skuelighed og derved stgtte den logiske teenkning, i stedet kan give anledning
til en ukritisk accept af de argumenter, der indgér i beviset. Saledes kan man
ende med at stille sig tilfreds med en empirisk verifikation af en pastand i stedet

for at bruge denne som afszt for en omhyggelig undersggelse af argumenterne i
beviset.

Vores oplevelse af geometriske beviser er, at de bide er de nemmeste og de sveere-
ste - dem hvor det umiddelbart er nemmest at forsta, hvad der tales om, og dem
hvor det er svaerest at se, hvornar og hvordan man bliver snydt. Dette illustreres
tydeligt i beviset for, at en cirkel kan kvadreres. Selvom man ved, at det ikke kan
lade sig ggre, kan det vaere utroligt svaert at sla ned pa, hvor det helt praecist er,
at beviset, eller dets forudseetninger, ikke holder.

Umulighedsbevis

Matematik er den eneste videnskab, hvori man kan lave umulighedsbeviser, altsa
bevise at noget er umuligt. For eksempel er det muligt at bevise, at en vilkérlig
cirkel ikke kan kvadreres. Dette er specielt for matematik, da der ikke er andre
_videnskaber der kan udtale sig om ikke-eksistens eller sikre, at noget galder for
alle objekter-i en kategori. Grunden til dette er, at matematik er en rent deduktiv
videnskab, hvor hele domanet for et udsagn er fastlagt pa forhdnd. Nar man
beviser, at en cirkel ikke kan kvadreres, tager man udgangspunkt i definitionen
af en cirkel, hvori forholdet mellem omkreds og radius, og dermed =, indgéar.

Fremgangsmaden i beviset er s, at man viser, at alle tal, hvori 7 indgér, ikke
kan kvadreres.

Overvejelser over projektet

Vi har nu samlet op pd vores analyser og forsggt at udtale os om emnet matema-
tiske beviser pa baggrund af de rent formelle logiske krav, der stilles til beviser,
samt ud fra vores undersggelser af en handfuld af slagsen. Nu kan man selvfplgelig
ikke lade vzere med at overveje om det, vi siger, rackker ud over eksemplerne selv.
Vi har kort behandlet forholdet mellem deduktive og induktive slutninger, og nir
vi forsgger at udtale os generelt om beviser ud fra vores cases, er der saledes tale
om induktive slutninger. Disse slutninger er oven i kgbet foretaget pa et yderst
spinkelt grundlag, idet der ifplge overslaget fra Ulams dilemma produceres ca.
200.000 sztninger (og beviser) om aret (Davis & Hersh; 1998, side 21). Det er
imidlertid sddan, at hvis man vil ud over en rent teoretisk tilgang, til det at bevise
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matematiske pastande, vil arbejde med konkrete eksempler pa bevisfgrelse, s& er
der tale om en empirisk undersggelse. Det, at beviserne er deduktive, @ndrer ikke
ved det faktum, at vores behandling af beviserne ngdvendigvis mé veere induktiv.

I en refleksion over vores slutningsgrundlag m& man ogsd have med, at vi i
gruppen har haft en del andre beviser oppe til debat, samt det faktum at alle
i gruppen er stgdt pd en varieret maengde beviser i deres studieforigb. Vores
analyser og konklusioner er foretaget pd denne baggrund og er selviglgelig
afhaengige af vores erfaringer med beviser generelt. Ikke desto mindre er denne
rapport hverken mere eller mindre end vores forsgg pd at fremdrage nogle
specifikke aspekter af vores cases, samt vores forspg pa drage nogle generelle
konklusioner pa dette grundlag, med de styrker og svagheder dette indebzerer.

Vi har i det ovenstiende nazvnt nogle af grundene til, hvorfor de enkelte
beviser var med. Her kan det dog vaere pé sin plads at navne, at udvalgelsen
af hovedparten af beviserne blev foretaget pa grundlag af en akut trang til at
konkretisere det videre forlgb i projektet. I starten af projektet behandlede vi
beviser uden aktivt at selektere, forstiet p4 den méade, at hvis man fandt et
bevis, der var interessant, og som alle i gruppen havde forudssetninger for at
kunne forstd, si blev der brugt tid pa det. P& et tidspunkt gjorde vi si status
over, hvilke beviser vi havde kigget pa og foretog pd dette grundlag vores valg
af, hvilke beviser vi ville koncentrere os om fremover. Dette medfgrte bl.a.,
at vi sent i forlgbet opdagede, at vi ikke havde medtaget et eksempel pa et

modstridsbevis. Denne mangel blev s3 udbedret ved at inddrage beviset for, at
V2 er irrational.

En radikalt anderledes tilgang til emnet havde vzeret udelukkende at stu-
dere den tilgaengelige litteratur, der omhandler bevisfgrelse i matematik, og s
forspge at drage nogle konklusioner pa dette grundlag. Da en grundliggende
motivation for os alle var tilegnelsen af feerdigheder udi konstruktionen af
beviser, var det hele tiden centralt for os, at der var konkrete beviser med i
projektet. Denne indstilling forhindrede os i at lave et rent litteraturstudie, og
det er vi stadig glade for. En del af selve det at bevise matematiske satninger
involverer valg af midler og strategier, noget der kun kan systematiseres indtil
et vist niveau, og det er siledes snarere noget man udvikler et handelag for, end
det er noget, der kan leres teoretisk. Nir man er i gang med at udvikle dette
handelag, kan det selvfplgelig veere rart at vaere i stand til at systematisere sine
erfaringer p4 en hensigtsmassig made, og her er der ingen tvivl, om at man med
fordel kan hente hjelp i litteraturen. Der er dog stadig en stor forskel pa at hente
hjelp i litteraturen og at bygge sine undersggelser pa andres erfaringer. Noget,
vi diskuterede og praktiserede en del undervejs, var egne beviser for geometriske
satninger. Der var forskellige grunde til, at den endelige rapport ikke kom til at
indeholde et saddant, men vi er alle enige om, at vi gerne havde set et sddant i
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vores udvalg.

I en diskussion af teori kontra handelag er det interessant, at der er for-
skellige synspunkter i gruppen pa, hvordan disse ideelt balanceres; synspunkter
som i hgj grad afheenger af de enkeltes faglige niveau og forudsatninger. De, der
er langt henne i deres studieforlgb, ville gerne have lavet dette projekt for laenge
siden, helst som det fgrste, hvorimod de, som lige er startet pa studiet, alle har
oplevet det som utroligt frustrerende, at skulle tilegne sig, og udvikle, begreberne
om emnet med s& f& forudsaetninger. At det har vaeret frustrerende, er dog ikke
ensbetydende med, at det ikke har veeret givende, men alle fgler trang til at
vende tilbage til emnet senere i studiet, forhdbentligt med flere forudsaetninger,
og samle op pi de lgse trade.

Hvis vi vender tilbage til emnet, vil vi eksempelvis gerne arbejde med et
eller flere laengere, og mere komplicerede, beviser, hvor man bringer mange
elementer i spil pd en gang. Her kunne det eksempelvis vaere interessant at
fokusere pa ideaspektet: Hvad er den grundleggende ide i beviset? Dvs. den ide,
som afspejles i selve stukturen af beviset, i valg af elementer osv. Vi har ogsa
haft lyst til at ggre eestetik til det centrale emne. Naesten alle, der beskaftiger
sig med matematik, m& have oplevet et serligt bevis som smukt, og hvorvidt
det var tankegangen bag, det simple i beviset, eller simpelthen den medfglgende
forstaelse af szetningen, som blev bevist, eller om det var noget helt andet, der
afstedkom denne reaktion, kunne nok vaere en undersggelse veerd. At starte pa
dette niveau forekom os dog i starten at vaere mere tiltreekkende end realistisk.

Noget vi ogsa gerne vil vende tilbage til, er en mere detaljeret kategorisering af de
forskellige beviser, end den vi har praesenteret i rapporten. Kategoriseringen har
vaeret tilstraekkelig til det, vi skulle bruge den til, men da vi startede projektet

var det vores intention at ggre mere ud af dette. Om det er nok til at beere et
helt projekt, er dog tvivlsomt.

Et udbytte af projektet, vi alle har haft, er afstedkommet af arbejdet med
fremstillingen af beviser. Det har givet os en bedre fornemmelse for to ting; for
det fgrste at leerebggers opbygning ikke er givet, men er et resultat af nogle valg,
der er foretaget, men det har fgrst og fremmest givet os en fornemmelse for
nogle af de overvejelser, dette involverer: Hvor meget skal med? Hvordan skal
det struktureres? For de i projektet, der allerede er eller snart bliver leerere, kan
dette bruges i en formidling af lerebgger. For resten af os kan det forhébenthg
bruges i en fremtidig tilegnelse af indholdet af disse.

Projektet har ogsd varet udbytterigt i anden retning, idet vi har fiet en
bedre forstielse for nogle af de diskussioner, der foregar inden for faget. For
eksempel laeste vi alle et uddrag af Lakatos fra Proofs and Refutations (Lakatos;
1976) undervejs i forlgbet, hvilket, vi alle syntes, var interessant, men hvorfor
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nogle af hans ideer betragtes som varende kontroversielle, havde vi sveert ved
at se. P4 lang sigt kunne vi dog begynde at se paralleller til diskussioner, der
blev ved med at dukke op i projektet. Vi har eksempelvis flere gange diskuteret
fglgende: Nar det formelle krav til beviser er en klarlseggelse af en forbindelse
fra aksiomer til den s@tning, der skal bevises, sidan at den sidste fglger med
ngdvendighed af de fgrste, og vi i vores arbejde med lerebogsversionen af dimen-
sionsseetningen, havde fundet, at en sddan forbindelse godt nok var der, men at
en del af reesonnementerne var undertrykt af plads- og overskuelighedshensyn i
bogens udgave af beviset, er beviset s& godt nok? Hvis ja, hvor fi resonnementer
kan man si tillade sig at tage med i et bevis? Hvis nej, og vores egen udpenslede
(og uoverskuelige) version er god nok, hvor meget kan man s& fjerne i vores
bevis, fgr det ikke er godt nok lsengere? Dette fgrer igen andre diskussioner med
sig, som f.eks. graden af sikkerhed i beviser: Er det en funktion, hvor sikkerheden
af et bevis er atheengigt af antallet (og dygtigheden) af de matematikere, der har
efterprgvet det? Er det en trossag? Er det forkert at stille spgrgsmalet p& denne
made? Er beviser i virkeligheden strukturer, der afdaekkes, snarere end noget
man finder pa?

Vi har haft mange af denne slags diskussioner p4 gruppemgder, over frokosten
osv. Vi har ikke trukket p4 dem i rapporten og diskussionen af beviserne, da vi er
af den mening, at det er diskussioner, der kraver en grundig behandling, gerne et
helt projekt. Vi kom til den konklusion, at hvis man kun tager dele af en sddan
diskussion med, kommer man let til at give udtryk for et videnskabsteoretisk
standpunkt, hvis reekkevidde i relation til faget matematik ikke er til at overskue.
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5 Konklusion

I'lgbet af dette projekt har vi diskuteret og leert mange forskellige ting vedrgrende
matematiske beviser. Vores udbytte har derfor vaeret stgrre, end det umiddelbart
er muligt at nedskrive i denne konklusion pa projektet. Vi vil dog her forsgge at

sammenfatte et svar p& vores problemformulering om, hvornar en matematisk
pastand er bevist.

For at vare sikre pd at en konklusion, der udledes af et bevis, er korrekt,
skal man vide, at beviset ikke indeholder deduktive fejl, og at det bygger pa
sande antagelser. Hvis disse betingelser er opfyldt, si er pistanden bevist. Mere
preecist vil det sige, at beviset skal indeholde en slutningsraekke, hvor der sluttes
fra antagelser til pastand ved hjelp af en slutningsregel. Derudover skal det veere
tydeligt, hvilket grundlag denne slutning er foretaget pa, dvs. hvilke antagelser
der forudsezettes at veare sande, for at pastanden er sand. Til sidst skal man
godtggre, at forholdet mellem disse forudsatninger ikke er tvetydigt, dvs. at de
er konsistente. Dette ggres ved at analysere alle forudseetninger og klarggre deres
aksiomatiske fundament. Nar en pastand er bevist, kaldes den en satning.

For det enkelte individ er det desuden afggrende, at beviset er til at forsta. Hvis
man ikke kan forst& beviset, er det at acceptere seetningen reduceret til en trossag.
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A Appendiks

I det fglgende gennemgas et rent induktivt bevis, hvor alle bevisets skridt er vist
og forklaret.

Sztning A.1 (Binomialformlen)

" n! n n!
@+ 8" = Gm—on® * T =1y

n' n-212 n! n—ipt
Fam—o® o tamo g o
n! Lin—1 n!
L 1
oD mo)t Y T alln—n)

an—l bl

Bevis for binomialformlen ved induktion
Startbetingelserne er opfyldt, idet der for n=1 gzlder:

1! 1!
b=1-a-1+11-b= ——a't? + ——
ot ol aa-0*’ tE-1)
Vi antager, at binomialformlen gelder for n=k, dvs. at koefficienten til leddet
. k!
a*~tb er

a®d! = (a +b)*

i!(k;i)!'

Vi skal nu vise, at det galder for n=k+1, dvs. at:

k1 (k+1) k+1 (k+1)! k+1-171
@+ 0™ = G+ 1=0)" Mkri-Di% °
(k+1)! 12,0 (k+1)! i
Ak+i-2° O T takeioge ot
+ (k+1)! alpk+i-1 4 (k+1)! pr+
Grl-Dik+l-(k+L1=1) CENICET TR

Vi kan efter potensregnereglerne, a?*? og o” - a? opskrive fglgende:

(a+b)**! = (a + b)(a + b)*
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Nu benyttes induktionsantagelsen, at binomialformlen gelder for n = k.

(@ +b)(a+b)* = (a+ b)(makb‘) + ‘u'(éki' 1)!

KL k-2 KU ki
Yak—g® o Tt A=t O F
k! k~(k—1) pk—1 k! k—kpk
GGG Y TEm-m® %)

Hvis vi ganger (a + b) ind i parentesen fés:

ak—lbl

-+

k! k=070 KU i kU ka0
N k-0 AL _r
=0 ° Tog=D® Yo z¢ °F
k! k—ipi k! k—(k—1)1k—1 k! k—kpk
ATy T e Ty o T A T R
k' k—030 k' k-1;1 k' k—212
oo ° thumom® ° toagogi® Ot
K

k! k—(k—1) p—1 k!
=) oG- TEm—m

Her flytter vi a og b i hvert led, da faktorernes orden er ligegyldig.

ak =i 4.+ b

ak-—kbk

k! k—030 k! k—1v 1 k!
T I TS Ty T

k!
+_.'—_.""
il(k —1)!

k!
i |a"‘°b-b°+

. ak—2b2 4.

k! !
k=1k- (k-1 ° k(& — k)!
k! k!

. A k-1 . 1 e k=2 . 2 ..
Ok =0) k-D1% 0¥ tagog® 007
K

o . K
k=ip pi ... k—(k-1)p . k-1 k—kp  pk
Heoa® oYttt e goy® . 0 tEeom® 0P

Vi bruger nu potensregnereglerne til at samle led af typen a? - a = a?*!:

a- a4

k—(k=1)pk—1 4 a - a*—kpk

k! k—04130 k! k-141;71 k! k-2+132
k=0t P Tmg-n C Tagomt 0t

k! k—i+1zd k! k—(k—1)+11k-1 k| k—k+11k
T L S o s Ty T T L

. B opn, M !

k-1p1+1 k-232+1 .
k=0)! Me-D° ° Fagoam® ° °*
k! k—izitl k! k—(k—1)pk—141 k!
AT TR vy T vy vy | LA T a1

ak—kbk+1 ;
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Nu udregner vi eksponenterne og benytter, at a® = 1 og a! = a:

| 0_'.(_k—kiT)!ak+l ‘14 1!(kki 1)!a’“b+ 2!(kki 2)!ak—1b2 +...
T e
+0!(kk_!_ 0)!ak’b + 1!(kki 1)!ak‘lb2 + 2—!(k—m_°_7)!-ak—2b3 4
e ) R

Vi reducerer udtrykkene. Bemaerk at 0! = 1! = 1.

k!

S S A ke
1.7+ ab+2.(k_2)!

K
k=)

+1-a*b+k-a* 162 +

K
k=9

Vi samler nu led af samme type, dvs. a?b? + aPb?:

ak—1b2 + e

A R A T .

k!
21(k — 2)!

" 4 k- ab® 41 bR

ak=2p8 + ...

k!
k+1 Lok k k—132 k=132
a+k-a"b+a b+2'(k_2)!a b°+k-a"b
k! k213 k! k—idtl 1 k! i
b e 41124 k zbz+1
R TTCED) T T v T e T
+oood k- a® N 4 ab* + kbt -+ B
Vi laegger nu leddene sammen, dvs. a?b? + a?b? = 2aPb?:
a** 4+ (k+1)-afb+ (——E!———— + k)a*1b? + LN
2-(k-2)! 21k - 2)!
k! k—it1pi k! k—ipi+1 2;k—1
+ +z'!(k——i)!a' b+i!(k—z’)!a b+ -+ k-ab

+(k+1)-ab® + ...+ bF?

Vi vil nu s®tte koefficienterne pé falles brgkstreg. Vi regner fgrst pd koeffici-
enten for et generelt led af typen a¥~0¢—1p', (Dette svarer til beviset for lemma, 5.)
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Disse to led er kommet af at gange a pa a*~*b* og b pa a*~(—Dpi-1,

K k!
A= G-k =G=1)

Vi szetter nu pa felles brgkstreg:

k(i = 1)k = (i — 1)) + klil(k — 4)!
Ak — )16 — Di(k — (i — 1))

Vi saetter k!(i — 1)! udenfor parentes. Her benyttes, at ¢! =7- (i — 1)!

kNG = DYk — (i — 1)) + i(k — i)!)
Mk — G- (k- (i —1)!

Vi forkorter med (i — 1)!

K((k— (= 1) +i- (k—15))
ik — )k — (i — 1))!

Vi saztter (k — i)! uden for parentes. Her benyttes, at (k — (1 — 1))! =

(k—(i-1))- (k-9

ki(k — i) ((k — (i — 1)) +9)
ik —4)(k — (i — 1))!

Vi forkorter med (k — 7)!

kN (k= (i — 1)) +4)
ik — (i — 1))

Vi reducerer i telleren og flytter om pa leddene i navneren:

k'(k+1)
Mk +1-19)!
Vi omskriver ved brug af k!(k + 1) = (k + 1)!
(k+1)!
ik +1-13)

Vi kan nu genkende koefficienten fra n = k nar der i denne indsettes n = k + 1.
Heraf fglger, at: -
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k! k!
k __ k+1 Lk E—1p2
(a+b)(a+b)*=a""+(k+1)-a b+(2. =2 + k)a" " b* + 06— 2!
k! k—ik1 1 k! k—ipi+l 21k-1
+""+ma b+ma b+ +k-a°b
+(k+1)-abf + .. + bFH?
k+1! k+1!
k+1 _ k+1 k+1-1p1
®(@+b) Mk+i-00° “Tk+1-D"°
e e —— T N,
APTCE S ) A S T v e T
+ k+1! a]_bk+1_1 + k+1! k<+1
(k+1-1Nk+1-(k+1-1))! k+1(k+1~-k+1)
Dette var netop, hvad vi skulle vise.
O
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