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Indholdsmaessigt er der tale om arbejde indenfor forskningsomradet ma-
tematikkens didaktik. I rapporten interesserer vi os saledes for, hvilke poten-
tialer problemlgsning og modellering kan siges at have som aktiviteter i en
almendannende matematikundervisning. P& grund af vores egne erfaringer
hermed, tages der afsat i gymnasiets matematikundervisning,.

Analysen heraf falder i tre dele. Fgrst analyserer vi, hvordan man kon-
struktivt kan karakterisere problemlgsning og modellering som begreber, og
hvordan en sddan karakteristik kan bruges ift. udvalgte opgaver pa gymnasi-
alt niveau. Derefter diskuterer vi problemlgsning og modellerings potentialer
pa baggrund af, hvad vi betegner en ekstern og intern matematikfaglig ana-
lyse. Dermed mener vi en analyse af hhv. det omgivende samfunds og mate-
matikersamfundets syn pad matematik som videnskab og som undervisnings-
fag. Analysens tredje del vurderer ligeledes problemlgsning og modellerings
potentialer, denne gang pa baggrund af en kognitions-psykologisk analyse.



Abstract

I dette speciale interesserer vi os for, hvilke potentialer problemlgsning og
modellering kan siges at have som aktiviteter i en almendannende matema-
tikundervisning. Pa grund af vores egne erfaringer hermed, tages der afsaet i
gymnasiets matematikundervisning.

Analysen heraf falder i tre dele. Fgrst analyserer vi, hvordan man kon-
struktivt kan karakterisere problemlgsning og modellering som begreber, og
hvordan en sddan karakteristik kan bruges ift. udvalgte opgaver p& gymnasi-
alt niveau. Derefter diskuterer vi problemlgsning og modellerings potentialer
pé baggrund af, hvad vi betegner en ekstern og intern matematikfaglig ana-
lyse. Dermed mener vi en analyse af hhv. det omgivende samfunds og mate-
matikersamfundets syn p&d matematik som videnskab og som undervisnings-
fag. Analysens tredje del vurderer ligeledes problemlgsning og modellerings
potentialer, denne gang pé baggrund af en kognitions-psykologisk analyse.

De vaesentligste konklusioner er fplgende: a) Afklaring af indholdet i begre-
berne problemlgsning og modelleringer ¢ sig selv vaesentligt som baggrund for
et reflekteret valg af opgavetyper i matematikundervisningen. b) Vurdering af
modellerings potentialer fgrer som det veesentligste tilbage til en afklaring af,
hvad arsagen er til, at man veelger at udbyde matematikundervisning til en
given befolkningsgruppe. I forhold til et gnske om at udvikle elevernes demo-
kratiske kompetence—hvilket vi ser som det veesentligste karakteristika for
den nutidige gymnasiale matematikundervisning—har modellering et stort
potentiale. ¢) Vurdering af problemlgsnings potentialer fprer som det veesent-
ligste tilbage til, hvilken form for leering man gnsker at fremme. I forhold til et
gnske om at fremme relationel lering har problemlgsning et stort potentiale.

Afslutningsvis perspektiverer vi analyserne ved at pege p4, hvad vi selv ser
som en naturlig opfglgning pa vores arbejde. Det bestar som det veesentligste
i at undersgge, hvordan problemlgsning og modellering i praksis kan komme
til at udggre en baerende del af en almendannende matematikundervisning,
og vi peger derfor pa nogle problemstillinger, der i den forbindelse nok er
veerd at analysere neermere.
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Kapitel 1

Indledning

1.1 Problemfelt

Forestil dig, at du sidder og skal planlaegge et undervisningsforlgb i mate-
matik, som du efterfglgende skal gennemfgre sammen med en gruppe 15-20
arige gymnasieelever. Som skolet indenfor faget matematik er du selvfglgelig
klar over, at opgavelgsning bgr veere en central del af undervisningen. Det
er et matematik-peedagogisk dogme, som man nok far sveert ved at finde
opponenter til, og desuden har du fra dit eget arbejde med nyt stof erfa-
ring for, at opgavelgsning fremmer forstielsen af nye begreber og metoder.
Spérgsmaélet er imidlertid, Avordan arbejdet med forskellige typer opgaver
mest hensigtsmaessigt integreres i undervisningen. Prgv som udgangspunkt
for en diskussion heraf at se pa fglgende opgaver:

Opgave 1. Koncentrationen af sukker i blodet er hos raske mennesker 100
mg pr. 100 ml blod. Ved at indsprgjte en bestemt dosis insulin sndres
koncentrationen af blodsukkeret. Koncentrationen, malt i mg pr. 100
ml, er en funktion, f, af tiden, x, der er forlgbet siden indsprgjtningen.
Vi antager at

f(z) =100 + 111(e™** — 7%%7)
Bestem det tidspunkt hvor koncentrationen af blodsukker hurtigst for-
gges. -

Opgave 2. Lgs ligningen

2 -2z —524+6=0

Opgave 3. Hvad er sammenhengen mellem sinusrelationerne og en trekants
omskrevne cirkel? -

11
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Opgave 4. Et teater heever billetprisen med 30%. Det medfgrer at den sam-
lede billetindteegt stiger med 17%. Med hvor mange procent har publi-
kumstallet zendret sig?

Opgave 5. Hvad er sammenhangen mellem din indtzegt, og den skat du
betaler? :

P4 hvilke mader adskiller de sig fra hinanden? Er de repreesentative for
forskellige typer af opgaver? I sa fald, hvilken plads kan hver type siges at
have i et traditionelt undervisningsforlgb i gymnasiet? Hvilke kompetencer
leegger de hver iseer op til at udvikle? Hvilke roller bgr de hver iszer spille i
gymnasiematematikken?

Hvis du finder spgrgsmal som disse interessante at overveje—enten fordi
du som matematiklerer p4 de gymnasiale ungdomsuddannelser’ rent fak-
tisk ofte sidder og skal planlaegge et undervisningsforlgb, eller fordi du af
andre grunde interesserer dig for, hvilke overvejelser der ligger eller bgr ligge
bag matematikundervisningens praksis—sa vil du i denne rapport finde en
diskussionslysten sparringspartner og/eller inspirator, alt atheengig af hvor
meget du pa forhédnd har teenkt over de spgrgsmal, vi tager op til neermere
undersggelse.

I den vinkling, vi veelger at leegge p& ovenstidende meget brede spgrgsmal,
indgar begrebet modellering som noget helt centralt. Vi vil senere indgdende
diskutere, hvad vi mener dette begreb deekker over, men fgrst vil vi—for at
gore det klart i hvilken sammenhang, rapporten teenkes at indgd—forsgge
at forklare, hvorfor vi finder en vinkling med dette fokus bade relevant og
spaendende. Denne forklaring starter med et kig p& de rammer, der fra Under-
visningsministeriets side er sat for gymnasiets matematikundervisning, samt
“hvordan vi mener, disse rammer bruges som mod- og medspiller af matema-
tikleererne.

1Med de gymnasiale ungdomsuddannelser mener vi uddannelser for unge i sidste halvdel
_at teenagearene, der ikke som udgangspunkt er direkte erhvervsrettede, men har et mere
almendannende og studieforberedende sigte, typisk det trearige gymnasieforigb, to- eller
tredrige studenterkurser eller den todrige HF-uddannelse.

Det er det almendannende, der er det afggrende i vores afgreensning af malgruppen. Heri
ligger, at vi bestemt ogsd mener, denne rapport vil veere relevant laeesning for matematik-
interesserede med tilknytning til voksenuddannelse eller erhvervsrettede -ungdomsuddan-
nelser, i det omfang der i stgrre eller mindre grad eksisterer et gnske om at virke almen-

" dannende i forhold til matematikundervisningen. Blot vil vi ikke forholde os til de specielle
problemfelter, der optraeder i forbindelse med uddannelse af voksne og/eller uddannelser
med et blandet erhvervsmessigt og almendannende sigte.
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1.1.1 Gymnasiehverdagen

Tilbage i rollen som tilrettelaegger af gymnasial matematikundervisning, far
du i Undervisningsministeriets gymnasiebekendtggrelse (fremover blot kaldet
bekendtggrelsen) at vide, at formalet med undervisningen pé obligatorisk
niveau? p& matematisk linje er

a) at eleverne erhverver indsigt i en reekke fundamentale mate-
matiske tankegange, begreber og metoder, og

b) at eleverne opnéar fortrolighed med matematik som et mid-
del til at formulere, analysere og lgse problemer inden for
forskellige fagomrader.

[UVM 97a, p. 9]

Opsplitningen i to delformal kan ses som et forsgg pa at beskrive det dob-
belte sigte med undervisningen, som specielt de gymnasiale ungdomsuddan-
nelser har; eleverne skal gerne opna kompetencer af bdde almen og studiefor-
beredende karakter. Punkt a) ovenfor er med denne opsplitning overvejende
af studieforberedende karakter, mens punkt b) mest sigter mod de mere al-
mene kompetencer. En sddan fortolkning af formalsbeskrivelsen understgttes
af den ministerielle undervisningsvejledning, der for hvert fag udgives som
leesevejledning til bekendtggrelsen [UVM 97b], hvor der ogsd opereres med
en opsplitning pa almene og studieforberedende kompetencer. Indholdet af

2Med den bekendtggrelsesendring, der tradte i kraft pr. 26. maj 1997, kan eleverne
allerede efter 1.g. vaelge at tage matematik pa hgjt niveau. Nar vi i denne praesentation af
gymnasiehverdagen velger at koncentrere os om det obligatoriske niveau pad matematisk
linje (hvilket i gvrigt svarer til hgjt niveau for sproglig linje), skyldes det to ting. For det
fgrste forventes det—der er pt. ingen erfaringer at treekke pd—at ca. 2/3 af eleverne vil
- gennemgd det obligatoriske niveau bade i 1. og 2.g., hvorfor det altsd er hovedparten af
elevernes og matematiklaerernes hverdag, vi beskriver. For det andet ligger forskellen pa de
to niveauer ifglge bekendtggrelsen primeert i meengden af faglige begreber, der forventes
behandlet i undervisningen. Omtalen af aspekterne, som vi senere skal komme ind pi, er
séledes neesten identisk, og for formalsbeskrivelsens vedkommende er der pa hgjt niveau
blot tilfgjet et punkt c) til de to punkter pd obligatorisk niveau. Dette punkt lyder: “at
eleverne udvikler deres evne til selvstaendigt at benytte matematiske begreber og metoder
og bliver i stand til at sette sig ind i, analysere og vurdere problemkredse, der kan formu-
leres og bearbejdes ved hjeelp af matematiske begreber og metoder.” Da denne udbygning
af formélet med matematikundervisningen fra obligatorisk til hgjt niveau i gymnasiet ma
vurderes som en skaerpelse af fordringerne i punkt b), ville vores efterfglgende fortolkning
af meningen med formalsbeskrivelsen blot f3 stgrre berettigelse, hvis vi valgte at tage ud-
gangspunkt i gymnasiets hgjeste matematikniveau. Vi mener derfor ikke, der ligger nogen
indsneevring af problemfeltet i at fokusere pa det obligatoriske niveau hvad formalsbeskri-
velsen angér, tvaertimod.
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punkt a) knyttes til det studieforberedende i skikkelse af en eventuel fortseet-
telse p4 A-niveau, og med tydelig adresse til punkt b) hedder det tilsvarende:

“For mange elever er gymnasiets matematikundervisning deres
sidste egentlige uddannelse i matematik. Med samfundets sti-
gende anvendelse af matematik, ikke kun i teknik og produktion,
men ogsd som baggrund for prognoser, planleegning, beslutnings-
tagen og styring, er det derfor af almen betydning, at eleverne
igennem undervisningen bade bliver i stand til selv at udnytte
matematiske betragtningsméider og til at vurdere anvendelser af
matematik, som de mgder i deres hverdag.” [UVM 97b, p. 1]

Denne beskrivelse af det gnskede forhold mellem matematikundervisnin-
gen og elevernes hverdag er vi s enige i, at ordlyden ikke ville veere meget an-
derledes, hvis vi selv havde skrevet den. Nar vi alligevel ikke bare stopper her,
glade og tilfredse med ministeriets oplaeg, er det fordi vi har en formodning
om, at der p& dette punkt er langt fra ide til udfgrelse. Uden i fprste omgang
at reflektere over, hvad der konkret foregar i undervisningen, bygger denne
formodning dels p& uformel snak med adskillige nuveerende gymnasieleerere,
dels pé& egne erfaringer som undervisere, og dels pa en subjektiv vurdering
af undervisningens slutprodukt; kompetencerne hos den del af befolkningen,
der har modtaget gymnasial matematikundervisning. Som vi ser det, er det
sveert at konkludere andet end, at det er et fatal af studenterne, der generelt
~ lever op til ovenstaende fordring, bade hvad angéar evne til selv at anvende
matematiske betragtningsmader og til at vurdere andres anvendelser. Med
reference til de fem opgaver, vi indledningsvist gav som udgangspunkt for
undervisningens tilretteleeggelse, kan vi derfor fgje til reekken af spgrgsmal,
det nok er frugtbart at teenke over: Er der en sammenheeng mellem valg af
opgavetyper, og studenternes evne til efterfglgende at nyttigggre matematik-
ken 1 deres hverdag? I sa fald, hvilke af de fem opgaver er bedst med til at
give eleverne denne kompetence?

Bekendtggrelsen og vejledningens forsgg pd at skabe sammenhaeng mellem
formalene for og udbyttet af matematikundervisningen, er meget forskellig
for de to delmal. I forhold til a) specificerer bekendtggrelsen fem overordnede
emner®, og inden for hvert emne naevnes eksplicit en lang rackke faglige be-
greber, der med varierende tyngde skal inkluderes i undervisningen. Hvilke
begreber og metoder, der fanges af meengdegeneratoren “fundamentale”—
jvf. ordlyden af punkt a)—er altsd givet pa forhand, s& det slipper du for

3De fem emner har overskrifterne tal, geometri, funktioner, differentialregning samt
statistik og sandsynlighedsregning [UVM 97a, pp. 10-11].
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at bekymre dig om i din tilretteleeggelse, hvad enten du oplever det som en
lettelse eller €;j.

Til gengeeld er der meget vide rammer med hensyn til formalsbeskrivel-
sens punkt b). Hvordan du sikrer dig, at eleverne opnar fortrolighed med
matematik som et redskab til at lgse problemer med, hvilket kan siges at
veere essensen i anden del af formalsbeskrivelsen, er i hgj grad op til dig.
Bekendtggrelsen naevner tre aspekter af matematik som fag, der skal indga 1
undervisningen: Det historiske aspekt, modelaspektet og matematikkens in-
dre struktur. Specielt eksistensen af modelaspektet kan tolkes som et forsgg .
p4 at hjzelpe/tvinge den enkelte lzrer til at tilretteleegge sin undervisning,
sa eleverne opnar en sadan fortrolighed, idet den uddybende omtale af dette
aspekt lyder: '

- “Eleverne skal opnd kendskab til opbygning af matematiske mo-

" deller som reprzesentationer af virkeligheden og indtryk af mate-
matiske modellers anvendelsesmuligheder og begreensninger samt
blive i stand til i simple situationer selv at gennemfgre en model-
leringsproces.” [UVM 97a, p. 11]

De efterfglgende bemaerkninger om implementeringen af disse hensigter
er imidlertid ikke til megen hjelp hvad angar tilretteleggelsen af undervis-
ningen: :

“Behandlingen af de tre aspekter sker i forbindelse med behandlin-
gen af de fem hovedemner og gennem serlige undervisningsforlgb
tilrettelagt med henblik pa et eller flere af aspekterne. Omfanget
af sddanne forlgb er tilsammen mindst 20 lektioner, idet mindst
10 af disse skal udggre et sammenhangende forlgb.” [UVM 97a,
p. 13]

Med angivelse af minimumsgraenser virker de tre aspekter snarere som et
forspg pa at tvinge selv tvivlere til at inkludere de tre perspektiver p4 faget
i undervisningen, end som stgtte for matematiklaerere, der faktisk gnsker at
gennemfgre en bredt perspektiveret undervisning. I forhold til sikringen af
anvendelseskompetencen, som vi sammenfattende kan kalde punkt b), er du
alts& pa godt og ondt temmelig frit sveevende med hensyn til den forestaende
undervisningstilretteleeggelse.

1.1.2 Vores baggrund

Vores baggrund for at interessere os for matematikundervisningens praksis
med seerlig fokus p& begrebet modellering er tosidet. For det fgrste har vi
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begge gennem en arrackke veeret arsvikarer pa deltid i matematik i gymna-
siet; heraf vores specielle interesse for undervisning p& dette uddannelsestrin.
Vi har derfor aktuelt siddet med den planlegningsopgave, som du netop blev
bedt om at teenke dig ind i, ligesom vi gennem diskussion med vores kollegaer
har haft mulighed for at f& en fornemmelse af, hvilke overvejelser andre ma-
tematikleerere leegger til grund for deres tilretteleeggelse af undervisningen.
For det andet afslutter udfeerdigelsen af rapporten her for os begge kandi-
datuddannelsen i matematik pd Roskilde Universitetscenter (RUC). Studiet
her har selvfglgelig understgttet en interesse for matematik sneevert betrag-

. tet. Mindre indlysende, men i denne sammenheng nok si vigtigt, er det,

at studiet ogsd har ggdet en interesse for undervisningsmeessige forhold, og
skabt en interesse for modellering. '

At vores interesse for undervisningsmeessige forhold er blevet understgttet
af vores studier, skyldes to specielle forhold ved RUC’s matematikuddannelse.
For det fgrste det at det foregdr p4 RUC, hvis veesentligste eksistensberet-
tigelse kan siges at vaere en anderledes tilretteleeggelse af studierne; det sa
bergmte/berygtede problemorienterede projektarbejde. Som studerende her
_er det derfor neerliggende at fundere over, hvilke fordele og ulemper der er ved
forskellige mader at laere nyt stof p&. For det andet er “indsigt i og erfaring
med [...] formidling af og/eller undervisning i matematikken og dens aspek-
ter” [RUC 96, p. 1] et ud af tre erkleerede formél med kandidatuddannelsen
i matematik p4& RUC, hvorfor der er ansat leerere med speciel kompetence
indenfor dette omrade, som sgrger for, at der bade i1 formelt og uformelt regi
diskuteres emner med relevans for matematikundervisning og anden formid-
ling af matematik.

Indsigt i og erfaring med matematiske modeller er en anden af de tre
erkleerede formél med uddannelsen.? Det har betydet, at arbejde med ma-
tematiske modeller uden for matematikkens verden er en obligatorisk del af
uddannelsen, ligesom der ogsé lgbende finder en diskussion heraf sted lzerere
og studerende imellem. Disse forhold har tilsammen gjort os interesserede i
at arbejde med begrebet modellering. _

Der er saledes sammenfald mellem p&d den ene side kravet til gymna-
siematematikken om at arbejde med modeller, uden neermere diskussion af
omstaendighederne herfor, og p& den anden side de dele af faget matematik
bredt betragtet, som interesserer os, og som vi fgler os kvalificerede til at
bidrage konstruktivt til en diskussion af. Den tro pa at kunne give et veerdi-
fuldt indspark til gymnasiematematikkens udformning, som naturligt fglger
af dette sammenfald, understgttes af, at vores dobbeltrolle som matematik-

“Det tredje formal vedrgrer indsigt i fagets videnskabsteoretiske status og historiske
udvikling.
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leerere i gymnasiet og deltagere i teoretiske diskussioner af matematikkens
didaktik®, naturligt placerer os med et ben pa hver side af den klgft, der ofte
er mellem den enkelte matematikleerers praktiske arbejde pa den ene side, og
den seneste forsknings resultater i form af ideer og mere overordnede forslag
til eendringer p4 den anden. _

At denne klpft eksisterer, er man helt klar over i forskerverdenen. Et
af de centrale problemfelter indenfor matematikkens didaktik angér netop
spgrgsmalet om, hvordan man bedre sikrer et konstruktivt samspil mellem
teori og praksis®, og det er indenfor dette problemfelt, vi forestiller os, vores
arbejde ligger.

1.1.3 Vores tilgang

Efter at have redegjort for hvordan vi oplever gymnasiehverdagen og vores
egen baggrund, kan vi nu preacisere hvilken problemstilling, der i udgangs-
punktet fangede vores interesse.

At dgmme efter det kraevede model-aspekt i den nuveerende bekendt-
gorelse, har man fra officiel side allerede erkendt, at arbejde med modeller
har noget at give matematikundervisningen i gymnasiet. Alligevel er vi som
nzevnt temmelig overbeviste om, at det kun er i meget f3 tilfzelde, at eleverne
bare tilneermelsesvis opnar de kompetencer, som ifglge bekendtggrelsens ge-
nerelle formé&lsbeskrivelse og specifikke bemerkninger til modelaspektet sy-
nes at veere malet hermed. Der er givetvis en vis andel af gymnasiets ma-
tematikleerere, der af den ene eller anden grund godt kan se en pointe i at

SDidaktik som forskningsfelt er udtryk for en bred tilgang til spgrgsmal vedr. formidling,
hvor spgrgsmal direkte relateret til undervisningens praksis er en sgte delmengde. Mogens
Niss forsgger at indkredse matematikkens didaktik med fglgende definition:

“Matematikkens didaktik er det videnskabelige arbejdsfelt, der sgger at iden-
tificere, karakterisere og forstad de fenomener og processer der indgar—eller
kunne indgd—i bade faktisk og potentiel matematikundervisning og mate-
matiktilegnelse. Med hensyn til forstaelse af sidanne feenomener og processer
stdr bestraebelser pd at afdakke mekanismer og arsagssammenhaenge i cen-
trum” [Niss 93, p. 100].

SF.eks. eksisterer der en international gruppe af forskere, populeert kaldet The SCTP
Group (Systematic Cooperation between Theory and Practice in Mathematics Education),
der p3 initiativ af danskeren Bent Christiansen siden 1984 jeevnligt har afholdt konferencer
og udgivet tilhgrende rapporter. Se evt. forordet til den femte konferencerapport herfra
(Bazzini, Luciana (ed.): Theory and Practice in Mathematics Education (SCTP 5), Pa-
via, Italien, 1994) for en naermere prasentation af ideen bag dette initiativ. For en generel
diskussion af teori vs. praksis i matematikkens didaktik, se Blomhgj, Morten: Samspil mel-
lem teort og praksis—en forskningspraksis i matematikkens didaktik, Matematisk Institut,
Danmarks Leererhgjskole, 1992,
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arbejde med modeller i undervisningen, men aldrig systematisk har overvejet,
hvordan opnéelsen af de modelrelaterede kompetencer sikres bedst muligt.
En teenkt reekke spgrgsmal fra disse leerere, som vi gerne vil bidrage til besva-
relsen af, er derfor: “Jeg gennemfgrer allerede trofast mod bekendtggrelsen.
et forlgb om modeller hvert ar. Alligevel fgler jeg, at mine elever kort ef-
ter forlgbets ophgr er tilbage pa neesten samme vidensniveau, som fgr vi
startede. Hvorfor? Jeg kunne selviglgelig velge at bruge langt mere tid pa
model-aspektet, end dette enkelte forlgb pa nogle f& uger, men s3 far jeg
problemer med at n& det mere snevre matematiske pensum. Hvordan kan
. jeg tilretteleegge min undervisning, sa eleverne i hgjere grad far béde i pose
og sxk?” ' : :

Det er vores indtryk, at den frustration i forhold til anvendelsen af ma-
tematiske modeller i undervisningen, vi her forsgger at karakterisere, opleves
af mange matematikleerere i gymnasiet. Samtidig er der et udtalt gnske om
at bibringe gymnasieeleverne kompetence i at anvende den matematik, de
leerer, dels fra officielt hold udtrykt ved formalsbeskrivelsen, men som vi op-
lever det ogsd blandt mange elever og lerere. Det er kombinationen af disse
to forhold, der i udgangspunktet fangede vores interesse, da vi selv tror, der
er en sammenhaeng: Kan man ikke tilretteleegge arbejdet med matematiske
modeller i gymnasiets matematikundervisning pa en méde, der i hgjere grad,
end det i gjeblikket synes at veere tilfeeldet, tilgodeser gnsket om at udvikle
elevernes anvendelseskompetence?

I relation til valg af opgavetyper, som eleverne szettes til at arbejde med,
kan vi indtil videre afrunde rakken af spgrgsmal, som det er veerd at have
i baghovedet, med fglgende, jvf. de fem opgaver pa side 11: Hvilke opgaver
krzever brug af en matematisk model? Hvilke, om nogen, kan bedst sikre
opnéaelse af de kompetencer, man gnsker at udvikle hos eleverne gennem
arbejdet med modeller, jvf. omtalen af bekendtggrelsens model-aspekt?

1.2 Afgraensninger og problemformulering

Der er mange badde spandende og relevante tilgange til at analysere forhold
vedrgrende praktisk gennemfgrelse af matematikundervisning pa et givet ud-
dannelsesniveau. En méde at strukturere diskussionen pi, er at tzenke pa de
mange spgrgsmal, der springer frem, som faldende i tre kategorier: Spgrgsmal
vedrgrende hvorfor der (bgr) gennemfgres matematikundervisning, spgrgsmal
vedrgrende hvad der (bgr) undervises i, og spgrgsméal vedrgrende hvordan der
(bgr) undervises.” Denne struktur har vi selv haft gavn af som “tanke-ordner”,

Se [Niss 89] for en god diskussion af matematiske modellers rolle i undervisningen
_struktureret efter disse retningslinjer.
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men som udgangspunkt for en diskussion af vores valg i forbindelse med de
mange relevante tilgange, har vi fundet det formalstjenligt at detaljere ka-
tegoriseringen en smule, s3 den ogsd kan bruges til at skelne mellem hvilke
forskellige former for indsigt, der ligger til grund for analyser inden for hver
kategori. Det er blevet til fire typer af spgrgsmal, som tilsammen virker som
et godt bud pé en udspending af matematikundervisning som problemfeltet:

Spgrgsmal vedrgrende begrundelser for matematikundervisningen:
Spgrgsmél af denne type omhandler hvorfor matematikundervisning
udbydes af samfundet til givne befolkningsgrupper. For eksempel
“hvilke behov hos den enkelte borger gnsker man at tilgodese og/eller
udvikle gennem matematikundervisningen?”, “hvilke samfundsmaessige
behov gnskes tilgodeset gennem matematikundervisningen?”, “hvilken
udvikling hos den enkelte og/eller i samfundet som helhed gnsker
man at fremme ved at tilbyde/patvinge en bestemt befolkningsgruppe
matematikundervisning?”, mv..

- Matematiske sporgsmal: Spgrgsmal af denne type rummer to “niveauer”.

Mest overordnet er filosofisk orienterede spgrgsmal, som kort kan siges
at vedrgre, hvad der karakteriserer matematikkens natur. Det kan veere
spgrgsmél som “hvad er matematik overhovedet?”, “hvilken status har
matematiske objekter?”, “hvordan genereres matematisk erkendelse?”,
“hvad konstituerer matematisk sandhed?”, mv..

I forleengelse heraf fglger mere praktisk orienterede spgrgsmal, der er
specifikke ift. en given malgruppe, idet de vedrgrer diskussionen om,
hvad der p3 et givet niveau skal veere matematikundervisningens gen-
standsfelt. Det kan fx. veere “hvilke matematiske discipliner skal praesen-
teres, og med hvilken tyngde?”, “er der fagligt begrundede retningslinjer
for en bestemt raekkefglge at introducere stoffet i7”, mv..

Lzerings-teoretiske spgrgsmél: Denne type spgrgsmal kan sammenfat-
tende siges at vedrgre, hvad betingelserne er for, at effektiv laering af
matematik kan finde sted. For eksempel “hvordan opbygges en mate-
matisk begrebsstruktur hos den enkelte?”, “hvad vil det sige at vide og
huske?”, “hvilke fglelser aktiveres ifm. forskellige former for leering af
matematik?”, “er disse fglelser specielle for leering af matematik, eller
er de mere generelt knyttet til leerings-situationen?”, mv..

Pz=dagogiske spgrgsmél: Her er der igen tale om spgrgsmal pd to “ni-
veauer”, der begge handler om hvordan matematikundervisningen pé et
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givet niveau tilretteleegges og realiseres indenfor en bestemt reference-
ramme. Det mest overordnede niveau vedrgrer det perspektiv, der lig-
ger bag om undervisningen, og har saledes de begrundelsesrelaterede og
matematiske problemtyper som reference-ramme. Spgrgsmal af denne
type handler derfor om, med henblik pa hvilke mal en given gruppe
skal undervises i et givet matematisk indhold, fx. “hvordan tilretteleeg-
ges og realiseres gymnasieundervisning i analytisk geometri, der imgde-
kommer den almendannende begrundelse?”, “hvordan tilrettelaegges og
realiseres gymnasieundervisning i differentialregning, der tager afseet i
en platonistisk opfattelse af matematik?”, mv..

Det andet “niveau” af pezedagogiske spgrgsméal har de leeringsmees-
sige betingelser som reference-ramme. Denne tilgang omfatter sporgs-
mal om, hvordan man tilvejebringer de ngdvendige forudsatninger for
leering 1 en given undervisningssituation, fx. “hvordan bgr moderne
informations-teknologi anvendes i gymnasiets matematikundervisning,
for ikke at give eleverne en overfladisk forstéelse af selve de matemati-
ske begreber?”, “hvordan kan gruppearbejde bedst bruges til at fremme
den mundtlige dimension i gymnasiets matematikundervisning?”, mv..

1.2.1 Valg af analytisk udgangspunkt

I forhold til vores gnske om at bidrage til en mere hensigtsmaessig tilrette-
leeggelse af arbejdet med matematiske modeller i den gymnasiale matematik-
undervisning, ville det efter vores mening oplagt veere frugtbart at inddrage
analyser med afsat i alle de naevnte typer af spgrgsmaél.

At forsgge sig med en sddan helhedsanalyse ligger imidlertid langt uden
for rammerne af dette projekt, forstdet pa den méade, at vi ikke systematisk
kan angribe problemet fra alle de navnte vinkler. De rummer formentlig
hver iseer stof til adskillige specialer og Ph.d.-afhandlinger indenfor sivel
matematikkens didaktik som tilgreensende fagomrader sdsom paedagogik og
psykologi. .

Den afgreensning af maélet med analysen, der derfor er ngdvendig, har vi
ladet styre af, hvordan vi opfatter forholdet mellem de fire skitserede pro-
blemfelter. De er alle fire indbyrdes forbundne: Hvordan man begrunder ma-
tematikundervisningen pé et givet niveau indvirker p&, hvilke matematiske
emner man mener, der er centrale, og hvilke former for leering, man gnsker at
fremme; hvordan man opfatter matematik som videnskab indvirker pa, hvor-
dan man begrunder faget i en undervisningssammenhang, hvilke emner man
fremhaever som de centrale, og hvilken form for peedagogik man mener der
skal praktiseres; osv.. Samtidig er der imidlertid en vis kausalitet mellem de
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begrundelsesmaessige, matematiske, og lzrings-teoretiske spgrgsmal pa den
ene side, og de padagogiske p& den anden side. Man kan efter interesse tage
afseet 1 hver af de tre fgrstnavnte problemfelter, for sa at analysere kon-
sekvenserne pa de gvrige omrader. Analyser af paedagogiske spgrgsmal kan
“derimod ikke finde sted, uden at man har taget stilling til referencerammen
ift. de gvrige problemfelter. For eksempel kan man ikke analysere, hvordan
gruppearbejde bgr praktiseres i matematikundervisningen, eller hvordan ar-
bejde med matematiske modeller bedst integreres heri, uden at forholde sig
til, hvad man gnsker at opnd med matematikindervisningen. Du—eller andre
med lang erfaring indenfor undervisningssektoren—vil maske mene, at du i
det daglige arbejde da ofte ggr dig peedagogiske overvejelser uden reference
til andre problemfelter. Der er det s& vores pastand, at du implicit eller eks-
plicit har forholdt dig til mange af spgrgsmalene af hgjere kausal orden, og
at det betinger dine padagogiske overvejelser! |

I forhold til vores gnske om at fremme en mere hensigtsmaessig integration
af arbejdet med matematiske modeller i gymnasieundervisningen, end den
der i gjeblikket finder sted, tror vi derfor, at vi giver det mest langsigtede
bidrag til en zndring af tingenes tilstand, ved at medvirke til at nuancere
den reference-ramme, som padagogiske analyser hviler pa. Vi hédber med
andre ord, at vi kan skabe et solidt grundlag for, at bade vi, og andre med
interesse for sagen, efterfglgende p4 reflekteret vis kan deltage i diskussionen
om, hvordan arbejdet med matematiske modeller i praksis bedst integreres i
matematikundervisningen.

Det fgrste vi 1 rapporten vil ggre 1 forsgget pa at nuancere reference-
rammen, er grundigt at diskutere betydningen af de to begreber, som vi
mener er essentielle ift. at karakterisere arbejdet med matematiske model-
ler, og som vi derfor ogsd har ladet veere omdrejningspunktet for resten af
analysen; problemlgsning og modellering.

I forhold til resten af rapporten betyder disse afgraensninger, at vi vil
analysere, hvilke potentialer der er ved at arbejde med problemlgsning og
modellering i undervisningen med udgangspunkt i spgrgsmal af begrundel-
sesmaessig, matematisk og leerings-teoretisk natur. At vi ikke medtager det
paedagogiske problemfelt betyder ikke, at vi afholder os fra at forholde os til
de padagogiske spgrgsmaél, der naturligt dukker op. Det, vi ikke ggr, er at
analysere sédanne spgrgsmal.

Analysen har to dele, som vi vil referere til som hhv. matematikfaglig og
kognitions-psykologisk. Med en matematikfaglig analyse mener vi en deskrip-
tiv analyse af de til forskellige tider geeldende fagopfattelser af matematik.
Heri inkluderer vi sével det omgivende samfunds som matematikersamfun-
dets (herunder matematikleerernes) syn pd matematik og matematikunder-
visning. I den matematikfaglige analyse beskeftiger vi os saledes primeert .
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med de begrundelsesmaessige og matematiske problemfelter.

Med en kognitions-psykologisk analyse menes en psykologisk tilgang til de
erkendelsesmessige - (intellektuelle) dele af en larings-proces. Det drejer sig
om funktioner som tenkning, sprog, hukommelse og netop problemlgsning,
hvilket selvfglgelig er en veesentlig grund til, at vi veelger at analysere den
kognitive del af en leerings-proces, og ikke den affektive, som vedrgrer de fg-
lelsesbetonede sider af—i dette tilfeelde—laering. En anden grund til denne
afgreensning er, at de kognitive funktioner i langt hgjere grad end de affek-
tive meningsfuldt kan analyseres uden at inddrage padagogiske spgrgsmal i
analysen. For eksempel kan man godt—som vi vil ggre det-—analysere, hvor-
dan den menneskelige hjerne reprasenterer ny viden, uden ngdvendigvis at
inddrage under hvilke praktiske omstandigheder, denne nye viden opleves,
hvorimod det er stzerkt begraensende for relevansen af analysen ikke at ind-
drage de praktiske omsteendigheder, hvis fokus er pa, hvordan det opleves at
skulle optage ny viden.

1.2.2 Problemformulering

Som sammenfatning af ovenstiende indkredsning af den analyse, vi vil lave,
kan vi nu formulere fglgende sp;zsrgsmal som danner udgangspunkt for vores
arbejde:

Hvordan kan vi konstruktivt karakterisere problemlgsning og mo-
dellering, og hvilke potentialer kan vi pd baggrund af hhv. mate-
matikfaglige og kognitions-psykologiske analyser argumentere for,
der er, ved at arbejde med problemlgsning og modellerzng t gym-
nasiets matematikundervisning?




Kapitel 2

Problemlgsning og modellering i
en undervisningssammenhang

Da vi planlagde arbejdet med specialerapporten, havde vi ikke forestillet os,
at en afklaring af begreberne problemlgsning og modellering og de afledte
begreber skulle fylde et helt kapitel. Snarere en side eller to under overskrif-
ten “lad os indledningsvist afklare nogle centrale begreber”. At det ikke er
nok, men at der er behov for en serdeles praecis begrebsafklaring, var vores
eget indtryk, efterhdnden som vi fik diskuteret, hvordan begreberne kunne
afgreenses i forhold til hinanden og i forhold til andre begreber som fx. “op-
- gave”. At andre ogsd kan have gleede af en begrebsafklaring, fik vi indtryk
af, efterhanden som vi fik diskuteret problemlgsning og modellering med for-
skellige kolleger fra gymnasieverdenen. Dette indtryk blev bestyrket, da vi fik
lejlighed til at fremleegge og diskutere vores ideer og tanker med en gruppe
hollandske undervisere under deres besgg i Danmark. P4 baggrund af disse
erfaringer er det vores indtryk, at problemlgsning og modellering selviglgelig
er begreber, man nikker genkendende til i matematikleerer-kredse, men at
kun de feerreste undervisere har gjort sig klart, i hvilken betydning de bruger
disse begreber, og om det er den mest frugtbare betydning.

At uddybe meningen med den ovenstéende problematisering gennem be-.
grebsafklaring, er blevet dette kapitels zerinde. Nar kapiteloverskriften henty-
der til “en undervisningssammenheeng”, er det ikke fordi vi her vil diskutere
os frem til, hvordan begreberne kan eller skal indgd i en undervisningssam-
menheng. Det er jo den analyse, specialerapporten som helhed forhabentligt
kan bidrage til. Nej, “undervisningssammenhaeng” henviser til, at vi tager
udgangspunkt i en undervisningssituation, og at vi holder os indenfor under-
visningsomradet; at vi altsa afgreenser begreberne i forhold til andre begreber
fra undervisningsverdenen.

23



24 Problemlgsning og modellering i en undervisningssammenhseng

2.:1 Hvad er “et problem”?

George Polya har i [Polya 62, p.117] preeciseret, hvad han vil forsts ved et
problem:

“In general, a desire may or may not lead to a problem. If the de-
sire brings to my mind immediately, without any difficulty, some
obvious action that is likely to attain the desired object, there is
no problem. If, however, no such action occurs to me, there is a
problem. Thus, to have a problem means: to search consciously
for some action appropriate to attain a clearly conceived, but not
immediately attainable, aim.”

En anden precisering af nyere dato, kan ses i [Blum 91, p. 37]. Inspi-
reret af denne vil vi ved et problem forstd: En situation, der involverer en
rekke dbne spgrgsmdl, der udfordrer en eller anden intellektuelt, som ikke
umiddelbart er i besiddelse af direkte metoder/procedurer/algorztmer der er
tilstrekkelige til at besvare sporgsmdlene.!

Hverdagsbetydningen af et problem er i god overensstemmelse med disse
definitioner; man star overfor et problem, ndr man er havnet i en situation,
hvor man for at komme videre skal finde pa et eller andet, der ikke lige
springer i gjnene. I Polyas definition af problem navnes matematik slet ikke.
Faktisk henviser hans “desire” til gnsket om at fa mad (det er ikke et problem
hjemme i lejligheden, men det er et problem uden penge pa lommen i en
fremmed by i et fremmed land).

P3& trods af at et problem altsd har ngjagtig samme betydnmg i mate-
matik som i hverdagen, og at den nermere definition af et problem ikke
er noget nyt, er der tilsyneladende uklarhed om begrebets betydning i en
matematikundervisnings-kontekst; man taler om problemlgsning nir man
regner opgaver, man taler om opgaveregning nar man lgser et problem stillet
af opgaven. Lad os derfor nedenstidende uddybe betydningerne af opgave og
problem.

2.1.1 Opgave, gvelse og problem

En opgave har en objektiv karakter forstiet saledes, at hvor vidt der er tale
om en opgave eller ej ikke er afhaengig af, hvem der stiller den eller modtager

1Vi sondrer i gvrigt ikke mellem store og sma problemer—det afggrende er udfordringen
og et element af vanskelighed i lgsningen. Polya har en lidt pudsig uddybning vedrgrende
dette: “A problem is a ‘great problem’ if it is very difficult, it is just a ‘little problem’ if
it is just a little difficult. Yet some degree of difficulty belongs to the very notion of a
problem: where there is no difficulty, there is no problem.” [Polya 62, p.117].
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den. Om udfgrelsen af opgaven giver anledning til et problem, kommer an p3
opgavelgseren. Et problem har nemlig en subjektiv karakter (hvad der er et
problem for A behgver ikke at vare det for B). Denne subjektive karakter ses
ogsd eksplicit i ovenstédende definition pd et problem (“...udfordrer en eller
anden...”). Derfor medfgrer eksistensen af et problem ogsa eksistensen af en
eller anden person, det er et problem for. »

En opgave kan for eksempel veere “du far til opgave at sli greesset”, eller
“du far til opgave at finde rgdderne i fglgende andengradsligning”. At skulle
udfgre sddanne handlinger, eller et sadant stykke arbejde, kan selvfglgelig
sagtens give anledning til forskellige problemer. For eksempel kan greessla-
maskinen veere gaet 1 stykker, eller man kan have mistet sin formelsamling,
eller man kan veere pa et for lavt uddannelsesniveau eller erfaringsniveau (for
et 8-&rigt barn giver begge opgaver sandsynligvis anledning til problemer).
Man kan altsé stille alle en opgave, men ikke vide sig sikker p&, for hvem det
er et problem. .

For at kunne skelne klart mellem begreberne, har vi indfgrt folgende kon-
ventioner for resten af rapporten: Ved en opgave vil vi forstd en situation,
hvor nogle bestemte handlinger gnskes gjort, eller hvor et bestemt mél gnskes
opndet. Vi taler om en gvelse i stedet for en opgave, hvis det med rimelighed
kan antages, at opgaven ikke er eller vil fgre til et problem for modtageren.
I de tilfzelde, hvor lgsningen af opgaven giver anledning til et problem for
modtageren, vil vi benytte termen problem i stedet for opgave. Opgave bliver
derfor foreningsmangden af begreberne gvelse og problem, hvilket betyder, at
vi vil benytte termen opgave, ndr modtagerens kompetencer ikke kan afggres.

2.1.2 “Rene” og anvendelsesorienterede matematiske
opgaver

Man kan umiddelbart skelne mellem to typer af matematiske opgaver; rene
matematiske opgaver og anvendelsesorienterede matematiske opgaver. Idet vi
leegger os teet op af fremstillingen i [Blum 91, p.37], skelner vi sdledes: Huis
det definerende spgrgsmadl tilhprer et udsnit af den virkelige verden, og tillader
visse matematiske begreber, metoder og resultater at blive involveret, taler vi
om en anvendelsesorienteret matematisk opgave. Huis det definerende sporgs-
mdl er helt indlejret i et matematisk univers, taler vi om en ren matematisk
opgave.

Med “det definerende spgrgsmal” mener vi den del at opgaveformulerin-
gen, der ggr, at der i det hele taget er tale om en opgave, der sztter nogen
1 gang, og ikke blot en konstatering eller en kommentar. Derimod er det un-
derordnet, om opgaveformuleringen har form af et spgrgsmal, en kommando
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eller noget helt tredje. Med denne skelnen indfgrt, kan vi—i fgrste omgang—
typificere opgaverne pa side 11f. p& en méde, der givetvis stemmer overens
med, hvad enhver med interesse for sagen ville kunne, ogsd uden at have gjort
sig begrebernes indhold helt klart: Opgave 1, 4 og 5 er anvendelsesorienterede
matematiske opgaver, mens opgave 2 og 3 er rene matematiske opgaver.

En nuancering er pakraevet

Ved at forestille sig de forskellige opgaver brugt i en undervisningssammen-
haeng bliver det imidiertid klart, at en typificering som denne nok ikke i sig
selv er videre frugtbar, og i hvert tilfeelde ikke tilstreekkeligt grundlag for et
systematisk og velovervejet valg af opgavetyper. Dette skyldes, at der inden
for hver af de to opgavetyper findes en variation hvad angéar fordringer til
eleverne, der er langt stgrre end variationen typerne imellem.

Séledes vil opgave 2 veere en guelse for de fleste gymnasieelever, der har
fulgt matematikundervisningen pd obligatorisk niveau, idet der er tale om en
standardopgave med en velgennemprgvet lgsnings-algoritme, hvorimod op-
gave 3 for alle disse elever vil veere et problem, som kun et fatal af dem vil
kunne Igse, selv med ubegraenset tid stillet til rddighed. Hvilke strategier
man kan sige, der generelt indgar i forsgget pd at lgse et problem som dette,
vender vi tilbage til i afsnit 2.4.1. Forelgbig vil vi ngjes med at pointere, at
maélt pd en “skala” over elevernes kvaler med besvarelsen ligger bdde opgave 1
og 4 efter vores vurdering mellem opgave 2 og 3. Dette er teenkt som en indi-
kation pé, at den introducerede skelnen mellem gvelser og problemer er langt
vigtigere at veere opmeerksom pé i en undervisningssammenhang, end den let
gennemfgrlige opsplitning i anvendelsesorienterede og rene matematikopga-
ver. Den bliver fgrst rigtig interessant i en undervisningssammenheaeng, hvis
vi nuancerer begrebet anvendelsesorientering, sd det ogsa er muligt at skelne
opgaver som nummer 1, 4 og 5 fra hinanden. For ligesom opgave 2 og 3 vil
opleves meget forskelligt af de fleste gymnasieelever, vil disse tre opgaver ogs
fordre meget forskellige elev-aktiviteter: Opgave 1 og 4 vil uden videre kunne
anvendes indenfor rammerne af en saedvanlig 45-minutters lektion, mens op-
gave 5 vil kreeve et leengere forlgb og inddragelse af information, der ikke
seedvanligvis er tilgengelig i et almindeligt klasselokale, blot for at naevne én
afggrende forskel.

Men hvordan kan vi-klarere beskrive forskellen pé, hvad forskellige an-
vendelsesorienterede opgaver fordrer af eleverne? Hvad er egentlig forskellen
pa opgave 1, 4 og 5 pa side 11£f.7 For at kunne svare pa spgrgsmal som disse
ma vi forklare, hvad vi leegger i begrebet modellering, hvilket igen forudsaet-
ter, at vi har redegjort for vores forstaelse af begrebet model. Herefter vil vi
sé—udrustet med en skarpere begrebsforstielse—i afsnit 2.5 vende tilbage til
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karakteristikken af de fem opgaver.

2.2 Hvad er “en model”?

Ordet “model” indgér i en rakke sammensatte ord, som er velkendte for
alle voksne mennesker; modelfly, fotomodel, osv.. Selv sm& bgrn har en ri-
melig forestilling om, at deres legetgjsbiler er modeller af virkelige biltyper,
og for togs vedkommende hedder legetgjsudgaven ligefrem et modeltog, en
modeljernbane, osv.. Ligesd selvfglgelig ordet “model” saledes synes at indgd
i almindelig sprogbrug, ligesd selviglgeligt er det imidlertid, at brugen kun
sjeeldent ledsages af en bevidst refleksion over, hvad der egentlig ligger heri.
Hvad er egentlig forskellen pé at sige “modelfly” og bare “fly”, og er det det
samme som forskellen mellem “fotomodel” og bare “foto”?

Ifglge Lademanns Fremmedordbog er en model: “Forbillede, mgnster; gen-.
givelse i formindsket mélestok.” At en model kan veere et forbillede, eksempli-
ficeres jeevnligt gennem diskussionerne om fotomodeller og skgnhedsidealet.
Tilsvarende taler man om, at et barn bruger sine forzldre som model, nar de
anvendes som forbillede for handlinger, veereméade, livssyn osv.. Model som
formindsket og/eller forenklet repreesentation af virkeligheden anvendes fx.
af arkitekter i deres fysiske modeller af deres ideer eller forslag. Nar et udsnit
af virkeligheden repreasenteres pa en eller anden méade, involveres en model.
Vi definerer en model som triplen (A, M, f), hvor A er et udsnit af virke-
ligheden, og f er en afbildning, der oversetter elementer fra A til elementer
i den valgte representation M.2 Elementer i A tilhgrer den del af virkelig--
heden, der ggres til genstand for modellering (udsnittet). Elementerne i M
afhzenger naturligvis af, med hvilke midler repraesentationen foretages.

Det er altsd ikke blot reprzesentationen M der er modellen, men triplen
(A, M, f). Fordelen ved at definere modeller p4 denne made er fgrst og frem-
mest, at vi far fremhavet at modellen er en model af noget, som Mogens
Niss ogsé konstaterer. Endvidere mener vi, at man pé en relativ enkel made
far skelnet mellem virkelighed, afbildningen og selve reprasentationen—en
opsplitning vi far gleede af i det efterfglgende. Eksempelvis forstar vi ved
et modeltog ikke blot selve modeltoget, men ogsd den virkelighed og den
oversattelse der 1& forud for selve modeltoget. Her er A altsa den specifikke
togtype, f bestemmer de egenskaber ved virkeligheden der skal repraesenteres,
og M er repraesentationen af toget, som det herefter tager sig ud. Modeltoget
er alle disse ting pa en og samme gang.

2Vi har ladet os inspirere af den made Mogens Niss har valgt at definere matematiske
modeller p3, i [Niss 89, pp. 28-29].




28 Problemlgsning og modellering i en undervishingssammenhaeng

2.2.1 Afbildning af virkeligheden

Det er afbildningen f, der fastleegger hvilke egenskaber fra den udvalgte del af
virkeligheden, der skal repraesenteres, ligesom f ogsé fastlaegger, hvordan de
skal repreesenteres. Vi mener ikke det er fornuftigt at leegge begreensninger pa
f. Derfor kan vi altsd sagtens forestille os, at f slet ikke ggr noget som helst;
det valgte virkelighedsudsnit repreesenteres ved sig selv uden nogen form for -
oversattelse. At det ikke er helt ufornuftigt, understgttes af et eksempel, hvor
det ikke er hensigtsmaeessigt at skelne mellem model og virkelighed. Afdrag
og rentetilskrivning péd et obligationslén i en kreditforening er et eksempel,
hvor den virkelige situation faktisk er en model—det specifikke udsnit af
virkeligheden skabes mange ar frem i tiden af modellen for annuitetsgeeld.

I praksis reprasenterer modeller ofte virkeligheden p4 en anderledes made
end virkeligheden selv; f virker altsa aktivt. Vi har valgt begrebet abstraktion
til at betegne det forhold, at f virker aktivt. Abstraktion deckker over be-
sleegtede begreber som; forenkling, tilpasning, bortskeering, negligering, osv.
Afhaengigt af det konkrete behov, der ligger til grund for modellen, kan ab-
straktionens omfang selvfplgelig variere. Landkort som modeller af virkelig-
heden er et godt eksempel pé behovet for abstraktion. Landkort er modeller
af virkelige geografiske forhold, der reprasenteres i to dimensioner og i min-
dre malestoksforhold. Der findes imidlertid mange forskellige slags kort, og
disse adskiller sig fra hinanden ved de abstraktioner, der foretages ved f i
de konkrete tilfeelde. Planlaegningen af en kgretur mellem to byer langt fra
hinanden kraever fx. et kort, hvor hovedvejene mellem forskellige byer er af-
tegnet og kan identificeres med vejskiltene, og hvor byerne blot behgver at
veere indtegnet som sma cirkler. Altsd et kort med et hgjt abstraktionsniveau.
I andre sammenhange kraves kort med betydeligt lavere abstraktionsniveau;
orienteringslgbere bruger fx. kort, der ikke blot har et stort malestoksforhold,
men ogsa angiver hgjdekurver o.lign. Andre korttyper beskriver méske under-
jordisk rgrfgring i et afgraenset omréde. Abstraktionsmulighederne er altsa
mangfoldige, og ma athenge af det konkrete formal med modellen. Pointen
er, at der i alle ovennavnte tilfaelde i vidt omfang er tale om abstraktioner i
varierende omfang, og at dette er bevidst og fornuftigt, afhaengigt af formalet
med modellen.

Model og problem—en afgrzensning

Begrebet problem har en subjektiv dimension, idet definitionen af problem -
fordrer eksistensen af et subjekt, jvf. afsnit 2.1.1. I forhold hertil adskiller
begrebet model sig ved ikke at fordre eksistensen af et subjekt, men derimod
et andet objekt; en model er en model af noget. At en model ikke har en
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subjektiv dimension kan forklares ved, at det ikke kan forholde sig siledes,
at det der er en model for A ikke er det for B.

2.2.2 Matematiske modeller

Nar elementerne i M bestar af matematiske objekter, relationer, strukturer
osv., betegner vi modellen som en matematisk model. Matematik indgar i et
vist omfang i konstruktionen af flere modeller, end de fleste umiddelbart ggr
sig klart. I eksemplerne med legetgjsudgaver af toge, biler og fly er der fx. of--
test beregnet vinkler, leengder osv., for bevidst at bevare visse dele (typisk er
legetgjsmodeller proportionstro, dvs. har vinklerne bevaret) og e&ndre stgr-
relse pé& andre (legetgjsmodeller er sjeeldent i naturlig stgrrelse, dvs. leengde-
mélene er zendret). Og i eksemplet med forskellige typer kort er inddragelsen
af matematik eksplicit, da informationen om hvilket malestoksforhold, der
er anvendt, er s& vigtig, at brgkdelen (fx. 1 : 100000) angives direkte. Men
i disse tilfzelde er matematikkens begreber og metoder i spil i afbildningen
f, og ikke i selve reprzsentationen. Styrken ved den modeldefinition, vi har
valgt, understreges af, at den netop muligggr denne sondren.

Anvendelse af matematiske modeller

Mon ikke mange har en forestilling om, at en matematisk model er en slags
veerktgj, maske endda .materialiseret i form af en computermodel, der kan
bringes i anvendelse for at lgse en bestemt konkret problemstilling. En s&-
dan bevidst anvendelse af matematiske modeller til belysning af et problem,
kalder Morten Blomhg;j for punkt-anvendelser “for at understrege deres af-
graensning i tid og rum” [Blomhgj 92, pp. 29-31].

Maske er det mindre oplagt, at fx. regning med pengebelgb er et eksempel
pa anvendelse af en matematisk model. Morten Blomhgj kalder denne type
anvendelse for flade-anvendelse af matematiske modeller “for at understrege
deres udbredelse over hele samfundet i bide tid og rum” [Ibid.]. Som eksempel
naevner han, at nar vi bruger vores matematik til at finde ud af, om vi har
penge nok til et franskbrgd til 12,25 kr. og en liter sgdmeelk til 9,30 kr.
hos bageren sgndag morgen, s& sker det ved hjelp af en matematisk model.
Priserne er repreesenteret ved decimalbrgker, hvorefter de kan adderes til
21,55 kr., som vi afrunder til 21,50 kr., idet vi erkender modellens mangler.
En s&dan anvendelse af matematiske modeller foregar ubevidst. I resten af
denne rapport vil vi kun beskeeftige os med modeller, der er konstrueret
~ bevidst med et bestemt formal for gje, dvs. punkt-anvendelser af matematiske
modeller.
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2.3 Modellering

Néar vi skal beskeftige os med, hvordan begrebet matematisk model indgér
eller kan indgd i en undervisningssammenhaeng, er det formalstjenligt er se
pd den proces, konstruktionen af en sddan model udggr. I den righoldige
litteratur, der findes om brugen af modeller i sammenheang med matematik-
undervisning, fremstilles denne proces flere steder opdelt i en raekke faser af
hensyn til overskueligheden. Selv om ordvalget selvfglgelig er forskelligt i disse
fremstillinger, indeholder alle dem, vi er stgdt p&, essentielt de samme akti-
viteter at gennemfgre. Da vi har fundet en sddan opsplitning i faser uhyre
nyttig, bade i forbindelse med vores praksis som matematikleerere og som
analytisk veerktgj i forbindelse med udarbejdelsen af denne rapport, vil vi
nu fremstille, hvad vi mener er en frugtbar made at anskue konstruktionen
af en matematisk model pa. Fremstillingen er inspireret af praesentationen i
[Blomhgj 92], [Niss 89] og [Skovsmose 90b].

2.3.1 Modelleringsprocessen

Processen forbundet med at konstruere en matematisk model af et omrade af
virkeligheden, udggres i kort form af fglgende aktiviteter: (a) Identificering af
de egenskaber af virkeligheden, der skal modelleres; (b) udveelgelse af objek-
ter, relationer osv. der er relevant herfor, og idealisering af disse til former,
der er egnede til matematisk reprasentation; (c) oversattelse af disse ob-
jekter og relationer fra deres virkelige fremtraedelsesform til matematik; (d)
brug af matematiske metoder til opnéelse af matematiske resultater og kon-
klusioner; (e) tolkning af disse som resultater og konklusioner vedrgrende det
initierende omréde af virkeligheden; (f) vurdering af modellens validitet ved
sammenholdelse med virkeligheden (dvs. med observerede eller forudsagte
data), eller med videnskabelige teorier.

I overskriftsform er denne proces illustreret i figur 2.1. Udover at gengive
ovenstdende aktiviteter i en forh&bentlig mere overbliksskabende form, har
vi her ogsd forsggt at “standse op” efter hver aktivitet, og vurdere hvilket
niveau i modelkonstruktionen, vi befinder os pd. Da sammenhangen mel-
lem aktivitet og niveau ikke er tilstreekkeligt selvforklarende i summarisk
form, vil vi kommentere denne sammenheng, samt komme med uddybende
bemeerkninger til ovenstdende kortfattede beskrivelse af aktiviteterne.

ad Opgaveformulering: Ud fra modelbyggerens interesser og teoretiske
forh&dndsviden forstds og formuleres den opgave, som modellen kon-
strueres med henblik p& at udfgre. Herved fokuseres uundgieligt pa et
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Figur 2.1 Den matematiske modelleringsproces
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subjektivt valgt virkelighedsudsnit A, som herefter tages som udgangs-
punkt for resten af modelkonstruktionen.

ad Systematisering: For at muligggre en matematisk beskrivelse af det
valgte virkelighedsudsnit, bliver den vilkarlige kompleksitet af selv et
sadant udsnit beskaret, enten bevidst ud fra antagelser om, hvad der
er mindre betydningsfuldt for den formulerede opgaves udfgrelse, eller
ubevidst fordi modelbyggeren ikke er klar over betydningen af et el-
ler andet. Modelbyggerens viden om det valgte virkelighedsudsnit far
derfor stor betydning for, hvordan systematiseringen finder sted, og en
eendring i denne viden vil s&ledes forventeligt virke tilbage pa systema-
tiseringen.
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Den idealisering, der ligger heri, er en del af afbildningen f fra vir-
kelighedsudsnittet over i et matematisk univers, hvorfor modellen og
virkelighedsudsnittet allerede er to adskilte stgrrelser fgr den matema-
tiske formalisme kommer ind i billedet. Det er for at pointere dette, at
vi i figur 2.1 veelger at “stoppe op” ved det system, der efterfglgende
repraesenteres matematisk.

ad Matematisering: Afbildningen f viderefgres, idet systemets objekter

og relationer nu forsgges oversat til matematik. De herved fremkomne
matematiske objekter og relationer bgr—for at veere en fornuftig repree-
sentation af systemet—veere ledsaget af antagelser om og egenskaber
for disse. Produktet af disse anstrengelser er et matematisk system.

De valg, der uundgieligt m& treeffes som en del af oversacttelsen, er be-
greenset af modelbyggerens matematiske kompetence. Som fglge heraf,
eller som fglge af en utilstreekkelig systematisering, vil matematiske
vanskeligheder i-beskrivelsen ofte fgre til yderligere idealiseringer, der
virker tilbage pa systembeskrivelsen. Der er altsd heller ikke her et en-
tydigt forhold mellem de to niveauer “system” og “matematisk system”.

ad Matematisk analyse: Der kan neevnes i hvert fald to grunde til, at

man som modelbygger ofte veelger matematik som “modelsprog”. For
det fgrste tilbyder matematik som sprog en klarhed i fremstillingen, som
ofte er tillokkende. Denne fordel opnés alene ved at opstille det mate-
matiske system. For det andet kan man belyse den oprindelige opgave
ved at analysere dens matematiske fremtraedelsesform; det matematiske .
system. En sddan analyse kan vaere baseret pé algebra, infinitisemalreg-
ning, computersimulering osv., men endemaélet vil i alle tilfaelde veere
en raekke modelresultater.

ad Tolkning og vurdering af resultater: Disse modelresultater skal nu

fortolkes for at se, om de kan kvalificere reaktionen p& den oprindelige
opgave, enten i form af handling eller gget erkendelse. Denne fortolkning
har to aspekter:

En intern fortolkning, der vurderer om det er rimeligt at konkludere
noget som helst p& basis af modelresultaterne, fx. ved at undersgge,
hvor fglsomme de er overfor smé aendringer i de indgdende parametre.

En ekstern fortolkning, der “oversatter tilbage” fra modelresultater til
udsagn om virkelighedsudsnittet, og vurderer resultaterne pd denne
baggrund: Giver de mening i den virkelige verden? Er de realistiske?
etc.
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ad Vurdering af modellens validitet: En modelleringsproces kan gen-
nemfgres med forskellige formal for gje. Det kan veere en made at lgse
" et foreliggende problem péa. Eller det kan veere et middel til at klare
en guelse lettere eller hurtigere, end hvis andre midler tages i brug;
processen behgver altsd ikke ngdvendigvis at stamme fra et virkeligt
problem, blot en virkelig situation. I begge tilfzelde vil det veere for-
nuftigt at sammenholde formalet med det gennemfgrte arbejde, for pa
denne méade at evaluere modelbygningen i sig selv: Gjorde jeg det for-
nuftigt? Kan jeg pa nogen méde forbedre modellen? Hvad er modellens
gyldighedsomrade; under hvilke omstzendigheder er den brugbar, og un-
der hvilke omsteendigheder er den ikke? Er matematisk modelbygning
overhovedet en fornuftig made at arbejde med den formulerede opgave
pa?

At stille og forsgge at besvare spgrgsmal som disse kraever—udover
den fgrneevnte matematiske kompetence og viden om det valgte
virkelighedsudsnit—viden om processen forbundet med at bygge en
matematisk model som den vi forsgger at formidle her. Ofte vil det
veere ngdvendigt at bygge en ny eller modificeret model, og saledes ga
skridt (a)-(f) igennem igen.

Vi vil reservere begrebet modellering til udelukkende at henvise til en
proces, hvor alle faserne (a)—(f) gennemgas med henblik pa at konstruere en
matematisk model. Ikke ngdvendigvis sekventielt fra start til slut; som anty-
det vil det ofte vaere fornuftigt at g “bagleens” og gentage nogle af faserne,
eller at ga igennem hele processen flere gange, hvilket pilene til hgjre i figur
2.1 er teenkt som en indikation af. Og ikke ngdvendigvis pa en bevidst og
kontrolleret made; som med s& mange andre ting vil man sikkert gennemlgbe
de enkelte faser mere og mere instinktivt, jo bedre man er til at modellere.

Opsplitningen i faser har et deskriptivt udgangspunkt: Nar matematik
anvendes ifm. en ikke-matematisk virkelighed, er der wundgdeligt tale om
implicit eller eksplicit gennemlgb af en modelleringsproces, der har en felles
struktur, som vi alts& opdeler i faserne (a)-(f).

Fremstillingen her skal med andre ord ikke leeses som en kogebogsopskrift,
men som et bud pé en abstrakt opdeling af de processer, der mere eller mindre
bevidst er i spil ved konstruktionen af en matematisk model. Men for at vi vil
kalde en aktivitet modellering, skal man p4 den ene eller anden méde arbejde
med alle de nzvnte aspekter.
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2.4 Problemlgsning

Nu er det tid til at vende tilbage til den skelnen mellem gvelser og problemer,
som vi introducerede i afsnit 2.1.1. Vi vil ikke beskrive metoden til lgsning
af gvelser, idet disse er karakteriseret ved, at det ikke er ngdvendigt at an-
leegge metodiske betragtninger i forhold til lgsningen; det ligger implicit i
definitionen af gvelse, at lgsningsmetoden er indlejret i opgaveformuleringen.
I stedet vil vi ofre “krudtet” pd lgsning af problemer, da denne aktivitet—
som “komplementarmangden” til lgsning af gvelser—er karakteriseret ved
ngdvendigheden af bevidste eller ubevidste metodiske overvejelser, igen jvf.
beskrivelsen i afsnit 2.1.1. Nar vi i det fglgende bevidst snakker om “problem-
lgsning”, og ikke det bredere begreb “opgavelgsning”, er det derfor ikke fordi
vi forudsaetter en bestemt type opgaver, som vi pa forh&dnd ved vil opleves
som problemer af modtagerne. P4 grund af det subjektive ved begrebet “pro-
~ blem” ville det nemlig kreeve, at man havde bestemte opgaver og.en velkendt
modtagergruppe i tankerne, hvilket er en afgreensning, der helt ville gdeleegge
den tilsigtede eksemplaritet i vores analyse. Derfor er tanken snarere, at hvis
du som lazser har en konkret “kombination” af opgave og modtagergruppe i
tankerne, som du vurderer vil ggre opgaven til en gvelse, s3 spring frejdigt
videre i din forestillingsraekke, indtil du vurderer, at “kombinationen” giver
anledning til et problem for modtagerne. Fgrst da er metodiske overvejelser
som de nedenstdende relevante at bruge tid pa.

2.4.1 Heuristik og matematisk problemlgsning

Problemlgsning betegner simpelthen den proces, hvorigennem man forsgger
at lgse et problem. Problemet kan, som vi har beskrevet, vaere rent matema-
tisk eller anvendelsesorienteret. Vi vil-——som lovet pd side 26—starte med at
forsgge kort at beskrive problemlgsning med udgangspunkt i et rent mate-
matisk problem.

Det er neesten umuligt at komme uden om heuristikken i denne forbin-
delse. Alan Schoenfeld skriver i [Schoenfeld 85, p. 23]: “Once nearly forgot-
ten, heuristics have now become nearly synonymous with mathematical pro-
blem solving”. I den moderne forstand er det iszer Polyas navn og veerker
([Polya 57] og [Polya 62]), der forbindes med heuristikken.

Polyas veesentligste bidrag var, at han gjorde opmerksom pé fire faser,
som kunne beskrive matematisk problemlgsning som proces: a) forstd proble-
met; b) lav en plan; ¢) fgr planen ud i livet; d) se tilbage og vurder processen.
Den bergmmelse og anerkendelse, som denne karakteristik har opnéet, skyl-
des i det vaesentlige to ting. For det fprste gjorde beskrivelsen opmaerksom
p&, at problemlgsning rummede noget andet og mere end det at fglge en alle-
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rede udarbejdet plan. For det andet kunne de fleste matematikere genkende
deres egen problemlgsningsmetode i Polyas beskrivelse. At en sddan generel
beskrivelse var mulig, kom bag pé de fleste.

2.4.2 Modellering og anvendelsesorienteret problemlgs-
ning

Lad os nu igen vende os mod den type af problemer, som vi—ved at kigge pa
“det definerende spgrgsmél”—Lkan karakterisere som anvendelsesorienterede,
jvi. omtalen i afsnit 2.1.2. I de efterfslgende bemaerkninger argumenterede vi
for, at der er behov for at nuancere denne karakteristik, for at den bliver nyt-
tig som baggrund for udveelgelse af opgaver i en undervisningssammenhang.
Da vi dengang endnu ikke havde diskuteret, hvad det indeberer at anvende
matematik p& problemstillinger, der i udgangspunktet ikke er matematiske,
kunne vi imidlertid ikke gennemfgre en sddan nuancering. Det kan vi nu.

I afsnit 2.3.1 gennemgik vi den proces, man skal igennem, for pa fornuftig
og reflekteret vis at anvende en matematisk model til at lgse et problem uden
for matematikkens verden. Ved at opdele denne proces i seks faser, jeevnfgr
figur 2.1, side 31, har vi faet “foreeret” en model at nuancere karakteristikken
af anvendelsesorienterede problemer efter: Vi kan karakterisere hvert enkelt
problem ved, hvilke af faserne i modelleringsprocessen, det overlades til pro-
blemlgseren (eleven) at gennemfgre, og hvilke der allerede er gennemfgrt af
problemstilleren (leereren/laerebogsforfatteren/eksamensopgave-udvalget).

At en sddan analyse er mulig, skyldes at man kan overbevise sig om, at no-
gen ngdvendigvis bevidst eller ubevidst skal gennemfgre i hvert fald faserne
(a)—(e) i modelleringsprocessen, hvis et anvendelsesorienteret problem skal
lgses med matematikkens hjzelp: Nogen skal ngdvendigvis foretage de valg,
der ligger i opgaveformuleringen og systematiseringen, nogen skal matemati-
sere det fremkomne system, da vi omhyggeligt har afgreenset os fra de rene
matematiske problemer, hvor denne del af processen er sammenfaldende med
systematiseringen; hvis formalet med modelleringen ikke alene er at udnytte
matematikkens klare sproglige udtryksform, jvf. omtalen side 32, skal nogen
forsgge at opné nogle modelresultater ved at gennemfgre en matematisk ana- .
lyse; og da disse matematiske resultater—igen qua vores afgreensning—ikke
1 sig selv er et svar p& det definerende spgrgsmaél, skal nogen afggre, om det
er muligt at opnd ved at tolke og vurdere disse resultater.

Som det ogsd fremgar af figur 2.1, er man kommet frem til én mulig 1gs-
ning pé det oprindelige problem (i form af handling og/eller erkendelse) ved
at gennemfgre disse processer. Sneavert betragtet er fase (f); vurdering af
modellens validitet, derfor ikke ngdvendig, for at man kan sige, at problem-
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lgsningen er gennemfgrt. Hvorvidt denne mere introspektive—og efter vores
mening helt essentielle—del af modelleringsprocessen betragtes som en natur-
lig del af problemlgsningen, er derfor et spgrgsmal om, hvilken “opdragelse”
af eleverne, man som underviser eller politiker gnsker problemlgsningen skal
bidrage til. Med andre ord; hvad er det overordnede formal med at inddrage
anvendelsesorienterede matematiske problemer i matematikundervisningen?
Det spgrgsmal vender vi tilbage til i de efterfglgende kapitler.

2.5 Eksempler pd anvendelse af begrebsappa-
ratet

Efter denne nuancering af, hvad betegnelsen “en anvendelsesorienteret mate-
matisk opgave” spaender over, er vi nu i stand til at viderefgre den konkrete
anvendelse af det opstillede begrebsapparat, som vi pabegyndte i afsnit 2.1.2.
Vi vil igen vende tilbage til opgaverne pa side 11f., og forsgge at karakterisere
disse opgaver ud fra to retningslinjer: Dels hvor kreevende en eventuel anven-
delsesorientering er for eleven, dels om der for en typisk elev pd gymnasiets
matematiske linje antageligt vil vaere tale om en gvelse, eller om opgaven har
karakter af et problem, med de metodemaessige overvejelser, det ngdvendig-

gor.

ad Opgave 1: Denne opgave stammer fra den danske studentereksamen i

‘ matematik, sommeren 1977. Her er oplagt tale om en anvendelsesorien-
teret matematisk opgave. Lgsningen af en sddan opgave vil selviglgelig
undervejs i lgsningsprocessen give anledning til en rent matematisk op-
gave, hvis kompleksitet i sig selv kan ggre, at opgaven samlet set har
karakter af et problem for en givet modtagergruppe. Hvis vi igen be-
tragter faserne, der indgdr i modelleringsprocessen som beskrevet pa
side 30ff., vil et sddant rent matematisk problem kunne opstd i fase
(d); den matematiske analyse.

Med en gennemsnitlig gymnasieelev, der netop har fulgt den mate-
matiske linjes obligatoriske niveau i matematik, som modtagergruppe,
vil denne opgave efter vores vurdering opleves sddan3, og ikke—som
man umiddelbart kunne veere fristet til at tro—som et anvendelses-
orienteret problem med fokus pa forbindelsen mellem matematik og

3Hvis det definerende spgrgsmal havde giet pd blodsukker-koncentrationens maksi-
mum, ville hovedparten af disse elever sikkert opleve opgaven som en gvelse i at diffe-
rentiere eksponentialfunktioner. Det problematiske for eleverne ligger i, at der spgrges til
vaeksthastighedens maksimum, hvilket ikke i gymnasiesammenhzeng er en rutineunderssg-
gelse. ' '
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virkelighed. Det skyldes, at selv om det fremgar af opgaveteksten, at
nogen har modelleret for at komme frem til den matematiske opgave,
sa er det underliggende anvendelsesorienterede matematiske problem
allerede delvist modelleret: Sammenholdes opgaven med modellerings-
processen som beskrevet i figur 2.1, kan det ses, at de indledende mo-
delleringsfaser (a), (b) og (c) allerede er udfgrt. Opgaven tager siledes
udgangspunkt i en allerede systematiseret situation, der er velegnet til
matematisering. Modtageren af opgaven far preesenteret det matema-
tiske system, og bliver bedt om at udfgre en matematisk analyse (pkt.
(d)) og give modelresultatet. Der leegges heller ikke op til at afrunde mo-
delleringen; faserne (€) og (f) skal ikke ggres til genstand for overvejelse
eller analyse. :

ad Opgave 2: Dette er en rent matematisk opgave, og vil for en gen-
nemsnits gymnasieelev ved afslutningen af gymnasiet veere en guelse;
det definerende spgrgsmal har ingen forbindelse med dele af en ikke-
matematisk virkelighed, og lgsningsmetoden indgér som en del af det
obligatoriske pensum.

ad Opgave 3: Her er ligeledes tale om en rent matematisk opgave, men den
vil 1 modsaetning til opgave 2 for de fleste p&4 gymnasialt niveau veere
et problem; der er ikke metoder, algoritmer mv., der umiddelbart kan
bringes i anvendelse til at lgse opgaven.

ad Opgave 4: Her er igen oplagt tale om en anvendelsesorienteret mate-
matisk opgave. I modsetning til opgave 1 har den et udpreeget “ikke-
autentisk” preeg; der ggres ikke noget serigst forsgg pé at foregive, at
situationen er en eksakt gengivelse af den overvejelse, man ggr sig som
profit-sggende teaterdirektgr.

Opgaven inddrager i1 forhold til opgave 1 flere faser i modelleringspro-
cessen, og er saledes hvad anvendelsesorienteringen angir mere krae-
vende. Idet vi igen sammenholder opgaven med figur 2.1, ses det at
opgavemodtageren far praesenteret systemet og bliver bedt om at fore-
tage matematiseringen (fase (c)), den matematiske analyse (fase (d))
og give modelresultatet. Som for opgave 1 leegges der ikke direkte op til
at komme ind pé de resterende faser (e) og (f). P& gymnasialt niveau
vil opgavens lgsning efter vores erfaring fore til et problem, fortrinsvis
vedrgrende fase (c).

ad Opgave 5: Igen en anvendelsesorienteret matematisk opgave. Lgsningen
kraever i modsaetning til opgave 1 og opgave 4, at opgavemodtageren
gennemfgrer en fuld modelleringsproces, idet opgaveformuleringen er







38 Problemlgsning og modellering i en undervisningssammenhzaeng

det eneste der er givet. Virkelighedsudsnittet, dvs. den del af skattesy-
stemet, der inddrages, skal udvzelges i overenstemmelse med den givne
opgaveformulering. Systematiseringen indebaerer en rekke valgsitua-
tioner og overvejelser omkring antagelser; der ma skeles til, hvad det
er muligt at repreesentere, hvad der skal representeres, og det spiller
igen ind, hvordan opgaveformuleringen tolkes, ligesom det skal afgg-
res, hvordan systemet skal beskrives. P4 grund af kompleksiteten af
skattelovgivningen som system, vil denne del af modelleringsprocessen
givetvis opleves som vanskelig for de fleste gymnasieelever.

Hele systemet beskrevet i verbale termer skal nu oversattes til mate-
matisk sprogbrug og symbolisme (matematiseres), og det skal afggres,
hvordan de systematiserede sammenhznge—nu beskrevet ved matema-
tiske symboler—er relateret til hinanden matematisk. Det matematiske
system, der fremkommer, ggres s4 til genstand for matematisk analyse;
kan man reducere de mange forskellige skatteberegninger til et simplere
udtryk?. De modelresultater, der fremkommer af den matematiske ana-
lyse, fx. en regneforskrift for skatten som funktion af indkomsten, skal
fortolkes og vurderes (er der nogle indteegter, der ifglge modellen ure-
alistisk giver en negativ skat?), og danne basis for en erkendelse af
sammenhzngen mellem indkomst og skat. Afslutningsvis skal hele mo-
delleringsprocessen ggres til genstand for selvanalyse, idet modellens
validitet vurderes. Er det fx. smart at bruge en generel regneforskrift

for at forenkle beregningerne, eller er folks situation for forskellig til
det?

Denne opgave, der er temmelig atypisk i gymnasiesammenheng, er den
eneste af de fem, hvis lgsning for en gennemsnitlig gymnasieelev vil in-
debaere savel problemlgsning som modellering. For en anden malgruppe,
fx. skatterevisorer, er opgaven méske en triviel gvelse. Imidlertid kom-
mer selv skatterevisorer ikke uden om modelleringsprocessen i besvarel-
sen af opgaven—den gennemfgres blot ikke som et led i problemlgsning.
Skatterevisorernes proces kan altsd karakteriseres som modellering ifm.
rationalisering af en rutinepreeget opgave, medens gymnasieelevernes
proces kan karakteriseres som modellering for at lgse et problem.

2.6 Sammenfatning

2.6.1 Begrebsforstaelsen

Vi har i dette kapitel nuanceret forstéelsen af de begreber, vi heevder er
centrale ifm. tilretteleeggelsen af gymnasial matematikundervisning.
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Vi skelner mellem problemer og gvelser som fglger: Ved et problem vil vi
forstd en situation, der involverer en rzekke &bne spgrgsmal, der udfordrer
en eller anden intellektuelt, som ikke umiddelbart er i besiddelse af direkte
metoder/procedurer/algoritmer, der er tilstraekkelige til at besvare spgrgs-
méalene, jvf. omtalen side 24. Alle opgaver, hvor en siddan Igsningsmetode
kendes, betegner vi gvelser. Da der i hvert enkelt tilfeelde kun er disse to
muligheder, bliver opgave séledes fzllesbetegnelsen for problemer og gvelser,
og bruges hvis det ikke kan afggres, om der er tale om et problem eller en
gvelse.

Desuden skelner vi mellem anvendelsesorienterede og rene matematiske
opgaver: Hvis det definerende spgrgsmal tilhgrer et udsnit af den virkelige
verden, og tillader visse matematiske begreber, metoder og resultater at blive
involveret, taler vi om en anvendelsesorienteret matematisk opgave. Hvis det
definerende spgrgsmal er helt indlejret i et matematisk univers, taler vi om
en ren matematisk opgave, jvf. omtalen side 25.

Vi definerer en model som triplen (A, M, f), hvor A er et udsnit af virke-
ligheden, og f er en afbildning, der oversetter elementer fra A til elementer
i den valgte repraesentation M, jvf. omtalen side 27. Nar elementerne i M
bestar af matematiske objekter, relationer, strukturer osv., betegner vi mo-
dellen som en matematisk model. Processen forbundet med at konstruere en
matematisk model af et omréde af virkeligheden udggres i kort form som
minimum af fplgende aktiviteter: (a) Opgaveformulering; (b) systematise-
ring; (c) matematisering; (d) matematisk analyse; (e) tolkning og vurdering
af resultater; (f) vurdering af modellens validitet. Vi vil reservere begrebet
modellering til udelukkende at henvise til en proces, hvor alle faserne (a)—(f)
gennemgés med henblik pa at konstruere en matematisk model, jvf. omtalen

side 30ff..

2.6.2 begrebsanvendelsen

Vi mener selv, at afklaringen af begreberne har veeret yderst frugtbar. At
karakterisere de fem opgaver som i forrige afsnit var et eksempel pd anven-
delse af vores begrebsafklaring; det er nu muligt at karakterisere vilkarlige
opgaver pa en systematisk méde. For eksempel si vi, at flere af opgaverne
leegger op til at inddrage matematiske modeller som en del af lgsningen, men
at denne inddragelse i flere tilfelde kun involvererede opgavelgseren i enkelte
af modelleringsfaserne. Der er derfor i disse tilfzelde ikke tale om oplaeg til
modellering, men om anvendelsesorienterede opgaver i en veesentligt mindre
kreevende udgave. Denne typificering bgr derfor nuanceres betydeligt for at
muligggre en frugtbar opgave-karakteristik. Betegnelsen “anvendelsesorien-
terede matematiske opgaver” kan—efter vores mening—séledes med fordel
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opfattes som deekkende over et spektrum af opgaver, der spaender lige fra
gvelser i at gennemfgre en enkelt af faserne i modelleringsprocessen, til pro-
blemer hvis lgsning sender opgavemodtageren ud i egentlig modellering.

Pointen er i fgrste omgang ikke at afggre, hvilke opgavetyper der er gode,
og hvilke der er darlige, men at en nuanceret karakteristik af forskellige
opgaver—for eksempel efter de retningslinjer, vi her har foreslaet—kan be-
nyttes som analytisk veerktg] til at udskille de kompetencer, de forskellige
opgaver bidrager til at eleverne udvikler.

En siddan analyse vil selviglgelig vaere specielt veerdifuld i de tilfeelde, hvor
man kan fristes til at tro, at en opgave bidrager med noget andet, end den
faktisk ggr. Vi har tidligere brugt opgave 1 fra side 11 som eksempel péd en
opgave, hvor det meget vel kunne tzenkes at veere tilfaeldet. I forhold til hvilke
veesentlige kompetencer, der bidrages til at udvikle, vil denne opgave saledes
ikke blive anderledes, hvis det definerende spgrgsmal blev zndret til: “Be-
stem den z-veerdi hvor funktionsveerdien hurtigst forgges”, jvi. formuleringen
pa side 11. Det analysen viser er den centrale hurdle; den matematiske ana-
lyse, ville nemlig veere uzendret. Men “signalveerdien” ville unzegtelig veere en
anden. Séledes skriver Mogens Niss om opgaven i sin nuveerende form:

“The purpose of the task seems to be to present an extra-
mathematical situation, similer to an authentic one, which in
disguise leads to the activation of recently developed mathema-
tical tools. [...] So students are expected to do two things: (1)
remove the disguise, and (2) perform a rather standard mathe-
matical exercise” [Niss 91a, p. 353).

Der er umiddelbart ikke noget galt i at stille opgaver, hvor anvendelsesorien-
teringens berettigelse er at demonstrere, at der faktisk finder anvendelse af en
given matematisk teknik sted, uden at forsgge at opgve selvstendig kompe-
tence i at praktisere denne anvendelse. Der er heller ikke noget umiddelbart
forkert ved at stille opgaver, der oplagt ikke er autentiske matematikanven-
delser, men som qua deres anvendelsesorientering forsgger at opgve dele af en
egentlig modelleringskompetence. Tilsvarende med diskussionen om gvelser
versus problemer: Begge opgavetyper kan vise sig at have deres berettigelse
i en given undervisningssammenhang.

Men for begge diskussioner geelder der, at hvis elever, lerere,
eksamensopgave-udvalg, eller andre med “aktier” i sagen tror, at man stil-
ler en type opgave, og det ved et neermere eftersyn viser sig, at man ggr
noget andet, s& er der oplagt er problem, hvilket Mogens Niss’ bemarkning
ogsd er en slet skjult antydning af. Der er derfor behov for pé alle niveauer
at analysere, om der er en fornuftig sammenheng mellem mal og midler ift.
opgavevalg til en given matematikundervisning, bdde hvad angar faktiske og
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gnskveerdige mal. Det er en sddan analyse, vi vil forsgge at bidrage til i de
resterende kapitler, med den danske gymnasieskoles matematiske linje som
niveau-meessigt udgangspunkt.
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Kapitel 3
Indledning til del 11

Som et resultat af begrebsapparatet vi behandlede i kapitel 2, er det nu muligt
at kommunikere preaecist om problemlgsning og modellering—en kompetence,
der er helt afggrende for, om der overhovedet bliver problemlgst og modelleret .
i gymnasiets matematikundervisning! Det er ogsé muligt med kapitel 2 i
handen at karakterisere givne opgavetyper i forhold til en konkret betydning
af begreberne. Vi mener, at disse to pointer selvstzendigt har noget at bidrage
med i afhjelpningen af tilretteleeggelsesproblemet med problemlgsning og
modellering i gymnasieundervisningen.

Derimod er det ikke muligt at vurdere relevansen af overhovedet at ind-
drage problemlgsning og modellering i undervisningen—udover selviglgelig
at det rent faktisk forlanges i undervisningsbekendtggrelsen.

I naerverende del har vi valgt at analysere, hvilke potentialer problem-
Igsning og modellering som grundlaeggende tilretteleeggelsesform kan siges at
have pa baggrund af en matematikfaglig analyse, jvf. problemformuleringen
side 22.

Som vi beskrev i kapitel 1, mener vi med en “matematikfaglig analyse”
en deskriptiv analyse af den til forskellige tider galdende fagopfattelse af
matematik. Heri inkluderede vi sivel det omgivende samfunds som mate-
matikersamfundets (herunder matematikleerernes) syn pd matematik og ma-
tematikundervisning. Lad os for nemheds skyld kalde disse to tilgange for
henholdsvis den eksterne og den interne fagopfattelse.

Denne analyse kommer konkret i stand ved, at vi vil karakterisere to for-
skellige undervisningstraditioner, og den bagvedliggende matematikfaglige
forstaelse. Udover den matematiske undervisningstradition, vi selv her og nu
er en del af, har vi valgt den undervisningstradition, der populeert betegnes
“60’er-matematikken” eller “den ny matematik”. Dermed kan den overordnede
metode her i anden del kaldes “historisk komparativ”. I forhold til at give ana-
lysen af problemlgsning og modellerings potentialer stgrst mulig generalitet,
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kunne en afdakning af samtlige mulige fagopfattelser af matematik og ma-
- tematikundervisning méske umiddelbart virke oplagt. Nar vi ikke anleegger
en sddan angrebsvinkel, skyldes det to forhold. Det fgrste er spgrgsmélet om
klarhed: Fagopfattelser er hverken entydige eller diskrete stgrrelser, hvorfor
der er en fare for at en altomfattende analyse “skyder med spredhagl” med
tilhgrende uspecifikke konklusioner, som vi ogsad udtrykte i en lignende af-
graensning i kapitel 1. Det andet forhold er spgrgsmalet om relevans. Her
vil vi pege pa tre forhold, som begrunder valget af 60’er-matematikken som
sammenligningsgrundlag for nutidens matematiksyn.

At 60’er-matematikken er interessant skyldes for det fgrste, at vi mener,
at den interne fagopfattelse, der 13 bag 60’er-matematikken, stadig er til-
stede som en dominerende del af den nutidige matematikopfattelse: Hvis vi
tidsmaeessigt placerer 60’er-matematikken i perioden fra fgrst i tresserne til
sidst i halvfjerdserne, er hovedparten af den del af befolkningen, der nu er i
alderen fra fgrst i 30’erne til farst i 50’erne, blevet undervist efter dens prin-
cipper i folkeskole- og/eller gymnasie-matematikundervisningen. En stor del
af de nuveerende gymnasielarere tilhgrer denne aldersgruppe. Herudover er
det vores indtryk, at sd godt som alle danske universitetsstudier i matematik
bade fgr, under og efter 60’er-matematikken foregar efter dens principper,
hvorfor s& godt som alle nuveerende gymnasielarere har arbejdet under disse
principper pa afsluttende trin af deres uddannelse, om ikke fgr. Vi mener
derfor, det er helt forventeligt, hvis den aktuelle gymnasiepraksis i matema-
tik er steerkt preaeget af 60’er-matematikkens principper, hvorfor et naermere
kendskab hertil vil veere et vaesentligt bidrag til en moderne forstéelse.

For det andet mener vi, at datidens eksterne fagopfattelse af matema-
tik stadig er til stede som en del af den nutidige: Samfundets opfattelse af
matematikundervisning i tresserne tog et veesentligt afszet i behovet for at
kvalificere (dele af) befolkningen til at forstd, udnytte og videreudvikle tekno-
logiske fremskridt til samfundets bedste. Denne socio-tekniske fagopfattelse
er stadig fremherskende [Niss 96). '

For det tredje synes 60’er-matematikken mere relevant end tidligere ti-
ders gymnasiale matematikundervisning: Uddannelsessystemets samfunds-
meessige rolle er, med sociologiske termer, at socialisere befolkningen med
henblik pa reproduktion og videreudvikling af samfundet. De samfundsmaes-
sige fagopfattelser vil derfor skifte med de betingelser (af social, politisk, tek-
nologisk, gkonomisk og kulturel art), der for hvert uddannelsesniveau er med

“til at afstikke rammerne for den gnskede indsocialisering. Da betingelserne
for det gymnasiale uddannelsesniveau som det vil fremgd af den efterfglgende
gennemgang har @ndret sig markant gennem hele dette &rhundrede, er faren
for at “sammenligne paerer og bananer” derfor mindre, hvis vi som sammen-
ligningsgrundlag til den nutidige praksis velger den seneste stgrre reform;
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60’er-matematikken. Tiden fgr reformen vil derfor blive omtalt med henblik
pé at szette denne reform i en passende historisk ramme.

3.1 Den eksterne fagopfattelse

At den samfundsmeessige tilgang er relevant for vurderingen af modellerings
potentiale, har vi allerede argumenteret for. Som vi—og mange andre—
veelger at bruge begrebet, er modellering jo definitorisk forbundet med det
omkringliggende samfund, jvf. omtalen i kapitel 2. Endvidere m& vurderin-
gen af bide problemlgsning og modellerings rolle i undervisningen afhzenge
af svaret pd, hvorfor matematikundervisning er pa programmet i den almen-
dannende undervisning. Vi finder en diskussion heraf helt berettiget, ja efter
vores mening uundvaerlig for en sammenhangende analyse af vores problem-
stilling. Det omgivende samfunds syn p4 matematik som undervisningsfag er
derfor relevant at analysere, fordi afklaringen af problemlgsning og model-
lerings rolle i undervisningen som et meget vaesentligt element implicit eller
eksplicit inkluderer stillingtagen til matematikundervisningens begrundelse.

3.1.1 Arsager, begrundelser og formal

I undervisningsbekendtggrelserne har samfundet eksplicit fastlagt formalet
med matematikundervisningen, som vi s3 et eksempel pa i kapitel 1. Dette
officielt erkleerede formal vil vi ikke alene tage til udtryk for den eksterne
fagopfattelse af matematikundervisning: Der er ikke ngdvendiguvis overen-
stemmelse mellem de erkleerede form8l med, og den reelle arsag til mate-
matikundervisningen. Den holdningsdannelse, der historisk set er arsag til
eendringer af bekendtggrelserne, foregér i tidsrummet mellem vedtagelsen af
de forskellige bekendtggrelser, og illustrerer at der parallelt med det eks-
plicitte syn udtrykt i forméalsparagraffen er diskussioner og debatfora mv.,
hvis overordnede indhold derfor m& medtankes i synet. Det er dermed alle-
rede antydet, at samfundets arsag til at udbyde fx. matematikundervisning
er mere kompleks, end de relativt & linjer i bekendtggrelsen kan udtrykke.
Fortolkningsmulighederne af bekendtggrelsens ord er derfor mangfoldige nar
de overordnede intentioner skal omsaettes til konkret praksis—det er altsé op
til os som lerere at fortolke bekendtggrelsens passage om mélsatningen. Det
fordrer imidlertid, at vi har et rimeligt bredt—og personliggjort—grundlag
og kendskab til samfundets udviklingstraek, at foretage denne fortolkning p&
baggrund af.! ‘

1Se fx. [Christiansen 89] for en videre diskussion af lererens rolle i det undervisnings-
maessige problemfelt.
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I [Niss 96] har Mogens Niss udarbejdet en deskriptiv/analytisk “survey”
af udviklingen af formalene med matematikundervisningen det seneste ar-
hundrede, bla. i gymnasiet. Indledningsvist definerer han en raekke centrale
begreber i relation til hans artikel. Blandt andet diskuterer han sammenhaen-
gen mellem hvorfor samfundet egentligt udbyder matematikundervisning, de
begrundelser der fremleegges for matematikundervisning og formdlet med un-
dervisningen forudsat at den skal finde sted. Det er derfra vi er inspireret til
vores forstielse og brug af termen “&rsag” (reason) i resten af rapporten:

“By a (real) reason for providing mathematics education to stu-
dents within some segment of the educational system we under-
stand a driving force, typically of a general nature, which in actual
fact has motivated and given rise to the existence (i.e. the origina-
tion and the continuation) of mathematics teaching within that
segment, as determined by the bodies which make the decisions
(including non-decisions) in the system at issue.” [Niss 96, p.12]

Som en god ramme for en karakteristik af det eksterne matematiksyn, kon-
kluderer Mogens Niss, at der essentielt kun er tale om tre arsager til mate-
matikundervisning, der daekker hele den internationale scene, bdde hvis man
ser med nutidige og historiske briller p& sagen [Niss 96, p. 13]:

o At bidrage til den tekniske og socio-gkonomiske udvikling af samfundet
som helhed (hvad vi vil kalde den gkonomisk/tekniske arsag).

o At bidrage til samfundets politiske, ideologiske og kulturelle vedlige-
holdelse og udvikling (hvad vi vil kalde den politisk/kulturelle arsag).

e At udstyre individer med varktgjer/kvalifikationer/kompetencer til at
hjelpe dem med at klare livets (ud)fordringer (hvad vi vil kalde den
‘individ-orienterede &rsag).

Denne kategorisering kan ses som en uddybning af en klassisk og mere over-
ordnet tilgang. Ifglge denne er uddannelsessystemets rolle i samfundet dels
at indfgre eleverne i samfundets mangeartede facetter og teenkeméder, altsé
indfgrelsen i samfundets saregne kultur, og dels at udstyre dem med tek-
nikker og metoder, som er ngdvendige for at kunne klare sig og deltage i
samfundets funktioner, fx. det at kunne skrive, leese og regne. De to roller
kaldes hhv. den socialiserende og kvalificerende rolle*. Med denne forstéelse
er de politisk/kulturelle arsager udtryk for et gnske om socialisering, mens
de gkonomisk/tekniske og individorienterede &rsager er udtryk for et gnske
om kvalificering.

2Se endvidere fx. [Bregengaard 84, Christiansen 89, UVM 78a).
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At vi bruger de tre arsagstyper som en ramme for analysen af det eks-
terne syn pa matematikundervisning betyder, at vi ma afdeekke, med hvil-
ken tyngde &rsags-typerne er repreesenteret, dels i det eksplicitterede formal,
og dels i de begrundelser der fremfgres 1 diskussioner om matematikunder-
visning. Flere forskellige drsager til at udbyde matematikundervisning kan
siledes udmgnte sig i ét formal med matematikundervisningen, og én arsag
til matematikundervisning kan udmgnte sig i flere formél med matematikun-
dervisningen [Niss 96, p.15].

Nar vi nu prever at klarleegge arsagerne til fprst 60’er-matematikkens og
siden 90’er-matematikkens udformning pa gymnasieniveau, ma vi derfor for-
sgge at leese bade pa og mellem linjerne, ved at “krydsklippe” mellem de
officielt fremlagte formal med matematikundervisningen, og en karakteristik .
af det syn pad undervisning generelt og matematikundervisning i seerdeles-
hed, der var og er geldende i det omgivende samfund. Et sédant syn (eller
flere sameksisterende) er sveert at indfange, idet det er sammensat, amorft og
dynamisk: Det er ngdvendigvis sammensat af en rzekke forskellige (indbyr-
des afvigende) subjektive syn. Det er amorft (i modseetning til velafgraenset)
grundet virkelighedens kompleksitet. For eksempel kan det ikke altid afggres,
hvordan et syn vil forholde sig til et fremtidigt feenomen (hvordan reagerer de
forskellige politiske partier mon ved en invasion fra planet X). Det er dyna-
misk, som vi antydede i begrundelsen for at valge netop 60’er matematikken
som sparringspartner til den nutidige matematikopfattelse.

~ Politiske eller ideologiske holdningsspgrgsmél er sdledes en uundgselig del
af uddannelsesmassige formals-diskussioner®, og derfor af vores karakteristik:
Det bliver et kvalitetskriterie for vores deskriptive analyse, at den har en hg]
grad af gennemsigtighed. Vi pretenderer nemlig ikke at fa “det hele med™—
fuldsteendigt at afdeekke fagopfattelsen—vores formédl er at etablere .nogle
bestemte syn med klare karakteristika, der kan danne baggrund for analysen
af potentialerne af problemigsning og modellering.

3.2 Den interne fagopfattelse

At matematikersamfundets faglige selvopfattelse er en relevant vinkel i ana-
lysen, virker méske ikke oplagt. At vi mener, det er tilfeeldet, skyldes de
fortolkningsovervejelser vi fremlagde ovenfor, kombineret med en tese om, at
matematikundervisningens praksis bade hvad angér tilretteleeggelsesform og
padagogiske virkemidler i stgrre grad, end mange maske forestiller sig, er
pavirket af matematikersamfundets fagopfattelse, der af flere regnes for at

3Ge fx. [Bregengaard 84, Ernest 91, Niss 96, UVM 78a].
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overfgres fra generation til generation mellem matematikleererne—en over-
forsel praeget af stor inerti, ligesom de fleste gvrige kulturelle omrader. At
tesen ikke er en selvindlysende sandhed bliver tydeligt ved at papege, at den
implicit antyder, at matematikundervisningens praksis kun i mindre grad
er udtryk for en lydig implementering af de ovenfra udstukne formal med
undervisningen. ‘ '

Pé&standen her er altsd, at der ofte kan veere meget langt mellem de sam-
fundsmeessige formal med, og den praktiske gennemfgrelse af gymnasial ma-
tematikundervisning,.







Kapitel 4

60’er-matematikken

Betegnelsen “den ny matematik” eller “60’er-matematikken” henviser ikke til
en historisk periode, mest oplagt ti-dret fra 1960-1970, men deakker over en
nyteenkning og reformering af matematikundervisningen i hele den vestlige
verden, der slog igennem i fgrste halvdel af 60’erne. I den danske gymna-
sieundervisning fik den formelt fodfaeste med en bekendtggrelseszndring i
september 1961, og var en realitet fra og med skoledret 1963. Det er et grads-
spgrgsmal at afggre, hvornar de tanker, der 14 bag reformen, ikke leengere
dominerede den officielle politik vedrgrende gymnasiets matematikundervis-
ning. Vores fornemmelse er, at reformen stadig gvede vaesentlig indflydelse
sidst i 70’erne, og bekendtggrelsesmessigt blev der fgrst givet udtryk for
markant anderledes ideer med gymnasiereformen i 1987.

Vores beskrivelse af de samfundsmassige forhold, der gik forud for og
gvede indflydelse p& 1961-bekendtggrelsen, vil bevidst veere “malet med den
bréde pensel”, da hensigten ikke er at gennemfgre en historisk kildekri-
tisk analyse, men at give et indtryk af, hvilken samfundsudvikling “60’er- -
matematikken” var et resultat og en del af—at etablere en ekstern fagopfat-
telse af matematik og matematikundervisning.

4.1 Samfundsmaessige pavirkninger

4.1.1 Tiden for Anden Verdenskrig

I de fgrste artier af dette drhundrede var der i det meste af den vestlige
verden en voksende anvendelsesorientering i diskussionerne om matematik-
undervisningens berettigelse og udformning teet knyttet til industrialiserin- -
gen. I modsaetning til tidligere tiders noget ensidige fokusering pd matema-
tiks aestetiske og formative kvaliteter, skulle der nu ogsé leegges veegt pa at
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demonstrere matematik som et nyttigt fag.! Denne ny-orientering satte sig
kraftigt igennem i den primeere? matematikundervisning, hvorimod under-
visningen pd det sekundeere niveau fortsatte stort set uanfegtet med fokus
pé de “indre” kvaliteter. Man kan naevne i hvert fald to grunde til, at dette
var tilfeeldet [Niss 87, p. 488]:

En indholdsmeessig grund var, at bredden i matematiks faktiske anven-
delser indenfor andre videnskaber, og i forbindelse med hverdagsrelaterede
praktiske ggremal, var langt mindre end tilfeeldet er nu, hvilket gjorde det
mindre presserende at arbejde med disse sider af matematikken pa det pri-
meere og sekundeere niveau. Videnskabeligt var anvendelserne traditionelt
koncentreret om de eksakte videnskaber, landmaling, forsikringsberegninger,
og nogle fa omréader indenfor gkonomi. Dette forhold andrede sig dog grad-
vist gennem den fgrste del af vores drhundrede, specielt qua udviklingen af
matematisk statistik®, men det varede leenge, fgr disse nye tendenser satte
sig spor i den sekundeere matematikundervisning. Hvad angér de hverdags-
relaterede matematikanvendelser gjorde de essentielt kun brug af aritmetik
- og 1 mindre grad simpel plangeometri, alts& emner, der ogsd dengang 13 i den
primaere matematikundervisning.

En sociologisk grund var, at det kun var en lille minoritet af en
ungdomsérgang—fremtidens sociale elite—der modtog sekundaer matematik-
undervisning. For s& godt som alle skete det med henblik pa fortsatte studier
pé et universitet eller en anden hgjere leereanstalt, primeert indenfor de tek-
nisk preegede videnskaber (ingenigrer, arkitekter, fysikere, laeger, aktuarer,
mv.). Hovedparten af de heldige f& ville derfor tids nok mgde matematik i
anvendelse. Det samfundsmaessige behov for at demonstrere anvendelighed

1Se fx. [Griffiths 74, pp. 16-19], [Niss 87, pp. 488-89] og [Niss 96, pp. 27-29)].

?Med “den primare undervisning” refereres til et niveau svarende til undervisning af
bgrn og unge indtil 12-13-ars alderen, mens “den sekundere undervisning” deekker ni-
veauet svarende til undervisning i teenage-arene. Al undervisning pa et hgjere niveau end
dette rubriceres som “den tertizre undervisning”. Skaringerne i denne tre-deling af un-
dervisningen er fornuftig set i et internationalt perspektiv, da det de fleste steder ogsa
svarer til den praktiske organisering af undervisningen. I Danmark er delingen rimeligt

- deekkende for forholdene dengang der kun var obligatorisk skolegang til og med 7. klasse,
hvorefter flertallet.valgte at stoppe. Vores nutidige—internationalt atypiske—skarpe skel
mellem folkeskole og gymnasium sker jo imidlertid nar eleverne er 15-16 &r gamle, og gar
siledes pd tveers af kategorierne “primaer” og “sekundeer”. Da vi alt overvejende er natio-
nalt orienterede, vaelger vi dog alligevel at bibeholde de danske termer nAr vi snakker om
danske forhold, frem for de uvante og knap s mundrette “primary and lower secondary
teaching” (folkeskoleundervisning) og “upper secondary teaching” (gymnasieundervisning),
der bruges i internationale undersggelser.

3Som eksempel kan det naevnes, at den gkonomisk-statistiske disciplin okonometri, der
danner kernen i de nu politisk meget potente makrogkonomiske modeller, blev etableret i
mellemkrigstiden. Se evt. [Draeby 95] for en naermere praesentation af denne udvikling.
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allerede p3 det sekundare niveau fgltes siledes meget begraenset.

O
{T studenter- og HFcksamen o

S preliminizr-, pigeskole- og realeksamen og 10. klasse A
35 - mellemskoleeksamen  feeessseeesen 2

[&]

o
|
!
"
-

n
93]
1
!

-
[3)]
!

Andel af Argang i %
n
o

—
(@]
|
!

llllllll

lllllllllllll_llllllllllllll'llIlllllllIIll_IlllllllIlIlllllllllllllllllllllllllllllllllhlllllllll

- .lllllllllllllllllllllllllllllllllllIlllll}lllllllIIIllllllllllllllllllllllllllllll

lllllIlllllllllllllllllllll'llllllllllhl

- hlllﬂ
i

o .

1901 1911 1921 1830 1940 1950 1960 1970 1980 1990

Figur 4.1 Andelen af hver danske argang, der har afsluttet forskelhge skoleeksa-
mener, 1901-1990 [Iversen 96, p. 9].

Denne internationale karakteristik afspejler til fulde de danske forhold s3-
vel mht. de indholdsmaessige grunde som de sociologiske. Hvad angar sidst-
nzevnte er det et interessant track, at det fgr vedtagelsen af almenskoleloven
i 1903 var praktisk taget umuligt for hovedparten af befolkningen, at g fra
folkeskolen til gymnasiet. Skolesystemet var ikke preeget af den strukturelle
sammenhzeng, vi kender fra idag. Hver social klasse havde “sin” skole.

I Danmark modtog mellem 400 og 1000 om &ret matematikundervisning
pd gymnasialt niveau, svarende til mellem en og tre procent af en argang, jvf.
figur 4.1. Med vedtagelsen af loven af 1903 om hgjere almenskoler indfgrtes
et strukturelt sammenhangende skolesystem; enhedsskolen. Nu fik arbejder-
klassens bgrn formelt (modsat reelt) mulighed for at komme i gymnasiet (i
1910 var ca. 10 % fra arbejderhjem) [Kruchov 85, p.134-135].

Skolesystemet anno 1903 kan strukturelt beskrives som pa figur 4.2.

Bekendtggrelsen af 1906 og diskussionerne herefter

At matematikundervisningen i gymnasiet pegede frem mod videre studier,
bekrzftes af den officielle danske styring af gymnasiets matematikundervis-
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Figur 4.2 Skolestrukturen efter 1903, [Kfuchov 85, p.267].

ning. I bekendtggrelsen fra 1906, der var gymnasiets implementering af al-
menskoleloven fra 1903, er formalet med matematikundervisningen pa den
matematisk-naturvidenskabelige linje tilsyneladende dbenlys, da det slet ikke
omtales i bekendtggrelsen, der udelukkende bestar af en detaljeret pensum-
‘beskrivelse. Kun for den sproglige linje neevnes det eksplicit, at formalet
med matematikundervisningen ikke si meget er at “bibringe Eleverne om-
fattende Kundskaber i Matematik [...] som at skole Elevernes Tenkeevne
ved at indgve den gennem Matematikkens stringente Betragtningsmaader”
[Pilemann 96, pp. 4647 og 253-54]. Alts& en eksplicit sveergen til det, der ofte
betegnes matematikkens formaldannende egenskaber?. Indenfor den ramme
vi har sat op, kan denne formalstilkendegivelse hhv. mangel pad samme,
ses som en understregning af en markant forskel i &rsagerne til gymnasi-

4Arbejde med matematikken ansis for personlighedsudviklende. Fx mente man, at
en logisk sans kunne opnds ved at arbejde med matematikkens indre struktur. Fglgende
passage fra et indleg i bladet Gymnasieskolen fra 1919 illustrerer pointen: ‘T Matematikken
bevises enhver paastand ved et almengyldigt Bevis, hvis Sandhed ingen kan betvivle.
De eksakte fag er personlighedsdannende, og derigennem bliver de i Virkeligheden ogsaa
almendannende.” [Pilemann 96, p.54] (vores fremhaevning). Se ogsa [Jensen 94].
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ets matematikundervisning pa de to linjer fgrst i dette &rhundrede: For den
matematisk-naturvidenskabelige linje var den politisk-kulturelle &rsag med
hovedvaegt pa sortering og samfundsmeessig reproduktion (og dermed ogsé
reproduktion af den sociale stratifikation dvs. sociale lagdeling) dominerende,
mens den individ-orienterede arsag spillede en mindre rolle. For den sproglige
linje var &rsagerne derimod tilsyneladende udelukkende individ-orienterede,
som navnt med hovedveegt pa formaldannelse.

Som en naturlig konsekvens af de modsatrettede traek i den igangvaerende
internationale anvendelsesdiskussion vedrgrende matematikundervisningen,
og 1906-reformens mere eller mindre eksplicitte negligering heraf, fandt der
en dansk debat om anvendelsers rolle i gymnasiematematikken sted, ikke
mindst efter man havde fiet lidt erfaring med de nye studenter, dvs. fra
kort inden 1. verdenskrig og frem. Debatten foregik i s&vel fagtidsskrifter og
diskussionsklubber som 1 officielt nedsatte udvalg, og havde udover matema-
tikleerere fra gymnasier og hgjere leereranstalter deltagelse af fagkonsulenter
og andre ministerielle personer, samt gymnasielarere i fysik, kemi og astro-
nomi, da diskussionen nzsten udelukkende handlede om anvendelser inden
for disse fag. Sagt kort handlede debatten om det hensigtsmeessige ved at
vise nye sider af matematikken og fremme iszer den fysiske forstaelse gennem
inddragelse af eksempler herfra i matematikundervisningen, kontra det &nds-
udviklende ved “ren” matematikundervisning. Argumenterne for hver af disse
positioner angik sével formdlet med gymnasiematematikken som effektivite-
ten af de to positioner som middel til at opnd et givet formal [Pilemann 96,
pp-47-55].

Hvad formals-diskussionen angar er det nye, at almendannende hensyn
navnes uathangigt af de veletablerede studieforberedende hensyn. Set i for-
hold til den nuveerende eksplicit fremfgrte dobbelthed i gymnasiematema-
tikkens formal, jeevnfgr omtalen i kapitel 1, er der en interessant ting at
bemarke om de indleeg i debatten, der taler for stgrre anvendelsesoriente-
ring. Det er nemlig langt fra ensidigt almendannende hensyn, der fremfgres
som (subjektiv) begrundelse for stgrre anvendelsesorientering. Et tidligt be-
kendtskab med naturvidenskabelige matematikanvendelser navnes ogsd som
et effektivt middel i studieforberedende gjemed, samt som en effektiv og mo-
tiverende méade at tilegne sig matematisk viden pa.

Bekendtggrelsesandring af 1935

I den bekendtggrelseseendring, der efter lang tids forarbejde tradte i kraft
i 1935, blev der taget hensyn til begge de to positioner i debatten, men
de kom meget forskelligt til udtryk for den sproglige og den matematisk-
naturvidenskabelige linje. For den sproglige linje zendredes prioriteringen i
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fremstillingen radikalt, idet formélet nu blev at demonstrere matematiks an-
vendelighed, mens den teoretiske preesentation skulle styres heraf.’

For den matematisk-naturvidenskabelige linje, der nu fik en egentlig for-
malsbeskrivelse, var det derimod den indre sammenheng i praesentationen,
der blev sat i centrum, mens anvendelsesorienteringen skulle tilgodeses gen-
nem samarbejde med de andre naturvidenskabelige fag.®

Indenfor den af os etablerede diskurs tyder dette pé, at den samme over-
ordnede &rsags-kategorisering som i starten af &rhundredet stadig geelder for
begge gymnasiets grene, men at indholdet under “overskrifterne” har zn-
dret sig noget som fglge af diskussionen om almendannelse og anvendelsers
rolle i gymnasiematematikken. For den matematisk-naturfaglige linje er det
stadig den politisk/kulturelle arsag, der synes at dominere, men den individ-
orienterede arsag ser ud til at have vundet terreen, at dgmme efter den tilta-
gende haevdelse af almendannelse som selvsteendigt forméal. Anvendelsesdis-
kussionen har her primeert sat sig spor ved at pege pa tveerfaglighed indenfor
naturvidenskaberne som et maske effektivt middel til at tjene det studieforbe-
redende formél, der stadig synes altdominerende. For den sproglige linje har
anvendelsesdiskussionen sat sig kraftige spor, idet det hverdagsagtigt nyt-
teorienterede formal har erstattet det tidligere formaldannende formal som
udmyntningen af den individ-orienterede &rsag.

Den ggede fokusering pa almendannelse som formal for matematikunder-

SDen pracise ordlyd i bekendtggrelsen, gengivet i [Pilemann 96, pp. 255-56], er:

“Formaalet med Undervisningen er at give Eleverne Kendskab til visse vigtige
Anvendelser af Matematikken. Af de teoretiske Afsnit medtages saa meget,
at dette Formaal kan opfyldes. [...] Ved Undervisningen skal Hovedvagten
leegges paa Matematikkens Anvendelse i det praktiske Liv inden for de i
Anordningen givne Rammer. Ved valg af @velseseksempler bgr man derfor,
overalt hvor det er muligt, sgge tilknytning til det praktiske Liv. Tillige bgr
der inddrages Materiale (Tabeller og grafisk Afbildning), som finder Anven-
delse ved Undervisningen i andre Fag, f. Eks. Naturfag og Historie.”

SHer lyder den precise ordlyd med samme kilde-reference:

“Formaalet med Undervisningen er at bibringe Eleverne Kendskab til de Re-
elle Tal og disses Anvendelse til Beskrivelse af Funktioner, samt Kendskab til
simple Figurer i Planen som i Rummet. Eleverne skal lzere at arbejde med det
matematiske Formelapparat og opnaa Sikkerhed og Fardighed i numeriske
Beregninger. [...] Undervisningen bgr i saa hgj Grad som muligt tilstreebe
en Sammenhang melle de forskellige Dele af Stoffet, og Funktionsbegrebet
traeder herved naturligt i Forgrunden. |...] Der bgr tilstraebes et Samarbejde
med de Fag, specielt Fysik, hvor Matematikken kan komme til Anvendelse.
Ved Planleaeggelsen af Undervisningen bgr der derfor tages saadanne Hensyn,
at dette Samarbejde kan blive frugtbart.”
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visningen i gymnasiet antyder umiddelbart, at en massiv andel af befolknin- .

gen far mulighed for at modtage gymnasial undervisning. Den skolepolitik,
der var en realitet to ar senere med indfgrslen af skoleloven af 1937, afspej-
ler imidlertid kun i nogen grad dette. Det var et socialdemokratisk/radikalt
projekt, og derfor fulgt pd vejen med tanker om lighed gennem uddannelse
og en skoleform tilpasset arbejderklassens muligheder og behov.” Folkesko-
len efter 5. klasse deltes herefter i eksamensmellemskolen og den eksamensfri
mellemskole, begge med yderligere 4 &rs undervisning, hvoraf de to fgrste ar
var obligatoriske.

P& figur 4.3 ses den strukturelle opbygning af skolesystemet under 1937
loven. I tilknytning til figuren skal det bemaerkes, at sendringen kun havde
betydning for “kgbstadsskolerne”, dvs. for de ca. 40 % af befolkningen, der
ikke boede pa landet. Det er altsd stadigveek en ganske lille procentdel der
reelt har mulighed for at komme i gymnasiet—en mulighed der skal tages
stilling til efter 5. klassetrin, hvis man ikke er landboer. P4 landboskolerne,
hvor skolen mange steder ikke var udbygget med en klasse pr. argang, indgik
matematik slet ikke i laeseplanen [Kruchov 85, p.269].

Hvordan reaktionerne pd denne udvikling i matematikundervisningens
formalsparagraf og de samfundsmaessige forandringer var, mé vi springe frem
til efter Anden Verdenskrig for at vurdere, da der ikke var meget overskud
til at forholde sig til matematikundervisningens formal og praksis i det mel-
lemliggende ti4r.®

4.1.2 Tiden efter Anden Verdenskrig

Forsgget pa i lgbet af 30’erne at finde en fornuftig realisering af den igang-
vaerende anvendelsesdiskussion i den sekundare matematikundervisning, var
ikke et isoleret dansk feenomen. Reaktionen var derfor ogsé international, da
man i &rene efter Anden Verdenskrig havde faet erfaring med konsekvenserne
af de gennemfgrte endringer af den sekundzre matematikundervisning. Der
var over en bred front stigende bekymring blandt de mennesker, der forsggte
at vurdere resultatet af matematikundervisningen: Anvendelsesorienteringen

"Fx. var eksamensfrimellemskolen mere praktisk- og emneorienteret. Den socialdemo-
kratiske undervisningsminister Borgbjerg, der i 1934 fremsatte lovforslaget, knyttede den
oprindeligt til et ars yderligere skolepligt, siledes at den kunne blive til et reelt alternativ
til eksamensmellemskolen. Han néede aldrig selv at realisere loven, og derfor heller ikke
at opleve, at den ikke blev knyttet med yderligere et ars undervisningspligt grundet de
borgerlige partiers modstand mod dette “indgreb i forzldrenes ret til selv at opdrage deres
bgrn” [Kruchov 85, p140-142].

8Det betyder ikke, at matematik som videnskab ingen opmaerksomhed fik i tiden om-
kring Anden Verdenskrig. Men matematik som undervisningsfag blev ikke viet samme
interesse som bade fgr og efter krigen.
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Figur 4.3 Skolestrukturen efter 1937, [Kruchov 85, p.268].

virkede simpelthen ikke fremmende ift. de opstillede forméal, men medfgrte
stgrre grad af udenadslere og ringe begrebs-forstielse. At vende denne ud-
vikling, og skabe grobund for en bedre matematisk forstdelse, var derfor en
central beveeggrund for de reformer af matematikundervisningen, der blev
sat 1 veerk i tiden efter Anden Verdenskrig [Niss 96, pp. 30-31].

Internationalt pres for uddannelsesreformer

Eftersom ansvaret for arbejdskraftens vidensniveau var og er en af uddan-
nelsessystemets helt centrale funktioner, er det ikke si overraskende, at man
fra politisk side fglte behov for mere gennemgribende zndringer af uddan-
nelsessystemet som reaktion pd de nye samfundsstrukturer, der var under
udvikling. Séledes nzevner Ole Skovsmose [Skovsmose 80, p. 12], at en lig-
nende udvikling hvad den primeere undervisning angir fandt sted omkring -
100 &r tidligere i Danmark. Dengang gjorde Landboreformen, at ogsd den
almindelige arbejder havde et behov for simpel aritmetik ifm. beregninger
af varemaengder, priser, o.lign. Da regning ikke tidligere var en obligatorisk
del af den primeere undervisning, der var centreret om “Guds saligggrende
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Kundskab”, gennemfgrte man efterfglgende en skolereform; “Samfundet aen-
dres, kvalifikationskravene zndres, og dermed andres skolen.”

Mogens Niss tegner i [Niss 96] et billede af, at formalsdiskussionen gen-
nem det 20 drhundrede mht. veegtningen af de tre grundliggende &rsager vi
opstillede i kapitel 3, har bglget frem og tilbage. De gkonomisk/tekniske nyt-
teorienterede &rsager (herunder de individorienterede (kvalifikative)) arsager
var szrligt dominerende omkring drhundredeskiftet, senere i 1930’er og igen
i 1970’erne, 1980’erne og starten af 1990’erne. De politisk/kulturelle arsager
far relativ mere veegt i starten af 1920’erne og fra slutningen af 1950’erne
og frem til 1960’erne—perioder han karakteriserer som “...times of economic
and cultural optimism and progress.” [Niss 96, p.23f]. Den kraftige gkono-
misk vaekst, der i lgbet af 50’erne blev en realitet i hele den vestlige verden,®
muliggjorde at der kunne afsettes mange ressourcer til gennemfgrelsen af
disse zndringer.

I de vestlige lande var der bred enighed om, at det var gkonomisk frem-
gang, der var samfundets overordnede formal med den uddannelsesmaessige
satsning. I den forbindelse var der en stadig stgrre enighed om, at store
mengder arbejdskraft ikke i sig selv var svaret, men at arbejdskraftens
vidensniveau—"“the human capital’—var nok s& veesentlig. Et afggrende kva-
lifikationskrav var siledes kompetence i at udvikle og udnytte produktions-
forhold, der muligggr gget produktivitet. Det vil vi referere til som teknolo-
gisk kompetence, hvilket svarer til datidens optimistiske teknologibegreb, der
opfatter teknologien som “en stgrrelse mennesket indskyder mellem sig og
naturen” for bedre at kunne f3 magt over den og nyttiggsre den.!® Herved
bliver teknologisk udvikling per definition frihedsforggende, hvilket afspej-
ledes 1 datidens opfattelse af, at det var en tilstraekkelig betingelse for et
lykkeligere samfund [Skovsmose 80, pp. 10-13].

USA havde allerede i 1940’erne truffet foranstaltninger til en styr-
kelse af naturvidenskabernes og matematikkens position i uddannelses-
systemet, bdde hvad indhold, rammer og ikke mindst ressourcer angik
[Branner-Jgrgensen 81]. Fx. naevner [Davis 81, p. 94ff], at militeerindustrien
1 USA kraftigt efterspurgte matematisk arbejdskraft savel under Anden Ver-
denskrig (fx. kryptografi, aerodynamik, udviklingen af radar, kontrolteori
mv.), som den efterfglgende koldkrigsperiode, hvor den spirende computerin-

®Den gennemsnitlige &rlige veekstrate i bruttonationalprodukt pr. indbygger var i arene
1913-50 pd mellem 0,9% og 2,6% i de vestlige lande og Japan (aritmetisk gennemsnit:
1,8%), mens de tilsvarende tal i perioden 1950-73 18 mellem 2,6% og 8,0% (aritmetisk
gennemsnit: 4,5%).

10For en diskussion af forskellige opfattelser af relationen teknologi—frihed, se kapitel 1
1 Jensen, Hans Siggaard og Ole Skovsmose: Teknologikritik—et teknologi-filosofisk essay,
Systime, 1986. :
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dustri var den primeere efterspgrger, og hvor sputnik-chokket!! af flere naev-
nes at have veeret et ekstra incitament for kongressen til at afsatte midler til
forbedring af teknisk-naturvidenskabelig arbejdskraft. I Europa var det pri-
meert den gkonomiske samarbejdsorganisation OEEC, det senere OECD!?,
der var den drivende kraft. Ligesom i USA blev hovedveegten lagt pa at vide-
reudvikle uddannelserne indenfor de eksakte naturvidenskaber, ikke mindst
matematik, da det var ved at arbejde fornuftigt med disse fagomrader, man
mente man kunne udvikle den gnskede teknologiske kompetence. Denne tro
pa matematiks produktive egenskaber, og den afledte betoning af gkonomisk-
teknologiske &rsager til at udbyde matematikundervisning pé det sekundeere
' og tertizere niveau, fik i lgbet af 50’erne s& stor udbredelse, at den spirende
begrundelsesdiskussion fra fgr Anden Verdenskrig blev helt overflgdiggjort,
og derfor for en tid neesten forstummede. I stedet blev ressourcerne brugt pa
at overveje, hvordan form og indhold for “den ny matematik” skulle veere.

Royaumont-seminaret

Det initiativ, der for matematikundervisningens vedkommende navnes som
det, der fik mest direkte indflydelse p4 de gennemfgrte reformer, er et seminar
afholdt pa det franske slot Royaumont i 1959 [OECD 61]. Ogsa her var det
langt overvejende matematikundervisningens form og indhold frem for dens
begrundelse, der var til diskussion, men i et indledningsforedrag til konferen-
cen omtaler formanden for seminaret, Marshall H. Stone, hvorfor han mener,
der er behov for radikal nytenkning indenfor matematikundervisningen:

“There are two major factors which require us to examine with
fresh eyes the mathematics we propose to teach to young people
in the secondary schools and in the first years at university. One
is the extraordinary growth of pure mathematics in modern ti-
mes. The other is the increasing dependence of scientific thought
upon mathematical methods, coinciding in time with a more and

1(Iversen 96, pp. 26-27] og [Skovsmose 80, pp. 14-15] citerer begge fra bogen Mathe-
matics: Society and Curricula af Griffiths og Howson, Cambridge University Press, 1974.
Da Sovjetunionen i november 1957 sendte den farste Sputnik-satellit i kredslgb om jorden,
forsteerkedes frygten for, at USA ikke lzengere havde det store forspring i det teknologiske
kaplgb.

120EEC; Organisation for European Economic Co-operation. Dannet i 1948 med de
fleste vesteuropeeiske lande som medlemmer, med det formél at tilrettelaegge og fremskynde
Europas gkonomiske genopbygning, 1 fgrste omgang som forvalter af den amerikanske
Marshall-hjzlp, senere ved egen drift. OECD; Organisation for Economic Co-operation
and Development. Oprettet 1 1961 som OEECs viderefgrsel tilfgjet amerikansk og canadisk
medlemsskab. Formalet var uandret, jvf. [OECD 61, p. 4].
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more urgent social demand for the services of scientists of every
description” [OECD 61, p. 15].

Hvad Stone teenker pd med den fgrste faktor; “the extraordinary growth
of pure mathematics in modern times”, vender vi tilbage til i naste afsnit
om 60’er-matematikkens interne matematikopfattelse. Hvad angér den anden
faktor giver Stone under overskriften “Need for Modern Spirit” tydeligt ud-
tryk for, at det er den gkonomisk-tekniske begrundelse for en nytte-orienteret
matematikundervisning, der—ogsé her—taenkes pa:

“In this period of history it is the rise of modern science and the
ensuing creation of a technological society which compels us to
give increasing weight to the utilitarian argument for the more
intensive teaching of mathematics. In fact, it is no longer possible
to treat adequately the place of mathematics in our schools wit-
hout going into its relations with modern science and technology.
Indeed, if there is a crisis in education at this time—and there
are many of us who believe so—it has arisen largely because no
technological society of the kind we are in the process of crea-
ting can develop freely and soundly until education has adjusted
itself to the vastly increased role played by modern science in hu-
man affairs. [...] Thus the teaching of mathematics is coming to
be more and more clearly recognized as the true foundation of
the technological society which it is the destiny of our times to
create. We are litterally compelled by this destiny to reform our
mathematical instruction so as to adapt and strengthen it for its
utilitarian role of carrying the ever heavier burden of the scientific
and technological superstructure which rests upon it” [OECD 61,
pp- 17-18].

4.1.3 Samfundets indretning til diskussion

For at forstd udviklingen af matematikundervisningen i Danmark i disse ar,
er det helt afggrende at se debatten i forhold til de saerlige samfundsmaeessige
udviklingstraek, der gjorde sig geeldende i perioden.

Op til Anden Verdenskrig sker der flere ting, der er startskuddet til den
made, planleegning og styring af vores samfund foregar p& den dag idag. For
det fgrste far visse grupper legitimeret indflydelse pa grund af deres seerlige
professionelle kvalifikationer: I [Kiihle 96] og [Dal 84] naevnes fx., at leegerne
i hgj grad er med til at preege (og faktisk beslutte) udviklingen, der fgrer
til statens indblanding i sociale forhold (bgrnearbejde og sundhedsvilkar).
For det andet kan man i perioden tale om en korporatistisk tendens: Staten
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sgger stgtte og opbakning bag den stadigt hyppigere indgriben i de frie mar-
kedsmekanismer hos arbejdsmarkedets organisationer; fagforeningerne og ar-
bejdsgiverorganisationerne. Disse inddrages i de politiske drgftelser, far saede
i kommissionerne, og indseettes endelig i neevn og rad, der far til opgave
at administrere love som arbejdslgshedslovgivning, erhvervsstgttelovgivning,
importregulering mv. [Dal 84, p.123].

I genopbygningstiden (1945-1950) efter krigen er den fremtidige indret-
ning af samfundet til diskussion. Den allerede padbegyndte udvikling i retning
af korporatisering tager for alvor fart. I [Pedersen 94] benyttes vendingen
“planleegningen af ‘projekt Danmark”’. Hovedrollen i dette “projekt” skulle
spilles af Forfatningskommissionen 1946-53 og forvaltningskommisionen af
1946. Men i realiteten var det i medie- og kulturdebatten og i kommissioner
som fx. Arbejdsmarkedskommissionen 1949-56, at grundlaget for det vel-
feerdssamfund og den forhandlingsskonomi, vi kender fra idag, blev skabt
[Pedersen 94, p. 22].

Med rette kan perioden fra krigen og frem til 60’erne kaldes for dannel-
sen af velferdsstaten'3. Jgrgen Dalberg-Larsen udtrykker det sdledes: “Det
forekommer ikke urimeligt at heevde, at den [velfeerdsstaten] forst far et klart
politisk flertal bag sig i trediverne og den far status som en helt almen fzelle-
sideologi haevet over politiske stridigheder i lgbet af halvtredserne og specielt
tresserne.” [Dal 84, p.124].

Lokomotivet foran det hele var en stigende ¢konom1sk vaekst. Den sociale
velfaerdspolitik og gkonomiske politik blev: “ganske teet sammevevet, bl.a.
ud fra den filosofi, at en forbedring af de generelle levevilkdr, og en udjeev-
ning i disse levevilkar bedst kunne foretages, nar samfundskagen var stor og
voksende.” [Dal 84, p.124].

Det der overordnet set karakteriserer perioden op til 1958, er siledes, at
uddannelsespolitikken via arbejdsmarkedspolitikken blev gjort helt central i
skabelsen af velfeerdsstaten. Og det skete i en bred enighed:

“Her [Arbejdsmarkedskommissionen] blev de selv samme gkono-
mer, som havde lagt grunden til indfgrelse af nationalbudget
og organismetanke nu sat til at omseette deres tegninger til an-
vendelig politik. Og det lykkedes! Det lykkedes, at n& til bred

13Begrebet velferdsstat bruges for samfund, hvis indretning bla. er karakteriseret af
hgj grad af social sikkerhed, dvs. samfund hvor den sociale stratifikation (lagdeling) nok
eksisterer, men er relativ lav. Nogen bruger betegnelsen socialstat om samme type. En
velfaerdsstat er karakteriseret ved, at befolkningens velfeerd er et formuleret mal i den
offentlige politik, og hvor staten treffer aktive tiltag for at n& dette mal. En velfaerdsstat
er altsd en aktiv stat, der intervenerer i de frie markedskrafters spil med henblik pé&
omfordeling af ressourcerne.
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enighed mellem de vigtigste partier, arbejdsmarkedets organisa-
tioner og de centrale embedsmaend om at udpege arbejdskraf-
tens mobilitet og uddannelse til omdrejningspunktet for sam-
fundsgkonomisk vaekst. [...] Veekst og arbejdsmarked blev koblet
sammen.[Pedersen 94, p. 39]

Malet var altsa ikke produktivitetsforpgelse og gkonomisk vaekst i sig selv,
men som et middel til at tilvejebringe en grundleeggende social tryghed og til
at skabe de gkonomiske forudszetninger for stgrre lighed. Fuld beskeeftigelse,
social tryghed og uddannelse for alle uanset social baggrund har derfor veeret
centrale elementer i de sociale og gkonomiske reformer [Friisberg 77, p.15].

Konkrete tiltag; teknikerkommisionen og leeseplansudvalg

Som en konsekvens af denne politiske konsensuslgsning, besluttedes det at
nedsatte en raekke udvalg til belysning og afhjeelpning af problemet. I en
regeringsudtalelse den 10. juli 1956 hedder det séledes:

“I erkendelse af, at der her foreligger en omfattende reekke indbyr-
des sammenhzengende problemer [mangel pé teknisk kvalificeret
arbejdskraft i den kraftigt ekspanderende industrielle sektor og
uddannelsespolitik], og at det er af den allerstgrste betydning for
landets fremtidige gkonomiske fremgang, at der hurtigt tilveje-
bringes egnede lgsninger, har regeringen besluttet at nedsaette
tre udvalg af sagkyndige til at kortlaegge hele problemomradet og
formulere forslag til pakreevede foranstaltninger.” [SM 59, p.87].

De tre udvalg var (1) et mindre udvalg der havde til opgave at lgse de
mest presserende problemer ved at indstille “...om foranstaltninger som kan
og bgr treeffes omgiende med henblik pa at forgge antallet af teknikere...”
[SM 59, p.87] (2) et udvalg der skulle behandle “problemerne vedrgrende den
matematisk-naturvidenskabelige uddannelses karakter og omfang...” og ende-
lig (3) et bredere sammensat udvalg der skulle behandle “de mere generelle
uddannelsesproblemer, som hele den tekniske udvikling rejser pd noget len-
gere sigt.” Det sidstnaevnte udvalg blev betegnet “Teknikerkommisionen”, og
det skulle fungere som det centrale led i undersggelserne. Den konkrete op-
gave var:

“at opridse de tendenser, den fremtidige tekniske udvikling inde-
bearer med hensyn til behovet for ingenigrer og andre teknikere
af forskellige faggrupper og kvalifikationsgrader, og
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at skitsere rammerne for den fremtidige tekniske uddannelse med
henblik pa at sikre en udvidelse og effektivisering af hele denne
uddannelse.” [SM 59, p.7]

Det er igvrigt interessant at bemaerke, at der i statsministeriets meddelelse
om oprettelse af teknikerkommissionen af 28. september 1956 neevnes at:
“..udvalget bgr [endvidere] overveje de problemer, som kan opsti ved dan-
nelsen af en stor samfundsgruppe af tekniske funktionzerer.”[SM 59, p.88],
og at denne formulering er fraveerende 1 kommisionens egen fortolkning af
kommissoriet i betaenkningens forord.

Anbefalingerne kan over en bred kam siges at pege pa det bade rentable
og ngdvendige i ggede bevillinger til uddannelse pé alle niveauer indenfor
de naturvidenskabelige og tekniske omréder. Blandt andet foreslds gymna-
sieskolernes kapacitet udvidet, og opfgrelsen af H.C. @Drsted Instituttet sker
pa initiativ herfra.

Anvendelsesorientering i 50’erne’

P4 den 2. nordiske fysik- kemi- og matematikleererkongres i 1954 kommer det
teknologi-optimistiske fremtidssyn til udtryk, da daveerende undervisnings-
minister Julius Bomholt dbner kongressen med fglgende konstatering:

“Det er disse videnskaber, der er hovedfundamentet under vor
tids industri, vor tids beherskelse af kloden og naturkrzfterne, og
et uundveerligt redskab for fortsat erkendelse af det univers, der
omgiver os. [...] Den undervisning, som den hgjere skoles elever
far i fysik, kemi og matematik, skal veere det solide og baeredygtige
fundament, som de kan bygge videre pé, hvis de efter skolen kaster
sig ud i fortsatte studier, som skal fgre dem frem til stillinger som -
ingenigrer, lzeger og videnskabsmeend” (citeret efter [Pilemann 96,
- p. 106)). '

Senere giver han om matematiks fremtraedelsesform udtryk for, at

“[- . -] det vil styrke faget paedagogisk, hvis man kunne give bgr-
nene og de unge et indtryk af, hvad matematik kan bruges til,
dvs. at teori i nogen grad modsvares af anskueligggrende opga-
ver” (igen citeret efter [Pilemann 96, p. 106)).

Denne udmelding er en replik til den diskussion om anvendelsers rolle i gym-
nasiets matematikundervisning, der med stigende kraft igen fik maele i lgbet
af 50’erne. Set i forhold til diskussionen, der ledte op til bekendtggrelse-
seendringen i 1935, er Bomholts kommentar udtryk for en generel drejning i
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debatten. Ganske som fgr Anden Verdenskrig betones det studieforberedende
formal med den matematisk-naturvidenskabelige gymnasieundervisning, men
i pagt med tiden sker det nu med udgangspunkt i en gkonomisk/teknisk be-
grundelse, frem for den fgrhen dominerende politisk/kulturelle begrundelse.
Den gkonomisk/tekniske arsags mere og mere objektive status gjorde, at dis-
kussionen gradvist kom til neesten udelukkende at handle om anvendelsers
effektivitet som middel ifm. den matematiske begrebstilegnelse, og ikke som
tidligere ogsd om inddragelsen af eksempler p& anvendelser som led i at tjene
et almendannende formal, jvf. omtalen side 55.

Ved den bekendtggrelseszendring, der fandt sted i forbindelse med en re-
videring af grundloven i 1953, kom denne nye holdning meget handgribeligt
til udtryk. For den sproglige linjes vedkommende havde man det indtryk,

at 1935-bekendtggrelsens opprioritering af anvendelsers rolle i undervisnin-

gen havde medfgrt ringere forstéelse, og ikke bedre, som man havde habet.
Desuden havde matematikundervisning for denne elevgruppe aldrig haft en
studieforberedende begrundelse, og det var fglgelig ikke herfra, man skulle
hente de primeere bidragydere ifm. den teknologiske “oprustning”. Bla. af

disse arsager valgte man derfor at tage matematik helt ud af fagviften pa

den sproglige linje. P& den matematisk-naturvidenskabelige linje skulle der
ift. tidligere lzegges yderligere vaegt pa begrebsmeessig sammenhaeng og st-
ringens i praesentationen'*, mens erfaring med anvendelser at matematikken
stadig skulle foregd ved samarbejde med specielt fysik [Pilemann 96, p. 105
og 123]. |

I rene efter bekendtggrelseseendringen blev anvendelsers rolle bedgmt
gradvist mere positivt. Den almindelige holdning var, at en vis anvendelses-
orientering i selve matematikundervisningen ville virke fremmende pa den
generelle lyst til at studere faget, hvilket ogsa i Danmark ansas for at veere
en ngdvendig forudsaetning for opnaelsen af den s eftertragtede teknologiske
kompetence. Leerebggerne til gymnasiet kom derfor til at indeholde et mindre
antal eksempler pa anvendelser, primert fra fysik, astronomi, rentesregning
og kombinatorik, og der gennemfgrtes forsgg med indfgrelsen af sandsynlig-
hedsregning, der oplagt kan prasenteres anvendelsesorienteret [Pilemann 96,

Den przcise ordlyd i bekendtggrelsen, gengivet i [Pilemann 96, p. 257], er:

“Formalet for undervisningen er at bibringe eleverne kendskab til et funda-
mentalt omrdde af matematikken og gennem arbejdet hermed at udvikle og
skole deres evne til stringent teenkning og praegnant udtryksform samt hos
eleverne at opgve sikkerhed og feerdighed i brugen af det matematiske for-
melsprog og i udfgrelsen af numeriske beregninger. [...] Undervisningen bgr
i s& hgj grad som muligt tilstreebe en sammenheng mellem de forskellige dele
af stoffet, og funktionsbegrebet traeder herved naturligt i forgrunden.”
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p. 109 og 123ff].

Mere grundleggende skolereformer igangsattes

Med vedtagelsen af en ny skolelov for bade folkeskolen og gymnasiet i 1958,
blev der 3bnet mulighed for reformer pa.form- og indholdssiden. Alle de
hidtidige bekendtggrelseseendringer for gymnasiet havde hvilet p& almensko-
leloven fra 1903, s3 vedtagelsen af den nye skolelov kan fgrst og fremmest ses
som et klart signal om, at man nu gnskede mere gennemgribende zendringer.

Nar uddannelsesniveauet pa arbejdsmarkedet blev gjort til et problem
for den fremtidige veekst, blev lgsningen et generelt hgjere uddannelsesni-
veau: Den almendannende folkeskoleundervisning skulle opprioriteres séledes
at alle fremtidige (erhvervsaktive) borgere blev bedte udrustet til et hgjtek-
nologisk arbejdsmarked. Flere skulle igennem den eksisterende overbygning
(gymnasiet). Med gnsket om en stgrre rekrutteringsbasis bliver de sociologi-
ske forhold af betydning for udviklingen.

Efter Anden Verdenskrigs afslutning blev elevdlfferentlerlngen der var
en konsekvens af skolelovene fra 1903/1937, saledes i stigende grad kritise-
ret.!® Efter flere politiske slagsmal og kovendinger undervejs lykkes det for
den socialdemokratiske/radikale regering med opbakning fra venstre og lee-
rerforeningerne at f& vedtaget en ny skolelov i 1958. [Kruchov 85, p. 143ff] og
[UVM 78a, p. 26ff]. Endelig var mellemskolen afskaffet, og hvad der var vigti-
gere; der var nu ikke leengere nogen forskel pé landbyskolerne og byskolerne.
Skolestrukturen var nu saledes, at eleverne skulle deles efter 5. klasse i ‘al-
mene’ og ‘boglige’, men det kunne vedtages at lade veere, og det blev i lgbet af
de naeste 10 &r det almindeligste [Kruchov 85, p. 269). I fin overensstemmelse
med samfundets krav havde skolen nu fglgende overbygningsstruktur: Efter
7. klasse blev eleverne delt i en 8.-9.(og senere 10.) klasseafdeling (for dem
der bagefter skulle direkte ud i erhvervsarbejde eller i leere) og en mere boglig
3-4rig realafdeling (for dem der skulle veere mellemteknikere/tjenestemaend
eller sidenhen p4 gymnasiet efter 2. eller 3. real), se figur 4.4.

Hvilke sendringer der konkret skulle gennemfgres, lod man fra politisk side

151 1945 udgav Socialpadagogisk Forening og Frit Danmarks laerergruppe et heefte med
deres skoletanker, bla. oprettelse af Danmarks Leererhgjskole i Emdrup [Kruchov 85, p.142-
143].1 1952 udsendte en raekke leererforeninger en betaenkning om gnskelige forbedringer af
den delte skole. De ville &ndre den fri mellemskole, men igvrigt beholde det gamle system.
I [Kruchov 85] omtales, hvordan undervisningsminister Julius Bomholt i sin bog fra 1955
ridser de modseetninger op, som han forsgger at forlige i det skolelovsforslag, han havde
fremsat samme &r. Med de konservative og dele af Venstre i ryggen star leererforeningerne
for at bevare mellemskolen p& den ene side, og socialdemokratiet og de radikale p4 den
anden side, med tanker om at skabe en enhedsskole med samme struktur for alle indtil 15
ars-alderen.
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Skolereformen 1958
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Figur 4.4 Skolereformen 1958, [Kruchov 85, p.270].

veere op til to leeseplansudvalg for -hhv. folkeskolen og gymnasiet at komme
med forslag til. Resultatet var beteenkningerne “Undervisningsvejledning for
folkeskolen” og “Det nye gymnasium” [UVM 60], der begge kom i 1960.

Folkeskolebetznkningen, der efter farven pad omslaget ogsd kaldes “Den
bld Beteenkning”, ggr ikke overraskende opmerksom pa, at datidens sam-
fundsmeessige udvikling gjorde nye typer af kvalifikationer ngdvendige. Ogsa
her er teknologi-optimismen tydelig. Men ifglge [Heyrup 79, pp.54-56] og
[Iversen 96, pp. 24-25] bliver der eksplicit givet udtryk for, at det i forbin-
delse med en stgrre skolereform som den igangveerende ogsd var vigtigt at
seette fokus pa meget andet end forhold, der direkte relaterede sig til uddan-
nelsernes form og indhold, som udviklingen af teknologisk kompetence typisk
gjorde. Saledes lgd det om folkeskolens overordnede formal:

“Det er skolens formal at dygtigggre bgrnene til at gi ud i
samfunds- og erhvervslivet, velegnede til at opfylde de krav, man
med rimelighed kan stille, men fgrst og fremmest er det sko-
lens opgave at fremme alle muligheder for, at bgrnene kan vokse
op som harmoniske, lykkelige og gode mennesker” (citeret efter
[Iversen 96, p. 25]).
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Sidste del af denne formalsbeskrivelse indikerer kraftigt, at den individ-
orienterede arsag havde en fremskudt placering hvad den generelle folkeskole-
undervisning angar. Og [Kruchov 85, p. 146] vurderer da ogs, at den stgrste
andring, 1958-loven afstedkom, var ligestillingen mellem by- og landsbysko-
len. Nu var der reel mulighed for at bgrn, uanset hvilken skole de kom fra,
efter 7. klasse kunne komme videre i uddannelsessystemet.

I gymnasiebetenkningen—der selvforklarende far tilnavnet “Den rgde
Betaenkning”—bliver der i de indledende ikke-fagspecifikke afsnit ligeledes
diskuteret forhold, der rakker langt udover selve laseplansudformningen.
Her argumenteres der imidlertid pd en made, der mest rimeligt kan fortol-
kes som havende rod i en politisk/kulturel arsag til at udbyde undervisning
p& gymnasialt niveau. Diskussionen er meget praeget af overvejelser ifm. et
nu udtalt behov for at finde en balance mellem gymnasiets almendannende
og studieforberedende hensyn. De studieforberedende hensyn trakker i ret-
ning af en stadig mere specialiseret arbejdskraft, med behovet for tekno-
logisk kompetence brugt som eksempel: “Eksempelvis vil automatiseringen
jo kreeve en helt ny type medarbejdere med en ny og hgjere, teknisk, ud-
dannelse” [UVM 60, p. 16]. En sddan specialisering igangsat allerede pa det
gymnasiale uddannelsesniveau, kan imidlertid let komme i konflikt med de
almendannende hensyn, der i en politisk/kulturel &rsags-sammenhaeng har
uddannelsen af eleverne til velfungerende borgere i et demokratisk samfund
som et centralt element:

“En befolkning sammensat af specialister, der betragter omver-
denen ud fra snaevert faglige synspunkter uden kendskab til og
forstaelse af den gvrige befolknings kir og anskuelser, har darlige
forudseetninger for at fgre samfundet videre i samarbejde efter
demokratiske principper. [...] Forholdet mellem individ og sam-
fund og forholdet mellem de enkelte individer i et demokratisk
samfund rejser ogsa problemer, der har tilknytning til skolen. De
enkelte skal have sa meget kendskab til biologi, geografi, historie,
gkonomi, sociale forhold og samfundets funktioner, at de har for-
udseetninger for at tage kritisk stilling til offentlige anliggender
og modsta propaganda ved at klarggre sig dens egentlige hensig-
ter og sammenholde den med de faktiske forhold” [UVM 60, pp.
16-17]. :

Rent organisatorisk er det overvejelser som disse, der er baggrunden for ind-
forelsen af det grendelte gymnasium, som sker direkte pa foranledning af be-
teenkningens anbefalinger [Ibid., p. 28f]. P4 den sproglige linje skal eleverne
nu efter 1.g. veelge mellem hhv. ny-sproglig, gammel-sproglig og samfunds-
sproglig gren, og pé den tidligere matematisk-naturvidenskabelige linje stér
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det tilsvarende valg mellem matematisk-fysisk, matematisk-naturfaglig og
matematisk-samfundsfaglig gren.

Matematikundervisning i “Det nye Gymnasium”

Vi vil ikke p&begynde en lengere diskussion af gnsket om, at uddannelses-
systemet er med til at udvikle en demokratisk kompetence hos befolkningen
her. N&r vi alligevel veelger at referere ovenstdende passager fra gymnasie-
- bekendtggrelsens ikke-fagspecifikke afsnit, er det fordi der er en pointe i at
sammenholde disse tilkendegivelser med de efterfglgende fagspecifikke be-
mearkninger om matematik.

I afsnittet om leeseplaner og eksamenskrav for matematik'® [Ibid., pp.
45-47] foreslas det, at matematik genindfgres som obligatorisk fag pa den
sproglige linje. Senere begrundes det direkte med studieforberedende hensyn,
idet man har villet imgdekomme universiteternes gnske om, at kunne optage
sproglige studenter pd medicin- og statsvidenskabs-studierne uden aflaeggelse
af tilleegsprgve. Forst sekundzert nzevnes hensynet til, at ogsd disse studenter
far “et indblik i matematisk-naturvidenskabelig teenkning og arbejdsmetode”
(Ibid., p. 148]. For matematisk linje neevnes det eksplicit, at forslaget til lee-
seplan for matematik er udformet med et dobbelt formal for gje: Dels skal
eleverne gives “et fond af konkrete matematiske veerktgjer”, som de skal opg-
ves i at anvende bade i og uden for matematikken, dels skal de have mulighed
for at “indleve sig 1 nogle karakteristiske sider af matematisk metode” [Ibid.,
p. 45]. I det konkrete forslag, der efterfglgende blev ordret indskrevet i selve
bekendtggrelsen af 1961 (se [Pilemann 96, p. 258]), resulterer det i folgende
formalsbeskrivelse [UVM 60, p. 58]:

“Forméilet med undervisningen er

at give eleverne kendskab til en raeekke fundamentale matematiske
begreber og tankegange,

at veekke deres sans for klarhed og logisk sammenheng i bevisfg-
relse og udtryksform,

at sgge deres fantasi og opfindsomhed udviklet,

at gve dem i behandlingen af konkrete problemer, herunder ud-
fgrelse af numeriske regninger, samt

at ggre dem fortrolige med anvendelser af matematikken inden
for andre fagomrader.”

18Det faglige underudvalg, der havde matematik som omréde, bestod bla. af Mogens
Pihl, Ole Rindung og Henning Hgjgaard Jensen, som ogsd var med i “udvalget vedrg-
rende den matematisk-naturvidenskabelige uddannelse”, der var samarbejdspartner med
den fgromtalte teknikerkommission.
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Afhezngigt af hvilken betydning der leegges i ordet fortrolig, kunne sidste seet-
ning godt leeses som matematikundervisningens forsgg pa at bidrage til, at
eleverne rustes til at “tage kritisk stilling til offentlige anliggender og mod-
std propaganda ved at klarggre sig dens egentlige hensigter og sammenholde
den med de faktiske forhold”, jvi. citatet fra gymnasiebekendtggrelsens ikke-
fagspecifikke afsnit. Det ville imidlertid stille krav til den anvendelsesorien-
tering, der gives udtryk for i formalsbeskrivelsens sidste del. Den skulle veere
s& ambitigst teenkt, at den inkluderede traening af elevernes evne til selv-
stendigt at vurdere offentlige anliggender, ogsd ved substantiel inddragelse
af matematik, samt udfordrede dem til kritisk at vurdere sddanne matema-
tikanvendelser ift. de faktiske forhold. Altsd elev-aktiviteter, der er—eller er
tet pd at veere—matematisk modellering.

At det hgjst sandsynligt ikke er denne betydning, der ovenfor refereres til
med snakken om at veere “fortrolig med anvendelser af matematik”, fremgar
bla. af betankningens kommentarer til udformningen af de skriftlige eksa-
mensopgaver'’. I det konkrete forslag til ordlyd, der igen blev ordret gengivet
i den endelige bekendtggrelse af 1961, hedder det, at der lejlighedsvis bgr stil-
les opgaver, som kan undersgge, om eleven har forstéelse for matematikkens
anvendelse inden for andre fagomrader. Dette er tilfgjet en bemzerkning om,
at “i disse opgavers tekst skal de ngdvendige ikke-matematiske forudseetninger
ngje praciseres” [UVM 60, pp. 116-17], hvilket vel rimeligvis m& tolkes som,
at tanken ikke er at udfordre eleven i grenselandet mellem matematikkens
og virkelighedens verden, men kun at demonstrere anvendelserne.

Rimeligheden af denne fortolkning forsteerkes ved igen at vende blikket
mod betznkningens mere kommenterende afsnit om matematik, hvor det om
den skriftlige eksamen hedder: '

“Endelig foreslas det udtrykkelig udtalt, at der ved eksamen kan
stilles opgaver, der vedrgrer matematikkens anvendelse pa andre -
fagomrader. Med en sddan bestemmelse mener man at fremme
interessen for det islet i undervisningen, der peger ud mod fagets
anvendelser” [UVM 60, p. 47] [vores kursivering].

I de almindelige bemeerkninger om selve undervisningen navnes det ogsa, at
der lejlighedsvis bgr finde en behandling sted af opgaver og eksempler hentet
fra andre fagomrédder. Det hedder bla. :“Dette eksempelmateriale bgr veere
vaieret og illustrere anvendelser af de gennemgaende afsnit af matematikken
1 den udstreekning det er muligt.”[UVM 60, p.90] [vores kursivering].

Der p& baggrund af vores meget naere indblik i gymnasiehverdagen, ellers m& beteg-
nes som et af de steder, hvor man som myndighed har stgrst mulighed for at pavirke
matematikundervisningen “ovenfra”.
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Endelig er det i denne sammenhezeng vaesentligt at papege, at vi—p4 trods
af de omtalte anvendelsesorienterede tiltag af bade politisk og mere snze-
vert undervisningsrelateret karakter—péa intet tidspunkt i perioden fgr 61-
bekendtggrelsen er stgdt pa aktiviteter eller bestemmelser, der kan fortolkes
som et gnske om at udvikle en egentlig kompetence i at anvende matema-
tikken som en del af selve matematikundervisningen pd den matematisk-
naturvidenskabelige gren. At dette ikke skyldes tilfeeldigheder, eller sjusk fra,
vores side, kan sandsynligggres ved at se pad indholdet af de skriftlige ek-
samensopgaver 1 den periode, vi hidtil har omtalt [Pilemann 96, pp. 78-79
og 115]. I perioden 1910-35 var der ialt kun 12 studentereksamensopgaver i
matematik, der overhovedet kan betegnes som anvendelsesorienterede, selv i
ordets mindst muligt kreevende betydning (jvf. begrebsafklaringen side 35),
mens det tilsvarende antal for perioden 1935-60 var blot 4 opgaver! Billedet
synes tydeligt: Interessen for anvendelsesorientering har—bade fgr og om-
kring bekendtggrelsen af 1961—udelukkende veeret i motiverende gjemed.

De interessante spgrgsmal gar nu i retning af hvorfor det var tilfeeldet:
Hvorfor er 60’er-matematikken ikke karakteriseret ved en mere radikal an-
vendelsesorientering end tidligere, nér det tilsyneladende var et veesentligt
element i datidens generelle reform-gnsker? Er det tilfaeldigt, at matematik
1 citatet pd side 68 ikke naevnes i raekken af fag, som eleverne i demokratiets
navn md kende til? Blandt andet for at kunne svare pa spgrgsmal som disse,
ma vinu igen tilbage i tiden, denne gang for at fglge udviklingen i den interne
fagopfattelse af matematik.

4.2 Den interne fagopfattelses pavirkninger

Det er karakteristisk for netop 60’er-matematikken, at den interne fagopfat-
telse spillede en central rolle for den laseplansmeessige udformning af gymna-
siets matematikundervisning, blandt andet fordi der p& daveerende tidspunkt
gennem langere tid havde vearet arbejdet med en nyteenkning af matema-
tikkens filosofiske grundlag, den sakaldte strukturalisme. Det er de centrale
karakteristika ved denne nytenkning, og hvordan det satte sig spor i 60’er-
matematikkens udformning, vi i dette afsnit vil forsgge at indkredse.

Som en mé&de at karakterisere den strukturalistiske matematikopfattelse
pé, vil vi skabe et sammenligningsgrundlag ved at omtale nogle alternative
filosofiske traditioner. Disse traditioner repraesenterer efter vor opfattelse en
form for programerkleeringer analogt til politiske partiers programerkleerin-
ger. I forhold til den “almindelige” matematiker (til forskel fra det man kunne
kalde den “politiske” matematiker) vil det saledes kun veere naturligt, ikke at
kunne tilslutte sig ét givent syn fuldsteendigt.
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4.2.1 Frem mod et strukturalistisk matematiksyn

Et af de omrader, hvor strukturalismen er klart markeret, er ift. de sdkaldt
ontologiske spgrgsmal, dvs. spgrgsmél om hvilken status de objekter, ma-
tematikken beskaftiger sig med, har. For at have noget at holde struktu-
ralismens standpunkt op imod, vil vi tage et ordentligt hop tilbage i tiden
til omkring &r 300 f.kr., hvor Euklid lagde grunden til det, vi i dag kalder
klassisk plangeometri.

Euklid og troen p4 et intuitivt sandt grundlag for matematikken

I Euklids “Elementer” optraeder fem aksiomer'®, her fra Thyra Eibes over-
szettelse fra 1897 [Eibe 97, p.14L]:

1. Man kan traekke en ret linje fra et hvilket som helst punkt til et hvilket
som helst punkt.

2. Man kan forleenge en begrzenset ret linje ud i ét.

3. Man kan tegne en cirkel med et hvilketsomhelst centrum og en hvilken-
somhelst radius.

4. Alle rette vinkler er lige store.

5. NAr en ret linje skeerer to rette linjer, og de indvendige vinkler p& samme
side er mindre en to rette, s& mgdes de to linjer, nar de forlaenges
ubegreaenset, pd den side, hvor de to vinkler ligger, der er mindre end
to rette.

Der er mange méder at formulere Euklids femte aksiom pa: John Playfair
(1748-1819) havde fglgende udlagning, der ofte anvendes idag (her oversat
fra [Davis 81, p. 217]): “Givet en linje L og et punkt P i et plan, eksisterer
der en og kun en linje parallel med L der gér gennem P.”

Gennem tiderne har forskellige matematikere forsggt at bevise Euklids
5. aksiom ud fra de 4 gvrige. Det 5. aksiom havde nemlig ikke den intuitive
karakter af selvindlysende sandhed, som de gvrige. I slutningen af det forrige
drhundrede forsggtes det af flere forskellige at bevise det 5. aksiom ved at
negere det, og sgge at opnd en modstrid (“reducto in absurdum”). Der er
overordnet set to oplagte muligheder for negeringen af det 5. aksiom: Enten
kan der antages ikke at eksistere en linje gennem P parallel med L, eller der
kan antages at veere mere end én linje gennem P parallel med L.

18Forinden disse aksiomer prasenteres, har Euklid defineret en lang raekke begreber, fx.
nr. (1) “Et punkt er det der ikke kan deles” og nr. (5) “En flade er det, som kun har leengde
og bredde”.
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Det lykkedes aldrig at bevise, at det 5. aksiom er en sztning deduceret
fra de fgrste 4 aksiomer. Til gengald viste det sig—som en konsekvens af
bestraebelserne—at det var muligt at opstille et konsistent aksiomatisk de-
duktivt system med negeringen af Euklids 5. aksiom som aksiom (hhv. den
hyperbolske og sfzeriske geometri). Opdagelsen beskrives i [Davis 81, p.330]
som en katastrofe. I &rhundreder havde vi (matematikere) levet med “den
Euklidiske myte”, dvs. opfattelsen af, at ved at starte med selvindlysende
sandheder og g& videre gennem stringente beviser, endes op med sikker, ob-~
jektiv og eviggyldig viden om universets indretning.

I den Euklidiske myte stgtter man sig til geometrisk intuition, ligesom vi
ofte ggr i dagligdagen. Uendelighedsbegrebet kom til at spille en central rolle
ifm. argumentationen for, at en sddan intuition ikke er brugbar som falles
grundlag for hele matematikkens opbygning.

Som et eksempel kan vi se pa en af Euklids grundseetninger: “Det hele er
stgrre end en del af det”. Denne tese—der i dagligdagen giver ganske god in-
tuitiv mening—blev betvivlet allerede i middelalderen. I figur 4.5 indeholder
linjestykket AB i henhold til den Euklidiske myte feerre punkter end AC.
Lars Mejlbo naevner i [Mejlbo 91}, at allerede middelalderens skolastik inds3
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- Figur 4.5 Er linjestykket AC stgrre end linjestykket AB? Fra [Mejlbo 91, p.6].

tvivisomheden af udsagnet. I figur 4.6 markerer de vandrette streger en sam-
menparring af punkterne pd AB og punkterne pd AC, hvorfor der mé veere
lige mange. Analytisk udtrykt: Der eksisterer en bijektiv afbildning f(z) =y
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Figur 4.6 Fra [Mejlbo 91, p.6]
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mellem punkterne = p& AB og y p& AC, hvor y er bestemt ved:

z Yy |AC|

AB| ~ Jac| T VT 1AB|

X

En anden “katastrofe”, der rokkede ved forestillingen om geometrisk intu-
ition som fundament, var at man i analysen kunne fremvise kurver med de
reelle tal som definitionsmaengde, der var ingensteds kontinuerte:

|1 hvisz€Q
f("”)‘{o hvis 2 € R\ Q

Den intuitionistiske reaktion p& grundlagskrisen

Der har i dette srhundrede grundleeggende vaeret to forskellige reaktioner pa
“det Euklidiske syndefald”.

Den ene reprasenteres mest markant ved intuitionismen, der forbindes
med L.E.J. Brouwer (1881-1966) og Arend Heyting (1898-1980). Intuitionis-
mens. program heevder, at matematikken er en konstruktion udfgrt af den
menneskelige bevidsthed. At en seetning udtrykker en matematisk sandhed
betyder, at det er muligt at né til den gennem en reekke simple og indlysende
konstruktionstrin. Nar disse skal stamme fra vores intuition, mé forskellige
principper fra den klassiske logik afvises, fx. det udelukkede tredjes princip
om, at hvis p er et udsagn er p eller =p sand. En setnings falskhed er i
intuitionistisk logik ensbetydende med, at det er muligt at bevise, at dens
sandhed medfgrer en inkonsistens (selvmodsigelse). Fra de naturlige tal skal
matematiske objekter konstrueres ved et endeligt antal skridt, hvilket fgrer
til, at man ikke accepterer konstruktioner som de fgrnaevnte, der tager afsaet
i uendelighedsbegrebet. Matematik er ren tankevirksomhed, hvis begreber er
mentale konstruktioner, og hvis almene gyldighed kan og skal henfgres til den
feelles-menneskelige intuition. ,

Forsggene pa at vise det umulige i Euklids ontologiske grundsyn baseret
p4 intuition, er siledes ifglge intuitionismen ikke udtryk for et “syndefald”,
men for “syge” ikke-matematiske forestillinger, der ikke i praksis kan kon-
strueres, fordi de hviler pa et begreb—uendelighed—uden for menneskelig
raekkevidde.

Den formalistiske reaktion pa grundlagskrisen

Den anden reaktion p3 “det Euklidiske syndefald” var at “sadle om”, og for-
sgge at nytaenke hele det fundament, matematiske pastande hviler p&. Grund-
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tanken her var—og er—at opfatte matematikken som en formalisme!®.

Udgangspunktet her var accept af, at det euklidiske program havde spillet
fallit. Opfattelsen var, at pavisningen af tilfzelde, hvor matematikken fremvi-
ste resultater i direkte modstrid med almindelig“sund fornuft”, gjorde at “geo-
metrisk intuition” som fundament matte opgives, hvilket ogsé var et farvel til
det ontologiske grundsyn, at matematikkens genstandsfelt hviler p& intuitivt
sande forestillinger om verdens indretning. I stedet vendte man sig mod arit-
metikken som fundament. Det skete pa basis af Georg Cantors (1845-1918)
meengdeleere, som bla. havde ngdvendiggjort begrebet “uendelige mangder”
som en central del af matematikkens grundlag, ved at konstruere de reelle tal
(som et lineaert kontinuum) ud fra den uendelige meengde af hele tal. Selv de
naturlige tal blev en sekundeer struktur relativt til meengdeleeren, da Frege
viste, hvordan de naturlige tal kunne konstrueres fra ingenting (den tomme
maengde 0) ved at bruge operationer fra meengdeleren [Davis 81, p.331].

Det fgrste og mest direkte forsgg pa at bygge matematikken op pa dette
nye grundlag, var det logicistiske program, der iszer forbindes med Bertrand
Russel og A.N. Whiteheads Principia Mathematica. Den baerende ide var at
vise, at logik udggr grundlaget for al matematik. Arbejdet skulle sa fremover
bestd i at beskrive en matematik med dette grundlag s& fuldstendigt som
muligt. Programmet kom til at omfatte: (1) en definition af de matemati-
ske begreber ud fra logiske begreber og begreber fra meengdeleren, og (2)
matematikkens teoremer deduceres alene ud fra de logiske aksiomer og be-
greber. Denne méide at praesentere matematik pa var, ifglge [Davis 81], dog
ikke seerlig tilgengelig:

“The Principia Mathematica of Russell and Whitehead was the
great attempt actually to carry out the formalization of mathe-
matics. I has been accepted as the outstanding example of an
unreadable masterpiece.” [Davis 81, p.1371].

Som program anses logicismen i dag for at veere opgivet, men mange af dens
metoder og resultater star dog tilbage.

En anden markant enkeltperson, der med et formalistisk udgangspunkt
patog sig at forsvare matematikken mod det truende grundlagsmeessige “sam-
menbrud”, var David Hilbert. Ogsa for Hilbert var det, der gav anledning til
det forrige drhundredes “katastrofer”, at basere aksiomerne péd et intuitivt
geometrisk grundlag. Teoremernes sandhed garanteres dels ved deduktionens
logiske karakter og dels ved aksiomernes sandhed. Sandheden af aksiomerne

19Vi har bygget gennemgangen pd [Winslgv 97, pp.2-6], [Skovsmose 80, pp.18-30],
[Davis 81, p. 330-344] og [Skovsmose 90b, pp.39-55], der er opstillet efter stigende de-
taljeringsgrad. Den mest anbefalelsesvaerdige til lidt grundigere studier er sidstnzavnte.
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erkendes forud for og vaftheengigt af teoriudviklingen. Aksiomernes sandhed
erkendes umiddelbart pa grund af deres selvindlysende karakter. Euklids fem
aksiomer refererer bla. til “punkter” og “linjer”, hvor fx. “et punkt” defineres
lidt taget som “det der ikke kan deles”, men “geometrien handler netop om
punkter og linier, si vil det ikke vere en indlysende ngdvendighed at disse
begreber defineres?” [Skovsmose 90b, p.40].

For at styre uden om sddanne vanskeligheder fjernede Hilbert det begrebs-
meessige indhold af aksiomerne; det eneste, der foretages, er navngivning. De
genstande, der indgar i teorien, skal ikke preeciseres eller tilleegges nogen me-
ning udover den, der fremgér af aksiomerne angiende relationerne mellem
genstandene. Og aksiomerne skal alene angive relationer, aldrig forsgge at
definere genstandenes “veaesen” [Skovsmose 90b, p.40ff]. Gennem at definere
et formelt sprog, der kan udtale sig om matematiske pdstande—dvs. gennem
en omfattende formalisering—kan hele den matematiske struktur nu ggres
til genstand for en “meta-matematisk” analyse mht. konsistens, entydighed
og fuldstendighed, der ved endelige argumenter beviser, at en modstrid ikke
kan opst3 [Davis 81, p. 336).

Projektet lykkedes imidlertid ikke. Kurt Godels (1906-1978) ufuldsteen-
dighedsteoremer fra 1931 viste nemlig, at (1) et aksiomatisk system, som
omfatter de naturlige tal, enten er inkonsistent (dvs. man kan bevise en pa-
stand sdvel som dens negation), eller er for svagt til at enhver sand péstand
om naturlige tal kan udledes fra aksiomerne?’; (2) hvis et aksiomatisk sy-
stem, som omfatter de naturlige tal, er konsxstent, s kan dette ikke bevises .
indenfor systemet?! [Winslgv 97, p. 4].

Selv om Hilberts oprindelige meta-matematiske projekt led skibbrud, gav
det ikke anledning til opgivelsen af det formalistiske program. Som metode
havde formalismen stadig et potentiale ift. afklaring af de epistemologiske
grundspgrgsmal om, hvad der karakteriserer matematisk sandhed og erken-
delse. En matematisk sandhed giver ifglge formalismen kun mening, hvis en
péstand kan vurderes i forhold til et formelt system; formaliseringen er en
ngdvendig forudseetning for filosofisk opklaring. I meengdeleerens sprog kunne
matematikken formaliseres aksiomatisk deduktivt. N&r aksiomerne fritages
for ontologisk indhold—og blot bliver byggesten hvorpa videre teoribygning
sker ved at teoremer deduceres fra disse, i henhold til den sproglige syntaks—
kan matematisk sandhed. simpelt hen forklares som et teorem. Prisen er, som
flere heevder, at formalismen ggr matematikken til et (meningslgst) spil, der

20 Alternativ formulering; hvis et formelt system af mindst samme udtrykskraft som
elementzr talteori er konsistent, indeholder det en uafggrbar seetning, dvs. en saetmng
som hverken kan bevises eller modbevises

1 Alternativt: ...heraf fglger, at hvis et sadant system er konsistent, kan dets konsistens
ikke bevises i systemet selv.
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ikke handler om noget. At et teorem er bevist, har kun sandhedsveerdi relativt -
til systemet—matematikken er blevet til et sprogspil.

Strukturalismen

Strukturalismen, der farst og fremmest tegnes af Nicolas Bourbaki??, lod sig
inspirere kraftigt af formalismens aksiomatisk deduktive fremstillingsform,
men havde en anden dagsorden: Bourbaki havde analyseret et bredt spektrum
af matematiske teorier, og fundet at visse relationer mellem de matematiske
objekter gar igen. Det centrale for Bourbaki var siledes strukturerne, ikke
objekterne. I det lys er en matematik, hvis fremstilling er struktureret efter
objekterne, som et kludeteppe.

Intuitionismen og logicismen er i direkte forstand ikke en realitet for den
almindelige matematiker, og iser ikke i gymnasieundervisningen. Det er for-
malismen incl. strukturalismen derimod, bla. fordi den som neevnt spillede
en central rolle for 60’er-matematikkens udformning. Vi vil derfor samle ka-
rakteristikken af strukturalismen i fglgende tre hovedomrader:

Ontologi: Som en reaktion mod “katastroferne” skal matematikken lgses fra
ethvert intuitivt grundlag. Den skal—i modsatning til Euklids “punk-
ter” og “linjer’—hvile pa aksiomer, der er indholdslgse. Matematik
handler dermed om strukturer, den har ikke selv noget indhold. Form-
lerne opfattes i fysisk forstand som tegn pa papiret, og har altsa kun
syntaktisk indhold.

Epistemologi: Den aksiomatisk deduktive teoriudvikling, startende fra ind-
holdslgse aksiomer, ggr matematikken til en leg med symboler. “Spille-
reglerne” er givet i logikken og meengdelerens sprog (aksiomatisk sy-
stem). Om et teorem er sandt eller falsk, kan kun afggres i forhold til
det aksiomatiske system. I sig selv. er sztninger ren syntaks.

Hvad ville strukturalisterne: Formalismen i Hilberts udgave var blot et
middel til at n& meta-matematikkens mal; at pavise konsistens og enty-
dighed. I den strukturalistiske udgave af formalismen havde spgrgsmal
som disse ikke nogen afggrende betydning. Afggrende var, at man vha.
den aksiomatisk deduktive metode ville reducere matematikken til kee-
der af tautologier. Strukturalismen heevdede séledes, at matematisk
arbejde skal streebe mod at preesentere de grundleggende strukturer,
som alle de matematiske teorier menes at besté af.

22t pseudonym for en gruppe af franske matematikere, der op gennem 30’erne jeevnligt
mgdtes, oprindeligt for at skrive en leerebog i analyse, men senere satte sig for at om-
skrive hele matematikken ud fra det synspunkt, at matematik er den almene videnskab
om abstrakte strukturer.
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4.2.2 Den konkrete realisering

Vi omtalte i afsnit 4.1.2 helt kort det seminar, OEEC afholdte fra den 23.
november til 4. december 1959 pé slottet Royaumont i Frankrig. Ifglge for-
ordet i den efterfglgende rapport [OECD 61], var der fra hvert land invi-
teret en “fremragende” matematiker, en matematikdidaktiker (mathematics
educator) eller ministeriel person, og en “fremragende” matematiklearer. Fra
Danmark passede disse adjektiver tilsyneladende pd Ole Rindung, der udover
professor Svend Bundgaard som geestetaler, var eneste dansker til stede.

Marshall Stone indrager i sit indledende foredrag eksterne begrundelser
for afholdelse af seminaret. Jens Hgyrup beskriver da ogsd i {Bollerslev 79,
p.50f], at OEEC’s gkonomer og planleeggere langt hen ad vejen havde et
ikke-internt form&l: At den nyeste tzenkning indenfor matematikken kunne
bringes i anvendelser i det moderne samfund. Da de imidlertid ikke selv havde
hverken matematisk eller paedagogisk ekspertice p4 omradet, financierede de
istedet seminaret.

Som omsteendighederne omkring seminaret fremstilles i [Bollerslev 79—
- og som det igvrigt fremgér af praesentationen af seminaret i selve rapporten
[OECD 61]—tog matematikernes interne synspunkt dog over, og de paedago-
giske diskussioner blev sekundeere i forhold til den matematisk organiserede
leeseplansaendring. Dette var helt bevidst:

“The nature of mathematics—and the designing types of mathe-
matics that are important—are rightfully the decisions of mathe-
maticians. What portion of this mathematics can be taught below
university level, to whom it can be taught, and the way it can be
taught are then the decisions of educators, teachers and writers

of textbooks.” [OECD 61, p. 61].

I Stones foredrag slds den problemstilling fast, der kom til at prezege konfe-
rencen: De nye strgmninger i universitetsundervisningen®® giver overgangs-
problemer mellem gymnasier og universiteter. Alene med dette 1 bagtankerne
mener han ikke, at introduktionen af den moderne matematik “af passende
slags” 1 gymnasiet kan udsattes [OECD 61, p.16].

I.det fglgende kommer en langere beskrlvelse af, hvad vi har fundet vee-
sentligt fra den rapport, der blev udgivet efter seminaret. Den interne fagop-
fattelse af matematik, der 14 bag den danske matematikunder"/isning, og—i
hvert fald fra begyndelsen af 60’erne—praegede universitetsundervisningen,
var steerkt praeget af de tanker, der udfoldedes pa seminaret. Disse tanker
var igen preeget af det formalistiske syn p& matematik, som vi skal se. Vi far

3Han henviser til algebraens udvikling.
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altsd i seminaret neermest “foreeret” svaret pa, hvordan de matematikfilosofi-
ske bagtanker blev til konkret undervisningssyn i de danske gymnasier.

Indholdsdiskussionerne p4 Royaumont-seminaret

I seminarrapporten indledes andet kapitel, der har overskriften “Proposals
for reform”, med professor Jean Dieudonnés oplaeg.?*

Indledende forklarer han sin dagsorden, der er at undersgge (a) hvilken
matematisk baggrund leerere p3 universiteterne ideelt set fordrer, (b) hvad
de rent faktisk far, og (c) hvordan den situation kan forbedres. P4 universite-
terne er matematikken praeget af en ny teenkemaéde. For at imgdekomme en
hastigt voksende analyse—ved at skabe sammenhzng og pracision—er mere
abstrakte teorier som topologi og maengdealgebra ngdvendige. Det ser ud til
at veere den eneste méade at holde rede pa den evigt voksende viden, der til
stadighed tilfgjes den eksisterende. Men et sddant projekt tager tid, da det
simpelt hen er sveert at leere, og det skaber et pres pad universiteternes fgrste
semestre. Da universitetsstudielaeengden darligt kunne veere laengere, end den
var pa det tidspunkt, var det naturligt at vende sig mod gymnasiet. I gym-
nasiet var en rakke ting rent tidsspilde, hvilket var uhensigtsmeessigt, nar
universiteterne var underlagt tidspres—laeseplanen i gymnasiet ma reorgani-
seres. | det 19. arhundrede, haevder han, blev overgangen fra klassisk geometri
til algebra og analyse oplevet som et hop ind i en ny verden, og saledes oplever
de nystartede studerende &benbart den introducerende universitetsundervis-
ning. Derfor skal de nye begreber og det nye sprog, der er introducereret
indenfor de seneste 50 &r [dvs. fra 1909-1959], indfgres i gymnasiet. Klassisk
geometri er ‘offerlammet’: “Euklid must go”, som han fremheever—rollen er
nu udtjent (“it is thanks to the Greeks that we have been able to erect the
~ towering structure of modern science.”[OECD 61, p.35]). Han bruger herefter
temmeligt mange ressourcer, og farverige formuleringer, pd at argumentere
for sit sendringsforslag, fx. vil han fjerne det meste af den klassiske geometri:

“ Everything else [end beskrivelsen af aksiomssystemet, en raekke
specificerede brugbare konsekvenser og rimeligt interessante pvel-
ser] which now fills volumes of ‘elementary geometry’—and by

24Dieudonné regnes for en sardeles eksemplarisk reprasentant for Bourbarki. Inden
preesentationen i rapporten neevnes det igvrigt, at der var andre indleeg, men at kun Di-
eudonnés “...who represented an extremist point of view...” bliver prasenteret i rapporten.
Begrundelsen er: “Although Prof. Dieudonné’s plan of instruction...did not meet with ge-
neral acceptance, the bold and imaginative thinking that characterise his design for better
schooling in mathematics produced excellent results by provoking lively discussion and
counter-proposals.” [OECD 61, p.31]
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that I mean, for instance, everything about triangles (it is perfe-
ctly feasible and desirable to describe the whole theory without
even defining a triangle!), almost everthing about inversion, sy-
stems of circles, conics, etc—has just as much relevance to what
mathematicians (pure and applied) are doing today as magic squ-
ares or chess problems!”[OECD 61, p.35f].

Da de Euklidiske seetninger kan bevises indenfor vektorgeometrien frem-
heever han desuden den fordel, at det gamle skeenderi mellem klassisk og
analytisk geometri i sé tilfeelde ville vaere meningslgst. Realiteten som han
oplever det, star i kontrast hertil: Begreber som “punkt”, “linje”, “afstand”
mfl. gives ingen aksiomatisk definition—de introduceres ved at appellere til
intuitionen, selv om den precise relation til de fysiske objekter, som de skal
idealisere, aldrig rigtigt klarggres [OECD 61, p.31ff].

I resten af opleegget giver han nogle indholdsmeessige forslag til hvad der
kan erstatte Euklid og bla. falgende vejledende princip®®: Pseudobeviser, der
ikke kan underleegges logisk analyse, og definitioner, der ikke rigtigt define-
rer noget, skal undgés (han teenker pd Euklids elementer). S& hellere lade
veere. N&r en logisk slutning introduceres i et matematisk spgrgsmal, skal
det altid preesenteres i fuld erlighed, hvilket vil sige uden at gemme “huller”
i argumentet. Han fortseetter:

“For my own part, I see nothing wrong or dishonorable in starting
with a premise which is not an axiom, but possibly some quite
complicated statement, as soon as it is possible to show without
any logical flaw that the given statement implies another one. Not
only would this be much more instructive, it would also put in its
true light the nature of logical inference and its relative character,
which is often obscured by the manner in which it is hopelessly
mixed up with the metaphysical notion of ‘truth’.”[OECD 61,
p.40]

Resten af forelaesningen fortseetter med implementationsovervejelser un-
der titlen “Outline of a modern curriculum”. Vi vil fremhave én ting fra
dette, nemlig en mindre passage, hvor han kommer ind p4 det, Royaumont-
seminaret egentlig skulle handle om, nemlig anvendelser. Han pépeger, at
han i sin “outline” ikke er kommet ind pa anvendt matematik:

“Whether some [applied mathematics] should already be introdu-
ced in the secondary school is a question which it is outside my

25Baseret pd egne og mere erfarne lareres fornemmelser, og det billede der tegnes i
forskellige faglige artikler af gymnasieundervisningen i matematik [OECD 61, p.39).
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province and competence to tackle; but I think that if such a pro-
posal were favorably considered, the theoretical foundations for
teaching such questions would already be at hand.” [OECD 61,

p.45].

Det naeste, der praesenteres i rapporten, er til gengeeld anvendelsesorienteret.
Under overskriften “Applications of Mathematics” summeres et foredrag af
professor Albert W. Tucker [OECD 61, pp. 49-60], der p& baggrund af to
- artikler gennemgér eksempler pd, hvad det er ikke-matematikerne, hhv. be-
slutningstagerens (forretningsmandens) og samfundsvidenskabsmanden, har
behov for af matematik. Indledningsvis advokerer han for, at beslutnings-
tageren har behov for at forstd matematik—han behgver ikke ngdvendigvis
selv at kunne de fundamentale teknikker, som fx. at veere skolet 1 at kunne
lgse ligninger og den slags selv. Tucker neevner herefter en raekke konkrete
. gnsker fra samfundsvidenskaberne i retning af matematisk indsigt—som de
blev preesenteret i en rapport fra en komite om matematisk treening i de
samfundsmaessige videnskaber. Disse er: at forstd statistik; at kunne laese
samfundslitteratur, hvor der bruges matematik; at kunne kommunikere med
matematikere og statistikere; at kunne formulere, arbejde med og analysere
samfundsvidenskabelige problemer ved hjelp af matematik, dvs. at kunne
formulere, arbejde med og analysere matematiske modeller; at kunne lgse
matematiske problemer, nar de dukker op i samfundsvidenskaberne; at indse
bade fordele og begraensninger af den matematiske metode, og kunne identi-
ficere problemer hvis Igsning mest hensigtsmeessigt kreever konsultation hos
en matematiker eller statistiker; at forstd naturen af de matematiske begre-
ber og matematiske reessonementer; at overkomme de personlige psykologiske
forhindringer i forhold til brugen af matematik.

Professor Tucker giver derpd en “outline” af forskellige kurser til sam-
fundsvidenskabsmanden. Med ca. 80 timers undervisning til rddighed kunne
det—helt tidstypisk—se ud som fglger [OECD 61, p.54]:

o Logik og maengdeleere—10 timer.

o Relationer, incl. ordningsrelationer—10 timer.

o Aksiomatiske systemer og matematiske modellers natur—10 timer.
¢ Elementare funktioner—15 timer.

o Introduktion til analyse—35 timer.

Dette program kan der evt. bygges videre pa: 30 timer mere analyse, 30
timers sandsynlighedsregning og 20 timers matrix-regning.
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Det tredje kapitel praesenterer indleeg, der vedrgrer hvilken retning, refor-
men skal tage. Der blev taget hensyn til hvordan matematikundervisningen
relateredes til andre uddannelser og til videre matematikstudier. Der var fgl-
gende 3 mél med undervisningen som udgangspunkt:

‘1. Matematik som “liberal education” (freedom of the mind).

2. Matematik som basis for daglig- og arbejdslivet (matematik som folkets
veerktgj).

3. Matematik som grundlag for videre universitetsstudier.

Det store spgrgsmél for diskussionen var nu: Vil matematikundervisningen
reformeret efter de baerende strukturelle egenskaber honorere disse mal, eller
skal der fglges en anden vej? En lang rakke indleeg opsummeres herefter—
indlaeg, der udelukkende drejer sig om, hvordan strukturalistisk matematik-
undervisning kan foretages, og séledes implicit forudsaetter, at svaret pa det
egentlige spgrgsmal er sa oplagt, at det ikke behgver nzevnes. Eksempelvis
handler det fgrste indleeg af professor Gustave Choquet primeert om, hvor-
dan mangden af hele tal Z er beriget med flere strukturer som fx. “ordning”,
“grupper” eller "ringe” etc. Han fremhaever, at hvis intet antages om Z und-
tagen dets algebraiske struktur (defineret ved addition og multiplikation) har
vi der en fremragende eksempel p& en struktur, indenfor hvilken hovedbegre-
berne indenfor algebra kan studeres (identiteter, polynomier etc.). Hvis alle
dets strukturer tages i betragtning kan vi opné rent aritmetiske egenskaber
som delelighed, primtal etc. [OECD 61, p.64].

I det fjerde kapitel behandles implementationsproblemer. At f3 skrevet
nogle gode og spandende laerebgger fremheeves som noget helt centralt.

- I seminar-rapportens konkluderende kapitel fremheaeves, at selv om semi- .
narets fokus var p& de universitetsegnede studerende var der i bestraebelserne
inkluderet en reform af matematikundervisningen i henhold til de daveerende
behov i samfundet. Siledes fremgér det, at undervisningen i gymnasiet ikke
rettes direkte mod at producere fremtidige matematikere. Brug og anvendelse
af matematik i samfundets mange facetter er de principielle faktorer i “den-
ny matematik”. Herefter gengives de overordnede krav om intensiveringen af
gymnasieundervisningen narmest ueendret som vi praesenterede Dieudonné’s
indleeg: lgsning af universitetets studieforudsatninger, indfgrelsen af mate-
matikkens nye program, hvor forskellen pa algebra og geometri langsomt
forsvinder (strukturalismen), klassisk geometri skal gennemgss i folkeskolen,
i gymnasiet skal Euklid erstattes af et program, hvor deduktiv geometri be-
handles ved brug af vektorer eller reelle tal, og senere sammenfgjes med
algebra gennem studiet af matricer, determinanter, grafer, komplekse tal og
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polere koordinater. Trigonometri skal ud som selvstandig disciplin (det ind-
drages naturligt i det gvrige). Sikkert fordi Dieudonné ikke selv mente at
veere kompetent til at udtale sig om det anvendelsesorienterede, afsluttes
opremsningen af hans liste med 5 linjer om anvendelsesorientering:

“For most of our pupils, mathematics provides tools for scientific
and technical work. This is well understood as far as the phys-
ical sciences and engineering are concerned. Today, however, in
addition to these fields of endeavour, the needs of the social scien-
ces, business and industry must also be recognized.” [OECD 61,
p.107].

Herefter kan “The case for reform in the secondary-school programme...” op-
summeres i fem punkter: (a) nye emner som meengdealgebra, vektorrum,
maengdelzre etc. (b) nye opgaver om anvendelser indenfor sandsynligheds-
regning og teoretisk statistik, liniser programmering etc. (¢) udvikling af nye
standarder for preecision og klarhed og veegt pd matematiske strukturer (d)
den hastige udvikling af de forskellige dele af matematikken kraever mere
efficiente- og mere generelle metoder (e) forandringerne i de kulturelle, in-
dustrielle og gkonomiske megnstre ggr, at flere (og leegmand) ma treenes i
videnskabelig viden, og at kende matematik er i den henseende fundamen-
talt.

4.2.3 Indfgrelsen af den ny matematik i Danmark

Den “Nordiske Kommittén for Modernisering av Matematikundervisningen”,
der bestod af 4 personer fra hvert af landende Danmark, Finland, Norge
og Sverige, udpeget af Nordisk Kulturkommision, kom til at fungere som
igangsaetter og inspirator for matematikreformerne i de nordiske lande. De
danske medlemmer i komiteen var Agnete Bundgaard, Bent Christiansen,
Erik Kristensen og Ole Rindung [Skovsmose 80, p. 35ff].

Hovedsigtet i Danmark blev (i realiteten identisk med det der fremlagdes
p& Royuamont-seminaret):

“...at udnytte den ventede opprioritering og opblomstring af na-
turvidenskab, matematik og teknik uddannelsessystemet til at
bringe matematikundervisningen 4 jour med den moderne uni-
versiteere matematiks indhold og form. ... at lade matematikken
opbygge ved hjelp af begreber som mengde, afbildning, relation,
komposition, og i analysen omegn, som byggesten overalt i stof-
fet.” [Branner-Jgrgensen 81, p.198f].

P& den matematisk-fysiske gren var pensum:
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Almene hjzlpebegreber fra maengdelzre og algebra.

—

Hele, rationale, reelle og komplekse tal.
Kombinatorik.

Ligninger og uligheder.

Plangeometri.

Rumgeometri.

Elementzre funktioner.

Infinitisimalregning.

© 0 NS O W N

Anvendelser af inﬁnitisimalregningen.
10. Valgfrit emne.
Den samfunds- og naturfaglige gren havde fglgende pensum:
1. Almene hjzlpebegreber fra mangdeleere og algebra.
. Hele, rationale, reelle og komplekse tal.
. Ligningér og uligheder.

. Elementere funktioner.

. Anvendelser af infinitisimalregningen.

2

3

4

5. Infinitisimalregning.
6

7. Rentesregning.

8

. Kombinatorik, sandsynlighedsregning og statistik.

Et dominerende lzerebogssystem

Laerebogssystemet Matematik 1/2/3 af Ole Rindung og Erik Kristensen spil-
lede en helt central rolle i de mere pragmatiske aspekter mht. implemen-
‘teringen af reformen (de blev indtil midten af 70’erne anvendt af ca. 90
% af klasserne). Det nzevnes af flere kilder, at de i hgj grad var bestem-
mende for, hvordan undervisningen efter reformen tog sig ud i Danmark.
[Branner-Jgrgensen 81, p.201], [Skovsmose 80, p. 37] og [Bollerslev 79, p.
103].
I forordet stir der bla.:
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“Den nye laseplan, der traeder i kraft i august 1963, giver an-
visning pa en ret veesentlig omleegning af matematikundervisnin-
gen. [...] I denne situation har vi fundet det hensigsmeessigt at
gore fremstillingen i bind I af vort leerebogssystem meget udfgrlig
og rig pa eksempler. Den stgrre bredde, som bogen derved far,
skulle efter vort skgn ggre den lettere at arbejde med i en un-
dervisning, der ikke har en grundfeestet tradition at bygge pa.”
[Kristensen 62, p. IX].

Bogen er opdelt i fglgende kapitler: Maengder og udsagn; Talmengder; Vek-
torer; Den rette linies analytiske fremstilling; Afbildninger; Reelle funktio-
ner; Ligninger og uligheder; Ekvivalensrelationer; Induktion; Hele tal; Alge-
bra; Praktiske anvendelser af logaritmefunktioner; Trigonometriske funktio-
ner; Geometriske anvendelser af trigonometriske funktioner. Bogen er pa 334
sider, hvilket forfatterne i forordet antydningsvis papeger er lidt i overkan-
ten, men de mener alligevel, at bogen kan n&s igennem i lgbet af det fgrste
gymnasiear!

4.3 Sammenfatning

Samfundets udviklingstraek: Efter Anden Verdenskrig var de vestlige
lande i kraftig gkonomisk medvind. I Danmark gav efterkrigstiden sam-
tidig anledning til, at samfundets fremtidige indretning blev diskuteret.
I perioden kan der i hgj grad tales om et teknologioptimistisk syn. For
at fglge med de gvrige vesteuropeiske landes gkonomiske udvikling, var
der behov for omfattende teknologiske investeringer i bade landbrug og
industri. Der var bred politisk konsensus om at bidrage til denne udvik-
ling, men det er et igjefaldende traek, at den iseer blev socialdemokratisk
politik. Ideen var, at de ggede statslige indteegter af et teknologisk mo-
derne og konkurrencedygtigt erhvervsliv via omfordeling kunne skabe
det gkonomiske grundlag for en lang raekke tiltag, der skulle forbedre
livsvilkérene for den enkelte borger.

Det eksterne matematiksyn: Med under 10% i gymnasiet, og langt faerre
videregdende uddannelsesinstitutioner end idag, var der ét vaesentligt
problem: Manglen pé teknisk kvalificeret arbejdskraft pa alle niveauer.
Teknikerkommissionen efterspurgte en betydelig styrkelse af gymnasie-
kapaciteten, idet det dels bemaerkes, at de gymnasiale uddannelser er
forudseetningen for uddannelse af de hgjst uddannede teknikere, og dels
bemarkes, at det ikke er manglen pd “...begavede unge mennesker”,
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der hindrer forggelsen af tilgangen, men en kvantitativ og kvalitativ
udbygning af skolesystemet [SM 59, p. 24ff].

De ulemper, der kan veere ved, at en stor andel af befolkningen er ud-
dannet indenfor det naturvidenskabelige omrade, og ser omverdenen ud
fra sneevert faglige synspunkter, skal imgdegés gennem undervisningen
indenfor de gvrige fag, primeert de humanistiske og samfundsvidenska-~
belige.

Billedet tegner sig egentligt ret klart: I forhold til de 3 grundleeggende
drsager, vi skitserede i kapitel 3, er den pkonomisk/tekniske drsag ty-
deligt opprioriteret i samfundets eksterne syn.

Den interne fagopfattelse af matematik: Matematikundervisningen i

gymnasiet skulle bringes i overensstemmelse med det moderne ma-
tematiksyn, der var fremkommet de foregédende 50 &r, og som indtil
starten af 60’erne kun forefandtes pa universiteterne. Set udelukkende
fra et studieforberende synspunkt, var 60’er-reformens to vigtigste for-
mal dels at mindske det “kulturchok”, de fgrstedrsstuderende blev udsat
for ved studiestarten, og dels at give studenterne en matematikunder-
visning, der var tidssvarende, dvs. en undervisning, der gav et billede
af matematikken, som den opfattes i henhold til det strukturalistiske
program. ‘

De skitserede synspunkter hgrer ind under den politisk /kulturelle rsag
og som vi har skitseret var det sddanne synspunkter der reelt 13 bag
matematikundervisningens praksis. '

Fagopfattelsen af matematik: Det star klart, at fagopfattelsen af mate-

matik er “speendt ud” mellem den gkonomisk/tekniske &rsag og den
politisk/kulturelle arsag. I bekendtggrelsen udtrykkes primeert sidst-
neevnte. At denne disharmoni ikke stod mere klart 1 1960’erne, skyldes
givetvis tre forhold.

For det forste var den gkonomisk/tekniske drsag til matematikundervis-
ningen ikke direkte forbundet med gymnasieundervisningen. Her skulle
grundlaget leegges til videre studier, der meget mere direkte honorerede
den gkonomisk/tekniske &rsag—dette syn er fx. helt fremherskende i
teknikerrapporten.

For det andet var det en udbredt opfattelse, at matematikundervisnin-
gen havde formaldannende egenskaber i retning af “at veckke deres sans
for klarhed og logisk sammenheng i bevisfgrelse og udtryksform, [og]
at sgge deres fantasi og opfindsomhed udviklet,...” [UVM 60, p. 58].
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Personlige egenskaber af denne karakter ma anses for seerdeles essen-
tielle for en videre uddannelse med veegt pa stringens og bevisfgrelse,
hvorfor s&danne formal legitimeres af en strukturalistisk preaeget mate-
matikuddannelse.

For det tredje var den sidstneevnte formalsspecifikation—“at ggre dem

fortrolige med anvendelser af matematikken inden for andre fagomra-
der” [UVM 60, p. 58]—ret direkte udtryk for den gkonomisk/tekniske

arsag. Formuleringen er imidlertid temmelig ukonkret, og blev som vi

beskrev tidligere i realiteten ikke tillagt ret stor veegt, hverken i leere-

bgger eller eksamensopgaver.

Selv om man saledes godt kan forstd, hvordan to sa forskellige syn
pé& matematik kan eksister samtidigt, er det imidlertid et faktum, at
undervisningens realitet var domineret af den politisk/kulturelle &rsag.

Den individorienterede &rsag er i et vist omfang reprasenteret i den
ovennaevnte anvendelsesorienterede formalsspecifikation, men ma over-
ordnet betragtet siges at vaere fraveerende i bade det eksterne og interne
syn.
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Kapitel 5

Matematikundervisningen idag

- Udviklingen af samfundsforholdene og matematikundervisningen frem -til
idag, er pd mange mader mindre spektakuler end perioden frem til 1960’erne.
I forhold til situationen i gymnasiet, har de matematikfilosofiske diskussioner,
der har veeret, ikke radikalt zndret undervisningen. Og samfundets indret-
ning kan ift. de planlagte omstruktureringer efter Anden Verdenskrig neer-
mest siges at have udviklet sig “inkrementalistisk”!: samfundets udvikling er
fortsat ad de skinner, der lagdes 1 1950’erne.

Alligevel har der varet en ret markant udvikling af samfundet og der-
med af det enkelte individs hverdag. Omleegningen af gymnasiets struktur
og matematikundervisningen med bekendtggrelsen af 1987, kan forstés som
et resultat af denne udvikling, som endnu engang understreger sammenhaen-
gen mellem samfundets udvikling og (matematik-)undervisningens udvikling.
Pensumindholdet og formalet for matematikundervisningen skiftede ret mar-
kant, og sa fik vi de tre aspekter.

Som vi skitserede ret indgdende i kapitel 1, er det vores indtryk, at der
er reel anledning til en vis opmeerksomhed omkrmg undervisningens tilrette-
leeggelse. Den store udfordring bestir efter vores opfattelse i at give mening
til bekendtggrelsens vendinger sdsom: “...indtryk af matematiske modellers
anvendelsesmuligheder og begrensninger...”, eller “Med samfundets stigende
anvendelse af matematik, ikke kun i teknik og produktion, men ogs3 som bag-
grund for prognoser, planlaegning, beslutningstagen og styring, er det derfor
af almen betydning, at eleverne igennem undervisningen bade bliver i stand
til selv at udnytte matematiske betragtningsméder og til at vurdere anven-
delser af matematik, som de mgder i deres hverdag” og “...at eleverne opnar
fortrolighed med matematik som et middel til at formulere, analysere og lgse

) 1Et udtryk lant fra budgetlagningsteori: Ved ikke at tage fx. udgiftposter op til grund-
leeggende revision, men udelukkende at fokusere p4 sndringerne ift. tidligere ar, kan bud-
getteringspraksissen karakteriseres som inkrementalistisk.

89
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problemer inden for forskellige fagornrader.” [UVM 97a] og [UVM: 97b].

Det er vores intention her i kapitlet at udfolde denne “mening”. Vi starter
naturligt nok med at se p& afrundingen af det matematiksyn, vi skitserede i
forrige kapitel.

5.1 Matematikundervisningens formal og ind-
hold frem til idag

5.1.1 Afslutningen af 60’er-matematikken

Der er et eller andet, man som matematiker ikke kan undgd at holde af ved
Bourbakigruppens projekt. Aldrig fer har faget konstitueret sig selv pa s&
eksplicit og gennemgribende en méade. Det er let at leve sig ind i den opti-
‘misme og det engagement, der 18 bag Bourbaki-gruppens arbejde. Det er let
at forstd, hvorfor det var s& oplagt at koble en strukturelt konsistent og gen-
nemtaenkt nyskrivning af de sa sveert erkendelige matematiske begreber, med
et gget samfundsmeessigt behov for bredere og dybere teknisk-matematiske
kompetencer i videreudbygningen af velfeerdsstaten.

Undervisningsprojektet lykkedes ikke: Det blev efterhdnden klart, at stu-
diet af de abstrakte og generelle begreber og strukturer blev til mdl i sig
selv, 1 stedet for—som tiltaenkt—at veere midler til hgjere mal. Erkendelsen
af dette forhold kom ikke samtidigt i de forskellige vestlige lande, der havde
60’er-matematikken p& programmet. Det var atheengigt af, i hvor “ren” en
form reformen blev gennemfgrt, dvs. hvor tidligt efter Royaumont-seminaret,
ideen adapteredes [Niss 87, p.490].

Fokuseringen pa studiet af de abstrakte strukturer havde i den elemen-
teere matematikundervisning fgrt til, at eleverne ikke leengere kunne regne—
hvilket, iszer i USA, medfgrte modreaktionen: “back to basics” beveegelsen,
hvor de tidligere forsgmte regnefeerdigheder blev det essentielle. Allerede i
starten af 1980’erne var denne bevaegelse dog ved at ebbe ud. Verre var det,
at eleverne ikke kunne bringe matematikken i anvendelse, at matematikken
opfattedes som et spil, frakoblet virkeligheden—et lukket spil [Niss 87, p.
490]. : ‘

Helt centralt i forstéelsen af problemstillingens omfang er de sociologiske
faktorer, herunder uddannelseseksplosionen, jvf. figur 4.1 side 53: Sammen-
faldende med indfgrelsen af 60’er-matematikken steg andelen af befolkningen,
der modtog matematikundervisning p& gymnasialt niveau, meget voldsomt,
fra 10% i 1960 til 32 % i 1976 [UVM 78b]. Flere og flere blev matematiske

“studenter uden i direkte forstand at have fremtidige matematiktunge studier
som sigtet. Dermed var matematikundervisningen i gymnasiet for flere og
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flere den sidst modtagne undervisning 1 matematik, og “belgnningen” for an-
stregelserne kunne derfor ikke leengere udskydes til fremtidige studier. Dette,
sammenholdt med en andret attitude i form af mindre autoritetstro og sggen
efter mening og relevans med studierne, var medvirkende til at spille den ny
matematik fallit.

Allerede i lgbet af tresserne blev det klart, at der matte justeres i be-
kendtggrelsen. Der var problemer med at néd pensum, og i 1964 kundgjorde
et cirkulere derfor, at en reekke punkter fra emnelisten udgik, bla. det valgfrie
emne p& den matematisk-fysiske linje [Pilemann 96, p. 136]. Da femdages-
skoleugen skulle indfgres i 1971, benyttede man lejligheden til at udarbejde
en ny bekendtggrelse. Denne bestod primeert i en beskeering af pensum ift.
1961-bekendtggrelsen, idet komplekse tal forsvandt og algebraen blev kraftigt
beskaret. -

Det fagudvalg, der blev nedsat til at revidere bekendtggrelsen, havde elev-
repraesentation, og Henrik Meyer (fagkonsulent fra 1971-1978) bemeerker i
[Bollerslev 79, p. 104], at dette bla. afspejledes i en veesentlig sendring af for-
malsparagraffen: Hvor eleverne i henhold til 1961-bekendtggrelsen skulle gg-
res “fortrolige med anvendelser af matematikken inden for andre fagomrader”,
skulle eleverne i henhold til 1971-bekendtggrelsen opna en “forstielse af og
evne til kritisk at analysere den made, hvorpad matematikken anvendes inden
for forskellige fagomrader”. Matematikundervisningens formél kom derved—
med 10 ars forsinkelse—i stgrre harmoni med de perspektiver i retning af at
udvikle interessen for samfundsproblemer og evnen til kritisk og selvsteendigt
at bedgmme problemerne, som vi pa side 68 omtalte var generelt geeldende
for den gymnasiale undervisning i henhold til 1961-bekendtggrelsen. Det er
naturligvis en helt anden sag, om undervisningen faktisk levede op til dette
mal.

Aindringen af formélet blev fulgt op med fglgende forslag til undervisnin-
gens indhold i 1.g, her gengivet efter [Pilemann 96]:

“Teoretiske matematiske strukturer kan opbygges pa grundlag af
velformulerede problemer. Undervisningen kan omfatte problem-
stillinger fra gkonomi, biologi, fysik, sociologi, teknik, databe-
handling, informationsteknologi, psykologi, sprog, kemi mm..”

Denne ndring gik dog sandsynligvis hen over hovedet pa de elever, der var
i gymnasierne 1 1970’erne. De leerebgger, der anvendtes i 1970’erne, inddrog
udelukkende problemstillinger fra andre fagomrader for at illustrere anven-
delsesmulighederne af den strukturelt ordnede matematik.

I 1972 vandt en gruppe matematikere fra Arhus Universitet en konkur-
rence udskrevet af Georg Mohr fonden om at skrive bgger, der kunne demon-
strere matematikkens anvendelsesmuligheder. Som et tidstypisk eksempel pa
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anvendelsesorienteringen, kan vi betragte eksempel 1.10 fra bogen med den
lovende titel: “Matematiks anvendelse i samfundsfag”—se figur 5.1. I bogen

1.10. Eksempel

Lad o8 til slut se pi et eksempel, hvor en person skal dgmme
egenskaber ved en rzkke personer, for eksempel en dommer i en
skgnhedskonkurrence.

Her gnsker vi bdde at mdle, at ”"x foretrakkes for y" , hvil-
ket vi betegner y < x , og at “forskellen mellem x og y
ikke er storre end forskellen mellem 2z og w" ., Vi lader
(x,y) betegne forskellen mellem X og Yy , og hele den oven-
stiende satning skriver vi

(x,y) g (z,w)

Felgende krav til vort mAl n vil i denne situation vare ri-
melige

1) n(x) gnly) = x <y

2)  n(y) = a(x) g n{w) = n(2) « (xy) 25 (z,w)

Vi bruger n som betegnelse for dette midl, fordi det ofte
kaldes en nyttefunktion.

Vore krav til n udtrykker en ordning af kandidaterne samt
en ordning af forskeile mellem dem.

Figur 5.1 Eksempel 1.10 fra 1. kapitel “Mal”, i [Dohrn 1975, p. 20].

behandles udelukkende problemstillinger, der er relevante ift. strukturel ma-
tematik, hvorfor det fx. florerer med opgaver som den fremhzvede.

5.1.2 Relevanskrise i matematikundervisningen
I 1979 konstaterer Henrik Meyer folgende i [Bollerslev 79, p.104]:

“Bekendtggrelsen og vejledningen siger pé alle grene, at eleverne
skal praesenteres for anvendelser af matematikken inden for andre
fagomrader. Man mé4 nu erkende, at bortset fra anvendelser i fysik
stdr det gennemgdende slgjt til pd dette punkt.”

Anvendelsesorienteringen virkede altsd ikke efter hensigten. Allerede i
1977 giver Mogens Niss en meget rammende generel kritik af den dan-
ske matematikundervisning—en kritik, der overordnet set rammer 60’er-
matematikken:
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“One of the striking points in this instruction is that reality—
represented by examples—serves to illustrate mathematics. [. . .]
The relevance of mathematics is neither subject to nor expressed
in the instruction but is suppossed to be established beforehand
and outside the instruction itself.” [Niss 77, p. 305]

Niss taler efterfglgende om en relevanskrise i matematikundervisningen. Un-
dervisningen i matematik virker uvedkommende, virkelighedsfjern og der-
med irrelevant. Denne relevanskrise tager Ole Skovsmose for folkeskoleomréa-
dets vedkommende op til revision i [Skovsmose 80]. Her tales om, at 60’er-
matematikkens undervisningsprojekt med hensyn til fremstillingsform kan
karakteriseres som “en strukturel projektion”, der

“...betyder, at organisationsprincippet for undervisningsstoffet
kun er kendt af de fd. Nar det er overordnede strukturer, der
projiceres ind i undervisningssfeeren og sgges konkretiseret pa
forskellige niveauer, kommer disse til at danne sammenheengen
i undervisningen. Det er en indsigt i disse strukturer, der giver en
forstaelse af og en forklaring pa, hvad der foregar. Det er struk-
turerne, der skaber mening i undervisningen, og f.eks. ikke de
mange smé eksempler, der er knyttet til de enkelte delbegreber.”
[Skovsmose 80, p.39f]

Selv om dette er mgntet iseer pa folkeskolen, geelder det ogsé gymnasieunder-
visningen, mest udtalt pa den naturfaglige og samfundsfaglige linje, idet man
heller ikke her kommer tilstraekkeligt langt “langs det strukturelle geleender”
til at man kan danne en fornuftig og relevant mening.

5.1.3 Den nuveaerende gymnasiematematik tager form

P& landsmgdet i matematik i 1981, arrangeret af Dansk Matematisk Fore-
ning, tegnes generelt det samme billede. Op til landsmgdet var der allerede
ved &rskiftet 1979/80 nedsat 5 udvalg med hver deres kommissiorium deek-
kende sdvel matematik som matematikundervisning pé alle niveauer. Det var
meningen, at disse udvalg skulle g grundigt til veerks, hvorfor man enedes om
et forholdsvis langvarigt udvalgsarbejde. Ideen var at give et helhedsbillede af
matematikken i Danmark [Branner-Jgrgensen 81, p. 1]. Udvalg III beskeefti- .
gede sig med gymnasiets matematikundervisning. Det var bredt sammensat
med 13 fremtreedende repreesentanter fra den danske universitets- og gym-
nasieverden?, og havde et bredt favnende kommissorium: “...en oversigt over

?Bla.: Mogens Niss (formand), Vagn Lundsgaard Hansen, Helge Gram Christensen,
Bent Hirsberg, Ib Axelsen (fagkonsulent), Torben Christoffersen, Lise Hgj (fagkonsulent),
Kirsten Hermann.
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matematikundervisningens nuvaerende og tidligere indhold i gymnasiet (her-
under HF), samt over de til grund liggende ideer” (efterfulgt af en lang rackke .

undervisningsrelaterede underpunkter). Igen betones det, at der ikke er nok
anvendelsesorientering i gymnasiets matematikundervisning. De skriver bla.:

“Samtidig hermed [at de tanker der 14 bag den ny matematik ikke
kunne realiseres] har der veeret et voksende gnske om at flytte
veegten i undervisningen, sdledes at man gger elevernes intuitive
forstaelse og deres opfattelse af matematik som et fag, der anven-
des inden for mange omréder.” [Branner-Jgrgensen 81, p. 178f]

Dette “voksende gnske” er anledningen til udvalgets formulering af fire gnsker
til en zendret matematikundervisning. Undervisningen skal efter udvalgets
opfattelse bibringe eleverne indsigt i: '

1. matematikkens specielle natur, som bl.a. kommer til udtryk ved den
proces, der bestar i intuitiv forstielse af en sammenhang, formulering
af en seetning og bevis for denne,

2. nogle matematiske emner, der er centrale derved, at de indgar i mange
forskellige anvendelser, samt eksempler p4 sddanne anvendelser,

3. nogle autentiske anvendelser af matematik, der behandles, fordi anven-
delsesomradet er af vasentlig, samfundsmeessig betydning,

4. dele af matematikkens historie og matematik i kulturel,v filosofisk, histo-
risk og samfundsmeessig sammenheang. [Branner-Jgrgensen 81, p.179)]

Udvalget tager ikke narmere stilling til, hvordan disse gnsker konkret kunne
udmgntes i en laseplan, men pépeger, at det kan lade sig ggre bdde i den
daverende strukturelt opdelte gymnasiematematik og fremtidige strukture-
ringer. :

Tre &r senere, 1 1984, kommer en bekendtggrelse, der pd mange mader blot
er en justering af 1971-bekendtggrelsen, fx. er formélet ueendret. I pensumlis-
ten er akvivalensrelationer fjernet, og et punkt om regnetekniske hjaelpemid-
ler er indfgrt—regnestokken er i perioden aflgst af lommeregneren. Samtidigt
kommer imidlertid ogsd muligheden for at tilrettelaegge undervisningen efter
den sdkaldte forsggsbekendtggrelse. Den bygger i hgj grad pa de ideer, som
Branner-Jgrgensen udvalget preaesenterede, og den ggres med visse eendringer
til bekendtggrelsen fra 1987, der—med tilfgjelsen af det to-arige forlgb til
A-niveau som eneste senere tilfgjelse—stadig er den galdende, jvf. omtalen

side 13ff..
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Savidt gymnasiets form3l og indhold fra den mere “faktuelle” side fra
bekendtggrelsen anno 1961 og frem. Vi vil nu, pd baggrund af denne gen-
nemgang, fra forskellige vinkler karakterisere det’ moderne samfunds krav til

og samspil med matematikundervisningen i gymnasiet, som navnt med det
formal at “gs bag om” intentionerne i den gaeldende bekendtggrelse.

5.2 Studieforberedelse og almendannelse

Gymnasiets rolle i samfundet har historisk set balanceret mellem den studie-

forberedende og den almendannende rolle. Det studieforberedende aspekt af

den gymnasiale uddannelse er en naturlig del af gymnasiets placering i uddan-

nelseshierakiet. Der er—i modseetning til, hvad man umiddelbart kunne fri-

" stes til at postulere—sket zendringer i denne rolle ift. situationen i 1960’erne.
Det vaesentligste er efter vores opfattelse, at den gymnasiale matematikud-
dannelse indgér som grundlag for en langt mere varieret vifte af videregdende
uddannelser, hvilket vi vil diskutere senere.

Tidligere var sondringen mellem det almendannende og det studieforbere-
dende lidt uklar for matematikundervisningens vedkommende, hvor man som
vi beskrev i kapitel 4 neermest antog, at det almendannende ville fglge mere
eller mindre automatisk i kglvandet pa de isolerede faglige (studieforbere-
dende) studier. I dag er situationen en anden; der er i stigende grad fokus pa
at fa ekspliciteret, hvilket udbytte matematikundervisningen udover mate-
matisk indsigt kan give de studerende. Begrundelsesdiskussionerne, der iser
. didaktiker-kredse siden 70’erne er tiltaget, virker som en sandsynlig forkla-
ring pa dette ggede fokus. At begrundelsesdiskussionerne er tiltaget, kan ses
som et symptom pd, at samfundet har undergaet forandringer af betydning
for matematikundervisningen.

Det almendannende aspekt af matematikundervisningen indebeerer idag,

i veesentlig hgjere grad end tidligere, at forstd og kunne forholde sig til vee-
sentlige demokratiske problemstillinger i samfundet—en sddan fortolkning
foretages fx. i [SHF 89a, p. 2]. Den endrede fortolkning heenger efter vores
opfattelse sammen med, at de samfundsmeessige zendringer, der har fundet
sted, primeert har indebéret, at kompleksiteten af samfundet er forgget ganske
vaesentligt siden 1960’erne.

Vi vil forfplge denne opfattelse nu, for herigennem at argumentere for
fglgende konklusion: Vi mener den veesentligste zndring af fagopfattelsen af
matematik og matematikundervisning fra 1960’erne til idag kort kan karak-
teriseres ved, at en veesentlig arsag til at gennemfgre matematikundervisning
pd gymnasialt niveau er et gnske om at medvirke til at udvikle elevernes
demokratiske kompetence.
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'5.2.1 Matematikundervisningsdiskussioner

I perioden fra 1987 til 1991 afholdt “Initiativet vedrgrende Matematikunder-
visning” under Statens Humanistiske Forskningsrdd fem konferencer: “Ma-
tematikundervisning i dens betydning for en demokratisk enhedskultur un-
der hgjteknologien” [SHF 88|, “Gymnasiets matematikundervisning mellem
studie- og erhvervskrav og demokratikrav” [SHF 89a], “Nye krav til matema-
tikkundskaber” [SHF 89b], “Matematikundervisning og demokrati” [SHF 90},
“Matematikundervisning og demokrati (II)” [SHF 92]. Konferencerne har—
som titlerne indikerer—alle greensefladen mellem samfundet og matematik-
undervisningen p& dagsordenen, og de behandler et bredt spektrum af pro-
blemstillinger, der er relevante for savel folkeskolen som gymnasiet.

Nogle af hovedtemaerne pa konferencerne var leereruddannelser, demo-
kratiopfattelser, matematiske modeller, studieforberedelse og rekrutterings-
problemer, matematikkens didaktik, samspil mellem undervisningen praksis
og undervisningens formél etc.® Blandt de mange indleeg vil vi primeert kon-
centrere os om dem, der vedrgrer gymnasiet, hvilket indbefatter problemstil-
lingerne knyttet til “demokratisk kompetence” og studieforberedelse i direkte
forstand.

Almendannelse——demokratiforber'edelse

Det meget klare budskab fra disse konferencer set under ét er, at samfundet
idag i meget omfattende grad betjener sig af matematik, og at dette bgr have
undervisningsmeessige konsekvenser. Disse konsekvenser gir i retning af, at
studenterne skal kunne forholde sig til og selv ggre nytte af anvendelser af ma-
tematik i ikke-matematiske problemstillinger, som de mgdes 1 erhvervslivet,
i videre studier, i dagligdagen, i det demokratiske liv etc.

Ogsé blandt professionelle brugere af matematik diskuteres det, 1 hvil-
ket omfang matematikkens anvendelser misbruges, fx. som grundlag for be-
slutningsprocesser. Planlegningsgruppen bag konferencen [SHF 88| illustre-
rer begrundelsen for konferencen med bla. fglgende eksempel, der viser en
matematikbrugers manglende forstielse for, hvordan matematikken indgar i
en given anvendelse:

“ en radioudsendelse for nogen tid siden kunne man hgre en
bonde, en forsker og en radiomand diskutere nitratforureningen
ved gpdskning. Forskeren havde foretaget et forsgg, hvis resultat

3Konferencerapporterne set under et er anbefalelsesvaerdige for laerere, der gnsker per-
spektiv pi og inspiration til undervisningens praksis. De 4 sidstnzvnte kan rekvireres ved
henvendelse til IMFUFA, Roskilde Universitetscenter.
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bonden drog i tvivl. Forskeren kom da med det afggrende argu-
ment: ‘Matematikken lyver jo ikke.’ S3 var bade radiomand og
bonde klar over, at det sidste ord var sagt i den sag.” [SHF 88].

Eksemplet er illustrativt for alle konferencernes formal set under et. At for-
std hvordan matematik indgar i konkret anvendelse, udggr et problemfels,
ikke bare med hensyn til, hvordan anvendelser af matematik ma ggres til
genstand for reel undervisning pa videregdende studier, men ogsd i relation
til de muligheder for manipulation overfor den alment uddannede befolkning,
som anvendelser af matematik indebzerer.

Flere af indleeggene pé konferencerne konstaterer i forlangelse heraf en
demokratisk fare i kombinationen af den stigende anvendelse af matema-
tikken i samfundsrelevante problemer, og den manglende indsigt og forsté-
else af disse forhold i befolkningen. P3 konferencen [SHF 88] behandler Ole
Skovsmose bla. “demokratiargumentet”, dvs. det argument for matematikun-
dervisning, der baseres p4, at anvendelser af matematik i nutidens samfund
er af omfattende demokratisk betydning. Demokratiargumentet indeholder
ifglge Skovsmose tre pastande: For det fgrste at den omfattende anvendelse
af matematik “foregar under det teknologiske samfunds overflade. Matema-
tikanvendelsen er reel og omfattende, men skjult.” [SHF 88, p. 72f]. For det
andet at matematikken gennem sine anvendelser har en samfundsformende
funktion. Matematik indgar som en integreret del af samfundets teknologier
pd en unik made, og man kan ikke forestille sig en samfundsudvikling, der
blot minder om den vi er vidne til, uden den omfattende brug af matema-
- tik. For det tredje fremhaever han, at hvis man skal have mulighed for at
udgve sine demokratiske pligter og rettigheder, m& man veere i stand til at
identificere og forstd hovedprincipperne i de samfundsformende mekanismer.
Specielt peger han pd, at man som borger m4 veere i stand til at gennemskue
matematikanvendelsen [SHF 88, p. 73]. J

Igen kan eksemplet fra radioudsendelsen illustrativt, men forsimplet, kon-
kretisere essensen i budskabet. Matematikundervisningen har en stor demo-
kratisk forpligtelse i nutidens hgjteknologiske samfund, fordi anvendelser af
matematik i meget stor udstreekning ikke er synlig, er kompleks, indgar i flere
og flere sammenhznge herunder som beslutningsunderstgttende grundlag, og
er dermed et potentielt magtredskab.

P3 konferencerne “Matematikundervisning og demokrati I/II” var dette
naturligt i centrum for konferenceindleeggene og diskussionerne. Mogens Niss
fastslar i sit opleeg “Matematiske modeller, almendannelse og demokrati”, at
matematikundervisningens hovedopgave er at sztte alle i stand til at for-
st&, tage stilling til og handle i og med matematikken, som den til enhver
tid manifaesterer sig—synligt eller usynligt—i kultur og samfund. Han peger
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bla. pa, at iseer synliggorelsen af matematikkens samfundsmaessige betydning
udggr en central problemstilling ift. denne opgave [SHF 90, p. 68].

De fremlagte synspunkter og problemstillinger peger ret udpraeget pa en
opprioritering af den individorienterede drsag. En reekke synspunkter af mere
strukturel art fremlagdes imidlertid ogsd p& konferencerne. Lad os derfor se
pd hvilke aspekter af matematikundervisningen, der legges veegt pd med
udgangspunkt i dette synspunkt.

 Studieforberedelse

P& konferencen “Gymnasiets matematikundervisning mellem studie og er-
hvervskrav og demokratikrav” var tre af indleeggene fra gymnasiets aftager-
institutioner; et leererseminarium, DTU og cand.polit.-studiet (nationalgko-
nomi) pd Kgbenhavns Universitet. Vagn Lundsgaard Hansen fra DTU melder
klart ud: ‘

“Der ér sket svaekkelser i det nuveerende indhold i differential-
og integralregning i forhold til det gamle pensum [han henviser
givetvis til den matematisk-fysiske linje jvf. bekendtggrelserne fgr
1987] fra fgr den ny gymnasiereform. [...] Vi mener imidlertid at
have fundet frem til en acceptabel lgsning, givet de ydre rammer,
som bla. indebar en nedgang i timetallet for faget matematik.
Hele planen er imidlertid sirbar og téler ikke mere udpining.”
[SHF 89a, p. 24]

Birgit Grodal fra gkonomistudiet ved Kgbenhavns Universitet udtrykker
tilfredshed med bekendtggrelseseendringen i 1987: “Imidlertid er det meget
vigtigt, at de overordnede formal som anfgrt i bekendtggrelsesteksten bliver
" opfyldt. Disse formal kunne veere formuleret specielt med henblik p4 et senere
studium af gkonomi.” Hun navner endvidere en rakke konkrete matematiske
forudsaetninger, der skal veere opfyldt inden gkonomistudiet:

“Da universitetets gkonomiundervisning i sd hgj grad benytter
matematiske begreber og metoder i analysen af gkonomiske mo-
deller, er det specielt ngdvendigt, at de studerende i gymnasiet
har ‘opnéet fortrolighed med anvendelsen af matematik som mid-
del til at formulere, analysere og lgse problemer indenfor forskel-
lige fagomrader’: Det er siledes et krav fra gkonomistudiet ved
Kgbenhavns Universitet, at eleverne i gymnasiet: (1) bliver helt
fortrolige med, hvad et bevis er. (2) bliver i stand til at gen-
nemfgre beviser for simple udsagn. (3) leerer at kende forskel p3
ngdvendige og tilstraekkelige betingelser. (4) opnar beherskelse af
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matematik pa et rimeligt abstraktionsniveau f.eks. er i stand til
at analysere konsekvenser af antagelser pa en funktion, uden at
denne har en speciel analytisk form og at behandle vektorer, uden
at koordinaterne er specifikke reelle tal. (5) opnar en sddan beher-
skelse af de forskellige emner, at notationerne ikke er en hindring
for denne senere indleering. (6) behersker det matematiske stof
og ikke blot kan give en mekanisk gengivelse af formler og an-
dre resultater. (7) generelt bliver veennet til abstrakt teenkning.”
[SHF 89a, p. 31].

Ikke overraskende er udmeldingerne fra aftagerinstitutionerne, at de gnsker
stgrst mulig faglig indsigt. Det er imidlertid interessant at bemeerke, at der
i de to fremhavede aftagerinstitutioners gnsker ser ud til at veere en forskel-
lighed: DTU leegger vaegt pa mere ren matematisk faglig indsigt, primeert in- -
finitisimalregningen, medens det fra gkonomistudiets side udtrykkes, at iszer
indfgrelsen af modelaspektet er helt i trdd med en studieforberedende under-

visning.

5.2.2 Uddannelsesomriadet under forandring

Den opprioritering af uddannelsesomradet, der i Igbet af 1950’erne fgrte til
Den Bla og Den Rgde Betankning, var kun startskuddet til en lang raekke
uddannelsespolitiske tiltag i den efterfglgende periode. Med skolereformen i
1958 opndedes der ift. 1937-lovens mellemskolesystem betydeligt stgrre re-
elle muligheder for, at ogsa elever fra arbejder- og mellemklasse-hjem kunne
komme i gymnasiet. ‘ :

Med skoleloven af 1975 tog man endnu et skridt mod den udelte enheds-
skole. Som det fremgar af figur 5.2, fik folkeskolen dermed den overordnede
struktur, vi kender fra idag, med 9 ars sammenhzengende obligatorisk under-
visning og et valgfrit 10. klassetrin. P4 de sidste klassetrin deltes klasserne i
grundkursus og udvidet kursus i regning og matematik, sprogfag, samt fysik
og kemi. _ -

Herved fik man ogsé stgrre sammenhzng mellem gymnasieskolen og fol-
keskolen. I 1977 afskaffedes realafdelingerne pd gymnasieskolerne, hvorefter
folkeskole og gymnasieskolen som system var nogenlunde som i dag.

Hvis vi ser pa undervisningssektoren som helhed, er der i det hele taget
siden halvtredserne tale om en massiv udbygning af hele sektoren. Perioden
fra 1960 til 1976 kan nok betegnes som den periode, hvor der er sket mest pa
uddannelsesomradet i nyere tid. Eksempelvis oprettedes EFG-uddannelserne
11972, og fra 1960 til 1976 oprettes Odense Universitet, Danmarks Tekniske
Hgjskole, Kgbenhavns Universitets afdeling pd Amager, Roskilde Universi-







100 Matematikundervisningen idag
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Figur 5.2 Kilde: [Kruchov 85, p. 271}

tetscenter og Alborg Universitetscenter [UVM 78a]. Det er ogsd i denne pe-
riode gymnasiet skifter status fra af have veeret, hvad man kunne kalde en
“cliteuddannelsesinstitution” til hvad man kunne kalde en “masseuddannel-
sesinstitution”, jvi. figur 4.1, side 53.

Samtidig med at adgangen til gymnasiet er blevet lettere som fglge af
de strukturelle zndringer i folkeskolen fra 1958 og frem®, har en drejning i
gymnasiets leeseplan formentligt ogsd bidraget til gymnasiets succes. I pe-
rioden fgr Anden Verdenskrig var pensum langsomt vokset s& voldsomt, at
det ifglge [UVM 78b, p. 41ff.] havde medfgrt en relativt stor afstand mel-
lem gymnasieuddannelsen og samfundets mere erhvervsrettede behov, og det
havde bidraget til at ggre studentereksamen frygtet pd grund af sit omfang.
Dette havde igen medfgrt en mindre tendens til eksperimenteren og selv-
stzendig tilrettelzeggelse af undervisningen; leerebggerne, der havde en stor
del af skylden for det store pensum, blev fulgt slavisk. Eleverne der fulgte
med, var i stigende grad mindre selvsikre og selvstzndige. Efter krigen blev
en anmodning fra gymnasieskolens leererforening efterkommet, géende pd at
bibeholde den midlertidige ordning, krigen havde givet anledning til, og som

4Fx. peges der i [Branner-Jorgensen 81, p. 212] p4 realskolens afskafelse, som har gjort,
at gymnasiet nu fremstar som den naturlige fortswttelse af folkeskolen for en elev, der
gnsker en eksamen til brug for en videre uddannelse.
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opererede med et mere realistisk niveau.

En anden bidragende faktor har givetvis veeret et generelt hgjere ind-
komstniveau og deraf fplgende gkonomisk overskud hos den gvre middelk-
lasse, dvs. socialklasse II og III°. I [UVM 78b, p. 73ff] beskrives den sociale
baggrund for eleverne i gymnasiet 1 1966 og 1971, og det fremgar, at andelen
af elever med en baggrund fra socialklasse II og III er vokset markant i lgbet
af disse 5 ar.

De strukturelle @ndringer i gymnasiets rekrutteringsgrundlag, folkesko-
len, i form af 9 ars obligatorisk skolepligt, kan naturligt tages til udtryk for et
samfund, hvis kompleksitet fordrer et hgjere alment dannelsesniveau. Imid-
lertid kan den uddannelsesmeessige opprioritering i hgj grad forbindes med
den lighedspolitiske debat, der fandt sted fra slutningen af 60’erne og frem.
Lad os derfor se lidt pa de fremfgrte argumenter.

Lighedsproblematikken

11970 var lighedsproblematikken et stort emne i forskellige politiske diskussio-
ner med socialdemokratiet i front. Allerede i socialdemokratiets partiprogram .
“Vejen frem” fra 1961 formuleredes det siledes:

“En lige start—uafhangig af gkonomiske og stedlige forhold—er

en menneskeret. Der skal skabes et uddannelsesystem, som er smi-
digt nok til at give alle—bgrn, unge og voksne—den uddannelse
og udvikling, som fremmer og imgdekommer lyst, evne og ind-
sats. Det er samfundets forpligtelse at sgrge for, at tidssvarende
skoler og leereanstalter og kvalificerede laererkreefter til enhver tid
er til rddighed for at imgdekomme dette behov.” [Vejen frem p.8],
her gengivet fra [Kruchov 85, p.147].

Socialdemokratisk lighedspolitik skeerpedes fra sidst i 60’erne. Alle skal have
de samme.muligheder for at laese videre efter folkeskolen. Den sociale arv skal
brydes. Folkeskolen skal indrettes saledes, at der ikke (kan) skelnes mellem
forskellige praestationer: “En almen folkeskole skal ikke veere konkurrenceprae-
get og navnlig skal der ikke pé offentlig foranstaltning afholdes konkurrencer,
hvis udfald i langt de fleste tilfeelde er afgjort pa forh&nd af foreeldrenes gko-
nomiske og kulturelle stilling”, skrev Ritt Bjerregard i Politiken, 12/3 1975.
Samme ar iveerksatte hun i sin egenskab af undervisningsminister en stgrre

SSocialklasse II: Selvsteendige med mellemstore virksomheder og overordnede funktio-
neerer med 10-50 underordnede (i 1968 ca. 10% af befolkningen). Socialklasse III: Selv-
stzendige med mindre virksomheder og funktionarer med ikke-rutinepraeget arbejdet (i
1968 ca. 39% af befolkningen).
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redeggrelse for uddannelsesomradet frem til 1990 (U90) ved Det centrale Ud-
dannelsesradd® (CUR).

Rapporten skabte politisk debat, bla. fordi den i meget kontante ven-
dinger stgttede socialdemokratisk hgheds1deolog1 der havde en dominerende
rolle. Fglgende vending er blot et eksempel, blandt mange, pa dette: det anses
“for meget betydningsfuldt, at det fra politisk side slas fast, at lighedsorien-
tering er en central malsaetning, der ma respekteres fra fgrste til sidste trin i
uddannelsessystemet.” [UVM 78a, p. 142]. I rapporten peges p4, at 12 &rs ud-
dannelse for alle er en ngdvendig betingelse—men langt fra tilstraeekkelig—for
at mindske ulighederne i samfundet [UVM 78a, p. 128]. Endvidere papeges
det, at der i det tradionelle undervisningsstof skjuler sig rester af tidligere
tiders diskriminerende menneskesyn, og at uddannelsessystemet bla. gennem
beskeeftigelse med mere samtids- og samfundsrelaterede problemstillinger kan
afhjzlpe problemet [UVM 78a, p. 142].

Der var i CUR stor intern uenighed om en lang rakke af punkterne og
der er i rapporten gjort fyldig plads til mindretals-udtalelser—hvor primeert
de borgerlige repraesentanter gang pa gang stiller sig skeptisk til rapportens
~ synspunkter om lighedsorienteringen, som de anser for at vere foraeldrenes
ansvar. Den mest markante mindretals-gruppe er dog fire ministerielt udpe-
gede socialdemokrater’, der har en 23 sider lang generel kritik af U90 bagerst
i rapporten. De mener bla., at U90 pd grund af de mange kompromisser og
mindretalsudtalelser manglede klarhed og konsekvens [UVM 78a, p. 249ff].
Hgjreflgjen tog afstand fra U90. For eksempel afviste Bertel Haarder i en
folketingsdebat i marts 1978 kategorisk hele U90, og Centrumdemokraternes
Ingolf Knudsen anbefalede U90 til papirkurven [Bregengaard 84].

5.2.3 Uddannelse til demokrati

U90-rapporten bruger en del sider pd at diskutere, hvad forfatterne kalder
“uddannelse til demokrati” [UVM 78a, pp.97-101, pp.122-127]. P& de sidst-
naevnte sider er der en interessant diskussion af, hvordan en almendannende
undervisning paedagogisk set kan bidrage til uddannelse til demokrati. Kort
fortalt advokerer flertallet bag U90 for, hvad man kunne betegne som social-
demokratiske synspunkter: '

“Skolen ma leegge grundlaget for, at neeste generation forstér,
hvordan det politiske system fungerer i nutidens Danmark, hvor-

SCUR var bredt sammensat, reprasenterende et bredt spektrum af politisk holdninger,
ministerielt udpegede personer, og et meget bredt udsnit af de faglige organisationer.

"Finn Brandt-Pedersen, Erik Jgrgen Hansen, Else Marie Sejer Larsen og Gunhild Nis-
sen. .
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dan det fungerede tidligere, og hvorledes det er i andre lande.
Og den skal g& et skridt videre og sgge at give en positiv hold-
ning til de grundleggende principper i vor form for folkestyre,
forstéet sddan at unge vil gd aktivt ind for denne form og for at
anvende dens muligheder—og udbygge og konsolidere dem. Der
er faktisk vacsentlige regler og principper, som nesten alle partier
er enige om—eller i hvert fald enige om at profitere af—nemlig
retssikkerhed og retsbeskyttelse for individet og de demokratiske
frihedsrettigheder, som er fastslaet i grundloven” [UVM 78a, p.
129].

Herefter sammenholdes dette syn med et mere hgjreorienteret veerdineutralt
syn pa skolen:

“Fra én side havdes, at skolen og larerne skal holde sig veek fra
dette, fordi det er et anliggende for foraeldre, og der opstér risiko
for konflikt mellem skole og foraldre, hvis skolen blander sig i de
moralsk og politisk betonede holdninger. [herefter citeres fra et
borgerligt forslag til ny folkeskolelov fra 1972] ...Malet for opdra-
gelsen kan veere at ggre det muligt for den enkelte elev selv at
tage stilling til vaesentlige livsspgrgsmal, og hertil hgrer ogsa, at
eleven bliver bekendt med andres standpunkter i en atmosfere,
der er praeget af gensidig tillid og respekt.” [UVM 78a, p. 123].

og derefter med et venstreorienteret /marxistisk syn pé skolen:

“Heroverfor sattes kravet om, at skolen skal udvikle en kritisk
holdning, specielt til kapitalismen, til magthaverne osv. eller bre-
dere: en kritisk holdning over for de urimeligheder og uretfeerdig-
heder, der er i samfundet. Den opfattelse, at ‘ethvert hjem ma
kunne sende sit barn i skole med ro i sindet’, kan imidlertid let
blive en politisk sovepude, en vigen uden om samfundsproblemer.”

[UVM 78a, p. 124]

Herefter forsgges det at indkredse hvad der ligger i, at de unge skal uddannes
til selv at kunne tage stilling:

“Det kan ofte veere sveert at se forskellen pd den foran omtalte
opfattelse af det selvstendigt og kritisk teenkende unge menneske
og den opfattelse, at skolen skal ggre de unge samfundskritiske
i den specielle forstand, at de fdr en negativ holdning over for
det bestiende samfund. Det humanistiske krav om selvsteendig
stillingtagen er—maéske lidt groft sagt—ofte blevet udnyttet som
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dakke for en sddan indoktrinering i bestemte retninger, det veere
sig venstremarxistisk eller yderligtgdende hgjrereaktioneer. Her
drejer det sig i virkeligheden ikke om en kritisk stillingtagen, men
om en afstandstagen ud fra et andet s@t verdinormer end det
officielt accepterede.” [UVM 78a, p. 125]

Holdningen bagom det citerede er altsa nogenlunde fglgende: I et demokratisk
land skal skolen p& en eller anden méde bidrage til, at uddanne selvstendige
unge mennesker, der kompetent og kritisk skal kunne danne sin egen me-
ning baseret pad sunde principper, og derfor kunne gennemskue forskellige
argumenter og propaganda.

Noget sddant kan man neeppe veere uenig i. Den store uenighed bestar i,
hvad de “sunde principper” er. Hermed kommer vi ind p& meget ideologiske
eller normativt praegede omrader omkring hvordan statsmagten bgr organi-
seres. Ser man rundt om i verdenen far man sikkert lige s& mange bud pa
mulige mader at ggre dette pa, som der er lande. Uenigheden, der afslgredes
i debatten omkring U90, er saledes meget sigende for besveerlighederne man
lgber ind i, i forsgget pa at karakterisere det samfundsmaessige syn pa under-
visning som ét syn. P& trods af den erkendte diversitet kan man imidlertid
forsgge at karakterisere forskellige udmeldinger om “sunde principper” ud fra,
hvordan de hver isar forholder sig til forholdet mellem individ og statsmagt.

Uddannelse til demokrati: Aktgr-struktur forholdet

Uddannelse til demokrati var det centrale emne pa de konferencer, initia-
tivet vedrgrende matematikundervisning afholdt fra slutningen af 80’erne,
men det star ikke klart, hvordan uddannelse til demokrati forholder sig til
de samfundsorienterede og de individorienterede &rsager. Vi vil derfor i det
fglgende iseer forfglge samspillet mellem disse &rsags-typer. Vores interesse
er udelukkende at give arsagerne indhold gennem diskussion. De potentialer
der ligger i problemlgsning og iszr modellering, er—grundet den definitoriske
kobling mellem ikke-matematiske og matematiske genstandsomrader—steerkt
afheengige af, hvilken retning fagopfattelsen af matematik tager.

I artiklen [Niss 96] har Mogens Niss en pointe om hvilke samfundstyper
(eller statstyper), der iseer har individorienterede elementer i formalspara-
grafferne (og hvilke der ikke har):

“Furthermore, societies in which traditions of democratic rule and
control are old and strong and not completely subordinated to the
forces of the free market economy (e.g. in the Scandinavian coun-
tries and the Netherlands) tend to place relativly more emphasis
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~on providing individuals with prerequisites for competent, active,
concerned and critical citizenship.” [Niss 96, p. 24].

Det er vores opfa.ttélse, at denne opprioritering af den individorienterede &r-
sag iser fik vaegt, i tilknytning til relevanskrisen i matematikundervisningen,
dvs. omkring slutningen af 70’erne. I rapporten fra landsmgdet om matema-
tikken i Danmark i 1981 skitserer udvalget om gymnasieundervisningen—i af-
snittet “Den aktuelle situation og aktuelle udviklingstendenser i Danmark”—
hvad debattens to centrale problemer er. Det fgrste problem er klgften mellem
pé den ene side en “intuitiv, heuristisk, omverdensorienteret matematikbe-
skeeftigelse”, og en studieforberedende strukturel matematik p& den anden
side. “Det andet problem er, hvordan en hensyntagen til elevflertallets pri-
vate og samfundsmaessige liv skal afvejes med en hensyntagen til samfundets
behov for specialiseret (og fatallig) arbejdskraft pd hgjt og méske snaevert

fagligt niveau” [Branner-Jgrgensen 81, p. 214]. I forhold til de tre essentielle - -

arsager fra kapitel 3, er det alts& den gkonomisk/tekniske og den individori-
enterede arsag, der her holdes op mod hinanden. I relation til disse &rsager
indeholder det citerede dog efter vores opfattelse en forsimpling af problem-
stillingen, idet der antydes en skarp opdeling af samfundsmaeessige og indi-
vidorienterede arsager. Dette er ikke muligt—der er ikke tale om en “enten
eller” problemstilling, men om “bade og”. '

Disse to fundamentale mader, at se samfundet pd—fra aktgr niveau og
fra struktur niveau—hgrer til sociologiens helt centrale omdrejningspunkt, og
betegnes der ofte som “aktgr-struktur forholdet™ Er det siledes samfundet
der former individerne (s3ledes at individernes adfeerd er afheaengigt af det
givne samfund?), eller er det individerne, der skaber samfundet (séledes at
samfundet skabes af summen af individernes handlinger som de foretager af
egen fri vilje?). Der er ikke ét rigtigt svar pa spgrgsmalene, fx. har de klassiske
sociologer indtaget standpunkter p& begge sider af dette forhold.®

Vi vender tilbage til diskussionen om forholdet mellem aktgr og struk-
tur. Nu vil vi p4 anden vis vende blikket “udad”, og seette uddannelses- og
gymnasiematematik-konteksten i en stgrre ramme.

8Blandt de mest kendte pa den strukturelle side, dvs. indenfor den teoriretning man
overordnet kalder funktionalisme, er Herbert Spencer (1820-1903) og Emilie Durkheim
(1858-1917). I funktionalismen udggr helheden mere end summen af individernes adfeerd.

Blandt de klassiske sociologer, der fokuserer pd aktgren, er Max Weber (1864-1920).
Weber er interessant af flere &rsager: For det fgrste kan hans begreber i vidt omfang siges
at ligge bag organiseringen af embedsvaerket som statsmagtens forlaengede arm i forhold
til befolkningen og som rddgivende organ. For det andet er han interessant, fordi en raekke
af de nutidige sociologiske teenkeméader er inspireret af hans arbejder.

Se endvidere [Andersen 96].
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5.3 Trzk af samfundsudviklingen fra 1960 til
idag

I 1994 udkom bogen [Pedersen 94|, der er skrevet af en rakke centralt pla-
cerede beslutningstagere herunder politikere. Bogen gnsker at skabe debat,
hvilket understreges allerede i titlen: “Demokratiets lette tilstand”. Forfat-
terne forsgger ikke at give en preecis analyse af forskellige demokratiske traek
i konkrete problemstillinger, men at male et problematiserende billede af de
demokratiske forhold idag. Bogen er derfor velegnet for os, i vores jagt pd
indholdet af “demokratisk kompetence”.

Korporatismen og forhandlingssamfundet

Siden 50’erne, hvor hjgrnestenene til den moderne velfaerdsstat blev lagt; er
den samfundsmaessige kompleksitet gget voldsomt. Vi har fx. faet kommunalt
selvstyre, medlemskab af EU, og s3 har vi faet det, politikere og politologer
kalder en forhandlingspkonomi. Fra 1970°erne og frem far tendensen iseer
kraft. I [Pedersen 94] tegnes et billede af et samfund, hvor politikken udbredes
med voldsom hast; hvor et steerkt stigende antal beslutninger af betydning for
os alle, ikke lzengere er underlagt direkte parlamentarisk kontrol. Séledes er
gkonomien, det lokale selvstyre, transnationale konstellationer, virksomheder
og individer, nu dominerende for den reelt fgrte politik.

Man kan hurtigt komme i tanke om en rackke eksempler pd omréader uden-
for parlamentarisk kontrol: I kraft af rammelove, hvis antal steg konstant
gennem. 60’erne og 70’erne, far embedsvzeldet eller forvaltningen betydelig
magt i forhold til gennemfgrsel og udformning af retningslinjer for de forskel-
lige politikker. I kraft af EU-medlemskab er greenserne for, hvad folketinget
beslutter, under forandring. I kraft af, at de korporative kanaler nu er staerkt
inddraget og knyttet til dansk politik, er virksomheds- og lgnmodtageror-
ganisationerne inddraget i arbejdsmarkedspolitikken, nddannelsespolitikken,
miljgpolitikken mv. Det samme geelder i et vist omfang interessegrupperne.
Men lad os farst se pé nogle politologiske forhold om samfundets indretning.

Embedsvzerket og idealet om den parlamentariske styringskeaede

Den parlamentariske styringskeede kan beskrives som en forsimplet model
af det politiske system. I grundloven fastsattes en magtdeling, sdledes at
den lovgivende magt er hos regeringen og Folketinget i forening (den lov-
givende forsamling), den udgvende magt hos regeringen, og den dgmmende
magt hos domstolene. Grundloven kan dermed opfattes som en ramme for,
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hvordan det politiske system skal fungere—en ramme som den parlamenta-
riske styringskeede tager udgangspunkt i. Embedsveerket (eller forvaltningen
eller embedsvaeldet) er regeringens apparat til iveerkseettelse af den politiske
vilje, samt har til funktion at rddgive regeringen i det lovforberedende ar-
bejde. I praksis sikrer parlamentarismen, at den siddende regering ikke kan
handle mod et flertal i Folketinget, men formelt er embedsvaldet altsd rege-
ringens organ. Hvis magtdelingen i grundlovens and skal give mening, skal
embedsveeldet veere neutralt savel som kompetent. I forhold til befolkningen,
bygger embedsvaerkets autoritet pa statsmagtens monopol pa brug af tvang,
ligesdvel som det ma respektere de lovgivningsmeessige begraensninger, der
beskytter befolkningen mod magtmisbrug. Embedsveldets rolle er alts& lidt
forsimplet udtrykt karakteriseret ved ansvar overfor det parlamentariske fler-
tal i Folketinget og magt overfor befolkningen.

Forhandlingsgkonomi

Vi beskrev i kapitel 4, hvordan velfeerdsstaten og korporatismen etableredes
efter Anden Verdenskrig. Keynesianismen legitimerede finanspolitiske ind-
greb som et overvejende statsligt ansvar, og behovet for at regulere veekstg-
konomien var i 1950’erne startskuddet til, at stat og organisationer virkede
sammen gennem forhandling og uddelegermg af ansvar. Det er det, der ligger
1 begrebet korporatisme.

I bogen [Pedersen 94] kaldes samarbejdet om reguleringen af den dan-
ske gkonomi (forhandlingsgkonomien) for “den samfundsgkonomiske konsti-
tution”, hvilket kan ses som en understregning af at samarbejdet mellem stat
og organisationer gennem de offentlige udvalg er lagt i faste rammer—det er
institutionaliseret. Forfatterne neevner for det fgrste de mange rad, neevn og
udvalg, der er oprettet i den offentlige forvaltning, og for det andgt de mange
institutioner pa det private arbejdsmarked som eksempler. Den lovgivnings-
meessige made dette samarbejde sker pé, er primert via rammelovgivning,
dvs. lovgivning, hvor de principielle rammer fastlegges af Folketinget, og
hvor udfyldningen af rammerne er overladt til embedsveerk og organisationer
i tilknytning til omradet i feellesskab.

Professionalisering af forvaltningen

Den stadigt mere omsiggribende regulering har medfgrt en omfattende pro-
fessionalisering af forvaltningen eller embedsveerket. I [Pedersen 94] stér iseer
gkonomerne for skud, idet de kalder chefgkonomerne i de forskellige offent-
lige og private organisationer for kampagnegkonomerne, for at indikere disses
muligheder for mélrettet politisk manipulation. Det forhold, at alt ggres til
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genstand for gkonomisk analyse, bliver styrende for den politiske virkelighed:

“Det er ... gennem kampagnegkonomernes allestedsneerveerende
redeggrelser og rapporter, at der skabes sprog om, hvilket sam-
fund det er, vi lever 1, hvilke problemer dette samfund star over for
og hvilke Igsninger det er muligt at anvende. Det er gennem rede-
gdrelser og rapporter, gennem det konstante spil om at szette hold-
ninger og erfaringer pa sprog, at sprogspillet har aflgst den direkte
politiske formulering af problemer, mal og veje.” [Pedersen 94, p.
49].

Dette “sprogspil” daekker i bogen generelt over det forhold, at de offentlige
institutioner professionaliseres. Og her mener de ikke kun embedsvaldet, eller
forvaltningen:

“De maeegtigste politikere i dagens Danmark er chefgkono-
merne: de gkonomiske konsulenter og vismeend, réddgivere og
sekreteerer—i Budgetdepartementet, Det @Okonomiske Rad, de
store organisationer, de nationale banker, forsikringsselskaber,
OECD, Arbejderbevaegelsens Erhvervsrad og de andre teenket-
anke.” [Pedersen 94, p.47].

Den enkelte borger og demokratiet

I forhold til idealet om den parlamentariske styringskeede, er situationen i da-
gens samfund, som den er beskrevet, preeget af kompleksitet. I [Pedersen 94]
argumenteres bla. derfor for, at den stigende videnskabeligggrelse af de of-
fentlige institutioner udggr et seerligt demokratisk problem. Risikoen for mal-
rettet manipulation ma modsvares af befolkningens reelle mulighed for delta-
gelse og indsigt. Forfatternes antydning af en lgsning involverer argumenter
for de ikke-politiske institutioners betydning; blbhoteker, videnskabelige og
kulturelle akademier etc.:

“For os at se, er paradoksernes paradoks derfor den eneste mulig-
hed: at skabe rum for stadig flere informationer, andre informa-
tionskilder, flere mader at teenke pa, stedse flere meninger, endnu
flere anskuelser. Vi opfordrer til en udvidelse af folkestyret (den
offentlige opinion), gennem en styrkelse af alle former for modspil
til sprogspillet. Informationens orkan, meningernes turbulens er
faktisk den eneste mulighed for at politisere, hvad de professio-
nelle har gjort professionelt. [...]| Det hjeelper ikke meget, at der
findes en formel frihed til at ytre sig, hvis den allerede er besat
af offentlighedens scenografer. Og hvad kan det nytte, at alle har
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frihed til at tale, hvis de intet har at sige, fordi hvad der kan tales
om, allerede er bestemt af kulturens teknologer.” [Pedersen 94,

p.194f] .

Der er altsa ikke tvivl om, at samfundsudviklingen har medfgrt, at politisk
indflydelse er blevet til betydeligt mere end blot at satte et kryds hvert 4.
ar. Dels er mulighederne for demokratisk indflydelse blevet forgget, dels er
det efterhanden erkendt, at den reelle mulighed for indflydelse kraever noget
nyt; en demokratisk kompetence—der ikke kan forventes automatisk at opsté
i kglvandet p& isolerede faglige studier.

5.4 Halvfemsernes fagopfattelse af matematik

Vi har i det forudgiende ved at inddrage nogle f& sociologiske og politologiske
forhold forsggt at give indhold til det noget udsveevende gnske om “uddan-
nelse til demokrati” eller udvikling af “demokratisk kompetence”. Vi har ikke
endnu forsggt at diskutere, om uddannelse til demokrati er en rigtig karakte-
ristik af den eksterne opfattelse af matematikundervisningen, der har praeget
halvfemserne. Det mener vi selv den er, og ligesd ggr initiativet vedrgrende
matematikundervisningen under Statens Humanistiske Forskningsrad. I for-
soget pa at afklare hvilken betydning, der egentligt kan tilleegges “uddannelse
til demokrati”, har vi uomtvisteligt faet en reekke gode argumenter for, at et
sadant uddannelsesprojekt ikke bare er rimeligt, men ogsd ngdvendigt idag.

P& konferencen beskrevet i [SHF 88] spurgte planleegningsgruppen: “Hvor-
dan kan matematikundervisningen bidrage til at udvikle de egenskaber, den
lille dreng i ‘Kejserens nye Kleeder’ lagde for dagen?” [SHF 88, p. 15]. Det er
en meget kort og praecis made at udtrykke essensen i “‘uddannelse til demo-
krati”: Den enkelte elev skal p& en eller anden méade gennem uddannelsen f3
konstrueret kompetencer, som er ngdvendige, men ikke tilstraekkelige til at
sikre en modig og kritisk attitude sdledes at “medlgberi” undgas.

Et sddant syn pd matematikundervisning ligger nogenlunde indenfor
det—nu 20 &r gamle—kritikbegreb, vi fremlagde fra U90. Men altsd kun no-
genlunde, for der er en veesentlig forskel. Denne forskel er i det vaesentligste
en betydeligt hgjere betoning af den individorienterede drsag idag.

Med sociologiske termer er “uddannelse til demokrati” i U90 set fra struk-
tursiden; “samfundet skaber individerne”. I forhold til de arsager, vi fremlagde
i kapitel 3, relateres dette til den politisk/kulturelle arsag. Kritik i denne be-
tydning bliver til kritik, der med udgangspunkt i opretholdelse af det nuvee-
rende demokratiske samfund, samtidig seetter fokus pd den enkelte borgers

~mulighed for at indgd aktivt i udbygningen og konsolideringen af det.
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De egenskaber den lille dreng fra Kejserens nye Kleeder lagde for dagen,
og den kompetence, der efterspgrges i [Pedersen 94], er af en anden karakter:
De er individorienterede—de tager begge udgangspunkt i, at der mé opbyg-
ges reelle kompetencer, der satter individer i stand til at seette kompetente
spogrgsmalstegn ved ikke-synlige demokratiske skeevvridninger.

Vi mener videre, at gnsket om at udvikle sidanne kompetencer indenfor
det danske uddannelsesprojekt har en meget bred politisk opbakning idag.
Derimod mener vi ikke, at det danske uddannelsessystem afspejler dette gn-
ske 1 praksis—heller ikke det modsatte. P& det punkt tydeligggres dels vigtig-
heden af didaktisk forskning, og dels de mange udfordringer, denne forskning
star overfor.

At matematikundervisningen skal bidrage til “uddannelse til demokrati”
gennem at udstyre det enkelte individ med forudsaetninger for at handle som
den lille dreng fra Kejserens nye Kleader, at dette er af mere demokratisk end
partipolitisk karakter, og hvad det betyder mere konkret for matematikun-
dervisning, vil vi nu forfglge.

Uddannelse til demokrati: Individorienteret “miindigkeit”
Bertel Haarder sagde i en tale ved LMFK’s landsmgde 1 1983 fglgende:

“Det er min opfattelse (og jeg hiber, at jeg har ret i den), at gym-
nasiets matematik-, fysik-, og kemiuddannelse er almendannende
1 netop den forstand, at den udruster eleverne med veerktgj til at
beskrive og erkende komplicerede fzenomener. Det enkelte men-
neske i et hgjt udviklet industrisamfund som det danske skal som
et led i sin personlige udrustning have en mulighed for en kva-
lificeret indsigt i og stillingtagen til de mange beslutninger, der
treeffes med baggrund fx. i eksperters anvendelse af matematiske
modeller. Det gelder spgrgsmal om teknik, teknologi, gkonomi,
folkesundhed osv. Hvis den enkelte skal have mulighed for an-
dre holdninger end ‘dyb zerbgdighed og bgjen sig for eksperters
udsagn’ eller ‘total mistillid og afvisning af samme’, s3 forudsaet-
ter det en indsigt i matematisk modelbygnmg Her citeret efter
[Pilemann 96, p.168].

De efterspurgte egenskaber, vi ser i dette citat, og endvidere i
[Pedersen 94] og [SHF 88], indfanges af begrebet mindigkeit i den betyd-
ning, Ole Skovsmose fremstiller det i afsnittet “Education for miindigkeit” i
[Skovsmose 94]°. Med miindigkeit forstas her noget mere end vi szedvanligvis

9Begrebet Miindigkeit stammer fra Theodbr Adorno fra “Frankfurther-skolen”, men er
fasttgmret i tysk didaktik, se [Skovsmose 94, p. 40f].
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leegger i betydningen af “myndighed”. Myndighed refererer sadvanligvis til
den fulde opnaelse af rettigheder og ansvar i samfundet. Miindigkeit betyder
mere:

“...that of having the capacity to speak for oneself. In that way
Miindigkeit becomes an essential constituent of a critical citizen-
ship. It unites features of a democratic competence together with
a critical capacity. A person with Mindigkeit shows the capacity
to take well-balanced decisions. Therefore it makes sense to edu-
cate for Mindigkeit, not to educate ‘followers’. The main task
of education is to prevent the occurrence of a new Auschwitz.”
[Skovsmose 94, p. 41]

Uddannelse til demokrati ma og skal betyde uddannelse til “miindigkeit”.
Og det indebaerer som et sundt demokratisk track, at den individorienterede
arsag til at ville udbyde (matematik-)undervisning er dominerende. Vi kan
/ se, at et uddannelsessystem, der har sidanne kompetencer der indfanges af
“miindigkeit” som (individorienteret) mél, vil afhjeelpe det demokratiske pro-
blem, Bertel Haarder pépeger i citatet tidligere.
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Kapitel 6

Potentialer i arbejde med
problemlgsning og modellering

6.1 Nutidens fagopfattelse

“{Jddannelse til miindigkeit”. Sidan mener vi den nutidige fagopfattelse af
matematik kan beskrives. Den aktuelle situation i gymnasiet afspejler ikke
dette—som vi problemdtiserede i kapitel 1. Som i alle gvrige politiske spgrgs-
mal er ogsi uddannelsespolitikken udtryk for et kompromis; som en folge af
parlamentarismen; som en falge af knappe ressourcer; men ogsd som fglge af
manglende forskning—og dermed indsigt. Problemet er nemlig, at matematik
indgér i samfundet pd sveert begribelige mader, ikke direkte som fx. dataleere
og informatik, men indirekte i samfundets grundforhold [Niss 84, p. 43].
Inden vi diskuterer, hvilke potentialer problemlgsning og modellering har
ift. nutidens matematiksyn, m3 det praeciseres. Stoppede Vi her, er den uund-
galige konklusion noget i retningen af det, Bertel Haarder s& udmeerket ud-
talte p& LMFK-mgdet: Modellering skal indgé i matematikundervisningen,
fordi “indsigt i matematisk modelbygning” er central for at kunne opvise
“miindigkeit” overfor eksperters og andres brug af avancerede matematiske
metoder. Men en sadan pointe er utilstraekkelig, og den er heller ikke deek-
kende: Modelbygning er ikke det samme som modellering, som vi definerede
betydningen heraf i kapitel 2—her betyder modellering meget mere end mo-
"delbygning. At pointen er utilstraekkelig skyldes, at uddannelse til miindigkeit
ikke konkret er tillagt betydning ift. matematikundervisning. Og videre det
forhold som skrevet ovenfor, at matematik vedrgrer samfundets grundforhold.

En vurdering af problemlgsning og iseer modellerings potentialer i det
moderne fagsyn—det vi kalder uddannelse til miindigkeit—ma dermed tage
udgangspunkt i den serlige méde, matematik indgér i skabelsen af den de-

- 113







114 Potentialer i arbejde med problemlgsning og modellering

mokratiske distance, som den skitseres i [Pedersen 94].

6.1.1 Matematik og demokratisk distance

Det grundforhold hvor matematik mest oplagt indgér, er i udviklingen af
teknologi: Matematik har indgdet helt centralt i den udvikling, der beskrives
i [Pedersen 94], fordi matematik indgdr mere eller mindre tydeligt i udviklin-
gen af den teknologi, der ligger til grund for professionaliseringen af forvalt-
ningen’. Hvor tydeligt matematik indgar atheenger af hvilken teknologi-type,
der er tale om. Ole Skovsmose skelner i [Skovsmose 90a] mellem 4 former for
teknologi: “manual tools (hammer), technology of natural processes (steam
engine), social technologies (scientific managemant), information technology
(computer science)” [Skovsmose 90a, p. 765]. Og han pépeger, at matema-
tik iseer i de to sidstneevnte teknologiformer er relateret til udviklingen—for
informationsteknologiens vedkommende helt afggrende.

I dag taler didaktikere derfor om, at matematikkens rolle i samfundet er
forbundet med formningen af samfundet, se fx. [Niss 84] og [Skovsmose 94,
kap. 3]: Matematik indgar i forudseetningerne for samfundets teknologi, pro-
duktion og styring, og det indgér i vores billede af verdens indretning. Syn-
ligheden af matematikkens rolle i relation til de 4 teknologi-former, Ole
Skovsmose adskilte, er pa paradoksal vis mindre for de sidstnsevnte tekno-
logityper, hvor den er mest betydende for teknologi-udviklingen. Med infor-
mationsteknologiens opblomstring indgdr matematikken fx. i regulering af
samspillet mellem menneske og naturen.

Et eksempel er, hvordan matematik indgar i én af de méder, vi i Dan-
mark fgrer miljgpolitik p&: Fortyndingsstrategien. Denne gir i korte traek
ud pé, at sprede giftstoffer tilstraekkeligt meget til, at koncentrationen i ud-
valgte omrader (typisk beboelsesomrdder) kommer under en eller anden kri-
tisk veerdi (greenseveerdi). P4 baggrund af matematiske dispersionsmodeller
(spredningsmodeller) beregnes, hvor de udledte stoffer beveeger sig hen, og
resultaterne af sddanne modelkgrsler udggr en del af det politiske beslut-
ningsgrundlag. Det kan med rimelighed antages, at kun en ganske lille del
af befolkningen er vidende om, at matematik indgér helt centralt i sddanne
beslutninger, endsige at sddanne modeller eksisterer—for slet ikke at tale om
hvordan matematikken indgér. Hvis dette er tilfeeldet, f&r argumenter som
“matematikken lyver ikke” frit spil i en forestilt demokratisk debat.

"1Hvor forvaltning indeberer betydeligt mere end embedsveerket, nemlig alle aktgrer
mellem Folketinget og folket.
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6.1.2 Kritisk matematikundervisning

N&r uddannelsessynet indebzerer uddannelse til miindigkeit, og ndr matema-
tik indgar som en central faktor i skabelsen af en demokratisk afstand eller
skeevvridning som fglge af professionaliseringen af forvaltningen, ma fagopfat-
telsen af matematikundervisning kunne indfanges af det betydningsindhold,
Ole Skovsmose tillegger kritisk matematikundervisning:

“Critical Mathematics education is described in terms of ‘con-
cerns’ which cover the following issues:

a) Citizenship identifies schooling as including the preparation
of students to be an active part of political life.

b) Mathematics may serve as a tool for identifying and analyse-
ing critical features of society, which may be global as well
as having to do with the local environment of students.

¢) The students’ interest emphasises that the main focus of edu-
cation cannot be the transformation of (pure) knowledge;
instead educational practice must be understood in terms of
acting persons.

d) Culture and conflicts raise basic questions about discrimi-
nation. Does mathematics education reproduce inequalities
which might be established by factors outside education but,
nevertheless, are reinforced by educational practice?

e) Mathematics itself might be problematic because of the func-
tion of mathematics as part of modern technology, which no
longer can be reviewed with optimism. Mathematics is not
only a tool for critique but also an object of critique.

f) Critical mathematics education concentrates on life in the
classroom to the extent that the communication bet-
ween teacher and students can reflect power relations.”
[Skovsmose 96, p. 1257]

Med en sddan skeerpet fagopfattelse af matematikundervisning er “indsigt
i matematisk modelbygning” ikke leengere tilstraekkelig. Problemet bestar i,
at matematikken er s& grundleeggende; indenfor en bred vifte af andre fagdi-
scipliner indgar matematik i samfundets strukturer. Kritisk matematikunder-
visning peger pd, at sddanne strukturer mé problematiseres, og vigtigere; at
denne problematiseren skal ggres til genstand for undervisning—miindigkeit
folger ikke alene af faglig fordybelse. I forhold til det kritiksyn, der diskute-
redes i relation til U90, virker et sddant syn maske steerkt individorienteret
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og samfundskritisk, i den betydning der i U90 udtryktes som “at skolen skal
‘ggre de unge samfundskritiske i den specielle forstand, at de fir en nega-
tiv holdning over for det bestiende samfund’. Synspunktet i U90 slér dog
nappe til idag, dertil er det alt for unuanceret. Som vi har veret inde p3, er
uddannelses-synet i U90 struktur-orienteret, og som vi ogsd har veeret inde
pé, er der idag behov for et mere individorienteret syn pa uddannelse.

Overskridelse af aktgr-struktur dualismen

For at forstd mekanismerne, der ngdvendigggr det skarpere kritikbegreb, der
ligger i kritisk matematikundervisning—som et led i at tilfgre det enkelte
individ reelle demokratiske kompetencer—kan vi bruge nogle begreber og
teenkemader hos moderne sociologer som fx. Anthony Giddens. Giddens ud-
gangspunkt er, at dualismen mellem de teoriretninger, der orienterer sig mod
hhv. struktur og individ, skal overskrides. En saddan sociologisk tilgang kan
efter vores opfattelse bidrage til at afklare samspillet mellem de samfunds-
maessige (strukturelle) og de individorienterede syn p& undervisning.

Anthony Giddens ide i hans strukturationsteori er at reformulere de teo-
riretninger, der orienterer sig pd hver side at aktgr-struktur-forholdet. Han
taler om, at forholdet ikke skal betragtes som en dualisme, men en dualitet.
Ved strukturdualitet forstar han siledes en sammenhzngende relation, hvor
struktur bade ses som midlet ¢il handlinger og resultatet af handlinger. Det
at skabe struktur samtidig med at formes af strukturen, ser Giddens som
samfundets strukturationsproces—den sociale praksis. Social praksis er hans
medierende begreb mellem handling og struktur.

Ifglge Giddens kan en agents handlinger veere rutiniserede, dvs. underlagt
hvad han kalder praktisk bevidsthed. Sidanne handlinger foregir altsd pa et
praktisk bevidsthedsniveau—vi behgver ikke at teenke over dem. De fleste
af de tilbagevendende handlinger fra dagligdagen foregr pa dette bevidst-
hedsniveau; tage bussen, lave kaffe, have en matematiktime etc. Sddanne
handlinger ggr vi ikke—eller kan vi ikke—ggre rede for, det er ikke ngdven-
digt. I modseetning hertil er diskursiv bevidsthed: Handlinger, vi eksplicit kan
ggre rede for, er udtryk for den diskursive bevidsthed. En anden méade at
udtrykke dette pa, er ved at teenke pd sddanne handlinger som reflekterede
handlinger. En af Giddens centrale pointer er, at et socialt system som fx.
bybussernes daglige trummerum—hvor de hver dag kgrer de samme ruter,
passagerer stiger pd, kgber billet, satter sig, stiger af—skabes eller reprodu-
ceres af handlinger, der gentages, og derfor strackker sig ud over en enkelt
handling: “Sociale systemer er social praksis, der reproduceres, hvorved et
mgnster af sociale relationer opstar” [Kaspersen 96, p. 403]. Strukturer ek-
sisterer ikke som en ydre ramme. Strukturer eksisterer kun i selve praksis,
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og man kan forstd strukturer som noget, der fremkommer i vores hukommel-
sesspor, nar vi reflekterer diskursivt over en tidligere udfgrt handling. Sagt
anderledes er strukturen ikke, den skabes hele tiden qua agenter, der traekker
p4 selvsamme struktur (eller rettere strukturelle egenskaber), nar der handles

[Tbid.].

Nar Giddens siledes ved strukturdualitet forstar “en sammenhaengende
relation, hvor struktur bade ses som midlet ¢! handlinger og resultatet af
handlinger” er aktgr-struktur-forholdet overskredet og samtaenkt til en dua-
litet. Den traditionelle opfattelse af strukturer som strukturelle egenskaber
bestdende af regler og ressourcer indebzrer et deterministisk element (“sam-
fundet former individerne”). I Giddens begrebsapparat er struktur nu noget,
der bade er mulighedsskabende og handlingsbegraesende. Lars Bo Kaspersen
naevner sproget som et eksempel:

~ “Nar jeg taler dansk, traekker jeg p& nogle regler, der ggr mig i
stand til at formulere mig forstaeligt. Samtidigt reproducerer jeg
disse regler og dermed sprogets struktur. Sproget er muligheds-
skabende i og med, at jeg kan udtrykke mine gnsker og intentio-
ner, men i det gjeblik, min motiver/gnsker ikke kan udtrykkes i
ord, bliver sproget begreensende. Ligeledes kan det danske sprog
veere end begraensning, hvis jeg mgder en person uden for dette
sprogomréde.” [Kaspersen 96, p. 404].

Giddens nzevner, at de regler og ressourcer, som agenten traekker pa i hand-
lingerne, er dybt indlejret i vores uudtalte praktiske bevidsthed. Han nzevner
et eksempel, hvor ballademageri i en skole kan veere udtryk for en ubevidst
handling rettet mod strukturerne, men hvor bgrnene gennem balladen fak-
tisk reproducerer autoritetsstrukturen, idet de tvinger systemets autoritative
agenter (leererne) til at reagere.

Anthony Giddens strukturationsteori er naturligvis ikke fyldestggrende
daekket i det ovenstiende. Og ligesd er hans projekt med at bruge sit be-
grebsapparat i en modernitetsanalyse—en samtidsdiagnose, heller ikke ind-
draget. Vi kan dog allerede nu fremhave en pointe ift. kritisk matematikun-
dervisning. Vi kan nemlig papege, at hvis agenter ikke, bla. gennem uddan-
nelsessystemet, seettes i stand til at handle bevidst dvs. reflekteret, reprodu-
ceres den sociale praksis. Derfor mé en sddan reflekteren eksplicit ggres til
genstand for undervisning.
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6.1.3 Modellering og demokratisk kompetence

Refleksiv viden

Vi kan komme laengere ind i, hvordan disse undervisningsmeessige problem-
stillinger kan knyttes til den udbredte og grundleeggende anvendelse af mate-
matik, vha. begrebet reflective knowledge, som Ole Skovsmose fremleegger i
[Skovsmose 90a]. Han skelner her mellem forskellige former for viden i tilknyt-
ning til modelleringsprocessen (frit oversat efter: [Skovsmose 90a, p.767]):

1. Matematisk viden i sig selv;

2. En teknologisk viden, som viden om hvordan en matematisk model
bygges, og bruges;

3. En refleksiv viden, der har karakter af en metaviden om modellers na-
tur, kriterier i forudsatningerne for modellerne, deres anvendelser, og
vurdering af modeller.

For at udvikle et betydningsindhold til refleksiv viden, betragter Ole
Skovsmose en rzkke problemstillinger relateret til modelleringsprocessen.
Under overskriften “Concealment of pre-understanding” problematiserer han
model begrebet som model af virkeligheden (jvnf. kapitel 2 figur 2.1). Han
fremheever, at en model 1 stedet mé betragtes som en model af en fortolkning
af virkeligheden: '

“We have to make an interpretation of reality; that means ma-
king a structuring of reality which creates patterns. We have to
identify elements from reality which are to be conceived as im-
portant; we also have to decide which relationships among these
elements are essential. These selections constitute an interpreta-
tion of reality.”[Skovsmose 90a, p. 770].

En anden central problemstilling, der bgr ggres til genstand for refleksion,
er ngdvendigheden af at inddrage overvejelser omkring de for modelleringen
bagvedliggende interesser. Matematiske modeller kan tiltzenkes beskrivende,
forudsigende, eller foreskrivende anvendelser. Indenfor hver af disse anven-
delser er en reekke forhold, der kan ggres til genstand for refleksion:

“If we try to draw a descriptive conclusion from a model devel-
oped for prescriptive purposes, we make the descriptive fallacy
~ committed too often, owing to conflicting interests built into the

(invisible) process of system development.” [Skovsmose 90a, p.
779).
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Endvidere papeger han under overskriften “Creating a non-existing object”,
at der bgr knyttes opmeerksomhed til det forhold, at modeller somme tider
opfattes som “billeder” af noget virkeligt:

“By this we have identified the third main problem related to
mathematical modelling: the nature of mathematical language
makes it tempting to accept a picture-theory and by doing this
to invent an object to be pictured by the mathematical model.”
[Skovsmose 90a, p.775].

En model kan fx. reproducere et feenomen, uden at “mekanismen” i model-
len kan forklare feenomenets fremkomst pa baggrund af arsagen. Sidanne
“black-box” modellers anvendelse mé derfor helt oplagt ggres til genstand for
refleksiv analyse.

Modellering, refleksiv viden og demokratisk kompetence

Der ligger langt mere, end vi her har kunnet f4 med, i begrebet reflective
knowledge. Det, som den korte gennemgang kan illustrere, er at der er store
potentialer i, at arbejde med modellering i gymnasiets matematikundervis-
ning. Det er ngdvendigt for at udruste den enkelte studerende med reelle
demokratiske kompetencer. I det post-industrielle samfund er der en dob-
belthed af betydning for potentialerne i at arbejde med modellering i under-
visningen. Dobbeltheden bestar i at undervisningen samtidigt kan bidrage
til dannelsen af en stadig stgrre gruppe af professionelle og til at fremme de
heraf afledte seerlige demokratiske kompetencer.

6.2 En ny intern matematikforstielse bryder
frem

6.2.1 Socialkonstruktivisme

P3 et afggrende punkt i den matematikfaglige forstaelse er situationen fun-
damentalt anderledes idag end i 60’erne. Den interne matematikfaglige for-
staelse er til debat. Det er den formentligt som fglge af, at matematikkens
begrundelse ikke leengere hviler i sig selv. Matematikundervisningen skal hon-
orere arsagen til at det udbydes, men nér denne &rsag indeholder en dobbelt-
hed i form af sikring af kompetencer i matematik og sikring af kompetencer
i retning af kritisk forholden sig til matematik og matematikbrug, er den
hidtige matematik interne faglige opfattelse af faget utilstreekkelig. Den kan
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nemlig ikke redeggre for, hvordan forhold af ekstra-matematisk karakter p&-
virker matematikforstdelsen i matematikersamfundet. Begyndende tegn p3
svaghed i det ellers s& videnskabeligt sikrede fundament for matematikken
viser sig i form af et opbrud i den &rtusindelange absolutistiske filosofiske
opfattelse af matematik.

Paul Ernest har et lignende udgangspunkt, og argumenterer i [Ernest 91]
imod de eksisterende matematik filosofier, bla. ud fra deres egne preemisser
(intern) (opggr med absolutismen gennem kritik af axiomatisk deduktive
metoder, og forsvar for fallibilistisk orienterede teoriretninger).

Endvidere mener han ikke matematikopfattelsen kan frakobles fagets re-
lative position i forhold til andre “realms of knowledge”. Matematik er for-
bundet med, og en del af “the whole fabric of human knowledge”. Matematik
er indlejret i vores historie og vores handlen, s& matematik kan ikke adskilles
fra de sociale og humanistiske videnskaber eller menneskelig kultur i det hele
taget.

Paul Ernest argumenterer derfor for, at en matematikfilosofi ngdvendigvis.
mé pege ud over matematikken selv, fx. for at forklare hvorfor matematik
er s& anvendeligt i samfundets problemstillinger. Endvidere m& den veere
fallibilistisk, dvs. afspejle det forhold, at matematikken er potentielt fejlbarlig
og korrigerbar. .

Sociologisk betragtet er uddannelse uden kritik altsd den strukturorien-
terede eller “ovenfra og ned holdning™ skolen skal indsocialisere individet
til den eksisterende kultur og veere informationsformidler. Uddannelse med
kritik er mere aktgrorienteret: samfundets strukturer skabes gennem social
praksis, som bestar af sivel bevidste som reflekterede handlinger opfattet
som summen af de enkelte individers handlinger. Giddens strukturations-
teori beskriver netop samfundets institutioner som opretholdt gennem den
enkelte borgers reproduktion af samfundet. Hvis reproduktionen ophgrer fal-
der institutionen. Det er siledes et interessant didaktisk forskningsomrade i
sammenkeedningen af socialkonstruktivismen og Giddens strukturationsteori.

6.2.2 Potentialer ift. det strukturalistiske syn

Hverken problemlgsning eller modelleringvhar potentialer i sig selv. Ole
Skovsmose udtrykker det sdledes:

“Anvendelse af matematik er principielt adskilt fra udvikling af
matematiske teorier. Som matematiker [formalist] er man beskaef-
tiget med at udvikle formelle systemer. Det er ikke-matematiske
overvejelser der mé inddrages for at diskutere anvendeligheden af
teoridannelserne” [Skovsmose 90b, p.52].
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Paul Ernest, der ggr op med bla. den formalistiske matematikfilosofi, som
han klassificerer som absolutistisk, pdpeger, at absolutistiske matematikop-
fattelser (som den strukturalistiske) betyder, at matematikken ikke har noget
socialt ansvar [Ernest 91, p. xii).

Konklusionen mé pege hen imod det ikke overraskende, at problemlgsning
og modellering med et teknologipragmatisk samfundssyn og et strukturali-
stisk matematiksyn (hvormed vi mener disse syns parring som udgangspunkt)
ikke umiddelbart kan siges at have nogen potentialer af begrundelsesmessig
karakter. .

Der er felles treek mellem et teknologipragmatisk samfundssyn og et
strukturalistisk matematiksyn: Ingen af dem laegger op til en kritisk vinkel.
Det eksterne syn betyder, at studenter, der ikke laser videre, ikke behgver at
vide det store om anvendelser—hvorfor modellering og problemlgsning ikke
har potentialer for den gruppe. Den strukturalistiske matematik ggr, at der
pd gymnasialt niveau er tale om at forsta et feerdigt produkt.

6.3 Potentialer ift. nutidens matematikopfat-
telse

. Almendannelse

Betydningen af almen dannelse er skiftet. Med s& mange i gymnasiet, kan
det ikke leengere betragtes som en kulturelt berigende bogligt orienteret
elite studie. Idag er betydningen af almen dannelse tilnzermet folkeskolens.
Det haenger sammen med samfundets eksplosive udvikling mht. (informa-
tions)teknologisk, politologisk og sociale udvikling. Det kraever simpelt hen
en stgrre viden og indsigt i samfundsmaessige forhold at bega sig i det daglige
liv, at bega sig i det samfundsmaessige liv.

Modellering i den forstand vi beskrev processen i kapitel 2, har ikke over-
raskende meget store potentialer ift. udviklingen af en demokratisk kompe-
tence. Matematiske modellers anvendelser er eksploderet bla. som fglge af
edb-teknologiens fremveekst. De indgar bla. som beslutningsgrundlag i poli- .
tiske problemstillinger. Det er dermed noget selufslgeligt at potentialerne er
meget store ift. denne opfatte af matematikundervisning.

Et interessant spgrgsméal gar i retningen af hvorfor det er matematik-
leereren der ma pétage sig rollen som modelkritik-eksponenten, ndr mode-
lanvendelsen primeert sker i relation til andre fagomrader? Et svar kunne
veere, at det er fordi det er matematikeren der udstyrer eleverne med det
kraftige veerktgj. Af samme grund skal historieleereren patage sig rollen som
kildekritik-eksponenten. N&r en person i en eller anden sammenhang bruger
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et stykke arbejde eller teori, skal vedkommende veere i stand til kritisk at
kunne forholde sig til det. Nar en person fx. i fysik eller matematik benytter
historisk litteratur, eller prgver at forstd fgrtidige teoretikeres argumenter,
mé de forholde sig kritisk hertil; dvs. forstd den tidstypiske teenkeméader,
samfundsopbygning etc. Ansvaret for en sddan kompetence ligger helt natur-
ligt i historiefaget. P& samme made ligger ansvaret for en kritisk demokratisk
anvendelseskompetence af matematisk karakter i matematikundervisningen,
selvom den principielt aktiveres i ikke-matematiske fag.

Studieforberedelse

I langt hgjere grad end nogensinde fgr, indgar matematik pad gymnasialt ni-
veau 1 forskellige anvendelser. I billedet af det post-industrielle samfund, er
arbejdsopfattelsen skiftet fra et industrielt til et proffessionelt. Stadig flere
far fx. gennem regneark o.lign. brug for at kompetent at kunne vurdere an-
vendelser af matematik og selv opstille modeller til sméaanalyser etc. i ellers
ikke-matematik-tunge sammenhange.

I de matematiktunge videregéende uddannelser, mé det veere en afvej—
ningssag hvorvidt modellering eller mere ren matematik er hensigtsmeessig
at prioritere mest. Det star imidlertid fast, at modellering har veesentlige
potentialer ift. det studieforberedende aspekt ogsa.
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Kapitel 7

Introduktion til del I1I

7.1 Fra teorier om laering til kognitiv psykologi

I denne del af rapporten fortseetter vi analysen af, hvilke potentialer man kan
sige, problemlgsning og modellering har som element i matematikundervis-
ningen. Nu veelger vi at basere analysen pa resultater fra kognitiv psykolog:.
I forhold til helt bredt at tage teorier om leering som udgangspunkt, ligger -
der heri to veesentlige afgreensninger.

7.1.1 Leering vs. kognition

Den ene afgreensning vedrgrer emnet. Kognition er en samlet betegnelse for
de intellektuelle funktioner, som hjernen udfgrer. Det drejer sig bla. om funk-
tioner som teenkning, sprog, hukommelse, forstéelse og problemlgsning. Funk-
tioner som disse repreesenterer imidlertid kun den ene halvdel af, hvad der er
Bestemmende for hvilken form for lzering, der finder sted i en given situation.
Den anden halvdel udggres af det affektive domeene, som dakker alle falel-
sesmessige funktioner som angst, gleede, mismod, afmagt, tilfredshed, fru-
- stration, kedsomhed, entusiasme, osv.. Hvilke af disse fglelser, den leerende
oplever, er man med tiden blevet klar over er helt afggrende for udbyttet af
en given undervisning. Ved ikke at analysere denne side af problemlgsning og
modellerings rolle i matematikundervisningen, er vi derfor velvidende om, at
. vi mister muligheden for pé baggrund af analysen at komme med et samlet
bud pé brugen af problemlgsning og modellering:

“Analyses that focus solely on individual children’s construction
of matematical knowledge tell only half of a good story. The is-
sue that needs to be addressed is the form that the process of
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mathematical acculturation should take and how it can be co-
ordinated with what is known about the cognitive processes by
which individuals construct mathematical knowledge” [Cobb 89,
p- 34]. '

At vi ikke gennemfgrer en analyse med udgangspunkt i de affektive fakto-
rer, skal derfor ikke tages som udtryk for en manglende erkendelse af betyd-
ningen heraf. Det skyldes ene og alene, at vi—som nezevnt i afsnit 1.2.1—af
hensyn til tid og kreefter er ngdt til at afgreense analysens udgangspunkt, og
i den henseende har erfaret, at der godt kan komme veerdifulde bidrag ud af
en analyse af de kognitive faktorer alene.’

7.1.2 Psykologi vs. kognitiv psykologi

Den anden afgreensning vedrgrer vores valg af psykologi som den teoretiske
“angrebsvinkel”. Psykologi er nemlig i dag blot en af mange videnskabelige
discipliner, der beskzeftiger sig med kognitive processer, hvorfor det kun at
anleegge et psykologisk perspektiv er udtryk for et ngdvendigt fravalg af
mange andre relevante tilgange. Det er derfor relevant at karakterisere, hvad
der ligger—og ikke ligger—i netop en psykologisk tilgang.

For at indkredse hvilke problemfelter og arbejdsmetoder, der karakterise-
rer kognitiv psykologi, vil vi give et kort rids af, hvordan psykologis udvikling
som videnskab hanger sammen med opblomstringen af interessen for kogni-
tive processer 1 lgbet af 60’erne.

Psykologi som videnskab

Psykologi er som videnskabelig disciplin groet frem af filosofi, og betragtes
som séddan kun som veerende fra omkring 1860. De fgrste ca. 50 &r blev der
eksperimenteret med at studere den menneskelige bevidsthed, ved at lade
forsggspersoner fortzelle om deres oplevelser under varierende forsggsbetin-
gelser, sakaldt introspektion. Denne metode til at studere menneskets kogni-
tive funktioner blev dog aldrig bredt accepteret. De fgrste knap 100 &r af den
psykologiske videnskabs historie som selvstaendig disciplin kan derfor bedre
karakteriseres ved, at man primeert fokuserede pa adferd snarere end pé kog-
nitive processer. Man forsggte at finde systematiske sammenheenge mellem
perceptuelle (sansemaessige) input og handlemaessigt output. Hvad der skete
herimellem blev betragtet som en fascinerende “sort boks”, der desveerre var
utilgeengelig for videnskabelig udforskning [Gade 97, pp. 93-96].

1Hvilket vi—som bemaerket i afsnit 1.2.1—forestiller os i mindre grad er tilfzeldet hvad
angar de affektive forhold.
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Den dominerende “skole” indenfor den adfeerds-baserede forskningstradi-
tion var og er behaviorismen. En af “the founding fathers”, John Watson,
forklarer grundopfattelsen siledes:

“Psykologi som behavioristen ser det, er en rent objektiv natur-
videnskab. Dens teoretiske méal er forudsigelse og kontrol af ad-
faerden. Introspektion er ikke nogen veesentlig del af dens metode,
og den videnskabelige veerdi af dens data er ej heller afheengig af

- om de kan tolkes bevidst. Behavioristen sgger en overordnet og
feelles forklaring pa dyrs adfeerd og anerkender heri ingen skille-
linje mellem menneske og dyr. Menneskets adfserd, med alle dens
raffinementer og kompleksiteter, er kun en del af behavioristens
undersggelsesprogram” (oversat og gengivet i [Gade 97, pp. 96-
97].

Et godt eksempel pad denne made at arbejde pa er den russiske fysiolog
Ivan Pavlovs bergmte forsgg med hunde. Pavlov demonstrerede, at man kan
kontrollere adfeerden hos dyr med en vis intelligens, ved pa passende vis at
stimulere dem, nar de opfgrer sig i retning af det, man gnsker. En sadan hgj
grad af forudsigelse og kontrol af adfeerd er karakteristisk for behaviorismen,
og er en vasentlig forklaring p& den succes, den opnéede.

I en leringsmaessig kontekst leegger den behavioristiske tilgang veegt pa at
tilrettéleegge undervisningen, s& eleverne “formes” til at kunne udfgre givne
handlinger. Dette sker bedst ved sdkaldt “programmeret instruktion”, hvor
hver type indsigt eller beregningsmaessig forméen inddeles i mindre dele, som.
eleverne s& med passende stimulans kan guides igennem skridt for skridt,
for til sidst at mestre helheden. Den leeringsmaessige hypotese, som denne
fremgangsméade baserer sig pa, er, at den rette sekvens af erfaringer, repeteret
med passende frekvens, genererer den rette lering.

Om den udfordring, en sddan tilgang efterlader til undervisere og tilret-
telaeggere af en bestemt faglighed som fx. matematik, siger Schoenfeld:

“Thus, the bulk of one’s attention should be on analysis of su-
bject matter. Gagné [pioneren pd omrédet] focused on construct-
ing careful task analyses, which entails decomposing the material
to be learned into small building blocks that are mastered in-
dividually and later combined into larger units of competency”
[Schoenfeld 87b, p. 5).

Med det kendskab, vi har til den strukturalistiske interne fagopfattelse
bag “den nye matematik”, er det derfor neerliggende at forestille sig, at til-
heengere af “programmeret instruktion” har bakket op om bestraebelserne pa
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at introducere en steerkt hierarkisk matematikundervisning, da det alt andet
lige letter arbejdet med at “dekomponere” de enkelte matematiske feerdighe-
der, der efterstrabes. At en sddan opsplitning ikke fremmer den helhedso-
rienterede ide bag strukturalismen, understreger blot ngdvendigheden af, at
en faglig omstrukturering forlgber parallelt med en paedagogisk nyteenkning,
hvilket altsd ikke var tilfeeldet for 60’er-matematikkens vedkommende. _

Selv om behaviorismen repraesenterede den bredest accepterede forsk-
ningsmetode i tiden for Anden Verdenskrig, blev der ogsa gennemfert forsk-
ning med direkte interesse for de kognitive funktioner i denne periode. Blandt
andet var der en raekke indflydelsesrige enkeltpersoner, der arbejdede i denne
periode, og hvis resultater har fiet varig betydning. Jean Piaget forsggte pé&
grundlag af en reekke eksperimenter at beskrive bgrns kognitive udvikling,.
Sammen med Jerome Bruners arbejde vedrgrende betydningen af forskellige
mader at reprasentere begreber pa, blev Piagets arbejde brugt til at legiti-
mere indfgrelsen af “den nye matematik” i folkeskolen, hvilket i sig selv er en
interessant historie. Men da Piagets beskrivelser kun omhandler bgrn under
teenage-alderen, har vi—med vores fokus pd det gymnasiale niveau—valgt
at leegge arbejdsindsatsen andre steder, og har derfor placeret dette arbejde
i “det-m8-vi-have-til-gode-til-en-anden-gang-bunken.”

Mere relevant for vores fremstilling er den nok vzesentligste samlede oppo-
sition til behaviorismen fgr Anden Verdenskrig; gestalt-psykologien?. Grund-
tanken her var, at vi som mennesker opfatter i helheder og reagerer som hel-
heder, og at disse helheder er mere end summen af de enkelte dele. Grund-
lzeggende mente gestalt-psykologerne, at de “mentale strukturer” er alt for
komplekse til, at det giver mening kun at analysere forholdet mellem stimu-
lus og respons. Man matte forsgge at analysere, hvordan hjernen bearbejder
de sanseindtryk, den modtager. Selv argumenterede gestalt-psykologerne for,
at hjernen pé basis af stort set medfgdte egenskaber organiserer sanseindtryk,
s3 “det samlede billede” bliver mest harmonisk og giver stgrst mulig mening,
en teori de formulerede i de sdkaldte Gestalt-love [Gade 97, pp. 177-80].

I forhold til leering betgd grundtanken om opfattelse i helheder og teorien
om hjernens “menings-sggende” funktion, at behavioristernes ide om “pro-
grammeret instruktion” blev forkastet. Schoenfeld omtaler i [Schoenfeld 87b,
pp. 3-4] en klassisk gestalt-psykologisk fremstilling af Max Wertheimer fra
1945; Productive Thinking. Her argumenterer Wertheimer for, at selv om

2Navnet kommer fra, at disse psykologer arbejdede med opfattelsen af en figur ift. dens
baggrund. De kaldte figuren for en “gestalt”, hvormed de mente en organiseret helhed. En
klassisk illustration af det komplekse i forholdet mellem figur og baggrund er Rubins vase,
der enten kan ses som en hvid vase p3 en sort baggrund, eller som to sorte ansigter (der
i det fgrste tilfeelde danner konturerne af vasen) p& en hvid baggrund. Se evt. [Gade 97,
pp. 177-78].
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elever undervist efter den behavioristiske model nok larer at “mestre” visse
procedurer, s& er der tale om overfladisk udenads-leere. Og viden opnéet pé
denne vis vil hgjst sandsynligt hverken veere fleksibel eller brugbar i en reekke
forskelligartede situationer. Han giver som et af flere eksempler, at mange ele-
ver, der blev betragtet som mestrende aritmetikken, ikke forstod meningen
med disse procedurer, og derfor udregnede

857 + 857 + 857 + 857 4 857
5

‘ved mgjsommeligt at addere de fem identiske tal i teelleren, og s dividere
resultatet med fem, hvilket unaegteligt er helt overflgdigt, hvis man forstar,
hvad division er. '

Gestalt-psykologiens store minus var, at den ikke indeholdt nogen ledsa-
gende teori om undervisning. Selv om dens mél om en dybere begrebsforsta-
else som vi skal se er magen til, hvad meget senere kognitions-psykologisk
forskning péapeger som en central pointe, sd var deres fremstilling udeluk-
kende beskrivende, og ikke konstruktiv ift. hvordan disse mal kunne nas, og
deres program blev aldrig fort til ende [Schoenfeld 87b, p. 4].

Den kognitive revolution

Sidst 1 40’erne var der en stigende erkendelse af, at behaviorismen var for
indsnaevrende. Flere og flere mente som gestalt-psykologerne, at det var ngd- -
vendigt at forsgge at &bne den “sorte boks” ved at analysere emner som
. teenkning og sprog og begreber ifm. mentale repreesentationer, hvorfor kog-
nitiv psykologi fra sidst i 50’erne var almindeligt accepteret som forsknings-
felt. Den samlende ide, der kom til at konstituere dette nye paradigme, blev
at analysere menneskets evne til informations-behandling: Den information,
som hjernen modtager, forsggte man fra forskellige indgangvinkler at fglge
fra sanserne over perception®, opmaerksomhed og hukommelse til vidensre-
prasentation og handling [Gade 97, p. 98].

Ideen om informations-behandling som tilgang til analyser af menneskets
kognitive funktioner satte gang i en udvikling inden for flere beslagtede
videnskabelige discipliner. Inden for bade antropologi* og lingvistik (sprog-
videnskab) dannedes forskningsfelter med speciale i de kognitive funktioner
knyttet til informations-behandling®, og med basis i matematik og logik samt

3Bearbejdning af emner umiddelbart fremkaldt ved sansep&virkning.

4Studiet af menneskeracens fysiske karakteristika og kulturelle identitet.

SMeget af interessen samlede sig om forholdet mellem sprog og tanke: Er vores sproglige
udtryksmuligheder bestemmende for, hvordan vi ser og opfatter verden, eller er sproget blot
en méde at lette kommunikationen med andre p4, og siledes uden dominerende indfiydelse
pd vores made at teenke pa? Se evt. {Gade 97, p. 308ff.].
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fremkomsten af de fgrste computere, opstod kunstig intelligens som et helt
nyt forskningsfelt. Desuden har der, leenge for disse videnskaber entrede “sce-
nen”, veeret interesse for de kognitive funktioner pa et overordnet plan inden
for filosofi, og pd en meget direkte méade indenfor neurologi, der beskeefti-

. ger sig med nervesystemets—herunder hjernens—fysiologiske opbygning og

funktionsmade. Ogs3 her begyndte man at interessere sig for informations-
behandling.

Grazenserne mellem disse parallelle udviklinger er ifglge Anders Gade
[Gade 97, p. 104] med tiden blevet mere og mere udvisket, og man arbejder
i stigende grad p tvaers af de videnskabelige discipliner, og lader interessen
for de kognitive funktioner veere samlingspunktet. Det er pd denne baggrund
man er begyndt at tale om kognitionsforskning, illustreret som den “kognitive
sekskant” i figur 7.1.

Filosofi

" Psykologi 7 Lingvistik

U U ¥ (T

Neurovidenskab

Figur 7.1 Den kognitive sekskant. Diagram af de videnskabsgrene som indgar i
kognitionsforskning. Fuldt optrukne linjer angiver steerke tvaervidenskabelige band,
mens stiplede linjer angiver svagere band. Fra [Gade 97, p. 105].
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Udover interesse for de kognitive funktioner bygger de forskellige tilgange
til kognitionsforskning ogsd pa de samme videnskabelige grundantagelser,
som er med til at karakterisere og afgraense forskningsomrédet:

“A basic assumption underlying work in cognitive science is that
mental structures and cognitive processes (loosely speaking, ‘the
things that take place in your head’) are extremely rich and
complex—but that such structures can be understood, and un-
derstanding them will yield significant insights into the ways that
thinking and learning take place” [Schoenfeld 87b, p. 2].

Anders Gade naevner [Gade 97, p. 106] endnu et karakteristika for kogni-
tionsforskning, som implicit fremgar af den kraftige emnemaessige fokusering,
men som nok er vaerd at ggre eksplicit: Kognitionsforskere er enige om, at
nogle faktorer som ganske vist er veesentlige for kognition, alligevel indtil
videre m4 udelades eller nedtones, fordi de ellers ville komplicere forsknin-
gen ungdvendigt. Det veesentligste forsgmte omréde er de fgrnaevnte affektive
forhold, men ogs& betydningen af historiske og kulturelle forhold negligeres.

Hvad angér arbejdsmetoden er der ifglge Schoenfeld sket et markant skift
i lgbet af kognitionsforskningens godt 40-&rige historie [Schoenfeld 87b, pp.
7-9]. Fra starten i 50’erne og frem til sidst 1 70’erne arbejdede man overve-
jende naturvidenskabeligt inspireret: Mange forsggspersoner underkastet va-
rierende forsggsbetingelser, og deraf fglgende store data-meengder, som man
s& analyserede vha. statistiske metoder. Det var og er den metode man be-
nytter i videnskabelige eksperimenter, hvor de indgdende variable stgrrelser
kan underlaegges kontrol udefra.

At benytte metoder som disse i kognitionsforskning forudszetter imidler-
tid en tro p&, at forskelle i den laringsmeessige “behandling” viser sig som
statistisk signifikante forskelle i efterfglgende test-resultater. En sa forsimplet
tilgang til leeringsprocesser viste sig imidlertid mere og mere uholdbar, efter-
handen som flere og flere forskningsresultater blev publiceret uden at give
indtryk af nogen gget forstaelse. Fra midt i 70’erne var der derfor flere og
flere forskere der anbefalede, at man gik over til at fokusere pa den proces, det
enkelte individ gennemgar ifm. forskellige intellektuelle udfordringer, hvilket
fra sidst i 70’erne og frem har veeret den dominerende forskningsmetode:

“Analyses in cognitive science tend to be very detailed. They focus
on cognitive processes in an attempt to explain what produces
‘productive thinking.” And because the studies are often carried
out in tremendous depth, the number of ‘subjects’ in those studies
is often quite small” [Schoenfeld 87b, p. 2].
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7.2 Kognitiv psykologi og vores analyse

Den beskrevne udvikling har gjort, at der er sket en opsplitning af kognitiv
psykologi som videnskabeligt arbejdsomrade, s& man kan tale om i hvert fald
fire hovedlinjer [Gade 97, p. 106]:

1. Eksperimentel kognitiv psykologi, som stadig anvender eksperimenter
med udvalgte forsggspersoner som den grundleggende forskningsme-
tode.

9. Kognitiv modellering vha. computere; som pa grundlag af computer-
beregninger forsgger at danne sékaldt komputationelle modeller, der
simulerer hjernens kognitive processer.

3. Kognitiv neuropsykologi, som danner og tester modeller af hjernens
struktur pa grundlag af intakte og skadede feerdigheder hos neurolo-
giske patienter.

4. Kognitiv neurovidenskab, som vha. moderne scannings-metoder under-
sgger, hvordan bade raske og syge hjerner arbejder ifm. forskellige kog-
nitive eksperimenter.

I vores sggen efter potentialer ved at arbejde med problemlgsning og model-
lering i matematikundervisningen, bruger vi resultater fra den fgrste og den
sidste af disse kategorier. Computer-simuleringer har vi dels ringe forudseet-
ninger for at ga ind i en diskussion af, dels har flere psykologer, vi har snakket
med, givet udtryk for, at denne tilgang efter at have veeret den dominerende i
70’erne nu er omgzerdet af en vis skepsis i psykolog-kredse, og primeert bruges
af forskere med interesse for computerens og ikke hjernens muligheder. Kog-
nitiv neuropsykologi er—som det er afgreenset her—uinteressant for os alene
af den grund, at det vedrgrer defekter i hjernen og ikke normalt fungerende
hjerner. ,

Vi vil saledes i kapitel 8 fremleegge centrale resultater fra savel ekspe-
rimentel kognitiv psykologi som kognitiv neurovidenskab, for i kapitel 9 at
kunne diskutere, hvilke konsekvenser vi mener disse resultater har ift. pro-
blemlgsning og modellering. :







Kapitel 8

Kognitions-psykologiske modeller
for vidensrepraesentation

I dette kapitel forsgger vi at fremleegge de teoretiske ideer, som vi har valgt
at leegge til grund for naeste kapitels kognitions-psykologiske analyse af, hvad
der karakteriserer og skaber “produktiv teenkning”. Det mest centrale begreb
" at f3 karakteriseret i den sammenheng er forstdelse: Alle normale voksne
mennesker ved fra egne erfaringer, hvordan det fgles at have forstéet noget.
‘Men hvad der udggr forskellen p& at have og ikke at have forstiet noget,
har de fzrreste en ide om. Hvordan kan vi fx. karakterisere forskellen pa den
made du—med en fglelse af at forsta, hvad der foregdr—udfylder selvangi-
velsen, og den méde en person uden denne fglelse af forstéelse gor det pa. At
sammenligne det ydre produkt af anstrengelserne; de feerdigudfyldte selvan-
- givelser, er ikke svaret. De kan sagtens veere ens selv om den forstaelse, der
ligger bag, ikke er det.

Den teoretiske ramme, som vores diskussion foregar indenfor, bygger pa
en central antagelse: Mens kommunikation med andre kreever, at der ek-
sisterer eksterne repreesentationer i form af konkrete objekter, billeder el-
ler mere abstrakte symboler som fx. navne (det gelder sével konkrete fysi-
ske objekter som hengekgje, familie og matematikleerer, som abstrakte—fx.
matematiske—ideer som harmoni, kerlighed og differentialkvotient), s& for-
udsaetter tenkning, at der eksisterer tilsvarende interne representationer i
hovedet pa den enkelte, og teenkningen giver sig udslag i, at disse interne
reprasentationer er strukturerede [Hiebert 92, Skemp 86].

En sddan tilgang til studiet af kognitive funktioner, er den moderne
kognitions-psykologis naturlige forlangelse af gestalt-psykologernes fokuse-
ring pa tankeprocesser. Ideen om at mennesker fortolker den oplevede vir-
kelighed frem for at absorbere den, sikaldt psykologisk konstruktivisme, er
siledes ikke ny, jvf. [Ernest 91, pp. 102-103] og [Schoenfeld 87b, pp. 20-24].
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Den kognitive psykologis bidrag de sidste knap 30 &r bestar i, at man nu har
opstillet og eksperimentelt afprgvet detaljerede modeller for, hvordan kon-
struktionen og repraesentationen af viden kan teenkes at foregd, s& man nu
er enige om, at valget stdr mellem to modeller med mange ideer til felles
[Hiebert 92, p. 67]. Det er disse modeller, vi nu vil skitsere hovedtrackkene
1, inden vi i afsnit 8.3 ser pd, hvilke bidrag til forstielsen neurovidenskabens
direkte studier af hjernen kan give.

8.1 Kognitive modeller af begrebsdannelsen

De modeller for begrebsdannelse, vi her vil prasentere, beerer tydeligt preeg
af at veere udviklet under informationsbehandlings-paradigmet. Det er den
information, vi far ud af at interagere med omgivelserne, der repraesenteres
internt, ikke omgivelserne selv. Der er derfor tale om symbolske repraesenta-
tioner, hvor et symbol er et mgnster i hukommelsen som stér for eller refererer
til noget' uden for sig selv, det veere sig i omgivelserne eller i andre dele af
hukommelsen. ,

Kognitive psykologer skelner i den forbindelse mellem hhv. analoge og
propositionelle symbolske interne repreaesentationer [Gade 97, p. 101]. Ana-
loge reprasentationer kan fx. veere billeder for det “indre blik” af en bestem
person eller ting, eller det kan veere repreesentation i form af en lyd eller
duft. Teenk for eksempel pé, hvilken form for erindring du far “slaet an”, nar
ord som “bedsteforzeldre”, “kaereste” eller “lyn” nzevnes. Det vil nok primeert
veere analoge repraesentationer som hhv. “duften af en bestemt pibetobak og
‘dagligstuen set fra sofaen”, “smilet og lydene nér I ... vasker hzender” og “ly-
sglimt i mgrke og hgj buldren”, snarere end “de to personer der har fgdt min
far/mor”, “den person jeg deler hjem og seng med” og “lysglimt fremkaldt af
elektrisk udladning mellem skyer og jord”.

Sidstnaevnte former for erindring ville veere dominerende, hvis “bedstefor-
zldre”, “kaereste” og “lyn” havde karakter af propositionelle repreasentationer,
hvilket for de fleste ikke er tilfeeldet. Det geelder derimod ord, der beteg-
ner ideer eller begivenheder, som fx. “demokrati” eller “Anden Verdenskrig”,
da de—snarere end billeder, lyde eller dufte—giver diskuterbare (propositio-
nelle) erindringer om den relative placering i en eller anden sammenhang.
Med eksemplerne “demokrati” og “Anden Verdenskrig” kan det fx. veere “sty-
reform hvor alle har lige meget indflydelse” og “Krig der fandt sted 7 perioden
1939-45".

Vi beskeftiger os her kun med propositionelle reprzesentationer, hvilket
bla. skyldes, at det—som eksemplerne gerne skulle indikere—er at “skille ho-
vedet fra kroppen” at diskutere analoge repraesentationer uden at inddrage de
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affektive forhold, hvilket vi som naevnt har afgraenset os fra. Indholdsmaessigt
kan dette fravalg imidlertid ogsa begrundes med, at. propositionel repreesen-
tation er et karakteristisk traek ved ord, som repreesenterer abstrakte mate-
matiske ideer som “strukturalisme” og “differentialkvotient”. For eksempel vil
vi som matematiklaerere direkte betragte det som udtryk for en fejlopfattelse,
hvis “differentialkvotient” hos en elev frembringer billedet

f(=)

uden at denne analoge reprzesentation har en propositionel pendent.

8.1.1 En model baseret pa hierarkisk begrebsdannelse

En udbredt tilgang til, hvordan hjernen propositionelt reprasenterer og sy-
stematiserer de millioner af informationer, den dagligt modtager fra sanse-
apparatet, er at forestille sig, at det sker gennem sdkaldt hierarkisk begrebs-
dannelse. '

Begrebsdannelse |

Lad os starte med at se pd, hvordan det enkelte begreb dannes. Den grund-
leeggende ide til hvordan det sker, bygger pa en konstatering af, at vi som
mennesker har en evne til at abstrahere falles egenskaber blandt de forskel-
lige ting eller situationer, vi oplever, og konstant og uopfordret forsgger at
klassificere nye indtryk svarende hertil.

At det forholder sig sddan er tydeligt at se ved at observere mindre bgrn,
der oftere end voksne klassificerer pd en ukonventionel made, der springer
i gjnene, fordi deres erfaringsgrundlag endnu ikke er sd udbygget. Skemp
[Skemp 86, p. 19] neevner som eksempel, at et barn pa to ar, der fgrste gang
ser en baby kravle henover gulvet, kan finde pa at g& hen og stryge babyen
over ryggen og klappe den p& hovedet, som om det var en hund. Hvorfor?
Fordi den to-arige har set adskillige hunde i sit liv, og pa den baggrund ab-
straheret “beveege sig pa fire ben” som en definerende egenskab ved hunde.
Alle nye indtryk, der har denne egenskab, inklusive en kravlende baby, klas-
sificeres derfor som veerende en hund, og behandles derefter.

Den centrale antagelse i modellen er s8, at processen med at abstrahere
og klassificere medfgrer varige mentale @ndringer, ved at de feellestraek, der
abstraheres ud af den stgrre sammenheng, far en selvsteendig repraesentation
i hjernen. Herved er der dannet et nyt begreb:

“Abstracting is an activity by which we become aware of simila-
rities (in the everyday, not the mathematical, sense) among our
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experiences. Classifying means collecting together our experien-
ces on the basis of these similarities. An abstraction is some kind
of lasting mental change, the result of abstracting; which enables
us to recognize new experiences as having the similarities of an
already formed class. Briefly, it is something learnt which enables
us to classify; it is the defining property of a class. To distinguish
between abstracting as an activity and an abstraction as its end-
product, we shall hereafter call the latter a concept” [Skemp 86,
p. 21].

Anna Sfard opererer med en lignende tredeling af processen frem mod
begrebsdannelse [Sfard 91, p. 16ff.]. Hun betegner de tre faser som hhv. in-
teriorization, condensation og reification. Som et vigtigt bidrag til model-
forstaelsen betoner hun, at de to fgrstnavnte faser er vaesensforskellige fra
den sidstnzevnte: Bade interiorization og condensation er udtryk for proces-
ser, som den leerende arbejder sig igennem, mens reification er udtryk for et
“spring” i bevidsthedsniveauet. ‘

Ved interiorization “veenner” man sig siledes gradvist til en bestemt made
at internalisere nye erfaringer pa, mens condensation udtrykker fortssettelsen
af denne proces frem mod en opfattelse af disse erfaringer som et “hele”; er-
faringerne kondenseres, s& kun fellestrackkene forbliver tilbage. Begge disse
former for intern reprasentation sker i forbindelse med, at man “bearbe;j-
der” de nye indtryk mentalt, og er derfor noget der uundgéeligt tager et vist
stykke tid. Kondenserings-fasen varer s leenge et eller flere nye indtryk sta-
dig internt er tzet knyttet til en sddan bearbejdning. Fra et vist tidspunkt vil
det imidlertid ikke laengere vaere tilfeeldet; feellestreekkene er blevet repree-
senteret som et selvstendigt begreb. Det er denne momentane “lgsrivelse”
fra erfaringsgrundlaget, Sfard betegner reification. Begrebsdannelse, som vi
mere mundret vil bruge synonymt med reification, er séledes defineret som
et ontologisk skift; en pludselig evne til at se noget velkendt i et helt nyt lys.
Med Anna Sfards egne ord: _ :

“Thus, whereas interiorization and condensation are gradual,
quantitative rather than qualitative changes, reification is an in-
stantaneous quantum leap: a process solidifies into object, into
a static structure. Various representations of the concept become
semantically unified by this abstract, purely imaginary construct.
The new entity is soon detached from the process which produ-
ced it and begins to draw its meaning from the fact of its being a
member of a certain category. At some point, this category rather
than any kind of concrete construction becomes the ultimate base

for claims on the new object’s existence” [Sfard 91, p. 20].
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Eksempler

Lad os se pa to eksempler Sfard naevner, der illustrerer ssmmenheaengen mel-
lem modellens tre faser i begrebsdannelsen. _

Hvis en person har dannet begrebet “negative tal”, s& kan internaliserin-
gen bestd i, at vedkommende bliver gradvist mere sikker i subtraktion som
en isoleret aktivitet. Kondenseringen kan som en naturlig fortseettelse heraf
bestd i, at vedkommende arbejder sig frem mod at kunne udskille det ka-
rakteristiske ved subtraktion ift. addition, multiplikation, osv., ved at kunne
gennemfgre aritmetiske manipulationer med stadig stgrre kompleksitet; fgrst
kun med addition og subtraktion af positive tal, s med multiplikation ind-
draget, s& med addition og subtraktion af bade positive og negative tal, osv..
Springet til at kunne betragte “negative tal” som et selvstendigt begreb er s&
sket, ndr vedkommende kan betragte negative tal som en eegte delmeengde
af de hele tal uafhengigt af aktiviteten “subtraktion”.

I forbindelse med begrebet “funktion” bestar internaliseringen bla. i, at
blive gradvist mere sikker i vha. en regneforskrift at udregne veerdier af den
athangige variabel for givne vaerdier af den uafheengige variabel. Kondense-
ringen bestar i dette tilfzelde i at blive sikrere og sikrere i at operere med
funktioner uden at interessere sig for specifikke veerdier af den uafhaengige
variabel. Operationerne kan fx. bestad i at tegne grafer, multiplicere og di-
videre funktionsudtryk med hinanden, samt finde sammensatte og inverse
funktionsudtryk. At “funktion” er dannet som selvsteendigt begreb kan fx.
vise sig ved evnen til at lgse ligninger, hvor et funktionsudtryk er den va-
riable stgrrelse, fx. differentialligninger, eller ved at kunne fortelle om de
generelle egenskaber ved og processer udfgrt med funktioner, der under kon-
denseringsfasen kun eksisterede som handle-kompetencer.

Begreber som grundlag for nye begreber: En hierarkisk struktur

Begreber, der pa basis af “trefase-modellen” er abstraheret direkte fra umid-
delbare sanse-erfaringer, kaldes primere begreber. Fra disse begreber kan vi
s& abstrahere begreber af hgjere orden, som s igen kan danne grundlag for
begreber af endnu hgjere orden, etc., hvilket ordner begreber i forskellige hie-
rarkier. “Af hgjere orden end” betyder abstraheret fra, direkte eller indirekte.
“Mere abstrakt” betyder her “fjernere fra direkte sanse-erfaringer”, hvilket
passer med hverdagsbetydningen af ordet “abstrakt”. P& figur 8.1, der er en
illustration af ideen om hierarkisk begrebsdannelse, vokser abstraktionsni-
veauet jo hgjere op man kommer i “kaeden” af begreber.

En karakteristik som denne af forholdet mellem flere begreber giver selv-
fglgelig kun mening, hvis begreberne tilhgrer samme hierarki. Fx. kan vi ikke
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ud fra disse retningslinjer sammenligne “A-dur” med “rgd”, selv om de fleste
nok vil betragte “A-dur” som mest abstrakt [Skemp 86, p. 24].

Concept C

[ Ohject C l--%
l

reification

condensation

: Concept B interiorization
“ : 1
Object B Processes
. on
I D
reification

condensation

Concept A interiorization
Object A : Processes
on
T A
reification

condensation

interiorization

Processes

Concrele
. ——‘91 ' on concrete
objects A
objects

Figur 8.1 Generel model af hierarkisk begrebsdannelse. Fra [Sfard 91, p. 22].

Hierarkisk begrebsdannelse og brugen af definitioner

Et umiddelbart resultat af at betragte begreber som hierarkisk ordnede er, at
der er en modsetning mellem, hvordan et begreb opfattes mens der arbejdes
med at danne det, og hvordan det opfattes efter det er dannet: S& laenge
der arbejdes med begrebsdannelsen, er den aktive bearbejdning af special-
tilfeelde for de fleste et npdvendigt udgangspunkt, fx. i form at operationer
med andre mindre abstrakte matematiske begreber, mens begrebet som selv-
steendigt velafgreenset objekt er et fjernt mal at straebe efter. Efter dette mal
er ndet, og begrebet har fiet “eget liv”, er det centrale netop at afgraense be-
grebet sa skarpt som muligt fra andre besleegtede begreber, hvilket indenfor
matematikkens verden er den rolle en definition har.
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Lige s& velanbragt definitioner er som hjeelp til en skeerpet afgraensning
efter et begreb er dannet, lige sd ubrugelige er de imidlertid til at indlede
begrebsdannelsen. At forsgge pa denne vis at forcere processen, svarer til at
forsgge at gge en persons omseetning af kulhydrater ved at tvinge ham til at
sluge maden:

“If the structural approach [det ‘lgsrevne’ begreb] is more abstract
than the operational [den aktive bearbejdning af specialtilfeelde],
if from the philosophical point of view numbers and functions are
basically nothing but processes, if doing things is the only way
to somehow ‘get in touch’ with abstract constructs—if all this is
true, then to expect that a person would arrive at a structural
conception without previous operational understanding seems as
unreasonable, as hoping that he or she would comprehend the
two-dimensional scheme of a cube without being acquainted with
its ‘real life’ three-dimensional model” [Sfard 91, p. 18f.].

Skemp neaevner som eksempel pa det samme, hvordan man skal forklare
en tidligere blind, der netop har faet synet igen, hvad “rgd” er [Skemp 86, p.
231.]. Et forspg pa en definition kunne veere: “Rgd er den farve vi oplever fra
lys med bglgeleengde i intervallet 0-6 mikrometer”. Lige s& nyttig en sddan
definition kan veere for en fysiker, lige s& ubrugelig er den selvfglgelig for
vores blinde ven. Der er ingen vej uden om at vise ham eller hende en masse
ting med forskellige farver, og s&—ved et navne hvilke af tingene, der lever
op til karakteristikken “rgd”—lade vedkommende danne begrebet selv.

8.1.2 En model baseret pd semantisk distance

Et alternativ til ideen om hierarkisk begrebsdannelse er den sikaldte sprea-
ding activation teori [Gade 97, p. 313fl.]. Den model af begrebsdannelsen, som
teorien benytter sig af, har stort set samme udgangspunkt som den forrige
hvad angér dannelsen af begreber fra umiddelbare sanseindtryk. Forskellen
bestér i, at tanken om en hierarkisk struktur forkastes, og erstattes med en
mere dynamisk struktur, hvor styrken af associationerne mellem de enkelte
begreber svarer til den sékaldte semantiske distance, jvi. figur 8.2:

“Ifglge denne model aktiveres det tilsvarende knudepunkt i den
semantiske hukommelse nér en person teenker pa, ser eller hg-
rer om et begreb. Aktiveringen spreder sig s til andre begreber,
kraftigst til de begreber som er semantisk teettest forbundne, og
svagere til andre med stgrre semantisk afstand” [Gade 97, p. 315].
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karetaj

solopgang

Figur 8.2 “Spreading.activation” netvaerk. Fra [Gade 97, p. 315].

8.2 Begrebsrelationer: Schema-teorien

Vi vil ikke her vezelge mellem hvilken af de to modeller, vi tror giver den
bedste beskrivelse af hjernens evne til at danne nye begreber, bla. fordi der
pt. stadig ikke er enighed herom blandt forskere indenfor kognitiv videnskab.
Flere steder, bla. [Hiebert 92, p. 67], neevnes det desuden, at der ikke er nogen
grund til at man ngdvendigvis skal veelge, da de to modeller for begrebsdan-
nelse sagtens kan teenkes i praksis at supplere hinanden, hvilket i sa fald blot
understreger kompleksiteten i den interne vidensrepraesentation.

Vigtigere for, at vi ikke leegger veegt pé at holde modellerne op mod hin-
anden er dog, at begge modeller er enige om det, der for os er det centrale,
menlig at begreber er gensidigt forbundet vha. meningsgivende relationer
mellem dem, og at disse relationer er styrende for, hvilke begreber der akti-
veres samtidigt. : ‘

At det er tilfeeldet betyder, at egenskaberne ved en givet begrebs-struktur
uanset valg af model ikke kan vurderes ved blot at “summere” meningsind-
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holdet i hvert af de indgiende begreber isoleret betragtet. Herved overses
netop betydningen af begrebernes indbyrdes relationer, hvilket ofte er det
afggrende for netop denne strukturs egenskaber ifm. udfgrelsen af de kogni-
tive processer. Skemp [Skemp 86, p. 37] naeevner som analogi, at det vel er
de feerreste, der pé basis af viden om de separate egenskaber for transistorer,
modstande, ledninger osv. kunne have forudsagt, at nér disse dele forbindes
pa passende vis, resulterer det i muligheden for at hgre radio-udsendelser.
For at understrege betydningen af at betragte en begrebsstruktur som et
aktiverbart samlet hele, indfgres betegnelsen schemas for sddanne strukturer:

“A scherna is an activated part of a semantic network. [. .. ] Thus, a
schema is always a representational, permanently modifiable unit,
a meaning structure of a particular (although restricted) scope
that represents actions, operations [...] or concepts” [Steiner 94,
p. 250].

Et schema, eller—som vi vil kalde det—en aktiveret semantisk struktur, kan
saledes sige at indeholde to ting: Dels en aktiveret viden om meningsindholdet
i en reekke begreber fra et semantisk netveerk, dels regler eller algoritmer, der
fastleegger de korresponderende forbindelser mellem disse begreber, og som
gor det muligt at de kan fungere som en integreret helhed.

8.2.1 Eksempler

Indenfor et domaene-specifikt omrade af en persons semantiske netveerk som
algebraisk matematisk viden, kan der fx. optraede begreber som “tal”, “brg-
ker”, “ligninger”, “funktioner”, “maengder”, “variable”, osv., som hver iszr re-
praesenterer en viden om en masse konkrete eksempler pa tal, brgker, osv..
Forbindelserne mellem disse begreber vil s3 inden for domeenet besta af ma-
tematiske operationer fra de simpleste hentet fra aritmetikken op til—for
eksempel—operationer fra infinitisemalregningen som differentialer og inte-
graler. En aktiveret semantisk struktur kan s fx. veere knyttet til “ligningslgs-

ning”, forstiet som at en person konfronteret med en ligning som for eksempel
4r -3 =-1+2z

uopfordret vil aktivere begreber som “variabel”, “konstanter” og “lighedstegn”,

” Q&

og forbindelser som “lige s& stor som”, “af samme slags som”, “pa samme side

af lighedstegnet som” og “kan forkortes til”. En anden person vil méske—
konfronteret med samme ligning—aktivere en semantisk struktur knyttet til
“ligningslgsning” bestaende af bla. begreberne “bogstaver”, “tal” og “vippe”,

b I3

og forbindelserne “blandet sammen”, “star alene”, “samle sammen”, “flytte
) » b] y
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rundt pa vippen uden at den tipper”, osv.. Der kan siledes veere stor forskel
pd, hvilken semantisk struktur den samme opgave aktiver hos to forskellige
personer. Betydningen heraf ift. forskellige forstielsesmaessige “platforme” for
videre leering, vender vi tilbage til senere.

P& hvert sted i begrebsabstraktionen kan et givet begreb indgd som
grundlag for abstraktion af begreber inden for mange forskellige domener
[Skemp 86, p. 37]. For eksempel vil begrebet “bil” for de fleste sammen med
begreber som “bus”, “tog” og “fly” veere med til at konstituere begrebet “trans-
portmiddel”, og sdledes konstruktivt aktiveres ifm. den semantiske struktur
~ repreesenterende handlinger som “hvordan skal jeg bringe mig hen til ...”.
For nogle vil “bil” imidlertid ogs& veere klassificeret som “statussymbol”, for
en gkonom som “importvare”, for en mekaniker som “levebrgd”, osv., i hvert
tilfeelde med mulighed for, at “bil” aktiveres som en del af en ny handlings-
betinget semantisk struktur.

Eksemplet skal tjene til illustration af, at hvert enkelt begreb kan have re-
lationer til mange andre begrebsstrukturer, og séledes blive aktiveret i mange
forskellige kontekster. .

Det geelder ogsa mere abstrakte begreber. For eksempel vil et begreb som
“variabel” for dig som matematik-kyndig blandt andet indgé i aktiverbare
semantiske strukturer sammen med matematiske begreber som ‘“funktion”,
“skalar”, osv., hvorfor du kan bringe disse begreber i spil samtidigt, mens det
for mange andre slet ikke eksisterer som begreb, og hvis det ggr, s struktu-
relt sammenhangende med hverdagsrelaterede begreber som “renteniveau”,
“indkomst”, mv..

Det samme galder begrebet “funktion”. At have dannet det som mate-
matisk begreb betyder som neevnt tidligere, at man kan kan operere med
det iforskellige sammenhaenge, diskutere betydningen af inverse og sammen-
satte funktioner, mv.. Men for mange har begrebet “funktion” kun mening i
sammenhange som at “have en funktion pa arbejdet”, “foretrakke funktio-
nelt design”; osv., hvorfor alene det at snakke om inverse og sammensatte
funktioner virker absurd.

8.2.2 Sammenfatning

Sammenfattende kan vi forsgge at illustrere sammenhzngen mellem et men-
neskes semantiske netvaerk af begreber og teorien om aktiverbare semantiske
strukturer—schemas—med en metafor fra matematikkens verden:

Hvis vi betragter begreberne i et givet semantisk netveerk som punkter i
et tre-dimensionalt rum, og forbindelserne mellem disse begreber som linier
mellem punkterne, s& kan vi teenke p& de aktiverbare semantiske strukturer
som snitflader gennem rummet. Nogle steder i rummet vil en snitflade inde-
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holde mange punkter og linjer, svarende til, at de domaner af det semantiske
netveerk, der “rammes” af snittet, rummer mange rigt forbundne begreber,
andre steder fzerre. Ogsé orienteringen af snitfladen spiller en rolle: Et snit
gennem et givet punkt vil i visse retninger indeholde linier til mange andre
punkter, i andre retninger maske slet ingen, svarende til, at der godt kan
veere mange forbindelser fra et begreb til begrebsstrukturer fra et bestemt
domene, samtidig med at det samme begreb ingen forbindelser har til be-
greber fra andre domeener. Hermed er ogsd den sidste vigtige sammenhaeng
antydet: Der kan vaere mange—i princippet uendelig mange—forskellige sni-
tflader gennem det samme punkt, svarende til, at hvert begreb kan indgd i
mange forskellige aktiverbare semantiske strukturer.

8.3 Neurovidenskabens bidrag

Savidt en modelbaseret analytisk tilgang, som indtil for ca. ti ar siden var
den altdominerende. Fgr da var neurologiens bidrag til forstielsen af raske
menneskers kognitive funktioner i det store og hele begraenset til, at kunne
udtale sig om hjernens helt overordnede struktur.

Vi har siledes tre hjerner; “krybdyrhjernen”, “pattedyrhjernen” og “neo-
cortex” (se [Gade 97, pp. 36-44] for en grundigere prasentation end den her
givne). Krybdyrhjernen, eller hjernestammen, er en forleengelse af rygmarven,
og er fprst og fremmest central ifm. aggression. I pattedyrhjernen ligger fgrst
og fremmest evnen til at have fglelser; evnen til at veere tiltrukket/frastgdt af
nogen. Stgrrelsen af neo-cortex, eller hjernebarken, er det der afggr mulighe-
den for intelligent adfeerd, fx. i form af kontrol med aggressioner og fglelser.
Det er siledes i forstielsen af neo-cortex’ virkeméde og samspil med de to
andre hjerner, vi skal lede efter et bidrag til udforskningen af de kognitive
funktioner. |

N&r der for ca. ti ar siden skete et gennembrud i forskningen heri med
dannelsen af kognitiv neurovidenskab som forskningsfelt, heenger det sammen
med udviklingen af en ny scannings-metode, der har gjort det muligt at se
“direkte ind i” den normale arbejdende hjerne; sikaldt positron emmisions-
tomografi (PET) (cf. [Gade 97, p. 72f1.] og [Law 97]).

Der er to vaesentlige ting at sige om neurovidenskabens bidrag til forstael-
sen af de kognitive processer. For det fgrste, at det stadig er begraenset, hvad
man kan sige om processeri hjernen, s& leenge man kun har statiske “fgr og
efter-billeder” at vurdere det ud fra (hvilket er hvad PET-scanning kan le-
vere), hvad neuro-psykologerne selv er de fgrste til at sige. For det andet, at
meget af det, man rent faktisk kan sige, bekraefter de antagelser om hjernens
funktionsmade, der er en central del af modellerne af begrebsdannelse. Vi vil
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her kort omtale to sddanne forhold.

8.3.1 Den plastiske hjerne

Man opererer med forskellige niveauer at analysere hjernens funktioner pa:
Fra funktionelle systemer over repreesentationskort til neuroner, synapser og
molekyler. Til forskellige psykologiske funktioner er forskellige niveauer mere
relevante end andre. Ofte er det forskningsmaessigt interessante, om analyser
af en given psykologisk funktion p4 flere forskellige niveauer giver resultater,
der peger i samme retning.

Det, der i relation til undervisning er den interessante “feellesnaevner” ved
neurovidenskabelige undersggelser pa flere af disse niveauer, er at hjernen—
ligesom musklerne—tilpasser sig ift. en ydre belastning som indleering. Man
snakker i den forbindelse om at hjernen er plastisk [Mogensen 97].

Leering a=ndrer det neurale netvaerk

Den méde, man bedst kan forstd den plastiske hjerne pé, er ved at se pa,
hvordan nervecellerne i hjernen er forbundet med hinanden, altsd ved rent
fysisk at se pa det neurale netveerk. Forskningen viser, at dette netveerk
eendres savel strukturelt som funktionelt i forbindelse med indlering.

Det centrale at forstd her er altsd selve “ledningsnettet”; nervecellerne og
synapserne. Under hver kvadratmillimeter af hjernebarkens overflade er der
ca. 100.000 nerveceller i et kompliceret netveerk af indbyrdes forbindelser;
sékaldte synapser. Hver nervecelle er forbundet til ca. 10.000 andre p& denne
made, jvi. figur 8.3. Ved brug af nervecellerne dannes synapser, séledes at der
dannes serlig effektive veje imellem nerveceller der ofte er i spil sammen, og .
saledes at hver nervecelle forbindes med bestemte andre ved bestemte former
for hjernearbejde [Mogensen 97]. Det bekrafter modellernes antagelse om,
at forskellige former for viden—i modellerne repreesenteret ved forskellige
sanseerfaringer—danner relationer ved at man processuelt opererer med dem.

Bestemte dele af hjernen sndrer stgrrelse

P& et mere overordnet niveau end de enkelte nerveceller har man konstateret,
at de omrader af hjernen, som modtager sanseindtryk, er organiseret som
en slags “kort” over kroppen eller omverdenen; sdkaldte representationskort
[Gade 97, pp. 47-53]. .

Man har leenge vidst, at disse “kort” var foranderlige i et barns fgrste
levedr, men indtil for 4 &r siden troede man, at de hos voksne mennesker var
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Cellekrop

Fedtskede

Terminaler til mod-
tageise af informationer

Figur 8.3 Skematisk tegning af typisk nervecelle med cellekrop og nervetrade.
Der er mange korte nervetride til modtagelse af informationer fra andre nerve-
celler og én lang celleudlgber, et sikaldt axon, til afsendelse af informationer i
form af nerveimpulser. Axonet forgrener sig for det danner kontakt til andre ner-
veceller. Kontaktpunkter—synapser—er angivet med trekanter. Til hgjre er vist to
- modtager-nerveceller af en anden type. Fra [Gade 97, p. 38].

faste og uforanderlige. Nye forsggsresultater vha. PET-scanning har imid-
lertid anfegtet denne antagelse, s& man nu regner med, at indlering af en
motorisk feerdighed medfgrer, at en hjernedel af speciel betydning for denne
feerdighed direkte vokser. Ved intensiv treening af aber har man over nogle
fa uger malt stgrrelseszendringer pd helt op til én centimeter.

Hvis resultater som disse kan overfgres fra indgvelse af motoriske feerdig-
heder til begrebsdannelse, kan det ses som en bekreftelse af den hierarkiske
models antagelse om, at der faktisk “tilfgjes” hjernen noget ifm. begrebsdan-
nelse. '
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8.3.2 Sammenfatning

Neuro-psykologen Jesper Mogensen var med sit foredrag p& konferencen
“Hjerne og leering” [Haderup 97] den der gjorde, at vi fik gjnene op for neu-
rovidenskaben som en veesentlig del af kognitiv psykologi. Han far ogsd lov
til at sammenfatte neurovidenskabens bidrag til forstaelsen af de kognitive
processer, idet han bade stiller og besvarer det spgrgsmal, der gg¢r, at vi tror
der er vaesentlige bidrag til forstdelsen i vente fra den kant:

“Samlet synes de omtalte forskningsresultater at pege overbevi-
sende pa en positiv besvarelse af spgrgsmalet : ‘Sker der i forbin-
delse med informationstilegnelse og problemlgsning en eendring
af hjernens synapse-forbindelser?’. Det lader altsi til, at selv den
voksne hjerne—samt naturligvis barne-hjernen—er i besiddelse
af en ‘brugs-relateret’ plasticitet. Denne plasticitet indebzerer, at
hjernens netveerk i forbindelse med problemlgsning, informations-
tilegnelse osv. (inklusive enhver form for oplevelse som senere vil
kunne genkaldes og alts& har veeret ‘lagret’) gennemgér en stgrre
eller mindre synapse-omstrukturering. Hvilke hjerneomréder, der
rummer de synaptiske endringer (samt formentlig hvilke former
for sndringer der er tale om), er primaert et produkt af de ‘psyko-
logiske parametre’, der karakteriserer den pageeldende problem-
Igsningssituation, oplevelse osv.” [Mogensen 97, p. 20].




Kapitel 9

Konsekvenser for potentialerne
ved problemlgsning og
modellering

Ingen af modellerne om hierarkisk begrebsdannelse og semantisk distance
skal opfattes som et forsgg pd en direkte beskrivelse af hjernens opbygning
og funktionsmade. Der er tale om analytiske modeller, hvis styrke primaert
ligger i at bidrage til at planleegge, samordne og analysere empirisk forskning.
P& denne vis bidrager modellerne til forsgget pd at forstd sammenhaenge
mellem de kognitive processer og forskellige former for “vidensmaessige input”,
hvilket vi allerede har givet eksempler pa, og i dette kapitel vil diskutere mere
indgaende.

At de resultater, neurovidenskaben specielt indenfor det sidste arti er
kommet med, pd mange omrader peger i retning af, at hjernens méde at
repraesentere ny viden pd tilsyneladende ikke ligger sa fjernt fra en mere
kompleks variant af modellernes fremstilling, gor selvfplgelig blot analyser
foretaget p& basis af modellerne endnu mere interessante.

Vi vil i dette kapitel omtale fire centrale kognitive funktioner, som na-
turligt falder i to dele: Hukommelse og genkaldelse, og forstaelse og leering.
Vi vil bruge mest energi pé analysen af de to sidstnzevnte. Det skal ikke
tages som udtryk for, at vi mener hukommelse og genkaldelse er af sekun-
deer betydning—béde forstaelse og leering forudscetier evnen til at huske og
genkalde—, men afspejler blot, at vi ift. problemlgsning og modellerings po-
tentialer har mest at sige om forstaelse og leering.

147
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9.1 Forstaelse og leering

At forstd noget betyder at assimilere det ift. en passende aktiverbar seman-
tisk struktur. Det forklarer det subjektive ved forstaelse, og understreger at
forstaelse ikke er “alt-eller-intet”. Den 1 indledningen naevnte fplelse af at vide
hvordan det fgles at have forstaet noget, kan nu ogséd forklares: Forstaelse af
et nyt begreb betyder, at man nu er i stand til at agere passende ift. en ny
gruppe af situationer [Skemp 86, pp. 43-44]. ’

Hvis et begreb er assimileret i mange forskellige aktiverbare semantiske
strukturer, vil det kunne aktiveres meningsfuldt i tilsvarende mange situatio-
ner. Med et navn lant fra grafteori, kemi og sprogvidenskab, kan vi “gradbgje”
en givet persons forstéelse af et givet begreb, ved at tale om hvilken valens
dette begreb har for vedkommende, forstaet som hvor mange aktiverbare
semantiske strukturer begrebet er konstruktivt assimileret i. =~

Denne form for forstéelse vil vi med et begreb fra [Skemp 77] referere til
. som relationel forstdelse med direkte reference til schema-begrebet, og pro-
cessen der fgrer hertil vil vi tilsvarende betegne relationel lering. Nar det er
ngdvendigt at tilfgje ordet “relationel”, er det for at kunne skelne operationer
med eksterne objekter (symboler, fysisk eksisterende genstande, osv.) baseret
pa en sddan begrebsforstaelse, fra samme operationer gennemfgrt uden at ob-
jekternes interne repreesentationer er del af en aktiveret semantisk struktur.
Denne form for handlen vil vi tage som udtryk for instrumentel forstaelse, og
parallelt hermed tale om instrumentel lering, hvilket altsd afspejler en slags
“rules without reasons” [Skemp 77, p. 20]. Man “ggr bare noget” uden at det
sker som en del af en stgrre sammenhaeng. :

Eksempelvis vil lgsningen af en ligning baseret p& opskrifter som “saml
alle ens led pa hver side af lighedstegnet ved at skifte fortegn pé leddet nér det
flyttes” veere udtryk for en instrumentel forstielse af “ligning” som begreb.

9.1.1 Forstéelse, leering og problemlgsning

Hvis et begrebs relation til nye aktiverbare semantiske strukturer udfordres,
er der tale om et problem. Problemlgsning kan pd denne vis opfattes som
aktivt at arbejde med at skabe forbindelser mellem begreber og aktiverbare
semantiske strukturer, der ikke allerede er assimilerede. Det betyder, at suc-
cesfuld problemlgsning uundgdeligt bidrager til den relationelle forstaelse ved
at medvirke til at gge valensen af de begreber, der aktiveres ifm. problemlgs-
ningen.

(velser kan derimod bade bidrage til at man forstaerker allerede eksiste-
rende forbindelser indenfor en aktiveret semantisk struktur, og alts3 séledes
forsteerker en eksisterende relationel forstaelse, eller vaere udtryk for instru-
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mentel forstielse, hvis gvelsesprocessen gennemfgres uden reference til en
semantisk struktur.

Nar vi mener denne forskellighed er vigtig at sld fast, er det ikke for at
kunne sige, at udbygning af den relationelle forstdelse vha. problemlgsning
til hver en tid er at foretraekke for instrumentel forstielse opbygget vha.
gentagne ensartede gvelser. Faktisk er langt det meste af, hvad man foretager
sig som menneske, heldigvis baseret pd automatiserede kognitive procedurer?,
som omhyggeligt fritager en fra at problemlgse hele tiden. Teenk blot p& de
tusindvis af motoriske feerdigheder, som vi hver dag uproblematisk benytter
os af: Vi gar uden at overveje, hvilket ben der nu skal sattes forrest; vi
drikker af kaffekoppen, uden at opleve afstandsbedgmmelsen op til munden
og koppens rette heeldning som problemer, der skal overvindes; etc.. Men den
selvfglgelighed, hvormed vi udfgrer procedurer som disse, skyldes ikke, at vi
er fgdt med disse evner. Tveertimod har s& godt som alt, hvad vi som voksne
foretager os, veeret et problem pa et tidspunkt i vores udvikling, som vi sa—
efter hardt og slidsomt arbejde—har overkommet, og siden gennem utallige
gentagelser gjort til en triviel gvelse.

Det geelder ogsa sikker og uproblematisk fastleeggelse af relationerne mel-
lem alle de begreber, vi betjener os af, s& de stemmer overens med den al-
mindelige forstielse, bide hvad angar dagligdags begreber og begreber fra
fx. matematik. For eksempel er algebraiske manipulationer med variable re-
prasenteret ved bogstaver—fx. ligningslgsning—et problem for en stor del
af eleverne i starten af gymnasiet. Det forsgger man s& som leerer at sendre
ved at sette eleverne til at lgse en masse ligninger i hab om, at ligningslgs-
ning for hovedparten af eleverne skifter karakter fra at veere et problem til
at veere en gvelse. Man arbejder med andre ord pé, at eleverne danner en let
tilgeengeligt semantisk struktur, hvor der er dannet konstruktive forbindelser
mellem begreber som “ligning”, “variabel”, “tal”, “plus”, “minus”, osv.. Fgrst
herefter er det muligt at gd videre med nye problemer, der traekker pa det at
kunne Igse ligninger uproblematisk, hvilket geelder stgrstedelen af arbejdet
med de begreber, gymnasiets matematikundervisning ifglge bekendtggrelsen
skal inkludere. A '

Pointen er altsd dels, at det er ved at kunne betragte hovedparten af de
opgaver, man stgder pa, som rutinemaeessige gvelser, man undgar at skulle
starte fra “Adam og Eva” hver gang, hvad enten det drejer sig og motoriske
eller matematikpreegede feerdigheder. Men det er kun, nar der arbejdes med
problemlgsning, at der sker en udvikling i retning af at gge antallet af forbin-
delser mellem de dannede begreber, og dermed graden af relationel forstielse.

1Tkke at forveksle med handlinger som at trakke vejret, svede, osv., der er styret af det
autonome nervesystem, og siledes uden for kognitiv kontrol.




150 Konsekvenser for potentialerne ved problemlgsning og modellering

Figur 9.1 Langt ude. Af Gary Larson. Fra [Gade 97, p. 208].

Arbejde med gvelser medvirker altsa i bedste fald til at konsolidere en eksi-
sterende forstéelse, mens problemlgsning medvirker til at skabe ny forstéelse.
Det er sdledes kun gennem problemlgsning at man larer noget nyt.

Der er alts3 en stor peedagogisk udfordring i for hver elev at finde den rette
vekselvirkning mellem gvelser og problemer, ikke mindst nar undervisningen
foregir i en klasse med 25 elever, der har hver deres optimale tempo for
udviklingen af den relationelle forstaelse.

Raekkefglgen af problemer og gvelser

Et ofte overset forhold er prioriteringen af problemer og gvelser ifm. intro-
duktionen af nye matematiske begreber i undervisningen. Hvis der, som det
efter vores vurdering ofte er tilfeeldet, indledes med at demonstrere begrebets
brug i relation til ganske bestemte snaevert afgraensede procedurer, hvorefter
sikkerheden i at gennemfgre disse procedurer gves, vil disse gvelser kun ak-
tivere ganske fa af de tidligere dannede begreber, som grzenser op hertil, og
derfor kun fremme en instrumentel forstéelse. Hvis der derimod indledes med
at forspge at danne relationer til mange af de allerede eksisterende begreber,
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vil ethvert efterfglgende forsgg pé gennem gvelser at forsteerke en bestemt af
disse relationer ofte medfgre, at der reflekteres over betydningen af de gv-
rige, endnu kun svage relationer, som derfor som en sideeffekt ogsa vil blive
forsteerket. I dette tilfaelde vil gvelserne derfor medvirke til at forstaerke en
allerede etableret relationel forstaelse.

Med den sprogbrug, vi har indtroduceret, betyder det, at relationel leering
konsoliderer forstielsen af de begreber, der allerede med stzerkere eller svagere
relationer tilhgrer den eksisterende semantiske struktur, der aktiveres ifm. en
bestemt gvelse: '

“The significance og this analysis is that if understanding [brugt i
betydningen relationel forstaelse] is built initially, then the ongo-
ing inventive process can operate on mental representations with
rich associations. The results of such inventions remain connec-
ted to the network of knowledge. Thus, inventions push student’s
current understanding. Inventions that operate on understanding

" can generate new understandings, a kind of snowball effect. [...]
If the argument is correct, it points to the importance of building
understanding—of creating rich networks of knowledge—when a
topic is first encountered” [Hiebert 92, p. 74]. :

Med den direkte forbindelse, vi mener der er, mellem udviklingen af relationel
forstaelse og praktisering af problemlgsning i undervisningen, er den klare
konklusion herpé, at man skal starte enhver undervisning indenfor et nyt
domzne med at lgse en masse forskelligartede problemer, og fgrst herefter
forstaerke de dannede relationer vha. gvelser.

9.1.2 Forstaelse, lering og modellering

Med beskrivelsen af, at man kan forstd betydningen af et begreb—og dermed
- bruge det aktivt—ift. visse kontekster (hvilket er det der ligger i at have det
integreret i visse aktiverbare semantiske strukturer), samtidig med at man
kognitivt set er uforberedt pd at inddrage begrebet i andre sammenhznge
(nemlig sammenheenge der trakker pé aktiverbare semantiske strukturer,
som begrebet ikke er assimileret i), kan vi nu beskrive, hvilke potentialer
matematisk modellering som elev-aktivitet har vurderet med et kognitions-
psykologisk udgangspunkt. Ved matematisk modellering bestar udfordringen
nemlig pr. definition i at skabe meningsfulde sammenhange mellem en vir-
kelig kontekst og begreber fra en matematisk formalisme. Herved arbejder
eleven akiivt med at assimilere disse begreber i semantiske strukturer, der ¢
udgangspunktet ikke er matematiske.
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Hvis der er tale om matematikanvendelse indenfor et virkelighedsudsnit,
som eleven har arbejdet med fgr og derfor ikke oplever problematisk, virker
modelleringen forsteerkende ift. allerede eksisterende relationer mellem de
matematiske begreber i spil og aktiverbare semantiske strukturer fra elevens
daglige erfaringsverden. Hvis det at forsgge meningsfuldt at relatere netop
disse aktiverbare semantiske strukturer til begreber fra matematikkens ver-
den er nyt for eleven, dvs. hvis det er et nyt virkelighedsudsnit, der forsgges
modelleret, vil modelleringen undervejs involvere problemlgsning, og séledes
medvirke til at forsteerke elevens relationelle forstaelse af de matematiske be-
greber i retning af virkelige problemstillinger. Det er denne orientering mod
virkelige problemstillinger i arbejdet med at gge valensen af de matematiske
begreber i spil, der kognitivt set er potentialet ved at inkludere modellering
i matematikundervisningen.

I trdd med vores placering af modellering som det mest kreevende yder-
punkt i spektret af anvendelsesorienterede opgaver, jeevnfgr omtalen i afsnit
2.4.2, vil den relationelle matematiske begrebsforstaelse tilsvarende kunne
orienteres mod anvendelsesorienterede problemstillinger, der er mere eller
mindre “tilpassede” en given matematisk behandling: Jo flere af de indle-
dende aktiviteter i modelleringsprocessen der overlades til eleven, jo mere
realistisk forekommende (uden for klasseverelset) bliver de problemstillinger
fra virkeligheden, der afgraenser hvilke semantiske strukturer eleven aktiverer.

I den henseende kan selv ikke nok sa veltilrettelagt problemlgsning inden-
for et isoleret matematisk domaene treede i stedet. Her assimileres de mate-
matiske begreber til semantiske strukturer med et rent matematisk indhold,
hvilket gger valensen af begreberne i retning af en mere sammenhangende
forstaelse af de matematiske relationer. Men mellem de samme begreber og
semantiske strukturer aktiveret ifm. virkelige problemstillinger, er der ikke
skabt nye neurale forbindelser, hvorfor muligheden for at aktivere disse ma-
- tematiske begreber, hvis en lignende virkelig problemstilling optraeder igen,
ikke er forbedret:

“The empirical results show that transfer is usually quite speci-
fic and contextually bounded. That is, transfer between tasks is
most apparent if there are specific external or internal elements
in common and if the tasks are situated in common contexts. If
the situational features of the task are considerably different and
if the tasks are similar only in general ways, transfer is unlikely”
[Hiebert 92, p. 75].

Der er med andre ord ingen direkte forstielsesmessig overforselsesveerdi
mellem rent matematisk opgaveregning og kompetence i konstruktivt at ak-
tivere matematiske begreber ifm. virkeligt forekommende problemstillinger:
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For at blive god til at anvende matematiske begreber i ikke-matematiske
sammenhznge, er det en ngdvendig betingelse, at man fgr eller siden lg-
ser problemer, der direkte udfordrer evnen til at forbinde disse begreber og
sammenheenge!

Det er vigtigt at understrege, at papegningen af manglende “transfer” ifm.-
matematisk problemlgsning kun geelder den direkte overfgrselsvaerdi. Enhver
matematikleerer ved, at de elever, der er gode problemlgsere i én situation,
ofte ogsd-er det i en anden, anvendelsesorienteret eller ej. Det skyldes imidler-
tid ikke den sneaevert matematiske relationelle begrebsforstéelse, men snarere
en raekke ikke-kognitive forhold som traenes ifm. problemlgsning af en vilkar-
lig art: Evnen til at anlaegge en strategisk betragtning, evnen til at handtere
en truende nederlagsfglelse, evnen til at arbejde med samme opgave gennem
leengere tid, mv.2 Fordi forhold som disse treenes uanset problemtypen, er der
en klar selvforsterkende effekt ved at mestre problemlgsning, som blot ikke
ma gere, at betydningen af problemlgsnings-domaenet overses.

For eksempel peger en sammenligning af professionelle matematikere og
novicers méde at handtere problemlgsnings-situationen pé, at det er den
generelle tilvenning, og ikke det matematiske begrebs-kendskab, der er den
afggrende forskel p& de to grupper [Schoenfeld 92, p. 354ff.]. Matematikerne
har tilsyneladende aktiverbare semantiske strukturer, der generelt er mindre
mal-middel styrede (instrumentelle) end novicernes, hvilket ggr det nemmere
for dem at teenke i problemets struktur fgr en egentlig lpsning forsgges.

Et eksempel

Vi har allerede ifm. omtalen af de fem opgaver fra side 11 nzevnt opgave
1 herfra som et eksempel pd en opgave, der kun tilsyneladende knyttede
forbindelser til et ikke-matematisk domeene, omend vi dengang brugte andre
ord, jvf. omtalen side 36ff.

Lad os som et aktuelt eksempel se p& opgave 3 fra dette ars (1998) skrift-
lige studentereksamen i matematik p&4 den matematiske linjes obligatoriske
niveau (B-niveau), gengivet i figur 9.2. Som opgaven er stillet, er der igen
kun tilsyneladende tale om trzening i at knytte en rzekke matematiske be-
greber til en ikke-matematisk semantisk struktur, her fra mikro-biologiens
verden. Ved at kigge neermere pd opgaveteksten kan vi analysere os frem
til folgende: a) Det fgrste spgrgsmal bearbejder forstielsen af hhv. afhen-
gig og uafheengig variabel ifm. en regneforskrift for en funktion (ved at bede
om at indsztte en givet veerdi af den afheengige variabel), samt leegger op
til treening 1 ligningslgsning; b) det andet spgrgsmal har ogsd hvad navn-

2Disse perspektiver pa problemlgsning omtales naermere i kapitel 10.
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Opgave 3 De {oigende figurer viser resultater fra en ‘undcrsegelée af, hvordan visse hav-
(ca. 1Spoiny  planter vokser og bliver spist (gresset) af mikroorganismer.
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[ en model. som bvgger pd de viste resultater. beskrives sammenhwengen mellem
planters veksthastighed v (antal celledelinger pr. degn) og deres relative overtla-
de x (m* pr. m’) ved

v=178-10"" X0
Beregn den refative overtlade. der svarer til en veksthastighed pd 0.1.
Beregn den procentvise stigning i v, ndr x stiger med 30%.

I samme model beskrives sammenh@ngen mellem den procentdel'af plantepro-
duktionen v, der spisés. og veksthastigheden v ved

y=1,89- 102 v0% .

Bestem y udtrykt ved x.

Figur 9.2 Opgave 3 fra skriftlig studentereksamen i matematik p4 matematisk
linje, obligatorisk niveau (B-niveau), maj 1998.

givning angér forladt biologiens verden, og opfordrer til at knytte begrebet
“procentvis zndring” (alternativt: “fremskrivingsfaktor”) til en forhdbentlig
eksisterende rent matematisk forstaelse af ligningslgsning (ved at bede eleven
om selv at opstille den ligning, der skal lpses); c) det tredje spgrgsmél er ogsé
selv hvad navngivningen angar rent matematisk, og bearbejder forstéelsen af
begrebet “sammensat funktion”, samt leegger op til trzening i regning med
potens-udtryk ifm. ligningslgsning. :

Det er saledes en opgave, der efter vores vurdering udfordrer forstaelsen af
en raekke matematiske begreber pa lidt utraditionel vis, og derfor for de fleste
elever vil vare et problem. Som sidan er det faktisk en god og uszdvanlig
lidt “standard-praeget” opgave, men der dannes ingen forbindelser mellem de
indgaende matematiske begreber og en ikke-matematisk aktiverbar semantisk
struktur. At vi ikke er alene om denne vurdering antydes af, at flere elever, vi
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snakkede med umiddelbart efter eksamen, var enige om, at det var en af de
sveereste af opgaverne i eksamensseettet, men ogsd spontant kommenterede
opgaven med noget i retning af; “det var egentlig en meget god opgave, men
hvorfor var de der tegninger der?”

Hvis samme datamateriale skulle bruges konsekvent til at knytte mate-
matiske begreber til domenet “levende organismers vaekst under givne ydre
omstandigheder”, skulle det eneste givne have veeret to tabeller med samhg-
rende veerdier af hhv. vaeksthastighed og overfladeareal og andel spiste plan-
ter og veeksthastighed. Spgrgsmalet kunne s& blot lyde: “Undersgg om der er
en systematisk sammenhangen mellem den andel af planteproduktionen der
spises, og planternes relative overflade. Kommenter svaret.”

Det er unaegtelig en sveerere, men ogsd betydelig mere meningsfuld opgave
i virkelig forstand, som man s& kan “gradbgje” ift. faserne i modelleringspro-
cessen, hvis man finder det passende.

9.2 Hukommelse og genkaldelse

Prgv at se fem sekunder pé hver af fglgende to raekker af bogstaver, deek s
paplret til, og pr¢v at reproducere rzkkerne:

CLNVODHLIW
RELATIONERMELLEMENHEDERNE

Hvilken af rackkerne var nemmest at huske? For alle normale voksne danskere
vil det vzere den sidste, selv om den indeholder dobbelt s& mange bogstaver
som den gverste raekke. Det skyldes vores tidligere omtalte evne til at klassi-
ficere informationer i meningsbaerende enheder, som altsd udover at veere et
skridt p& vejen mod begrebsdannelse ogsé g¢r, at vi kan huske mange enkelt-
informationer ved at “klumpe” dem til et sammenhangende hele [Hiebert 92,
p. 75]. N&r vi husker den sidste reekke af bogstaver langt nemmere end den
gverste, skyldes det, at gverste reekke indeholder ti enheder, der skal huskes
separat, mens man i nederste raekke kan ngjes med at huske de tre enheder
“relationer”, “mellem” og “enhederne”. Det er den relationelle forstielse af de
enkelte bogstaver i hvert ord, der ggr forskellen. Jo hgjere orden de begreber,
som symbolerne repraesenterer, er, jo stgrre er den meengde sanseerfaring,
der kan arbejdes med simultant, fordi begreber af hgj orden traekker lange
“keeder” af underordnede begreber med sig [Skemp 86, p. 29]. Der er altsé
ifglge modellen om hierarkisk begrebsstrukturer en direkte kobling mellem
evnen til begrebsdannelse og effektiv hukommelse.

Nar vi skal genkalde en erindring, er det afggrende ikke s& meget,
hvor mange underordnede begreber der “traekkes med”, men antallet af
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"

“Mr. Osborne, may | be excused? My brain is full.

Figur 9.3 Far Out. Af Gary Larson.

relationer—valensen—det givne begreb indgéir i. Et rigt forgrenet netveerk
giver mulighed for, at mange andre begreber vil kunne fungere som “cues”
ifm. genkaldelse af et givet begreb. Hver elaborering danner en ny “sti” til
erindringen.

Herudover vil en bestemt kontekst ofte skabe cues til de aktiviteter, der
finder sted i denne kontekst, hvorfor de huskes bedre hvis evt. gentagelse fin-
der sted i samme kontekst [Gade 97, p. 227ff.]. I forhold til at lzere at anvende
matematiske begreber indenfor ikke-matematiske domeener, fx. i forbindelse
med modellering, understgtter det pointen om, at man er ngdt til rent faktisk
at arbejde inden for disse ikke-matematiske domeener for at de matematiske
begreber assimileres heri.
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9.3 Opsummering og delkonklusion

Vi kan opsummere de vigtigste pointer ved hele fremstillingen i del II1, ved at
stille relationel og instrumentel leering op overfor hinanden. Vi mener saledes,
at relationel lzering har tre fordele ift. instrumentel leering:

a) Relationel lzering er hukommelsesmeessigt mere effektivt.
b) Relationel leering er selvforsteerkende som metode.

c) Relationel lering konsoliderer forstaelsen af de begreber, der allerede
tilhgrer den eksisterende semantiske struktur, altsa en form for leerings-
maessig “snebolds-effekt”.

Relationel lezering har to ulemper ift. instrumentel leering;:

i) Hvis en opgave betragtes isoleret, vil relationel lering ofte veere en
betydeligt langsommere méde at leere at udfgre opgaven pa.

ii) Eksisterende semantiske strukturer virker selektivt ift. ny leering ved at
gore det lettere at huske nye begreber, der passer ind i en eksisterende
semantisk struktur. Uhensigtsmaessige aktiverbare semantiske struktu-
rer kan derfor veere en lige si stor blokering for repraesentation af ny
viden, som hensigtsmeessige aktiverbare semantiske strukturer kan veere
en hjzlp. [Skemp 86, pp. 38-43].

9.3.1 Kognitiv psykologi og problemlgsning

Det, vi selv vil konkludere p& basis af den kognitions-psykologiske analyse,
er, at problemlgsning og arbejde med gvelser medvirker til at udvikle hjernen
pa to fundamentalt forskellige méder.

Arbejde med pvelser medvirker til at forsterke allerede eksisterende neu-
rale forbindelser indenfor en eller flere aktive semantiske strukturer, og giver
dermed en mere “driftsikker” instrumentel eller relationel forstdelse, athaen-
gigt af hvilken form for forstielse der eksisterer, nir arbejdet med gvelser
igangsaettes.

Problemlgsning medvirker til at danne nye neurale forbindelser mellem
begreber og aktiverbare semantiske strukturer, der ikke i forvejen indeholder
disse begreber, og gger dermed valensen af den relationelle forstdelse.




158 Konsekvenser for potentialerne ved problemlgsning og modellering

9.3.2 Kognitiv psykologi og modellering

Det veesentligste kognitions-psykologiske potentiale ved modellering er, efter
vores vurdering, at modellering udvider de domaener, som eleverne konstruk-
tivt kan aktivere deres matematiske begreber indenfor. Ved at anvende et gi-
vet matematisk begrebsapparat til at modellere en ikke-matematisk problem-
stilling, assimileres de matematiske begreber i en reekke ikke-matematiske
semantiske strukturer, der aktiveres ifm. denne problemstilling. En sadan re-
lationel forstaelse i retning af ikke-matematiske domaener opnés kun ved at
eleverne selv arbejder aktivt med en matematisk tilgang til problemstillinger
fra disse domeener. Hverken en laerer-guidet “rundtur” i model-verdenen, eller
nok s mange og veltilrettelagte matematiske problemstillinger med ringe el-
ler ingen’ anvendelsesorientering, giver eleverne forstielse af denne karakter.
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Kapitel 10
Konklusion og perspektivering

I kapitel 1 sammenfattede vi karakteristikken -af det problemfelt, vi ville
analyse, med fglgende spgrgsmal:

Hvordan kan vi konstruktivt karakterisere problemlgsning og mo-
dellering, og hvilke potentialer kan vi pd baggrund af hhv. mate-
matikfaglige og kognitions-psykologiske analyser argumentere for,
der er, ved at arbejde med problemlgsning og modellering i gym-
nasiets matematikundervisning?

Vihar nu i kapitel 2 grundigt analyseret og diskuteret betydningen af begre-
berne problemlgsning og modellering, og herefter analyseret deres potentia-
ler som elementer i gymnasial matematikundervisning, i kapitlerne 3-6 med
et matematikfagligt udgangspunkt, og i kapitlerne 7-9 med udgangspunkt i
resultater fra kognitions-psykologi. Nedenfor har vi i punktform forsggt at
sammenfatte, hvad vi undervejs i disse analyser har kunnet konkludere.

Med specialet har vi gerne villet bidrage til, at der pa sigt sker en sendring
af problemlgsning og modellerings rolle i gymnasiematematikken, der ogsé
viser sig i den daglige undervisning. Vi vil derfor i afsnit 10.2 runde rapporten
af med at pege pa nogle forhold, som vi mener er centrale at holde sig for gje,
hvis man vil forsgge at give problemlgsning og modellering en mere central
placering i undervisningen, end det er tilfeeldet i dag.

10.1 Konklusion

Begrebsmaessig klarhed muligggr reflekteret opgavevalg: Vi kan
temmelig preecist karakterisere matematikopgaver—herunder dem
stillet til studentereksamen—fra to vinkler: Dels om der er tale om
et problem eller en guelse relativt til en givet malgruppe, dels hvilke
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dele af modelleringsprocessen en givet opgave udfordrer modtageren til
selv at arbejde aktivt med, og hvilke dele der eventuelt er gennemfgrt
af opgavestilleren. Uanset hvilke begrundelser for at gennemfgre
matematik-undervisning man som enkeltperson eller som officielt
organ har, kan en sddan opgave-karakteristik bidrage til at skabe bedre
overensstemmelse mellem disse begrundelser og valg af opgave-typer.

Anvendelsesorienterede opgaver—et spektrum:

Modellering—en &rsags diskussion: Graden og omfanget af -

Anvendelsesorienterede opgaver udggr et spektrum med modellering
som det mest kraevende yderpunkt. Bedgmt ud fra en sammenholdelse
af det erklerede formal med gymnasiets matematikundervisning
under den gzldende bekendtggrelse, og de sidste otte &rs eksamens-

- opgaver stillet pd obligatorisk niveau, er det ikke en erkendelse,

der er udbredt blandt de ansvarlige tilrettelaeggere af gymnasiets
matematikundervisning.

anvendelsesorientering—og dermed ogsé modellering—i matema-
tikundervisningen er primaert en arsags diskussion, der fgrer tilbage til
den eksterne fagopfattelse af matematik.

Modellering og den gkonomisk/tekniske arsag: I halvtresserne, hvor

den eksterne fagopfattelse kan karakteriseres som teknologisk pragma-
tisme, spillede modellering en meget ringe rolle i gymnasiets matema-
tikundervisning, der udelukkende skulle leegge det matematiske funda-
ment til videre studier. '

I halvfemsernes matematikundervisning henviser den gkono-
misk/tekniske &rsag i stadig hgjere grad til matematiks anvendelser
indenfor ikke-naturvidenskabelige fagomrader parallelt med de tra-
ditionelle naturvidenskabelige anvendelser; matematikanvendelserne
er “eksploderet” i omfang dazkkende en stadigt bredere fagvifte. Mo-
dellering i gymnasiets matematikundervisning kan helt indiskutabelt
siges at have stort potentiale ift. at forberede eleverne p& at kunne
imgdekomme de arbejds- og studiemaessige krav, en sddan bredspektret
matematikanvendelse stiller.

Modellering og den individorienterede &rsag: Som vi vurderer det, er

gnsket om—parallelt med en teknologisk kompetence—at udvikle ele-
vernes demokratiske kompetence det vasentligste karakteristika ved
eendringen af det eksterne matematiksyn gennem de sidste ca. 20 &r.
Modellering i matematikundervisningen har et stort potentiale ift. ud-
vikling af en sddan demokratiske kompetence. Jo leengere vaek fra mo-
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dellering man kommer i spektret af anvendelsesorienterede opgaver, jo
mindre udvikles denne kompetence.

Ved siden af dette har primeert den informationsteknologiske udvikling
stillet avancerede redskaber til radighed indenfor den mere private (eller
dagliglivs) og erhvervsrettede sfeere. Iftht. at kunne udnytte disse tekno-
logiske landvindinger, har modellering i matematikundervisningen helt
indiskutabelt store potentialer.

Modellering og strukturalisme: Som reelt virkende &rsag bag 60’er-
reformen har vi peget pd det i matematik-uddannelsessystemet klart
oplevede behov for indsocialisering af tilstreekkeligt mange unge men-
nesker i en moderne udgave af matematik som videnskabsfag. Det fi-
losofiske udgangspunkt herfor kan helt entydigt siges at veere struk-
turalisme. Med et sddant udgangspunkt for matematikundervisningen
har modellering—i den betydning vi tilleegger begrebet—ingen umid-
delbare potentialer.

Modellering og socialkonstruktivisme: I den socialkonstruktivistiske
tilgang til matematik, med vaegt pad bla. proces, personligggrelse og
social kontekst, er der derimod store potentialer i at arbejde med mo-
dellering. Modelleringsarbejde understreger flere angrebsvinkler og me-
toder, udviklingsprocessen er karakteriseret ved dynamisk samspil af
flere aktgrer og viser dermed matematikken pa en ikke-autoriteer, ikke-
isoleret og ikke-produktorienteret méade.

Problemlgsning—en leeringsmaessig diskussion: Vagtningen mellem
problemer og gvelser i matematik-undervisningen er primeert en lee-
ringsmaessig diskussion, der fgrer tilbage til, hvilken form for forstaelse
man som enkeltperson eller som officielt organ gnsker at fremme.

Problemldgsning og relationel leering: Problemlgsning 1 matematik-
undervisningen har et leringsmeessigt potentiale ift. at udvikle
elevernes relationelle forstaelse af de indgdende matematiske begreber.
Deri ligger, at problemlgsning vil kunne bidrage til en langsigtet
forstdelse med anvendelsesmuligheder indenfor mange forskellige
domeener, men ogséd at det er en tidskreevende méade at arbejde med
stoffet pa.

Et leeringsmaessigt potentiale ved modellering: Modellerings veesent-
ligste leeringsmeessige potentiale er, at det—praktiseret som en proces,
eleverne selv arbejder sig igennem—udvider de domaener, som eleverne
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konstruktivt kan aktivere deres matematiske begreber indenfor, i ret-
ning af stegrre erfaringstilknytning. Ved at anvende et givet matematisk
begrebsapparat til at modellere en ikke-matematisk problemstilling, as-
simileres de matematiske begreber i en rackke ikke-matematiske sem-
antiske strukturer, der aktiveres ifm. denne problemstilling.

Samspil mellem problemlgsning og modellering: At problemlgsning
og modellering ofte vil veere i spil samtidig, da mange modelleringsfor-
lgb vil afstedkomme problemer undervejs, ggr det ikke mindre relevant
at kunne skelne mellem de udfordringer, de to typer aktiviteter afsted-
kommer, tveertimod. Evnen til at skelne oplever vi som en styrke ved
tilretteleeggelsen af undervisningen, bédde fordi man derved kan stille
skarpt pa, hvilke kompetencer det egentlig er, man gnsker at eleverne
udvikler, og fordi man i forbindelse med modellerings-aktiviteter lettere
kan analysere, hvori elevernes vanskeligheder ligger.

10.2 Perspektivering

10.2.1 Problemlgsning i matematikundervisningens
- praksis

I en oversigtsartikel fra 1994 om forskning i problemlgsnings rolle i matema-
tikundervisningen, heevder Lester at:

“Although acceptance of the notion that problem solving should
play a prominent role in the curriculum has been widespread,
there has been anything but widespread acceptance of how to
make it an integral part of the curriculum. To date, no mathema-
tics program has been developed that adequately addresses the
issues of making problem solving the central focus of the curricu-
lum” (citeret i [Barkatsas 96, p. 11]). '

Hvis man som vi tager denne péstand for gode varer, ogsd nar det gelder
hvordan problemlgsning er indplaceret i den gymnasiale matematikunder-
visning, og 1 gvrigt er enig i ovenstiende konklusioner, er der med andre
ord en stor udfordring i at eksperimentere med, hvordan man bedst saetter
problemlgsning pd dagsordenen, og—nok s& vaesentligt—Ileerer eleverne den
sveere kunst.

Alan Schoenfeld har—at dgmme efter hans publikationsliste—gjort det til
sit livsprojekt at udvikle en effektiv made at undervise i problemlgsning pa.
Med udgangspunkt i Polyas karakteristik af, hvad matematisk problemlgsning
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generelt indebeerer, jvf. omtalen i kapitel 2, har han i [Schoenfeld 85) og
[Schoenfeld 92] opstillet fem elementer, der er med til at afggre folks evne til
problemlgsning, og som derfor er vigtige at veere opmaeerksom pa i et eventuelt
forspg p& at undervise nogen i problemlgsning:

e Kognitive ressourcer.
o Heuristik.
e Kontrol og metakognition.

Foglelser i forhold til—og forestillinger omm—sig selv, omgivelserne, em--
net, og mere overordnet om matematik.

Skikke og sxdvaner i matematikundervisningen.

De to fgrstneevnte punkter har vi allerede diskuteret i rapporten. I kapi-
tel 9.3.2 argumenterede vi for, at problemlgsning kreever—og bidrager til at
udvikle—kognitive ressourcer i retning af evnen til at assimilere begreber i
nye semantiske strukturer (schemas), hvilket selviglgelig er lettere, jo flere
begreber og semantiske strukturer der er at bygge pé. I kapitel 2.6.2 frem-
lagde vi, hvordan Polyas bredt accepterede karakteristik af en generel metode
ifm. matematisk problemlgsning peger pa behovet for, at der undervises di-
rekte i en sddan heuristik. Vi vil derfor her ngjes med at kommentere de tre
sidstnaevnte punkter pd Schoenfelds liste.

Kontrol og metakognition

Metakognition er et ord, som bruges i flere forskellige betydninger. Den fgl-
gende definition af Flavell fra 1976 er ifslge Barkatsas den mest generelt
accepterede, fordi den udtrykker to centrale aspekter; overvagning og regu-
lering af ens egne kognitive processer:

“Metacognition refers to one’s knowledge concerning one’s own
cognitive processes and products or anything related to them,
e.g., the learning-relevant properties of information or data. Me-
tacognition refers, among other things, to the active monitoring
and consequent regulation and orchestration of these processes in
relation to the cognitive objects on which they bear, usually in
the service of some concrete goal or objective” [Barkatsas 96, p.
16).

Ved at studere hhv. eksperters og novicers problemlgsning er det tydeligt,
at en af de afggrende forskelle er evnen til kontrol med egne lgsningsstrategier.
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Udvikling af en sddan metakognitiv evne som en del af at lere eleverne at
tage ansvar for egen leering, bgr derfor prioriteres hgjt ved undervisning i
problemlgsning [Schoenfeld 87c, p. 192ff.] og [Barkatsas 96, pp. 18-19).

Fglelser og forestillinger

a) “Der var engang et land. Der boede en masse mennesker, som der som
oftest ggr i et rigtigt land, og de fleste af dem var gift, men aldrig
med mere end en af gangen. Utroskab forekom dog, men var pa det
strengeste forbudt. Nu forholdt det sig sledes, at alle meendene kendte

“til alle de utro koner, kun vidste ingen af dem, om deres egen kone var
tro eller utro. At spgrge hinanden faldt dem naturligvis ikke ind, endnu
fjernere var forestillingen om at sladre. Men kongen vidste om al denne
utroskab, sé han befalede, at dersom en mand opdagede, at hans kone
var ham utro, sa skulle han gjeblikkelig draebe hende samme nat. Ingen -
barmhjertighed! Nu gik der 63 dage og neetter uden at der skete noget,
men pé den 64-sindstyvende nat blev samtlige utro koner sliet ihjel.
Spergsmal: Hvor mange utro koner var der i landet?” [Bastian 92, p.
112f.].

b) Bestem stgrste- og mindsteveerdi, monotoniforhold og eventuelle
asymptoter for funktionen f givet ved

_ 322 — /22 +6

z2 — 3z

f(z) , x € [1;4]

Hvilken af disse to opgaver vil du helst bruge tid pa? Garanteret den fgr-
ste! Siden du har gidet leese helt hertil i rapporten, er du nemlig givetvis
matematiker i den forstand, at du er interesseret i, fascineret af og god til
matematik. Opgave a) vil derfor sikkert opleves som et problem umiddel-
bart, mens opgave b) er en rutinemeessig gvelse, som sikkert vil tage lidt tid
at lave, men ingen strategiske overvejelser kreever. Og som matematiker er
du naesten defineret ved, at du foretreekker matematiske problemer frem for
matematiske gvelser.

Pointen er, at en typisk gymnasieelev i en undervisnings- eller eksamens-
situation vil reagere lige modsat. Han eller hun vil genkende opgave b) som
en maske lidt sveer variant af en klassisk opgavetype; funktionsundersggelse.
Alle de indgéende delspgrgsmal er grundigt gvet i timerne, hvorfor han/hun
i hvert fald vil kunne starte p& opgaven, hvilket er afggrende for, at opgaven
virker “tiltalende” i en situation, hvor elevens forméen observeres, enten af
leereren og de gvrige elever ifm. den daglige undervisning, eller ifm. eksamen.
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Opgave a) vil i samme ufrie situationer derimod virke afskraekkende pa gym-
nasieeleven, dels fordi det ikke er givet, hvordan man i det hele taget skal
starte opgavelgsningen, dels fordi der er en vaesentlig risiko for, at man en-
der med at matte give op, hvilket unaegtelig fremkalder fglelser, som kraever
treening at handtere (hvis du vil prgve at klare opgaven uden “vink”, sa lad
veere at leese denne fodnote!).

Neurovidenskaben er iser indenfor det sidste &rti begyndt at kunne bi-
drage til forstielsen af fglelsernes betydning for leering. P& konferencen om
hjerne og leering, cf. [Haderup 97], holdt den finske hjerneforsker Ake Pals-
hammer et foredrag om dette emne, som vi kort vil referere.

Den nye hjerneforskning viser en emotionel hjerne. Hjernen har biologiske
kanaler, der tillader en fglelsesmassig reaktion at udgve direkte kontrol over
sind og krop uden om de bevidste, kognitive centre, som stadig spiller en
hovedrolle i det menneskelige sind. Fylelsernes overtagelse af kontrollen med
individet gaelder ogsd for det moderne menneske. Man taler om tilbgjlighe-
der til emotionel kapring af de mentale styringsprocesser, hvad der i en lang
rackke sammenhenge kan fgre til destruktiv adfeerd. P4 den anden side er den
fglelsesmeessige dynamiks betydning for, at de kognitive evner og den tradi-
tionelle intelligens kommer til udfoldelse, blevet stadig mere tydelig gennem
den seneste forskning. '

Selv om dette foredrag var et godt bud pé en forklaring af fglelsernes
betydning, s& er det unzegtelig sveert at bruge konstruktivt i den daglige un-
dervisning. Selv om der ggres mange forsgg pa bidrage hertil, naevnes det som
et problem, at forskning i fglelsernes indvirkning pé problemlgsning mangler
enighed om forskningsmetoder [Barkatsas 96, pp. 23-25]. En ting mener vi
dog er givet: Det er helt afggrende for succesfuld inddragelse af problemlgs-
ning i gymnasiets matematikundervisning, at der arbejdes direkte med at fa
eleverne til at fgle sig som “smé& matematikere”, hvilket blandt andet betyder,
at de foretraekker opgave a) frem for opgave b).

Skikke og szedvaner

Omtalen af fglelsernes betydning for evnen til problemlgsning, fgrer os na-
turligt over i en diskussion af, hvordan matematikundervisning i gymnasiet
typisk foregar. Schoenfeld neaevner en skik i matematikundervisningen (som
vores erfaring til fulde bekreefter), som har meget uheldige konsekvenser for
elevernes overordnede forestilling om matematik:

1Forudsaet at alle meendene er uhyre snedige og intelligente, og husk s, at utroskab
faktisk forekommer, dvs. der er mindst en utro kone. Hvis der faktisk kun er én, vil hendes
mand kunne regne det ud (hvorfor?), og derfor drabe hende fgrste nat. Da det ikke sker,
ma der altsd vaere mere end én utro kone. Herfra er det et spgrgsmal om induktion!
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“Suppose that during your entire academic career, every mathe-
matics problem that you were asked was in fact a straightforward
exercise designed to test your mastery of a small piece of subject
matter. You were expected to solve such problems in just a few
minutes: If you did not, it meant that you had not understood
the material and the material should be explained to you again.
Suppose in addition that this scheme was reinforced in class: Pro-
blems were expected to be solved rapidly, and teachers gave you
the solutions if you did not produce the answers quickly. having
had the experience over and over again, you might eventually co-
dify it as the following (implicit) rule: When you understand the
subject matter, any problem can be solved in 5 minutes or less.
The stronger form of this rule is even worse: If you fail to solve
a problem in 5 minutes, give up. Unfortunately, this story is not
hypothetical: My research indicates that this belief and a num-
ber of equally counterproductive beliefs about mathematics are
all too common among our students” [Schoenfeld 87b, p. 27].

Denne svada giver grobund for en—p3 sin vis triviel, men nok si vigtig—
konklusion, som er nem at forholde sig til som praktiserende matematikleerer:
Hvis man har et gnske om at lere sine elever at lgse problemer frem for bare
at gennemfgre gvelser, sd er det en ngdvendig betingelse, at de ofte i under-
visningen far tid og opbakning til rent faktisk at praktisere problemlgsning.

10.2.2 Modellering i matematikundervisningens praksis

Vedrgrende modellering, eller mindre radikal anvendelsesorientering, kan vi
forestille os mange forskellige svar pa spgrgsmalet om, hvordan det kan ind-
drages i matematikundervisningen. Werner Blum og Mogens Niss har forsggt
at inddele alle de muligheder, der i tidens lgb har veeret fremme, i nogle f&

hovedkategorier, og er néet frem til fglgende overordnede tilgange [Blum 91,
pp. 60-62]:

The separation approach. Arbejde med modellering foregér i separate
kurser adskilt fra den traditionelle matematikundervisning, der derfor
ikke behgver blive pavirket af inddragelsen af modellering.

The two-compartment approach. Matematikundervisningen er adskilt i
to dele. Fgrste del er et traditionelt kursus i “ren” matematik, der s3
i anden del forsgges anvendt p& mere eller mindre realistiske problem-
stillinger.
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The island approach. Matematikundervisningen er tilrettelagt som flere
succesive forlgb, der alle er styret af “the two-compartment approach”.
Herved far tilretteleeggelsen karakter af undervisning i “ren” matematik
afbrudt af “ger” med modellering. '

The mixing approach. Med denne tilgang assisterer problemlgsning og
modellering indlezeringen af matematiske begreber sé ofte, som det skgn-
nes muligt, bdde ved at motivere introduktionen af nye begreber, og
ved at bringe allerede introducerede begreber i spil i forskellige sam-
menhzenge. Herved kan indleeringen af den “rene” matematik og mere
eller mindre realistiske anvendelser heraf godt fremsté som ligeveerdige
stgrrelser for eleverne. Hvad angér tilretteleeggelsen er det imidlertid
karakteristisk for denne tilgang, at de to elementer i matematikun-
dervisningen er prioriteret siledes, at indholdet og raekkefglgen af de
matematiske begreber er givet p& forhdnd?, hvilket de valgte anvendel-
sesorienterede problemstillinger tilpasses efter.

The mathematics curriculum integrated approach. Her er udgangs-
punktet en raekke problemer, “rene” matematiske og/eller anvendelses-
orienterede, og matematik til at handtere disse problemer forsgges fgrst
udvalgt og udviklet efterfglgende. I princippet er den eneste restriktion,
at de behandlede problemer fgrer til matematik, der er relevant for og
lydig i forhold til den givne leeseplan for matematik.?

The interdisciplinary integrated approach. Her er problemstillingerne
ligesom i forrige tilgang styrende for, hvilke matematiske begreber ele-
verne introduceres for. Forskellen bestar i, at matematik med denne
tilgang ikke optraeder som selvsteendigt fag, hvorfor den matematiske
behandling af de valgte problemstillinger blot er et ud af flere elementer
i et tveerfagligt samarbejde.

Som neaevnt i kapitel 1 er det vores indtryk, at arbejdet med modellering
i gymnasiets matematikundervisning overvejende foregér som kortere velaf-
graensede forlgb, altsa efter “the island approach”. Dette indtryk bekreftes af
Blum og Niss som en international tendens, idet de i samme artikel neevner
denne og “the mixing approach” som de to fremherskende pa gymnasialt ni-
veau. Kun sjazldent opleves matematikundervisning tilrettelagt, s& det med

20m det er den enkelte leerer eller undervisningsministeriet, der star for denne del af
tilrettelaggelsen, er i denne sammenhaeng underordnet.

3“Here problems, whether mathematical or applicational, come first and mathematics
to deal with them is sought and developed subsequently. In principle the only restriction
is that the problems considered lead to mathematics which is relevant to and tractable in
the given mathematics curriculum” [Blum 91, p. 61].
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rimelighed kan rubriceres under “the mathematics curriculum integrated ap-
proach”, hvilket i sig selv er en medvirkende arsag til, at vi finder det specielt
interessant, at der eksperimenteres med, hvilke potentialer der er i denne til-
rettelaeggelsesform.

En anden grund til at vi vil pege pa “the mathematics curriculum integra-
ted approach” som den umiddelbart mest interessante tilretteleeggelsesform
at undersgge neermere, er at der sker et afggrende skift fra “the mixing ap-
proach” til “the mathematics curriculum integrated approach” med hensyn
til hvad der betinger hvad. I alle de fire fgrstnaevnte tilgange vil det veere lee-
seplanens liste over matematiske begreber, der styrer tilrettelzeggelsen, som
valget af opgavetyper herefter indordnes under. Dette forhold er—som det
fremgér af citatet ovenfor—byttet om ved “the mathematics curriculum in-
tegrated approach” og “the interdisciplinary integrated approach”, hvilket
selviglgelig kun ggr vores fokus pé valg af opgavetyper endnu mere relevant.
Og da den tveerfaglige tilgang ikke er praktisk mulig som gennemgribende
tilretteleggelsesform med gymnasiets nuverende fag-opdelte struktur, veel-
ger vi.at pege pd “the mathematics curriculum integrated approach” som
den tilretteleeggelsesform, der pa kort sigt virker mest interessant at arbejde
videre med. ' - y

Schoenfelds ovenfor citerede argument om, at tilveenning til at arbejde
mere end fem minutter med den samme opgave er centralt, mé ogsd geelde
lange modelleringsforlgb. Her er det méaske i mindre grad frustrationen over
ikke at kunne komme igang, der kreever tilveenning, men evnen til selv at
skulle stille de relevante underspgrgsmal, arbejde med samme problemstilling
1 leengere tid, mv.. '

10.2.3 Mulige indsatsomrader

Man kan forestille sig mange—ikke gensidigt udelukkende—forklaringer pa,
at kortere modelleringsforlgb langt fra fungerer optimalt i forhold til den
gnskede anvendelseskompetence, hvis man accepterer vores pdstand om, at
det er tilfeeldet. '

En mulighed er, at det er lerernes generelle kompetence i at ggre mate-
matikundervisningen anvendelsesorienteret, der halter. Det arsenal af paeda-~
gogiske virkemidler, som den enkelte larer er fortrolig med, er méaske ikke
tilstraekkeligt 1 forhold til denne dimension i undervisningen. Baggrunden
herfor kan bla. teenkes at veere, at de fleste gymnasielerere er uddannet pa
universiteter, hvor der er meget lidt fokus pd anvendelsen af matematik,
hvorfor de naturligt faler sig p& udebane, nar de paleegges at undervise heri.
Desuden stemmer et sddant paleeg ikke med den fagopfattelse, laererne selv
er blevet veennet til, hvorfor de p& forhdnd er modvilligt indstillede; den an-
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del af leererstaben, der som udgangspunkt er positivt indstillet ift. det at
arbejde med matematiske modeller i indervisningen, er méske forsvindende
lille. Bade nar problemet er usikkerhed og uvillighed, er det derfor massiv
efteruddannelse af den eksisterende lererstab, og pa sigt en reform af de
traditionelle gymnasieleereruddannelser i matematik, der er behov for.

En anden mulig forklaring er, at leererne fgler sig presset rent tidsmaessigt
af den store meengde snaevre matematisk-tekniske feerdigheder, eleverne stil-
les til regnskab for til den afsluttende eksamen. De bade vil og kan maske godt
sikre stgrre anvendelseskompetence blandt deres elever, men oplever anven-
~ delsen af undervisningstiden som et trade off mellem de matematisk-tekniske

feerdigheder pa den ene side, og pd den anden side kompetence i at anvende
disse faerdigheder pd ikke-matematiske problemstillinger. S& leenge man kun
bedgmmer de matematisk-tekniske feerdigheder til eksamen, vil mange lerere
veere styret heraf, og nedprioritere udviklingen af elevernes anvendelseskom-
petence til fordel for en mere snaver begrebsgennemgang, uanset hvad den
enkelte lzerer ville foretraekke i en situation uden bedgmmelse udefra. I dette
tilfeelde er det en sendret made at bedgmme elevernes kunnen, der er den
ngdvendige “medicin”. ‘ '

En tredje mulighed er, at undervisningsmaterialerne bredt anskuet er for
darlige. Problemet kan vzere de heefter, kapitler i lzerebgger, forlgbsbeskrivel-
ser mv., der anvendes, eller at der mangler relevante eksempler at arbejde
med, hvorfor eleverne altid oplever den samme type modeller, og tror at
brugen heraf er begrenset til den type, laereren foreslar. Kuren imod dette
problem er oplagt bedre undervisningstekster og stgrre spredning i model-
eksemplerne. : '

Fjerde forklaringskategori fremkommer ved at fokusere pé& eleverne. Pro-
blemet er maske slet ikke arbejdet med matematiske modeller, men generelt
det at leere at anvende teoretisk viden som fx. matematisk indsigt pd en
virkelig problemstilling. Man kunne haevde, at det kreever en stgrre grad af
modenhed og ansvarlighed i forhold til egen leering, end tilegnelse af mere
teknisk praegede feerdigheder, jvnf. diskussionen af metakognitive evners be-
tydning. Hvis gymnasieeleverne generelt ikke besidder en sddan modenhed,
kraever opnéelse af anvendelseskompetencen ift. matematik, at man enten ud-
skyder projektet til efter gymnasiet, hvor de elever, man mgder, forhdbentlig
har vokset sig modne, eller at man i hgjere grad, end det nu er tilfeldet, i
lgbet af gymnasiet opdrager eleverne i forhold til det at laere.

Efter vores vurdering er alle disse fire omrader veesentlige at arbejde videre
med, hvis man som vi gerne vil bidrage til, at gymnasieeleverne i hgjere grad,
end det synes at veere tilfaeldet i dag, konstruktivt og kritisk kan anvende den
matematik, de undervises 1.
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