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Abstract

I denne specialerapport prasenteres udvikling og afprgvning af et begrebsap-
parat bestadende af 9 modelkompetencer. De 9 modelkompetencer daekker til-
sammen de aktiviteter, der er forbundet bidde med opbygning og analyse af
matematiske modeller. Begrebsapparatet, som er videnskabsteoretisk funde-
ret, afprgves som analyseredskab pd empirisk materiale hentet fra undervis-
ningssituationer. Malet med denne afprgvning er bade at illustrere kompe-
tencerne og at undersgge begrebsapparatets analytiske kraft. Resultatet af
denne afprgvning er bla. at samtlige kompetencer kan genfindes i praksis, men
at det empiriske materiales karakter ikke har veeret optimalt til afprgvning af
alle kompetencer. Begrebsapparatet foreligger i en afrundet udformning, men
vil kunne videreudvikles blandt andet vha. anden type empirisk materiale.
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Forord

Denne specialerapport handler om hvilke kompetencer det kraever for at opstille
og analysere matematiske modeller. Rapporten er resultatet af et projektarbejde
pa 3. modul af matematikuddannelsen p& Roskilde Universitetscenter og skal op-
fylde studieordningens krav til praksisprojektet, hvor “matematikken som et fag,
der er genstand for formidling” skal behandles. Inspirationen til arbejdet har vee-
ret en stor interesse for matematikkens didaktik og de forskellige problemstillinger,
der knytter sig til matematik som undervisningsfag, kombineret med interesse for
matematikkens rolle i samfundet. Da vi med dette projekt afslutter vores kandi-
datuddannelse, har vi ogs& gnsket at forberede os p4 et eventuelt kommende job

som undervisere i matematik. '

Projektet er udarbejdet af Kristin Troels-Smith, Christine Iversen og Nina Skov
Hansen, som i fellesskab har arbejdet med det fra september 1995. I juni 1996
afsluttede Kristin Troels-Smith projektet med en eksamen pé& normal vis, da hun
tidligere havde skrevet speciale. Vi andre har i sommerens lgb arbejdet videre med
projektet pd baggrund af den forelgbige rapport, og resultatet er denne speciale-
rapport.-

Vi vil gerne takke nogle af de personer, som har haft betydning for dette projekt.
Fgrst og fremmest naturligvis Kristin Troels-Smith for hendes medvirken i projek-
tet. Hun har haft afggrende indvirkning pad hele det grundleggende arbejde med
begrebsopstilling, indsamling og analyse af materiale og rapportens udformning.
Vores vejleder, Morten Blomhgj, har vaeret en vaesentlig stgtte, og har altid veeret
parat med gode diskussioner og rad. De studerende p4 Roskilde Universitetscenters
Naturvidenskabelige Basisuddannelse, hvis rapporter og opgaver vi har analyseret,
takker vi for deres velvillighed. P& Frederiksveerk Gymnasium, Amtsgymnasiet i
Roskilde og Himmelev Gymnasium har vi haft inspirerende og oplysende samta-
ler med gymnasielerere om vilkarene for undervisning i matematiske modeller. I
for&ret 1996 preesenterede vi vores arbejde i studiekredsen for matematikkens og
fysikkens didaktik p4 IMFUFA. Her i medvirkede Karin Beyer, Morten Blomhgj,
Mogens Brun Heefelt, Jens Hgjgaard Jensen, Bent C. Jgrgensen og Mogens Niss,
og vi vil gerne takke dem for deres gode forslag og kritiske kommentarer.

Fra projektets sidste fase skylder vi Ole Skovsmose, Aalborg Universitet, en stor
tak for hans grundige kritik af den forelgbige rapport i forbindelse med Kristin
Troels-Smiths eksamen. Ogs& Tine Wedege, ph.d studerende i matematikkens
didaktik p4d IMFUFA, har gennemlast den forelgbige rapport og har givet
inspiration til det afsluttende skrivearbejde.

IMFUFA, Roskilde Universitetscenter, august 1996

Nina Skov Hansen og Christine Iversen







Indhold

Forord | | 1
Indledning : 7

1 Argumenter for undervisning i matematiske modeller 15
1.1 Kiritikargument . . . . .. ... ..o L 18
1.2 Nytteargument . . . e 21
1.3 Kulturargument . . . . .. ... ... ... ... ... ... 24
1.4 Dannelsesargument . . . . . .. ... ... ... ........ 26
1.5 Indleeringsargument . . . . . ... ... ... L. L. 28
1.6 Sammenfattende kommentarer . . . . .. ... ... ... ... 31

2 Opbygning af kompetencebegrebsapparatet 35
2.1 Strukturen i modelleringsprocessen . . . . ... ... .. ... 39
2.1.1 Modeleksempel: Overbooking affly . . . ... ... .. 43

2.1.2 Modelleringsprocessen i overbookingmodellen . . . . . 49

2.2 Modelkompetencer . . ... ... ... ... ... ... ..., 90
2.2.1 Struktureringskompetence . . .. ... ... . ... .. 50

2.2.2 Matematiseringskompetence . . . . .. ... ... ... 52

2.2.3 Afmatematiseringskompetence . . . . . . ... ... .. 54

2.2.4 Modellgsningskompetence . . ... .. ... ...... 56

2.2.5 Valideringskompetence . . . . . .. ... ... ... .. 57

2.2.6 Strategikompetence . . . . . . ... ... ... ... 58




4 Indhold
-2.2.7- Refleksionskompetence . . . .. ... .. ... .. ... 59

2.2.8 Kiritikkompetence . . . . . . . .. B 61

——= ..—2.2.9- Kommunikationskompetence . — . .~ .= 7. 62
2.2.10 En slutkommentar . ... ... .. ... ........ 63

2.3 Uddybning-og diskussion af begrebsapparatet . . .. ... .. 64
2.3.1 Schnacks handlekompetence . . . ... .. ... .. .. 64

2.3.2° Schoenfelds matematiske taenkniﬂg ........ ... 66

2.3.3 Skovsmoses videnstyper . . .. ... ... ... .... 73

2.4 Diskussion af modelkompetencerne i forhold til modeltyper . . 80
2.4.1 Gruppering af nogle modeltypeinddelinger . . . . . . . 81

2.4.2 Diskussion af modeltypeinddelinger . . . . . ... . .. 84

2243 Opsamling . . . .. ... ... .. ... 89

2.5 Diskussion af modelkompetencerne i forhold tii argumenterne . 90
2.6 Sammenfatning . . ... ... ... Lo 92

3 Afprgvning af kompetencebegrebsapparatet 97
3.1 Projektrapporten “Trafik modellering” . . .. ... ... ... 99
3.1.1 Beskrivelse af projektrapporten . . . . ... ... ... 99

3.1.2 Modellen i projektrapporten . . . . . ... .. ... .. 103

3.1.3 Analyse af kompetencerne i projektrapporten . . . . . 106

3.1.4 Opsamling pa analysen af projektrapporten . . .. . . 122

3.2 Opgavebesvarelser om “Lotka-Volterra modeller” . . . . . . . . 125
3.2.1 Beskrivelse afopgaven . . . ... .. ... ....... 126

3.2.2 Analyse af to opgavebesvarelser . . . . ... ... ... 127

3.2.3 Afrunding pa analysen af opgavebesvarelserne . . . . . 139

3.3 Sammenfatning . . . ... ... . o L 141

4 Metodeovervejelser og diskussion 149

Litteratur 159



A Opgaven og opgavebesvarelserne til “Lotka-Volterra model-

ler” 163
Al Opgaven . . . . . . .. h i 163
A.2 Opgavebesvarelse 1 (OP1) . . ... ... . ........... 166

A.3 Opgavebesvarelse 2 (OP2) . . . .. ............... 170







Indledning

Nar man taler om, hvilket udbytte studerende skal have af matematikunder-
visningen, bliver det nemt til en diskussion om, hvilke emner de skal have
kendskab til. Det er imidlertid vores - og nok ogsa de fleste matematikun-
derviseres samt didaktikeres - holdning, at det er mindst ligesd vigtigt at
diskutere, hvilke kompetencer man gnsker at bibringe studerende. At diskus-
sionen nemt bliver emnefokuseret, mener vi bunder i den omstandighed, at
. de kompetencer, der kunne komme pé banen, er darligere beskrevet, end em-
nerne er det. Dette kan skyldes, at der aldrig har veeret meget fokus pa dem
og/eller at de faktisk er sveere at beskrive. Vi har derfor fglt, at der var behov
for at uddybe de kompetencer, der kan udvikles i matematikundervisningen.
Dette projekt har siledes som malsztning at yde et bidrag, der kan hjalpe
til at nuancere diskussionen om matematikundervisningen.

Vi har valgt at fokusere pa de kompetencer, som er tilknyttet arbejdet med

matematiske modeller. Dette er til dels inspireret af indfgrelsen af modela-
spektet i 1988 for gymnasiets matematiske linie, men bygger ogsd pa, at vi
anser modeller for en vigtig del af matematikundervisningen. Heri ligger der
implicit, at vores matematiksyn indbefatter matematikanvendelser, som et
aspekt af videnskaben matematik. Dette skyldes, at vi anser det for umuligt,
at anvende matematik uden at involvere en matematisk model. Derudover
ligger der ogsé et bestemt syn bade p& matematiske modellers rolle i samfun-
det og p4 matematikundervisningens mal. Vi tilslutter os den overbevisning,
at matematiske modeller spiller en afggrende rolle i samfundsudviklingen. En
rolle der er kendetegnet ved, at den er med til at bestemme i hvilke retninger
udviklingen gér, og som derfor meget rammende af flere didaktikere betegnes
som samfundsformende. Vi anser det for en del af matematikundervisningens
maél at give de studerende en mulighed for bade at forstd og forholde sig kri-
tisk til dette forhold. Da vi siledes mener, at undervisningen i matematiske
modeller er ngdvendig for udviklingen af en kritisk demokratisk kompetence
hos de studerende, ser vi matematiske modeller som en vigtig del af mate-
matikfagets laeseplan. Vi har derfor fundet det sserligt vigtigt og interessant
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8 Indledning

--at undersgge; hvilke kompetencer-lige netop arbejdet med matematiske mo-
deller kan give studerende.

~ Formal
Formdlet med projektet er sdledes at bidrage til diskussionen om, hvilket
udbytte de studerende skal have .af at arbejde med modeller i matematik-
undervisningen ved at opbygge et begrebsapparat bestaende af kompetencer
tilknyttet arbejdet med matematiske modeller. Vores begrebsapparat er dog
ikke velegnet til at fungere som et direkte provokerende indslag i debatten.
Derimod gnsker vi dels at gge bevidstheden om, at det ikke kun er viden men

ogsa kunnen, som er mélet for matematikundervisningen og dels at nuancere
opfattelsen af, hvad der ligger i at arbejde med matematiske modeller.

Udover at fa styrket diskussionen om matematikundervisningen mener vi
ogsd, at der bade set fra et undervisnings- og et leringsmessigt perspektiv
er behov for en uddybet beskrivelse af, hvad de studerende skal kunne og
ikke blot, hvad de skal vide noget om. Formalet med at opbygge et kompe-
tencebegrebsapparat er séledes ogsé i en vis forstand at give bade leerere og
studerende et redskab til henholdsvis undervisnings- og indleeringsbrug.

Hvis det ikke kun er den formelle teoretiske viden, i form af pensum/emne-
lister, der er beskrevet, mener vi det vil vaere nemmere for leereren at til-
godese, at der i leringssituationer er en komplementaritet mellem viden og
handling. Med komplementaritet mellem handlinger og viden hentyder vi
til det forhold, at viden pa den ene side er grundlag for handlinger, og at
handlinger p4 den anden side giver grundlag for opbygning af viden.

Vi anser det for essentielt, at leereren i sin undervisning er opmerksom pa
hvilke kompetencer, hun sgger at udvikle hos de studerende. Dette skyldes, at
man ikke umiddelbart kan regne med, at studerende selv automatisk afleder
dem af et vilkdrligt modelarbejde. Undervisningen skal altsa tilretteleegges
bevidst pa en sddan made, at der skabes mulighed for, at de gnskede kom-
petencer kan udvikles. For at dette kan gennemfgres, er det naturligvis en
hjeelp for leereren, hvis der foreligger beskrivelser af kompetencerne. Hvis en
leerer feks. gnsker at bibringe studerende evnen til at kunne formulere et pro-
blem matematisk, skal de studerende ogsi gennem undervisningen bringes i
situationer, hvor dette er pakraevet. Med dette er det ogsa sagt, at det afgs-
rende for at kompetencerne udvikles er, at de studerende bringes/bringer sig
i situationer, hvor disse traenes - “learning by doing”.

Fra et leeringsperspektiv tror vi, at det er vigtigt, at der bliver sat ord pé
kompetencerne. De studerendes metakognition kan blive styrket ved at f&



relateret den konkrete aktivitet med den generelle kompetence. Det er altsa
vores overbevisning, at det i en leeringsproces er en fordel for den studerende
at fa praeciseret, hvad det er der skal til for at né frem til lgsningen af en given
opgave. Det at blive gjort opmeerksom pa hvilke generelle kompetencer, man
med fordel kan benytte i en bestemt situation, kan ggre det lettere for den
studerende at ggre brug af de samme kompetencer i nye situationer. Vi tror
med andre ord, at man hurtigere laerer generelle kompetencer ved at blive
bevidst om deres eksistens - ved at komme vk fra det “bare at ggre noget”
uden helt at vide hvorfor og hvordan.

Dette haenger meget sammen med de generelle problemer ved eksemplarisk
undervisning; eksemplet far stgrst veerdi som eksempel, ndr man ved, hvad
det er eksemplarisk for. Nar man som studerende arbejder med en matema-
tisk model, vil alle aktiviteter fgles staerkt knyttet til denne konkrete model.
Meget af arbejdet vil ogsd vaere specielt for eksemplet, mens andet vil veere
af mere generel karakter. Men den erhvervede viden og modelleringserfaring
bliver ikke af sig selv havet over det konkrete eksempel. Hvis kompetencerne
bliver bragt eksplicit p4 banen i undervisningssituationen, mener vi det vil
kunne hgjne de studerendes mulighed for at generalisere over de enkelte
aktiviteter og dermed anvende det tillerte i nye situationer.

Vores ambition om, hvordan henholdsvis lzerere og studerende skal kunne
benytte begrebsapparatet er indsnaevret til folgende: Vi forventer ikke at lee-
reren detaljet kan planlaegge hvordan en given kompetence kan blive udviklet
i et undervisningsforlgb ud fra begrebsapparatet. Men vi haber at en lzrer,
ved at f& udpeget de mest centrale aspekter ved modelarbejde, kan blive op-
marksom pd om vedkommende far tilgodeset de sider, som han er ude efter
at bibringe de studerende. Sagt med andre ord kan vores begrebsapparat
hjelpe en larer til at overskue om et givet undervisningsforlgb kan indfri
mdlet med det. Stgrst kraft mener vi dog apparatet vil give i analysen af et
afsluttet forlgb, da vi ikke vil give nogen fuldstzendig beskrivelse af, hvornar
de enkelte kompetencer kan komme i spil i modelleringsarbejde.

Med hensyn til de studerende vil vi ikke pastd, at det er en ubetinget fordel
at de far praesenteret kompetencebegreberne i den form, som vi giver dem i
rapporten. Vi vil kun fastholde, at det at f& sat ord p4 kompetencerne i en
leeringssituation - i en eller anden udformning - kan veere med til at stgtte
tilegnelsen af kompetencerne. Vi vil imidlertid ikke undersgge begrebsappa-
ratets egnethed set fra et indlaeringsmaessigt synspunkt Dette formal vil alts3
fa lov at fremst& som en pastand.




10 Indledning

Problemformulering - - : - : - -

Det centrale spgrgsmal for rapporten er fglgende:

Hvordan kan vi ?)E;}cribe, de kbmpetencer der er tilknyttet arbejdet med mo-
deller i matematikundervisningen?

- Den beskrivelse, vi gnsker at udarbejde, skal kunne bruges som analyseap-

parat pa forskellige situationer, hvor modelarbejdet har foregiet. Da vi har
lagt op til, at bade lzerere og studerende skal kunne drage nytte af kompeten-
cebeskrivelserne er det ngdvendigt med en hvis detaljeringsgrad. Imidlertid
er vi mere ude efter, at kompetencerne skal kunne genkendes end omvendt
fremprovokeres, s& vi stiler ikke mod en meget fin detaljeringsgrad. Vores
mal er for det fgrste at udpege de mest centrale aspekter ved modelleringsar-
bejde og dernzst i de enkelte beskrivelser af kompetencerne, at fa fremhaevet
alle vigtige facetter, siledes at vi giver en dekkende beskrivelse bade af den

~enkelte kompetence og af modelleringsarbejde.

Med kompetence mener vi den evne at kunne sztte viden og erfaring i sving i

nye situationer. Kompetencen er altsd at kunne udfgre forskellige aktiviteter
pa baggrund af viden og erfaringer.

Det arbejde der kan foregd med matematiske modeller i undervisningen, an-
ser vi for hovedsageligt at vaere af to typer: enten er der tale om at modeller
opbygges, eller ogsd foregar der en analyse af allerede opbyggede og feerdige
modeller. Det er klart at der ogsad kan veere tilfeelde, hvor begge typer af
modelarbejde er involveret. Eksempelvis vil videreudbygning af en eksiste-
rende model treekke pad begge typer. Det er kompetencer tilknyttet begge
disse typer af modelarbejde vi gnsker at beskrive.

Vi beskeeftiger os kun med matematiske modeller - ikke med modeller gene-
relt. En matematisk model er i vores opfattelse et symboludtryk, hvor symbo-
lerne bade henviser til matematiske begreber og til noget udenfor matematik-
ken selv. Vi fokuserer ikke pa nogen bestemt type af matematiske modeller,
men diskuterer forholdet mellem kompetencernes indhold og forskellige mo-
deltyper. Malet er derfor at begrebsapparatet dackker matematiske modeller
generelt.

Uddannelsesniveaumaessigt beskaeftiger vi os forst og fremmest med mate-
matikundervisningen pad gymnasie- samt indledende universitetsniveau. Vi
vil derfor ikke udelade, at der p4 et mere avanceret uddannelsestrin i uddan-
nelsen af en “professionel modelbygger” kunne vaere brug for kompetencer,
som ikke vil veere deekket ind af vores begrebsapparat. Vi er dog mere af den
overbevisning, at det ville dreje sig om andre aspekter af vores kompetencer.
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Metode

Opbygningen af begrebsapparatet involverer bade teoretisk og empirisk ar-
bejde. Selve udskilningen af kompetencerne foregar pé teoretisk basis ud fra
litteraturstudier af specielt matematikdidaktikeres arbejder. Praeciseringen
af de mest centrale aspekter ved de enkelte kompetencer bygger ligeledes
pé teoretisk analytisk arbejde. Samspillet mellem de forskellige kompetencer
afklares bade vha. teori og empirisk arbejde.

Det empiriske arbejde bestar af analyser af studerendes modelarbejder. Det
empiriske materiale bestar hovedsageligt af skriftligt materiale - naermere be-
stemt opgavebesvarelser og en projektrapport - men indeholder ogséd band-
optagelser af bade interview og dialoger mellem studerende i faerd med at
udfgre forskellige modelleringsaktiviteter samt observationer af tilsvarende
slags arbejder. I rapporten vil vi dog fortrinsvis inddrage det skriftlige ma-
teriale.

Det empiriske arbejde har overordnet to forskellige funktioner: dels fungerer
det som en afprgvning af, om - og hvordan - kompetencerne kan genfindes i
praksis og dels som en afprgvning af begrebsapparatets egnethed som ana-
lyseredskab. I det empiriske arbejde undersgger vi forhold som, om der er
for fa eller for mange kompetencer, om graenserne mellem kompetencerne er
for flydende og hvordan samspillet mellem kompetencerne er. Vi afdeekker
og illustrerer siledes aspekter af kompetencerne vha. eksempler fra det em-
piriske materiale. Denne afprgvning hjelper saledes til at forfine og nuancere
begrebsapparatet. Problemer i forbindelse med dette arbejde ligger til grund
for diskussionen af begrebsapparatets anvendelighed som analyseredskab.

Placering i det matematikdidaktiske felt

For at placere projektet i det matematikdidaktiske felt tager vi udgangs-
punkt i, at den didaktiske diskussion kan inddeles i tre niveauer: hvorfor,
hvad og hvordan. Hvorfor, angdr begrundelsesproblemet, med andre ord en
diskussion af mulige svar pa spgrgsmalet: “Hvorfor skal der undervises i ma-
tematik?”. Hvad, angar mulighedsproblemet, dvs. “Hvad skal der undervises
i?”. Holdninger til dette spgrgsmal vil p4 en eller anden made afhaenge af hvil-
ken holdning, man har til begrundelsen for at undervise i matematik. Sidste
plan af den didaktiske diskussion bensvnes ogsd implementationsproblemet
og cirkler om spgrgsmalet: “ Hvordan skal man undervise i matematik?”. De
tre niveauer er ngje forbundne, siledes at svaret pa det ene eller det andet af
de tre spgrgsmal vil veere pavirket af holdningen til de to andre (Niss, 1993).




12 ' Indledning

Efter ovenstidende inddeling hgrer vores arbejde med modelkompetencer til
pa hvad-planet. Dette plan afspejler sig i praksis bla. i leeseplaner. Det er
vores indtryk at laeseplaner i hgj grad indeholder en rakke emner, der skal

- --—gennemgas-i undervisningen-og ikke-s& meget-fzerdigheder-eller kompetencer; -

man gnsker at udvikle pd det pagaeldende kursus. Vores arbejde kan derfor
ses som et forsgg pa at give et supplement til de traditionelle emnelister.
Hvad-planet er-som neevnt sterkt influeret- af tanker fra-hvorfor-planet -
uden man dog kan tale om nogen entydig sammenhsng mellem de to planer.
For at sikre en fornuftig referenceramme til dette plan har vi derfor valgt
at se naermere pa begrundelsesdiskussionen i starten af rapporten. Vi ser
her pd argumenterne for at inkludere modeller i matematikundervisningen.
Disse argumenter er af normativ karakter, dvs. de sigter mod at na frem til,
hvad der bgr findes. Det sidste plan, hvordan-planet, i dette tilfselde hvordan
skal der undervises i modeller, er ikke i fokus i dette projekt, men vil kort
blive bergrt specielt i forbindelse med generelle overvejelser om indleeringen
af kompetencerne.

Vores hensigt med at opbygge et begrebsapparat om modelkompetencer er
normativ, da vi gnsker beskrivelsen skal bidrage til, hvad indholdet i under-
visning i matematiske modeller bgr veere. Da projektet tager udgangspunkt
i argumenter for modelundervisning har det ogsd et normativt fundament.
Det er dog ikke vores hensigt at argumentere for vigtigheden af nogle kom-
petencer fremfor nogle andre. Vores mal er at fa opbygget et indholdsrigt og
anvendeligt begrebsapparat om modelkompetencer. Dette projekt er sdledes
hovedsageligt analytisk og deskriptivt.

Rapportopbygning

Rapporten er opdelt i fire kapitler. Fgrste kapitel indeholder en gennemgang
af argumenter, der er blevet fremfort for undervisning af modeller. I kapi-
tel 2 praesenteres begrebsapparatet og i kapitel 3 afprgves det pad empirisk
materiale. Sidste kapitel indeholder metodeovervejelser og diskussion af be-
grebsapparatets status.

Vi har valgt at medtage en forholdsvis grundig behandling af argumenterne
for undervisning i matematiske modeller ud fra overvejelserne om, at disse
argumenter ngdvendigvis ma have indflydelse pd hvad det er, man @nsker
der skal vaere udbyttet af undervisningen. Dette skal ikke forstas s firkantet,
at vi mener man direkte og entydigt kan udlede kompetencerne af argumen-
terne. Hvilke kompetencer, der skal til for at tilfredsstille hensigterne bag et
givet argument, afhaenger bla. af hvilket syn man har pd l=ring, matematik,
samfundet mm. I gennemgangen af argumenterne inddrager vi nogle af de
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grundleggende holdninger til leering, matematik og samfund, som argumen-
terne mere eller mindre eksplicit bygger pa.

I kapitel 2 praesenterer vi kompetencebegrebsapparatet. Det bestar af 9 kom-
petencer, som er udskilt pa forskellig vis. Seks af kompetencerne er udskilt p&
baggrund af en undersggelse af de forskellige trin i en fuld modelleringsproces.
Tre andre kompetencer er identificeret pa basis af to matematikdidaktike-
res arbejder. T kapitlet gennemgér vi en del af det teoretiske fundament for
kompetencerne, selve begrebsapparatet (dvs. de ni modelkompetencer), di-
skuterer kompetencebegrebets status og diskuterer kompetencernes indhold
i relation til forskellige modeltyper. De enkelte afsnit i kapitlet har alle som
mal at nuancere beskrivelserne af kompetencerne.

Kapitel 3 indeholder en prasentation af det empiriske arbejde. Vi afprgver

hele begrebsapparatet pd dokumentation af to forskellige typer af model-

arbejde. Det ene arbejde involverer selvstendig modelopbygning mens det

andet har fokus p& analyse af eksisterende modeller. Det empiriske materi-

ale er udarbejdet af studerende pa den Naturvidenskabelige Basisuddannelse

pad RUC. Afprgvningen tjener som fgrnzvnt to hovedformal. For det fgrste
nuancerer det beskrivelserne af kompetencerne og medvirker dermed i selve

udviklingen af begreberne. For det andet. fungerer det som en slags test af

deres brugbarhed som analyseredskab.

Vi slutter af med at diskutere kvalitative metoder og specielt her indenfor, de
metoder vi har anvendt. Vi gnsker her at belyse forholdet mellem det empiri-
ske arbejde og begrebsapparatets indhold. I kapitlet diskuterer vi endvidere
det empiriske materiales egnethed til afprgvning af de enkelte kompetencer
samt hvilket andet empirisk materiale, der eventuelt kunne anvendes i stedet.
Formalet med kapitlet er at kunne runde rapporten af med en statusopggrelse
af hele begrebsapparatet.







Kapitel 1

Argumenter for undervisning i
matematiske modeller

Op gennem 1970’erne og 1980’erne blev der foretaget sendringer i bade fol-
. keskolens, gymnasiets og universitetets laeseplaner i matematik i retning af
at give matematikanvendelser en mere central placering. Gymnasiereformen
1 1988 udmgntede sig blandt andet i, at der ud over hovedemnerne blev ind-
fort tre aspekter for matematikundervisningen: et historisk aspekt, et model-
aspekt og et internt matematisk aspekt. Forud for og sidelgbende med disse
zendringer kgrte der en debat i fagdidaktiske kredse med fokus pé anven-
delsers og modellers relevans i matematikundervisningen. Debatten blev fgrt
b&de pa nationalt og internationalt plan fra sidst i 60’erne og kan ses som
en reaktion bade pa 60’ernes strukturalistiske matematikundervisning og p
den store udbredelse af matematik i samfundet med deraf fglgende nye kva-
lifikationskrav. :

I dette kapitel vil vi belyse hovedtraek af den internationale fagdidaktiske
diskussion af spgrgsmaélet om, hvorfor modeller skal indgd i matematikun-
dervisningen. Vi vil tage fat pa de centrale argumenter, som de fremtrzeder
i litteraturen, og give dem en uddybende analyse for at n frem til, hvad de
egentligt deekker over. Gennemgangen af argumenterne skal danne baggrund
for de fplgende kapitler. Alle synspunkter om hvad undervisning i matemati-
ske modeller skal indeholde, hvilke kompetencer den skal udvikle, og hvordan
den skal tilrettelaegges, vil bygge pa nogle mere eller mindre eksplicitte be-
grundelser for, hvorfor man skal undervise i modeller. Det bedste grundlag
for videre overvejelser, mener vi derfor, er en serigs behandling af begrundel-
sesspgrgsmalet.

Begrundelser for at inddrage matematiske modeller i matematikundervis-

15




16 Argumenter for undervisning i matematiske modeller

ningen; savel som for matematikundervisning generelt, kan naturligvis have
mange forskellige former og foregd pa mange forskellige niveauer. For eksem-
pel er det klart, at “samfundets” begrundelse for at tilbyde en given ma-
- —tematikundervisning-i gymnasiet-ofte mé&-have—en anden karakter end den
enkelte elevs begrundelse for at leere matematik. Elevers og lereres indivi-
duelle begrundelser er naturligvis relevante, ndr man eksempelvis vil forstd
hvordan leereprocesserne foregar, men de begrundelser vi vil diskutere, er
dem af mere generel art. Gymnasiets matematikundervisning har ligesom de
gvrige fag i gymnasiet bade en almendannende og en studie- og erhvervs-
forberedende funktion. Denne opdeling er vigtig, men i en mere dybtgiende
diskussion af begrundelser bade for modeller og matematik som sddan er den
ikke tilstraekkelig. De argumenter, vi vil diskutere, kan ikke opdeles i entydigt
studieforberende eller almendannende.

For at fa et overblik over de forskellige begrundelser for at undervise i mate-
matiske modeller kan man gruppere dem efter deres karakter. Vi har valgt at
opdele begrundelserne i fem forskellige argumenter. Disse fem argumenter er
ifglge de nyere oversigtsartikler over debatten repraesentative for de forskel-
lige typer af begrundelser, der har varet fremfgrt. Vi vil tage udgangspunkt
i Mogens Niss’ formulering af argumenterne i artiklen “Aims and Scope of
Applications and Modelling in Mathematics curricula” (Niss, 1989). Disse for-
muleringer er valgt, fordi de er kortfattede og forholdsvis praecise og dermed
velegnede som faxlles udgangspunkt for videre analyse og diskussion. Argu-
menterne kan i forskellige artikler optraede med lidt forskellige overskrifter
- og det er naturligvis altid vanskeligt at finde en god, preecis overskrift.
Herunder er gengivet forskellige overskrifter til de fem argumenter. Vi har
fremhavet de overskrifter, der vil blive benyttet i denne rapport.

o Kritikargument, kritisk kompetence argument, demokratiargument.

e Nytteargument, anvendelighedsargument, pragmatisk argument, uti-
litaristisk argument.

o Kulturargument, billede af matematikken argument, videnskabsori-
enteret argument.

¢ Dannelsesargument, formativt argument.

e Indlaeringsargument, effektiv matematikindlaeringsargument, psyko-
logisk argument.

Mogens Niss er professor i matematikkens didaktik ved Institut for studiet af Matema-
tik og Fysik samt deres funktioner i Undervisning, Forskning og Anvendelser, IMFUFA,
Roskilde Universitetcenter, Danmark.
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Det er vigtigt at veere opmaerksom pa, at denne opdeling i hgj grad er en
analytisk skelnen. Nir man konkret stgder p4 begrundelser for undervisning
i modeller, vil skellet ikke optraede ligesd klart. Hvert argument kan inde-
holde flere forskellige begrundelser, ligesom der ogsa er overlap mellem flere
af argumenterne. Styrken ved opdelingen er, at det giver et redskab til at
aflaese begrundelser, ogsd nér de ikke optrader helt eksplicit, ligesom det ge-
nerelt giver mulighed for at diskutere begrundelsesspgrgsmalet pd et klarere
grundlag.

I det fglgende vil argumenterne forst blive belyst enkeltvist, og dernzest vil de
blive sat op mod hinanden. I gennemgangen vil vi fortrinsvis holde os til det
niveau, som vi i indledningen kaldte “hvorfor-niveauet”. Vi vil dog inddrage
overordnede betragtninger fra de to andre planer, dvs. fra “hvad” og “hvor-
dan”, nar vi mener, det kan stgtte en bredere forstielse af begrundelserne. I
udfoldningen vil vi medtage synspunkter fra markante didaktikere sivel som
fra matematikundervisere, der har forholdt sig bade direkte og indirekte til
diskussionen. Disse eksempler fungerer i nogle tilfzelde som konkretiseringer
- af argumentet, og i andre tilfaelde skal de uddybe aspekter vedrgrende det
pageldende argument. En didaktiker, D’ Ambrosio?, optraeder i uddybningen
af tre af de fem argumenter. Dette har vi gjort bla. for at illustrere fgrnaevnte
pointe med, at skellet mellem de forskellige argumenter i praksis ikke er s3
skarp, som det kunne se ud til i en teoretisk gennemgang. Desuden udtrykker
D’Ambrosio nogle synspunkter pa en meget klar og forstaelig méde.

For at give belysningerne mere fylde vil vi uddybe nogle af de bagvedliggende
holdninger og synspunkter, som argumenterne bygger pé. Dette ggr vi, fordi
den enkelte didaktikers argument for inddragelse af modeller i undervisnin-
gen er pavirket af den pagaldendes syn pa, hvorfor der i det hele taget skal
undervises i matematik. Endvidere kan forhold som didaktikerens matema-
tiksyn, syn pa lering og pa uddannelse eller helt bredt menneskesyn implicit
bestemme holdningen til modellers inddragelse. Det er ikke vores hensigt at
gd i dybden med disse sammenhange konsekvent for alle argumenter, men vi
inddrager dem, nér vi finder det ngdvendigt for en fyldestggrende forstéelse
af det padgeeldende argument. Argumenternes tyngde vil ogsd blive overve-
jet undervejs. Hermed menes, om modellerne tildeles en uundveerlig rolle for
matematikundervisningen, eller om de far mere karakter af en mulighed, der
kan overvejes pé linie med andre indholdselementer.

Efter gennemgangen af de enkelte argumenter vil vi stille dem sammen. Her
vil argumenternes indbyrdes forhold og eventuelle overlapninger blive trukket
frem med henblik pa en preecisering af det enkelte argument og en vurdering

2Ubiratan D’Ambrosio er tilknyttet Campinas Universitet, Brasilien.
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-af, om de fem argumenter er “dzkkende”, eller om der kan-fremfpres begrun- -
delser, som ikke er indeholdt i dem.

T 1 : Kritikargumént

Evnen til at kunne vurdere matematikanvendelser i ikke-matematiske sam-
menhznge er kernen i dette argument. '

“Applications and modelling should be part of the mathema-
tics curriculum in order to:... generate, develop and qualify a
critical potential in students towards the use (and misuse) of ma-
thematics in extra-mathematical conterts” (Niss, 1989, s.23).

Arbejdet med modeller skal udvikle “a critical potential” overfor anvendelsen
af matematik. Til dette formal er matematiske modeller det helt centrale
middel, som ikke kan udskiftes med noget andet middel. Hermed er dog ikke
sagt, at modeller alene er tilstrakkeligt til at udvikle det kritiske potentiale
hos de studerende.

I en stgrre undervisningsmaessig sammenhang henger argumentet sammen
med et gnske om at udvikle en generel kritisk indstilling hos de studerende.
Denne kritiske holdning kan og skal ikke udvikles alene gennem matematik-
undervisningen. Det handler i stedet om, at alle fag dels forsgger at fremme
en generel kritisk indstilling hos de studerende og dels fremhzever kritik speci-
elt relateret til det pageldende fag. En del af den matematikrelaterede kritik
vil bestd i en vurdering af brugen af matematik udenfor matematikken selv. I
denne kritik vil man uundgaeligt skulle beskaftige sig med matematiske mo-
deller, da disse altid vil vaere i spil i enhver form for matematikanvendelse.
Matematiske modeller skal derfor ngdvendigvis medtages i matematikunder-
visningen, hvis man tilslutter sig ideen om at udvikle fagspecifikke kritiske
holdninger hos de studerende.

Hvordan skal den kritiske evne s& nermere forstas? En tolkning af dette
mé bade indbefatte en generel stillingtagen til, hvad det indebzrer at vaere
kritisk og derudover mere specifikt, hvad der ligger i at veere kritisk i forhold
til matematikanvendelser. Vi vil uddybe, hvad vi mener, der kan ligge i de
to ting pd baggrund af ideerne i “kritisk padagogik”3.

¥Kritisk paedagogik er en fllesbetegnelse for flere forskellige padagogiske retninger fra
1960’erne og 1970’erne, som bla. er inspirerede af Karl Marx. En generel introduktion til
paedagogikken samt dens relation til matematik findes i (Skovsmose, 1981).
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Det at kunne tage kritisk stilling til et problem eller omrade m& indbefatte
evnen til at kunne stille spgrgsmal til, kunne vurdere og veere i stand til at
finde alternativer til problemet og dets mulige lgsninger. Problemet kunne
omfatte en given anvendelse af matematik. Kritikken i forhold til matema-
tikanvendelser kan opdeles i intern modelkritik og samfundsrettet kritik. 1
den interne modelkritik vil de kritiske spgrgsmal angd det matematiske ind-
hold i modellen og dette indholds anvendelsesmuligheder og begraensninger.
Det vil sledes vare spgrgsmal indenfor det matematiske begrebsunivers. I
den samfundsrettede kritik er det forhold, som modellens forudszetninger og
begransninger i forhold til den virkelighed den beskriver og de involverede
interesser i modelleringsprocessen, der skal i fokus. En opfattelse af den sam-
fundsrettede kritik kunne vare, at den kan og skal udmgnte sig i handling.
Denne holdning implicerer, at man ved at forholde sig kritisk i forskellige
sammenhznge samtidig far udvidet sit handlingsrum.

De didaktikere, der argumenterer for at modeller og anvendelser er et middel
til at udvikle et kritisk potentiale hos de studerende, forbinder ofte denne
evne med dens ngdvendighed for demokratiet. Dette bygger pa en opfat-
telse af at matematik er en samfundsformende faktor. Med matematikkens
samfundsformende evne teenkes pd, at matematikken er med til at pavirke
den made vi opfatter virkeligheden p4 igennem at matematiske teenkemader
er vidt udbredte indenfor mange andre naturvidenskabelige og samfundsvi-
denskabelige fagomrader. Matematikken bruges ogsd konkret som et grund-
leggende redskab til at planlegge og traeffe beslutninger i mange forskellige
sammenhange af stor samfundsmassig betydning, feks. indenfor teknologi,
miljgplanlaegning, politisk og gkonomisk administration osv. P4 den méde er
matematikken med til at forme virkeligheden bade reelt og i vores fortolkning
af den. I artiklen “Kritisk matematikundervisning - ngdvendig men vanskelig”
fra 1984 skriver Mogens Niss:

“Nér matematikken er samfundsformende skyldes det mdden den
er vigtig pd. Forst og fremmest er de omtalte forhold som matema-
tikken spiller en rolle for, grundforhold i et steerkt styret samfund,
hvilende pé videnskabeliggjort produktion i bredeste forstand, og pd
et videnskabsfrembragt verdensbillede.” (Niss, 1984, s.24).

Kritikargumentet anvendes siledes ofte i forbindelse med diskussioner om
skolens demokratiske forpligtelse og hvad matematikundervisningen kan bi-
drage med i den henseende. Morten Blomhgj* udtrykker det sledes:

4Morten Blomhgj er adjunkt ved Institut for studiet af Matematik og Fysik samt deres
funktioner i Undervisning, Forskning og Anvendelser, IMFUFA, Roskilde Universitetcen-
ter, Danmark. Han forsker indenfor matematikkens didaktik.
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“..grundlaget for en lang rekke vigtige beslutninger, som har be-
tydning for den enkelte borgers arbejdsliv og deltagelse i det de-
mokratiske samfund tilvejebringes ved hjelp af matematiske mo-

--—deller.- — - - ——= ~ -

Efter min opfattelse mdé denne udvikling have konsekvenser for
matematikundervisningen. Matematikundervisningen md pd alle
niveauer bidrage til dannelsen aof en faglig kritisk dgmmekraft
overfor de matematiske begreber og deres anvendelse - i form
af matematiske modeller. Opbygningen of en sidan faglig dom-
mekraft anser jeg for at vere matematikundervisningens vigtig-
ste bidrag til udviklingen af en almen demokratisk kompetence.”
(Blomhgj, 1992, s.13).

Et demokratisk samfund bygger p, at folk er i stand til at vurdere og tage
stilling til, hvad der styrer samfundets udvikling. P4 grund af matematikkens
samfundsformende funktion bliver det at sztte unge i stand til at vurdere
matematikkens rolle i samfundet af afggrende demokratisk betydning. Der er
saledes en samfundsmaessig interesse i, at flest mulige borgere har en kritisk
dgmmekraft ogsé overfor problemstillinger, der involverer matematiske mo-
deller. Saledes bliver kritikargumentet meget vaegtigt i forhold til indfgrelsen
af modeller i matematikundervisningen.

Som det fremgéar af det foregdende er modeller og anvendelser en absolut
ngdvendig del af matematikfagets laeseplan, hvis man vil udvikle en kritisk
dgmmekraft i relation til matematik. Men det er ifslge Mogens Niss ikke
tilstrackkeligt:

“De ‘hirde’ sider of faget, hvis kerne er det stringente (ikke ngd-
vendigvis formalistiske) matematiske resonnement, kederne af
‘hvis-sd’-udsagn, er ofte blevet nedprioriteret i kampens hede.
Men hvis de udelades af matematikundervisningen, mister ele-
verne muligheder for at komme ind pé livet af nogle af de afgp-
rende forudsetninger for matematikkens rolle i verden.” (Niss,
1984, 5.24-25).

Ifglge Mogens Niss bygger det kritiske potentiale altsd i lige s& hgj grad
pé et indglende kendskab til de sider af matematikken, der traditionelt har
vaeret lagt stgrst veegt pa, de sdkaldt “hirde sider”, som pd et kendskab til
anvendelser og modeller.
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1.2 Nytteargument

Nytteargumentet tager udgangspunkt i, at matematik er nyttigt 1 mange
sammenhange, og at de studerende derfor skal settes i stand til at drage
fordel af denne omstandighed ved selv at kunne anvende matematik.

“Applications and modelling should be part of the mathema-
tics curriculum in order to:... prepare students to being able to
practice applications and modelling - in other teaching subjects,
as private individuals or as citizens, at present or in the future,
or in their professions.” (Niss, 1989, s.23).

[{

I Niss’ formulering af argumentet er “..to practice applications and model-
ling...” det centrale. Denne formulering, mener vi, ma daekke over bade det
at kunne modellere selv men ogsa over det at kunne forstd andres modeller
saledes, at man bliver i stand til at anvende dem.

‘Nytteargumentet i denne formulering er meget bredt og kan indbefatte mange
forskellige synspunkter pa malene for matematikundervisning. Den grundlaeg-
gende opfattelse, som argumentet bygger pé, er dog som naevnt i alle tilfzelde,
at matematik er nyttigt og vaesentligt, fordi det er et uundveerligt redskab til
at behandle og lgse mange vigtige problemer udenfor matematikken. Derfor
skal man gennem matematikundervisningen fa forudsaetninger for at bringe
matematikken i spil overfor sddanne problemstillinger. Nar nytteargumentet
anvendes for at inddrage anvendelser og modeller i matematikundervisnin-
gen, si er det i erkendelse af, at selv et grundigt kendskab til de matematiske
teorier ikke giver eleverne forudsatning for at kunne anvende matematik til
lgsning af ikke-matematiske problemstillinger, hvis ikke de har set og brugt
matematik i sddanne sammenhange for. Derfor skal anvendelser og modeller
have en central plads i matematikundervisningen.

NAar man taler om, at matematik er nyttigt, sd rejser det jo spgrgsmélet om
for hvem og i forhold til hvad, den er nyttigt. Den enkelte elev kan have
nytte af at beherske modellering. Det galder dels i forhold til, at mestre
umiddelbare dagligdags problemstillinger som feks. at kontrollere sin bon fra
supermarkedet, beregne tidsforbruget til middagstilberedningen osv. Men det
kunne ogs3 angd den nytte, den enkelte kan have af at kunne bruge mate-
matikken som redskab til bedre at kunne beskrive, forstd, hindtere og/eller
pavirke virkeligheden udenfor matematikken. Eller til at f4 bedre jobmulighe-
der. Den nytte vil kunne komme eleverne til gode bade i hverdags-, samfunds-,
studie- og erhvervsliv. I hverdagslivet vil det vaere til nytte hele tiden i min-
dre betydende sammenhange. Et simpelt eksempel p& dette kunne vaere, at
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et indblik i sandsynlighedsregning vil give en-bedre mulighed end ens intu-
ition vil ggre, for at tage et hensigtsmeessigt traek i et terningspil som feks.
backgammon. Eller det kunne vezere optimeringsproblemer, som at udnytte
--det-stykke-stof man-har-bedst muligt til fremstilling-af to joggingsst™ Den~
enkeltes nytte af matematikken i samfundslivet er ofte forbundet med, at der
er blevet anvendt matematik fra samfundets side. Her vil det vaere nyttigt
for den enkelte at kunne forholde sig til og vurdere beslutninger, der invol-
verer brug af matematiske modeller. Nar en kommune eksempelvis beregner,
at det er hensigtsmaessigt at nedlaegge en skole, s& kan det veere nyttigt at
kunne gennemskue grundlaget for sidanne beregninger og evt. argumentere
imod ved at inddrage beregninger pa andre faktorer som anses for vaesentlige
i spgrgsmalet. Denne form for nyttevaerdi er noget af det kritikargumentet
ogsa gnsker at fremme.

Ligeledes kan samfundet og erhvervslivet siges at have nytte af, at man ud-
danner dygtige modelbyggere, idet matematikanvendelser har stor betydning
for teknologisk udvikling og dermed for produktivitetsstigning, konkurrence-
evne og gkonomisk veekst. Selvfglgelig kan man ikke altid klart adskille den
enkeltes nytte fra samfundets, men alt efter hvad man har i fokus, kan det
resultere i forskellige vaegtninger af de enkelte dele i nytteargumentet.

Vi vil her komme med to forskellige eksempler pé, hvordan nytteargumentet
kan fremfgres. Det forste er af D’ Ambrosio, som vi naevnte indledningsvis, fra
artiklen “Historical and Epistemological Bases for Modelling and Implications
for the Curriculum” (D’ Ambrosio, 1989). Heri fremfgrer han argumenter for
modeller, der bade kan hgre under nytte-, udviklings-, og kulturargumentet.
I artiklen leegger D’ Ambrosio meget vaegt pa, at matematikken spiller en stor
rolle som redskabi mange situationer udenfor matematikken selv. D’ Ambrosio
fokuserer hovedsageligt pd matematikkens rolle i forbindelse med anvendelsen
indenfor andre videnskabelige discipliner.

“.. the growing problem of failure in the sciences [skolefagene red.]
because the students are unable to apply mathematics to elemen-
tary situations in the sciences...Efforts to close this gap between
learning mathematics and using it in other subjects has been a
concern of mathematics educators for some time, again trying
to knit together mathematics and others...the basic thread in this
knitting is techniques of modelling” (D’Ambrosio, 1989, s.21).

Modeller skal altsd inddrages i undervisningen for at satte studerende i stand
til at anvende matematik i andre fagdiscipliner. D’Ambrosio mener, at det
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naevnte problem ma betyde en gennemgribende omstrukturering af mate-
matikundervisningen med henblik pd at inddrage vaesentlige anvendelser i
undervisningen. Disse vil ofte veere matematisk komplicerede og vil derfor
ikke kunne indfgres med den traditionelle grundighed. For eksempel har fy-
sikere og biologer brug for og er i stand til at anvende komplicerede mate-
matiske redskaber, selvom de ikke har den formelt ngdvendige matematiske
baggrund. Ogs4 skolens undervisning ma @ndres, saledes at anvendelser af
avanceret matematik kan praesenteres pa tidligere niveauer, selvom det mé
ske p4 en mindre grundig facon. D’Ambrosios argument er altsd, at model-
ler og anvendelser skal indgd i matematikundervisningen, da det vil veere
nyttigt for de andre videnskabsomréder. Argumentet fir sin styrke gennem
det at matematik anvendes stadig mere og i flere og flere ikke-matematiske
sammenhaenge (D’Ambrosio, 1989, 5.26-27).

H. Banu® fremfgrer i artiklen “The importance of the Teaching of Mathe-
matical Modelling in Bangladesh” (Banu, 1991), nytteargumentet med en
anden veaegtning, hvilket folgende citat skal belyse: “The main objectives of
teaching mathematics in developing countries like Bangladesh are as follows.
... To encourage the students to develop mathematical models depending on
the requirements of the country,...” (Banu, 1991, s.118). Banu fremhaever, at
undervisning i matematiske modeller kan veere en hjalp for udviklingslande.
Bagved dette ma ligge en tro pa, at matematiske modeller kan bidrage til
udviklingen af gkonomisk vaekst og dermed i udviklingen af landet. Her er det
saledes nytten for samfundet, der er den vaegtige grund til, at de studerende
skal undervises i anvendelser og modeller.

Ud fra det foregdende skulle det vaere klart, at nytteargumentet ikke er ét
argument, men en samling af mange forskellige argumenter alt efter hvilken
“nytte” der fokuseres pa. Dette fokus vil ogsd have betydning for hvem og
p3 hvilke uddannelsestrin, feks. folkeskole, gymnasium, redskabsfag i anden
uddannelse eller matematikuddannelser, der skal undervises i modeller og
anvendelser. Fokuset vil ogsd have betydning for hvilke slags modeller, man
vil inddrage i undervisningen.

Der kunne altsd meget vel veere en sammenheseng mellem, om argumentet
leegger veegt pd samfundsnytte eller individuel nytte i den ene eller anden
forstand, og hvilket uddannelsestrin det er stilet mod. Forskellige vaegtninger
vil ogsd give argumentet forskellig veegt i forhold til de andre argumenter. Et
vaegtigt argument for indfgrelse af modeller i folkeskolen ville siledes sikkert
fokusere p4 elevernes nytte i hverdagssituationer. Mens et vaegtigt argument
i gymnasiet snarere ville laegge vaegt pd samfundsnytten eller maske pa den

H. Banu er tilknyttet University of Dhaka i Bangladesh.
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enkeltes nytte-af matematiske modeller i videre uddannelse eller fremtidige -
erhverv.

1. 3— i»{aljcﬁrargar;ef—lt

Dette argument har sit udgangspunkt i det syn pd matematikken, at anven-
delser af matematik er et aspekt af denne. Det fglger derfor som en naturlig
ngdvendighed at medtage disse anvendelser, ndr man gnsker at give de stu-
derende det fulde billede af matematikken:

“Applications and modelling should be part of the mathematics
curriculum in order to:... Establish a representative and balanced
picture of mathematics, its character and role in the world - such
a picture must encompass all essential aspects of mathematics,
and the application of mathematics and mathematical modelling
in other areas do form one such aspect” (Niss, 1989, 5.23).

Med kulturargument som overskrift prgver vi pa at indfange dette arguments
to foki. Det ene p& matematikkens karakter som en videnskab, der er i samspil
med verdenen udenfor eller med andre ord: matematikken som en szrskilt
del af kulturen. Det andet fokus er pd matematikkens rolle i verden, altsd
hvordan matematikken er en implicit del i kulturen.

Matematikundervisningen skal ifglge argumentet ikke bare give det indtryk,
at matematik er et fag, der kun relaterer sig til sig selv, men ogsa som et
fag der benyttes og kan bidrage til forstielsen af sammenhange i andre di-
scipliner. Argumentet bygger pa en overordnet malsetning om, at man med
matematikundervisningen gnsker at give den studerende et helstgbt billede
af videnskaben matematik. Ud over et kendskab til matematikkens produk-
ter og redskaber skal man ogsd vise de processer, der er kendetegnende for
arbejdet med matematiske problemstillinger. Undervisning i modellering kan
veere med til at belyse matematikkens mere eksperimentelle side. Med eks-
perimentel tanker vi pa, at matematik ikke bare bruges i modelleringssitua-
tioner, men ogsi skabes - eller i det mindste bliver modificeret, reorganiseret,
specialiseret eller p&4 anden made tilpasset til den bestemte problemsituation.
Lgsningen bliver ikke bare fundet, den bliver konstrueret. Ved at undervise i
modellering kan man derfor opné en bedre balance mellem produkt og pro-
ces (Niss, 1988, s.244). Anvendelser og modeller kan ogsa illustrere, via den
for omtalte skabelse af matematik, at der ikke bare er en fremstilling af de
forskellige matematiske teorier men flere forskellige udgaver.
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Vi mener, at der overordnet kan ligge to ting i at inddrage anvendelser og
modeller ifglge kulturargumentet. Anvendelsen af matematik til at 1gse ikke-
matematiske problemer er et vaesentligt aspekt ved matematik som viden-
skab. For at f& et nuanceret syn pa faget matematik skal de studerende for
det forste orienteres om dette aspekt, dvs. de skal praesenteres for vaesent-
lige autentiske modeller og anvendelser for at fa indsigt i og viden om dette
aspekt af matematikken. For det andet m& der ogsd ligge det, at de stude-
rende bliver sat til selv at opstille og analysere matematiske modeller, for
selv at opnd erfaring med de muligheder og begransninger, der ligger i at
anvende matematik. ’

Desuden skal anvendelser og modeller illustrere szrtraekkene ved videnska-
ben matematik, som en implicit del i samfundet. Hvad der kan ligge i dette,
vil vi uddybe ved at inddrage D’ Ambrosio. D’Ambrosio giver fglgende karak-
teristik af matematik: “By mathematics we understand the mode of thought
which began to take form in Greece some 2.500 years ago... The overall objec-
tives of this mode of thought are, as an etymological analysis would reveal, an
art or technique...of understanding, explaining, learning about, coping with,
managing, the natural, social and political environment.” (D’ Ambrosio, 1989,
s.24). D’Ambrosio betegner siledes matematik som en teknik eller kunst,
som er udviklet indenfor bestemte kulturelle grupper til at opfatte, forklare,
strukturere mm. den omgivende verden med, og at den dermed har vundet
indpas i mange andre videnskaber. For at f& de forskellige traek ved mate-
matikkens rolle i verden frem skal de studerende opné& en meta-viden om
matematikken. I arbejdet med dette, skal der reflekteres over forholdet mel-
lem faget matematik og omverdenen og til dette er anvendelser og modeller
et godt udgangspunkt, da disse giver en god mulighed for at treede udenfor
faget og betragte det, nar der arbejdes med det indenfor andre discipliner.
D’Ambrosio uddyber matematikkens rolle i andre videnskaber yderligere:

“Sociology, political sciences, psychology and even literary fi-
elds are joining economics and other subjects traditionally pla-
ced among the humanities in claiming credibility through the use
of mathematical models. In some cases it is no more than the
use of mathematical jargon. But it is the first step in adopting
a mathematical way of thought in dealing with their subjects. ...
Clearly this is an indicator of how influential mathematics is in
modern society. Mathematical thinking has acquired unpreceden-
ted prestige. Maybe this is the main reason why mathematics is
kept with such intensity as a major school subject.” (D’ Ambrosio,
1989, 5.26). ‘
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De andre-videnskabelige fagdiscipliner bruger altsd matematiske modeller til
at opnd “troverdighed” med. Bagved dette ma der ligge en opfattelse af, at
matematikkens sprog bade er brugbart og ideelt til at argumentere med. Ma-
-— - —tematiske-modeller kommer p& denne mide tilat forme den méde, der bliver
argumenteret pd indenfor andre fagdiscipliner. Citatet kan derfor illustrere
matematikkens samfundsformende evne, som vi omtalte i forbindelse med
kritikargumentet. Da D’Ambrosio ikke selv direkte navner nogle kritiske ar-
gumenter, har vi valgt at bruge citatet i forbindelse med kulturargumentet
og ikke i-forbindelse med kritikargumentet. Men vi vil naevne, at det kunne
have vaeret brugt til at illustrere aspekter af kritikargumentet.

Kulturargumentet har sit udgangspunkt i og er centreret om matematikken.
Da argumentet er af en sddan karakter, vil nogle tillegge det stgrst betyd-
ning i uddannelsen af professionelle matematikere, der skal have en baggrund
for at udfgre fagkritik og en mindre i de uddannelser, hvor matematik ude-
lukkende er redskabsfag. Deraf vil argumentet hovedsageligt fA betydning pé
gymnasieniveau ud fra et studieforberedende synspunkt, altsd som en mate-
matikundervisning der ogs skal forberede til en uddannelse som professionel
matematiker.

Andre mener, at det er gnskeligt, at den almindelige borger har en indsigt i
matematikkens rolle i verden, og at dette sa vil kreeve mere matematik pa de
lavere niveauer. Filosofien er, at der skal en stor viden om matematikken som
videnskab til for at forstd anvendelser af matematik samt disses begrzensnin-
ger og muligheder. Denne indstilling fgrer i nogle fremstillinger (Blum, 1991)
frem til, at kulturargumentet ogsa indbefatter det argument, som vi har kaldt
kritikargumentet. Sammenfaldet mellem argumenterne sker, fordi begge ar-
gumenter tager udgangspunkt i, at eleverne skal kunne reflektere og have en
meta-viden. I narvaerende argument skal disse egenskaber bruges til at give
et detaljeret og fuldstaendigt billede af matematikken, mens egenskaberne i
kritikargumentet skal hjalpe til at give et detaljeret billede af matematik
i samfundet. Desuden er der det sammenfald mellem argumenterne, at det
er af betydning for bade kritik- og kulturargumentet at der arbejdes med
autentiske modeller i undervisningen.

1.4 Dannelsesargument

Dette argument sigter pé, at der med indfgrelsen af modeller og anvendelser
kan bidrages til den studerendes personlige udvikling med nogle nzrmere
angivne egenskaber:
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“Applications and modelling should be part of the mathematics
curriculum n order to:... foster among students general creative

and problem solving attitudes, activities and competences” (Niss,
1989, 5.23).

Det er umiddelbart klart, at kreativitet og problemlgsning er nggleordene
i dannelsesargumentet. Disse to generelle egenskaber kan ifglge argumentet
udvikles hos de studerende i matematikundervisningen gennem arbejdet med
modeller. Argumentet bygger pa troen pé, at egenskaber der opbygges inden-
for et omrade, her matematikken, kan overfgres og bruges p4 andre omréader
og i andre sammenhange - kaldet “transfereffekt”.

Kreativitet og problemlgsende adfserd er generelle egenskaber, som al under-
visning kan stile mod at udvikle. Hvad der nsrmere ligger i disse egenska-
ber kan ikke afleses direkte af ovenstiende kortfattede udgave af argumen-
tet. I en anden artikel af Blum® og Niss uddybes beskrivelsen med fglgende
ord: “..overall explorative, creative and problem solving capacities, as well
as open-mindedness and selv-reliance.” (Blum & Niss, 1989, s.5). Under alle
omstaendigheder kan forskellige matematik-, samfunds- og leeringssyn fgre til
forskellige tolkninger af dels de specifikke ord “kreativitet” og “problemlgs-
ning” og dels helt generelt af, hvad et dannelsesargument kan indeholde. Der
er hermed abent for forskellige drejninger af dannelsesargumentet.

Den malsatning, som dannelsesargumentet bygger pa, relaterer sig siledes
hverken specifikt til matematik eller til anvendelser og modellering. Karak-
teren af dannelsesargumentet er dermed givet ved en fokusering pi nogle
generelle dannelsesegenskaber, der kan udvikles via matematikundervisnin-
gen med anvendelser og modeller som middel. Saledes ligger der i argumentet
en tro pé, at arbejdet med virkelige problemstillinger, som de studerende er
bekendte med, giver gode muligheder for at de studerende bliver selvsikre
og udforskende i forhold til det at laere, og at modelleringsproblemstillinger i
serlig grad kan motivere til problemlgsende adfzerd. Modeller og anvendelser
i sig selv er i denne sammenhang kun veesentlige i den udstraekning, at de
kan bidrage til de studerendes personlige udvikling.

Hvis man med udgangspunkt i ovenstidende karakteristik gnsker at give argu-
mentet vaegt, vil det vaere ngdvendigt at argumentere for, at matematikun-
dervisning i vaesentlig grad kan bidrage til en personlighedsudvikling, og at
matematiske modeller herunder giver nogle szrlige muligheder for en sddan
personlig dannelse.

SWerner Blum er didaktiker tilknyttet Department of mathematics, University of Kas-
sel, Tyskland.
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Ifglge D’Ambrosio (D’Ambrosio, 1989) er modelleringsprocessen selve essen-
sen af kreativitet. Om modelleringsprocessen skriver han: “This is the very
essence of the intelligent inquiry which distinguishes homo sapiens from other

--species:-Hence; modelling is-the essential feature of human intellectual beha-

viour.” (D’ Ambrosio, 1989, s.23). D’Ambrosio beskriver n@rmest hele pro-
cessen omkring arbejdet med modeller som “programmet” for menneskelig
erkendelse. D’Ambrosio mener desuden, at inddragelsen af modeller og an-
vendelser i undervisningen vil 3bne for, at matematikken ikke przesenteres
som endelig men som et fag med stadig opbygning af viden, og derfor vil be-
fordre en hvis kreativitet af de studerende, som udsattes for undervisningen.
D’Ambrosio argumenterer alts for, at modellering i szrlig grad kan bidrage
til personlig udvikling.

Med mindre man fuldt tilslutter sig D’Ambrosios tanker, mener vi, det er
problematisk at fremhaeve dannelsesargumentet som det eneste eller som det
vigtigste argument for modeller i matematikundervisning. Det er problema-
tisk at argumentere for eksistensen af en generel transfereffekt, og det kan
let udarte sig til det klassiske formaldannende argument. Gennem tiden har
formaldannende argumenter for matematikundervisning haft stor vaegt. Med
disse mentes at beskeeftigelsen med matematik i sig selv skulle sikre udvik-
lingen af generelle egenskaber som kreativitet, logisk tankegang mv. Denne
brug af formaldannende argumenter er de fleste efterhdnden meget skeptiske
overfor (Jensen & Kyndlev, 1994, 5.90).

Det vil veere mindre problematisk at anskue dannelsesargumentet som et
“underordnet” argument, der kan vzre en betingelse for eller middel til, at
intentionen i de gvrige argumenter kan virkeligggres. For eksempel, hvis ikke
de studerende er kreative, problemlgsende, selvbevidste mm. i en eller anden
udstraekning, er det sveert at se, hvordan de feks. kan blive kritiske model-
byggere med et afbalanceret og nuanceret syn p4 matematikfaget (hensigter
med henholdsvis kritik-, nytte- og kulturargumentet). P4 den méde bliver
dannelsesargumentet ikke et hovedargument for indfgrelsen af matematiske
modeller, men et forméalstjenstligt fglgeargument for de gvrige argumenter.

1.5 Indlxringsargument

Ifolge dette argument vil inddragelse af matematiske modeller i undervisnin-
gen ggre de studerendes matematikindlaering mere effektiv.

“Applications and modelling should be part of the mathema-
tics curriculum in order to:... assist students’ acquisition and
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understanding of mathematical concepts, notions, methods, re-
sults and topics, either to give a fuller body to them, or to pro-
vide motivation for the study of certain mathematical disciplines.”
(Niss, 1989, s.24).

Modellernes funktion i undervisningen er dels at virke motiverende for de stu-
derende og dels at medvirke til at give mening til de matematiske begreber,
for der igennem at stgtte begrebsdannelsen og give en stgrre matematikfor-
stéelse.

Argumentet tager udgangspunkt i den studerende og dennes laereproces, og
modellerne ses som et vigtigt redskab i den sammenhzng. Det centrale er
modellernes veerdi som padagogisk redskab mere end det, at de i sig selv
kunne vise noget vaesentligt ved matematikken eller samfundet.

N&r man mener, at arbejdet med matematiske modeller kan fremme be-
grebsdannelsen, ma det bygge pa et synspunkt om, at generelle begreber kan
erkendes ud fra konkrete eksempler pa deres anvendelse. Konkretiseringen
af matematikken i forhold til ikke-matematiske kontekster kan give eleverne
mulighed for at ggre konkrete erfaringer med matematikken, ligesom model-
arbejdet kan bygge bro til elevernes tidligere erfaringer og dermed stgtte dem
1 at knytte mening til nye matematiske begreber.

P4 den méade henger indleringsargumentet ngje sammen med det konstruk-
tivistiske syn pd laering”. Her er grundsynspunktet netop, at viden er noget
den enkelte konstruerer pa grundlag af egne erfaringer. Tilegnelsen af mate-
matiske begreber sker altsa gennem den enkelte studerendes konstruktion af
disse. Arbejdet med matematiske modeller kan give serligt gode muligheder
for, at en sddan konstruktion kan finde sted pa en hensigtsmeessig made.
I det efterfglgende samspil mellem de studerende indbyrdes og med lare-
ren kan der opbygges en fzlles begrebsforstaelse, der omfatter en passende
del af det matematiske begreb. I artiklen “Social konstruktivism som grund
for matematikundervisning” (Bjorkqvist, 1993) fremhzever Ole Bjérkqvist® en
lang raekke konsekvenser for matematikundervisningen, som fglger af et so-
cial konstruktivistisk udgangspunkt. Han naevner bla. at “Det dr viktigt for
en elev att ha konkrete upplevelser av situationer som kan matematiseres.

"Konstruktivisme er en generel teori for lzring og erkendelse, som findes i forskellige
mere eller mindre radikale variationer, og som har fiet stor udbredelse indenfor naturvi-
denskabens og matematikkens didaktik. Grundsynspunktet, at viden konstrueres hos den
enkelte, er fzlles for dem alle. Den “sociale konstruktivisme” betoner szrligt, at de sociale
sammenhange hvori indleeringen foregar, har betydning for den viden som konstrueres.

80le Bjorkqvist er professor i matematiske emners didaktik ved Institutionen for 13-
rerutbilding, Abo Akademi, Vasa, Finland.
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Begreppsbilding bygger pd strukturelle likheter i erfarenheter” (Bjorkqvist,
1993, s.14). Det er gennem variation af konteksterne, at de matematiske be-
greber far “livskraft” for eleven, som pd den made far en oplevelse af begrebet

-——= - —som almengyldigt. Derfor bgr matematikanvendelser va&re et vigtigt element ™ =

i matematikundervisningen (Bjérkqvist, 1993, s.14).

Det ville nok veere en fejlfortolkning at anklage indlaeringsargumentet for at
pastd, at matematiske begreber-kan forstés alene ud fra anvendelseseksem-
pler. I Niss’ formulering af argumentet hedder det da ogsd, at modeller og
anvendelser skal give en mere fuldstendig forstielse af begreberne. Der er
séledes snarere tale om, at udnytte den komplementaritet der bestar i, at
modellering pa den ene side fremmer forstéelsen af (og giver “livskraft” til)
de anvendte begreber, og p4 den anden side at forstielse af begreberne er
grundlaget for at kunne modellere ikke-matematiske feenomener. Det vigtige
er, at arbejdet med modeller giver nogle konkrete erfaringer, som begreberne
kan heenges op pa, og at dette virker motiverende for indleeringen.

Indleeringsargumentet optraeder i Kirsten Hermanns artikel “A foodproducing
factory” (Hermann, 1989). Kirsten Hermann® beskriver et tvaerfagligt un-
dervisningsforlgb med matematik, biologi, kemi, fysik og geografi. I under-
visningsforlgbet indgik bla. fabriksbesgg, hvor eleverne stiftede bekendtskab
med forskellige matematikanvendelser. Efter afslutningen af forlgbet arbej-
dede klassen pé traditionel vis videre med de begreber, som de havde mgdt.
Herom skriver Hermann:

“The happy ending is, that the students were unusually motivated
during the period of follow up: they had seen all the mathematical
topics at work in ‘the real world’!” (Hermann, 1989, 5.246).

For at f4 den gnskede motiverende effekt er det selviglgelig ikke uvaesentligt
hvilke ikke-matematiske sammenhaenge, der hentes modeller fra. Emnet skal
si at sige “fange” eleverne. Dette giver sig udslag i, at nogle modeller kan
virke motiverende for nogle elever og andre modeller pa andre elevgrupper.
Laereren kan evt. forbedre muligheden for en bredere motiverende effekt ved
at give eleverne nogle fzlles erfaringer til at bygge videre pa, feks. gennem
modelleringsforlgb eller ekskursioner, som i Hermanns eksempel.

Indleeringsargumentets betoning af at motivation og konkrete erfaringer er
afggrende for begrebsdannelsen, ggr det ogsd til et argument overfor nogle

%Kirsten Hermann er gymnasieleerer og har tidligere veeret ansat som fagkonsulent i
Undervisningsministeriet, Danmark.
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af de modargumenter og problemer, som inddragelse af modeller i under-
visningen ogsd rejser. Hvis modeller indfgres som et ekstra punkt pa pen-
sumlisten, rejser det naturligvis problemer mht. tid, prioritering i forhold til
andre emner, mv. Men indleringsargumentet betoner, at modelarbejdet ogsa
er en forudsatning for en hensigtsmessig og effektiv indleering af det gvrige
pensum.

Det er vigtigt at fastholde, at argumentet ikke siger noget om karakteren
af modellerne. Kriteriet for modeller er hverken deres eventuelle nytteveerdi
eller samfundsformende betydning, men kun i hvilken udstraekning de kan
motivere og stgtte elevernes indleering af pensummets matematiske begreber.

1.6 Sammenfattende kommentarer.

Vi har i det ovenstdende gennemgéet fem argumenter for hvorfor, man skal
inddrage matematiske modeller i matematikundervisningen. Disse argumen-
ter er af forskellig karakter, men nogle af dem overlapper ogsa delvis hin-
anden. De er ikke indbyrdes modstridende, s& et argument udelukker ikke
ngdvendigvis et andet, men forskellige veegtninger af argumenterne vil af-
spejle forskellige syn pad matematikundervisning og modeller. Inden vi i det
fplgende ser lidt naermere pa argumenternes indbyrdes sammenhsng, resum- -
merer vi kort de forskellige argumenters udgangspunkter.

Dannelsesargumentet og indleringsargumentet tager begge deres udgangs-
punkt i den studerende og henholdsvis dennes personlige udvikling eller
leereproces. Nytteargumentet kan have sit udgangspunkt i den studerende
eller i samfundet (nytte for den ene eller det andet). Derimod er kritik-
argumentet alene centreret om samfundet. Mens kulturargumentet er det
eneste, der tager udgangspunkt i matematikken, og séledes fremstar som et
argument, der er centreret om at belyse matematikken som en videnskab.

Werner Blum har i sin fremstilling (Blum, 1991) ikke medtaget kritikargu-
mentet som et szerskilt argument, men ser det som indeholdt i de andre,
specielt i kulturargumentet. Nytteargumentet og kulturargumentet kan da
ogsé begge siges at have kritiske perspektiver. Nytteargumentet gar bla. p4,
at den enkelte ville f& bedre handlemuligheder i forhold til ikke-matematiske
problemer gennem erfaringer med matematiske modeller, og her i kan ligge
en kritisk dimension. Derudover vil vi mene, at det ofte vil vaere relevant at
foretage en kritisk vurdering af eventuelle interne problemer i modellen og af
modellens gyldighedsomréde i forhold til virkeligheden, hvis matematikken -
i form af matematiske modeller - skal vare nyttig.
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Kulturargumentet for inddragelse af modeller 1 undervisningen kan ligeledes
tolkes kritisk. Synspunktet, at autentiske modeller er vaesentlige for at fa et
nuanceret billede af, hvad matematik er som videnskab, leegger ogsé op til en

- generel-refleksion-over, hvordan matematik-indgar-i-samfundet og i forhioldet—

til andre videnskaber, og hvad der er modellernes styrker og svagheder. Det
kan tolkes kritisk/demokratisk, men kan ogsd angd en mere snaver intern
modelkritik.

NAar vi vaelger at medtage kritikargumentet som et argument for sig - selv
om det netop er illustreret, at det kunne indgd i de andre argumenter -
er det fordi, det fremhever nogle vasentlige argumenter for inddragelse af
modeller i undervisningen, som ikke ngdvendigvis indeholdes i de gvrige argu-
menter. Seerligt matematikkens samfundsformende funktioner er ikke noget,
de andre argumenter umiddelbart tager op. Argumentet understreger der-
med matematikundervisningens demokratiske forpligtelse pd en langt mere
direkte made end de gvrige. Man kan sige, at kritikargumentet pd en made
implicerer nytteargumentet, sdledes at det er fordi matematikken er “nyttig”
for samfundet pé en sddan made, at det far samfundsformende betydning, at
kritikargumentet far sin vaegt.

Man kan sige, at kritikargumentet ogsd indeholder en kritik af nytte-
argumentets tilstreekkelighed. Hermed mener vi den omstzndighed, der
papeges af Niss, at den individuelle nytteveerdi ikke kan begrunde en
udstrakt undervisning i matematiske modeller, da det trods alt er ret f,
der i deres fremtidige liv far brug for selv at anvende matematik pd mere
avanceret niveau (Niss, 1984, s.23). Nytteargumentet kan i den forbindelse
kun begrunde undervisningen for disse fa fremtidige anvendere, hvorimod
kritikargumentet laegger vaegt pd ngdvendigheden af, at s mange som
muligt far mulighed for at kunne “se eksperterne i kortene”, og det kreever en
udstrakt matematikundervisning med fokus p4 modeller og anvendelser. P3
den made fremhaves det ogsi, at man ikke ngdvendigvis skal veere ekspert
for at kunne tage kritisk stilling til modelanvendelser.

Vi er stgdt pd en begrundelse for at indfgre modeller, der ikke direkte kan
relateres til ét bestemt af de fem argumenter. Det er et argument for at
inddrage modeller i undervisningen for at synligggre de samfundsmaessige og
videnskabelige anvendelser af matematikken. Bag dette argument ligger der
et gnske om at overvinde det problem, at alle ved at matematik er vigtigt,
men at ingen ved hvorfor. Vi vil benavne dette synliggorelsesargumentet.

Synligggrelsen af matematikken er naturligvis en implicit forudsesetning i
bade nytteargumentet, kritikargumentet og kulturargumentet. Synligggrel-
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sesargumentet bygger ligesom disse tre ogsd pa, at matematiske modeller er
nyttige og i udstrakt grad anvendes i samfundet. Det adskiller sig fra feks.
nytteargumentet ved, at de studerende ikke ngdvendigvis selv skal kunne
praktisere modellering; det er muligvis tilstraekkeligt, at de er orienteret om,
at matematik er vigtigt og nyttigt. Man kunne godt diskutere om det skulle
have sin egen plads, idet vi kan finde eksempler pd synligggrelsesargumentet,
hvor det ikke knyttes direkte sammen med nogen af de gvrige argumenter.
Kirsten Hermann lasegger i sin artikel, “A Foodproducing Factory” stor
vegt pa, at matematikkens funktion i samfundet skal synligggres. Et af
de overordnede mal med undervisningsforigbet er “. to give the students
involved some insight into the use of science (as taught in school) in
the ‘real world’ ” (Hermann, 1989, s.244). Synligggrelsen har i forlgbet
karakter af et ret indgéende kendskab til hvordan forskellige matematiske
redskaber er veesentlige for produktionen p& den margarinefabrik, som er
elevernes studieobjekt. Denne erfaring, papeger hun, er meget vasentlig
for den matematiske opfelgning pa projektet, hvor de bergrte matematiske
redskaber gennemghs mere teoretisk. Synligggrelsen er stezerkt motivation-
og relevansskabende for eleverne, og pad den méade bliver det faktisk mest
anvendt som et indleringsargument. Men udgangspunktet er dog stadig, at
matematik (og andre fag) har vaesentlige anvendelser i samfundet, og det er
det, som skal synligggres, der er ikke blot tale om lokale eksempler, der kan
konkretisere det ene eller andet matematiske begreb. Derfor kan det heller
ikke siges at hgre under indlaeringsargumentet alene.

Nar man ser de fem argumenter under et, er det klart, at dannelsesargu-
mentet og indleringsargumentet har en anden karakter end de gvrige - de
~ befinder sig pa et andet niveau. Hvis man argumenterer ud fra nytte, kultur
og/eller kritik, vil indleringsargumentet og dannelsesargumentet ofte veere
“afledte” argumenter, der skal give den motivation, relevans og positive, pro-
blemlgsende tilgang mm., som er en forudsatning for at intentionen i de
andre, mere vasentlige argumenter kan opfyldes. Vi mener ogsd, at der i
dannelsesargumentet kan ligge kritisk demokratiske elementer, men de angar
arbejdsformen og ikke indholdet. Dvs. hvis man underviser i matematik ud
fra en kritisk demokratisk malsaetning, si vil man naturligvis lsegge stor veegt
pé kritikargumentet for inddragelse af modeller, men det vil/bgr spille sam-
men med dannelsesargumentet for at udvikle en arbejdsform, som fremmer
kritik, demokrati mm. som konkret handling i undervisningen.

Selvom vi nu har kategoriseret indleeringsargumentet og dannelsesargu-
mentet, som nogle mindre vaesentlige argumenter, er det vaerd at fremheaeve,
at de i den konkrete undervisningssituation meget vel kan forekomme at
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veere de tungeste. NAr man stdr som leerer med- et fastlagt pensum, vil
de store problemer sandsynligvis veere, hvordan man sikrer, at eleverne
faktisk lerer stoffet, og hvordan man far en positiv og konstruktiv un-
‘dervisningsform;—som™ giver eleverne gode erfaringer med matématikfaget.
Herved far de malsatninger der er indeholdt i indleeringsargumentet og
dannelsesargumentet naturligvis en stor betydning. Nar vi karakteriserer
dem som mmindre vaesentlige, er det fordi de alene ikke giver s& tunge
argumenter for hvorfor netop modeller skal have en central placering i
matematikundervisningen. Anvendt sammen med de gvrige argumenter har
dannelses- og indleringsargumentet dog en stor vagt.

Til sidst vil vi nsevne, hvordan argumenterne overordnet er praeget af
et bestemt syn pa, hvordan der kan undervises. Dels mé& argumenterne
indeholde en tilslutning til eksemplarisk undervisning som mulig peedagogisk
metode. Gennem det at beskzftige sig med nogle eksempler p4 matematiske
modeller, mener man, at de studerende kan erhverve sig nogle generelle
modelkompetencer. Dels kan man se, argumenterne har en holdning til
undervisning om, at den skal vsere praksisorienteret og give konkrete
redskaber, som kan bruges udenfor det specifikke fag, dvs. ikke udelukkende
videnskab for videnskabens skyld.

Vi skulle nu have belyst de overordnede argumenter for at inddrage modeller i
matematikundervisningen. Dette skal danne baggrund for de videre kapitler,
der omhandler det andet niveau i didaktikken, dvs. hvad det nsermere er, der
skal undervises i. Vi vil derfor nu vende os mod en behandling af, hvad det
er, man skal kunne for at arbejde med modeller.



Kapitel 2

Opbygning af
kompetencebegrebsapparatet

Vi har tidligere set pa argumenterne for, hvorfor man skal inddrage mate-
matiske modeller i matematikundervisningen. Hvad er det s, man gnsker at
opné med sddan en undervisning? Hvad er det for viden og kompetencer, der
skal udvikles, for at undervisningen rent faktisk lever op til de begrundelser,
der er fremfgrt 1 argumenterne?

I artiklen “Aims and Scope of Applications and Modelling in mathematics
Curricula”, hvorfra vi ogsé citerede argumenterne, har Mogens Niss givet et
bud pa, hvordan “hvad-spgrgsmélet” kan besvares: -

“(1) Students may acquire knowledge of
(a) existing models and applications of mathematics - this may include
knowledge of different categories of models, classified according to ma-
thematical characteristics regarding the different applicational areas to
which the models refer;

(b) characteristics of the modelling process, either in general or with
respect to situations which are new to them;

(2) Students may perform modelling themselves, either by

(a) applying models known to the students to situations which are new
to them; or by

(b) building new (to the students) models, or modifying known ones.
(8) Students may critically analyse and assess models, existing ones or
models they have constructed themselves with respect to

(a) their mathematical properties (work inside the model); or to

(b) the properties, qualities and bases of justification of the models as
representations of given segments of reality.” (Niss, 1989, 5.28).

35




-~ hvilket undervisningstrin, han betragtér.~

36 Opbygning af kompetencebegrebsapparatet

De forskellige indholdselementer vil blive tillagt forskellig veegt alt efter si-
tuationen. For eksempel vil den enkelte laerers prioritering af punkterne dels
athzenge af, hvilke af argumenterne vedkommende tilslutter sig, og dels af

Men selv med disse punkter er det ret uklart, hvad det er de studerende skal
leere. Hvad skal der til for at man kan modellere? Eller kritisere?

I undervisningen vil man altid arbejde med eksempler p& modeller, som vil
veere specielle p& hver deres méade. Der vil eksempelvis opleves store forskelle
pé at arbejde med henholdsvis astronomiske modeller for stjerners opbygning
og en matematisk model til at sammenligne rentabiliteten af forskellige inve-
steringer 1 energiteknologi. Badde arten af modellernes genstandsfelt, arten af
modellens formél og arten af ens arbejde med modellen (opstilling, analyse
eller kritik, mv.) vil have betydning for, hvad der kraeves, for at man kan be-
handle dem, og for hvilke kompetencer modelarbejdet kan udvikle. Nar det
alligevel giver mening at saette “modeller” som sddan pa programmet bade i
videnskabsteoretiske diskussioner og i undervisningsmassige sammenhaenge,
sé er det selviglgelig fordi der er nogle generelle traek ved modeller, de proble-
mer de giver anledning til, og de kompetencer, der kan udvikles, fordi de er
ngdvendige i arbejdet med dem. Som vi s& det i kapitel 1, bygger de fleste af
argumenterne for modeller ogsd pd den antagelse, at der eksisterer sddanne
generelle modelkompetencer, som en eksemplarisk undervisning i modeller
kan udvikle.

Fgr vi begynder at beskrive de forskellige modelkompetencer, vil vi definere,
hvad vi mere preacist laegger i begrebet kompetence. Kompetence bruges pa
flere mader i daglig tale. For eksempel om det at have bemyndigelse eller
berettigelse til at tage beslutninger, eller forhandle pa andres vegne. Men
en kompetent person er ogsd én, der har en evne til at ggre noget. Det er
nzrmere sddan, vi vil bruge ordet. Det skal imidlertid pointeres, at vi i vores
brug af begrebet eune ikke hentyder til, at denne skulle veere en medfgdt
evne.

Kompetence: evne til at kunne sztte en naermere afgraenset viden og erfa-
ring i sving 1 nye situationer.

En person, der mestrer en given kompetence, vil vere i stand til at udfgre
forskellige aktiviteter. Vel at maerke aktiviteter, som bygger p& viden og er-
faringer. Vi vil ikke ga i dybden med henholdsvis videns- og erfaringsbegrebet
men kort pracisere, hvordan vi skelner mellem viden og erfaringer: Erfaringer
opbygges pé baggrund af aktiviteter, mens viden kan tilegnes pd en mere pas-
siv facon. Det er altsd muligt at tilegne sig viden blot ved at laese en bog eller
ved at lytte til en anden person. Med denne skelnen siger vi samtidig, at det
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er ngdvendigt, at de studerende bliver aktiveret i undervisningssituationer
for at de kan tilegne sig kompetencerne.

I leeringssituationen vil en given aktivitet bade vezere et udtryk for kompe-
tencen og medvirke til at udvikle kompetencen. Denne komplementaritet er
karakteristisk for tilegnelsen af kompetencerne og den stadige progression i
kompetencen hos den studerende. I praksis er der selvfglgelig ingen garanti
for, at kompetencerne altid vil udvikle sig i positiv retning. Man kan me-
get vel taenke sig undervisningsforlgb, der i stedet for at kvalificere en given
kompetence har den modsatte effekt.

Det man skal lzre for at erhverve sig modelkompetencer er saledes, som ogsa
Mogens Niss fremhaever i de tre citerede punkter, dels noget viden og dels
noget kunnen. Det kan vere viden om modeller og modelleringsprocessen, om
de ngdvendige matematiske teorier og metoder eller viden om det omrade som
skal modelleres. De forskellige former for viden opfatter vi som ngdvendigt
grundlag for kompetenceaktiviteterne. Vi tillegger derfor kompetencerne et
vidensindhold. Vores kompetencebegreb indeholder siledes bade, hvad det er
man skal kunne og hvad man skal vide.

Kompetencerne, som vi har valgt under et at betegne som modelkompetencer
for at understrege, at de er knyttet til arbejdet med bdde opstilling og analyse
af matematiske modeller, har vi givet fglgende betegnelser: '

e Struktureringskompetence

Matematiseringskompetence

Afmatematiseringskompetence

Modellgsningskompetence

Valideringskompetence

Kommunikationskompetence

Strategikompetence

Refleksionskompetence

Kritikkompetence

Kompetencerne er udskilt p4 baggrund af litteraturstudier af matematikdi-
daktikeres arbejder. Man kan siledes tale om, at begrebsapparatet har en
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-videnskabsteoretisk basis. De forste seks kompetencer er hovedsageligt frem-

kommet ved studium af modelleringsprocessens overordnede trin, mens de
sidste tre kompetencer har basis i Alan Schoenfelds! og Ole Skovsmoses?

—arbejder-Dette-forhold-betyder, at—de tre sidstnsevnte kompeteticer haren”

anden status end de fgrste seks kompetencer: De fgrste seks kompetencer,
dvs. struktureringskompetencen, matematiseringskompetencen, afmatemati-
seringskompetencen, modellgsningskompetencen, valideringskompetencen og
kommunikationskompetencen kan relateres til bestemte trin i modellerings-

-processen. Dette kan ikke siges om de tre sidste kompetencer. Strategikom-

petencen, refleksionskompetencen og kritikkompetencen benyttes i samspil
med de andre kompetencer og har siledes et bredere udfoldelsesrum. De ni
kompetencer er derfor ikke logisk adskilte stgrrelser, men er afhzengige af
hinanden i et omfang, som vil blive praeciseret neermere.

Vores bestraebelse er, at de opstillede kompetencer skal udspznde de typer
af aktiviteter, der forekommer ved modelarbejde. Vores pastand er, at
vi med denne liste rammer de centrale og i vid udstrekning generelle
kompetencer. Dette betyder, at vi hverken mener, at listen med de ni
kompetencer med rimelighed kan forlenges eller forkortes. Vi tror altsd pé,
at det ikke ville veere muligt at udbygge med andre kompetencer, der ville
veere ligesd relevante og centrale som de nzevnte. Med andre kompetencer
tenker vi pd kompetencer, der daekker over aktiviteter, som ikke allerede
var inkluderet i en af de ni kompetencer. Ligeledes mener vi heller ikke, at
nogle af kompetencerne helt kan stryges - vi mener altsi ikke, at nogle af
kompetencerne er irrelevante. Det er pa den anden side klart, at den preecise
skeering sagtens kunne veere anderledes. Man kunne feks. sammenlaegge
nogle af vores kompetencer, eller omvendt opdele nogle af dem yderligere.
Vi mener dog, at andre skaeringer overordnet ville dekke over de samme
aktiviteter, som hele vores begrebsapparat ggr tilsammen. Man kunne sige,
at vi har valgt et begrebsapparat med et forholdsvis stort antal kompetencer.
Vi mener imidlertid, at alle kompetencer dakker overfor forskellige vigtige
aspekter ved matematisk modellering. Det store antal kompetencer kan
dermed medvirke til at s®tte fokus pd mange forskellige nuancer ved
matematisk modellering.

Da modelleringsprocessen er en del af begrebsapparatets teoretiske grundlag
leegger vi i dette kapitel ud med en gennemgang af strukturen i en fuld model-

! Alan Schoenfeld er ansat ved School of Education, Department of Mathematics, Uni-
versity of California-Berkeley, USA.

20le Skovsmose er lektor ved Aalborg Universitetscenter. Han forsker indenfor mate-
matikkens didaktik.
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leringsproces. Herefter folger et eksempel p& en modelopbygning. Eksemplet
er en overbookingmodel, der skal belyse baggrunden for, at luftfartselskaber
ofte overbooker flyvninger. Overbookingmodellen skal dels fungere som illu-
stration af modelleringsprocessen og dels benyttes i den falgende gennemgang
af de ni modelkompetencer. I praesentationen af modelkompetencerne beskri-
ver vi de generelle traek ved de enkelte kompetencer og giver nogle eksempler,
pa hvilke aktiviteter kompetencerne kan give sig udslag i. Disse eksempler
henter vi fra overbookingmodellen og deres funktion er at nuancere beskri-

velserne af kompetencerne og dermed give kompetencerne et mere konkret
indhold.

Efter beskrivelsen af de enkelte kompetencer diskuterer vi selve kompeten-
cebegrebets status og indhold. Dette ggr vi ved at forholde det til Karsten
Schnacks® begreb handlekompetence (Schnack, 1993).

Alan Schoenfeld og Ole Skovsmose har som nzvnt vaeret inspirationskilder
til tre af kompetencerne. Derfor inddrager vi henholdsvis Schoenfelds begreb
Mathematical thinking (Schoenfeld, 1992) og Skovsmoses begreb Reflective
knowing (Skovsmose, 1994). Diskussionen af deres teorier i forhold til vores
ni kompetencer har endvidere karakter af at veere en teoretisk test af hele
begrebsapparatet. I den teoretiske test undersgger vi, om vores begreber gi-
ver mening i forhold til deres, om der er uenigheder eller modstrid mellem
begreberne, og afklarer hvilke nye punkter vores begreber kan bibringe med.
Formélet med at sammenligne vores begreber med Schoenfelds og Skovsmo-
ses teorier er at ggre indholdet af vores begrebsapparat mere klart.

Derefter fglger et afsnit om modeltyper. Modeltypeviden er et centralt aspekt
af kompetencernes vidensindhold. Gennem en diskussion af, hvordan forskel-
lige modeltyper kan have indflydelse pA modelkompetencernes indhold, gn-
sker vi derfor at nuancere beskrivelserne af kompetencerne yderligere.

Afrundingsvis forholder vi modelkompetencerne til argumenterne fra det far-
ste kapitel. Dette ggr vi for at belyse hvilke af kompetencerne argumenterne
lzegger op til, at undervisningen i matematiske modeller skal udvikle.

2.1 Strukturen i modelleringsprocessen

Gennemgangen af modelleringsprocessen er en idealiseret fremstilling.
Grundleeggende bygger den pa den ide, at der er en struktur i processen, samt
at der er en rationel bevaeggrund for opstillingen af modellen. Sidstnaevnte vil

¥Karsten Schnack er professor i didaktik og metodik ved Danmarks Lzrerhgjskole.
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-oplagt ikke altid veere tilfzeldet; forskellige interesser og magtforhold vil ofte
have indflydelse pa, hvordan processen og de indgdende aktiviteter udfolder
sig. Hvis interessen i modelopbygningen feks. er at skabe konsensus om det

for forskellige interessegrupperingers vurderinger og i at justere modellen i
forhold hertil (Madsen & Andersen, 1991). Interesser kan altsd have en stor

- indflydelse pa hele modelleringsprocessen. Dissé sdkaldte irrationelle faktorer
vil vi imidlertid se bort fra i forste omgang. (Fremstillingen er hovedsageligt
baseret pa (Blomhgj, 1992; Skovsmose, 1990b; Clements, 1989).)

P& figur 2.1 er strukturen af modelleringsprocessen skitseret. I kasserne er
resultatet af de enkelte trin angivet, og i overgangen mellem kasserne er der
angivet hvilke aktiviteter, der skal foretages for at komme dertil. Strukturen
viser saledes hvilke aktiviteter og produkter, der hgrer med til en fuld model-
leringsproces. Ilustrationen antyder en vis grad af linezr proces - med start
1 problemkassen i gverste venstre hjgrne og slut i rapportkassen i nederste
venstre hjgrne. Dette forlgb skal imidlertid ikke opfattes for bogstaveligt. I
konkrete modelleringsprocesser vil modelbyggeren gé frem og tilbage mellem
trinene, og der vil ofte blive arbejdet samtidigt med forskellige trin. Som
det ogsé er illustreret pa figuren skal man derfor forestille sig et komplice-
ret net af forbindelser mellem de forskellige trin i modelleringsprocessen. For
anskueligheden skyld vil vi dog gennemgé strukturen trin for trin.

Udgangspunktet for en modelleringsproces er et problem. Det fgrste, der skal
gores, er sdledes at fa dette praeciseret, si det kan behandles matematisk.
Problemet vil veere indlejret i et udsnit af virkeligheden. Der er en rakke
opfattelser af det pAdgaldende virkelighedsudsnit, som kan vaere en kombina-
tion af teorier, erfaringer og mere eller mindre velbegrundede forestillinger.
Den valgte synsvinkel pa virkelighedsudsnittet preeciserer problemet. Dette
sker i samspil med en given interesse, der overordnet kan vaere af erkendel-
sesmassig eller handlingsorienteret karakter. Det kan altsd vare et gnske
om at opnd stgrre viden om et givent omrade, der styrer processen, eller et
gnske om at kunne foretage handlinger pd baggrund af modelresultaterne
(Skovsmose, 1988, s.12). Det er saledes klart, at modelleringen er afheengig
af den modellgr, som tolker problemet og virkelighedsudsnittet.

Nar problemet er praeciseret, foretages der en systemafgrensning. Denne har
som mal at udvzlge de stgrrelser, der er essentielle i forhold til problemfor-
muleringen og at bestemme hvilke indbyrdes relationer, der er af afggrende
betydning. Bade virkelighedsudsnittets og problemets udseende, samt viden
om det matematiske beredskab der skal bruges efterflgende, vil veere afgg-
rende for hvilke krav, der narmere stilles i systemafgreensningen. Overordnet
bliver systemafgraensningen foretaget ud fra et krav om simpelhed, der mulig-

—modellerede problemfelt;-vil-en stor-del af modelleringenbestd iattagehgjde ~
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PROBLEM System. SYSTEM Matematisering IMATEMATISK
a grfaensmng MODEL
Model-
lasning
RAPPORT MODEL- MODEL-
VALIDERING RESULTATER
Kommunikation Vurderinger
og kritik

Figur 2.1: Strukturen af modelleringsprocessen. Resultatet af de enkelte trin i
processen er angivet i kasserne. | mellemrummene er der angivet hvilke aktivi-
teter, der fgrer frem til de forskellige trin. Det underliggende net af streger skal
illustrere, at de enkelte trin i modelleringsprocessen er relateret til hinanden p3
kryds og tveers. Kasserne er placeret saledes, at de to kasser, der er placeret over
hinanden, kan siges at tilhgre det samme univers. Problem og rapport kan rela-
teres til den virkelige verden; system og modelvalidering kan relateres til en slags
systemverden imellem den virkelige og den matematiske verden, og matematisk
model og modelresultater kan relateres til det matematiske univers.

gor videre trin, men som dog ikke forsimpler problemet s& meget, at afggrende
faktorer bliver skiret bort. '

Herefter udtrykkes de valgte stgrrelser og relationer matematisk. Denne ak-
tivitet bensevnes ofte matematisering. Den bestar som regel i at opstille lig-
ninger, hvor de udvalgte stgrrelser defineres som parametre eller variable,
og relationerne er udtrykt ved kendte funktioner. Her er det afggrende, at
man far opstillet et udtryk, der kan give det gnskede resultat. Matematise-
ringen foretages séledes pa baggrund af problemformuleringen og interessen.
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Resultatet af matematiseringen er det, der tit opfattes som den egentlige
matematiske model - forstdet som et symboludtryk, hvor symbolerne bade
henviser til matematiske begreber og til noget udenfor matematikken selv

" Den naeste fase : angar l¢smngen af modellen. Den matematiske model er prin-

cipielt tilgeengelig for en analyse. I en del situationer vil analytiske beregnin-
ger dog enten vere for tidskravende eller slet ikke mulige at udfgre. Siledes
vil det ofte veere n;zsdvendlgt at udfgre numeriske beregninger for at opna
Igsninger af modellen. I denne fase drejer det sig om at vurdere hvilke re-
sultater, der kan udledes af modellen, som vil vaere interessante i forhold til
problemformuleringen, og hvordan disse resultater kan produceres.

Fgr resultaterne benyttes, skal de vurderes. Det kan veere matematiske vur-
deringer, som beregninger af afvigelser som den valgte matematisering har
medfgrt, og det kan veaere sammenligning med empiriske data. Disse vurde-
ringer resulterer 1 en overordnet validering af hele modellen. Hertil skal der
medtages vurderinger af de valg, der er foretaget pa tidligere trin i processen.
Alt efter resultatet af valideringen er naeste trin at overveje modelresultaterne
i forhold til udgangsproblemet. Hvis man har opndet tilstraekkeligt palidelige
resultater, vil processen forelgbigt munde ud i enten gget erkendelse eller en
given handling alt efter den implicerede interesse.

Til slut skal resultaterne nedskrives, s& de er tilgeengelige for andre. Til
denne del af processen er det ngdvendigt med nogle refleksioner over det
forlgb, som har fgrt frem til model og resultater; herunder ogs3 overvejelser
om interessernes indflydelse p& forlgbet. Desuden vil det veere oplagt at
supplere med kommentarer om hvilke begransninger, der ligger i modellen
og dens resultater, da disse vil have betydning for modellens anvendelser.

Som nzevnt i starten er den beskrevne lineare proces ikke i overensstemmelse
med virkelige modelleringsprocesser. For eksempel vil det vzere svert fra start
at overskue alle de elementer, der viser sig at veere ngdvendige. En anden
omstaendighed er, at matematiseringen ofte vil kraeve, at man gar tilbage
til systemafgreensningen og foretager nye idealiseringer og simplifikationer.
Problemer med at opné relevante resultater af en opstillet model vil ligeledes
fore til, at man gar tilbage i processen. I mange tilfaelde vil der endvidere
vere tale om, at man bygger videre p4 en anden model. Her springer man s
midt ind i processen og er ngdt til at analysere sig frem til, hvilke valg der
ligger bag den pagzldende model.

Vi vil nu konkretisere beskrivelsen af modelleringsprocessen ved at gennemga
opbygningen af en matematisk model. Denne model vil endvidere blive brugt
som eksempel i den efterfpigende beskrivelse af kompetencerne.
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2.1.1 Modeleksempel: Overbooking af fly

En del mennesker vil enten selv have oplevet - eller have kendskab til andres
oplevelser af - at mgde op til en flyafgang med billetten i handen i sikker
forvisning om, at alt er i orden og s& til stor forundring blive afvist, da flyet
allerede er fyldt op. Dette affgder naturligt nok megen vrede, men ogsé en
del forundring. For hvordan kan det dog veare, at flyselskaber ikke kan finde
ud af at booke det rigtige antal passagerer? Umiddelbart skulle det ikke vzere
s& vanskeligt, da der jo er et vist antal saeder i flyet.

Den overordnede forklaring pa at flyselskaber vealger at overbooke er, at
der til de fleste flyafgange er bookede passagerer, der ikke mgder op. Det
gelder seerligt passagerer, der har en billettype, som uden ekstra betaling
kan bruges til en anden afgang. Uden overbooking ville dette medfgre tomme
seder i flyene, som ikke gav nogen indtjening til selskabet. Ulempen ved
overbooking er imidlertid at flyselskaberne risikerer at méatte afvise et antal
passagerer. Hvad dette betyder for selskabet er ikke sa ligetil at saette tal pa.
Der vil selvfglgelig veere tale om konkrete erstatningsbelgb, men det er mere
uklart, hvad det feks. betyder for selskabets renomé. '

I “Why airlines sometimes overbook flights” (Clements, 1990) gennemgar Dick
Clements? opbygningen af en model, der skal belyse de overvejelser, der lig-
ger bag luftfartselskabers beslutning om generelt at overbooke flyvninger.
Modellen opbygges trinvis. Clements starter med en meget simpel model
og udbygger den s gradvist i tre omgange. Fgr hver udbygning undersgger
han, om den forelgbige model svarer intuitivt til “virkeligheden”, og prae-
ciserer hvilke mangler den har. Vi vil ngjes med at gennemgd de 3 fgrste
modeludgaver grundigt og blot skitsere principperne i den sidste udbygning,
da vi ikke mener, den sidste udbygning giver nogle vasentlige nye pointer til
vores fremstilling.

Den farste simple model

I forste omgang opbygger Clements en simpel model over flyselskabers profit
ved en underbooket flyvning, dvs. i en “verden” hvor der ikke overbookes.

De indgéende elementer er:

4Dick Clements er tilknyttet Department of Engineering Mathematics, University of
Bristol, England.
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. § = flyselskabets udbytte af en flyvning
N = passagerkapacitet i flyet
n = antal passagerer pd en ﬂyvning

-g -=-billetpris-pr-passager—- - - —— - -

- f = udgifter ved at udruste og udfgre en ﬂyvnmg

I den simple model antager man, at alle betaler den samme pris for billet-
" ten. Der Skelnes altsd ikke mellem 1. klasse, turistklasse, business class eller
andet. I f-parameteren, der angiver de samlede udgifter ved udfgrelsen af en
flyvning, vil der indgh faktorer, som udgifter til breendstof, lgn til piloter,
kabinepersonale mfl., lufthavnsafgifter og meget mere. Udgifterne opfattes
som verende uafhzengige af antallet af passagerer, da en del af de naevnte
udgifter ikke varierer vaesentligt ved varierende passagerantal.

Udbyttet; S, kan sa udtrykkes som flyselskabets indtagter ved billetsalg,
ng, fratrukket deres udgifter, f. Den simple model bliver derfor:

7 S=ng—f

Af modellen kan man umiddelbart sige, at hgjere billetpris, flere passagerer
eller lavere udgifter vil give stgrre udbytte, hvilket jo umiddelbart lyder for-
nuftigt nok. Med faste udgifter og faste flypriser opnés den stgrste profit med
et fuldt fly, n = N : § = Ng — f. Den simple matematiske model stemmer
altsd udmaeerket overens med den systemverden, der er afgreenset. Modellen
er imidlertid for simpel til at sige noget om den overordnede problemstilling,
da den ikke rummer mulighed for at beregne omkostningerne ved at afvise
passagerer.

Fgrste udbygning af den simple model

Fgrste udbygning medtager yderligere fglgende elementer:

k = antal passagerer, der ikke mgder op til en flyvning
P, = sandsynligheden for at netop k personer ikke mgder op
m = antal passagerer booket pa et fly

S = forventet profit

Antallet af passagerer, der er booket pé et fly, m, kan i denne model overstige
flyets kapacitet N. Alle passagerer har en billet, som kan bruges til en anden
flyafgang uden ekstra betaling. Dette betyder, at flyselskabets indtjening pa
netop den flyvning bliver reduceret pga. k ikke-fremmg@dte. Flyselskabets
profit kan nu udregnes pa fglgende méde, for netop k ikke-fremmgdte:

S= (m-k)g—f hvism—-k<N
= Ng—f hvis m—k >N
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(Dverste ligning angiver det tilfzelde, hvor antallet af fremmgdte, m — k, er
mindre end eller lig flyets kapacitet, dvs. det tilfzelde, hvor alle fremmgdte far
en plads i flyet. I dette tilfzelde undgar flyselskabet altsa at afvise passagerer,
selv. om de har overbooket, fordi antallet af ikke-fremmgdte er stort nok.
Nederste ligning angiver det tilfeelde, hvor antallet af fremmgdte overstiger
antallet af sseder, altsd der hvor nogle m4 afvises ved indcheckning. Modellen
angiver her indtaegten til Ng, dvs. at det antages, at flyselskabet p& netop
den pageldende flyvning mister billetindteegterne fra alle dem, de m4 afvise.
1. modeludbygning er imidlertid ikke feerdig her. Et flyselskabs profit vil
athange af antallet af passagerer, der ikke mgder op. Det pracise antal af
ikke-fremmgdte, kan de imidlertid ikke vide pa forhand. Det bliver derfor
ngdvendigt at opstille et udtryk for profitten, der afheenger af hvor mange
ikke-fremmgdte, der forventes. Dette benzvnes det forventede overskud, S:

S = Z Py[overskuddet fra en flyvning med (m — k)passagerer]

k=0
=Y R(Ng-H+ 3 Blm—Kg- 1]

Antallet af passagerer, som ikke mgder op, k, opfattes som en tilfseldig haen-
delse. Det forventede overskud beregnes altsid ved at summere over over-
skuddet ved alle mulige veaerdier af k ganget med sandsynligheden for det
pagaldende tilfeelde. Forste led i nederste ligning angiver de tilfzelde, hvor
flyet er fuldt. I disse tilfeelde bliver der afvist passagerer, fordi antallet af
fremmgdte (m — k) overstiger N. Andet led i nederste ligning angiver de
tilfeelde, hvor antallet af fremmadte ikke overstiger antallet af sader.

Hvis flyselskabet ikke overbookede, dvs. hvis m < N, ville forste led forsvinde
i ovenstdende. Det antages imidlertid at flyselskabet ggr dette, hvorfor begge
led skal med. Ovenstdende omskrives for at ggre udtrykket mere overskueligt:

§ = ) RBNg-f)+ Y PBlm-kg—f—(Ng—f)]
. k=0 k=m—-N
= (Ng—f)D_P+ >, P(m—-N—k)yg
k=0 k=m—N
Da > /", P, =1 pr. definition, fas:
S=Ng-f+g Y Pim-N-k) (2.1)

k=m—-N
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I det sidste udtryk summeres der fra k = m — N, saledes vil (m = N — k)
altid veere ikke-positiv, idet & > m — N. Det forventede overskud vil derfor
ikke overstige Ng— f. For at ggre overskuddet stgrst muligt geelder det ifglge

- modellen-om at-mindske det negative led;g> "~y Pi(i—N—=k). Dette opnas ~

ved at have antallet af bookinger, m, til betydeligt mere end N. Jo stgrre
m valges, jo mindre bliver hver enkelt af de sandsynligheder, som indgr i
summationen. Leddet (m— N —k) vil i alle tilfaelde antage veerdierne mellem
0 og —N.

Ifplge modellen skal flyselskabet altsd have antallet af bookinger for at op-
timere profitten. Da det galder om at fa fyldt flyet og chancen for at opni
dette ngdvendigvis ma stige jo flere personer, man booker pé en afgang, vir-
ker dette resultat intuitivt fornuftigt. Eftersom modellen ikke medregner de
udgifter, der er forbundet med at afvise passagerer, kan selskabet teoretisk set
booke uden at bekymre sig om utilfredse kunder og resultatet bliver derfor
ifolge modellen, at selskabet opnar stgrre profit jo mere det overbooker.

Denne model mangler altsa at medregne flyselskabets tab ved at afvise passa-
gerer. Disse tab kan dreje sig om direkte udgifter til indkvartering, méltider
mm. eller om tab forarsaget af en forveerring af selskabets renomé. Der er
heller ikke i modellen nogen metode til en nermere bestemmelse af P;. Den
naeste model medtager disse omstandigheder.

En bedre model

Der medtages fglgende nye elementer:
b = udgift ved at afvise en passager

k = forventet antal ikke-fremmgdte
p = sandsynligheden for at én passager mgder op
g = sandsynligheden for at én passager ikke mgder op

Profitten kan nu udtrykkes ved precis k ikke-fremmgdte:

S = (m—k)g—f hvism -k <N
= Ng—f—(m—k-N)b hvism—-k>N

(@verste ligning, som angiver det tilfzelde, hvor alle fremmgdte kan veere i flyet,
er fortsat uzendret. I anden ligning er der til forskel fra den foregiende model
fratrukket et led, der angiver flyselskabets udgifter ved at afvise (m —k — N)
passagerer. Sdledes er det nu medtaget i profitten, at der er en udgift ved at
afvise passagerer.
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Det forventede overskud kan ,nul udtrykkes:

S = ZPk[proﬁt ved(m — k)- passagerer]

= _Z_ P(Ng~f) = (m—k—-Nb+ > Pl(m—k)g— f]
m—N-—1

PN = m+ B = (m == N+ (mg = )3 P~ g 3 kP,

|
oM

Da Zo P, =1o0g Y kP, = k, forventet antal ikke-fremmgdte, kan det
forventede overskud omsknves til

m—N-1
S = mg—f—kg—(b+g) Z "Py(m— N —k)
. =0 .
B _ m—N—l
S = (m-k)g-f-(0+9) Py(m — N — k)
’ . k=0

For at verificere dette resultat ses der pa et specialtilfeelde, hvor der sattes
Py =10g P, =0 for k > 11 det sidste udtryk. D_ette svarer til, at alle
bookede passagerer mgder op. Det sidste udtryk for S vil s& reduceres til:

S = (m—k)g—f-(b+g)(m—N)
= Ng-— f—bm—N)

Den sidste reduktion fglger af at k£ = 0. Dette viser, som man skulle forvente,
at hvis m passagerer er booket pa et fly med kapaciteten N, og de alle
meoder op, s& vil profitten vaeere Ng — f for at flyve med et fuldt fly, minus
omkostningerne, (m — N)b, ved at afvise m — N overbookede passagerer. I
dette tilfeelde vil den maksimale profit opnés, nir der er booket m = N
passagerer, hvilket er i overensstemmelse med det, den fgrste simple model
havde som resultat.

I denne model medtages der yderligere overvejelser vedrgrende Py’s udseende.
Det antages, at den enkelte passagers fremmgde eller mangel pd samme er
uathengigt af de andre passagerer. Dette er selviglgelig en idealisering, da en
del rejser i grupper og derfor kan pévirke hinandens fremmgde. Antagelsen
muligger at Py kan opfattes som binomial fordelt:

m m—
Pk=( " )q’“p k
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hvor ¢-er sandsynligheden for, at-en passager ikke mgder frem og p er-sand-
synligheden for, at en passager mgder frem, dvs. p = 1 — ¢. Det forventede
antal ikke-fremmgdte, k, er glvet ved k = qm og den forventede proﬁt kan

- omskrives til— - - B}

m—N-—1

S =pmg— f— (b 9) Z Py(m— N —k)
k=0

Den forventede profit er hermed afhangig af 6 parametre: billetpris (g), ud-
gifter ved at afvise en passager (b), flyselskabets udgifter til flyvningen (f),
sandsynligheden for at én passager mgder op (p), antal bookinger (m) og
flyets passagerkapacitet (V). Da det overordnede problem er at undersgge
overbooking, vil det veere mest interessant at undersgge, hvad det betyder
for den forventede profit at sendre pa m, mens de fem andre parametre holdes
fast. Modellen kan i princippet godt undersgges analytisk, men det vil veere
temmelig tidskraevende. Derfor benyttes en computer til at beregne lgsnin-
gerne. Computerberegninger viser eksempelvis, at et flyselskab opnar stgrst
profit i forhold til de faste udgifter (f) i et fly med plads til 300 passagerer
med en overbooking p& 20 personer, ndr p = 0.95. Sandsynligheden for at
afvise 5 eller flere personer er i dette tilfeelde 0.464. (I denne beregning var
udgifterne ved at afvise en passager sat til 20% af billetprisen (b = 0, 2g)
og g, billetprisen, var fastsat udfra at 60% af indtaegterne gar til de faste
udgifter forbundet med at udruste flyet og udfgre flyvningen (0,6Ng = f).)

Endnu en justering

Da et flyselskab ifglge modellerne opnar stgrst profit uden overbooking men
med det krav, at samtlige passagerer dukker op, altsd S = Ng — f, er det en
mulighed for flyselskabet at forsgge at hgjne chancen for, at passagerer mgder
op. Dette kan gores ved at udbyde serlige billige billetter, som imidlertid
ikke kan bruges til andre afgange. Passagerer med denne type billetter kan
forventes at have et hgjere fremmgde end andre. Dette medtages i den tredje
udbygning af modellen. Nye elementer i denne udgave er:

J = antal solgte billetter med nedsat pris
r = den nedsatte billetpris i forhold til den fulde pris

Vi vil som nzvnt ikke gennemgé opbygningen af denne model trin for trin.
I stedet vil vi skitsere de enkelte leds overordnede betydning. Den sidste
udbyggede model ser siledes ud:



2.1 Strukturen i modelleringsprocessen 49

m—N-1

S=pmg—(1-r)jg—f—(b+9) Z Pi(m - N —k)
0

Fgrste led, dvs. pmg, altsd sandsynligheden for at en booket passager mgder
op, ganget med antal bookede passagerer, m, og ganget med den fulde billet-
pris, g, angiver den forventede indteegt, hvis alle betalte fuld pris. Andet led,
dvs. (1 — 7)jg, angiver flyselskabets tab ved at nogle af billetterne er solgt
billigere. Tredje led, f, angiver som hele tiden udgifterne ved at udruste og
udfgre flyvningen, og det sidste led angiver udgifterne ved at matte afvise
folk i tilfeelde, hvor der er overbooket, og der mgder flere op end der er plads
til.

Den forventede profit er nu afhaengig af 8 parametre. Ud over de seks navnt
i den forrige model er de to nye parametre 5 og r ogsd betydende. Et af
resultaterne ved computerberegninger, der undersgger effekten ved at variere
pa de forskellige parametre er, udover den effekt at flyselskabet kan regne
med stgrre fremmgdeprocent, at jo flere billetter, der salges til nedsat pris,
jo mindre overbooking skal der til for at optimere profitten. Denne profit
bliver til gengaeld ikke samme stgrrelse som den pa flyvninger uden billige
billetter. I falge det norske flyselskab Braathen SAFE tilstraebes det i praksis,
at personer med de billigste billetter bliver afvist ved overbooking. Denne
afvisning er i form af et tilbud om et erstatmngsbelﬂb samt pladsgaranti i
den fgrste afgang med ledige pladser.

2.1.2 Modelleringsprocessen i overbookingmodellen .

Vi vil nu illustrere de enkelte trin i modelleringsprocessen ved at tage ud-
gangspunkt i det netop gennemgéede modeleksempel.

Systemafgransningen bestar i at udpege de faktorer, der har indflydelse pa
problemet. I overbookingmodellen er det et spgrgsmal om at udpege udgifter
og indtegter, da det er disse, der har betydning for profitten, som hurtigt
identificeres som vaerende den, flyselskaberne handler efter, nar de overbooker
flyene. Iszer er det veaesentligt at indse, at det er antallet af ikke-fremmgdte,
der er centralt for problemet og bruge dette som udgangspunkt for den gvrige
strukturering, vi kunne kalde det et strukturerende greb.

De overordnede trzk af overbookingmodellens matematisering fglger af struk-
tureringen, idet den har fastlagt, at det handler om indtaegter og udgifter,
og sé er det faktisk givet, hvordan det skal matematiseres. Nemlig indteegter
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fratrukket udgifter, hvor udgifter eller indteegter udtrykkes som antallet af
noget gange med dette nogets pris. Der ligger dog et arbejde i at valge en
symbolisering af de indgdende faktorer og relationerne imellem dem, da de

-ikke kan-nedarvesfra en-teori. Specielt er ‘det en vigtig del"af matematiserin- =~

gen, og som her er teet knyttet til struktureringen, at foretage beskrivelsen
af ikke-fremmgdte. At opfatte antallet af ikke-fremmgdte som en stokastisk
variabel er'saledes en vigtig del i bade struktureringen og matematiseringen.

Efter dette matematiseringstrin er vi naet frem til modellen. I overbooking-
modellen i form af en ligning der udtrykker, hvad den forventede profit er
givet ved. Naste trin er at fa nogle resultater af modellen. Til dette skal de
indgdende parametre bestemmes. For at ggre beregningerne mindre tidskrae-
vende er det ngdvendigt at algoritmisere lgsningsmetoden og implementere
den i en computer. Modellen skal lgses flere gange for forskellige valg af m, for
at f4 resultatet, den overbooking der giver den maksimale fortjeneste. Hver
enkelt lgsning kunne godt findes analytisk, men ville vaere uforholdsmaessigt
tidskraevende. '

Modelvalidering har bestéet i at afprgve sertilfeelde og se, om de farte til
fornuftige resultater. Fornuftige fordi de umiddelbart kunne sammenlignes
med mere simple overvejelser over dynamikken i modellen. I denne model
er der ogsd gode muligheder for at redeggre for de forskellige parametres
betydning for, hvad den maksimale profit er, og hvordan den opnés.

2.2 Modelkompetencer

I fglgende gennemgang af modelkompetencerne indleder vi hver enkelt kom-
petencebeskrivelse med et afsnit, der giver essensen af den pagaeldende kom-
petence. Herefter folger en uddybning, der bla. indeholder eksempler hentet
fra overbookingmodellen beskrevet i afsnit 2.1.1, referencer til inspirations-
kilder for den pageldende kompetence samt for nogle af kompetencernes
vedkommende beskrivelse af centrale aspekter ved vidensindholdet.

2.2.1 Struktureringskompetence

Struktureringskompetencen bestar overordnet i at skabe en passende struktur
i det virkelighedsudsnit, som problemet er indlejret i. Det drejer sig om at
fastleegge en egnet synsvinkel pd virkelighedsudsnittet. Denne synsvinkel skal
gore det muligt at udvaelge de parametre, som er vasentligst for problemet,
samt at bestemme deres indbyrdes relationer. Til kompetencen hgrer sdledes
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bade det at fa valgt en overordnet ramme; at udvalge essentielle parametre
samt at fastleegge de veesentligste sammenhaenge mellem disse.

En vaesentlig del af struktureringskompetencen er siledes at vare i stand til
at finde en egnet synsvinkel i en given modelleringsproces. Dette vil selvfgl-
gelig variere meget, men overordnet er det vigtigt at veere opmaerksom pé, at
struktureringen foretages med en efterfglgende matematisering for gje. Man
kan derfor sige, at det geelder om at f3 simplificeret sit virkelighedsudsnit
mest muligt uden dog at bortskere punkter, der er altafggrende for proble-
met. Dette indebaerer viljen til at idealisere stgrrelser og viljen til at se bort
fra mindre betydende faktorer. For at kunne vurdere hvilke faktorer, der skal
medtages, er det ngdvendigt med viden bide om det pigseldende virkelig-
hedsudsnit og om hvilke matematiske teorier og veerktgjer, der kan bruges til
den efterfplgende matematiske formulering af systemet. Viden om forskellige
modeltyper vil ogsd kunne gavne. Endelig er det ogsd en del af struktu-
reringskompetencen at reformulere udgangsproblemet lgbende, hvis nogle af
simplifikationerne skulle vise sig at pakraeve dette. I praksis findes der forskel-
lige redskaber til at stgtte struktureringen. Det kan feks. veere en god strategi
at lave en fysisk beskrivelse i form af en skitse for at fi en fgrste begrebs-
model. Et andet anvendt redskab er system dynamics®. System dynamics
benyttes til at karakterisere de valgte stgrrelser og relationerne imellem disse
ved hjelp af forskellige symboler. For eksempel opereres der med symboler
som tilstandsvariabel, stromvariabel, strompil og informationspil. Teknikken
er siledes mere en hjaxlp til at adskille og klassificere de udvalgte stgrrelser
og deres indbyrdes sammenhange end en hjelp til at udveelge dem i fgrste
omgang.

I overbookingmodellen er den valgte synsvinkel at opfatte problemet som
et profitoptimeringsproblem. Denne synsvinkel bygger pd en antagelse om,
at flyselskabet kun ggr det som er gkonomisk rationelt. Dette indeberer,
at man i udvaelgelsen af vigtige parametre kan kigge efter to overordnede
hovedgrupper: faktorer, der giver flyselskabet en indteegt i forbindelse med
en flyvning og faktorer, der giver en udgift for selskabet. Ud over dette er
struktureringen styret af, at den endelige model skal kunne give et svar pd
sporgsmalet om, hvorfor det kan betale sig at overbooke et fly. Det er derfor
essentielt at f4 medtaget de udgifter og indtaegter, der er relateret til en over-
bookingssituation. Men det vigtigste at indse, er det vi tidligere benzevnte
som det strukturerende greb, nemlig at struktureringen skal foregd i forhold til
antallet af ikke-fremmgdte, da det er dette, der er &rsag til overbookingssitu-

5System dynamics er udviklet ved Massachusetts Institute of Technology, MIT, af Jay
W. Forrester, der er professor of management. En beskrivelse af metoden findes i (Heefelt,
1990).
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-ationen. Struktureringskompetencen har i overbookingmodellen bla. kraevet
viden om en ret basal gkonomisk teori: profit = indtaegter - udgifter, og en
lidt mere specialiseret viden om de enkelte udgifts- og indtsegtsposter. For

~eksempel kraever-idealiseringen-af~f=parameteren, der-stir for-flyselskabets— —-

udgifter ved at udfere og udruste en flyvning, viden om lufthavnsafgifter,
flyets breendstofsforbrug og flypersonale mm.

2.2.2 Matematiseringskompetence

Matematiseringskompetencen indeholder evnen til at foretage matematiske
beskrivelser af stgrrelser, der oprindeligt er udtrykt i hverdagssprog. Kom-
petencen kan derfor udtrykkes som evnen til at matematisere de valg, der er
blevet foretaget af struktureringskompetencen.

Kompetencen er i serlig grad beherskelse af det matematiske sprog og af
matematiske begreber og teorier. Matematiseringskompetencen bruges bade
til at formulere problemet fra virkelighedsudsnittet som et problem i ma-
tematikkens verden og til at foretage yderligere matematisering i det ma-
tematiske univers. Sidstnavnte drejer sig om matematiske formuleringer af
yderligere skaerpelser og reformuleringer af problemet, som ikke kan fortol-
kes i virkeligheden, men alene kan foregé, fordi man er i den matematiske
modelverden. Matematiseringskompetencen kraever ligesom strukturerings-
kompetencen viljen til at simplificere komplicerede sammenhange. Dette er
ngdvendigt, ndr en storrelse feks. opfattes som eksponentielt voksende, selv
om dette oplagt m& vaere en tilnaermelse.

I nogle tilfzelde vil matematiseringen foregd meget direkte. Dette drejer sig
om de modelleringsforlgb, hvor den valgte synsvinkel pé virkelighedsudsnittet
muligger brug af fysiske love, som allerede er udtrykt pd matematisk form.
Matematiseringskompetencen bliver i sadanne tilfeelde, at kombinere de mest
egnede teorier for at f4 den gnskede model.

En vigtig forudszetning for at kunne matematisere er at have en fornemmelse
for de matematiske symbolers betydning. Symbolerne er byggestenene i det
matematiske sprog, som anvendes i reformuleringerne af problemet. Man skal
derfor beherske symbolerne p4 samme made som man behersker det naturlige
sprog. Denne feerdighed kalder Abraham Arcavi® for Symbol Sense. 1 artik-
len “Symbol Sense: Informal Sensemaking in Formal Mathematics” (Arcavi,
1994) giver Arcavi et bud pa, hvad der bla. mé ligge i symbolfornemmelse. Det

6 Abraham Arcavi er ansat ved Department of Science Teaching, Weizmann Institute
of Science, Rehovot, Israel.
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Object = -- » Symbol/Sign

~.

Concept

Figur 2.2: Den epistemologiske trekant illustrerer bla. at matematiske begreber
bade har en symbolfremstilling og en objektfremstilling. Objektfremstillingen er
begrebets udseende i en given anvendelse (Steinbring, 1989).

centrale i symbolfornemmelse er ifglge Arcavi at kunne anvende og gennem-
skue den status, symbolerne har. Symbolerne har status af at veere bindeled-
det imellem de matematiske begreber og objekterne udenfor matematikken. .
Symbolerne er siledes vejen til at formulere og formalisere objektet, s& ma-
tematiske begreber kan anvendes pa det.

Det er i den forbindelse essentielt at have en forstaelse af de matematiske
begreber, der omfatter bade et symbolaspekt og et anvendelsesmassigt (ikke-
matematisk) aspekt. Dette forhold tydeligggr Steinbring’ i artiklen “Routine
and Meaning in the Mathematics Classroom” (Steinbring, 1989). Heri karak-
teriserer Steinbring begrebsmaessig matematisk viden vha. en epistemological
triangle se figur 2.2. Den epistemologiske trekant illustrerer bla. at matema-
tiske begreber bade har en symbolfremstilling og en fremtraedelse i en given
anvendelse kaldet objektfremstilling®.

Vi vil nu naevne nogle af de aspekter ved symbolfornemmelse - i Arcavis for-
mulering - som vi finder relevante for matematiseringskompetencen. For det
fgrste indeholder symbolfornemmelse, at man har symboler som et menings-
tilskrivende og umiddelbart tilgaengeligt veerktgj. For det andet er der inde-
holdt en forstielse for hvilke symboler, der er relevante i en given situation
samt en forstielse for symbolernes magt til bla. at klarggre sammenhznge.

De gvrige aspekter, Arcavi naevner, antyder alle i en eller anden grad, at
symbolfornemmelse er en egenskab eller et vaerktgj, der skal udnyttes til at
opné lgsninger. For eksempel er en intuitiv fornemmelse for, hvornar det er

"Heinz Steinbring er ansat ved Institut fiir Didaktik der Mathematik, Universitét Bie-
lefeld, Tyskland.

81 artiklen diskuterer Steinbring de forskellige begreb-symbol-objekt relationer i en ind-
leeringsmeessig sammenhang. Han fremfgrer, at objekt og symbol ofte kommer til at frem-
st& som identiske i traditionelle undervisningssituationer. Dette medfgrer en unuanceret
begrebsmeessig forstielse, som ofte vil veere kontekstathangig (Steinbring, 1989).
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relevant at benytte symboler, og omvendt hvornadr det er mere givtigt at
benytte andre metoder for at na frem til en lgsning, en del af symbolfornem-
melse. Dette belyser, at matematiseringskompetencen ikke kun er at kunne

matematisere-det strukturerede problem; men at ggre dette med én l¢sn1ng

for gje. Dvs. vaelge en matematisering der er mulig at lgse.

Matematiseringen i overbookingeksemplet foregar trinvis, eftersom-modellen
bygges trinvis op. Matematiseringskompetencen indeholder i eksemplet bla.
det at opfatte og opskrive nogle parametre som konstanter. Opstillingen af
den fgrste ligning, S = ng — f, er ogsé et eksempel pad matematiseringskom-
petence. Bag denne ligger forstaelsen for, at det er S, altsd profitten, der
skal beregnes og at denne er afhaengig af de andre stgrrelser. De fglgende ud-
bygningerne af ligningen er ogsa eksempler p4 matematiseringskompetencen.
Da der i systemafgransningen er udvalgt faktorer, som ikke kan bestemmes
entydigt, her teenkes pa en parameter som antal ikke-fremmgdte, bliver det
en del af matematiseringskompetencen at finde en passende beskrivelse for
denne stokastiske variabel. I fgrste omgang er opfattelsen af ikke-fremmgdte
som stokastisk variabel grundlaget for, at der i udbygningen af den simple
model kan opstilles et udtryk for det forventede overskud S. I den anden
udbygning af den simple model findes der en matematisk beskrivelse af de
ikke-fremmgdte, da sandsynlighed for k ikke-fremmgdte, Py, opfattes som
binomialt fordelt.

Det skal til sidst bemaerkes, at der er andre som til begrebet matematisering
knytter processer, som dem vi har beskrevet under struktureringskompeten-
cen. Dette gaelder feks. Ole Skovsmose, som beskriver matematisering pé
folgende made: “To mathematise means to formulate, to systematise and to
make judgements about ways of understanding reality,...” (Skovsmose, 1994,
s. 63). Vi har imidlertid valgt at udskille struktureringen fra matematiserin-
gen, da vi mener der er vaesentlige forskelle pa de to processer, og at det er
vigtigt at fremhaeve dem begge.

2.2.3 Afmatematiseringskompetence

Afmatematiseringskompetencen er en komplementaritet til matematiserings-
kompetencen. Den bestar i at kunne tilskrive en matematisk formulering en
mening i virkeligheden. Det vil sige at tolke et matematisk udtryk i forhold
til det bagvedliggende virkelighedsudsnit. Vaesentlige elementer af tolkningen
er at klarlaegge, hvilke parametre og sammenhange fra virkelighedsudsnittet,
som det matematiske udtryk symboliserer. Kompetencen inkluderer endvi-
dere evnen til at gennemskue de grundleggende forudsatninger for opstillin-
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gen af det matematiske udtryk, sagt med andre ord. evnen til at klarlegge
den valgte synsvinkel pé virkelighedsudsnittet.

Afmatematisering er en ngdvendig kompetence, nar et modelresultat skal
tolkes i forhold til det bagvedliggende virkelighedsudsnit. Dette skyldes, at
modellgsningsprocessen foregar i det matematiske univers, hvilket medfgrer,
at nogle af lgsningerne ogsa umiddelbart kun vil give mening indenfor dette.
Sidstnzevnte vil oftest ggre sig geeldende, ndr modellerne giver kvalitative re-
sultater, som feks. funktioner der skal angive en tendens i det modellerede
problem. Lgsningerne kan derfor ikke i alle tilfselde bruges direkte, men skal
farst tolkes 1 dagligdagssprog. Afmatematiseringskompetencen kommer sale-
des i spil i sarlig grad, ndr modelleringsprocessen afsluttes, og de endelige
resultater skal anvendes, men er ogsad ngdvendig ved de lgbende tjek, der
foretages undervejs i en modelleringsproces. Situationer, der i hgj grad krae-
ver afmatematiseringskompetence, er modelanalyser og modelleringsproces-
ser, der tager udgangspunkt i en allerede eksisterende model. I begge tilfzelde
har modellgren ikke selv foretaget de systemafgraensninger og matematise-
ringer, der ligger til grund for modellen. Da afmatematiseringen bygger pa
kendskab til de valg, der er foretaget i systemafgraensningen, bliver en del af
kompetencen her at afdaekke disse simplifikationer og grundlaeggende krav.
I de tilfzelde, hvor modellgren selv har foretaget alle modelleringstrin, bliver
kompetencen at benytte dette kendskab i tolkningen af resultaterne.

Afmatematiseringen bygger ligesom matematiseringskompetencen pa en sym-
bolfornemmelse. I Arcavis artikel har vi fundet fglgende aspekter af symbol-
fornemmelse vigtige for afmatematiseringskompetencen: Evnen til at kunne
lese en mening ud af symbolerne og gennem symbolerne f& en forstielse af
det problem de beskriver. Derudover at have en fornemmelse for, at symbo-
lerne kan have forskellig rolle i forskellige kontekster. Her er det centrale alts&
at kunne lzese bide de matematiske begreber og de ikke-matematiske objek-
ter, som symbolerne refererer til. Det er klart, at de to typer fortolkning
kan stgtte hinanden, men at afmatematiseringskompetencen ikke fungerer,
hvis kun den ene type kan gennemfgres. Dvs. hvis det alene var en fortolk-
ning af symboler som reprasentanter for matematiske begreber, ville denne
ikke bidrage til en forstéelse for det objekt, som var modelleret. Afmatema-
tiseringskompetencen bygger pA en begrebsmassig forstielse som den blev
illustreret i den epistemologiske trekant pd side 51. Eftersom en matematisk
model vil optreede som en symbolfremstilling bliver det afmatematiserings-
kompetencens opgave at tolke en tilhgrende objektfremstilling pa baggrund
af en forstaelse af det underliggende matematiske begreb.

Afmatematiseringskompetencen har ogsé en funktion i de modelleringsforlgb,
hvor der i systemafgransningsfasen bliver valgt en synsvinkel, som muligggr
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anvendelse af fysiske love pd matematisk form. Kompetencen har i sddanne
tilfaelde det formal at tilskrive de matematisk formulerede love mening for
at klarggre, hvad de beskriver i forhold til det problem, der gnskes lgst, og

hvordan problemet-eventueltskal reformuleres forat passe med disse love."

I overbookingmodellen vil afmatematiseringskompetencen komme forskelligt
i fokus, alt efter om_modellen skal analyseres_eller opbygges. Hvis modellen
bliver videregivet uden preecisering af de bagvedliggende antagelser vil det
veere en opgave for afmatematiseringskompetencen af afdsekke disse. For ek-
sempel ville det vaere et eksempel pd afmatematiseringskompetence at over-
veje, hvad der ngdvendigvis matte ligge bag det at kunne opfatte P, som
binomialt fordelt - altsd at gennemskue at den enkelte passagers fremmgade
eller mangel pa samme regnes som uafhzngigt at de andre passagerers frem-
mgde. I vores fremstilling kommer afmatematiseringskompetencen i spil ved
tolkningen af de beregnede resultater. Informationen om, at et flyselskab op-
ndr stgrst profit med en overbooking pd 20 personer i et fly med plads til
300 personer, er ikke s3 meget veerd i sig selv. Det er fgrst nar denne infor-
mation suppleres med preecisering af de antagelser resultatet bygger pa, at
det kan bruges til noget. For eksempel vil det vaere fornuftigt at inddrage
nogle overvejelser om stgrrelsen af b, der star for flyselskabets udgifter ved at
afvise en booket passager. Resultatet med de 20 personer er opnaet ved en
bestemt fastsaettelse af b-parameteren, som imidlertid aldrig kan veaere andet
end et skgn, da det ikke er muligt at saette tal pa, hvor meget det betyder
for selskabets renomé at matte afvise passagerer.

2.2.4 Modellgsningskompetence

Modellpsningskompetencen bestar i at opnd resultater af den opstillede mo-
del. Heri ligger badde det at analysere modellen for at klarlegge hvilke rele-
vante resultater, der kan teenkes at opnés fra den, og dernaest at udfgre de
npgdvendige aktiviteter for at komme frem til de gnskede resultater.

Viden om matematiske teorier og metoder er en grundleggende forudsaet-
ning for modellgsningskompetencen. Kompetencen er at bringe denne viden
i spil for at lgse den matematiske model. Det kan feks. veere anvendelsen af
numeriske eller analytiske metoder til at 1gse differentialligninger. For at lgse
modellen er det ngdvendigt, dels at kunne anvende de teknikker man har
viden om i nye situationer, og dels at kunne improvisere nye teknikker nar de
kendte ikke er brugbare. I kompetencen ligger ogsd, at man er i stand til at
udnytte, at man befinder sig i det matematiske modelunivers og derfor kan
“glemme alt om” virkeligheden og koncentrere sig om at komme frem til nogle
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resultater. Her er det altsé en fordel at kunne betragte symboludtrykkene og
deres form alene uden at lade sig distrahere af meningen af symbolerne i
virkeligheden. En del af kompencen ligger altsd i at vide hvilke muligheder
og ikke mindst begransninger, der er i at bevage sig i et rent matematisk
univers.

Ofte vil en meget vigtig del af modellgsningskompetencen vaere.at kunne be-
nytte en computer til at opnd de gnskede lgsninger. I kompetencen kan der
bade ligge det at have kendskab til forskellige programmer og vzere i stand
til at bruge dem og den mere avancerede kompetence i at programmere selv.
Sidstnaevnte betyder, at algoritmisk tankegang er inkluderet i modellgsnings-
kompetencen. Dvs. at kunne give en detaljeret beskrivelse af den procedure,
der skal gennemlgbes for at lgse modellen. Et andet punkt, der hgrer under
modellgsningskompetencen, er parameterbestemmelse. I nogle tilfzelde er det
muligt at fastleegge deres stgrrelser ud fra empiriske data, mens det i andre
tilfelde er ngdvendigt at “prgve sig frem”. Endelig kan der vare parametre
hvis veerdi er entydigt givet som naturkonstanter.

I overbookingeksemplet foregar modellgsningen p& computer. Kompetencen
er derfor her fgrst og fremmest at lave en algoritme til modellgsningen, som
kan implementeres i et program, der kan give relevante resultater. Ud over
det er parameterbestemmelse af afggrende betydning. De indgdende para-
metre er af vidt forskellig status. Nogle ma forventes at kunne bestemmes
ud fra empiriske data. Dette gaelder bla. f, der angiver de samlede udgifter
ved at udfgre en flyvning og g, der angiver billetprisen. Stgrrelserne p og q,
der angiver henholdsvis sandsynligheden for at en passager mgder op eller ]
kan ligeledes fastlegges pd baggrund af empiriske data vha. statistiske be-
regninger. Andre parametre vil i kraft af deres natur veere meget vanskelige
at fastlegge pracist. Dette galder for eksempel parameteren, b, som er fly-
selskabets udgifter bla. i form af tab af renomé, som er forbundet med at
afvise en passager.

2.2.5 Valideringskompetence

Valideringskompetencen vedrgrer en vurdering af modellen. Valideringerne
kan bestd af matematiske analyser for at afdeekke modellens styrker og svag-
heder samt af sammenligninger mellem empiriske data og resultater udledt af
modellen. Valideringskompetencen bestar endvidere i at afggre, hvilke krav
modellen skal leve op til, for at den kan benyttes til det pageeldende formal.

Valideringskompetencen bygger ogsd pa en matematisk viden om teorier og
teknikker. Kompetencen vil traekke p& den samme type analyser som model-
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- lgsningskompetencen, men vil ggre det med et andet formal for gje. Atheengig
af typen af de teorier, som er udgangspunkt for systemets beskrivelse, vil der
i visse tilfaelde kunne regnes pa de u31kkerheder som den valgte strukturermg

I overbookingeksemplet er nogle af de indglende parametre seerdeles vanske-
lige at fastleegge. I dette tilfeelde bliver det ngdvendigt at undersgge, hvor
meget det indvirker pa de endelige resultater, at disse stgrrelser kan vari-
ere. Hvis pracisionen p3 de sveert bestemmelige parametre har en afggrende
betydning, vil det veere relevant at tage hgjde for dette i bedgmmelsen af
modellens resultater. Mens der kan argumenteres for at negligere disse usik-
kerheder pd parameterveerdierne i bedgmmelsen, hvis de ikke har stor be-
tydning for resultaterne. En sddan undersggelse er derfor et eksempel pé
valideringskompetencen.

Et andet eksempel pa valideringskompetence i overbookingmodellen er un-
dersggelsen af specialtilfzeldet i den anden udbygning af den simple model.
Her blev det undersggt, hvad profitten ville veere i det tilfselde, hvor alle
bookede passagerer mgdte op. Dette blev gjort for at tjekke den anden mo-
deludbygning, for den blev udbygget yderligere. Den fgrste simple model blev
valideret ved hjzlp at forholdsvis banale sammenligninger med den system-
verden, der var afgrenset. Et aspekt af valideringskompetencen er saledes
at vurdere hvordan det er rimeligt at vurdere den pageeldende model, dvs.
om der feks. er nogen mening i at sammenligne modellens resultater med
empiriske data.

2.2.6 Strategikompetence

Strategikompetencen indeholder evnen til at planlegge og styre hele den
igangverende modelleringsproces. Heri ligger badde det at styre den over-
ordnede proces samt at kontrollere de enkelte deltrin. Strategikompetencen
kraever derfor overblik over hele processen og evnen til at vurdere og kontrol-
lere egne handlinger.

Kendskab til og fortrolighed med de forskellige niveauer i modelleringsproces-
sen er ngdvendig for at kunne kontrollere arbejdet med modellen og dermed
effektivisere processen mest muligt. Kompetencen kraever evnen til at opstille
forskellige strategier og til - under udfgrelsen - at kunne kontrollere, i hvilken
udstraekning de er konstruktive. Den indeholder derfor evnen til at vurdere
og kontrollere ens egen arbejdsproces.

Vi har hentet inspiration til udviklingen af strategikompetencen hos Alan
Schoenfeld, som har beskaftiget sig med problemlgsningsstrategier generelt.
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Vi vil derfor inddrage hans beskrivelser i uddybningen af strategikompeten-
cens indhold. Schoenfeld skelner mellem strategier og kontrol. Et eksempel pa
en overordnet strategi er at starte med at simplificere sit problem og under-
spge dette fgrst. Idéen med dette er at f4 en ide om den mere komplicerede
udgave. En anden overordnet strategi er at undersgge sit problem i specialtil-
feelde ogsd med det formél at f& en ide om i hvilken retning problemlgsningen
gar. En tredje strategi er at opstille delmal for at ggre lgsningsprocessen mere
overskuelig. Kontrolbegrebet beskriver Schoenfeld kort pi fslgende méde:
“Selecting and pursuing the right approaches, recovering from inappropriate
choices, and in general monitoring and overseeing the entire problem-solving
process, is equally important. One needs to be efficient as well as resourceful.
In broadest terms, this is the issue of control.” (Schoenfeld, 1985, s.98-99).
Disse aspekter af kontrol samt generelle strategier er indkluderet i strategi-
kompetencen. Dick Clements skriver:

“..I would normally try to keep a model as simple as possible at
first and go back to include more features once I had the basic
model formulated...Once they [studerende red.] have achieved a
basic understanding of their model they can go back and include
more detailed effects.” (Clements, 1990, s.326).

Dette illustrerer hvad en strategi kan veere - at starte simpelt og s& bygge ud
- og hvordan det kan vaere en hjelp til at fa opstillet den endelige model.

I overbookingeksemplet bygges modellen op trinvis. Dette er saledes et ek-
sempel pa strategikompetencen. De fgrste simple udgaver af modellen giver
altsd en fgrste forstielse, samtidig med at det letter opbygningen. Et vigtigt
aspekt af denne metode er at validere de enkelte udbygninger af modellen,
fgr man arbejder videre med modellen, hvilket ogsa ggres i eksemplet.

2.2.7 Refleksionskompetence

Refleksionskompetencen bestar i at reflektere over de valg og aktiviteter, der
foretages undervejs i modelleringsprocessen. Refleksionerne indeholder over-
vejelser om, hvad de givne valg betyder for den overordnede problemstil-
ling samt vurderinger af, hvilke konsekvenser disse overvejelser bgr fgre til.
Refleksionskompetencen benyttes siledes, mens modelleringsprocessen eller
modelanalysen er i gang.

Refleksionskompetencen indeholder evnen til at stille de relevante kritiske
sporgsmal til de enkelte trin i modelleringsprocessen. Arten af disse spgrgs-
mal vil veere af forskellig type alt efter hvilket trin, man befinder sig pa. I
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systemafgraensningsfasen vil det feks. veere: Kan andre elementer end de ud-
valgte veere vaesentlige? Dette kunne for eksempel veere tilfaeldet, hvis man
havde taget udgangspunkt i en anden teori. I modellgsningsfasen kan det veere

nik til antallet af parametre i modellen? Hvilke typer af lgsninger giver den
opstillede model anledning til? Hvordan opfgrer modellen sig i hypotetiske
ekstreme situationer? Det fplger af ovenstdende, at refleksionskompetencen
har en rolle i alle de andre kompetencer, nermest som et aspekt af disse
der kan hjzlpe til en progression i de aktiviteter, der foretages indenfor de
forskellige kompetencer.

Vores beskrivelse af refleksionskompetencen er inspireret af Ole Skovsmo-
ses begreb reflective knowing (Skovsmose, 1988, 1994). Dette vender vi til-
bage til i den efterfglgende diskussion af hele begrebsapparatet, hvor vi gi-
ver refleksionskompetencen mere indhold gennem sammenlignende analyse

af Skovsmoses og vores begreber.

I overbookingmodellen er der et eksempel pa en udregning af en hypotetisk
ekstrem situation. Dette finder sted i valideringen af den anden udbygning,
hvor det specialtilfzelde, hvor alle bookede passagerer med sikkerhed mgder
op, undersgges. Sandsynligheden for at en passager mgder op er i dette til-
feelde 1, og dermed reduceres ligningen vaesentligt. Da Py = 1 og P, = 0 for
k > 1 bliver der kun et led tilbage i summationsleddet. Fgrste led i lignin-
gen reduceres ogsi, eftersom det forventede antal ikke-fremmgdte, &, er 0.
Herefter reduceres ligningen til S = Ng— f — b(m — N), som ikke er s& kom-
pliceret at analysere. Refleksioner i denne forbindelse er i fgrste omgang at
overveje hvilket specialtilfelde, der vil veere fordelagtigt at undersgge og der-
efter refleksioner i forbindelse med tolkningen af resultatet af det undersggte
specialtilfalde.

Overvejelser i forbindelse med valg og fastleggelse af de indgdende para-
metre i overbookingmodellen er ogsd eksempler pd refleksionskompetence. I
forbindelse med fastlaeggelse af P, som binomialfordelt drejer det sig feks.
om at overveje det rimelige i at antage, at den enkelte passagers fremmgde
er uathengigt af de andre passagerers fremmgde. I forbindelse med model-
udbygningerne er det ngdvendigt med refleksioner om hvilke parametre, der
skal bibeholdes, hvilke der skal droppes og hvilke nye, der er ngdvendige. I
den fgrste simple model optraeder der feks. en n-parameter, der angiver an-
tal passagerer p& flyvningen. Denne parameter veelger Clements imidlertid
at substituere med k-parameteren, der angiver antal ikke-fremmgdte, altsd
naermest den modsatte parameter af n. Refleksioner bag dette valg gar p3, at
det er mere relevant at se p4 antal ikke-fremmgdte end pa antal fremmgdte,
eftersom det netop er den omstaendighed, at der er bookede passagerer, der
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ikke mgder op, som er arsag til at flyselskaber mé& overbooke for at hgjne
profitten. '

2.2.8 Kritikkompetence

Kritikkompetencen bestar i at forholde sig kritisk til en given afsluttet mo-
delleringsproces sat i relation til en eller flere kontekster. Kritikkompetencen
indeholder evnen til at stille de relevante kritiske spgrgsmal til en model med
det formal at vurdere modellens anvendelighed i den pagaldende kontekst,
som ofte vil veere en samfundsmaessig sammenhang. Til det at vurdere mo-
dellens anvendelighed ligger ogsa en vurdering af hvilke konsekvenser, det far
for det pag=ldende felt, at man valger at bruge lige netop den foreliggende
model.

Kritikkompetencen anvendes overfor modeller, nar de anskues udefra og altsa
ikke indefra selve modelleringsprocessen. Der er alts&d en perspektivforskel
mellem refleksions- og kritikkompetencen. Hovedelementet i kritikkompeten-
cen er at kunne behandle spgrgsmal, der afdeekker modellens status, styrker
og problemer i forhold til anvendelsen. Spgrgsmalene kan veere af karakteren:
Hvilket formal skal modelanvendelsen opfylde? Til hvilket formal er model-
len oprindeligt konstrueret? Hvilke interesser kan der vaere forbundet med
modellen og den made den anvendes pd? Hvilket teoretisk fundament bygger
systemafgraensningen og matematiseringen pa? Hvordan er sammenhsengen
mellem model og virkelighed? En del af kritikkompetencen bestar siledes i
at afdaekke problemer, der s& m4 undersgges naermere pa de enkelte niveauer
i modelleringsprocessen. En anden del af kompetencen bestér i at kunne vur-
dere, hvordan modelanvendelsen pavirker preeciseringen af problemet og de
rammer under hvilket problemet kan diskuteres, samt de muligheder der er
for handling.

For at stille disse spgrgsmal er et kendskab til andre modeller og deres an-
- vendelse en fordel, derfor er en del af vidensindholdet i denne kompetence
viden om forskellige modeltyper.

Ligesom refleksionskompetencen er kritikkompetencen inspireret af Ole
Skovsmoses begreb reflective knowing. Som sagt vil vi vende tilbage til dette
1 den efterfglgende diskussion af hele begrebsapparatet.

Kritikkompetencens opgave vil i tilknytning til overbookingmodellen vaere
at belyse den interesse, der ligger bag modellen, og hvilken indflydelse det
har haft pd modelleringsprocessen. Men ogsd at vurdere grundlaget for og
rimeligheden af de forskellige antagelser og parameterbestemmelser. For ek-
sempel kan man undersgge rimeligheden af at anvende en binomialfordeling
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til beskrivelse-af sandsynligheden for, at et bestemt antal personer ikke mg-
der frem. Binomialfordelingen er den matematisk simpleste fordeling, der kan
stilles op, idet den bygger pa antagelsen om, at passagerernes fremmgde er
ved sammenligning med statistiske undersggelser af fremmgdeprocenten til
forskellige afgange. De simple parameterbestemmelser i overbookingmodel-
len kunne forklares med, at Clements har en undervisningsmaessig indgang til
hele modelopstillingen. Hans interesse har dermed heller ikke varet direkte
foreskrivende. Det har derfor ikke veeret vigtigt for ham at lave en meget
virkelighedstro fastleggelse. Hvis flyselskaber eventuelt skulle benytte denne
model, ville det siledes veaere relevant for dem at vaere opmaerksom pi, at
Clements interesse i at opbygge modellen ikke var foreskrivende. Derudover
vil kritikkompetencen fremhaeve, at modellens resultater ikke er entydige,
idet en given profit er forbundet med en risiko for at afvise passagerer. An-
vendelsen af modellens resultater kraever siledes en stillingtagen til, om man
vil yde en forringet service pa dette omrade, og i givet fald om man feks. vil
veelge at give forskellig service til forskellige kundegrupper.

2.2.9 Kommunikationskompetence

Kommunikationskompetencen er evnen til at formidle feerdige eller forelgbige
resultater af modelleringen til bdde matematikere og ikke-matematikere. Den
kraever evnen til at vurdere hvilke faktorer, der er vigtige at videregive i den
pageldende sammenhaeng, samt evnen til at formidle disse pa en forstielig
maéde.

Kommunikationskompetencen udgves siledes bade undervejs i modellerings-
processen og i den afsluttende fase og kan vzere bdde mundtlig og skriftlig.
Kompetencen kan siges at vzere szrlig vigtig, nar en modelleringsproces af-
sluttes, og den endelige model bliver videregivet. Hvis modellen ikke suppleres
med information om de begransninger mm., der er foretaget undervejs i pro-
cessen, er det svaert at sikre en fornuftig brug af modellen. I kompetencen er
der ogsa inkluderet en evne til at samarbejde med dels andre modelbyggere,
feks. i tilfeelde af at ens model er en del af en stgrre og dels med eventu-
elle brugere og aftagere af modellen. Malgruppe overvejelser er endvidere en
ngdvendighed for kommunikationskompetencen.

Et eksempel pa kommunikationskompetencen er Dick Clements indledende
argumentation for den valgte fremstillingsform af overbookingmodellen:

“What I have actually written reflects my own mental processes
m creating the model described...some lecturers prefer to present
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concrete and specific problems, others to propose an area of study
and see what emerges.-In the case of this material I have adopted
the latter stance,...the style is also probably best chosen in the
light of the intended student audience.” (Clements, 1990, 5.323).

Beskrivelsen er udformet til matematiklserere, men med det i baghovedet, at
den skal praesenteres for studerende. En del af kommunikationskompetencen
har vaeret at ggre dette klart og en anden del at foretage selve beskrivelsen.

I forbindelse med overbookingeksemplet vil det at kommentere resultatet
af modellen give mulighed for refleksioner. Feks. det resultat at flyselska-
bet tjener mest, nar deres 300 personers fly overbooker med 20 personer,
kommenteres med at der si ogsd er 46 % sandsynlighed for at afvise 5 el-
ler flere personer. En sddan kommentar laegger op til nogle overvejelser af,
om det bare er profitten, der er det vasentlige for flyselskabet, eller det er
at undgé for mange afviste, for si er det et andet resultat der skal bruges.
Kommunikationskompetencen kan séledes blotleegge modellens bagland og
seette modellens resultater i perspektiv.

Efter dette star det klart, at kommunikation forudsatter refleksion. Det er
muligt for en modellgr at strukturere modelleringsprocessen, men det fglger
ikke deraf, at hun kan kommunikere denne strukturering, og hvorfor den ser
ud som den ggr, til andre. Det kraever refleksion.

Disse forhold er med til at give kommunikationskompetencen en anden ka-
rakter end de tidligere naevnte modelkompetencer. Kompetencen er i sarlig
grad knyttet til refleksionskompetencen og kritikkompetencen. Idet, som fgr-
nzevnt, kommunikation i en hvis grad forudsaetter refleksioner, samtidig med
at det er kommunikation der giver mulighed for en efterfslgende kritik og
refleksion. Det kan sdledes vaere sveert at forestille sig en egentlig kritikkom-
petence uden kommunikationskompetencen ogsa er tilstede. ‘

2.2.10 En slutkommentar

Vi har nu givet en fgrste praesentation af vores begrebsapparat bestdende af
ni modelkompetencer. I praesentationen har vi gjort mest ud af at klarlegge
de enkelte kompetencers indhold og kun kort bergrt nogle af kompetencernes
indbyrdes relationer.

Vores beskrivelse af de seks af kompetencerne, struktureringskompeten-
cen, matematiseringskompetencen, afmatematiseringskompetencen, modellgs-
ningskompetencen, valideringskompetencen og kommunikationskompetencen
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- - har udgangspunkt i et studium af modelleringsprocessen. Dette betyder imid-
lertid ikke, at de kun er knyttet til et bestemt tidspunkt i en given proces. Som
vi beskrev afslutningsvis i afsnittet om modelleringsprocessens struktur er

=~— .= - —— ~—modelleringen-netop-en dynamisk proces. Derfor-vil den enkelte kompetence— — -
' ~ ogsd komme i spil flere gange i modelleringen, som fglge af at der springes
rundt, frem og tilbage i den beskrevne struktur. De andre tre kompeten-
cer, strategikompetencen, refleksionskompetencen og kritikkompetencén, har
vi opstillet pd basis af mere videnskabsteoretisk- litteratur. Disse tre kompe-
- tencer indgér alle i samspil med de andre kompetencer. Man kan saledes ikke
forestille sig en aktivitet, der udelukkende hgrer under feks. refleksionskompe-
tencen. I den fplgende diskussion, hvor vi bla. diskuterer inspirationskilderne
til disse tre kompetencer, vil vi udfolde dem nsermere. For refleksions- og
kritikkompetencens vedkommende vil det serligt dreje sig om at klarlaegge

graensen mellem de to kompetencer.

2.3 Uddybning og diskussion af begrebsappa-
ratet

I dette afsnit vil se pa, hvordan vores kompetencebegreb forholder sig til
andres begreber, der omhandler noget lignende. Dette ggr vi dels for at pla-
cere vores arbejde i en bredere kontekst og dels for pad den méde at gore det
klarere, hvad vores begreber kan byde pé.

Vi har valgt, at se p4 tre andre tilgange til kompetencerne, som er af ret
forskellig karakter. Dels vil vi se pa begrebet handlekompetence, som bruges
af danske didaktikere, bla. Karsten Schnack. Handlekompetence anvendes
som et alment didaktisk begreb, og altsa ikke specifikt inden for matematik.
Vi ser pd, hvordan sammenheengen er mellem dette kompetencebegreb og
vores. Matematisk teenkning er en fallesbetegnelse for bla. problemlgsning,
metakognition og “sense making” indenfor matematik. Alan Schoenfeld har
forsggt at samle nogle definitioner pa centrale begreber for, hvad matematisk
teenkning bestar i, som vi vil se n®rmere p4. Endelig vil vi forholde vores
kompetencebegreb til Ole Skovsmoses begreber om matematisk, teknologisk
og refleksiv viden.

2.3.1 Schnacks handlekompetence

Begrebet handlekompetence er ikke fagspecifikt, men skal ses i en bredere
sammenhang med politisk dannelse, opdragelse til demokrati og kritisk pae-
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dagogik. Folgende citater beskriver, hvad Karsten Schnack lzegger i begrebet
handlekompetence:

“Opdragelse til demokrati er altsd ogsd opdragelse og kvalificering
til deltagerrollen. Det er i dette lys, begrebet ‘handlekompetence’
skal ses. At udvikle handlekompetence bliver et dannelsesideal 1
demokratisk perspektiv. ‘Kompetence’ md gerne give associationer
til noget med at kunne og ville veere deltager” (Schnack, 1993, s.7).

Det dannelsesbegreb, Schnack henviser til, indeholder “udover en indsigt © et
vidensomrdde ogsd, at man har etableret et kriterium for hvorndr og til hvad,
man vil anvende denne viden, at man har accepteret et ansvar for hvordan,
hvornédr og til hvad man vil anvende denne viden” (Nielsen, 1973, s.40-41)
citeret efter (Schnack, 1993, s.7).

Den overordnede ide er, at skolen m4 have som malsatning at bibringe stu-
derende ‘en handlekompetence i forhold til samfundsmsassige problemer. Selv
om samfundsméssige problemer ikke direkte kan siges at vaere fallesobjekt
for vores kompetencer mener vi, at vores kompetencebegreb 1 sin grundide
har meget til feelles med handlekompetencen. Ideen med at opstille vores kom-
petencebegreb er inspireret af den opfattelse, at matematik er samfundsfor-
mende, og at matematikundervisningen har til formal at “.. sette alle elever
i skolesystemet i stand til at forstd, tage stilling til og handle overfor ma-
tematikkens rolle i verden (naturen og samfundet)” (Niss, 1984, s.24). Vores
kompetencer kan saledes opfattes som relevante aspekter af handlekompeten-
cen, nar man taler om at handle overfor matematikken i samfundet. Selvom
vores kompetencer ganske vist er specifikt knyttet til arbejdet med mate-
matiske modeller, drejer de sig ogsd om aktiviteter med et bestemt formaél,
hvilket netop karakteriserer handlinger i Schnacks terminologi. Derudover lig-
ger der i handlekompetence, at den aktivitet der udfgres er noget man tager
pa sig, dvs. noget man bade skal kunne og ville. Dette geelder ogsa for vores
kompetencer, méske specielt for kritikkompetencen.

I fgrste omgang er det oplagt at opfatte kritikkompetencen, som den der er
neermest knyttet til handlekompetencen. Dette skyldes, at kritikkompetencen
beskaftiger sig med modeller set i en samfundsmaessig sammenhzang, fordi
den ser pa modellen i anvendelse og derfor klart vil vaere et relevant aspekt af
handlekompetencen. Vi mener dog, at kritikkompetencen i hgj grad bygger p&
de andre kompetencer. Dette skyldes, at vi finder disse ngdvendige bade for
at kunne stille de relevante spgrgsmaél og for at kunne besvare de spgrgsmal,
som kritikkompetencen satter fokus pd. Derudover vil selve det at kunne
modellere udggre en mulighed for handling i forhold til samfundsmaeessige
problemer.
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-P4 denne méde bliver-alle vore kompetencer ngdvendige aspekter af den mere ~
overordnede handlekompetence.

Karsten Schnack skelner mellem viden, erfaringer og_handlinger. Viden kan

iflge Schnack overfgres til en person, men erfaringer er noget, man mé handle -
sig til. Med handling mener han ikke blot en fysisk aktivitet, men at der fore-
ligger en hensigt for den handlende. Erfaringer og-handlekompetence hanger
sdledes ngje sammen, idet handlekompetence er en forudsatning for erfarin-
ger, men erfaringer pa den anden side kan medvirke til-at kvalificere kom-
petencen (Schnack, 1993, s.9). Disse tanker kan illustrere, hvordan der vil
ske progression i vore kompetencer: handlinger i form af modelleringsarbejde
giver erfaringer, der vil lagres i vidensindholdet. Vidensindholdet bliver her-
med mere indholdsrigt, hvilket vil pavirke kompetencens kvalitet. P4 denne
méde bygges kompetencerne gradvist op.

2.3.2 Schoenfelds matematiske teenkning

I artiklen “Learning to think mathematically; problem solving, metacognition,
and sense making in mathematics” (Schoenfeld, 1992) praesenterer Schoen-
feld fem centrale aspekter ved matematisk teenkning. Opdelingen i de fem
aspekter er Schoenfelds egen, men i artiklen fremstiller han aspekterne, som
nogle der tilsammen dakker over tanker, der hersker generel enighed om i
matematikdidaktiske kredse. Fremstillingen inddrager forskning i matema-
tisk teenkning indenfor adskillige fagomrader, herunder forskellige filosofi- og
psykologiretninger. Schoenfelds interesse i at beskaftige sig med matematisk
teenkning er indleringsmaessig. Det er hans overordnede synspunkt, at malet
for matematikundervisning er at fostre matematisk teenkning hos de stude-
rende, og dermed ggre dem til gode problemlgsere, men at den nuveerende
undervisning ikke normalt ggr det i seerlig stor grad. Gennem hele artiklen
papeger Schoenfeld derfor, hvilke konsekvenser eksistensen af de forskellige
aspekter bgr have for undervisningen.

De fem centrale aspekter af matematisk teenkning er ifglge Schoenfeld: wi-
densbasen (The knowledge base), problemlgsningsstrategier (Problem-solving
strategies), styring og kontrol (Monitoring and control), matematiksyn og af-
fektive faktorer (Beliefs and affects) og praksis (Practices). Schoenfeld rela-
terer ikke sine begreber om matematisk tenkning specifikt til matematiske
modeller. De gir mere bredt pd matematik som sddan. Der er dog tydeligt
paralleller til vores begreber. Ved at fremheve de forskellige aspekter ved
matematisk tzenkning viser han, at det man skal leere gennem matematikun-
dervisning er andet og mere end en mangde viden og standardprocedurer.
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Schoenfelds begreber er ikke p& nogen méade logisk adskilte kategorier men
netop aspekter ved matematisk tenkning. De hanger tset sammen og ind-
virker p& hinanden. De to aspekter, der kommer teettest pd vores kompeten-
cer, er problemlgsningsstrategier og kontrol. Disse aspekter har da ogsd, som
nzevnt tidligere, fungeret som inspirationskilde i udviklingen af vores stra-
tegikompetence. Endelige er vores forstielse af vidensindholdet i de enkelte
kompetencer ogsa inspireret af Schoenfelds vidensbase. De to sidste aspekter
matematiksyn og affektive faktorer samt praksis er omrader, som vi ellers ikke
bergrer, da de er direkte knyttet til indleeringen.

Vidensbasen

Schoenfelds vidensbase svarer nogenlunde til det, som vi kalder vidensind-
holdet i de forskellige kompetencer, og udggr pd den méde ikke i sig selv
en kompetence i vor forstand. Schoenfeld legger dog veegt pa, at det ikke
kun er relevant, hvad man ved, men ogsi hvordan adgangen er til denne
viden. Begrebet vidensbase angar saledes ogsi det at anvende viden; det at
have tilgang til sin viden bliver opfattet som den aktive del af det at vide
(Schoenfeld, 1992, s.349). Schoenfeld beskriver vidensbasens indhold generelt
pd fglgende made: “Simply put, the issues related to the individual’s know-
ledge base are: What information relevant to the mathematical situation or
problem at hand does he og she possess? And how is that information acces-
sed and used?” (Schoenfeld, 1992, s.349). Indholdet i vidensbasen kan veere
af meget forskellig karakter, bla. m& man skelne mellem knowing that og kno-
wing how, dvs. mellem kendskab til facts og procedurer for den pagaeldende
problemlgsningssituation (Schoenfeld, 1992, s.351).

Schoenfeld papeger, at den enkelte persons vidensbase kan indeholde forkerte
fakta og procedurer. Dette er vigtigt at huske, nr man vurderer personens
handlinger, da disse forkerte elementer vil vaere den pagaldende persons red-
skaber i en konkret problemlgsningssituation.

En vidensbase med forkerte fakta eller procedurer giver ingen mening i for-
hold til vores kompetencebegreb. Nér vi skriver, at vores vidensindhold no-
genlunde svarer til Schoenfelds vidensbase, skal det forstés saledes, at videns-
indholdet indeholder de samme kategorier men i en ideel tilstand. Ideelt i den
forstand, at det indeholder korrekt relevant viden og procedurer pa omradet
1 en umiddelbart tilgaengelig form.

Schoenfelds beskrivelse af de omrader i vidensbasen, som er relevante for en
kompetent opfersel, vil derfor ogsa veere deekkende for vores vidensindhold:
“..informal and intuitive knowledge about the domain; facts, definitions, and
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the like; -algorithmic procedures; routine procedures; relevant competencies; -
and knowledge about the rules of discourse in the domain” (Schoenfeld, 1992,
5.349). Vidensbasen indeholder siledes ud over fakta og formelle procedurer
-aspekter-af mere-uformel og-intuitiv-karakter; som angar mening med de—
indglende elementer og begreber samt hele diskursen pa omrédet. '

Schoenfeld fremhzver, at adgangen til viden om en problemsituation sker
gennem genkendelse - gennem en kategorisering af problemet i forhold til tid-
ligere erfarede situationer. Dette ggr at vidensbasen er helt afggrende for ens
muligheder for problemlgsning (Schoenfeld, 1992, s.351). Hermed papeges
ogsé vigtigheden af, at vidensbasen indeholder mange og varierede eksem-
pler, for at man kan foretage denne problemkategorisering hensigtsmaessigt
med henblik pd problemlgsning. Samtidig fastholder Schoenfeld ogsa, at vi-
densbasen altid kun vil veere det tilgeengelige “ordforrad”, uundveerligt, men -
absolut ikke det eneste ngdvendige for problemlgsning.

Problemlgsningsstrategier

Problemlgsning og problemlgsningsstrategier er helt centralt i Schoenfelds
arbejde. I artiklen papeger han ngdvendigheden af en begrebsafklaring, idet
det i litteraturen er ret uklart, hvad der egentligt menes med problemlgsning.
For Schoenfeld er problemer noget, man ikke umiddelbart har et svar pa, og
hvor det ikke pa forhand er klart, hvordan det skal lgses - i modsatning til
gvelser, hvor redskaberne er fastlagt fra start. Dette gor det interessant at
beskaeftige sig med problemlgsningsstrategier. At se problemlgsningsstrate-
gier som en central del af matematisk teenkning hsenger sammen med et syn
p4 matematik som en aktivitet, og ikke blot som en samling af definitioner,
seetninger og beviser.

Den méde Schoenfeld omtaler problemlgsningsstrategier pa svarer til vores
forstéaelse af kompetencebegrebet. Schoenfeld forbinder ikke problemlgsnings-
strategier specielt med modelarbejde, men det er oplagt, at det ogsa er en
kompetence som har stor relevans indenfor matematisk modellering. I vores
kompetencebeskrivelser indgar problemlgsningsstrategier som en del af det,
vi har kaldt strategikompetencen. Begrebet om problemlgsningsstrategier er
siledes mgntet generelt p4 lgsning af problemer inden for matematik, mens
objektet for vores strategikompetence er arbejdet med matematiske modeller.

Schoenfeld forer problemlgsning som didaktisk begreb tilbage til Polyas®
“How to solve 1t” fra 1945, (Polya, 1957) som beskriver en rakke problemlgs-

9G. Polya var ved udgivelsen af bogen ansat og havde undervist ved Stanford University,
USA.
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ningsstrategier. Schoenfeld mener, at Polyas strategibeskrivelser har varet
banebrydende til at vise, at sddanne strategier findes. Polyas beskrivelser er
ifglge Schoenfeld karakteriseret ved, at man kan genkende strategierne, nar
man ser dem, men at de er for generelle til at kunne bruges til undervisning.
Et af problemerne er, at strategierne er meget kontekstafheengige, og at det
ikke er vist, at der skulle veere nogen stgrre transfereffekt (Schoenfeld, 1992,
5.352). Der er altsd ikke nogle empiriske beviser for, at de strategier, som
de studerende har lzrt indenfor et omrade af matematikken, umiddelbart
kan anvendes indenfor et andet omrade. Schoenfeld gnsker derfor med sin
forskning at videreudvikle beskrivelserne af problemlgsningsstrategierne, s&
de kan anvendes til undervisning i problemlgsning. En af Polyas strategier
lyder: “ezamining special cases”. En sddan ordlyd mener Schoenfeld, er for
generel til at kunne bruges i en undervisningssituation. Han foreslar falgende
mere praecise beskrivelser:

“Strategy 1. When dealing with problems in which an integer pa-
rameter n plays a prominent role, it may be of use to examine
values of n = 1,2,8,... in sequence, in search of a pattern.
Strategy 2. When dealing with problems that concern the roots of
polynomials, it may be of use to look at easily factorable polyno-
mials.
Strategy 3. When dealing with problems that concern sequences or
© series that are constructed recursively, it may be of use to try ini-
tial values of 0 and 1 - if such choices don’t destroy the generality
of the processes under investigation.” (Schoenfeld, 1992, s.353).

Schoenfelds strategier bygger pa en kategorisering af problemer. Strategi 1 er
saledes mgntet pa en klasse af problemer, hvor en heltals parameter n spiller
en afggrende rolle, strategi 2 kan anvendes pa en klasse af problemer, der
handler om rgdder i polynomier, og strategi 3 anvendes overfor problemer,
der involverer raekker eller serier, som er opbygget rekursivt. Strategierne har
pa den made faet et mere begraenset genstandsfelt end Polyas.

Vi har ikke forsggt at lave s& udfgrlige beskrivelser af, hvad den enkelte kom-
petence bestdr i, men mener godt, at man kan sige, at vores opdeling i 9
modelkompetencer ogsa er et forsgg pa noget af det samme som Schoenfeld.
Nemlig at vise at visse typer af aktiviteter, som kan beskrives med en rime-
lig grad af konkretisering, er generelle for forskellige problemsituationer, der
kan opstd i arbejdet med matematiske modeller. Kompetencebeskrivelserne
har dog tydeligvis ikke den detaljeringsgrad, som Schoenfeld ville kraeve af
en velbeskrevet problemlgsningsstrategi. Dette vanskeligggr muligvis anven-
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delsen af begreberne i indleringsmaessig sammenhang, hvilket heller ikke er
vores umiddelbare malsaetning.

 Styring og kontrol

En vigtig evne for en problemlgser er hos Schoenfeld det at kunne styre og
kontrollere sin egen arbejdsproces. Ved at undersgge béde elevers og profes-
sionelle matematikeres arbejdsprocesser i en problemlgsningssituation, har
Schoenfeld fundet frem til, at den professionelle matematiker har et karak-
teristisk arbejdsmgnster der - imodsaetning til den typiske elevs - involverer
en stor grad af kontrol, siledes at mél og midler hele tiden bliver vurde-
ret undervejs, og fejlslag dermed kan stoppes hurtigt. Schoenfeld illustrerer
dette med skemaer af den type, som er vist i figur 2.3. Det ses pa figurerne,
at matematikeren flere gange skifter “spor”, og at hun flere gange eksplicit
kommenterer status i egen arbejdsproces - illustreret p& figuren med smi
trekanter. Disse omsteendigheder viser, at matematikeren kontrollerer sin ar-
bejdsproces ved en stadig vurdering af progressionen i problemlgsningen. Den
studerende derimod stopper ikke op og analyserer eller leegger planer for lgs-
ningen men fortssetter med at udforske problemet, selvom der ikke er nogen
progression. Kontrolevnen, som er en del af begrebet metakognition, er afgg-

Activity
Read

Analyze

Explore
Plan

Implement |

Verify

I T T
5 10 15 20
Elapsed Time (Minutes) Elapsed Time (Minutes)

Figur 2.3: Schoenfelds problemigsningsskemaer. Til venstre den professionelle
matematikers, til hgjre den typiske studerendes. Tiden som de forskellige aktivi-
teter foregar i er afbilledet ud af 1.aksen. De forskellige aktiviteter er lasning af
opgaven (read), analyse af opgaven (analyze), udforskning af opgaven (explore),
planleegning af lgsningen (plan), udfgrelsen af Igsningen (implement) og til sidst
et check af, at opgaven er Igst tilfredsstillende (verify). De sma trekanter, som op-
traeder i matematikerens skema, repraesenterer tidspunkter, hvor problemlgseren
udtaler sig mundtligt om status i problemlgsningen (Schoenfeld, 1992, 5.356).
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rende for en konstruktiv problemlgsning. Det er ikke noget elever automatisk
udvikler, men Schoenfelds pointe er, at den kan ggres til genstand for under-
visning, bla. gennem at udfordre eleverne til at reflektere over hvad de gor,
hvorfor de ggr det, og hvad det skal fgre frem til (Schoenfeld, 1992, 5.356).

Det er hovedsageligt Schoenfelds kontrolbegreb der har varet inspirations-
kilde til vores strategikompetence. Strategikompetencen indeholder dog ogsé
Schoenfelds problemlgsningsstrategier. Vi har fundet det relevant at satte
dem sammen, da begge handler om arbejdsprocessen som sddan i at lgse et
givet modelproblem, og pa den made har relevans pa alle niveauer i model-
leringsprocessen. Da det er klart at kontrolevnen ogsa bygger pa en hgj grad
af refleksioner, er der saledes ogsd en tat sammenhaeng til vores refleksions-
kompetence.

Matematiksyn og affektive faktorer

Graensen mellem de kognitive og de affektive sider af matematisk teenkning
er ifglge Schoenfeld ikke s& klar, som man tidligere har opfattet -det. I ar-
tiklen beskeeftiger Schoenfeld sig ikke yderligere med de affektive faktorer
seerskilt men ngjes med at give en litteraturhenvisning. I stedet uddyber han
kortfattet, hvad han forstar ved beliefs. I begrebet leegger han fglgende: “..
an individual’s understandings and feelings that shape the ways that the indi-
vidual conceptualizes and engages in mathematical behavior...” (Schoenfeld,
1992, 5.358). Da det fremgar af artiklen, at det hovedsageligt er forstaelsen
og fglelserne for matematik, Schoenfeld hentyder til, har vi valgt at oversztte
beliefs med matematiksyn. ‘

Schoenfeld fremhaever, at det er ngdvendigt at betragte ikke bare elever-
nes matematiksyn men ogsd laerernes og samfundets, da de har afggrende
betydning for mulighederne for matematiklaring, idet eleverne i hgj grad
indsocialiserer sig i bestemte opfattelser af, hvad matematik kan gi ud pa
mm. gennem skolesystemet. Ligegyldigt om man er bevidst om sit matema-
tiksyn eller ej, s har det konsekvenser for ens “matematiske opfersel”. Som
eksempel pa henholdsvis et elevmatematiksyn og et lserermatematiksyn kan
nxvnes “.. ordinary students cannot expect to understand mathematics; they
expect simply to memorize it and apply what they have learned mechanically
and without understanding” (Schoenfeld, 1992, s.359) “Mathematics is more
a subject of ideas and mental processes than a subject of facts” (Schoenfeld,
1992, 5.360). Den enkeltes matematiksyn er ikke noget der leres eksplicit,
men er mere et spgrgsmal om socialisering.

Det er oplagt, at den enkeltes indstilling til, hvad matematik er, samt ople-
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velse af faget vil veere afggrende for-hvilken form for matematisk taenkning,
personen udvikler og dermed ogsa for udviklingen af modelkompetencerne.
Matematiksyn og affektive faktorer vil sdlededes have betydning for, om hun

-—er-i stand-til-at-udvikle kompetenceni-en leringssituation; og om hunkan re-

alisere de kompetencer hun besidder. Progression i kompetencerne vil derfor
i hgj grad vere afhaenglg af disse faktorer

Matema,tlksyn laerlngsstrategler mv..er 1m1dlert1d ikke isig selv kompetencer
og er derfor ikke noget, vi i gvrigt kommer szrlig meget ind pa. Dette gor det
dog ikke mindre vaesentligt, hvilket vi da ogsd er opmaerksomme pé, da det
tydeligvis i hgj grad er med til at ssette rammerne for, hvad der kan foregd i
matematikundervisningen.

Praksis

I forleengelse af ovenstdende uddyber Schoenfeld sin pointe om, at vigtige
sider af matematisk taenkning ikke kan ggres til direkte genstand for un-
dervisning, men ma leres gennem den sociale proces og de aktiviteter, der
finder sted i klasselokalet. At lare at tzenke matematisk er ogsd en socia-
lisationsproces, som medvirker til, at man far tilskrevet og oplevet mening
med centrale begreber som definitioner, beviser, geet, matematisk erkendel-
sesproces mv. Konsekvenserne af disse overvejelser handler om, hvordan man
skal tilrettelaegge matematikundervisning, sdledes at denne sociale proces far
gode vilkar.

For en undervisning i matematiske modeller m4 dette betyde, at der bliver
lagt veegt pa, at de studerende aktivt arbejder med modeller, og at leereren
indgér som repraesentant for det matematiske miljg. Leereren skal altsd ikke
virke som en alvidende autoritet, men som en der kan konsulteres i, og som
stiller spgrgsmal til arbejdet. Herved skulle man opn4, at de studerende selv
far ansvaret for de matematiske afggrelser og deres arbejde vil saledes naerme
sig en oplevelse af en matematisk erkendelsesproces.

En opsummering

Det er klart, at Schoenfelds beskrivelse af matematisk teenkning i mange
henseender adskiller sig fra vores kompetencer. Hans sigte er langt mere di-
rekte rettet mod laering, hvor vi vil beskrive hvad det er for kompetencer,
der kan udvikles. Der er dog ingen modstrid mellem Schoenfelds og vores
begreber, hvilket har gjort, at vi har kunnet lade os inspirere af tre af hans
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aspekter. Saledes er det vi har benavnt vidensindhold i kompetencegennem-
gangen en form for idealiseret vidensbase, og vores strategikompetence er en
kombination af Schoenfelds to aspekter om henholdsvis styring og kontrol og
problemlgsningsstrategier. Sidstnsevnte ggr at vores strategikompetence kan
relateres til en bredere problemlgsnings- og kontrolkompetence, der har ma-
tematikken - og altsd ikke blot matematiske modeller - som genstandsfelt. I
en endnu stgrre samme sammenhang vil man kunne tale om en helt generel
kompetence til at laegge strategier for lgsning af problemer af enhver art.

2.3.3 Skovsmoses videnstyper

Ole Skovsmose introducerer i “Towards a Philosophy of Critical Mathema-
tics Education” (Skovsmose, 1994) bla. tre forskellige videnstyper: teknolo-
gisk viden, matematisk viden og refleksiv viden. De tre begreber indgér i en
stgrre behandling af begrebet “mathemacy”!?, der foretages med henblik pa
at udforske termen “competence of mathemacy”. Det overordnede sigte med
hele bogen er at belyse kritisk matematikundervisning. Den refleksive viden
indtager en serrolle i behandlingen. Vi vil i dette afsnit fgrst gengive hoved-
punkterne i Skovsmoses fremstilling af de tre videnstyper og derefter szette
de tre begreber i relation til vores kompetencer. Sigtet er at give vores kom-
petencer - specielt refleksions- og kritikkompetencen, som er inspirerede af
Skovsmoses arbejde - mere indhold gennem denne sammenligning.

De tre videnstyper beskriver Skovsmose siledes -

“(1)Mathematical knowledge, which refers to the competencies we
normally describe as mathematical skills. (These include com-
petencies in reproducing mathematical thoughts, theorems and
proofs, as well as in performing algorithms for calculations. The
advanced competence of inventing and discovering new mathema-
tics is also included.)

(2) Technological knowledge, which refers to the ability to apply
mathematics and formal methods in pursuing technological aims...
(8)Reflective knowledge, which has to do with evaluation and ge-
neral discussion of what is identified as a technological aim, and
the social and ethical consequences of pursuing that aim with se-
lected tools.” (Skovsmose, 1994, s.100-101).

10Begrebet “mathemacy” er en parallel til “literacy”, som dzekker over det at kunne lase
og skrive. '
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- Refleksiv viden er altsd fgrst og fremmest ngdvendig, n&r man skal vur-
dere konsekvenserne af at opfylde et teknologisk mal'!. Dette skyldes, at den
samme type viden ikke kan bruges bade til at opfylde et givent teknologisk

—mal og-til at vurdere de videre konsekvenser-af at have opfyldt det. Dentek-
nologiske viden kan med andre ord ikke bruges til at vurdere konsekvensen af
de teknologiske handlinger. Til dette er det ngdvendigt med refleksioner, som

-medtager referencer til blandt andet normer og veaerdier. Refleksionerne byg-
ger naturligvis p& noget af den teknologiske viden. Men Skovsmose pointerer,
at det ikke er hele den teknologiske viden, som er ngdvendig for refleksioner.

Hvis den refleksive viden byggede p& hele den teknologiske viden, ville resul-
tatet ifgplge Skovsmose veere et samfund, hvor kun eksperter havde mulighed
for at deltage aktivt i samfundsdebatten, et sdkaldt ekspertokrati (Skovsmose,
1994, 5.99).

Der gelder noget tilsvarende om relationen mellem den teknologiske og den
matematiske viden. Den teknologiske viden skal altsd ikke opfattes som byg-
gende pa hele den matematiske viden. Dette illustrerer Skovsmose med bru-
gen af en lommeregner til beregninger (et teknologisk mal). Overordnet er
dette en matematikanvendelse og hgrer dermed under teknologisk viden; po-
inten er at denne brug ikke kraever den samme viden som den matematiske
viden, der ville vaere ngdvendig uden lommeregneren.

De tre videnstyper er i hgj grad afhzengige af hinanden: “I suggest there is a
web of interrelationship between types of knowing” (Skovsmose, 1994, s.123).
Hermed menes, at en aktivitet kun sjeldent kan siges at trsekke pé blot
den ene af de tre videnstyper. Videre naevner Skovsmose som eksempel, at
refleksioner kan fgre til 2endringer i de teknologiske mal, hvilket i visse tilfzelde
kan fgre til en s&endring i brugen af de anvendte matematiske veerktgjer. Feks.
kan det blive ngdvendigt at skifte til andre mere passende vaerktgjer.

Skovsmoses endelige beskrivelse af “mathemacy” lyder siledes: “..mathemacy
must be seen as being composed of the different competencies, a mathematical,
a technological and a reflective competence. But especially: Reflective knowing
has to be developed to provide mathemacy with an element of empowerment.”
(Skovsmose, 1994, s.117).

Refleksiv viden indtager, som naevnt, en sarstilling hos Skovsmose. Dette
skyldes, at kompetencen er ngdvendig for at tage begrundet stilling i en
diskussion af teknologiske spgrgsmal. Derved relaterer refleksiv viden sig til
den generelle kompetence, der er ngdvendig for at kunne agere som en kritisk
borger i dagens samfund.

11Q0le Skovsmose benytter begrebet teknologi i en bred fortolkning. Se (Skovsmose,
1990b) og (Skovsmose, 1994).
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Fgr vi uddyber indholdet af den refleksive viden, vil vi kort nzvne, at
Skovsmose selv diskuterer det misvisende i at bruge termen wviden i forhold
til en brug af termen kompetence. Som det ses af ovenstdende citat bru-
ger han begge begreber. Ifglge Skovsmose giver ordet viden associationer til -
“..existence of some degree of explicability and perhaps the ezistence of some
sort of authorised body of knowledge...” (Skovsmose, 1994, s.101). Dette er
specielt i forbindelse med den refleksive viden uheldigt, da den snarere bestar
af tenkemdder og handlemuligheder. Disse overvejelser fgrer til, at termen
“knowing” sdvel som “knowledge” optreeder i teksten.

Skovsmose giver en mere specifik fortolkning af, hvad der ligger i “reflective
knowing”. Da han ggr det i forhold til matematisk modellering, har vi fundet
det relevant ogsa at medtage disse punkter. Skovsmose afgraenser “Three tasks
of reflective knowing” og “Siz entry points to reflective knowing”, sidstnzevnte
er teenkt til undervisningssituationer. -

De tre opgaver for den refleksive viden er:

1. At afdeekke de antagelser, idealiseringer, 51mp11ﬁkat10ner mm. der er fore-
taget i systemafgraensningen.

2. At klarlaegge problemer i overgange mellem de forskellige “sprog” som er
involveret pa forskellige niveauer i modelleringsprocessen. Skovsmose lagger
vaegt pa, at der benyttes mindst fire forskellige sprog i en modelleringspro-
ces. Det fgrste er det “naturlige sprog”, som bla. benyttes i formuleringen af
det problem, der tages udgangspunkt i. Naeste sprog er et “systemsprog”, der

bla. anvendes i systemafgraensningen, og som benytter sig af terminologi fra
~ de teorier, der inddrages i afgraensningen. Tredje sprog er det “matematiske
sprog”’, som bla. bruges i matematiseringen, og sidste sprog er et “algoritmisk
sprog”, der ind imellem er ngdvendig i behandlingen af modellen. Da disse
fire sprog er af vidt forskellig natur, eksisterer der ingen entydig oversaettel-
sesprocedure mellem dem. Som illustration kan gives, at det naturlige sprog
kan indeholde normer og usikkerheder, mens dette ikke kan udtrykkes i ma-
tematisk sprog. At afdsekke omsteendigheder i forbindelse med dette forhold
er den anden opgave for den refleksive viden.

3. At klarlaegge hvordan modelleringen pavirker den kontekst, den er placeret
i, dvs. at afdekke den samfundsformende magt. Dette punkt uddybes med
fire aspekter:

3.1 Problemidentifikation. Dette aspekt satter fokus pd, at udgangsproble-
met lgbende vil blive sndret bla. p4 grund af de forskellige sprog, der er
involveret i arbejdet.

3.2 Argumentationsstrukturen. Andet aspekt vedrgrer det punkt, at anven-
delsen af en model p&virker de argumenter, der vil kunne anvendes i diskus-
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--sionen af det pagzldende problem. Praciseringen af problemet, s& det kan
modelleres, begranser antallet af faktorer der inddrages og dermed hvilke
argumenter der kan fremfgres. '

-—=3.3 Kritikbasens historie. Tredje aspekt beskeftiger sig med kritikbasen, som
indeholder de befolkningsgrupper, som vil vzere i stand til at forholde sig til
problemet. Indholdet af denne kritikbase vil sendre sig betydeligt, idet en
matematisk model inddrages i behandlingen. Siledes vil det antal af menne-
sker, der kan kritisere modellen, mindskes pga. den specialisering en model

~ vil medfore. '

3.4 Handlingsraekkevidde. Sidste aspekt inddrager diskussion af de mulige
handlinger, der kan foretages pa baggrund af modelleringen. Formalet er sé-
ledes at belyse det faktum, at opbygningen af en model til et teknologisk
formal ofte resulterer i konkrete handlinger.

Disse fire aspekter udger tilsammen den tredje opgave for den refleksive vi-
den, der overordnet stiler mod at vurdere, hvordan modelleringen péavirker
konteksten (Skovsmose, 1994, 5.105-114).

Udover at preecisere disse tre opgaver for den refleksive viden fremdrager
Skovsmose 6 indgangsspgrgsmal til refleksiv viden, som kan benyttes i en
undervisningssituation. Da disse kan illustrere forskellen mellem henholdsvis
refleksionskompetencen og kritikkompetencen, har vi valgt ogsd at medtage
de 6 punkter. De 6 spgrgsmal lyder:

1. Har vi brugt algoritmen pa den rigtige made?

2. Har vi brugt den rigtige algoritme?

3. Kan vi stole pa de resultater, vi har opnaet?

4. Kunne vi have lgst problemet uden matematik?

5. Hvordan pévirker den konkrete lgsningsmetode konteksten?

6. Kunne vi have evalueret vores lgsningsmetode p& en anden méade?

Overordnet beskaeftiger de to forste punkter sig med “det matematiske vaerk-
t@j”, de to naeste sig med relationen mellem vaerktgjet og opgaven, spgrgsmal
5 retter sig mod de ydre pavirkninger, og 6 refererer tilbage til de forste fem
punkter (Skovsmose, 1994, 5.120).

I slutningen af naeste afsnit vil vi vende tilbage til bade de tre opgaver for
refleksiv viden og til de seks listede spgrgsmal, idet vi forholder dem til
refleksionskompetencen og kritikkompetencen.

Skovsmoses videnstyper i forhold til kompetencebegrebsapparatet

For det fgrste vil vi pointere, at Ole Skovsmoses videnstyper ikke kan redu-
ceres til det vidensindhold, som vi tilknytter vores kompetencer. Der ligger
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noget aktivt i Skovsmoses viden. Dette markerer Skovsmose ogsd selv tyde-
ligt i diskussionen af anvendelsen af begrebet, og idet han valger ogsd at
benytte termen “knowing” sidelgbende med termen “knovledge”. Vi mener
at Skovsmoses videnstyper bygger pd den samme ide, som vi har med vo-
res kompetencer, men at Skovsmose har valgt en anden og mere overordnet
inddeling.

Vores modelkompetencer indeholder forskellige blandinger af Skovsmo-
ses matematiske og teknologiske viden samt af refleksioner. Refleksioner
udspander ikke hele Skovsmoses begreb; refleksiv viden, men de hidrgrer
derfra. I forhold til Skovsmose gar vores opdeling i de forskellige kompetencer
sdledes pa “tveers af” hans videnstyper. Idet hele modelleringsprocessen kan
opfattes som en teknologisk aktivitet, kan den kompetenceopdeling vi har til
dels siges at udspringe af de (teknologiske) delmal, man kan opstille for at
nd frem til opstillingen af en passende model - udvidet med de aktiviteter,
der specielt er fremtraedende ved en analyse af modellen.

Vi vil nu illustrere, hvad vi mener med, at vores kompetencer indeholder en
blanding af de to vidensformer samt refleksioner. Nar begreberne teknologisk
viden, matematisk viden og refleksiv viden optraeder, er det som Skovsmose
har beskrevet dem.

Struktureringskompetencen: Selve aktiviteten at strukturere kan i stort om-
fang tilskrives en teknologisk viden, da selve struktureringen er en metode
til at bevaege sig mod en modelopstilling. Det er oplagt, at struktureringen
vil nyde godt af refleksion, s3 refleksiv viden er ogsé tilstede i kompetencen.
Struktureringskompetencen indeholder ogs& en matematisk viden, som vi be-
skriver den, idet struktureringen foregir med en matematisering for gje. Den
matematiske viden har i vores beskrivelse af struktureringskompetencen nok
mere karakter af noget viden end en kunnen.

Vores beskrivelse af modellgsningskompetencen har elementer, der kan gen-
findes i den matematiske og den teknologiske viden. Skovsmoses to vidensty-
per daekker kompetencen ganske godt. Feks. vil den algoritmiske tankegang,
vi har beskrevet, hgre under den matematiske viden. Mht. den refleksive
viden mener vi formuleringen “.. at vide hvilke muligheder og ikke mindst
begreensninger der er i at beveege sig i et rent matematisk univers.” fra be-
skrivelsen af kompetencen i afsnit 2.2.4, er et eksempel pa en viden, der vil
komme frem ved refleksioner. Vi mener dog ikke, at den refleksive viden er
involveret i stor grad i modellgsningskompetencen, men at denne kompetence
hovedsageligt indbefatter matematisk og teknologisk viden.

Skovsmoses mal er at beskrive “competence of mathemacy”; under dette er
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kommunikationskompetencen ikke lige si oplagt, som de gvrige kompeten-
cer vi beskriver. Det er alligevel muligt at forholde denne kompetence til
Skovsmoses videnstyper. Kommunikationskompetencen indeholder matema-

- tisk-viden, darenredeggrelse forresultaterne klart vil veere stytket af, at man

kan reproducere matematiske tankegange. Refleksioner vil oplagt veere altaf-
gorende for en rapportering, s& man kan sige, at kompetencen vil veere noget
nzr fuldt tilstedeveerende, hvis hele den refleksive viden blev inddraget i en
kommunikationsproces. '

For at mestre strategikompetencen er det ngdvendigt med bade matematisk
og teknologisk viden. Problemlgsningsstrategier og styring er baseret pa en
matematisk viden. De selv samme strategier kan betragtes som metoder, og
her kommer den teknologisk viden ind, da denne daekker over en anvendelse af
metoder, som netop kan vare problemlgsningsstrategier. For at udfgre selve
kontroldelen af strategikompetencen mé der anvendes nogle refleksioner.

Den refleksive viden er hovedsagen i refleksions- og kritikkompetencen. Skel-
let mellem de to kompetencer kan relateres til Skovsmoses opdeling i mo-
dellens strukturelle og dynamiske relationer, som han prasenterer i “Ud over
matematikken” (Skovsmose, 1990b). Disse relationer er dem, som Skovsmose
mener skal belyses, ndr man analyserer en matematisk model.

Opdelingen i modellens strukturelle relationer saetter fokus pd de elementer,
som en model er relateret til. Skovsmose udpeger fglgende elementer: Mo-
dellen i relation til teori, i relation til det afgraensede system og objektet for
modelleringen samt i relation til interessen i modelleringen. Disse sammen-
hzenge er illustreret pa figur 2.4.

Relationen model - teori er central, fordi der altid vil vaere involveret en eller
flere teorier, nar et virkelighedsudsnit anskues og fordi den eller de pagal-
dende teorier kan veaere af forskellig karakter. Relationen objekt - system -
model sztter fokus pé, at en model aldrig direkte vil modellere et stykke vir-
kelighed, men at der altid vil veere et system mellem objektet og modellen.
Derudover markerer relationen, at modelobjektet sjeldent vil veere en velde-
fineret stgrrelse. Sidste relation, model - interesse, papeger vigtigheden af at
overveje, hvilken eller hvilke interesser der ligger bag en given modelopstil-
ling. Det er klart, at en del af undersggelsen af disse relationer mé indbefatte
de to fgrste “opgaver for den refleksive viden”, dvs. den opgave der ligger i at
afdekke antagelser, idealiseringer mm. og den anden opgave i at klarlegge
konsekvenser af de forskellige involverede sprog.

En models dynamiske relationer angir de relationer, der er centrale, nar en
model anskues som en del af en stgrre undersggelsesproces. Modellen ses
altsd her i et historisk perspektiv. De dynamiske relationer betragtes for
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model

teorl

Figur 2.4: En models strukturelle relationer ifglge Ole Skovsmose. De struk-
turelle relationer angir de elementer, som en model almindeligvis relaterer sig
til. Disse relationer skal undersgges, ndr en model analyseres. Som supplement
til denne synsvinkel opererer Skovsmose med en models dynamiske relationer,

hvor modellen anskues som en del af en stgrre undersggelsesproces (Skovsmose,
1990b, 5.121).

at f4 belyst det samspil der kan eksistere indenfor modellens strukturelle
relationer. Disse dynamiske relationer belyser Skovsmose ngjagtig med de fire
aspekter, der er navnt som den tredje opgave for den refleksive viden. Det
er imidlertid oplagt, at de tre opgaver for den refleksive viden hanger ngje
sammen - de bygger s at sige p& hinanden. Tilsvarende bygger anskuelsen af
en models dynamiske relationer pé en forstéelse for de strukturelle relationer.

Vi mener, at studiet af en models dynamiske relationer hgrer under kritik-
kompetencen mens undersggelsen af de strukturelle relationer hovedsageligt
hgrer under refleksionskompetencen. Sammenhzngen mellem de forskellige
relationer ggr dog, at undersggelsen af de strukturelle relationer ogsd kan
falde ind under kritikkompetencen. Saledes udspander refleksions- og kritik-
kompetencen tilsammen den refleksive viden.
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- Forholdet mellem-refleksionskompetencen og kritikkompetencen kan endviz
dere klarggres ved at sammenholde de to kompetencer med de seks indgangs-
sporgsmal til refleksiv viden, som Skovsmose foreslar til undervisningsbrug.

-~ —Her-angar refleksionskompetencen-spgrgsméal-med fokus p& det matematiske

vaerkt@j og relationerne mellem veerktgj og problemstilling (indgangsspgrgs-
mal 1-4); mens kritikkompetencen har fokus pa de dynamiske sammenhange
(indgangsspgrgsmal 5) og refleksioner over alle de tidligere handlinger og
refleksioner (indgangsspgrgsmal 6). - ' '

En opsummering

Skovsmose fremhaver, at der er et teet net mellem de tre videnstyper. Med
den inddeling, som modelkompetencerne udggr, understreges dette samspil
mellem de tre vidensformer, og det star klart at alle videnstyperne er ngd-
vendige for at beherske hver enkelt kompetence.

Styrken ved Skovsmoses inddeling i tre typer viden er, at den er bred, s& det
vil veere muligt at placere de fleste modelleringsaktiviteter indenfor disse, som
vi netop har gjort. Disse begreber ville altsd vaere mulige at bruge som et ana-
lyseapparat pé linie med det, vi har udviklet. Men malet med vores inddeling
er at opnd, at en given modelleringsaktivitet kan placeres i en af kompeten-
cerne. Derfor skal beskrivelserne vaere mere tilgengelige og give beskrivelser
af det konkrete indhold. I forhold til dette har Skovsmoses videnstyper den
svaghed, at man ikke umiddelbart kan laese og overskue hvilke aktiviteter,
der rent faktisk er indeholdt i de tre videnstyper.

2.4 Diskussion af modelkompetencerne i for-
hold til modeltyper

Vi har tidligere skitseret de forskellige elementer i modelleringsprocessen som
veerende generelle for alle typer af matematiske modeller. Alle matematiske
modeller har pa den méade nogle faellestraek, hvilket er det der i sidste ende,
gor det relevant og muligt at tale om modelkompetencer, og at have “mate-
matiske modeller” pa programmet i matematikundervisningen. P& den anden
side er det ogsd ganske klart, at matematiske modeller er mange ting, og at
de kan have vidt forskellig karakter og videnskabelig status, samt at disse
forskelle er vasentlige, bla. nar det drejer sige om at vurdere og kritisere
modellerne.
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Vi anser derfor “viden om modeltyper” som en vigtig del af vidensindholdet
i flere af kompetencerne. Denne viden vil vaere gavnlig for og medbestem-
mende for aktiviteter der vil foregd i de pdgaeldende kompetencer. Modelty-
peinddelinger kan séledes satte fokus pé, at der skal udfgres nogle bestemte
aktiviteter, som vil hgre under de forskellige kompetencer. Diskussionen af
forskellige modeltyper kan dermed konkretisere kompetencernes indhold og
dermed nuancere beskrivelsen af begrebsapparatet.

I det fplgende vil vi fgrst praesentere nogle af de modeltypeinddelinger, vi
har mgdt i litteraturen og give et overblik over dem ved at gruppere disse
inddelinger. Der kan givetvis opstilles flere modeltypeinddelinger, end dem
vi naevner her, men vi mener, at de her medtagede giver et nogenlunde daek-
kende billede.

Vi har valgt at bruge ordet modeltype i stedet for modelkategori for at frem-
haeve, at der ikke er tale om nogen endegyldig opdeling, men at en given
model godt kan vare en blanding af flere typer, hvilket vi vil vende tilbage
til i det fglgende. '

2.4.1 Gruppering af nogle modeltypeinddelinger

Det er klart, at “modelrummet” kan skeeres p4 mange méader, og at der ikke
er nogen entydig rigtig made at gere det pé. Den valgte opskeering vil af-
heenge af, hvad man gnsker den fremkomne opdeling skal belyse. Overordnet
mener vi, at de modeltypeinddelinger vi har madt i litteraturen, falder i
tre forskellige grupper: 1. Modellens relation til virkeligheden, 2. Formaélet
med modellen og 3. Modellens indre natur. Modeltypeinddelingerne i de tre
grupper satter sdledes fokus p4 hhv. modellens forhold til virkeligheden, mo-
dellens overordnede hensigt og modellens anvendte metode. Vi vil selviglgelig
ikke inddrage samtlige modeltypeinddelinger, som vi er stgdt pa i litteratu-
ren, men vil indenfor hver gruppe se pé tre-fire forskellige, som vi mener er
reprzesentative og som tilsammen udspznder gruppen.

I den forste gruppe vil vi inddrage tre forskellige mader at inddele modeller
pa. For det forste en opdeling af modeller efter det genstandsfelt, de tager
udgangspunkt i. Det kan feks. vaere en inddeling efter det fagomréde proble-
met hgrer til som biologi, fysik, eller gkonomi, eller det kan veere en inddeling
efter problemomrédet, som feks. transport, forurening, blodomlgbet eller po-
litiske systemer. Sidstnaevnte inddeling vil tit inddrage flere forskellige fag og
derfor gi pA tveers af forstnavnte inddeling (Kapur, 1988, s.7).

Den anden typeinddeling, vi medtager i forste gruppe, har vi mgdt hos Jens
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Hgjgaard Jensen'?. Jens Hgjgaard Jensen opererer med to modeltyper: te-
oribaserede modeller overfor ad-hoc modeller (Jensen et al., 1980; Jensen,
1980). Teoribaserede modeller er i Jens Hgjgaard Jensens terminologi model-
— lersder hviler-pa-et solidt teoretisk fundament!'®-Som-eksempler pa sidanne
modeller naevnes mekaniske modeller fra fysikken, feks. en satellitmodel til
beregning af en satellits placering og en model til beregning af en krans
bareevne. Overfor-disse sxttes adzhoc modeller, som er modeller uden eller
med svagt teoretisk grundlag. Som eksempel nevner Jens Hgjgaard Jensen
den makrogkonomiske model SMEC og fiskerimodeller for dambrug. Jens
Hgjgaard Jensens inddeling har til formal at illustrere, hvilken art af viden
modelbyggeren har om den virkelighed, han eller hun gnsker at modellere,
og hvad det betyder for modellens status.

En tredje opdeling er af Morten Blomhgj, som opdeler modeller i punkt-
anvendelser og fladeanvendelser. Punktanvendelser indbefatter modeller,
der anvendes til at belyse specifikke samfundsmaessige og erhvervsmaessige
dele af virkeligheden, mens fladeanvendelser anvendes om modeller, som
er en mere integreret del af virkeligheden. Pengesystemet og skatte- og
afgiftssystemet er eksempler pa fladeanvendelser (Blomhgj, 1992, s.29).
Denne modeltypeinddeling har vi valgt at placere i denne gruppe, da den
ogsd belyser modellens relation til virkeligheden. I modsatning til de to
forstnaevnte typeinddelinger teenker vi imidlertid ikke pa relationen til det
virkelighedsfelt, der tages udgangspunkt i, men derimod pé relationen til
den virkelighed, hvor modellen finder sin anvendelse.

I neeste gruppe har vi placeret de typeinddelinger, der fokuserer pd model-
lernes formal. Her vil vi give fire eksempler. Saaty og Alexander!® opdeler
modeller i to typer. De kvantitative modeller, som besvarer spgrgsmal som;
“Hvor mange?” og “Hvor laenge?”, sat overfor modeller af den kvalitative type,
som giver mulighed for at studere relationerne mellem systemer og deres egen-
skaber (Saaty & Alexander, 1981, s.6).

En anden inddeling, der falder i gruppen efter formal, er Blum og Niss’ ind-
deling i de to modeltyper: deskriptive og normative. De deskriptive modeller

12Jens Hpjgaard Jensen er lektor i fysik og ansat ved IMFUFA, RUC.

13Jens Hgjgaard Jensen er senere giet bort fra betegnelsen teoribaseret til fordel for
betegnelsen teoriafledt om denne type af modeller. Dette skyldes, at nzsten alle modeller
vil kunne siges at veere teoribaserede - hvilket fratager begrebet sin gennemslagskraft i en
diskussion.

1SMEC star for Simulation Model of the Economic Council. Den er udarbejdet af Det
gkonomiske Rads Sekretariat.

15Thomas L. Saaty er tilknyttet University of Pennsylvania, USA; Joyce M. Alexander
er tilknyttet Immaculata College, Pennsylvania, USA. Begge er matematikere.
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har som formal at bruge matematikken til at beskrive og forklare en given
situation - de giver som eksempler planetbevaegelser og radioaktivt henfald
- mens de normative har som formal at etablere visse normer for verdiafgg-
relser. Som eksempel pa4 modeller af den normative type giver Blum og Niss
gkonomiske modeller for skat o.l. (Blum & Niss, 1989, s.2).

P.J. Davis'® opdeler matematiske modeller i tre typer efter, om deres for-
mal er beskrivende, forudsigende eller foreskrivende (Davis, 1991, s.2). Som
eksempel pa en beskrivende model tager Davis Ptolemaeus’ planetmodel. Pto-
lemzeus’ planetmodel beskriver planeternes bevaegelser rundt om jorden som
epicirkler, dvs. som mindre cirkelbaner med centrum pé en stgrre cirkel med
jorden som centrum. Denne beskrivelse stemte overens med observationer fra
jorden, men viste sig senere at veere forkert. Dermed illustrerer han, at be-
skrivelser ikke ngdvendigvis er sandheder. En forudsigende model kan give
anledning til udsagn af typen: “Populationen i et givet land p4 et givent tids-
punkt vil vaere 57.056.908 + 7.894”. En foreskrivende model har som mal at
udmunde i udtalelser om, hvordan noget skal ggres, og giver sdledes mulighed
for handling. Et eksempel pa dette er en beregning af hvor meget gl, der skal
kgbes til en fest ud fra de tilbagemeldinger, man har fiet pd de udsendte
invitationer. ‘ '

Et fjerde og sidste eksempel fra denne gruppe er en inddeling af Ole
Skovsmose i to typer alt efter, om den bagvedliggende interesse er teknolo-
gisk eller videnskabelig. Da interessen har ngje sammenhaeng med formaélet
med modellen, har vi placeret inddelingen i denne gruppe. Til den teknologi-
ske type hgrer modeller, der har som mél at forbedre en given produktivitet
eller teknologisk konstruktion, mens de videnskabelige modeller sigter mod
at bibringe stgrre erkendelse pé et givent omrade. Sidstnaevnte kan veere ved
at falsificere eller verificere en teori (Skovsmose, 1988, 5.12).

Den sidste gruppe af typeinddelinger satter fokus pad modellens indre
matematiske natur. I denne gruppe falder opdelinger efter de involverede
matematiske teknikker, som feks. linezr algebra, partielle differentialligninger
og integralligninger (Kapur, 1988). Derudover vil opdelinger af modellerne
efter om deres grundlaeggende struktur er feks. linezer overfor ikke-linezer,
dynamisk overfor statisk, eller stokastisk overfor deterministisk (Kapur,
1988), hgre til i denne gruppe.

16p_ J. Davis er tilknyttet Brown University, Providence, USA. Han er matematiker og
har sammen med R. Hersh skrevet bgger som “Descartes Dream” (1986) og “The Mathe-
matical Experience” (1981). '
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Det ses af ovenstaende, at typeinddelingerne ofte har karakter af to analytiske
modszetninger. Dette er meget godt til at udspzende feltet af muligheder og til
at pointere det forskellige ved modellerne. Ulempen ved dette er imidlertid,
- ---at der-er-en-vis fare-for overforenkling. De-modeller vi mgder, vil sjeeldent -
vaere “enten-eller”, men vil oftest veere “béde-og”, og det er dette bade-og det
kraever gvelse at forholde sig hensigtsmaessigt til.

Det ma& ogsa veere klart - ud fra den made typeinddelingerne er konstrueret
pa - at de nzevnte mulige typeinddelinger overlapper hinanden. Man kan altsa
ikke sige, at de opdeler modelrummet i nogle fa adskilte kasser. En given mo-
del kan indplaceres efter samtlige typeinddelinger, men der er ingen entydig
sammenhang mellem, hvordan den skal indplaceres de forskellige steder. Det
at modellen har en bestemt relation til virkeligheden, feks. til biologi, betyder
ikke, at den automatisk vil have et bestemt formél og omvendt. Det samme
geelder feks. for forskellige modeller med samme genstandsfelt, der udmaerket
kan taenkes at have et forskelligt teoretisk fundament, ad-hoc ifht. teoribase-
ret. Sidst men ikke mindst, s kan en model ikke placeres i én modeltype en
gang for alle. En model, der er udviklet til et bestemt forskningsformal som
at forklare nogle grundlzggende sammenhaenge, kan udvikies eller overgj, til
at benyttes i en given handlingsorienteret proces. Et eksempel kunne vaere en
model, der oprindeligt havde som formal at beskrive sammenhzngen mellem
forurenende stoffer i et vandlgb og afstanden fra et rensningsanlaegs udlgb,
kunne bruges i en anden sammenhang til at bestemme graensevaerdier for
udledning af et givent stof. Beskrevet med Davis’ terminologi ville det veere
et eksempel pd en model, der overgik fra et beskrivende til et foreskrivende
formal.

2.4.2 Diskussion af modeltypeinddelinger

Pointen i at inkludere viden om modeltyper i nogle af kompetencernes vi-
densindhold er, at forskellige modeltyper ofte giver anledning til forskellige
aktiviteter og refleksioner overfor modellen. Dermed ikke sagt, at al aktivitet
kan afledes af, at en model tilhgrer en given modeltype. Der er heller intet
der tyder p4, at en given modeltype vil give anledning til, at nogle af mo-
delkompetencerne ikke bliver brugt. Men vi mener, at modelbyggeren ved
at forholde sin model til en given modeltype kan udnytte den viden, der pa
forh&nd ligger om lige netop den type modeller til at blive opmaerksom pa
feks. hvilke vurderinger, der kan og ber laves overfor den type modeller. I
det fglgende vil vi derfor uddybe grupperne og de tilhgrende modeltyper i et
forsgg pa at belyse, hvordan de forskellige modeltyper kan indvirke pa hvilke
aktiviteter, der kommer til at repraesentere de forskellige modelkompetencer.
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Modellens relation til virkeligheden

Modeltyperne i denne gruppe har at ggre med vores viden om den virkelighed,
som modellen relaterer sig til. Det kan enten veere om den virkelighed, som
problemet oprindeligt er indlejret i eller det kan vaere om den virkelighed,
som modellen til slut finder sin anvendelse i.

I diskussionen om modeller og problemer ved modeller generelt har opdelin-
gen efter genstandsfelt ikke si stor betydning. Men i praksis vil den have
betydning, idet man for at kunne modellere og vurdere modeller ngdvendig-
vis m& have en relativ stor viden om det genstandsfelt, modellen er indlejret
i; “Hvad ved man om problemfeltet?”, “Hvad foretages systemafgraensningen
i forhold til?”. Ligeledes vil det vare relevant, ndr man vurderer en model
at inddrage det kendskab, man har til andre modeller pa feltet. Man kan
ogsé forestille sig, at det vil kunne udnyttes i startfasen til at f& en fgrste ide
om hvilke slags modeller, der ofte anvendes indenfor feks. gkonomi eller bio-
logi. Denne modeltypeinddeling vil siledes have betydning for de aktiviteter
der ligger under struktureringskompetencen. Desuden vil kritikkompetencen
kunne drage nytte af en viden om andre modeller indenfor genstandsfeltet,
idet det vil give mulighed for at diskutere, om anvendelsen af andre modeller,
af feks. anden matematisk natur, pd genstandsfeltet vil give samme resultat.

Indenfor genstandsfeltet vil man ogs& kunne opdele modellerne efter hvilket
organisationsniveau, de angér. Dette foreslas af Saaty og Alexander, der ka-
rakteriserer denne inddeling med begreberne lokal overfor global. De globale
modeller beskriver overordnede trazek ved et givent system, mens de lokale
beskriver mere afgraensede omréder. En lokal model i biologi kunne feks.
gd ind pd celleniveau, mens en global ville se pa traek ved hele organismen.
Forskellen kan ogsé illustreres med begreberne mikro og makro. De lokale mo-
deller vil ofte fungere som udgangspunkt for de globale modelleringer. Det
vil have betydning for hvilken detaljeringsgrad, man skal forsgge eller for-
vente at f4 med i modellen og hvilke systemafgreensninger, som er relevante.
Denne opdeling vil derfor have betydning for aktiviteterne i strukturerings-
kompetencen, da det som er i fokus er detaljeringsgraden af struktureringen.
Det kommer séledes ogsé til at bergre refleksionskompetencen, da der skal
stilles spgrgsmal som: “Er alle de medtagede elementer vaesentlige for den
detaljeringsgrad der er valgt?”, som er et eksempel pa en refleksion knyttet
til struktureringskompetencen. '

En anden opdeling angér karakteren af den viden, der eksisterer i genstands-
feltet om det pageeldende problem. Opbygningen af en matematisk model
sker naturligvis altid p4 baggrund af den fortolkning, man har om sammen-
hangen mellem de relationer, man gnsker at modellere. Men denne forstaelse
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kan veere af vidt forskellig karakter. Jens Hgjgaard Jensen er ‘en af dem, der
i flere sammenhaenge har papeget det afggrende i at skelne mellem modeller
med forskelligt teoretisk grundlag som en vej til at give overblik og grundlag
for kritik af-de matematiske modellér. Systemafgraensningen og kvaliteten
af denne vil vaere et hovedproblem for alle typer af matematiske modeller,
men med de teoretiske modeller er det muligt at vurdere idealiseringerne pa
grundlag af teorien. En mulighed der ikke foreligger ved ad-hoc modeller. Her
kan modellen kun vurderes ifht. méledata, hvilket rejser szerlige problemer,
nir sidanne ikke eksisterer, og nar modellerne skal bruges til at forudsige
fremtidig udvikling og foreskrive handlinger ifht. disse. Jens Hgjgaard Jen-
sens pointe er, at modellernes matematiske fremtraedelsesform slgrer disse
fundamentale forskelle, saledes at ad-hoc modellerne laner en uberettiget vi-
denskabelig status fra de teoretiske modeller. Jens Hgjgaard Jensen kommer
ogsé ind pa ngdvendigheden af at vurdere modellerne ifht. de bagvedliggende
interesser, men at det ma ske pa baggrund af modellens teoretiske status. De
teoretiske modeller er objektive i den forstand, at de er i overensstemmelse
med de generelle videnskabelige opfattelser pa feltet.

Gade mfl.)” har med udgangspunkt i ovennavnte opdeling udviklet en op-
deling i teoretisk-mekaniske modeller og black-box modeller. Black-box mo-
dellerne svarer til ad-hoc modellerne. Gade mfl. ser ogs& pa andre opdelin-
ger, som feks. forklarende/beskrivende og feenomenologisk /teoretisk, men ser
disse som underordnet eller afledt af den overordnede skelnen. Eksempelvis
anser de black-box modellerne for kun at kunne give beskrivelser pa det faeno-
menologiske plan og ikke forklare mekanismerne bag, hvorimod de teoretisk-
mekaniske modeller bdde kan vaere forklarende og beskrivende. Gade mfl.

postulerer altsd en sammenhang mellem en models teoretiske fundament og
dens formal (Jensen, 1980, s.30-38).

Det er klart, at der ligger vaesentlige pointer i den skelnen Jens Hgjgaard
Jensen og Gade mfl. legger. Vi mener dog, at der er nogle problemer i op-
delingen. Selv om det bliver gjort klart, at teoretisk og ad-hoc er relative
begreber, sd bliver konsekvensen i praksis nemt, at kun en speciel gruppe
af fysiske modeller kan komme i den teoretiske kategori, alt andet bliver ad-
hoc, hvor der s igen mangler begreber til at skelne. Vi mener heller ikke,
som Gade mfl. at spgrgsmélene om modellens formal (forklare-beskrive) ngd-
vendigvis er afthzngig af modellens teoretiske status; det er en anden form
for typeinddeling. I “Ud over matematikken” giver Ole Skovsmose (under
henvisning til Jens Hgjgaard Jensen) et bud pa en opdeling mht. viden om

17En projektgruppe der p4 RUC’s Naturvidenskabelige basisuddannelse har skrevet en
projektrapport med Jens Hgjgaard Jensen som vejleder med titlen: “Om matematiske
modeller og videnskabsteoretiske problemer ved modeldannelse.”
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genstandsfeltet, som vi anser for at vaere mere hensigtsmeessig: “En system-
udvikling kan basere sig pd: (1) entydigt fastlagt teori, ud fra hvilken man dels
kan fa udpeget de veesentlige elementer i modelobjektet samt hovedkoblingerne
mellem disse elementer, og dels kan fa et bud pd graden af den simplifikation
der er foretaget; (2) eller 0gsé pd en teoretisk indsigt udvalgt mellem forskel-
lige konkurrerende teorier angdende modellens objektomrdde; (3) eller ogsd
pd tkke nogen teori, hvorfor systemafgrensningen bliver udtryk for en forste
konceptuel fortolkning af modelobjektet.” (Skovsmose, 1990b, 5.123).

Det fremgar af ovenstiende, at det i hgj grad er valideringskompetencen,
der kan drage nytte af viden om denne typeinddeling, da det er arten af de
aktiviteter der ligger under valideringskompetencen, der er i fokus her. Hvor
meget, det er muligt at validere matematisk og hvordan, afhzenger som Jens
Hgjgaard Jensen fremhaver, helt af modellens teoretiske grundlag. Desuden
er der lagt op til, at den type af kritik, man kan give af en modelanvendelse,
er pavirket af modellens teoretiske grundlag. Aktiviteterne i kritikkompe-
tencen vil derfor veere at stille spgrgsmal til det teoretiske grundlag og dets
forbindelse til en interesse i at opstille og anvende modellen.

Formaéalet med modellen

Modeltyperne i denne gruppe er dem, som inddeler efter det formal, der er
med modellen. Disse inddelinger kan siledes veere med til at belyse, hvilke
interesser der er forbundet med opstillingen af en given model. Man skal veere
opmarksom pé, at en model bygget til et bestemt formal ikke uden videre
kan bruges til et andet formal. Samtidig er det ofte tilfaeldet, at en model
skifter formal gennem opbygningsprocessen.

Som et fprste eksempel fra denne gruppe kan vi tage modeltypeinddelingen
kvantitativ overfor kvalitativ. Den samme problemstilling har ofte bade en
kvalitativ og en kvantitativ side. Feks. vil en modellering af sammenhen-
gen mellem fiskeri og fiskebestanden (kvalitativt) kunne bruges til at give
et bud pé, hvor meget man kan fiske (kvantitativt). Saledes vil en kvalita-
tiv model ofte vaere forlgber for en kvantitativ model. Dette kan udnyttes af
strategikompetencen, idet det kan veere en fornuftig strategi ind i mellem at
overveje muligheden af at opbygge en kvalitativ model som et trin pa vejen
til en kvantitativ model. Inddelingen, kvalitativ/kvantitativ, kan benyttes til
at belyse hvilke svar, man kan forvente at fi ved anvendelse af modellen og
vil ligeledes praege de aktiviteter, der foregir under kritikkompetencen.

P4 baggrund af de gennemgaede typeinddelinger efter formal har vi lavet en
inddeling, som vi anser som den mest anvendelige formalstypeinddeling. Den
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minder en del om P.J. Davis’ og Niss & Blums ideer: -
1) Forklare/erkende. Disse modeller har til hensigt at forklare mekanismerne
bag et feenomen og derved bringe forstaelse om det problemfelt der modelle-

reg——= - o= - — T e S

2) Beskrive. Formalet for denne type af modeller er alene at beskrive et fee-
nomen uden at bibringe nogen erkendelse om eller forstielse af faanomenet.
- For eksempel statistiske- beskrlvelser af obServationer og beskrivelser af ud-
viklinger med funktionet.
3) Forudsige. Der findes mange forudsigelser baseret pd matematiske model-
ler. En forudsigelse vil ofte bestd i en simpel fremskrivning af en hidtidig
udvikling. Sddanne modeller giver ikke ngdvendigvis nogen forklaring og le-
der heller ikke altid frem til en handling.
4) Foreskrive. Disse modeller skal bruges som beslutningsgrundlag for hand-
linger. Nogle eksempler kunne vaere: Hvilken type lan skal man tage til sin
beaerbare computer for at slippe billigst muligt? Hvor meget forurening ma
der udledes til et givent vandlgb?

Det galder for disse fire modeltyper, at det ene formdl ikke ngdvendigvis
udelukker det andet. Eksempelvis vil en beskrivende model til tider kunne
udggre basis for en forudsigelse, men ikke veere tilstraekkeligt fundament til
en foreskrivning. I visse tilfeelde vil en forklarende model derfor give en bedre
basis end en beskrivende for at forudsige, hvad der vil ske og at foreskrive,
hvad der kan ggres ved det. Men modeltyperne er ogséd uafthsengige af hin-
anden til en vis grad. Deres uafhangighed kan illustreres ved, at det feks. er
muligt at forudsige uden at have dybe erkendelser om problemfeltet. Det er
heller ikke givet, at fordi vi kan forklare et faenomen og kan forudsige, hvad

der vil ske, at det s& er muligt at give handlingsmuligheder i forhold til det.

De forskellige formal vil oplagt give anledning til forskellige krav og proble-
mer ved opstilling og brug af modellen. Saledes vil denne inddeling specielt
afspejles i aktiviteter under struktureringskompetencen og kritikkompeten-
cen. Om elementer skal med eller €] vil veere en afggrelse, der afhzenger af,
om modellen har et beskrivende eller et forklarende formal. Formaélet vil ogsa
have indflydelse pa de aktiviteter, der kan ligge i matematiserings- og afma-
tematiseringskompetencen. Det vil veere forskelligt, om der skal leegges noget
arbejde i at finde en matematisk fremstilling, der gengiver systemets egenska-
ber og dermed kan opfylde et forklarende formal, eller om den matematiske
symbolisering bare skal gengive en tendens, nar formalet er at beskrive. Et
eksempel pd en aktivitet under kritikkompetencen vil veere at fastlegge, om
et ndret formal under processen er problematisk i ftht. modellens nuvaerende
anvendelse.
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Modellens indre natur

Denne gruppe angar modeltypeinddelinger, som koncentrerer sig om model-
lens natur; typisk givet ved det matematiske fundament modellen bygger pa,
feks. integralligninger, eller naturen af det valgte matematiske redskab, feks.
linezer overfor ikke-lineger.

En sddan typeinddeling vil veere givtig, nar der skal vaelges redskaber til
lgsning af modellen og til den matematiske vurdering. Siledes vil en iden-
tifikation af modellens natur udstikke nogle rammer for, hvilke overvejelser
der vil veere relevante at foretage i arbejdet med modellen. Vel at maerke
- nogle rammer, der vil veere matematisk funderede. For eksempel vil det vaere
muligt at besvare spgrgsmaélet: “Hvor mange parametre er det matematisk
forsvarligt at tage med?” p& baggrund af en viden om modellens natur. Dette
spgrgsmal vil kunne stilles ved en vurdering af modellen med henblik pa at
overveje om modellen er overparametriseret.

Denne typeinddeling vil ggre det umiddelbart tilgengeligt at veelge det ngd-
vendige matematiske beredskab til behandling af modellen. Aktiviteterne un-
der struktureringskompetencen og matematiseringskompetencen vil her fa
karakter af at skulle tilpasse et problemfelt til en bestemt matematisk teori.
Derudover vil modellgsnings- og valideringskompetencen vaere begranset til
at veere en anvendelse af de lgsnings- og valideringsmuligheder, som den ofte
velgennemprgvede og veludviklede matematiske teori foreskriver.

2.4.3 Opsamling

Den ovenstdende diskussion har fremhzvet, at nogle modeltyper har seerlig
betydning for aktiviteterne i nogle bestemte kompetencer. Denne omstaen-
dighed vil vi sammenfatte her ved at tage en kort gennemgang af samtlige
kompetencer og pointere hvilke typeinddelinger den enkelte kompetence har
mest gavn af.

Strategikompetencen og kommunikationskompetencen blev ikke naevnt ekspli-
cit i den ovenstdende gennemgang. Dette skal imidlertid ikke forstas siledes,
at de to kompetencers vidensindhold slet ikke indeholder modeltypeviden.
Hele generelt vil det- veere en strategi at forholde en given model til andre
modeller. En del af denne strategi vil veere at vurdere hvilke modeltyper,
det i den pdgaldende situation vil vaere relevant at forholde sin model til.
Det er noget, der oplagt kraever et stort kendskab til forskellige typeinddelin-
ger. Kommunikationskompetencen vil ogsa have gavn af en modeltypeviden -
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--men nok-mest i form af at kompetencen i stor udstrakning videregiver over-
vejelser baseret pa refleksionskompetencen og kmtlkkompetencen som begge
inddrager modeltypeviden.

Strukturermgskompetencen kan med fordel benytte S1g af alle tre modelty-
pegrupperinger. Alle tre grupperinger kan hjzlpe til at pege pa dels hvilke
faktorer og relationer, der i det hele taget kan veere pa tale at inddrage og dels
hvilken detaljeringsgrad og hvilke krav der skal stilles til disse valg. Matema-
tiseringskompetencen og afmatematiseringskompetencen kan begge inddrage
viden om formélstypeinddelinger. Denne typeinddeling vil kunne hjalpe til
at sette fokus pa, hvilken grad af preecision man skal tilstraebe i sin mate-
matiske beskrivelse. Modellgsningskompetencen vil fortrinsvis have gavn af
typeinddelinger efter modellens indre natur, som kan hjlpe til at afstikke
de matematiske redskaber til lgsningen af modellen. Valideringskompetencen
vil ligeledes have gavn af gruppen med typeinddelinger efter den indre natur
til at afklare hvilke matematiske valideringer der kan foretages af den pagel-
dende model. Herudover kan denne kompetence have gavn af typeinddelinger
efter modellens relation til virkeligheden - specielt den, der inddeler efter ar-
ten af den teori, der eksisterer om problemfeltet. Denne viden kan benyttes
til at afklare om konsekvensen af de foretagede simplifikationer kan vurderes
mere konkret pa baggrund af den anvendte teori. Bdde refieksionskompeten-
cen og kritikkompetencen vil kunne inddrage samtlige modeltypeinddelinger
med fordel til at nuancere og kvalificere overvejelser.

2.5 Diskussion af modelkompetencerne i for-
hold til argumenterne

Vi vil afrunde dette kapitel med at forholde modelkompetencerne til de ar-
gumenter for undervisning i matematiske modeller, som vi prasenterede i
kapitel 1. Dette ggr vi for at diskutere, hvilke modelkompetencer de for-
skellige argumenter kraever i spil, for der igennem at bevare referencen til
hvorfor-niveauet i den didaktiske diskussion, som vi mener er vigtig for en
fornuftig behandling af hvad-niveauet.

Dannelsesargumentet leegger veegt pa, at arbejdet med modeller og anvendel-
ser udvikler kreativitet og problemlgsende adfeerd hos den studerende. Denne
problemligsende adfeerd kan i essensen vaere det samme som en modellerings-
adfeserd, som er den, vi forsgger at beskrive med kompetencerne. Med denne
tolkning inddrager dannelsesargumentet alle modelkompetencerne. Nogle af
de egenskaber dannelsesargumentet gnsker at fremme er bla. en udforskende
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og problemlgsende tilgang til matematiske problemstillinger. Argumentet fo-
kuserer s&ledes specielt pa nogle af de aktiviteter, der ligger i strategikom-
petencen. Disse egenskaber menes i argumentet at veere generelle, og hvis de
skal vaere det, mener vi at refleksionskompetencen har en vaesentlig funktion.

De matematiske begreber erhverves og forstds bedre ved kontekstualisering
- det er hovedpunktet i indleeringsargumentet. Det formuleres i et tidligere
anvendt citat siledes: “Det dr viktigt for en elev att ha konkrete upplevelser
av situationer som kan matematiseres.” (Bjorkqvist, 1993, s.14). N&r man pa
baggrund af indleeringsargumentet gnsker at skabe sddanne situationer, si er
det ngdvendigt at de to kompetencer, matematisering og afmatematisering,
kommer i spil. Disse kompetencer indeholder netop aktiviteterne at tilskrive
matematiske begreber mening i den virkelige verden, og omvendt, at reprae-
sentere traek ved den virkelige verden med matematik. Vi mener, at disse
aktiviteter er en forudsatning for at kunne bruge kontekst som et middel til
at f& en bedre forstéelse af matematiske begreber.

Under kulturargumentet falder argumenter for, at de studerende selv skal
praktisere modellering og anvendelse af matematik for at fa en opfattelse af
matematik som en proces. Dette sigter mod, at alle kompetencer inddrages,
da vi som sagt mener, at det er de aktiviteter der er knyttet til at gennemfgre
en modelleringsproces. Desuden argumenteres der for, at de studerende skal
opnd en viden om matematikken gennem refleksioner over forholdet mellem
faget matematik og omverdenen. Denne del af argumentet mener vi under-
streger vigtigheden af, at refleksions- og kritikkompetencen bringes i spil ved
arbejdet med modeller.

Det centrale i nytteargumentet er, at de studerende bliver “.. able to prac-
tice applications and modelling -...” (Niss, 1989, 5.23). Vi mener at denne
formulering leegger op til, at de studerende bade skal kunne modellere selv
og forstd andres modeller. Men der er intet i argumentet, der ngdvendigggr
en kritikkompetence, som det ogsé blev diskuteret i afsnit 1.6. Om kritik-
kompetencen anses for vaesentlig eller €], vil helt afhsenge af, hvem evnen til
~at anvende matematik skal veere nyttig for og i forhold til hvad, denne evne
skal i spil. Hvis det feks. er til nytte for den enkelte studerende i kampen om
at f& et job, s& vil det nok afhange af jobbet, om det kraver beherskelse af
en kritikkompetence.

Kritikargumentet satter evnen til kvalificeret at kunne vurdere anvendelsen
af matematik i ikke-matematiske sammenhznge p& dagsordenen. Vi mener,
P4 baggund af beskrivelsen af argumentet i kapitel 1, at en sddan evne vil
kraeve, at man b&de har kendskab til at opstille en model og til at analysere en
model. Det indbefatter selvfglgelig ogsa, at man eksplicit kan reflektere over
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- disse processer, samt kritisk tage stilling til disse processer og til de endelige
produkter, modellerne. Dette ngdvendigger saledes klart, at alle modelkom-
petencerne skal inddrages i fglge argumentet

Det sidste argument der skal nzvnes er synhgg{arelsesargumentet som vi
prasenterede i “Sammenfattende kommentarer til de fem argumenter”. Dette
argument fremfgres for en inddragelse af modeller i undervisningen alene for
at illustrere, at matematikken anvendes i samfundet, bade i erhvervsmaessige
og videnskabelige sammenhange. Selv om vi har set argumentet anvendt
mener vi, at det mé karakteriseres som et delargument der ikke kan std
alene, men kreever tilstedeveerelsen af et af de andre argumenter for at fa
gennemslagskraft. Denne omstzendighed viser sig ogsd ved at argumentet
ikke i sig selv giver anledning til at inddrage nogle af modelkompetencerne.
Der er alene tale om, at de studerende skal prasenteres for nogle modeller,
hvilket der ikke ligger nogen aktivitet i. Hvis der er en aktivitet forbundet
med praesentationen vil det vaere et resultat af, at et andet argument ogsa er
- fremfgrt for at arbejde med modeller i undervisningen.

En mere udfgrlig diskussion af sammenhangen mellem kompetencerne og
argumenterne ville uundgdeligt skulle inddrage en del overvejelser om hvordan
man leerer. Vi vil derfor ikke g& dybere ind i det, men blot sammenfatte kort.
Kulturargumentet og kritikargumentet er de eneste argumenter, der udtalt
kraever, at alle de beskrevne modelkompetencer kommer i spil. De andre tre
argumenter vil i nogle tolkninger ligeledes inddrage samtlige kompetencer,
men kan i andre udgaver begraense sig til et mindre antal af kompetencerne.

2.6 Sammenfatning

I dette kapitel her vi opstillet et begrebsapparat bestdende af ni modelkom-
petencer. Dette begrebsapparat vil vi afprgve i naste kapitel ved at anvende
det som analyseapparat pa forskelligt empirisk materiale.

Begrebsapparatets basis er videnskabelig litteratur - og for seks af kompeten-
cernes vedkommende specielt litteratur omhandlende modelleringsprocessens
overordnede struktur. Derfor indledte vi dette kapitel med en gennemgang
af modelleringsprocessen. Lidt forenklet kan man sige, at processen bag op-
stillingen af de forste seks kompetencer var fglgende: Forst identificerede
vi forskellige aktiviteter pd de enkelte trin i modelleringsprocessen; deref-
ter grupperede vi disse aktiviteter i forskellige kompetencer. Resultatet af
dette blev struktureringskompetencen, matematiseringskompetencen, afmate-
matiseringskompetencen, modellgsningskompetencen, valideringskompetencen
og kommunikationskompetencen.
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Inspirationskilder til opstillingen af de tre sidste kompetencer var teoribyg-
ninger af Ole Skovsmose og Alan Schoenfeld. Deres arbejder hjalp saledes til
at szette fokus p&d modelkompetencer, som ikke kunne aflaeses s& direkte i et
studium af modelleringsaktiviteter. Udfaldet at dette blev strategikompeten-
cen, refleksionskompetencen og kritikkompetencen.

Vi er af den overbevisning, at de ni modelkompetencer tilsammen udspzn-
der de aktiviteter af bade analytisk og af opbygningsmaessig karakter, der
kan fremkomme ved modelarbejde. Derimod vil vi ikke pastd, at man ikke
kunne opdele kompetencerne pa anden vis. Jnsket om at begrebsapparatet
skal medvirke til at nuancere billedet af, hvad der kan ligge i matematisk mo-
dellering har medfgrt, at vi har tilstraebt en forholdsvis detaljeret opdeling.
Derfor bestar vore begrebsapparat af et relativt stort antal kompetencer.
Ulempen ved det store antal kompetencer er, at hele apparatet bliver lidt
sveerere at overskue, end hvis der feks. kun havde vaeret tre begreber, som
Ole Skovsmose opererer med. Vi mener dog ikke begrebsapparatet er for uo-
verskueligt. Men for at give et lidt bedre overblik vil vi klarggre, hvordan
kompetencerne kan inddeles i 2 grupper.

Fem af kompetencerne: struktureringskompetencen, matematiseringskompe-
tencen, afmatematiseringskompetencen, modellgsningskompetencen og vali-
deringskompetencen kan opfattes som uafhengige storrelser. Hermed tanker
vi p, at de fem kompetencer kan komme i spil hver for sig - uatheengigt af
hinanden og af de andre modelkompetencer. Dette betyder ikke, at kompe-
tencerne ikke kan vaere relateret til hinanden. For eksempel er det klart at
struktureringskompetencen kvalificeres ved at spille sammen med matema-
tiseringskompetencen - eftersom struktureringskompetencens aktiviteter ofte
umiddelbart vil efterfglges af aktiviteter under matematiseringskompetencen.

Anderledes er det med de fire sidste kompetencer: kommunikationskompe-
tencen, strategikompetencen, refleksionskompetencen og kritikkompetencen.
Det er svaert at forestille sig, at disse kan have et indhold, hvis ikke de an-
dre kompetencer er eller har veeret tilstede. Vi vil derfor karakterisere disse
kompetencer som afhengige kompetencer. Siledes har strategi- og refleksions-
kompetencen et samspil med andre kompetencer, der er kendetegnet ved, at
de to kompetencers rolle er at pavirke aktiviteter under andre kompetencer
i en - ideelt set - positiv retning. De to kompetencers funktion er siledes
at kvalificere aktiviteterne henholdsvis gennem at planlegge og styre dem
og ved at reflektere over dem. Samtlige af kompetencerne vil nd et andet
niveau, dvs. give anledning til andre og bedre resultater indenfor hvert deres
domane, hvis refleksionskompetencen og strategikompetencen benyttes.

Kritikkompetencen ggr sig geldende, ndr modellen er opstillet og stir foran
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en anvendelse, eller nar en model skal analyseres. Kritikkompetencen bygger —
pa alle de andre kompetencer, forstiet pd den made at de spgrgsmal, der
kan stilles pd baggrund af kritikkompetencen, dels bygger pa viden om

—-hvad modelleringsprocessen -har-indeholdt, og dels kraever de-andre kompe-
tencer at besvare. Derfor er kritikkompetencen ogsé afthangig af de andre
kompetencer. Specielt er kritikkompetencen nart knyttet til kommunika-
tionskompetencen, da det er svart at forestille sig mulighederne for kritik,
hvis der ikke er-foregdet nogen- kommunikation af modellen. Kommunika-
tionskompetencen er afhangig af refleksionskompetencen, idet formidlingen
kvalificeres vaesentligt, hvis det er refleksioner der kommunikeres. Samtidig
kan man sagtens forestille sig, at kommunikation af refleksionerne vil &bne
for flere input og dermed ofte for en bedre modellering eller analyse.

For at satte vores kompetencebegreb i en stgrre didaktisk og psedagogisk
sammenhaeng diskuterede vi i dette kapitel begrebet i forhold til Karsten
Schnacks handlekompetence. En af konklusionerne pa denne diskussion blev,
at modelkompetencerne kan opfattes som aspekter af handlekompetencen.
Et stgrre perspektiv pd modelkompetencernes berettigelse er saledes, at disse
skal bibringe studerende en faglig kritisk dgmmekraft overfor matematikan-
vendelser og dermed vaere med til at kvalificere dem til rollen som aktive og
velfungerende demokratiske medborgere.

Karsten Schnack diskuterer ogsa forholdet mellem erfaringer, viden og hand-
linger, og hvordan de har indflydelse pa udviklingen af kompetencen. Dette
belyser hvordan vi mener, der sker en stadig progression i den enkeltes be-
herskelse af modelkompetencerne. Der skal skabes erfaringer ved hjalp af
handlinger, disse vil s derefter udggre vidensindholdet i kompetencen og
kvalificere kompetencen. Som naevnt tidligere kan man godt forestille sig, at
kompetencerne nedbrydes i stedet for opbygges gennem handlinger. Beskri-
velsen af kompetencernes progression skal opfattes som en forenklet ideali-
seret udgave, der ikke direkte kan overfgres til praksis uden der inddrages
indleeringsmaessige overvejelser.

At vidensindholdet er centralt i beskrivelsen af den enkelte modelkompe-
tence, belyser diskussionen af Alan Schoenfelds vidensbase. Vidensbasen in-
deholder den enkeltes viden, der kan vaere bade rigtig og forkert, og udger den
baggrund hvorp4 en given problemlgsning vil foregd. Derimod er vidensind-
hold et analytisk begreb, der betegner den korrekte viden, der er knyttet til
beherskelsen af en given kompetence. Behersker den enkelte en given model-
kompetence, vil det givne vidensindhold saledes vzere en del af den enkeltes
vidensbase.
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Der er et fxllestreek ved modelkompetencerne, som kom frem af vores diskus-
sion af Ole Skovsmoses videnstyper. Skovsmose skelner mellem matematisk
viden, teknologisk viden og refleksiv viden i beskrivelsen af “the competence
of mathemacy”. Modelkompetencerne indeholder aspekter af alle disse vi-
denstyper. Der vil sdledes veere indeholdt bdde matematisk, teknologisk og
refleksiv viden i alle modelkompetencerne.

I dette kapitel diskuterede vi ogsd modeltypeviden, som er af grundlaeggende
vigtighed for alle modelkompetencerne. Denne viden kan bidrage til hvilke
muligheder for - og valg af - aktiviteter, der kommer til udtryk under de
forskellige kompetencer. En vigtig pointe er siledes, at diskussion af model-
typeinddelingerne belyser, hvor forskelligt modelkompetencer kan tage sig
ud, alt efter hvilken type model der arbejdes med.

Schoenfeld ggr sig tanker om, hvilken detaljeringsgrad problemlgsningsstra-
tegier skal beskrives med, for at de kan bruges til undervisning. Det er ikke
vores mil med modelkompetencerne, at de skal bruges direkte i undervis-
ning, men Schoenfelds overvejelser er alligevel centrale i en fastlzeggelse af
modelkompetencernes status. Modelkompetencernes beskrivelser er ikke si
detaljerede, som Schoenfeld ville kraeve til en undervisningssituation, hvilket
som sagt heller ikke er vores formal, men er dog si konkrete, at de beskrevne
aktiviteter er genkendelige, og modelkompetencerne derfor skulle kunne bru-
ges som et analyseapparat.

I kapitel 1 praesenterede vi de argumenter, der er blevet fremfgrt for
indfgrelsen af matematiske modeller i undervisningen. Disse argumenter
betoner, at nogle bestemte evner skal udvikles gennem undervisningen;
disse kan beskrives med modelkompetencerne. Ifglge vores analyse kraever
iser to af argumenterne, kritikargumentet og kulturargumentet, at alle
modelkompetencerne kommer i spil.

De ni modelkompetencer inddrager meget forskellige aktiviteter og vidensom-
rédder. En stor del af disse kundskaber rekker langt videre end traditionelle
matematikkundskaber. Blandt kompetencerne er kritikkompetencen nok den,
der traekker pd den bredeste vifte af forskelligartede kundskaber. Som Ole
Skovsmoses refleksive viden er den baseret pa bade etiske og moralske begre-
ber. Kritikkompetencen kraever kendskab til og forstaelse for de faktorer, der
styrer samfundsudviklingen. Det vil sige omrader der traditionelt ikke spil-
ler nogen stor rolle i matematikundervisningen. De kompetencer, der kom-
mer tettest pd traditionelle matematikkundskaber, de mest matematikneere
kompetencer, er nok modellgsningskompetencen og valideringskompetencen,
idet de inddrager en del traditionelle matematikveerktgjer. Visse aspekter af
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dem, feks. parameterbestemmelse og sammenligning med empiriske data, gar
imidlertid ud over det normale indhold. Refleksionskompetencen er en klar
meta-kompetence i den forstand, at den kraever evnen til at treede ud af den

~-konkrete handlingog se den iet vidéte perspektiv udefra. Den kraever altsd

evne til at se sig selv som objekt og ikke subjekt. Noget tilsvarende ggr sig
gzldende med strategikompetencen. Seerligt kontrolaspektet kraever evnen
til at sé sig selv udefra. Kommunikationskompetencen vil inddrage basale
egenskaber som skrive- og mundtlige formuleringskundskaber: Men ogsé ev-
nen til at samarbejde med og lytte til andre. Struktureringskompetencen er
relateret til den generelle struktureringsevne, som man konstant benytter til
at strukturere diverse sanseindtryk med. Alle mennesker har en evne til at fo-
kusere pd visse aspekter af de syns- hore- og fgleindtryk, som man konstant
konfronteres med. Aspekter, som man af den ene eller anden arsag, finder
vigtige 1 den pagaeldende situation. Dette er ngdvendigt for at kunne fungere
i dagligdagen. Matematiseringskompetencen og afmatematiseringskompeten-
cen er to aspekter af samme sag: evnen til at overskride graensen mellem to
forskellige universer, dvs mellem det matematiske univers og det “virkelige
univers”. Begge kompetencer har fokus pa et serligt aspekt af matematikken:
symbolfornemmelse, som der ikke har veaeret megen méalrettet undervisning
i. Sammenlagt kraever det altsd et meget bredt udsnit af generelle kvalifika-
tioner kombineret med mere specifikke matematikkundskaber for at mestre
samtlige kompetencer.



Kapitel 3

Afprgvning af
kompetencebegrebsapparatet

Efter at have beskrevet og afgraenset de enkelte kompetencer p3 en teoretisk
baggrund vil vi nu afprgve det samlede begrebsapparat pa forskelligt empirisk
materiale. Afprgvningen tjener to formal. For det forste skal den illustrere
de enkelte kompetencer og dermed give dem mere fylde, og for det andet
skal den fungere som en vurdering af begrebsapparatets anvendelighed som
analyseredskab.

Det fgrste formal opfyldes ved, at vi giver eksempler pa, hvordan kompe-
tencerne konkret kan komme til udtryk. Disse eksempler skal ikke opfattes
som kompetencernes eneste tenkelige fremtraedelsesform, men som eksem-
pler blandt mange mulige. Et andet valg af empiri ville betyde, at andre
aspekter af kompetencerne kunne blive fremhavet. Vi vil ogsd fremdrage ek-
sempler fra empirien, hvor kompetencerne ikke kommer til udtryk, men hvor
det er oplagt, at en given kompetence ville vaere vaesentlig for behandling
af problemstillingen. I stil med dette vil vi ogsa fremheeve tilfzlde, hvor et
vaesentligt aspekt af en given kompetence tilsyneladende ikke kommer i spil,
og overveje baggrunden for dette.

Nar vi undersgger begrebsapparatets analytiske kraft er der specielt to for-
hold, vi legger veegt pd at underspge. Det ene er, om graenserne mellem
kompetencerne er for vage. Dette vil give sig udslag i problemer med at ind-
placere forskellige aktiviteter under den ene frem for den anden kompetence.
Dette forhold kunne taenkes specielt at vaere galdende for de kompetencer,
som vi har karakteriseret som afh@ngige kompetencer, dvs. refleksionskom-
petencen, krititkkompetencen, strategikompetencen og kommunikationskompe-
tencen. Aktiviteter, der involverer en af disse fire kompetencer, vil samtidig
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vaere udtryk for en af de andre kompetencer. Vi ma derfor forvente, at det
kan give anledning til visse problemer med at afgraense dem i det empiriske
materiale. Derudover undersgger vi, om kompetencerne er daekkende. Vi er

—alts8 opmarksomme pa;-om deroptrader aktiviteter;der ikke kan beskrives”
med henvisning til nogle af kompetencerne.

Det empiriske materiale, vi har udvalgt,.er af to typer. Det ene.angér arbej-
det med at opstille en model, og det andet angér arbejdet med at analysere
en model. Det fgrste er en projektrapport om trafikmodellering udfgrt pa den
Naturvidenskabelige Basisuddannelse p4 RUC, og det andet materiale udgg-
res af to opgaverapporter om Lotka-Volterra modellen udfgrt pé et kursus
i matematiske modeller, ligeledes p4 den Naturvidenskabelige Basisuddan-
nelse pA RUC. Begge materialer er sdledes hentet fra undervisningssituatio-
ner, hvilket giver anledning til to forhold. Dels betyder det, at det sjeeldent vil
veere “fuldt udviklede kompetencer”, vi far at se. Dette haenger sammen med,
at der 1 leeringssituationer vil veere komplementaritet mellem aktiviteter og
kompetencer. Hermed taenker vi pé, at aktiviteterne udvikler kompetencerne
samtidig med, at de ogsd er et udtryk for kompetencerne. Et andet over-
ordnet forhold ved det empiriske materiale er, at materialet indeholder en -
skriftlig formulering af resultatet af aktiviteter. Aktiviteterne fremstar altsé
ikke direkte i opgavebesvarelserne og projektrapporten. Vi forsgger imidlertid
at afleese de aktiviteter, der har ligget bag resultaterne. Dette vil selviglgelig
ikke veere lige nemt i alle tilfeelde, hvilket vi vender tilbage til senere. Det
materiale vi analyserer har siledes karakter af at indeholde resultatet af ak-
tiviteter, der bade er et udtryk for kompetencerne, men som samtidig har
tjent til at udvikle disse. I vores analyse vil vi dog koncentrere os om den
forstnaevnte dimension, altsd at det skrevne er et udtryk for aktiviteter, der
hidrgrer fra kompetencerne.

Vores mulighed for at aflaese kompetencerne er naturligvis meget afhaengig
af karakteren af den empiri, vi skal analysere. Som fgr nsevnt ville andre
problemstillinger og andre modeltyper kunne fremhaeve dels andre aspekter
ved kompetencerne og dels vere afggrende for i hvilken grad kompetencerne
kommer til udtryk. For eksempel er det oplagt, at en problemstilling, der in-
debzerer at de studerende selv skal opbygge en model, giver bedre mulighed
for at se strukturerings- og matematiseringskompetencen komme til udtryk,
end en problemstilling hvor de studerende skal analysere en feerdig model.
Andre spgrgsmal er mere uklare. Hvordan vil strategikompetencen eller re-
fleksionskompetencen feks. komme til udtryk i skriftlige rapporter? Krzaever
det andre slags empiri, feks. band- eller videooptagelser af undervisning eller
interviews, at f& belyst disse kompetencer? Arbejdet med analysen af det
empiriske materiale skal ogsd bidrage til en belysning af sddanne spgrgsmal.
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3.1 Projektrapporten “Irafik modellering”

Vi vil fgrst afprgve kompetencebegrebsapparatet pd en projektrapport -
med titlen “Trafik modellering”. Projektrapporten er udarbejdet af en 5-
personers gruppe pa den Naturvidenskabelige Basisuddannelse p4 RUC
i fordret 1995. Den er skrevet i lgbet af uddannelsens 2. semester,
der har fglgende semesterbinding, hvorom projektarbejdet skal centreres:
“Modeller, teorier og eksperimenter. Projektarbejdet skal belyse brugen af te-
orier og modeller, iseer matematiske, i naturvidenskaberne. Vekselvirkningen
mellem modeller, eksperimenter og naturvidenskabelige teorier samt disses
struktur belyses.” (Studieordning af 1. september 1993 for Den Naturviden-
skabelige Basisuddannelse, 1994, s.5). Ud over semesterbindingen er de ud-
foldelser, der ligger til grund for rapporten, ikke bundet i stgrre omfang.
Rapporten i sig selv er dog praeget af den tradition, der findes p4 RUC om-
kring indholdet af en sidan.

Vi har udvalgt rapporten, fordi den indeholder en modellering, hvor hele
modelleringsprocessen er gennemfgrt. Problemstillingen skulle siledes give
mulighed for, at alle kompetencerne kan komme til udtryk. Dermed skulle
det ogs& veere muligt at illustrere omstzendigheder vedrgrende sammenhzenge
mellem de forskellige kompetencer. Da gruppen bag rapporten selv har op-
stillet modellen helt fra bunden, har det givet serligt gode muligheder for at
dokumentere struktureringskompetencen.

3.1.1 Beskrivelse af projektrapporten

For at ggre det muligt at folge med i den efterfglgende kompetenceanalyse
vil vi indledningsvis give en beskrivelse af rapportens og problemstillingens
indhold. Det vil vi ggre ved farst at give et overblik over projektrapportens
indhold ved et referat efterfulgt af projektrapportens disposition. Derefter vil
Vi preecisere nermere, hvori modellen bestér, og hvordan gruppen sammen-
ligner modeldata med empiriske trafikméalinger.

Referat af projektrapporten

“Irafik modellering” tager udgangspunkt i det konkrete problem, at der ofte
opstar bilkger om morgenen pa en given motorvejsstraekning (motorvej M11)
1 nzerheden af Roskilde i retning mod Kgbenhavn. Det bemzrkelsesvaerdige
er, at kgdannelserne kun observeres et bestemt sted pa motorvejen pa en
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streekning af 8-9 kilometers laengde. Gruppen gnsker at opstille en"matema-
tisk model, som kan simulere sddan et trafikflow.

___Projektgruppen fremssetter forskellige hypoteser, som kunne forklare proble- ___.
met med bilkger pd motorvejsstraeckningen. Feks. kan det skyldes generelle
kapacitetsproblemer pa vejstraeekningen, den korte afstand mellem tilkgrsels-
ramperne og den hgje tilkgrselsfrekvens for bilerne, eller straekningens seerlige
topografiske forhold med bakker, sving og lavtstdende sol, som kan medvirke
til en nedsat gennemsnitshastighed. Gruppens ambition er at opstille en mo-
del, som kan beskrive flowet pa vejstraekningen pd baggrund af kapaciteten.
De gnsker at beskrive, hvordan bilerne reagerer pd den gvrige trafik samt de
begraensninger, som vejbanerne, til- og frakgrselsforhold mv. giver (Andresen
et al., 1995, s.6). Ambitionen er siledes at opbygge en model, der kan si-
mulere flowet p4 den undersggte straekning, ved at tage udgangspunkt i den
enkelte bils reaktion p& den omgivende trafik.

Gruppen griber problemet an pa den méade, at de starter med at opstille
en simpel model af en et-sporet vej uden til- og frakgrsler. Derefter udvider
de modellen med en ekstra vejbane, overhalingsmulighed, samt til- og fra-
kgrsler. Modelopstillingen indbefatter en matematisk beskrivelse af, hvordan
den enkelte bil reagerer, dvs. hvordan den accelererer, bremser eller skifter
vognbane afhangigt af den omgivende trafik, samt definition af hvorledes
modellens parametre bestemmer bilernes bevagelser. Modellen implemente-
res i et pascalprogram, siledes at alle bilernes positioner til ethvert tidspunkt
gives en grafisk repraesentation pd en computerskaerm. Her vises en to-sporet
vejbane, og de kgrende biler vises som lysende pixels, der beveeger sig pa
skeermen. Til- og frakgrsler kan ses pd den méade, at bilerne dukker op et
bestemt sted og forsvinder et andet sted, men de er ikke repraesenteret ved
seerskilte baner.

Programmet fungerer siledes, at bilerne genereres pa vejstreekningen med en
vis frekvens og hastighedsfordeling. Ligeledes fastsattes frekvenser for tilkgrsel
og frakersel, dvs. en bestemt andel af bilerne er pa forhadnd bestemt til at
skulle kgre til og fra. Bilernes gvrige feerd gennem vejstraekningen bestemmes
ud fra de opstillede ligninger. Nar de har passeret den gnskede straekning
telles de, sdledes at det simulerede bilflow kan opggres.

Bilernes frekvens og hastighedsfordeling fastszettes ud fra resultatet af diverse
trafikméalinger. Projektgruppen “fodrer” sdledes modellen med tal baseret pa
malinger for, hvor mange biler der kommer i starten af strzekningen, hvor
mange der kommer pi tilkgrsler, hvor mange der kgrer fra og hvor hurtigt
bilerne kgrer, nar der ikke er nogen hindringer pa vejen. Modellen testes pa
to forskellige vejstreekninger, begge startende ved 37.0 km meerket, se figur
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3.1. Fgrst en kort streekning, der indeholder en tilkgrsel (T1) og derefter en
lidt leengere straekning, der indeholder yderligere en tilkgrsel (T2) samt en
frakgrsel (F'1). Begge streekninger svarer til et udsnit af motorvej M11.

34¢g

Vest | Holbzkmotorvejen @st
370 — — 358 — ~ — — 341 = — — — — 33.6 —320—30.7 — — — — — 30.2km
_______ .+ I .__ —_— e wmr mm em am em — e— — —— == e
=T ] o~ =T = ==
Ringstedvej Darupvej Roskildevej/Kobenhavnsvej

Figur 3.1: Oversigt over det valgte motorvejsudsnit‘. Modellen testes pa to straek-
ninger startende ved 37 km markeringen og frem til hhv. 34,8 km og 32 km
maeerket (Andresen et al., 1995, s.35).

De empiriske testdata er antallet af biler pr. tidsinterval ved slutningen af
den udvalgte straekning. De simulerede flow ved straeekningernes slutning kan
s& sammenlignes med de malte. Begge modelkgrsler giver utroligt gode re-
sultater med meget lille afvigelse fra de malte flow. (Se figur 3.2, s. 104.)

Efter testen foretager gruppen en undersggelse af et bestemt tiltag til afhjaelp-
ning af kgdannelserne, som er blevet foreslaet af Roskilde Amt. Forslaget gér
ud pé at @ndre vigepligtsbetingelserne p& Darupvej, som er den vej bilisterne
kommer ud p3 efter frakgrsel fra M11 pa den omtalte streekning. Andringen
vil give de frakgrende biler forkgrselsret, siledes at de hurtigere kommer vaek
fra motorvejen. Projektgruppen simulerer virkningen af et sddant tiltag ved
at hzeve gennemsnitshastigheden for enden af den pagaldende frakersel. Re-
sultatet af denne simulering er imidlertid, at det ikke har nogen navnevzerdig
effekt pd motorvejsflowet.

Projektrapportens disposition

Herunder er opbygningen af “Trafik modellering” skitseret. Vi har angivet
kapitlernes overskrifter og omfang, og giver en kort beskrivelse af, hvad de
enkelte kapitler indeholder.

1. Indledning (s. 6-9)

Den overordnede problemstilling praesenteres og indsnaevres til fglgende pro-
blemformulering: “Hovedproblemstillingen er om hvorvidt det kan lade sig
gore at opbygge en model, der kan beskrive trafikflowet pd en motorvej, ved at
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beskrive den enkelte bils reaktioner pd den omgivne trafik.” (Andresen et al.,
1995, s.7). Herudover indeholder kapitlet formal, metode og malgruppe.

2.-Simpel-meodel-(s. 10-19) — - —= ——— o o o

Systemafgraensning og matematisk beskrivelse af model til beskrivelse af bil-
flow pa en et-sporet vej. Datastruktur i implementering i Pascalprogram be-
skrwes Vurdenng af om det simulerede flow ser “rimeligt”-ud.

3. Udbygget model (s. 20-29)

Udbygning af den simple model og matematisering af de nye sammenheenge,
der skal beskrive en to-sporet vej med til- og frakgrsler. Datastrukturer i det
udbyggede program beskrives. Parameterfastsaettelse pa4 baggrund af egne
og andres maélinger, antagelser, mv. foretages. Resultater af simulering af
modellen for to bestemte vejstrackninger, hvor gruppen selv har foretaget
malinger af det virkelige bilflow, praesenteres og vurderes.

4. Undersggelse af motorvej M11 (s. 30-36)

Beskrivelse af det virkelige problem med kgdannelser, samt praesentation af
de hypoteser gruppen mener er betydende for kgdannelsen. Endvidere prze-
senteres Roskilde Amtsvejvaesens og egne malinger af flow pa straekningen i
morgentimerne samt malinger af bilernes hastighedsfordeling om sgndagen.
Disse mélinger er brugt henholdsvis til testdata og til bestemmelse af bilernes
maksimale hastighedsfordeling, som betegner den hastighed bilerne gnsker at
kgre, hvis der ikke er nogen hindringer p& vejen. Parameterbestemmelsernes
kvalitet diskuteres i forhold til modelresultaterne.

5. Anvendelse af modellen (s. 37)

Modellen anvendes til at forudsige, hvad en planlagt sendring af frakgrsels-
forholdene vil betyde for flowet. Deres konklusion er, at det ikke vil have
nogen afggrende betydning. Konkrete resultater af denne simulering er ikke
prasenteret.

6. Konklusion (s. 38-39)

Gruppen konkluderer: At modelleringen har veeret succesfuld ud fra egne
kriterier, idet bilernes gennemkgrselstid for streekningen kan reproduceres i
modellen.

At det er omfattende at bestemme kriterierne for bilernes bevaegelse.

At en grundigere verificering ville kraeve et stgrre datamateriale, som model-
len kunne vurderes i forhold til.

At modellens anvendelsesperspektiver er at kunne vurdere, hvilken betydning
det har pa trafikken at sendre til- og frakgrselsforhold, gennemsnitshastighe-
der, antal biler mv.



3.1 Projektrapporten “Trafik modellering” 103

3.1.2 Modellen i projektrapporten

Efter den generelle beskrivelse af rapporten vil vi g4 lidt narmere ind pé
indholdet af den model, som projektgruppen opstiller. Vi giver her vores
kortfattede fremstilling af gruppens udbyggede model, hvordan parametrene
som indgér i modellen bestemmes, og hvordan modellen testes. Dette skulle
give en bedre baggrund for at laese den efterfglgende analyse.

Elementerne i modellen

Her opridses de elementer, gruppen har valgt ud som de centrale i beskrivelse
af trafikflow.

Bilerne beskrives ved deres position, hastighed og acceleration til ethvert
tidspunkt. Ud over dette adskiller bilerne sig kun fra hinanden ved den ha-
_stighed, de gnsker at kere, hvis trafikken ikke forhindrer det, deres sakaldte
maksimale hastighed. Alle biler reagerer pa samme méade overfor andre biler,
dvs. bremser eller overhaler, hvis den forankgrende er indenfor en bestemt
afstand. Andre egenskaber ved bilerne adskiller dem ikke, feks. regnes bil-
leengden for at veere ens for alle biler. Saledes kan der opregnes fglgende:

Fallesparametre for systemet

Bilernes lengde

Maksimal acceleration, amay

Maksimal deacceleration (minimal acceleratzon) Qmin
Reaktionstid for bilerne

Bilernes bremseevne

Antal biler i timen, dvs. frekvens, ved strazkmngens start
Frekvens ved tilkgrsler

Frekvens ved frakgrsler

Og herefter opregnes de parametre, der er geeldende for:

Den enkelte bil

Faste parametre: ‘

Maksimal hastighed, vy,q,: tildeles ud fra en valgt hastighedsfordeling.
Maksimal bremselengde: beregnes ud fra den enkelte bils maksimale hastig-
hed og bremseevnen.

Afheengige variable:

Acceleration: beregnes ved hvert tidsskridt pé, baggrund af den omgivende
trafik.

Hastighed: beregnes til hvert tidspunkt.
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Position: bilens position p4 vejbanen; beregnes til hvert tidspunkt.

Vejbane: positionen er kun endimensional, s& derfor far bilen ogsd en variabel
for hvilken vejbane den er i. De 2 verpor fungerer uafhaanglgt af hlnanden
-undtagen-ved vejbaneskift—= ~——

Som allerede nzevnt er der nogle af parametrene, der er bestemt pa baggrund
af empiriske data. Det gzlder frekvenserne for bilerne ved henholdsvis straek-
ningens start, ved til- og ved frakgrsel og for deres maksimale hastighed. En
del af disse data har gruppen selv mélt, mens andre er modtaget fra Roskilde
Amtsvejvaesen. Andre data som reaktionstid og bremseevne er fastsat ud fra
oplysninger i “Kgreskolernes Teoribog”.

Flowmalinger, dvs. méalinger af antal biler i fem minutters intervaller, er be-
nyttet til at bestemme den frekvens, hvormed der skal genereres nye biler
ved starten af straekningen og ved tilkgrsler, samt antallet af biler der skal
kgre fra motorvejen i et bestemt tidsrum. Derudover har de pa baggrund af
hastighedsmalinger en sgndag, hvor gruppen antager, at bilerne kgrer med
deres gnskede hastighed, bestemt hvilke maks. hastigheder bilerne skal gene-
res med. Det gores ved at generere biler med hastigheder indenfor det interval
og med samme sandsynlighedsfordeling som hastighedsméalingen viser.

Relationerne i modellen

Vi vil her kort gennemga nogle af de centrale bestemmende ligninger i model-
len, samt beskrive de relationer mellem elementerne, som gruppen medtager
i deres model.

Generel bevaegelsesteori bruges til at fastleegge sammenhaengene mellem ac-
celeration, hastighed og position. Accelerationen regnes for konstant i det
enkelte tidsskridt (dt) i simuleringen, og dermed kan hastighed, (v), og posi-
tion, (s), fremskrives uden videre pa baggrund af klassisk mekanik, saledes:

v(t +dt) = v(t) + a(t)dt
s(t+dt) = s(t) + -;-a(t)dt‘? + v(t)dt

Da accelerationen kan sendre sig efter omsteendighederne, kraever det flere be-
skrivelser for at kunne bestemme denne. I grove traek har gruppen begraenset
sig til tre tilfeelde og bestemt, at accelerationen i disse skal beskrives siledes:

o Hvis der ikke er forankgrende biler indenfor den maksimale bremse-
leengde, sa accelererer bilen med a,,,; indtil den opnar sin v,,4z.
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e Hvis afstanden er kortere end den maksimale bremselengde, s3 bremser
bilen. Deaccelerationen beregnes, s& bilen lige netop vil holde en afstand
til den forankgrende som er laengere end reaktionsafstanden. Reaktions-
afstanden beregnes som produktet af reaktionstiden og hastigheden til
det givne tidspunkt. Herved sikres at bilerne ikke stgder sammen.

e Hvis bilerne kommer meget tat pd hinanden, naermere bestemt teettere
end det dobbelte af reaktionsafstanden, s& bremses med a,,;, indtil af-
standen igen er tilstraekkelig stor. Afstanden mellem bilerne kan risikere
at blive ret lille nar bilerne traekker ud foran hinanden ved en tilkgrsel.

Accelerationen for den enkelte bil bliver siledes for hvert tidspunkt beregnet
pa en af tre mader alt efter afstanden til den forankgrende og ud fra kravet
om, at bilerne ikke ma stgde sammen i modellen.

Et andet forhold, der kreever en matematisk beskrivelse, er kriterierne for,
hvornér bilerne kan foretage overhaling. Disse afhanger af hastighedsfor-
skellen mellem bilen og dens forankgrende i inderbanen og af afstanden til
eventuelle biler i yderbanen. Siledes fastsaetter gruppen, at en given bil kun
vil overhale, hvis dennes v,,., er mere end eller preecis 10 km/t stgrre end
den forankgrende bils hastighed. Forudsztningen for at bilen kan overhale
er for det fgrste at den ikke kgrer ud foran en bil, der ikke kan overholde
bremselengden til den overhalende bil, og for det andet at en eventuel for-
ankgrende bil i overhalingsbanen ikke er taettere pa end den overhalende bils
bremseleengde ved den nuvaerende hastighed.

Lignende kriterier fastsattes for, at en bil vil og kan traekke ind i den indre
vejbane. For en bil, der genereres pa tilkgrselsbanen, szettes der ligeledes krav
til, med hvilken hastighed denne kan generes, og hvilken placering den vil f&
i forhold til de biler, der allerede er pa straekningen.

Det sidste forhold der inddrages, er hvordan en bil der skal kgre fra pa den
nzermeste frakgrsel vil “agere”, eller rettere sagt hvilke krav en sddan fraker-
selsbil skal opfylde. Her er der medtaget tre ting ved beregning af positionen
for en sadan frakerselsbil, nar den ligger i yderbanen. De tre ting, der har
indflydelse pd frakgrselsbilens deacceleration, er en eventuel bil i inderspo-
ret, den fart bilen skal ned pa inden frakgrslen, og den fart en eventuel bil
pé frakerslen har. Til positionsberegningen anvendes den stgrste af de tre
deaccelerationer.

Samlet bestar modellen af flere forskellige dele. Dels datalogiske fremstillinger
af vejen og bilerne og dels nogle ligninger til at bestemme den enkelte bils
position. Tiden er ogsd medtaget i modellen - ikke kontinuert men diskret
1 form af tidsskridt. Modellen fungerer p4 den made, at vejbanen kigges
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igennem fra venstre mod hgjre, og der “ledes” efter biler. Ved dén fgrste bil -

stoppes der, og dennes nye position beregnes ved fgrst at bestemme dens
acceleration ud fra de fgr beskrevne overvejelser og dernsest at beregne den

--- nye-positionud-fradenberegnede acceleration samitovervejelser om eventuelt™

vognbaneskift. Dette ggres for alle biler pd banen for hvert tidsskridt.

' Testr af modelleﬁ

Her vil vi beskrive, hvordan gruppen bruger empiriske data til at vurdere
deres model. Ved at sztte en teeller ved bestemte positioner p& den simulerede
vejstraekning opnar de nogle modelresultater, antal biler pr. tidsinterval, som
kan sammenlignes med deres egne og Roskilde Amtsvejvaesens trafikmalinger.
P4 figur 3.2 er der vist en sammenligning af data fra modellen (“mod.data”)
og empiriske data (“test-data”). Det ses at der kun er en meget lille afvigelse
mellem de empiriske data og de simulerede data.

U Test-data

7.00- 7.05- 7.10- 7.15- 7.20- 7.25- 7.30- 7.35- 7.40- 7.45- 7.50- 7.55- 8.00- 8.05- 8.10- 8.15- 8.20-
705 710 715 720 7,25 730 735 7.40 7.45 7.50 755 8.00 805 810 815 820 8.25

Figur 3.2: Det simulerede flow (mod.data) i forhold til de malte flow (test-data)

ved 34,8 km market. Modeldata er gennemsnit af 12 simuleringer (Andresen
et al., 1995, 5.28).

Afslutningsvis skal det navnes, at det gruppen far ud af deres simuleringer
séledes ikke kan knyttes direkte til kgdannelser, som var deres udgangspro-
blem, men at de har opnaet at simulere bilflowet i spidsbelastningsperioden
mellem kl. 7.00 og 8.00.

3.1.3 Analyse af kompetencerne i projektrapporten

Analysen her er opbygget siledes, at hver af modelkompetencerne forsgges il-
lustreret ved hjelp af citater fra projektrapporten. Som naevnt i indledningen
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vil viien skreven tekst for det meste kun se produktet af en kompetence; selve
aktiviteten vil sjzldent veere beskrevet. Der vil siledes ligge en vis tolkning
til grund for, at kompetencen kan illustreres. Vi har selvfglgelig tilstrebt, at
det er den mest oplagte tolkning, der er brugt pd eksemplerne. ‘

Vores arbejdsmetode har veeret fgrst at gennemlaese rapporten med det for-
mél at identificere aktiviteter i samtlige afsnit. Derefter har vi diskuteret
hvilke kompetencer, de pageldende aktiviteter har veeret et udtryk for, og
pa den méade indplaceret samtlige aktiviteter i rapporten i den ene eller an-
den af modelkompetencerne. Blandt disse har vi s udvalgt de eksempler, vi
finder mest illustrative, eller som kan give nye facetter til begrebsapparatet.

Struktureringskompetencen

‘Struktureringskompetencen vil kort sagt vise sig ved, at visse elementer og
egenskaberne ved disse udveaelges. Det vil sige, at der sker en idealisering af det.
problemfelt der gnskes beskrevet. Kompetencen kan ogsa vise sig ved, at der
redeggres for udveaelgelsen, samt at der valges en given teoris “strukturering
af virkeligheden” til at beskrive elementerne med. Her fglger en rakke ek-
sempler pd, hvordan trafikmodelleringsgruppen har benyttet strukturerings-
. kompetencen.

Som vi skrev i kapitel 2 findes der forskellige redskaber til at stgtte struk-
tureringen. I projektrapporten findes der flere skitser af biler og af vejudsnit
med vejbaner og biler. Disse skitser er eksempler pd, hvordan gruppen har
dannet sig en fgrste begrebsmodel af det omrade de vil modellere. Herudover
kan man forestille sig, at gruppen helt konkret har kgrt ture pd motorve-
jen for at undersgge, hvordan bilerne opferer sig. Disse undersggelser har
ligesom skitserne kunnet give nogle fingerpeg om, hvordan struktureringen
kunne foretages.

Fgrst et eksempel pd at gruppen har udvalgt et element. Deres problem er
som navnt at opstille en model, som kan simulere motorvejstrafikken pé en
given straekning. Dette vaelger de at gore ved at udvalge den enkelte bil som
element og “..beskrive den enkelte bils reaktioner pd den omgivne trafik.”
(Andresen et al., 1995, Problemformuleringen s.7). De har siledes formaet
at reducere beskrivelsen af flowet, der udggres af den samlede maengde af
biler, til at omhandle den enkelte bil og dennes egenskaber. Dette valg er et
eksempel pé, hvad vi tidligere har benzvnt det strukturerende greb. Dette
valg er af afggrende betydning for de gvrige struktureringsaktiviteter, idet
disse nu vil veere underlagt visse rammer. Den efterfplgende beskrivelse af
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- bilflowet vil saledes have bilen som udgangspunkt. Neeste trin er dermed at
fastleegge, hvordan en bil pavirkes af den omgivende trafik.

---— Fgrgruppen fastleegger-de ydre pavirkningers effekt pa den enkelte bil; vaelger —
de en bestemt “strukturering af virkeligheden” til at formulere elementets
egenskaber med. Dette er ogsd et eksempel pa struktureringskompetencen.

- Det fremgar af rapporten, at gruppen selv er bevidst om dette valg. Saledes

* skriver de: “Til selve implementeringen i programmet blev anvendt de af os
specielt konstruerede matematiske opstillinger, opbygget med baggrund i den
allerede eksisterende teori for bevegelse: acceleration, hastighed og position.”
(Andresen et al., 1995, s.38). Gruppen har altsd valgt bevagelsesteorien til
at beskrive, hvordan bilerne grundleeggende bevaeger sig, si alle feenomener
der indvirker pa bilernes bevaegelse, skal formuleres med denne teori.

Struktureringskompetencen benyttes ogsa til at beskrive sammenhaenge mel-
lem modellens elementer. Man kan sige, at det problem som der her struk-
tureres pd baggrund af er: Hvad skal der galde, nar der kgrer mere end én
bil p4 vejen? Hvordan pavirker bilerne hinandens acceleration og hastighed?
Her stilles der det krav at “.. en bil (b), altid kan nd at bremse ned til den
forankgrende bils (by) hastighed, sddan at de kgrer helt teet sammen.” (Andre-
sen et al., 1995, s.12). Derefter formuleres det med ord fra bevaegelsesteorien,
hvad s&dan en antagelse ma satte af krav til bilen b;’s hastighed. Der er altsi
taget fat pa en beskrivelse af, hvordan den enkelte bil bliver pavirket af ydre
forhold, i dette tilfeelde af de andre biler.

Til sidst vil vi give et eksempel der skal illustrere, at struktureringskompe-
tence ikke kun kommer i sving i systemafgraensningsfasen i begyndelsen af
modelleringsprocessen. Gruppen stiller sig den opgave at anvende modellen
til at undersgge, om trafikflowet p4 motorvejen ville endre sig, hvis den ube-
tingede vigepligt for enden af en af frakerslerne blev ophaevet. Det er det
fgromtalte tiltag foresldet af Roskilde Amt for at afhjelpe kgdannelser. For
at lgse denne opgave skal de strukturere problemet med hensyn til deres fo-
religgende model. De ma derfor skele til, hvilke parametre der er at skrue pa
i modellen. Grundlaget for modellen er som sagt den enkelte bil og dennes
hastighed. Hvad vil det betyde for bilen, at den ubetingede vigepligt bliver
fjernet? Gruppen valger at ggre det ved at “.. heeve gennemsnitshastigheden
for enden af frakgrslen.” (Andresen et al., 1995, s.37). Dette skulle belyse, at
man kan have brug for struktureringskompetencen, ndr man anvender mo-
dellen; dvs. stiller nye spgrgsmal til modellen - andre spgrgsmal end dem,
der er modelleret p4 baggrund af. Sddanne spgrgsméal medfgrer nemlig, at
der mA ske en ny fortolkning og afgreensning af systemet.
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Matematiseringskompetencen

Matematiseringskompetencen vil vise sig ved, at de udvalgte elementer fra
systemafgraensningen samt kravene til disse elementer formuleres matema-
tisk.

Det ghr rimeligt ligetil at beskrive den enkelte bils bevaegelse. Gruppen skriver
“Med en konstant acceleration kan man udlede nogle formler, der kan bruges
til at udregne position og hastighed...” (Andresen et al., 1995, s.11). Ud fra en
antagelse om konstant acceleration indenfor et tidsskridt kan gruppen bruge
bevaegelsesteorien, som de har udvalgt i systemafgraensningsfasen. Gruppen
opskriver et udtryk for en bils hastighed i et tidsskridt, som de benaevner
“hastighedsformlen” “V(t) = K -t + Vo, hvor V, er begyndelseshastigheden”
(Andresen et al., 1995, s.11). V/(¢) er hastigheden til tiden ¢, og K er den
konstante acceleration i tidsskridtet. Dette er altsi s& oplagt, fordi de har -
valgt at bruge bevaegelsesteorien til beskrivelse af bilernes egenskaber, der i
forvejen er udtrykt pa matematisk form. Dog indbefatter denne matemati-
sering en antagelse, der ikke i forvejen var forudsat i systemafgrzensningen,
nemlig at accelerationen i tidsskridtet er konstant. Dette er derfor ogsa et
eksempel pa, at matematisering indfgrer begraensninger.

Det naste eksempel skal dels illustrere matematiseringen af et krav fra sy-
stemafgraensningen og dels illustrere at matematiseringskompetencen ogsa
bruges pa et andet niveau, hvor den er i samspil med modellgsningskompe-
tencen. Det drejer sig om udledningen af kravet til bilens deacceleration, nar
bilen skal opfylde antagelsen om at na at bremse ned til den forankgrende
bils hastighed. Fegrst formuleres et udtryk for bilens hastighed under en op-
bremsning. “Vj,,(t) = W, — K - t, hvor t er den tid opbremsningen strekker
sig over...” (Andresen et al., 1995, s.12). V;, er bilen b;’s hastighed. Konse-
kvensen af at stille det op p& denne méde er, at K vil vaere positiv ved en
opbremsning. Dette er baggrunden for, at gruppen bruger betegnelsen de-
acceleration for K og ikke acceleration. Imidlertid skal det siges for at lette
laesningen, at gruppen veksler mellem at tale om acceleration og deaccelera-
tion og mellem k og K, men at det altsd er den samme ting de taler om. I
folgende citat er forste ligning en formulering af kravet til deaccelerationen,
idet de to bilers hastigheder sattes lig hinanden:

“Vi beregner den tid det tager at foretage en sddan opbremsning:
Vbz =‘/b1(t) =‘/b1 —kxt

heraf fas:
_ W - W,
t= % (3.1)
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Dette -udtryk sceettes sd ind i positionsendringsformlen for at
kunne beregne deaccelerationen, der vil reducere V,, til Vi, i lgbet
af tiden t. Da accelerationen er modsat bevegelsesretningen far

Vo, = Vb Voo = Vb \° Vi, — Vs ;
S(—T{—2> = —1/2*k(sz-) + Vi, —_I—I?—-a + Posy, (3.2)
Vi ¥VE -2V, W, Vi =V, Vs 7
= _1/2< e = | + | | + Posu,
V2 _ V2
Posy, = :"—IQK—"’+P031,1
Vb2 _V'bZ
dPos = —‘QR—Z, hvor dPos = Posp, — Pos,
,Vb2 _Vb2
K = =22 3.3
2dpos (3.3)

Hvor K er acceleration og dPos er afstanden mellem bilerne. Da
bilerne pd en motorvej normalt ikke kgrer helt tet sammen, ind-
fores en sikkerhedsafstand.

Sikkerhedsa fstanden = Vj, * reaktionstiden

Disse formler sammenholdes og deaccelerationsformlen fas:
_ Vi = Vi,
2dpos — sikkerhedsa f standen

Det er denne formel vi benytter i modellen til beregning af bilernes
opbremsning. Huis en bil kommer for tet pd den forankgrende vil
bilen 1 hvert tidspunkt fG beregnet en ny hastighed efter folgende
formel: :
V(t+dt)=V(t)— K xdt

Hvor K hver gang beregnes ved hjelp of deaccelerationsformlen”
(Andresen et al., 1995, s.13, numrene ved formlerne er vores, red.)

I citatet benytter gruppen, at de kan opskrive den tid det tager at foretage
den gnskede opbremsning (formel 3.1), og at de har et matematisk udtryk for
“positionsendringsformlen”, (som er “hastighedsformlen” integreret en gang)
til at udlede et udtryk for deaccelerationen, der kun afhaenger af bilernes ha-
stigheder og positioner, som de kender. Her kan man tale om et andet niveau
af matematiseringskompetencen. Kendetegnede for dette niveau er, at mate-
matiseringen foretages pa baggrund af tidligere matematisk formulerede krav
til systemet, sdledes at de her bevaeger sig alene i det matematiske univers,
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hvor maélet er at modellen skal kunne lgses. De enkelte trin (formel 3.2 og
de efterfplgende mellemregninger) i matematiseringen kan ikke tillegges me-
ning i den virkelighed, der modelleres, men benyttes til at opstille et udtryk
for deaccellerationen, som kan beregnes (formel 3.3). Dette kunne tyde pa
en vis vekselvirkning mellem beherskelsen af modellgsningskompetencen og
matematiseringskompetencen, idet matematiseringen foregar med lgsning af
modellen for gje. ’

Der ses ogsé i citatet endnu et eksempel pa, at et krav fra systemafgraensnin-
gen formuleres matematisk. Det er gnsket om at indfgre en sikkerhedsafstand
mellem bilerne, der straks prasenteres som “Sikkerhedsafstanden = Vi, -
reaktionstiden”. Man kan mene, at der ikke er sket en fuldsteendig mate-
matisering (lzes her symbolisering), men der er dog klart tale om, at en
sammenhaeng er udtrykt matematisk.

Til gennemgangen af de to fgrste kompetencer vil vi knytte fglgende kommen-
tarer. Det fremgar tydeligt af rapporten, at matematiserings- og strukture-
ringskompetencen ofte indgar i et taet samspil. Dette afspejler sig i rapporten
ved at struktureringen fremstilles i tekst umiddelbart fgr matematiseringen,
som viser sig ved en formaliseret fremstilling af de sprogligt formulerede krav.

Der er ikke i projektet umiddelbart givet nogle redeggrelser for den valgte
systemafgraensning eller matematisering, senest det sidste eksempel hvor der
ikke argumenteres yderligere for at sikkerhedsafstanden skal afhenge af de
angivne parametre. Der er altsd ikke nedskrevet nogle refleksioner i forbin-
delse med aktiviteter under struktureringskompetencen og matematiserings-
kompetencen. Det skal kort kommenteres at vi ikke mener, vi dermed kan
udelukke at det har fundet sted. Vi kan méaske udtrykke det sadan, at det
er muligt de har reflekteret, men at de ikke har fundet det s& vaesentligt at
det er nedskrevet. Dette haenger naturligvis sammen med gruppens kommu-
nikationskompetence, og det vil vi vende tilbage til under analysen af denne
kompetence.

Hvis der ikke har fundet nogle refleksioner sted, kunne man her spgrge i for-
hold til vores kompetencebegrebsapparat, om det er refleksionskompetencen
der ikke er til stede, eller om det er en del af de to kompetencer der mangler.
Imidlertid kan de to tilfzlde ikke skelnes fra hinanden, da refleksionskom-
petencen benyttes i samspil med de andre kompetencer. Det vil derfor altid
veere vanskeligt at sette en skarp graense mellem refleksionskompetencen og
de andre kompetencer.
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- Afmatematiseringskompetencen -

Afmatematiseringskompetencen viser sig ved, at et matematisk formuleret

— udtryk gives-mening idagligdagssprog. Det kan feks: vaere ved viderebygning —
af en allerede eksisterende model eller ved meningstilskrivelse til modellens
resultater.

Der er ikke mange eksempler pa denne kompetence i rapporten, hvilket ikke
er overraskende, da den mA forventes at vaere mest anvendt ved analyse af
- modeller. Der hvor vi kunne forvente at se tegn pad afmatematiseringskom-
petence er i tolkningen af modellens resultater. Vi har da ogsa fundet noget
i retning af afmatematiseringskompetence i den forbindelse, hvilket vi vil
gennemgi her.

Nar gruppen skal formulere, hvordan de nér frem til det resultat, der kom-
mer ud af deres simuleringer, er det med fglgende ord: “..: modellen har vi
sat en teeller, der teeller hvor mange biler, der kommer igennem.” (Andresen
et al., 1995, s.28), og derved far de et udtryk for det flow, de gnsker at be-
skrive. I dette tilfeelde er modellens resultat siledes et tal, der uden de store
forhindringer kan oversaettes til antal biler, s3 denne del af afmatematiserin-
gen er ret simpel. I afmatematiseringskompetencen ligger der imidlertid ogsa
det at forholde resultaterne til de bagvedliggende idealiseringer. Denne del af
afmatematiseringskompetencen kan vi ikke finde eksempler pa i rapporten.

Ud over dette resultat er der ogsa en grafisk side af deres modellering. Det
er i deres tolkning af denne grafik, vi har fundet antydningen af et eksempel
pa at afmatematiseringskompetencen er blevet udfordret. Eksemplet kommer
fra deres modellering af biler, der ligger i overhalingssporet og som skal af
pa den narmeste frakgrsel. “I dette tilfelde... scettes bilen ind ¢ bide over-
halingssporet og indersporet, men tegnes kun i overhalingssporet. Dette giver
grafisk indtrykket of at der gpres plads til bilen i indersporet. Dette kaldes
... for tend blinklyset” (Andresen et al., 1995, s.27). Her giver de altsd den
grafiske fremstilling af resultatet en fortolkning, der er genkendelig i virke-
ligheden, nemlig at en bil tzender blinklyset, og at der ggres plads for denne
i inderbanen.

Ovenstaende eksempel kan bestemt ikke opfattes som noget typisk eksempel
pd afmatematiseringskompetence. Da det er en haendelse i “datalogiens ver-
den”, der tolkes i virkelighedens sprog, ville det maske vaere mere oplagt at
kalde det for “afdatalogisering”. P4 samme méade kunne man tale om datalo-
gisering i stedet for matematisering, mht. den méde hvorpd gruppen valger
at reprasentere vejen i programmet. Fzalles for matematisering og datalo-
gisering er, at der “oversaettes” mellem forskellige sprog. I begge tilfaelde er
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udgangspunktet et udtryk i hverdagssprog, der s formuleres enten i mate-
matiske eller datalogiske termer. I gennemgangen af Ole Skovsmoses teori om
de tre vidensformer, praesenterede vi ogs& hans tre opgaver for den refleksive
viden. Den ene af de tre opgaver omhandler netop problemer i relation til de
forskellige sprog, der er involveret i en modelleringsproces. I Skovsmoses ter-
minologi ville overgangen i rapporten vere fra et systemsprog til henholdsvis
matematisk og algoritmisk sprog. Det er muligt, at man kunne opstille en
kompetence, der kunne indbefatte begge typer af overgange, idet man kunne
tale om en overordnet “formaliseringskompetence”. En formaliseringskompe-
tence ville kunne indfange flere af de aktiviteter, der specielt er tilknyttet
datalogisk modelbygning. Da en stor del af modellen i trafikrapporten er
datalogisk, kan man i vid udstraekning sige, at gruppen besidder en sidan
formaliseringskompetence.

Modellgsningskompetencen

Modellgsningskompetencen bestér bla. i at kunne finde og benytte de veerktg-
jer der skal til for at lgse den opstillede model. Feks. lgse differentialligninger
eller afbilde en funktions udvikling i tid. Eller nar opstillingen af modellen
skal udvikles yderligere for at lette vejen til lgsningen.

I rapporten er det svaert at skelne modellgsning fra matematisering og anden
formalisering, da nogle af modellens elementer, feks. vejen, forst bliver beskre-
vet som et led i beskrivelsen af implementeringen. Det er imidlertid klart, at
gruppen mé have anvendt modellgsningskompetence, da de har veeret i stand
til at opbygge en model, der kan implementeres og give de gnskede resultater.
Resultatet af modellgsningskompetencen kan siges at veere programmet, der
beregner bilernes positioner. Programmet er skrevet i Turbo Pascal 7.0 og er
gengivet i et appendiks i rapporten.

Vi kunne have gnsket os, at de bdde havde praesenteret modellen mere lgs-
revet fra programmet, og at de havde skitseret den algoritme, der skulle
bruges ved en lgsning, dvs. en beregning af de enkelte bilers position efter et
tidsskridt. Det ville have muliggjort en mere nuanceret beskrivelse af hvad
modellgsningskompetencen i deres tilfelde bestir i. Gruppens méde at pree-
sentere modellen og lgsningen af den pa haenger méske mere sammen med
deres kommunikationskompetence end med modellgsningskompetencen. Vi
ma konstatere, at de ma have anvendt modellgsningskompetencen, da de har
formaet at lgse modellen og f3 resultater. Det er imidlertid sveert at give nogle
gode tekst-eksempler fra rapporten pa dette, her fglger dog nogle fa eksem-
pler. Fgrst et eksempel p& at gruppen giver en bekrivelse af modellgsningen.
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Det kommer fra-afsnittet “Dokumentation af programmet”, oger siledes som
for neevnt knyttet til programmet. Gruppen skriver:

““l1.Beh_Bil:
Denne funktion er en datalogisk oversettelse af modellen opstillet
i afsnit 2.1. Vejsporet kigges igennem fra en ende til den anden_
ende, grafisk fra venstre mod hgijre, dvs. i kerselsretningen, og
hver gang programmet mgder en bil beregnes dens nye position.
Alle biler vil prgve at opnd deres max. hastighed, hvis der ikke er
nogen bil inden for dens bremselengde” (Andresen et al., 1995,
s.15).

Dette er det nsermeste vi kommer en beskrivelse af modellgsningen, men den
er knyttet til programmet og ikke til en matematisk begrebsramme.

Da lgsningen af modellen er fundet vha. et program, gruppen selv har lavet,
er der ingen tvivl om, at gruppen besidder algoritmisk tankegang, som er et
aspekt af modellgsningskompetencen. Saledes ma der for at lave dette pro-
gram oplagt kraeves en evne til at opstille en algoritme for, hvordan modellen
lgses. At det er dette de har gjort, kan illustreres med folgende citat og figur.

“For at beskrive hvordan programmet over den simple model er
bygget op, vil vi benytte os af et moduldiagram. Dette er et dia-
gram, der beskriver programmets flow. Moduldiagrammet for den
simple model kan ses pd bilag 1. Hver boks, fremover beneunt mo-
dul, i dette diagram representerer en procedure i programmet og
pilene mellem modulerne viser hvilke procedurer der kalder hvilke
procedurer med prioritet oppefra og nedefter.” (Andresen et al.,
1995, s.14).

Vi har gengivet deres bilag 1 i figur 3.3. Hvert af de moduler, der er navnt
i diagrammet, er beskrevet i rapporten. En af disse beskrivelser er den, som
fremgik af citatet om modulet 11.Beh _Bil pa side 114.

En stor del af gruppens arbejde har vaeret at bestemme de parametre, der
skal indgd i modellen, pa baggrund af empiriske data. Sdsom bestemmelsen
af maksimal hastighed og genereringsfrekvenserne for bilerne ved hjazlp af
henholdsvis hastighedsmalinger og flowmalinger. Dette er en aktivitet, som
ogsé ligger i modellgsningskompetencen. At det er en aktivitet de har udfgrt
skulle fgigende citat belyse:
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Hovedprogram

1

Hovedmenu

4 6 7
Init_Tekst Beh_Var SIM

5 8 9
Streg Init_Screen Timer

%‘

10

Gen_Bil

11

Beh_Bil

12 -

Tegn_Bil

13

Sim_Menu

Figur 3.3: Moduldiagrammet for den simple model. Forklaringer til diagrammets
forkortelser: 1) definerer globale variable, 2) initialiserer globale variable, 3) her
kan man andre variable og starte simuleringen, 4) initialiserer tekstskarmen,
5) tegner en streg ved cursoren 6) bestemmelse af de parametre, der indgér i
simuleringen, 7) initialiserer simulationsforlgbet, 8) initialiserer grafikskaermen,
9) timer der til hvert tidsskridt kalder de fglgende moduler, 10) genererer nye
biler, 11) beregning af bilernes hastighed og position, 12) bilernes position tegnes,
13) bilernes tilstande kan aflaeses til hvert tidspunkt (Andresen et al., 1995, bilag
1 og s. 14-16).

“Generering af biler.
Frekvensen aof biler antages at veere konstant ¢« en fem minutters
periode ad gangen. Frekvensen i disse fem minutters intervaller
bygger pd egne malinger af flowet pd den modellerede strekning ...
Antallet af biler, der skal genereres i en pertode bliver ligefordelt.
Dette kan udtrykkes ved:

Antal biler

Frekvens = Tidsperiode

(Andresen et al., 1995, 5.20).
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Vi har nu belyst, hvordan modellgsningskompetencen har vist sig i “Irafik
modellering” med aktiviteter som algoritmisering af modellgsningen og pa-
rameterbetemmelse.

Valideringskompetencen

Valideringskoﬁlpetencen er at kunne gennemfgre dels en matematisk vurde-
ring af modellens resultater, herunder dens antagelser, og dels en sammen-
ligning af modellens resultater med eventuelle empiriske data.

Det har ikke veeret muligt umiddelbart at se nogle matematiske vurderinger
af modellen i rapporten. Der er siledes ikke nogle steder, hvor der matema-
tisk er analyseret konsekvenser af de krav/antagelser, der er i modellen. Her
ma vi derfor tage et eksempel, som skal illustrere, at denne del af kompeten-
cen er fraveerende. Gruppen mener “Til en grundigere verificering af modellen
kreeves et bredere testdatamateriale, end det vi i projektforlpbet har veeret i
stand til at indsamle...ligesom egne trafiktellinger med fordel kunne have vee-
ret mere omfattende” (Andresen et al., 1995, Konklusionen s.39). Det at de
ikke matematisk har vurderet deres modelresultater for, hvor meget en a&n-
dring i de forskellige parametre ville betyde og séledes havde kunnet vurdere,
om et keempe testdatasszet ville forbedre simuleringerne vaesentligt, tager vi
som udtryk for, at valideringskompetencen ikke er udviklet til fulde. Dette
kan ogsd understreges af, at gruppen skriver at “En vurdering af modellen
skal foretages for at fortelle om vores model er god til at eftervise virkelig-
heden.” (Andresen et al., 1995, s.9). Gruppen forbinder saledes en vurdering
alene med at sammenligne resultaterne med empiriske data, hvilket ogs er
et aspekt af valideringskompetencen. At kunne gennemfgre en matematisk
vurdering af modellen og dens antagelser er vasentlige sider af validerings-
kompetencen, som ville have varet relevante for gruppens problemstilling,
men de kommer altsa ikke til udtryk.

I afsnittet hvor den simple model vurderes, skriver gruppen blandt andet
fglgende:

“Det forste kritiske omrdde, vurdering om modellen grafisk set op-
forer sig naturligt, har vi fundet frem til, at det ser fornuftigt ud.
Dette har vi fundet frem til, ved at se pd bilernes opforsel sam-
tidig med at deres forskellige parametre, siésom maz. hastighed,
nuverende hastighed og acceleration, er blevet aflest.” (Andresen
et al., 1995, s.19).
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Dette citat giver en fornemmelse af, hvad gruppen mener der er vigtigt at
betragte, nar den simple model skal vurderes. Da de ikke taler om at sam-
menligne med empiriske data fremgar det, at de-bruger andre kriterier til at
vurdere den fgrste simple model, end nar de senere vurderer den udbyggede. -
Dette passer meget godt med den geengse opfattelse. En del af validerings-
kompetencen har sdledes her vaeret at vurdere hvilke krav, man fornuftigt
kunne stille til en fgrste simpel modeludgave.

Refleksionskompetence

Refleksionskompetencen virker i samspil med de aktiviteter, der er indeholdt
i de andre kompetencer. Man kan sige, at de andre kompetencer styrkes,
nar de ogsd indeholder refleksioner over de valg, der foretages. De eksem-
- pler, vi kan give pa refleksionskompetencen, vil derfor ngdvendigvis veere i
tilknytning til en anden kompetence. Vi har derfor “ledt” efter udtryk for
refleksionskompetencen i forbindelse med rapportens beskrivelse af de valg,
der er foretaget i de forskellige trin i modelleringsprocessen.

Det har imidlertid veeret sveert at finde nogle dokumenterede overvejelser
over de forskellige valg, hvilket vi ogs& har omtalt tidligere. De sparsomme
eksempler vi har set pa, at gruppen reflekterer, er i forbindelse med at de
skal vurdere/validere modellen. Det kunne give anledning til at opstille den
hypotese, at validering i serlig grad provokerer til at aktivere refleksionskom-
petencen. Valideringen uden refleksioner er sveert at forestille sig, og derfor
bliver det i forbindelse med valideringen méske i hgjere grad end ved andre af
kompetencerne pakravet at seette ord pa disse refleksioner. I det fglgende vil
vi se nzermere pa overvejelserne i rapportens afsnit “Simpel model, simulering
og vurdering”.

“Dog kan det tydeligt ses at den simple model ikke kan bruges
til at vise kgdannelse med, da ingen bil nogensinde vil kore lang-
sommere end den bil med mindst maz. hastighed. Dette er ingen
fejl, hverken i modellen eller programmet, det kan tvertimod un-
derstgttes ved undersggelse af formlerne i modellen.” (Andresen
et al., 1995, 5.19).

Dette citat illustrerer, at refleksioner i vurderingsfasen vil inddrage viden
om aktiviteter, der er indeholdt i de andre kompetencer. I dette tilfelde
bygger refleksionerne pa viden om det, der er foretaget af strukturerings- og
matematiseringskompetencen.
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- Det sidste citat vi praesenterede i det foregdende afsnit om “valideringskompe-
tencen” stammer fra samme afsnit i rapporten. Det viser gruppens overvejel-

ser om hvorvidt-den simple model virker fornuftig i dens grafiske fremtrzeden.
Selvom det-ikke fremgarsé tydeligt af citatet hvad refleksionerne konkret har —
bestéet i, er det klart, at det de har skrevet forudsztter refleksioner. Grup-
pen m3 have overvejet, hvilke parametre de skulle kigge pd for at vurdere

om deres model “grafisk set opfarer sig naturligt”, som de kalder det i citatet,

og endvidere hvad de narmere ville kraeve: af disse parametre. Citatet kan
saledes ikke illustrere indholdet af refleksionskompetencen sarligt nuanceret,
men dog at kompetencen har vaeret anvendst.

Gruppen har ogsd i deres vurdering af den simple model lavet en gennem-
snitsberegning pé& bilernes deacceleration og fundet, at denne understgtter
modellen: “Vi har fundet at bilernes deacceleration gennemsnitligt ligger om-
kring 2,1 m/s?, som er en lettere opbremsning, dvs. hvor gaspedalen slippes,
og dette virker rimeligt, da der er tale om motorvejskgrsel.” (Andresen et al.,
1995, 5.19). Igen et eksempel pa at valideringen inddrager refleksioner.

Det sidste eksempel pa refleksionskompetencen er fra en vurdering af vig-
tigheden af de empiriske data som modellens maks. hastighedsparametre er
bestemt af. “Hastighedsfordelingen er pd trods af kvaliteten vigtig 1 forhold til
modellen, da vi gnsker, at bilerne skal kunne opnd samme hastigheder som
1 virkeligheden. Det vil ikke vere en funktionel model, hvis vi opndede en
realistisk flowstgrrelse, mens gennemsnitshastigheden senkedes, og dermed
giver en forggelse af transporttiden.” (Andresen et al., 1995, s.34). Ud over
at veere et eksempel pa refleksionskompetencen er dette et eksempel pé, at
deres refleksioner ikke bliver fulgt op af en matematisk vurdering af, hvad
denne “usikkerhed” pa de empiriske data betyder for resultaterne. Det aspekt
af valideringskompetencen, som i dette tilfzelde kunne besta i en undersggelse
af, hvad &ndringer i hastighedsfordelingen betyder for det endelige resultat,
kommer ikke til udtryk i rapporten.

Som det fremgar af de ovennaevnte eksempler, er det forholdsvis kortfattede
refleksioner, der er gengivet i teksten. Konklusionen pd modelvurderingen
indeholder heller ikke flere. Den lyder: “Derfor md vi konkludere, at vores
model, ud fra det spinkle datagrundlag, der foreligger, vil gengive virkelighe-
den ngjagtig nok til, at man kan bruge resultaterne til at vurdere en bestemt
trafiksituation” (Andresen et al., 1995, 5.29). I betragtning af, at gruppen op-
nar nogle resultater, der stemmer godt overens med de empiriske data, som
de tester modellen p4 mener vi, at en forklaring p& de sparsomme refleksio-
ner kan vare netop de gode resultater. Vi kan derfor opstille den hypotese,
at gode modelresultater ikke i s hgj grad giver en abenlys anledning til re-
fleksioner omkring modellen, i hvert fald ikke til at ggre rede for sddanne
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refleksioner i rapporten.

Vores vanskeligheder med at illustrere refleksionskompetencen i denne rap-
port, p& trods af at vi mener at kunne dokumentere, at den har veeret i spil
i lgbet af modelleringsprocessen, vil blive fulgt op senere. I naste kapitel
diskuterer vi om andre former for empirisk materiale maske ville vaere mere
velegnede til belysning af refleksionskompetencen. Et af problemerne er, at
den jo er i brug undervejs i processen, og at det ikke er givet hvordan denne
kompetence vil komme til udtryk i det endelige produkt. ’

Kritikkompetencen

Kritikkompetencen kan komme til udtryk ved, at der stilles spgrgsmal pa
forskellige niveauer i forhold til anvendelsen af modellen. Der bliver ikke
nogen steder i rapporten stillet den slags spgrgsmal, heller ikke i forbindelse
med gruppens anvendelse af modellen. T det fglgende vil vi derfor i stedet
anfgre eksempler fra rapporten, hvor der oplagt kunne have vzret brugt
kritikkompetence. '

Det ene sted er i rapportens kapitel 5, hvor gruppen anvender modellen til
at forudsige, hvad en sndring i de trafikale forhold ved en af frakgrslerne vil
betyde for trafikflowet og dermed kgdannelserne. Forméalet med denne anven-
delse er i sidste ende at foreskrive mulige handlinger, nemlig at danne bag-
grund for en eventuel beslutning om disse zndringer. Her mener vi gruppen
med fordel kunne have inddraget det Ole Skovsmose benavner problemiden-
tifikation, som satter fokus pa, at problemet for en modelleringsproces ofte
bliver ndret i lgbet af processen. Dette mener vi ogsa i hgj grad er tilfeeldet
med trafikmodellen, idet gruppen lzeegger ud med at ville modellere kgdan-
nelser, men ender med at modellere trafikflow. Vi kan ikke i rapporten finde
nogle overvejelser om, hvordan kger ville tage sig ud i modellen - eller om
den i det hele taget kan eftervise kgdannelser. Et af problemerne vedrgrende
den pagzeldende frakgrsel var, at bilerne kom til at holde stille helt ned pa
motorvejen, idet bilerne ikke kunne komme til at kgre ud pa den pagaeldende
vej. Hvis dette faenomen ikke kan genfindes i modelkgrslerne vil det ikke veere
rimeligt at bruge modellen til at undersgge det navnte tiltag.

Det andet sted er i rapportens konklusion, hvor gruppen kommenterer, hvilke
anvendelsesmuligheder deres type af trafikmodel har:

43

. en trafikmodel af denne type [vil] kunne bruges til at vurdere
betydningen af ®ndrede til- og frakgrselsforhold for trafikken. Den
vil kunne vise noget om gennemsnitshastigheder, betydningen af
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hastighedsgrenser for trafikflowet, samt hvilken indvirkning det
ville fd for trafikken hvis man, f.eks. pd grund af vejarbejde, i en
periode leder ekstra meget trafik ned pé motorvejen for at aflaste

--—trafikken andre -steder” (Andresen et-al., 1995:5:39). ~ S

Disse kommentarer kunne med fordel vere suppleret med nogle sammenlig-
ninger-med andre typer af modeller indenfor trafikmodellering. Dette kraever
selviglgelig en viden om modeltyper, der i dette tilfaelde kunne vaere begrzen-
set til en viden om modeller indenfor genstandsfeltet: trafikmodellering. De
ville ogsd have kunnet drage fordele af en sddan viden i udfoldelsen af andre
kompetencer, eksempelvis som sammenligningsgrundlag ved strukturering og
matematisering og evt. i vurderingen til at give en mere nuanceret redeggrelse
for de valg, der foretages. Det er ikke muligt at finde citater i teksten, der un-
derstgtter, at gruppen skulle have haft en sddan modeltypeviden. Det antydes
dog, at de har set andre metoder anvendt pa trafikflowsmaterialet: “..denne
problematik er blevet undersggt af Roskilde Amt, men metoden er hovedsag-
ligt of statistisk karakter og ikke baseret pd en egentlig model.” (Andresen
et al., 1995, 5.32). Men dette inddrages ikke i nogen skriftlig redeggrelse for
deres valg af model.

Kritikkompetencen kunne ogsa have foranlediget en mere overordnet kritik
af, hvordan modellens anvendelse til optimering fjerner fokus fra det, som
nogle ville kalde det egentlige problem - for meget trafik. Dette problem
kalder p& helt andre lgsninger, sdsom tiltag der kunne motivere folk til at
benytte andre transportmidler, feks. cykel eller tog eller méske en opfordring
til at tage arbejdskolleger med i bilen.

Vi m& konkludere, at rapporten ikke giver udtryk for, at kritikkompetencen
har vaeret anvendt. Vi mener dog ovenstidende skulle have belyst, at den
kunne have vaeret anvendt med fordel, og derfor har sin berettigelse ogsd i
denne modelsituation.

Strategikompetencen ,

Strategikompetencen besiddes hvis man er i stand til at planlaegge, styre og
kontrollere sin arbejdsproces - bade de enkelte delprocesser og hele modelle-
ringsprocessen samlet. Heri ligger der at vaere klar over hvilket trin, man er
pa i processen, mens man udfgrer det og at kunne udnytte denne viden til
at effektivisere sin arbejdsproces. For strategikompetencen galder det lige-
som med refleksionskompetencen, at den indgdr pa alle niveauer i modelle-
ringsprocessen og har betydning for den méade, hvorpé de andre kompetencer
kommer i anvendelse. Derfor vil det ogsd med strategikompetencen veere mere
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problematisk hvordan den vil komme til udtryk i et empirisk materiale, som
en projektrapport.

Vi har i rapporten fundet to konkrete eksempler pé, at gruppen har haft
strategiske overvejelser eller har set en fordel i at benytte en strategi. P4 side
16 og 17 i afsnittet “Dokumentation of programmet, Datastrukturer.” falder
folgende setningsraekke: “Vi kunne have gjort det sddan at ... da vi her var
begyndt at tenke fremad, fandt vi ud af, at der ville opstd komplikationer ...
Derfor besluttede vi os til at ...”. Dette illustrerer, at gruppen i processen
har veeret i stand til at se op og orientere sig om, hvor de var og hvor de
var pd vej hen i forhold til deres arbejdsproces. Dette er det eneste sted i
rapporten, vi har set udtryk for en siddan tankersekke. Da den forekommer i’
forbindelse med spgrgsmalet om hvilken datastruktur, der skulle vaelges i den
simple model for at tilgodese den udbyggede model, kan det tolkes sddan, at
netop her har gruppen har et overskud, i form af god datalogisk indsigt, s&
de kunne gennemfgre sddanne strategiske overvejelser.

Det andet eksempel er fra konklusionen, hvor gruppen skriver: “Arbejdsme-
toden med at simulere trafikken i modellen ved hver enkelt tilfgjelse er en
fornuftig fremgangsmdde, da man ellers vil have svert ved at lokalisere og
rette en eventuel opstdet fejl” (Andresen et al., 1995, s.38). Her fremhaever
gruppen, at der er en fordel i at fglge en strategi med at starte med en sim-
- pel model og derefter udvide denne. Citatet viser ogsi, at gruppen har vaeret
bevidst om deres strategi, og at de har reflekteret over den.

Mere generelt er der i rapporten et metodeafsnit med overskrifter som “Op-
bygning af simpel model”, “Udvidelse af model”, “Implementation af model”,
“Anvendelse af model”, “Vurdering af model” Disse overskrifter indledes med
folgende “ For at lgse de problemer vi har stillet os i problemformulerin-
gen, vil vi i projektet bruge folgende metoder.” (Andresen et al., 1995, s.7).
Overskrifterne dakker altsd over nogle metoder til lgsning, som svarer til
forskellige trin i modelleringsprocessen. Under hver af disse overskrifter er
der i projektet en redeggrelse for, hvad dette trin indeholder af aktiviteter,
og hvordan disse bidrager til lgsningen af problemet. Dette illustrerer, at de
er bevidst om, at der er nogle faser i modelleringsarbejdet, og at disse kan
hjelpe dem med at strukturere deres arbejde. Desuden har de med opbyg-
ningen af rapporten, som fplger disse overskrifter, vist at de har haft overblik
over, hvad der tilhgrte de forskellige faser.

Det er klart, at strategikompetencens synlighed i allerhgjeste grad er af-
hengig af hvilken karakter dokumentationen af modelleringsarbejdet har.
Det gzlder specielt kontroldelen samt de strategier, der anvendes til at lgse
de mindre trin i processen. I det hele taget ville det nok kreeve en anden type
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empirisk materiale, feks. bandoptagelser af arbejdsprocesser, hvis man skulle - |
undersgge denne kompetence nermere. Dette vil vi vende tilbage til i naste
kapitel. :

Kommunikationskompetencen

Kommunikationskompetencen vil vise sig ved en evne til at dokumentere sit
modelleringsforlgb og modellen. Beherskelsen af denne kompetence til fulde
vil indebare refleksioner. Kompetencen kan dermed indgé i et givtigt samspil
med de andre kompetencer.

I tilknytning til det sidste citat under strategikompetencen skal det nzvnes,
at selve rapporten mi tages-som udtryk for, at kommunikationskompeten-
cen er tilstede. P4 side 9 i mélgruppebeskrivelsen kommer dette eksplicit
frem, idet de skriver: “Endvidere sigter vt pd at rapporten fremstdr som en
detaljeret dokumentation af den modelleringsproces, vi har veret igennem og
at rapporten dermed vil vere af interesse for ... folk, der arbejder med de
mere pedagogiske aspekter of modelleringsprocesser”. Deres intentioner for
rapporten ligger teet op af det, vi mener, aktiviteter foranlediget af en kom-
munikationskompetence kunne have for gje. Man kan som helhedsbedgm-
melse péstd, at deres rapport nok ikke er sarlig leesevenlig overfor specielt
ikke-matematikere. Til dette mangler der bla. at mange flere refleksioner om-
kring problemstillingen skulle komme til udtryk i rapporten. Det er sdledes
klart, at de aktiviteter, der ligger indenfor kommunikationskompetencen, kan
beherskes pé forskellige niveauer, selv om der foreligger de bedste intentioner.

Vi méi konstatere, at vi har haft vanskeligheder med at illustrere nogle af kom-
petencerne. Hvor meget dette kan skyldes arten af det empiriske materiale
og hvor meget, der kan tilskrives en mindre udviklet kommunikationskompe-
tence vil vi vende tilbage til senere.

3.1.4 Opsamling pa analysen af projektrapporten

Gennem analysen af projektrapporten “Trafik modellering” har det veaeret
muligt at illustrere samtlige ni kompetencer, enten ved at give eksempler
pa hvordan de kommer til udtryk eller ved at illustrere, hvor kompetencen
med fordel kunne have bidraget til problemlgsningen. Til gengzeld er vi stgdt
pa aktiviteter i tilknytning til datalogi, som vi ikke helt kan dekke med
vores kompetencer - dertil er de for specifikt datalogiske. Dette vil vi vende
tilbage til i opsamlingen pé hele dette kapitel. Selvom vi har kunnet illustrere
alle kompetencerne, og gore rede for at de har vaeret relevante i arbejdet
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med problemstillingen, si viser analysen ogsé, at der er afggrende forskelle
pa kompetencerne og deres mulighed for at komme til udtryk i denne type
empiri. Som vi fgr har diskuteret i opsamlingen pa kapitel 2, s& befinder
kompetencerne sig pa forskellige niveauer, siledes at nogle knytter sig til
szrlige faser i modelleringsprocessen, og andre angir og indvirker pa hele
processen som sidan. Dette forhold afspejles i analysen.

Strukturerings-, matematiserings, afmatematiserings-, modellgsnings- og va-
lideringskompetencen er de kompetencer som mest direkte er knyttet til mo-
delleringsprocessens forskellige faser, og de har veeret relativt klare at iden-
tificere og illustrere ved hjelp af rapporten.

Med hensyn til matematiseringskompetencen, s& har vi set hvordan den kom-
mer til udtryk gennem en “wersettelse” af de elementer, som er udvalgt
i systemafgraensningen, til et matematisk sprog. Det vil sige nar bilernes
forskellige egenskaber s& som position, hastighed mv. gives en matematisk
repraesentation i form af en funktionsforskrift. Et andet aspekt af matemati-
seringskompetencen som bliver illustreret er, at den ogsé kan indebaere yder-
ligere matematiske skridt, som ikke direkte kan begrundes i virkeligheden.
Vi ser hvordan det at finde et matematisk udtryk for accelerationen krze-
ver, at man kan manipulere med udtryk som i forvejen er matematiseret.
Matematisering er siledes ikke pd nogen made en direkte oversattelse. Vi
kan ogsd se, at dele af modellen aldrig gives nogen formel matematisk re-
praesentation i rapporten, men er implementeret direkte i programmet pé
baggrund af systemafgraensningen. Aktiviteterne med at give modellen en
formel repraesentation, som ger det muligt at lgse modellen, har siledes i
dette empirieksempel vaeret af meget datalogisk karakter. Det er et eksempel
pd, at matematisk modelbygning er beslaegtet med andre former for model-
bygning, som tit vil benyttes sidelgbende/integreret. Det kan derfor i nogle
sammenhange méske vaere relevant at tale om en bredere formaliseringskom-
petence.

Modellgsningskompetencen, som vi har beskrevet den i kapitel 2, handler
om de aktiviteter, der er ngdvendige for at lgse modellen. Vi har i “Trafik
modellering” faet illustreret at det kan veere aktiviteter af ret forskellig ka-
rakter, nemlig dels at konstruere et program, som kan simulere modellen og
give resultater, og dels den ngdvendige parameterbestemmelse p& baggrund
af empiriske data. At disse aktiviteter er centrale i lgsningen af modellen
hersker der ikke tvivl om, men i hvilken grad de er beslegtede og dermed
hgrende til samme kompetence kan man méske diskutere. Det er muligt, at
man meningsfuldt kunne fi sat fokus pd flere centrale aspekter ved model-
lgsningen ved at udskille flere kompetencer.
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i Angaende valideringskompetencen, s& kan vi konkludere; at en matematisk

validering af modellen, som feks. en undersggelse af modellens fglsomhed over
for eendringer i de indgdende parametre, ikke kommer til udtryk i rapporten.
Dette-finder-vi-interessant, fordi gruppen faktisk~ggr nogle overvejelser-om
hvordan modellen kunne ggres bedre gennem bedre parameterbestemmelse,
flere tests mv. Men den matematiske valideringskompetence ligger dbenbart
ikke ‘helt si lige for, ‘og kraever méaske andre’ udfordringer for at blive
provokeret. : t

De gvrige kompetencer er lidt mere vanskelige at udskille og illustrere. Det
skyldes flere ting. Disse kompetencer er sveerere at afgreense, de heenger i hgj
grad sammen med andre kompetencer og de er ikke nemme at aflzese i den
foreliggende empiri. Lad os betragte dem en for en.

Kritikkompetencen fandt vi ingen gode eksempler pa i rapporten. Det har
ikke noget at ggre med kompetencens sammenhzeng med de gvrige eller andre
problemer, men simpelthen, at gruppen ikke har anvendt eller haft kritikkom-
petencen.

Refleksions- og strategikompetencen har det varet sveert at finde ordentlige
illustrationer af. Vi dog har kunnet dokumentere nogle overordnede strategier
(feks. opbygningen af en simpel model og efterfglgende udbygning), et eksem-
pel pa kontrol med arbejdsprocessen og enkelte refleksioner. Problemet her
er, at denne rapport er produktet af en modelleringsproces, og derfor giver
begraenset mulighed for at disse kompetencer kan afleeses. Vi ser her resulta-
terne af de enkelte trin i modelleringsprocessen, hvor imod arbejdsprocesserne
ikke kommer til udtryk. Refleksioner over, problemlgsningsstrategier for, og
kontrol med den igangveerende modelleringsproces er jo i sagens natur noget
som i serlig grad spiller ind pé disse arbejdsprocesser. Der er saledes vaesent-
lige aspekter af kompetencerne vi ikke har kunnet illustrere saerlig grundigt
vha. eksemplet “Trafik modellering”, og det er derfor vigtigt at overveje hvilke
typer empiri, der kunne give en bedre belysning af disse kompetencer. Ang-
ende refleksionskompetencen, kunne det tyde p& at valideringskompetencen
i seerlig grad er afheengig af denne. De steder vi kan afleese refleksionskompe-
tencen - eller burde have kunnet - er i forbindelse med valideringen.

Kommunikationskompetencen er meget vaesentlig i relation til modeller.
Vores mulighed for at forsti og tage stilling til modeller og deres anvendelser
er betinget af, at nogen kommunikerer dem til os. Formen pd denne
kommunikation skal og mi naturligvis afhenge af formalet. Kommunika-
tionskompetencen indebaerer altsd, at man kan formulere sig passende om
modellen og modelleringsprocessen i en eller anden sammenhang, og kompe-
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tencen vil givetvis indebzre refleksioner over hvad man har gjort og hvorfor.
I forhold til “Trafik modellering” bliver en analyse af kommunikationskompe-
tencen til en vurdering af rapporten som sddan: Ggr den rede for modellen,
s& malgruppen har mulighed for at forstd og tage stilling til den? Noget
andet er sd, at vores mulighed for overhovedet at aflaese nogen kompetencer
er afhengig af, hvordan gruppen har kommunikeret sin arbejdsproces. Men
det kan ikke i sig selv veere et kriterium for kommunikationskompetencen,
at alle de andre kompetencer skal kunne afleses.

Efter at have afprgvet begrebsapparatet pa empirisk materiale, der dokumen-
terede arbejdet med opbygning af en model, vil vi afprgve det p& materiale,
der i stedet har fokus pa analyse af modeller.

3.2 Opgavebesvarelser om “Lotka-Volterra mo-
deller” |

I det fglgende vil vi behandle empirisk materiale bestaende af to opgavebe-
svarelser udfgrt af grupper af studerende pa et matematikkursus (Mat D) pa
den Naturvidenskabelige Basisuddannelse, RUC, foraret 1996. Kursets titel
var “Matematiske modeller” og forlgb over et semester. En stor del af kursus-
arbejdet foregik i grupper omkring forskellige modeller hovedsageligt hentet
fra biologi.

Vi fulgte kurset i de 3 uger, hvor der blev arbejdet med Lotka-Volterra mo-
deller. Undervejs observerede vi de studerende, optog dem pa band mens
de arbejdede, samt udfgrte interview, alt sammen som et led i at opné en
forstaelse af hvilke kompetencer de brugte, og hvordan de kom til udtryk.
Fglgende analyse holder sig dog fortrinsvis til de to gruppers endelige opga-
vebesvarelser, som vi fremover benzvner OP1 og OP2. (Se appendiks A for
en fuldsteendig ordlyd af opgaven samt kopier af de to opgavebesvarelser.)

Nar vi har valgt at se pi to besvarelser, er det for at kunne satte dem
op mod hinanden i analysen. Denne sammenligning tjener bla. til at illu-
strere, hvor forskelligt kompetencerne kan komme i spil overfor den samme
problemstilling. Det kan der selvfglgelig veere mange forskellige arsager til,
men en af pointerne i denne analyse er at papege en “relevant” arsag: nemlig
hvordan forskelle i studerendes vidensbase har indflydelse pd i hvilken grad,
kompetencerne kommer til udtryk og kan udvikles. Sammenhzangen mellem
vidensindhold og vidensbase kan bla. udtrykkes ved, at vidensbasen er hos
den enkelte person, mens vidensindholdet er en analytisk betegnelse for en
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del af kompetencerne. -Da kompetenceaktiviteterne bygger pa dette videns-
indhold, vil studerende med forskellig vidensbase ogsd mestre kompetencerne
pa forskelligt niveau. Ud over at illustrere denne pointe giver sammenligning
en given kompetence, eller at den beherskes pa et andet niveau, i den ene be-
svarelse ved at henvise til tilstedeveerelsen af samme kompetence i den anden
opgave. ] i B . ) )

I analysen vil vi se naermere pa en rakke aspekter ved kompetencerne, som
vi har fundet interessante gennem arbejdet med at analysere opgavebesva-
relserne. Men fgrst en kort beskrivelse af hvilke kompetencer, opgaven over-
hovedet laegger op til at bringe i spil.

3.2.1 Beskrivelse af opgaven

Da besvarelserne naturligt nok fortrinsvis indeholder svar pa de spgrgsmal,
der optraeder i opgaven, vil det ikke veere alle kompetencer, som vi kan for-
vente at se tegn pd. Derudover er det ogsd vigtigt at huske pa, i hvilken
sammenhaeng opgaverne er lgst, dvs. pa et kursus. Dette har forskellige ef-
fekter. For det forste vil de studerende handle “opgavegkonomisk”, dvs. de
vil kun ggre det absolut ngdvendige, med mindre de har et sarligt overskud.
Denne specielle opgavelgsningssituation ggr, at kompetencerne ikke bliver
udfoldet til fulde, og facetterne i dem vi ser vil veere fa.

En anden effekt vil veere, at nogle aspekter af strategikompetencen ikke ses
meget, da opgaven i en eller anden grad afstikker en strategi. Aflaesningen
af strategikompetencen kan hindres af, at nogle strategier vil vaere leert pa
kurset og de studerende derfor ikke vil anse det for ngdvendigt at nedskrive
dem. Disse forhold gzlder de mere overordnede strategier for lgsning af hele
opgaven samt nogle deltrinsstrategier. Kontrolaspektet vil ikke vaere pavirket
pa tilsvarende vis og vil derfor sagtens kunne komme i spil. Imidlertid er det
meget uklart hvordan den vil kunne genfindes i en opgavebesvarelse. Denne
opgave er dog forholdsvis 4bent formuleret, si der skulle vaere mulighed for at
benytte strategikompetencen i hgjere grad end ved mere bundne opgavefor-
muleringer. I trdd med dette er den effekt, at kommunikationskompetencen
er nedprioriteret af de studerende, da en masse af de ting og aktiviteter der
kunne beskrives, anses for indforstiet og givet i det forum som kurset er.
Derfor er opgavebesvarelserne forholdsvis bundet til opgaven.

Opgaven bestar i at analysere Lotka-Volterra modellens differentiallignings-
system til beskrivelse af samspillet mellem byttedyr og rovdyr. Modellen skal
endvidere udbygges pa to forskellige mader. I den fgrste udbygning indfgres



3.2 Opgavebesvarelser om “Lotka-Volterra modeller” 127

en sdkaldt befiskningsparameter. Denne udbygning forklares direkte i opga-
veteksten. De studerende skal derfor ikke selv “finde” en symbolbeskrivelse,
men skal blot udfgre den symbolisering der forklares, hvilket er en forholdsvis
simpel matematisering at foretage. Den anden udbygning inddrager, at byt-
tedyrenes vaekst er selvbegraensende. Denne beskrives lidt mindre udfgrligt
og kraever derfor mere af matematiseringskompetencen. Ellers er det mini-
malt, hvad der bliver lagt op til i opgaven, som vil kraeve matematisering.
Struktureringskompetencen, som tit vil ses umiddelbart fgr matematiserings-
kompetencen, har siledes ogsd kun en mindre rolle. Det er i hgjere grad
afmatematiseringskompetencen, opgaven legger op til at bruge og udvikle.
Den er ngdvendig til at redeggre for forudsatningerne for den simple model
og de forskellige udbygninger og til at fortolke de indgdende parametre. Den
kommer desuden i spil i valideringen samt til at fortolke resultater.

Modellgsningskompetencen er ligeledes vigtig for, at de studerende kan frem-
stille en opgavebesvarelse, da de studerende bla. blev stillet den opgave at
~ finde Igsningerne til modellen, dvs. til differentialligningssystemet. Da diffe-
rentialligningssystemet ikke kan lgses analytisk, bliver programmet “LOOP”
anvendt pa kurset til numerisk lgsning. De studerende skal selv programmere,
s& den del af modellgsningskompetencen, som er beherskelsen af algoritmisk
tankegang, er en ngdvendighed.

Valideringskompetencen bliver udfordret, dels ved at en af opgaverne er at
sammenligne modellens resultater med to forskellige typer empiriske data,
og dels ved at der bliver lagt op til matematiske vurderinger af modellen.
Kritikkompetencen kommer i spil til slut i opgaven, med et spgrgsmél der
leegger op til refleksioner over det, der er udfgrt i opgaven og pa baggrund
af dette en stillingtagen til modellens anvendelse. Refleksionskompetencen er
grundleeggende involveret i opgavebesvarelsen. Dette skyldes, at refleksioner
er npdvendige for at afdaekke forskellige aspekter af modellen, da de stude-
rende ikke selv har foretaget de grundlaeggende valg, som modellen bygger
pa. Alle spgrgsmal i opgaven kan opfattes som en provokation til refleksion.
Nogle ggr dette bedre end andre, som det vil vise sig i den fglgende analyse.

3.2.2 Analyse af to opgavebesvarelser

I denne analyse vil vi ikke gennemg3 alle kompetencerne en for en, som vi
gjorde i analysen af “Trafik modellering”. Vi vil heller ikke ggre rede for i
hvilken forstand, begrebsapparatet er dakkende for alle de aktiviteter der
er tilknyttet lgsningen af opgaven. I stedet vil vi fokusere p4 nogle udvalgte
aspekter inden for fem af kompetencerne. Gennem en sammenligning af hvad
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- de to grupper har gjort og ikke gjort vil vi forsgge at konkretisere yderligere,

" Vidensindhold og afrr;atérvnatrisferingskompetencen

hvad kompetencerne kan bestd i og hvordan de kan komme til udtryk.

Vi vil fgrst give et eksempel pa, hvordan en stgrre matematisk viden hos de
studerende pévirker deres kompetencer, nsermere bestemt deres afmatemati-
seringskompetence.

Det fgrste spgrgsmal i opgaven lyder saledes: “Redeggr kort for forudscet-
ningerne for denne model og for fortolkningen aof de indgdende parametre”
(Blomhgj, 1996, s.18). Dette spgrgsmal laegger op til brug af afmatemati-
seringskompetencen bade til at afdeekke forudssetningerne for modellen og
til at fortolke de enkelte parametre. Forud for dette spgrgsmal er de stude-
rende blevet radet til at lese kapitlet “En gkologisk model” fra Dynamiske
modeller, (Heefelt, 1990). I dette kapitel gives en forklaring pa opstillingen
af Lotka-Volterra modellen. De biologiske sammenhange beskrives og en del
af antagelserne og idealiseringerne praeciseres. Der skulle sledes vaere stor
inspiration at hente i dette kapitel til besvarelse af fgrste spgrgsmal.

De to opgavebesvarelser er meget forskellige. OP1 lyder:

“Lotka-Volterra modellen beskriver forholdet mellem byttedyr og
rovdyr... Modellen ser sdledes ud:

' =azx —byr
y' = —cy+dzy

hvor x' er @ndringen i byttedyr og y' er endringen i antallet af
rovdyr. De fire parametre a,b,c,d er alle positive. Tilveksten i
byttedyrbestanden er sdledes proportional med antallet of byttedyr
(ax) - flere dyr foder flere unger, dette led giver en eksponentiel
veekst. Faldet i antal byttedyr styres bade af byttedyr der kan fan-
ges og af antallet af rovdyr der kan fange. Tilveeksten i antallet of
rovdyr er proportionalt med bade antallet af byttedyr og rovdyr.
Konstanten c er en naturlig dgdsrate for rovdyrene” (OP1, s.1).

Efter denne besvarelse henvises der til kapitlet af Heefelt for en naermere
forklaring.

Gruppen bag OP2 giver fglgende besvarelse af samme spgrgsmal:
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“Vi har © afsnit 3.4 lest at Lotka-Volterra modellen viser et sam-
spil mellem byttedyr og rovdyr. For dette samspil gelder folgende
model:

' = azr — bry
y = —cy + dry

Hvor 1’ er lig med byttedyrene og y' er lig rovdyrene. Forudscet-
ningerne for modellen er at parametrene skal vere positive reelle
tal, idet funktionerne ikke md blive negative, da biologiske syste-
mer som dette kun kan gd ned til nul og ikke blive negative. Man
kan jo ikke have en negativ population.” (OP2, s.1).

Det er tydeligt at de studerende bag OP1, hvor det forste citat er hentet fra,
treekker pd en matematisk viden om blandt andet differentialligninger i deres
besvarelse. For det fgrste er de i stand til at tolke en differentialkvotient (z’
og y') som en @ndring i antallet af henholdsvis byttedyr og rovdyr. Gruppen
bag OP2 skriver derimod, at z’ er byttedyr og 3’ er rovdyr. Det kan tolkes
som at de har forsggt at afmatematisere uden at benytte matematisk viden,
og derfor ikke er ndet lengere i deres erkendelsesproces end til at overskue,
at 2’ er relateret til byttedyrene og y' er relateret til rovdyrene. Deres ar-
gumentation for at parametrene ma veere positive, med bemaerkningen om
“negative funktioner”, far det til at virke som om, de udelukkende forspger
at tilskrive mening til ligningerne pa baggrund af deres biologiske forstaelse
- af systemet. Dette er utilstraekkeligt til at etablere en ordentlig kobling til
matematikken. Deres biologiske viden om at populationsstgrrelser naturlig-
vis er positive, overfgres direkte til, at de stgrrelser der indgér i beskrivelsen
af populationerne, s heller ikke kan veere negative. De foretager ikke en for-
tolkning af hvilken rolle parametrene spiller i den matematiske model, og
dermed bliver afmatematiseringen mangelfuld.

Gruppen bag OP1 gennemgar de fire led (az, —bzy, —cy, dzy) et for et. De
giver hvert enkelt led en biologisk fortolkning som henholdsvis stigning og
fald i dyrebestandene. I analysen af tilvaekst-leddet for byttedyrene anvender
de viden om differentialligninger, idet de skriver, at “dette led giver en eks-
ponentiel vekst”. De benytter saledes deres matematiske viden om lgsninger
til forskellige typer af differentialligninger til at give mening til modellens
udsagn om det biologiske system; nemlig at byttedyrenes antal ville stige
eksponentielt, hvis deres vaekst ikke blev begraenset af rovdyrene. I tolknin-
gerne af de tre andre led oversatter de z og y som antallet af henholdsvis
byttedyr og rovdyr og angiver hvilke led, der er afhangige af begge arter
og hvilke, der kun er afhangig af den ene. Gruppen bag OP2 kommer slet
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ikke ind p& de enkelte leds betydning, men giver som naevnt i stedet en bio-
logisk forklaring pa at konstanterne skal vaere positive, som ikke forklarer
~ konstanternes betydmng i hgmngssystemet

Der kunne selvfgz)lgehg siges meget mere i den blologlske fortolkmng, end
grupperne har valgt at ggre. Opgaven lyder dog kun p& at give en kort be-
- svarelse, s vi vil-kun naevne to punkter, som vi finder det serligt interessant,
at grupperne ikke kommer ind pa.

Det ene er parametrenes status. Feks. er tilvaekst-leddet for byttedyrene, azx,
udtryk for flere forskellige biologiske stgrrelser, og daekker ogsa over den na-
turlige dgdsrate for byttedyrene. (Dette fremgar ogsa af Heefelts analyse).
Gruppen bag OP1 skriver blot at “flere dyr foder flere unger”, og kommer
siledes ikke ind pé&, at fortolkningen af denne parameter er mere kompleks.
Dette pa trods af, at de i arbejdet med problemstillingen faktisk brugte lang
tid pa at gennemgd Heefelts udlaegning af de fire konstanter a,b, ¢, d, hvor
byttedyrenes naturlige dgdsrate optraeder i a-leddet!. Det kan skyldes at
gruppen har vaeret fokuseret pa leddenes overordnede funktion som henholds-
vis tilvaekst- og frafalds-led i det matematiske udtryk. Det skal selviglgelig
ogsd medtages, at det “opgavegkonomisk” ikke giver nogen s#rlig gevinst, at
gh ind i disse komplekse sammenhange - da det ikke er strengt ngdvendigt
for at lgse opgaven.

Et endnu mere igjnefaldende punkt, der ikke omtales af nogle af grupperne, er
de mere grundlaeggende forudsaetninger for modelopstillingen. Hermed tzen-
ker vi pA overvejelser omkring, at modellen har som grundlzeggende betin-
gelse, at der faktisk finder et meget teet samspil sted mellem de to arter. Et
samspil der ggr, at populationernes udvikling i den grad er indbyrdes afhan-
gige. Denne del af afmatematiseringen er nok mere kraevende, da det ikke
blot er et spgrgsmél om at fortolke givne parametre, men mere et spgrgsmal
om at afdekke de grundleggende betingelser for struktureringen. Med andre
ord; at afdekke den del systemafgraensningen, som har veeret afggrende for
udvzlgelsen af de essentielle parametre samt bestemmelsen af deres indbyr-
des relationer. Vi mener siledes, at der til afmatematiseringen hgrer at kunne
gennemskue, hvad der er foretaget i struktureringsfasen samt i matematise-
ringsfasen. At stille spgrgsmal til selve grundlaget for modelopstillingen er
et udtryk for refleksionskompetence, som her altsd spiller sammen med og
haever niveauet i afmatematiseringen, men den kommer ikke her til udtryk
hos nogen af grupperne.

1Dette udsagn bygger pa observationer fra en kursusgang, hvor vi observerede gruppen
gennemgd kapitlet 1 Heefelts bog grundigt.
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Modellgsningskompetencens indhold afhzenger af udfordringen

I dette afsnit vil vi forsgge at belyse, hvordan modellgsningskompetencen kan
tage sig forskelligt ud, alt efter de udfordringer den bliver stillet overfor. Til
at lgse modellen skal de studerende opbygge et program. Det er overvejel-
serne omkring tidsskridtets stgrrelse ifht. valg af lgsningsmetode, som vi vil
fokusere pa i det fglgende.

I opgaveteksten bliver der lagt op til en sammenligning af to numeriske lgs-
ningsmetoder. Det lyder saledes: “Lav et LOOP-program, der kan beregne
numeriske lgsninger til dette ligningssystem. I forste omgang ved hjelp af
Eulers metode... Overvej hvor lille tidsskridtet skal vere, for at man fér til-
fredsstillende numeriske lgsninger... Udbyg jeres program, sd det ¢ stedet for
Eulers metode anvender Runge-Kuttas 4. ordens metode til den numeriske
fremskrivning. Hvor stort et tidsskridt kan man tillade med denne metode?”
(Blomhgj, 1996, s.19). Der leegges altsd umiddelbart kun op til at fastlegge
en veerdi for tidsskridtet i de to metoder. De to grupper ngjes dog ikke med
dette, men begrunder hvorfor man kan tillade sig et stgrre tidsskridt med
‘Runge-Kuttas 4. ordens metode fremfor med Eulers. Man kan siledes tale
om, at de “har taget p& sig” at reflektere over det svar, de har givet pa
spgrgsmaélet. Fgrst vurderingen i OP1:

“I forste omgang brugte vi Eulers metode til numerisk lgsning af
systemet. Vi forsggte os med dt = 1 som tidsskridt men program-
met gik ned og vi brugte derfor dt = 0,1, som tidsskridt,. hvilket
gav lgsningskurver der ikke var kantede. ' '

I stedet for at bruge Fulers metode til den numeriske fremskriv-
ning kan man benytte Runge-Kuttas 4. ordens metode. Princippet
i denne fremskrivning er at man for hver fremskrivning bereg-
ner 4 heeldninger 1 4 punkter: en heeldning i hvert endepunkt, og
to heldninger i to forskellige midterpunkter. Derefter tager man
gennemsnittet af de fire heeldninger. Da denne procedure gentages
for hvert tidsskridt bliver afuigelsen fra den analytiske lgsnings-
kurve minimeret i forhold til fremskrivning vha Eulers metode, og
det tillader derfor ogsd stgrre tidsskridt.” (OP1, s.2).

Gruppen bag OP2 vurderer forst tidsskridtet ved Eulers metode og derefter
ved Runge-Kuttas pa fglgende méade:

“Grunden til at tidsskridtet er sat til 0,01, er at computeren ved
dette tidsskridt kan generere grafen nogenlunde hurtigt uden at
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blive for uprecis. Huis tidsskridtet bliver sat til 0,1 vil computeren
genere grafen lynhurtigt, men resultatet ville vere ubrugeligt, da
det er alt for uprecist. Huis tidsskridtet blev sat til 0,001 ville det

kunne benytte sig of resultaterne, forholdsvis hurtigt, er demne
lgsning upraktisk, idet den genererer grafen utroligt langsomt... Vi
har derefter udbygget vores program,sd vi benytter Runge-Kuttas
4. ordens metode til den numeriske fremskrivning..., i stedet for
Eulers metode. Tidsskridtet man kan benytte her kan ligge mel-
lem 0,01 og 0,1, da de er sd godt som ens i udformningen og
hastigheden er forholdsvis hurtig for begge. Ved tidsskridt 1 bliver
faseportreettet alt for uprecis.” (OP2, s.2).

Begge grupper kommer ind p4 computertekniske begrundelser for valget af
tidsskridt. OP1’s kommentarer til dette begrzenser sig dog til en konstatering
af, at programmet gik ned ved et tidsskridt pd 1 ved Eulers metode. OP2
anvender det kriterium, at computeren skal kunne generere grafen hurtigt
som et vaegtigt argument i fastleeggelse af tidsskridtet. Dette punkt navnes
slet ikke i OP1, hvilket skyldes at det ikke har vaeret noget problem for
gruppen. P4 grund af deres valg af parametervaerdier mv. fik de tilfzeldigvis
nogle tilfredsstillende, lukkede lgsningskurver med Eulers metode, selv med
et tidsskridt pa 0,1 og de oplever derfor tilsyneladende ikke Eulers metode
som langsom og upraecis. Det eneste problem gruppen oplever er, at kurverne
kan blive kantede (eller programmet g& ned) ved store tidsskridt, men de
kantede kurver har ikke noget at ggre med lgsningsmetoden og przcisionen,
kun tidsskridtets storrelse. Gruppen bag OP2 har ogsd nogle overvejelser
om grafens udseende. Det fremgar ikke af teksten hvad de mere precist har
kigget pd, da de blot anvender ordene “praecis” eller “upraecis” om grafen.
Ud fra vores observationer pd kursusgangen fremgar det imidlertid, at en
“upraecis” graf er, nar lgsningskurven ikke er lukket.

OP2 kommer ikke ind pé, hvorfor man kan tillade sig et stgrre tidsskridt ved
Runge-Kuttas metode. I OP1 bruges derimod et helt afsnit p& at give en
forklaring af principperne i Runge-Kuttas 4. ordens metode. De skriver imid-
lertid ikke i teksten hvilket tidsskridt de har fundet brugbart. Af bilaget med
programudskriften ser det imidlertid ud som om, de har anvendt 0,1, altsa
det samme tidsskridt som ved Eulers metode. Igen tyder det p4, at gruppen
ikke har oplevet forskellen mellem de to metoder gennem implementeringen
af dem. I dette tilfaelde har det si fart til, at gruppen har fundet det vigtigt
at argumentere for denne pa anden vis.

Det skal kort naevnes, at ingen af grupperne beskriver nogen videre systema-

resultere i-en- meget-preecis—graf.--Men af hensyn til-at man~skal — =~
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tiseret undersggelse af kravene til dt’s stgrrelse. De kunne feks. have under-
sggt hvordan Igsningskurverne konvergerede, nar tidsskridtet blev mindre, og
brugt dette som kriterium for et tilstrakkeligt lille dt.

Pointen i dette afsnit er, at modellgsningskompetencen kan komme til udtryk
pa forskellig made, alt efter hvordan den konkret bliver udfordret i arbejdet
med at svare pd opgavens spgrgsmal.

Ligevaegtspunkter som et redskab til modellgsning

Bestemmelse og tolkning af ligevaegtspunkter for henholdsvis den simple
Lotka-Volterra model samt de to udbygninger er en vasentlig del af opgaven.
Fgrste sporgsmal i relation til ligevaegtspunkter er ikke overraskende at ud-
lede et udtryk for ligevaegtspunktet i den simple model. Det skal understreges,
at der ikke bliver bedt om en fortolkning af begrebet. OP1 lyder:

“Parameterverdierne a,b,c og d afgor tilsammen, hvor systemets
ligeveegtspunkt ligger. At systemet er i ligeveegt vil sige at hverken
antallet of byttedyr eller antallet of rovdyr endrer sig, dvs at man
kan beregne ligeveegtspunktet ved at seette x' og y' lig 0. Dette giver
ligeveegtspunktet:

z=c/dogy=a/b S
som altsd er uafhengigt of begyndelsesverdierne for x og y” (OP1,
s.1). : '

I OP2 svares der direkte pa opgavens spgrgsmal:

“Ligevegtspunkt: I denne opgave fik vi besked pd, at udlede et
udtryk for et ligevegtspunkt (x*,y*). Udledningen skulle ske ud
fra modellens parametre.

udregningen for r*:

O0=—c*xy+dszxy 0=(—cxa)/b+(d*z*a)/b
0=—(c*a)/b+ (d*a)/b (cxa)/b=(d*xaxx)/b

x* =c/d, dvs.

z* = 0,5/0,01 = 50

udregningen for y*:

O=a*xz—bxz*y bxrz*xy=axz y=a*xz/bxx
y*=a/b, dvs

y* =0,5/0,03 = 16, 333” (OP2, s.3).
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De studerende bag OP2 traekker i deres tolkning af ligeveegtspunktet, dvs.
i forstdelsen af at der hverken sker eendring i antallet af rovdyr eller i an-
tallet af byttedyr, hvis systemet er i ligeveegt, pd en afmatematiseringskom-
petence. Fastleggelsen af ligevaegtspunkter bygger pd en matématisk viden.
Og den sidste saetning, at ligeveegtspunktet ikke er afhaengigt af begyndelses-
vardierne, tyder pé at refleksionskompetencen har vaeret anvendt. Gruppen
bag OP2 hafter ikké’ mange ord pa udledningen. Men de har ligesom OP1-
gruppen benyttet sig af en matematisk viden til at saette ligninger lig 0 i
bestemmelsen af ligevaegtspunktet. De to grupper har begge haft modellgs-
ningskompetencen i anvendelse 1 opgavebesvarelsen, men en vaesentlig forskel
pé de to besvarelser er, at de har haft en forskellig kompetence til at kom-
munikere deres refleksioner. 7

Ligevaegtspunkter som et redskab til validering

Neaste gang analyse af ligeveegtspunkter bliver brugt i opgaven er i forbin-
delse med en udbygning af den simple Lotka-Volterra model. Udbygningen
bestar i at indsatte en sdkaldt befiskningsparameter, f, i ligningerne. Mo-
tiveringen for udbygningen er observationer foretaget af en italiensk biolog,
Umberto D’Ancona. Han blev opmaerksom pd, at den procentvise andel af
rovfisk var steget i en periode, hvor fiskeriet efter spisefisk havde vaeret re-
duceret. Dette var overraskende, da man umiddelbart ville forestille sig, at
byttedyrene ville have stgrre fordel af at fiskeriet blev mindsket. Volterra
udbyggede den simple model for at forklare denne observation. Denne ud-
bygning beskrives udfgrligt med ord i opgaven: “Volterra udbyggede modellen
med en befiskningsparameter f pd den mest simple mdade. Han antog nemlig,
at befiskningen kunne representeres i modellen ved, dels at trekke f fra byt-
tefiskenes formeringsrate a, dels ved at legge f til rovfiskenes dgdsrate c. Det
antages altsd, at der fiskes lige meget efter bytte- og rovfisk.” Spgrgsmalet ly-
der sa: “Huvilke konsekvenser far et reduceret fiskeri for ligeveegtspunktet? Kan
Volterras model bruges til at forklare D’Anconas observationer?” (Blomhgj,
1996, 5.19). Fgrst besvarelsen i OP1:

“Den udbyggede model ser sdledes ud:
' =(a— flx —bxy

Yy =—(c+ fly+dzy

Dette giver et nyt ligeveegtspunkt: x = (c+ f)/d ogy = (a— f)/b.
Denne udvidede model beskriver kwvalitativt de data D’Ancona
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havde samlet sammen om en stigning i rovdyrbestanden under
en periode med lav befiskning (1. verdenskrig)” (OP1, s.1-2).

OP2 lyder:

“Volterras udbygning af Lotka-Volterra modellen med befisknings-
parameter f, hvor f trekkes fra byttefiskenes formeringsrate a, og
leegge f til rovdyrenes dpdsrate c. Udledning af x*:

= (c+ f)/d
Udledning af y*:

Yy =(a—f)/b

Man kan se ud fra de 2 udledte ligninger, at ndr f bliver (reduceret
fiskeri) mindre bliver z* mindre og y* stgrre, dvs. nér befisknings-
parameteren falder, falder antallet of byttedyr og antallet af rovdyr
stiger. Ligevegtspunktet forskydes skrdt op mod venstre (se bilag
7).” (OP2, s.3).

Begge grupper er i stand til at at ggre rede for hvordan et zndret fiskeri
vil kunne ses p& ligevaegtspunktet. Mere tvivlsomt er det om grupperne er
i stand til at forklare D’Anconas resultater med Volterra’s model. Lad os
lige tage fat i hvilke overvejelser, der skal til for at forklare dette. Fgrst skal
struktureringskompetencen i gang for at forsti dataene fra D’Anconas obser-
vationer i forhold til modellen, med andre ord skal det indses at dataene er
empiriske ligevaegtspunkter for de forskellige &r, og derfor kan sammenlignes
med den sammenhzng der netop er gjort rede for. OP1-gruppen skriver, at
den udvidede model kvalitativt beskriver D’Anconas observationer, men de
uddyber ikke, hvad de egentlig mener med dette, eller hvordan de kan se det
og det er derfor sveert at tyde om de har benyttet struktureringskompetencen
til at forstd dataene. OP2-gruppen beskriver med ord hvad sndring i befisk-
ningsparameterens stgrrelse betyder for ligeveegtspunktet, som det fremgar
af folgende citat: “I 1914 udgjorde byttedyrene 88,1% og rovdyrene 11,9%.
Antallet of rovdyr stiger herefter, idet de spiser byttedyrene -og antallet of
disse reduceres. Pd et tidspunkt vender denne ‘kede’ (1918-1919) og rovdy-
renes antal falder, mens byttedyrene stiger. Grunden er, at denne fodekede
endres, da der er for mange rovdyr i forhold til byttedyr- og antallet af rovdyr
falder pga. fodemangel. Dette resulterer i, at byttedyrene far bedre leveforhold
og stiger igen, og keden starter forfra” (OP2, s.3). Denne forklaring afspejler
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- -imidlertid at de ikke har forstdet D*Ancona’s data som ovenfor skitseret, men -
blot har skitseret den grundleggende dynamik i byttedyr-rovdyr systemet.

Vi har nu set ligeveegtspunktanalyse brugt bade i forbindelse med modellgs- _

" ning og i forbindelse med validering. Dette illustrerer, at det samme mate-
matiske vaerktgj kan bruges i forbindelse med forskellige kompetencer.

Validering p4 baggrund af matematiske overvejelser

Et af valideringskompetencens aspekter er at kunne foretage en matematisk
vurdering af modellen. Vi vil her illustrere, hvordan dette aspekt kan komme
til udtryk. :

Vi har valgt et eksempel fra opgaven, hvor de studerende skal validere en
udbygning af den oprindelige model vha. ligevaegtspunktanalyse. Denne
udbygning retter op pa den omstendighed, at byttedyrene i den simple
model antages at vokse eksponentielt, ndr der ikke er nogle rovdyr til stede.
Dette gores ved at modellere byttedyrenes vaekst som en logistisk vaekst.
Spergsmaél i denne forbindelse lyder: “Beregn ligeveegtspunktet for modellen.
Indtegn to kurver i (z,y)-plottet, der indeholder de punkter, hvor henholdsvis
x' og y' er nul. Altsd kurverne for modellens kritiske punkter. ... Vil der
i denne model altid vere et ligevegtspunkt, hvor begge populationer er til
stede” (Blomhgj, 1996, s.21). Der gnskes séledes, at ligevaegtspunktanalysen
forer til en indsigt i begreensningerne i lgsningerne som modellen kan give.
OP1’s svar p4 disse spgrgsmal:

“Den udbyggede model ser sdledes ud:
' =azx(1 — z/N) — bxy

y' = —cy + dzy

Her star N for byttedyrenes berekapacitet.
Denne model har selufalgelig ogsé et ligevegtspunkt, som kan be-
regnes ved at scette ' og y' lig 0. Dermed fds falgende:

z=c/d

y = (a/b)(1 — ¢/dN)
Isocliner: For at finde ud af hvordan lgsningskurven vil bevege

sig igennem planen mod ligeveegtspunktet, foretages en fortegnsa-
nalyse. Dette gpres ved forst at sette x' = 0 og derefter at scette
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y' = 0, dermed fds to isocliner, som skeerer hinanden i ligevegts-
punktet.

t'=0=y=a/b- (a/bN)z
y=0=z=c/d

...Hvis de to isocliner skeerer hinanden i 2. kvadrant, dvs. huvis
"N < ¢/d, sd vil modellen ikke have noget ligevegtspunkt hvor
begge arter er tilstede. Rovdyrene vil uddg. Hvis N = c¢/d ndr

byttedyrene deres beereevne precis ndr rovdyrene uddgr.” (OP1,
s.3).

OP1 gruppen far tillagt en mening til deres undersggelse af ligevaegtspunk-
terne (afmatematiseringskompetencen) og far dermed mulighed for pa len-
gere sigt at vurdere modellens begransninger for beskrivelse af rov-byttedyr
systemer. De matematiske overvejelser har séledes vaeret en vigtig del i af-
grzensningen af modellens gyldighedsomréade.

Kritik af modellens anvendelsésmuligheder

Til slut vil vi se p4d hvordan kritikkompetencen har veeret i spil. Opgaven
laegger specielt op til kritikkompetencen i sit afsluttende spgrgsmal, der lyder:
“Hvad kan man efter jeres mening bruge de behandlede populationsmodeller
til?” (Blomhgj, 1996, s.21). ‘

OP2 er forholdsvis kortfattet i formuleringen: -

“Ud fra de behandlede populationsmodeller, md vi konkludere at

modellen mé kunne anvendes pé andre tilsvarende fodekeder.”
(OP2, s.5).

Kritikkompetencen kommer noget mere nuanceret til udtryk i OP1. Allerede
i starten af deres besvarelse har gruppen valgt at medtage bemzaerkninger
om formélet bag opstillingen af modellen, som er svaret pé& et af de typiske
sporgsmal, der kan stilles med en kritikkompetence. Gruppen skriver: “Den
blev opstillet i 1920°erne, to forskellige steder, med to forskellige formdl. Vol-
terra’s formdl var at forklare en dataindsamling of antallet af hajer og rokker
i Middelhavet, Lotka’s formél var at forudsige losbestanden.” (OP1, s.1).

Det ses ogsé at vurderingen af modellen/modellerne ifht. de angivne forma4l
er en del af kritikkompetencen. Gruppen skriver:
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“Lotka opstillede modellen med det primere formdl at forudsige

en losbestand udfra dataindsamling. Dette kan dog kun kvalitativt

lade sig gore. Udfra modellen kan man se, at rovdyrbestanden

-~ —=  ~—topperlige efter at-antallet—af byttedyr har veret pd sit hgjeste
(Figur 1). Groft set passer dette med de mdlinger, der er vist pd

grafen i opgaveoplegget. Men hvor stor bestanden bliver fra dar til

dr, kan modellén ikke udtale sig om, da det ses at de to bestande

nogle gange topper samtidig, nogle gange ndr samme mazimum og.

at der nogle gange er stor forskel mellem antallet af hhv byttedyr

og rovdyr.” (OP1, s.2).

Og til slut i opgaven:

“Vi mener ikke at modellen kan bruges kvantitativt, dertil er der
alt for mange pdvirkninger og faktorer der ses bort fra (drstider,

andre dyr osu). Den er nok mest anvendelig ¢ undervisningsgje-
med...” (OP1, s.4).

Vi ser i citatet hvordan viden og begreber om forskellige modeltyper giver
gruppen nogle redskaber, som kan bruges til at kritisere modellen med, og
som dermed indgér vaesentligt i kritikkompetencen. Gruppen bag OP1 omta-
ler to forskellige typeinddelinger. I beskrivelsen af formalet skelner gruppen
mellem forklarende og forudsigende formal. I vurderingen skelner de mellem
kvantitative og kvalitative beskrivelser. De kan derfor bygge en del af deres
vurderinger pa denne skelnen. I deres vurdering af Lotka-Volterra modellens
forméen, beskriver de forskellige kvalitative traek udferligt, men tillegger til-
syneladende modellens manglende evne til at kunne anvendes kvantitativt
stor vaegt, da de til slut forkaster den til alt andet end undervisning.

Refleksioner

Som naevnt i indledningen er refleksionskompetencen grundleggende i cen-
trum i en opgave som denne, hvor en model skal analyseres. Der vil selviglge-
lig veere forskel 1 hvordan denne kompetence beherskes trods det at opgaven
som sddan legger op til den. En igjnefaldende méde dette kan illustreres pa
er at se pa kontrasten mellem formen af de to opgavebesvarelser. Den ene,
OP2, er meget knyttet til opgavens spgrgsmal og begrundelsen for de ting der
gores i opgavebesvarelsen er i nogle tilfeelde at “I denne opgave fik vi besked
pd...” (OP2, 5.3). Dette resulterer i, at der ggres ting i opgaven, uden det i
opgavebesvarelsen fglges til dgrs (OP2, s.2). Gruppen beregner feks. en peri-
odelazngde uden at bruge den til noget umiddelbart. I modsatning til dette
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er OP1 mere lpsrevet fra opgaveteksten. Dette ses af den made opgavebesva-
relsen er opbygget pé, samt af den omstaendighed at gruppen i besvarelsen
sgger at motivere de ting der ggres og efterfglge dem med en kommentar. Det
er oplagt, at denne opbygning i sig selv giver plads til langt flere refleksioner
end den anden mere opgavetekstnare besvarelse.

3.2.3 Afrunding pa analysen af opgavebesvarelserne

Vores arbejdsproces med opgavebesvarelserne var ligesom med projektrap-
porten fgrst at inddele teksten i afsnit, der byggede pd samme typer af
aktiviteter, og derefter at diskutere hvilke kompetencer disse kunne siges
at afspejle. I dette arbejde stgdte vi ikke pd aktiviteter, som vi ikke kunne
indplacere i begrebsapparatet. Vi har siledes oplevet begrebsapparatet som
daekkende for disse besvarelser. Som det fremgik af opgavebeskrivelsen,
afsnit 3.2.1, kunne vi ikke forvente at se samtlige kompetencer udfoldet i
en besvarelse af Lotka-Volterra-opgaven. Dette forhold medfgrte, at vi ikke
har interesseret os specielt for hvilke kompetencer, der rent faktisk kom -
eller omvendt ikke kom - til udtryk i besvarelserne. I stedet har vi veeret
opmarksomme pa, om der optradte interessante ting, som vi ikke havde set
i trafikrapporten. Vi vil derfor opsummere hvilke nye aspekter vi har set.

Igennem analysen af de to opgavebesvarelser har vi faet illustreret et par
aspekter af begrebsapparatet, som vi i analysen af “Trafik modellering”
argumenterede mere indirekte for. Dette galder kritikkompetencen og
det ene aspekt af valideringskompetencen: den matematiske validering. I
projektrapporten kunne vi ikke finde nogle beskrivelser, der tydede pa, at
disse aspekter havde vaeret i spil. Vi argumenterede derfor mere bagvendt for
deres berettigelse i den pageldende problemstilling ved at papege, hvordan
de med fordel kunne have vaeret anvendt. I opgavebesvarelserne derimod
har der bade vzret anvendt matematisk validering og kritikkompetence.
Den matematiske validering blev benyttet af OP1-gruppen til at undersgge
om modellen altid ville have et ligeveegtspunkt, hvor bade rovdyrene og
byttedyrene var tilstede. Den matematiske validering blev dermed anvendt
til at afgreense modellens gyldighedsomrade. Kritikkompetencen blev direkte
udfordret af opgaveteksten til at foretage en vurdering af modellerne. Som
det fremgik af analysen var der stor forskel p4 de to besvarelser pa dette
punkt. Den ene var noget mere kortfattet end den anden. En forklaring
pd dette kunne vaere at den ene gruppe har haft bedre redskaber - i
form af begreber - til at foretage vurderingen. OP1l-gruppen inddrager
modeltypeviden i deres kritik; en mulighed som vi argumenterede for i
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kapitel 2. Opgavebesvarelserne har:dermed illustreret, at kritikkompetencens
vidensindhold bla. indeholder modeltypeviden.

Ud over at illustrere disse aspekter mere konkret har vi gennem analysen fiet
udpeget et par generelle aspekter ved hele begrebsapparatet. I analysen af
afmatematiseringskompetencen s&vi hvordan karakteren af vidensindholdet
pavirkede kompetencen. Vi s& hvordan den ene gruppes matematiske viden,
konkret kendskab til lgsning af differentialligningssystemer, kvalificerede de-
res afmatematisering af modellen. Dette forhold gaelder ikke specifikt for
afmatematiseringskompetencen, men kan generaliseres til de andre kompe-
tencer. Andring i en given kompetences vidensindhold kan dermed influere
pa de aktiviteter, der udfgres p& baggrund af den pagaldende kompetence.
En del andre forhold vil selviglgelig spille ind pé i hvor hgj grad en forggelse
af vidensindholdet vil pavirke kompetencerne, men ideelt set vil tilfgjelsen af
relevant viden fgre til flere og mere avancerede aktiviteter.

Et andet aspekt vedrgrende forhold, der kan influere pd den enkelte kom-
petence blev konkretiseret i forbindelse med diskussionen af hvilke aspekter
af afmatematiseringen, som kom til udtryk. Her péipegede vi, at ingen
af besvarelserne havde medtaget de mere grundlaeggende betingelser for
byttedyr-rovdyr systemet. Ingen af de to besvarelser har kommenteret, at
forudsatningen for denne model er, at de to populationer lever i et meget
teet samspil. For at afdeekke dette forhold er det ngdvendigt at tolke mere
end blot de givne stgrrelser. Dette kreever refleksioner af den art vi har
reprasenteret med refleksionskompetencen. Refleksionskompetencen havde
dermed kunnet stgtte afmatematiseringskompetencen til mere avanceret
afmatematisering. Dette konkretiserer saledes refleksionskompetencens evne
til at foranledige progression i de andre kompetencer.

I analysen optradte der ligevaeegtspunktanalyse bade i forbindelse med model-
lgsningskompetencen og valideringskompetencen. Dette illustrerer at kompe-
tenceopdelingen giver en helt anden opdeling af hvad de studerende skal laere
end en emneopdeling giver.

Ligevaegtspunktanalyse er en del af vidensindholdet - en del af den matema-
tiske viden i vidensindholdet. Modeltypeviden er ogsd en del af vidensind-
holdet. Vidensindholdet i de enkelte kompetencer vil aldrig kunne beskrives
udtgmmende. Hvilken viden, der vil vaere ngdvendig i en given situation vil
altid afheenge af det pageeldende problem. Vi kan altsd kun satte overskrifter
pé indholdet af vidensindholdet og ikke beskrive det i alle detaljer.
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3.3 Sammenfatning

Formélet med dette kapitel var dels at give mere fylde til kompeten-
cebeskrivelserne gennem konkrete illustrationer og dels at undersgge
begrebsapparatets funktion som analyseredskab. I hvor hgj grad disse formal
er blevet indfriet vil vi samle op p& her. Vi vil starte med at opsummere,
hvad det empiriske arbejde har lagt til resultaterne fra det teoretiske arbejde.

Forskellige forhold vedrgrende en del af kompetencernes udfoldelsesrum er
blevet illustreret yderligere gennem analysen. Det drejer sig bla. om om-
steendigheder vedrgrende samspillet mellem de forskellige kompetencer og
om hvilket trin i modelleringsprocessen, som kompetencerne anvendes pa. Vi
vil gennemga kompetencerne én for én og fremhaeve de nye aspekter.

De seks kompetencer, som er udskilt pa baggrund af et studium af modelle-
ringsprocessens trin, kunne man forvente at se i spil pa tilsvarende steder i
en modelleringsproces. Dette har vist sig at veere lidt af en forenkling. Struk-
tureringskompetencen skulle efter forste tanke komme i spil i overgangen fra
problem til system i en modelleringsproces. I projektrapporten “Trafik model-
lering” s3 vi imidlertid et eksempel, hvor den blev anvendt i forbindelse med
en modelanvendelse, altsd nar der blev stillet nye spgrgsmal til modellen,
spergsmal som der ikke var modelleret pa baggrund af. Analysen af opgave-
besvarelserne illustrerede ogsd struktureringskompetencen p4 et andet trin i
modelleringsprocessen. Her blev den anvendst til at tolke empiriske data, der
skulle sammenlignes med modellens data, - alts3 i en valideringsfase. Struk-
tureringskompetencen har séledes vist sig pd andre steder end der, hvor den
umiddelbart kunne forventes. Generelt har det veret.forholdsvis nemt at
illustrere de vigtigste aspekter af struktureringskompetencen. Vi har bade
faet illustreret det strukturerende greb, udvelgelse af en teori fra virkelig-
hedsudsnittet, udvaelgelse af elementer og endelig udvalgelse af de essentielle
relationer imellem disse. Alle disse aspekter blev illustreret i trafikrapporten.

Matematiseringskompetencen har vi oprindelig identificeret i trinnet fra sy-
stem til matematisk model. Dette er i overensstemmelse med det vi har op-
levet i det empiriske arbejde. Kompetencen fremhsevede vi-slet ikke i Lotka-
Volterra opgaverne, mens vi si den udfoldet i “Trafik modellering”. Kom-
petencen var her i tzet samspil med struktureringskompetencen. Dette kan
generaliseres i en vis udstraekning. Alt efter problemstillingen m4 vi forvente,
at strukturering og matematisering i visse tilfeelde kan foretages i et greb. I
den fgrste gennemgang af kompetencerne i kapitel 2 skrev vi, at dette ville
gore sig geldende i de tilfeelde, hvor man havde lagt en synsvinkel pa proble-
met, der inkluderede en teori formuleret p4 matematisk form. I disse tilfeelde
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ville relationerne mellem de udvalgte elementer med det samme kunne ud- -

trykkes matematisk. I “Trafik modellering” havde gruppen valgt en sddan
matematisk formuleret teori. Imidlertid fremgik det, at det ikke var alle ma-

—tematiseringer; der-fulgte—direkte:=For eksempel var det ikke~sd ligetil at™—

komme frem til en formel, der kunne angive et udtryk for deaccelerationen,
der kunne nedbringe en bils hastighed til den samme som den forankgrendes.

Pastanden om at matematiseringen umiddelbart fglger - blot der er valgt en

matematisk formuleret teori - skal derfor nuanceres lidt. Dette skyldés, at
det system, der matematiseres sjaldent vil kunne leve op til de antagelser,
som de pagaldende teorier fordrer.

Afmatematiseringskompetencen har vi udskilt ud fra samme trin i modelle-
ringsprocessen som matematiseringskompetencen men med modsat udgangs-
punkt. Afmatematiseringskompetencen har vi siledes udpeget i overgangen
fra model til system. Vi havde specielt forventet at se afmatematiserings-
kompetencen anvendt i modelarbejde, der var fokuseret omkring analyse af
modeller. I Lotka-Volterra-opgaverne kom den da ogsé til udtryk, og vi fik
papeget en mere avanceret aktivitet, der kreevede samspil med refleksions-
kompetencen. Nemlig det at gennemskue selve grundlaget for modellen, her
under at identificere det strukturerende greb.

Modellgsningskompetencen udpegede vi oprindelig i trinnet fra model til mo-
delresultater. Kompetencen indeholder meget forskellige typer af aktiviteter,
der er npdvendige for at opn resultater af en model. I kapitel 2 papegede vi
bla. at algoritmisk tankegang og parameterbestemmelse var afggrende aspek-
ter af kompetencen. Begge aspekter kunne vi genfinde i praksis. Bade i pro-
jektrapporten “Trafik modellering” og i opgaverne bestod en meget stor del af
modellgsningskompetencen netop i at algoritmisere lgsningsproceduren. Pa-
rameterbestemmelse si vi ikke i opgavebesvarelserne men derimod i stor stil
i “Trafik modellering”. I projektrapporten s& vi ogsd et ngje samspil mellem
matematiseringskompetencen og modellgsningskompetencen. Disse to kom-
petencer er udpeget pd to pa hinanden fglgende trin i modelleringsproces-
sen. Dette forhold ggr sig ogsd gaeldende med struktureringskompetencen
og matematiseringskompetencen, som vi ogsd har set et meget ngje samspil
imellem. Generelt er der altsd visse indikationer for, at der blandt de kom-
petencer, vi har benavnt uafhengige, hersker et specielt taet samspil mellem
de kompetencer, der er udskilt pa “nabotrin” i modelleringsprocessen.

Valideringskompetencen er identificeret i trinnet mellem modelresultater og
modelvalidering. 1 beskrivelsen i kapitel 2 fremhaevede vi to forskellige aspek-
ter af valideringskompetencen. Begge aspekter har vi faet illustreret. Analy-
sen af “Trafik modellering” fremhaevede, at det ene aspekt - aktiviteten med at
sammenligne modellens resultater med et empirisk datasset - tilsyneladende



3.3 Sammenfatning 143

er lettere at fa i gang end det andet aspekt: den matematiske vurdering. Det
empiriske materiale efterlader det indtryk, at valideringskompetencen i hgj
grad spiller sammen med refleksionskompetencen, dvs. validering og vurde-
ring provokerer i saerlig grad til refleksioner. I projektrapporten fik vi ogsé
illustreret et grundleggende aspekt af valideringskompetencen - evnen til at
gennemskue hvilke typer af valideringer, der ville veere fornuftige at foretage
til henholdsvis de fgrste mere simple udgaver af en model og den faerdige
udgave. I “Trafik modellering” benyttede gruppen sig af denne evne til at
vurdere deres fgrste simple model ud fra mere skgnsmaessige overvejelser end
den sidste udgave, som de sammenlignede med empiriske data.

Den sidste kompetence, som er udskilt ud fra modelleringsprocessens
trin,. er kommunikationskompetencen. Kommunikationskompetencen har
vi identificeret pa det afsluttende trin mellem modelvalidering og rapport,
men vi har ikke i beskrivelsen afgraenset den til dette trin. Dens funktion
er bredt ud over hele forlgbet. Denne kompetence er imodsatning til de
andre kompetencer, der er udskilt fra modelleringsprocessen, ikke hvad vi
har benzvnt en uafhengig kompetence, men derimod en afhengig kom-
petencen. Man kan altsd ikke forestille sig denne kompetence uafhaengigt
af mindst en af de andre kompetencer. Kommunikationskompetencen har
vi kun kommenteret kort i analysen af “Trafik modellering” og slet ikke i
analysen af Lotka-Volterra opgaverne. Kompetencen indeholder evnen til at
kommunikere pa forskellig vis til forskellige grupper. Den indeholder derfor
evnen til at vurdere hvilken information, der er ngdvendig at videreformidle
i den pageeldende situation. Det er en meget vigtig kompetence efter vores
overbevisning. Men vores illustrationsmetode - med de korte citater - er ikke
seerligt velegnet til denne kompetence. ‘

De sidste tre kompetencer er dem, der ikke er udskilt ud fra modellerings-
processen - de er derfor heller ikke knyttet specifikt til et trin. De er alle
afhengige kompetencer, dvs de fungerer altid i samspil med en eller flere
andre kompetencer.

Refleksionskompetencen indeholder evnen til at reflektere over de forskellige
aktiviteter, der fortages undervejs i en modelleringsproces. I kapitel 2 beskrev
vi, hvordan kompetencen kan hjazlpe til progression i de aktiviteter, der bli-
ver foretaget pA baggrund af de andre kompetencer. Dette fik vi illustreret i
Lotka-Volterra opgavebesvarelserne konkret ved at understrege hvordan af-
matematiseringen kunne veaere kommet leengere hos grupperne, hvis de havde
benyttet refleksionskompetencen i samspil med afmatematiseringskompeten-
cen til at afdekke de grundlseggende betingelser for modellerne. I “Trafik
modellering” s vi fortrinsvis kompetencen i forbindelse med valideringsakti-
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viteter: I Lotka-Volterra opgaven sa vi et tilfaelde, hvor begge grupper reflek- -
terede over svaret pa et spgrgsmal selv om der ikke umiddelbart blev bedt
om det i opgaveformuleringen. Dette gjorde sig geeldende i deres besvarelse
- —= —af, hvor stort-et tidsskridt-men kunne tillade sig med deto forskellige iume-
riske metoder. Den ene gruppes refleksioner blev tilsyneladende foranlediget
af nogle overraskende ens resultater med de to metoder. Sammenholdt med
et af resultaterne af analysen af “Trafik modellering”, hvor vi overvejede mu-
ligheden af at seerligt gode modelresultater ikke giver anledning til s§ mange
refleksioner kan det indicere, at det er vanskeligt at planlaegge undervisnings- -
forlgb, der bevidst kan udfordre denne kompetence.

Kritikkompetencen anvendes imodsaetning til refleksionskompetencen, nar en
modelleringsproces er afsluttet og modellen anvendes i en bestemt sammen-
heng. Den inddrager saledes i hgjere grad end de andre kompetencer model-
lens kontekst. Vi kunne ikke dokumentere tilstedeveerelsen af nogen aktivi-
teter der var foretaget pa baggrund af kritikkompetencen i “Trafik modelle-
ring”, men vi mener, at vi i analysen af projektrapporten har belyst, at denne
kompetence med fordel kunne have varet anvendt. I opgavebesvarelserne il-
lustrerede vi den mere direkte. Her fik vi ogsd illustreret den pointe, at en
vigtig del af kritikkompetencens vidensindhold er modeltypeviden, idet dette
kan danne baggrund for, hvilken kritik der kan gives, og om den er relevant.
I kapitel 2 argumenterede vi for, at modeltypeviden er en del af samtlige
kompetencers vidensindhold. Det, at vi kun har set det eksplicit i forbindelse
med kritikkompetencen kan muligvis skyldes, at det er denne kompetence,
som mest oplagt er afhaengig af en sddan modeltypeviden.

Strategikompetencen, som kan indvirke pi samtlige aktiviteter i en mo-
delleringsproces, indeholder evnen til at planlegge og kontrollere egne
arbejdsprocesser. Denne kompetence kan derfor ligesom refleksionskompe-
tencen fgre til progression i aktiviteter, der foretages p& baggrund af de
andre kompetencer. Kontrolaspektet af kompetencen, som bla. har som
funktion at stoppe ufrugtbare aktiviteter, s& vi illustreret i projektrapporten,
hvor gruppen beskriver, hvordan de fgrst havde tankt sig at repreesentere
vejen pd én made, men stoppede op og overvejede perspektiverne i dette
og derefter valgte en anden datalogisk repraesentationsform. Derudover
har vi ogsa i “Trafik modellering” faet illustreret den overordnede strategi,
der ligger i at laegge ud med en mere simpel model og trinvis udbygge
den. Et vigtigt aspekt af denne strategi, er at overveje, hvordan de enkelte
modeller kan og skal vurderes. Dette aspekt fik vi ogsa illustreret i rapporten.

Blandt de afhengige kompetencer er der et fellestraek for tre af kompe-
tencerne. Kommunikationskompetencen, refleksionskompetencen og strate-
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gikompetencen indvirker p& andre aktiviteter og skaber ideelt set positiv
fremgang i disse aktiviteter. Dette har vi konkret faet illustreret med de to
sidstnaevnte kompetencer, men vi mener ogsd det mé vaere gaeldende for kom-
munikationskompetencen - selv om vi ikke kan give konkrete eksempler. Det
er imidlertid en kendt sag, at det, at man bliver tvunget til at formidle sine
resultater, samtidig bevirker, at man reflekterer over dem og dermed ofte far
mulighed for ny indsigt og nye handlinger. Kritikkompetencen er afhzengig
p4 en anden méde. Den gar klart ud over de andre kompetencer, idet den
inddrager modellens kontekst, der kan vaere yderst kompleks. Den er derfor
afhaengig af de andre kompetencer i den forstand, at de kritiske spgrgsmaél
der kan stilles p& baggrund af en kritikkompetence kun kan besvares vha. de
andre kompetencer.

Begrebsapparatets analytiske kraft

Vi vil nu diskutere hvordan begrebsapparatet har fungeret som analysered-
skab. Specielt vil vi opsummere, om begrebsapparatet har vaeret deekkende
for de aktiviteter, vi har set i det empiriske arbejde, og om grzenserne mel-
lem kompetencerne har veeret tilstrakkeligt veldefinerede til, at vi har kun-
net indplacere aktiviteter i de forskellige kompetencer. Vi forventede specielt
at sidstneevnte kunne give problemer for de athangige kompetencer, altsa
kommunikations-, refleksions-, kritik-, og strategikompetencen.

Analysen har understreget de grundlaeggende betingelser for at benytte be-
grebsapparatet som analyseredskab. Nar vi benytter begrebsapparatet til at
afleese kompetencer afleser vi analytiske stgrrelser. Der hvor vi afleeser dem
er de imidlertid tilknyttet personer. Begreberne har siledes en grundleggende
forskellig karakter i de to situationer, som vi prgver at sammenstille. Dette
kan illustreres med forholdet mellem begreberne vidensbase og vidensind-
hold. Schoenfeld har i sin definition af begrebet vidensbase taget hgjde for,
at den findes hos personer. Dette har medfert, at vidensbasen indeholder et
element som fejlagtig viden. 1 opstillingen af modelkompetencerne har vi ikke
medtaget den slags betragtninger. Dette skyldes selviglgelig at formélet er
noget andet med vores begreber. Der ville ikke veere meget mening i at vores
kompetencer inkluderede forkert viden, da de er tankt som kompetencer,
man kunne forestille sig indeholdt i en pensumliste . Det er siledes en grund-
leeggende betingelse for anvendelse af begreberne, at vi er opmaerksomme pé,
at kompetencerne tilhgrer et individ og bruges i en bestemt situation.

Vi har gennem vores arbejdsproces med analysen af det udvalgte empiriske
materiale oplevet at modelkompetencerne har vaeret deekkende. Saledes har
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—alle aktiviteter, der blev identificeret ved en gennemlsesning af bade pro-

jektrapporten “Irafik modellering” og Lotka-Volterra opgavebesvarelserne,
kunnet beskrives med henvisning til de ni modelkompetencer. Det eneste

-~ —problem, der opstod med at indplacére aktiviteter, var i forbindelse med
- projektgruppens aktiviteter indenfor datalogien. Disse aktiviteter; der kan

betegnes som hgrende til en datalogiseringskompetence, har et vist faelles-
skab med de aktiviteter, der foregdr med matematiseringskompetencen og
afmatematiseringskompetencen. Dette gav anledning til at benzvne fwlles-

“skabet med en mere overordnet betegnelse; formaliseringskompetencen. Nar
vi pa trods af disse problemer med at indplacere aktiviteter alligevel kon-

kluderer at begrebsapparatet har vaeret dsekkende skyldes det, at vi mener
problemerne kan tilskrives at projektgruppens model var bade datalogisk og
matematisk. Da vi kun har ambitioner om, at begrebsapparatet skal veere
dzkkende for matematisk modellering, vil vi s&ledes fastholde, at begrebsap-
paratet har vaeret daekkende for det empiriske materiale.

Den anden omstaendighed vi ville undersgge var, om graenserne mellem kom-

" petencerne var skarpe nok til, at det ville vaere muligt at indplacere aktivi-

teter uden de store problemer. Herunder var det vigtigt at indse, at nogle
aktiviteter ngdvendigvis matte veere udtryk for mere end en kompetence.
Spgrgsmélet om graensernes klarhed skal derfor inddeles i to grupper. Med
hensyn til de de kompetencer, som kan optraede alene, er det vigtigt at de
ikke vil inkludere de samme aktiviteter. De afhsengige kompetencer kan som
sagt ikke undgd at overlappe andre kompetencer. Her er der siledes mere
tale om gradsforskelle i karakteren af aktiviteterne.

Med hensyn til den fgrste gruppe - de uafthangige kompetencer - mener vi
at greenserne er skarpe nok i den forstand, at de indeholder vaesensforskellige
aktiviteter. Men som vi har papeget er specielt dem, der tilhgrer “nabo-trin”
i modelleringsprocessen s& nart beslegtede at nogle aktiviteter, kan veere
udtryk for mere end én kompetence.

Med hensyn til den anden gruppe - de afthsengige kompetencer - kunne man
sige, at greensen er for vag, mellem refleksionskompetencen og alle de andre
kompetencer. Denne kompetence har i seerlig grad karakter af at veaere et
aspekt af de andre kompetencer. Dette forhold ligger i selve definitionen
af kompetencen, da den ikke eksisterer i sig selv, men kun i samspil med
en af de andre kompetencer. Man kunne valge af indplacere de forskellige
refleksioner som en del af de enkelte kompetencer for at undgé dette problem.
Vi har imidlertid valgt at bibeholde kompetencen ud fra den overbevisning, at
der bliver mere opmaerksomhed omkring refleksionerne, nar de far en seerskilt
kompetence. Vi mé dog nok konkludere at det i visse tilfzelde har veeret noget
af et skgnsspgrgsmél om man kunne sige, at refleksionskompetencen havde
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veeret 1 spil.

Vores begrebsapparat kan ikke siges at kategorisere aktiviteter i forbindelse
med modelarbejde, der er snarere tale om aspekter af modelleringsaktiviteter
eller typer af modelleringsaktiviteter. Graenserne mellem kompetencerne er
derfor ikke skarpe. Vi mener dog, at graenserne er tilstraekkeligt veldefinerede
til at vi har kunnet afleese kompetencerne i vid udstreekning.

Analysen af det empiriske materiale med kompetencerne som analyseapparat
har bragt en indsigt i hvilken kunnen der har fgrt til henholdvis trafikmo-
dellen og den tilhgrende projektrapport, samt til opgavebesvarelserne om
Lotka-Volterra modeller. I sddanne analyser er det oplagt, at der m& ind-
drages overvejelser om den situation som modelarbejdet er udfgrt i. Disse
metodeovervejelser vil vi komme neaermere ind pa i diskussionen i det afslut-
tende kapitel.







Kapitel 4

Metodeovervejelser og diskussion

Formélet med dette projektarbejde har vaeret at udvikle et begrebsapparat,
som kunne medvirke til at nuancere diskussionen om, hvilket udbytte stude-
rende kan have af at arbejde med matematiske modeller. Begrebsapparatet
skulle vaere af en sddan karakter, at det kunne bruges som analyseredskab
pa forskelligt empirisk materiale. For at klarggre i hvilken udstraekning vores
arbejde kan leve op til disse formal, vil vi diskutere begrebsapparatets status
pa baggrund af overvejelser om de anvendte metoder og resultatet af vores
empiriske analyser. Vi vil endvidere diskutere, hvad man kunne gi videre
med, hvis begrebsapparatet skulle kvalificeres yderligere.

Analysemetoder og materiale

Det empiriske materiale har spillet en vaesentlig rolle i bade udviklingen og
afprgvningen af begrebsapparatet. Vores valg af empirisk materiale har veret
bestemt af, at det skulle afspejle et righoldigt modelarbejde. Det var vigtigt,
at det bagvedliggende modelarbejde havde indbefattet mange forskellige fa-
cetter af modelleringsaktiviteter, siledes at alle kompetencer havde mulighed
for at blive afspejlet i materialet. Dette har veeret afggrende for, at vi kunne
afprgve, om kompetencerne kunne bruges som analyseapparat, og for at f&
illustreret hvordan kompetencerne konkret kan tage sig ud i forskellige kon-
tekster. Projektrapporten “Trafik modellering” og opgavebesvarelserne om
Lotka-Volterra modeller har fungeret godt til afprgvning og illustration af
kompetencebegreberne. Materialet indeholder naturligvis nogle begransnin-
ger for i hvilken udstrakning, vi kan f4 begreberne belyst. Et forhold der er
sveert helt at undga. Fgr vi kommer nsermere ind pa denne diskussion, vil vi
se pa nogle af de generelle metodiske overvejelser, der har gjort sig geeldende
ifht. vores analyser.

149
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Et meget almindeligt problem ved indsamlingen af empirisk materiale er at"
observatgren, eller den specielle situation omkring observationen, i en eller
anden grad har pivirket materialet. I vores tilfelde er dette problem til at
overse-Projektrapporten “Trafik modellering” var afsluttet lang tid for vi pa-—
begyndte vores arbejde, sd den har vi ikke haft nogen indflydelse pa. Vi har
heller ikke veeret involverede i opgaveskrivningen om Lotka-Volterra model-
lerne, selvom vi naturligvis gennem vores tilstedevzerelse pa kurset, interview,
mv. kan have haft indvirkning pa arbejdet med problemstillingen. Vejlederen
for projektet og leereren pa kurset har naturligvis haft en vis indflydelse. De
pavirkninger af forskellig art vores materiale dermed har veaeret underlagt,
mener vi dog ikke er noget problem for vores analyse. Dette skyldes, at vi
ikke er interesserede i at afggre, om de aflaeste kompetencer indehaves af den
ene eller af den anden person. Det er derfor i princippet underordnet, om det
er vejlederens/leererens eller de studerendes kompetencer vi aflaeser.

Et andet problem ved at arbejde med empirisk materiale er spgrgsmalet om,
i hvor hgj grad man kan tillade sig at generalisere over de forskellige konklu-
sioner, der foretages. For at diskutere dette spgrgsmaél vil vi forst praecisere,
hvilken funktion det empiriske materiale har haft i vores arbejdsproces
med at udvikle kompetencerne. Det empiriske materiales vigtigste funktion
har veeret at illustrere aktiviteter hgrende til de enkelte kompetencer og
at klarggre samspillet mellem de forskellige kompetencer. Gennem disse
illustrationer har det empiriske materiale fungeret som en bekraftelse pa, at
kompetencerne ikke blot var teoretiske begreber, men at de ogsa kunne gen-
findes i praksis. Udskilningen af de ni kompetencer samt beskrivelsen af de
overordnede track ved kompetencerne bygger i hgj grad pa teoretiske studier
af modelleringsprocessen samt af matematikeres behandling af matematisk
modellering. Det empiriske materiale har sledes ikke i sig selv forarsaget
dannelsen af en kompetence, men den endelige opdeling og formulering
af kompetencerne er foregdet i samspil med erfaringerne fra arbejdet med
det empiriske materiale. Det er siledes minimalt, hvad vi generaliserer om
kompetencernes berettigelse og overordnede traek alene pa baggrund af det
empiriske arbejde. Det empiriske materiale kan endvidere via eksempler
belyse konkrete problemer om forholdet mellem kompetencerne, som kan
inspirere til generelle overvejelser og spgrgsmal. Dette vender vi tilbage til.

Néar vi forsgger at opstille et begrebsapparat om modelkompetencer, er det
naturligvis fordi vi mener det er vaesentligt. Mals®tningen er at begrebsap-
paratet ogsa skal kunne give mening for andre, si de kan udnytte det. Denne
mening skulle helst vaere i overensstemmelse med den mening vi har tillagt be-
greberne, og derfor har vi tilstraebt at begrebsapparatet skal vaere si objektivt
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som muligt. Hvordan man sé skal forstd objektivitet af denne type begreber
og analyser er en vanskelig sag, fordi de begreber vi m4 arbejde med i mange
tilfzelde er vage, og analyserne bestar af fortolkninger ifht. til disse begreber.
Eksempelvis er det tydeligt, at begreber som “model” og “matematisering”
kan opfattes p4 mange forskellige mader. ‘

I artiklen “Ten Standard Responses to Qualitative Research Interviews”
(Kvale, 1993) diskuterer Steinar Kvale! bla. hvad man skal forstd ved ob-
Jjektivitet i kvalitative undersggelser, som vores jo ogs& er. Han fremheever
betydningerne “free of bias, intersubjective, and reflecting the nature of the
object” (Kvale, 1993, 5.173). Sidste punkt vil vi ikke komme ind p4, da vi
ikke vil g& ind i en diskussion af, hvad man kan forstd ved kompetencebe-
grebsapparatets natur. Vi har selvfglgelig tilstreebt at vores analyser er uden
fordrejninger og forudindtagethed. Gennem en udstrakt brug af citater har
vi forsggt ‘at dokumentere baggrunden for vores konklusioner. At sikre at re-
sultaterne er intersubjektive - i den forstand af flere enkeltpersoner er feelles
om at sti inde for dem - kan ogsa betyde flere ting. Et krav kunne vzere,
at andre der brugte vores analyseapparat pa det samme empiriske materiale
skulle opnd samme resultater som os. Noget i den stil har Schoenfeld fore-
taget af sit begrebsapparat, se (Schoenfeld, 1985, s.270ff). Vi har arbejdet
pé at give s praecise definitioner som muligt af de begreber vi anvender i et
forsgg pa at sikre en sddan intersubjektivitet. Imidlertid har vi ikke forsggt
at fa andre til at lave tilsvarende analyser med vores begrebsapparat - hvilket
ville veere en slags kvantitativ test af begrebsapparatet - da vi ikke mener det
ville veere szerligt frugtbart s& lsenge begrebsapparatet er under opbygning.

Kvale taler ogsd om en “dialogical intersubjectivity”, hvor objektiviteten sik-
res ved, at flere observatgrer indgér i en lgbende kritik og diskussion af,
hvordan fenomenerne skal fortolkes. Dette har vi i hgj grad forsegt, og i
dette arbejde har det vaeret en stor fordel, at vi har veaeret tre personer i
gruppen. Vi har lavet sidelgbende analyser, som enten har veeret i eller er
kommet til overensstemmelse gennem en opklarende diskussion. Desuden har
vi fremlagt vores begreber samt analyse for en kreds af didaktikinteresserede
ved IMFUFA. Her havde vi den oplevelse, at kredsen kunne fglge de analyser
vi havde gjort, s lenge vi gjorde klart, hvordan vi adskilte de forskellige
kompetencer fra hinanden.

1Steinar Kvale er ansat ved Psykologisk Institut, Aarhus Umversn:et som leder af
Center for kvalitativ metodeforskning.
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Empiriens muligheder og begrznsninger -

Analyserne af projektrapporten “Trafik modellering” og opgavebesvarelserne

--om-Lotka-Volterra modeller; har-opfyldt-deres-formal—Vi har-fundeteksem-—

pler, der konkretiserer hvordan modelkompetencerne kan tage sig ud. Dermed
er det blevet mere klart hvilke udfordringer og kompetencer, der kan vare for-
bundet med arbejdet med matematiske modeller. Analyserne har ogsé varet
med til at saette fokus pé, hvordan kompetencernes indbyrdes sammenhang
er. Vi mener, at analyserne stgtter antagelsen om, at de 9 kompetencer, vi
har valgt at udskille, alle er veesentlige og tilsammen er dakkende for ar-
bejdet med matematiske modeller. Sammen giver de ud fra vores formél en
tilpas pracision i beskrivelsen af hvad der ligger i modelarbejde.

Vores metode med at analysere forskellige aktiviteter og indplacere dem un-
der de enkelte kompetencer har, som man kunne forvente, dog ogsd gjort det
klart, at begrebsapparatet naturligvis ville kunne skares anderledes. Antallet
af kompetencer man vil udspecificere mé athaenge af forméalet med beskrivel-
sen, s p& den made er 9 ikke et helligt tal. Vi har i analyserne set at bade
mere generelle og mere specielle kompetencer kunne have relevans. Arbejdet
med matematiske modeller vil ofte foregd i samspil med anden modeldan-
nelse, som ikke er af direkte matematisk karakter. I “Trafik modellering” s&
vi feks. at den datalogiske del af modellen var mere end blot en numerisk
lgsning af den matematiske model. Opbygningen af programmet var ogsa et
redskab i struktureringen af problemet, og den formelle repraesentation af mo-
dellen var af badde matematisk og datalogisk karakter. Man kan pé& baggrund
af dette overveje, om det kunne vaere interessant at definere en slags forma-
liseringskompetence, som en mere generel beskrivelse af den kompetence at
give et problem en formel repraesentation i en model, som kan lgses. I nogle
sammenhange kan en sddan kompetence vare den rette beskrivelse. Lignende
overvejelser kan sikkert ggres i forbindelse med andre af kompetencerne, da
mange af dem jo peger ud over matematikken.

Tilsvarende har vi ogsd fiet eksempler pé, at aktiviteter som vi har placeret
under samme kompetence kan vaere af ret forskellig karakter. Modellgsnings-
kompetencen indeholder feks. bade den algoritmiske kompetence at kunne
opbygge et program, evnen til at fastleegge og bestemme de parametre, der
indgér i modellen, og den matematiske kompetence at kunne lgse det opstil-
lede matematiske problem. Tilsvarende gelder for andre kompetencer. Hvis
man er interesseret i en narmere forstielse af de enkelte kompetencer, og evt.
vil ind p4 hvordan de kan traenes i undervisningen, kan det veere relevant med
en yderligere specificering.

I vores analyser har vi som sagt fokuseret p4 de enkelte aktiviteter og vurde-
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ret, hvilke kompetencer de var udtryk for. I vores fremstilling har vi forsggt
at eksemplificere disse aktiviteter gennem citater fra det empiriske materiale.
Selvom vi fra starten har veeret bevidste om, at visse af kompetencerne méatte
haenge meget neert sammen, s havde vi nok en idé om, at en aktivitet helst
skulle kunne placeres entydigt under én kompetence. Erfaringen fra analy-
serne er, at dette ikke altid er tilfaeldet. De kompetencer, vi har benaevnt de
afhaengige, vil i kraft af deres natur optraede i samspil med andre kompeten-
cer, og de uafhzengige kompetencer vil i visse situationer blive sldet sammen
i en og samme aktivitet. Dette betyder ikke ngdvendigvis, at kompetencerne
ikke som begreber er klart adskilte. Det viser sig tydeligt i forbindelse med
refleksionskompetencen. Ved lgsningen af Lotka-Volterra modellen ser vi et
eksempel pd, at der bliver reflekteret over, hvor lille tidsskridtet i program-
met skal veelges. Dette er naturligvis bade udtryk for refleksionskompetencen
og modellgsningskompetencen. Sddan mé det ngdvendigvis veere. Saerlige for-
hold geelder for kommunikationskompetencen. Nar analysematerialet er det
skriftlige resultat af denne kompetence, s vil alle de gvrige kompetencer ogsa
vare udtryk for eller betinget af kommunikationskompetencen. Alligevel er
det vanskeligt at give gode eksempler p&d kommunikationskompetencen ved
hjeelp af Igsrevne citater; det kraever en vurdering af hele formidlingsproduk-
tet. Kommunikationskompetencen er i den grad betingelsen for, at vi kan
afleese de gvrige kompetencer, og det er ikke uproblematisk.

Det er ogsd klart, at der kan vaere et graenseproblem mellem de uathangige
kompetencer, der er tilknyttet bestemte faser i modelleringsprocessen. Vores
erfaring er, at hvordan de skiller ogsi afthznger af det konkrete problem
og genstandsfelt, som modellen handler om. Ved nogle problemstillinger
giver det ikke mening at tale om feks. strukturering og matematisering som
adskilte aktiviteter, mens skellet i andre tilfaelde kan veere meget tydeligt. En
nermere undersggelse af disse forhold, vil kraeve analyse af mange forskellige
typer af problemstillinger.

I afsnittet om modeltypeinddelinger diskuterede vi, at forskelle i feks. gen-
standsfelt eller formé&l for modellen har indflydelse pa, hvordan kompeten-
cerne kommer til udtryk. Saledes vil vores kompetencebeskrivelser - og her
teenker vi ogsd pd beskrivelsen af vidensindholdet og kompetencernes sam-
spil - vaere begreenset af dette samt vores egne erfaringer med modelarbejde.
Denne begreensning betyder ikke, at de aktiviteter, der er tillagt de forskellige
kompetencer, er fejlplaceret, men at der meget vel kan komme flere aktivite-
ter til, som vi ikke har teenkt pa.

Det at vores empiriske materiale er skriftligt har betydet, at ikke alle aspekter
af kompetencerne kan belyses lige godt. Ideelt set gnsker vi jo at beskrive og
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kategorisere de forskellige aktiviteter, som er indeholdt i arbejdet med model-
ler. Det skriftlige materiale er i sagens natur et produkt af disse aktiviteter,
og indeholder fortrinsvis en formidling af aktiviteternes resultater. Det har

-dermed-i-vid udstrakning veret op til os at analysere hvilke aktiviteter, der

ma have ligget bag. Vores oplevelse har varet, at de studerende bag begge
materialer har nedprioriteret det at formidle dels deres refleksioner og dels de
forskellige trin, de har foretaget pa vej til et givet resultat. Dette er sikkert
til dels et udslag af den tradition, der ligger mht. hvad skriftligt matematisk
materiale skal indeholde. Eller i hvertfald hvad studerende tror, der ligger i
at udfaerdige skriftligt matematisk materiale. Netop indenfor matematik har
resultater veeret prioriteret hgjt i forhold til de bagvedliggende overvejelser.
Men vi har ogs& mattet erkende, at der er nogle begraensninger for, hvordan
strategi og refleksioner kan belyses i denne type materiale.

At vi har valgt et skriftligt materiale, har siledes givet nogle begraensnin-
ger pa, hvad vi kan fa ud af analysen. Det leegger derfor op til overvejelser
om, hvorvidt man gennem anvendelse af andre former for empiri, feks. vi-
deooptagelser eller bandoptagelser, kunne fa belyst andre aspekter ved kom-
petencerne. En anden mulighed ville vaere andre slags skriftligt materiale,
som feks. optegnelser over studerendes aktiviteter. Undervejs i gruppernes
arbejde med Lotka-Volterra modellerne har vi lavet bindoptagelser bade af
interviews med de studerende og ndr de arbejdede for sig selv i grupper.
Dette materiale har vi benyttet som baggrund og inspiration for analyserne,
men vi har ikke gjort det til genstand for egentlig analyse. Dette skyldes flere
ting. Bandoptagelserne er af vekslende kvalitet og ville veere meget omfat-
tende og komplekse at analysere systematisk. Den vekslende kvalitet skyldes
blandt andet, at det er ret kompliceret at fa gode optagelser af gruppernes
arbejde med modellen. Arbejdet foregik fortrinsvis i et lokale, hvor alle kur-
sets grupper var fordelt ved hver deres computer, hvilket giver anledning til
en hel del forstyrrende baggrundsstgj. Men vores manglende erfaring med
den type empiriindsamling har naturligvis ogsd haft stor betydning. En stor
del af de studerendes kommunikation ved computerne var nonverbal og/eller
praeget af indforstdede hentydninger til skeermbilleder eller tegninger. Dette
er naturligvis meget vanskeligt at dokumentere med en bandoptager, og lange
passager vil ikke kunne analyseres. Nogle af disse problemer kunne muligvis
afhjeelpes ved, at vi isolerede en gruppe i et lokale for sig selv, eller forsggte
at fa de studerende til i hgjere grad at satte ord pa deres overvejelser. Dette
ville dog medfere andre metodiske og praktiske problemer.

Begransningerne ved det skriftlige materiale har som sagt haft stgrst be-
tydning for behandlingen af refleksionskompetencen og strategikompetencen.
Kompetencen i at kunne kontrollere sin egen arbejdsproces og andre strate-
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gier, nar det er pakraevet, kommer i spil lgbende gennem arbejdsprocessen.
Néar der er fundet en lgsning pa problemet gar man videre, og der vil ofte ikke
opleves nogen grund til at formulere sddanne overvejelser og fejltrin. Vi mé
nok konkludere, at det ville have varet bedre at anvende et andet type em-
pirisk materiale i afprgvningen og udviklingen af disse to kompetencer. Det
er dog lykkedes at genfinde og illustrere dem i et vist omfang i materialet.

Ser vi pa refleksionskompetencen, er den som sagt svar at observere, da
overvejelser sjaldent bliver prasenteret sammen med resultaterne af disse.
Dette, sammen med det faktum at kompetencen, som vi har beskrevet
den, indgdr i alle de andre kompetencer, har sat spgrgsmalstegn ved, om
denne kompetence var et stzerkt nok analytisk begreb. Refleksioner udger
et kvalitativt kognitivt spring i forhold til enhver aktivitet, idet de kraever,
at man flytter sig fra at veere i aktiviteten til at se sig selv i aktiviteten.
‘Refleksionskompetencen har siledes en anden karakter, end selve den
kompetence den er knyttet til. Dette er grunden til, at vi har bestemt os for
at beholde denne adskilt fra de andre kompetencer. Derudover giver denne
adskillelse os muligheden for at fremhaeve refleksionerne, som vi mener, er
en vigtig del af de gvrige kompetencer. -

Vi vil nu forsgge at give en samlet statusvurdering af begrebsapparatet. Det
valgte empiriske materiale har i stor udstraekning veeret egnet til vores fore-
havende med at identificere de kompetencer, der er forbundet med at arbejde
med modeller. Vi mener ikke, at antallet af kompetencer umiddelbart ville
kunne udbygges fornuftigt. Vi tror altsd pé, at vi har ramt de vzesentligste
treek ved matematisk modellering, idet vi har opndet, at beskrivelserne af de
mest .overordnede traek ved kompetencerne har vist sig daekkende. Derimod
begraenser det empiriske materiale og vores erfaringsbaggrund mulighederne
for, at vi kan give fyldestggrende beskrivelser af vidensindholdet og af samt-
lige af de mulige aktiviteter, der involveres i de enkelte kompetencer. Vi har,
af samme grund, sandsynligvis heller ikke faet inddraget beskrivelser af alle
vekselvirkninger mellem de enkelte kompetencer.

Begrebsapparatets anvendelighed

Af indledningen fremgik det, at det vi gnskede at opnd med dette arbejde var
at give et redskab, som laerere kunne bruge i undervisningen i matematiske
modeller og derudover et redskab, som ogsa elever skulle kunne bruge i deres
arbejde med matematiske modeller. @nsket er siledes, at det skulle have en
vis relevans i den praktiske undervisningssituation.
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Analysen af det empiriske materiale bekrzeftiger at modelkompetencerne kan
genfindes i praksis. Modelkompetencerne kan dermed bruges som et redskab
til at give aktiviteterne en ny mening i den forstand, at kompetencebegrebet
—laegger-en synsvinkel pa det udfgrte modelarbejde; der kan give anledning til
nye overvejelser af dette arbejdes indhold. Hermed bliver kompetencebegre-
bet et relevant redskab.

Det er ikke hensigten at redskabet, i form af kompetencebeskrivelserne, skal
kunne opstille direkte retningslinier for arbejdet med matematiske modeller
i undervisningen. Men mere at det kan give anledning til overvejelser hos la-
reren, om hvilke kompetencer hendes undervisning udvikler og understgtter.
Ligeledes kan kompetencebegrebet stgtte den studerende i at f& det opti-
male ud af en eksemplarisk undervisning gennem at stgtte metakognitionen.
Det vil dog nappe vaere begrebsapparatet i den foreliggende form, der bedst
anvendes til sidstnzevnte formal. Vi mener heller ikke, at det er muligt for
leereren at bruge vores begrebsapparat direkte til at strukturere tilegnelsen
af kompetencerne narmere. Til dette er de alt for generelt beskrevne. Heri
er vi enige med Schoenfeld, nir han pointerer, at det kraever meget udfgrlige
beskrivelser af det, man skal kunne, for at det kan bruges i en indleeringssi-
tuation. Men som sagt kan laereren bruge begrebsapparatet til at analysere
et givent undervisningsforlgb med henblik pd at afklare, hvilke kompetencer
hendes undervisning giver mulighed for at udvikle. Det kan nuancere forsta-
elsen af, hvad man skal leere for at kunne modellere.

Hvis kompetencebegrebsapparatet skulle bruges mere direkte til at tilrette-
legge en undervisning efter, ville det veere ngdvendigt at inddrage aspekter,
som vi kun kort har bergrt i rapporten. Det drejer sig om forskellige indlze-
ringsmeessige perspektiver. I vores analyse har vi forsggt at adskille kompe-
tencen fra det individ, der besidder den. Dette vil selvfglgelig ikke give nogen
mening at ggre, ndr man er interesseret i at udvikle kompetencen hos en
person. Har man en sidan interesse, bliver det ngdvendigt at inddrage flere
af de aspekter, som vi kort omtalte i afsnittet om matematisk taenkning. Det
galder sxrligt de aspekter af matematisk tzenkning, som handler om mate-
matiksyn, affektive faktorer og praksis. Vi har flere gange talt om, hvordan
aktiviteter kan fgre til progression i kompetencerne og modereret pastanden
med at tilfgje, at det omvendte kan ggre sig geeldende, aktiviteter kan altsd
ligefrem fgre til nedbrydning af kompetencer. Om en undervisning fgrer til
udvikling i den ene eller anden retning vil i hgj grad afhaenge af de netop
nzvnte aspekter.
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Overvejelser om anden empiri

Diskussionen af begraensningerne i vores empiri har givet anledning til over-
vejelser om hvilke andre typer empiri, der kunne bruges til at belyse kompe-
tencerne yderligere.

Vi har veaeret inde pé, at serligt strategi- og refleksionskompetencen ville
kreeve et materiale, der i hgjere grad belyser hele arbejdsprocessen. For at
refleksionerne skal kunne aflaeses, skal der gives udtryk for dem. Det er derfor
npdvendigt, at den person eller gruppe, hvis modelarbejde man vil undersgge,
opfordres til at give udtryk for overvejelser i forbindelse med problemlgsnin-
gen. Gruppearbejde kan forbedre mulighederne for pa en naturlig made at
fremme den mundtlige kommunikation, fordi gruppens medlemmer kan rede-
gore for deres overvejelser overfor hinanden. I mere afgreensede problemlgs-
ningsforlgb er det méske ogsé muligt, at man kan f& personen/gruppen til “at
tenke hgjt”, og dermed lgbende formulere sine refleksioner og overvejelser.
Ogsd andre former for specielt tilrettelagte undervisnings- og observations-
forlgb, hvor der i serlig grad er fokus pad metakognition, kunne taenkes at
belyse disse kompetencer yderligere.

En frugtbar metode kunne vaere at konfrontere de studerende, der har vzeret
til genstand for undersggelser med klip fra videooptagelser, opgaveanalyser
eller lignende og bruge dette som baggrund for et interview/diskussion om
kompetencerne. Tilsvarende ville det veaere en mulighed for os at preaesen-
tere vores analyser for de respektive forfattere til rapporten og opgaverne.
Dette kunne stgtte vores tolkninger af hvilke aktiviteter, der har ligget til
grund for de forskellige resultater, der optraeder i det skriftlige materiale. De
studerendes egne opfattelser af forlpbene kunne dermed nuancere og afklare
tvivlsspgrgsmal i de analyser, vi allerede har foretaget.

Som vi tidligere har naevnt har modellens karakter indflydelse p&, hvordan
kompetencerne kommer i spil i en modelleringsproces. Vores arbejde er der-
med begranset af, at vi kun har undersggt empirisk materiale byggende péa
henholdsvis en trafikmodel og en differentialligningsmodel anvendt indenfor
biologi. En oplagt mulighed ville derfor vaere at undersgge modelleringspro-
cesser med andre typer af modeller. Det kunne vare interessant at se, hvordan
kompetencerne kommer i spil i modelleringsprocesser bdde med modeltyper
indenfor andre videnskabsomrader, med modeller opbygget med forskellige
formé&l og med modeller af varierende indre matematisk natur. Specielt kunne
det vaere givtigt at i konkretiseret og dermed praeciseret kritikkompetencen
yderligere. Denne kompetence er svaer at indfange med andet end eksem-
plariske spgrgsmal, som kan give et lidt luftigt billede af kompetencen. Det
ville derfor vaere en klar forbedring af begrebsapparatet, hvis vi kunne give
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denne kompetence-noget mere substans gennem et stgrre udbud af varierede
eksempler.

7 En sidste mulighed vi vil nsevne er, at man kunne overveje at undersgge = ____

‘professionelle modelbyggeres arbejdsprocesser Vi har afgrenset os til at
undersgge studerendes arbejde. Man kunne forestille sig, at professionelle
modelbyggere, som mé antages at mestre mange aspekter af kompetencerne,
vil kunne illustrere dem mere klart eller f4 mere avancerede aspekter
frem. En sidan undersggelse kunne derfor udpege nye. perspektiver for
begrebsapparatet. Gennem analyser af en professionel modelbyggers erfa-
ringer med at kommunikere resultater til forskellige grupper kunne man
praecisere kommunikationskompetencen i en videre udstraekning end vi har
kunnet ggre. En precisering af hvilke resultater, der er vigtige at medtage
i forskellige situationer, og hvordan betingelserne for kommunikation i det
hele taget er i forskellige sammenhange ville kvalificere beskrivelsen af
kommunikationskompetencen vasentligt. Dog er det selviglgelig ikke sidan,
at udseendet og fordelingen af kompetencer hos professionelle direkte kan
eller bgr efterstreebes i matematikundervisningen.

Det er klart, at kompetencebegrebsapparatet kan videreudvikles. Men vi me-
ner at det i sin nuvaerende form er tilstraekkeligt helstgbt og af tilstraekkelig
god kvalitet til, at kompetencerne kan fungere som teoretiske teenkeredskaber.
En af de storste forcer ved begrebsapparatet er, at det skaber opmaerksom-
hed omkring nogle aspekter ved matematisk modellering, som nemt kan blive
overset. Her taenker vi pd de kompetencer, der har en lidt anden karakter i
forhold til arbejdet med modeller, dvs. strategikompetencen, refleksionskom-
petencen, kommunikationskompetencen og kritikkompetencen.
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Opgaven og opgavebesvarelserne
til “Lotka-Volterra modeller”

Appendiks A

A.1 Opgaven

ey USW ‘USSLIY Je 1949 1 Sap3{qopan Jafey 0 JINOI Je US[3PUR IPIO] IUESSAIT JS102dS Tea
apourad auusq (8161-v161) SLD{suspIaa A1516] Junwo uapouad ‘eiq spayyEp dwasia:eddo
“JeABY[appIW 1 JsSueyoysy 1 (Ysyya01 988aq) saley 50 1apjo1 Je [Spue as1aIua001d USp JaA0
as12188d0 ua gd ruodUy ,(q ApA1s apfeqre ausp Jepur) “ssuonerndodaxsy 98MyaNsI0] T NSLANAQ
80 YSUAOI-Je 13[[EIUE | USUONEBUEA BUOIUY,J Ouaquiy) SO[0Iq 2)SUSI[e USp 3pauIapmis
QMWIB,076] Je USIPIW | IURSSIAIUI 19 US[[PPOW BLISI0A-EN0] Je Sunmsdo 103 uspunidseq

{oporem
SUUSP POl IPR[IN UBW UEY IPLD{SSPR 13 LIOS JOAH "SUTUALL{SWA) SYSUSWNU UIP [N IpolowW
SUSpIO ‘4 Senny-ofuny 1SpUIAUE SPOIAW SISjNF 10Y 13pals 1 19p ps wesSoid saref 3Lqpn

‘auIaIpIeAsasiepukfaq Je usdutup£iaq 8gsspun So uefapowr pow auswuadsyy
‘JoSuuS@] oNSUPWINU SPUS[[ASSPANIN JpJ Uew 1B 10] ‘AIBA [eNS IAIPLYSSPN I JOAY
{aazaaQ aso(e uapure usp Je pn £ S0 9s3e 9ud USp Je pn X pom 101d 12 J1S [1A 19 ~SwsBuTusE]
Je s13ou 103 1enzniodase) gs8o uday -uogepow 10 uspSuziopouad swaamysSurusey vy pn
wasag “IAPAOI WOS JAPanAq [9AgS Je 13[rEIve [ usSumMIApN 10] JeamnysIutusg] afou udaipp)

p'¢ M3y 1 19uda1 12 19p ‘Jan2ruodose) op [N JAIRAS IOp
‘1o1ps@asas[apuidag 80 (10°0=P ‘S'0=2 ‘€0'0=q ‘S'0=¢) anasurered ap paw 1owmrerdoid apadyy

"gpojawt s13[mg Je di2fy pea SueSwo
21819) 1 "warskssSuruds} ansp m IoBurusg] oxsuswnu Sufaieq wey 19p ‘wreiord-40QT 19 APy

"anaurered
apuogdpur op ye uadumuyionio] 10y S0 [9POW JUUSP 10] SWSFUNNESPILO 20 UOY 188apay

“re1 aqjea1 aamtsod 12 p S0 9'qe S0 14paos So 1Lpanq s1aspioyuay Je 13[TeIUe 39 £ S0 X J0AY

Axp + fo- = £
£xq - e = X

:unoj apuagig) gd
19aanisdo 1ApAaos So 1£pankq wapew 19[dsures 10§ US[IPOT BLIANOA-2NI0] 12 [antdey ausp
1 °¢ Jusye [ ‘Tusye anop 1 19a18ua8 10 19D (0661 “iRJeRH) 1apow ys180joye u7 1enidey s27]

J3[]2pOW BIIIJOA -EHIOT €1

81

163




164 Opgaven og opgavebesvarelserne til “Lotka-Volterra modeller”

stmks igen efter krigen. Nedenstiende tabel viser vzeatprocemen af rokker og hajer i
fiskefangsterne i perioden 1914-1922.

Ar 14 15 16 17 .18 19 20 21 22 23
% 119 214 221 212 364 273 160 159 148 107
(Kilde: Braun, 1983, s. 442) t

D’Ancona vidste at fiskeriet i middelhavet under 1. Verdenskrig var vasentlig mindre end
bade fgr og efter krigen. Han undrede sig derfor over, hvordan det kunne vare, at et reduceret
fiskeri efter spisefisk, der samtidig er bytte for hajer og rokker, tilsyneladende var en stgrre
fordel for rovfiskene end for byttefiskene. For at f4 en forklaring pi denne observation sggte
D’Ancona hjzlp hos matematikeren Vito Volterra i hdb om, at han kunne forklare det iagttaget
fznomen ved hjelp af en matematisk model.

Volterra opstillede den model for samspillet mellem rovdyr og byttedyr, der senere har fiet
navnet Lotka-Volterra modellen. Volterra viste, at lgsningskurverne til denne model svingede
periodisk omkring et ligevagtspunkt (x7,y"). Udled et udtryk for dette ligevagtspunkt ud fra
modellens parametre.

Volterra udbyggede modellen med en befiskningsparameter f p4 den mest simple made. Han
antog nemlig, at befiskningen kunne representeres i modellen ved, dels at trekke f fra
byttefiskenes formeringsrate a, dels ved at leegge f til rovfiskenes dgdsrate c. Det antages alts3,
at der fiskes lige meget efter bytte- og rovfisk. Udled et udtryk for ligevaegtspunktet i den
udbyggede model. Hvilke konsekvenser far et reduceret fiskeri for ligeveegispunktet? Kan
Volterras maodel bruges til at forklare D’ Anconas observationer?

Volterra viste ogsd, at det gennemsnitlige antal af bytte- og rovdyr over en svingningsperiode
netop er ligevagtspunktet. Det vil sige, at ligevagtspunktet (x°,y") kan beregnes siledes:

T T
eal el
X T{x(t)dt v T{y(t)dt

hvor T er periodelengden. Det gennemsnitlige antal bytte- og rovdyr over en udspenode er
altsd uathengig af begyndelsesvaerdieme.
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func dxix,y}
return asx—bexsy
endfunc

fune ay (x,y)
return ~cty+dexsy
encfunc

toy edy
if £)320.03 then scap

ki=gu (x,y)

kZ=dx (x+kledt /2, y+hleat/2)
K3Pdx (xehEedt /S, y+rhawdr/2)
k4=gu (x+k3#dt, y+hZeat)

K2 (K424 (U2+K3) +k4) /6

hisdy(x,y)

h2=dy (x+k1#dt/2, y+hisdt/2)
h3=dy (x+k2edt /2, y+h2edt/2)
héady (x+k3Irdt, y+hIuat)

Ha (hle2e (R2+h3) +h4) /6

R=x+K#dt
y=y+Hadt

suax=sumx+ (x+dx (X, y) #dt /2) #dt
suay=suny+(y+dy (x, y} »dt/2) #dt
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