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Dette hafte er en del af undervisningsmaterialet til et kursus i statistik og statistiske
modeller.

Undervisningsmaterialet omfatter blandt andet fglgende titler:

a.

b.

Simple binomialfordelingsmodeller
Simple normalfordelingsmodeller
Simple Poissonfordelingsmodeller
Simple multinomialfordelingsmodeller

Mindre matematisk-statistisk opslagsvaerk, indeholdende bl.a. ordforkla-

" ringer, resuméer og tabeller

d

Om kurset og kursusmaterialet kan blandt andet siges at

e nir det er et gennemgdende tema at pipege, at likelihoodmetoden kan benyt-

tes som et overordnet princip for valg af estimatorer og teststgrrelser, er det
blandt andet begrundet i, at likelihoodmetoden har mange egenskaber der fra
et matematisk-statistisk synspunkt anses for gnskelige, at likelihoodmetoden er
meget udbredt og nyder stor anerkendelse (ikke mindst i Danmark), og at det
i al almindelighed er vaerd at ggre opmaerksom p3 at man ogs4 inden for faget
statistik har overordnede og strukturerende begreber og metoder;

nir kursusmaterialet er skrevet p& dansk (og ikke for eksempel pd ‘scientific
English’), er det for at bidrage til at vedligeholde traditionerne for, hvordan og
at man kan tale om slige emner p& dansk, og s& sandelig ogsa fordi dansk er det
sprog som forfatteren — og vel ogsé den forventede laeser — er bedst til;

nér haefterne foruden de sadvanlige simple modeller, metoder og eksempler ogsa
indeholder eksempler der er vaesentligt svaerere, er det for at antyde nogle af de
retninger man kan arbejde videre i, og for at der kan veere lidt udfordringer til
den kraevende laser.
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| Kapitel 1

Multinomialfordelingen

Multinomialfordelingen kan ses som en naturlig generalisation af binomial-
fordelingen:

e [ situationer hvor man har at ggre med n gentagelser af et elementar-
forsgg der kan resultere i et af to mulige udfald, vil antallet af gange
man far den ene slags udfald bliver binomialfordelt.

e | situationer hvor man har at ggre med n gentagelser af et elementar-
forsgg der kan resultere i et af » mulige udfald, vil man et vist antal
gange, ¥, fa det fgrste udfald, et vist antal gange, y2, det andet udfald,

, 0g et vist antal gange, y,, det r-te udfald; talseettet (yi,ya,...,¥r)
bliver multinomialfordelt.

Eksempel 1.1

En simpel form for politisk meningsmalingsundersggelse kunne bestd i, at man
tilfaeldigt udveelger n personer og spgrger dem, hvilket af de r politiske partier de
ville stemme pd hvis der var folketingsvalg i morgen.

Her bestar elementarforsgget i at spgrge een person og notere den pdgaldendes svar
ned. Den samlede undersggelse resulterer i, at et vist antal (y;) svarer det fgrste
parti, et vist antal (yq) svarer det andet parti, ..., og et vist antal (y,) svarer det
r-te parti. — Da der i alt er spurgt n personer, vil der geelde at iy +y2+ Ay =n,
forudsat at alle de adspurgte faktisk svarer.

Den multinomialfordelingsmodel vi i det fglgende vil diskutere, svarer til, at nir
man valger en tilfeeldig person, s& vil denne med en vis sandsynlighed (p;) svare
parti nr. 1, med en vis sandsynlighed (pg) svare parti ar. 2, ..., og med en vis
sandsynlighed (p,) svare parti ar. r. Da vi forudszetter, at alle adspurgte giver et
af de r mulige svar, er p1 +po+... +pr = 1.






2 Multinomialfordelingen

1.1 Den grundleggende multinomialfordelings-
model

Antag at vi har klassificeret n individer i r klasser, som vi i det generelle
tilfaelde kalder A, Ao, ..., A, (i en konkret modelsituation har de ofte nogle
mere sigende betegnelser). Skematisk ser situationen siledes ud:

klasse- klasse- observeret

nummer navn antal
1 Ay Y1
2 Ay Yo
3 As Y3
r Ar Yr
ialt n

Vi gar ud fra, at de n individer stammer fra en og samme »population«, sale-
des at hver gang man tilfzldigt udveelger et individ, s er der sandsynligheden
p; for at individet tilhgrer klassen A, sandsynligheden p, for at individet til-
hgrer klassen A, osv. Sandsynlighederne p;,po,...,p, (der summerer til 1)
er ukendte parametre der er karakteristiske for populationen.

Hermed har vi sddan set beskrevet den statistiske model for eet individ.

Nar der er et stgrre antal individer, plejer man ikke at angive hvilken klasse -
hvert enkelt individ viser sig at tilhgre, man ngjes med at angive hvor mange

individer der er i hver klasse, dvs. man angiver de observerede veerdier af de

stokastiske variable 1,75, ..., Y, defineret ved

antal individer der viser sig (i

Yi = at tilhgre klassen A;

Den statistiske model vi skal n& frem til, skal specificere sandsynlighedsfor-
delingen for szttet (¥1,Y,...,Y;) af stokastiske variable, eller sagt pd en
anden made, vi skal fastlegge PYi=uy, Yo=v2 ..., o =¥r).

Hvis der kun er to klasser, s& er der tale om et binomialfordelingsproblem.
For at lgse problemet med r klasser, gar vi frem p& en méde der er steerkt
inspireret af udledningen af binomialfordelingen. o

Vi indfgrer nogle hjzlpevariable Xy, X3,. .., Xn, saledes at X, skal betyde
navnet p4 den klasse som individ nr. d tilhgrer, dvs. Xg = A, hvis og kun
hvis individ nr. d tilhgrer klassen A;. Der geelder s, at P(Xy = A;) = p;. Da
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individerne tenkes valgt uafhangigt af hverandre, ma de forskellige Xg-er
veere stokastisk uafhengige, siledes at f.eks.

P(Xdl = Aiu Xdz = Aiz) = DiDi; hvis d; # ds.

Hvis vi har n klassenavne x1, 9, ..., Zn, 0g hvis det er sddan at netop y; af

z-erne er et A;, netop y af xz-erne er et A, osv., s er
P(X]_ =.7}1,X2 :$2,...,Xn =xn)
P(X1 = .’171) . P(X2 = .’Eg) N P(Xn = SUn)

— Y1 ,.Y2 1y
= p1py...p .

Den sggte sandsynlighed P(Y; = y,Y2 = wa,...,Y: = y;) fis nu ved at.

summere disse sandsynligheder over alle mulige n-tupler (z,, s, ..., z,) be-
stdende af y; Aj-er, yo Ag-er, ..., y, A,-er: '

P(Yi:yl)yizy%"')}/r:yr) )
= ZP(Xl=$1,X2=.’L'2,...,Xn=xn)
— Zp?pgz_”pgr
= (Zl)-p’{‘p’é’---p';",

hvor summationstegnet hver gang betyder »summation over de n-tupler

(z1,To,...,Ts) som bestdr af y; Aj-er, yo Ag-er osv.«. Symbolet > 1 kom-
mer pd den made til at betyde antallet af forskellige sddanne n-tupler
(%1, %2, . - ., Z,); dette antal plejer man at betegne med symbolet

(v s)
y1y2-';yr ’

der kaldes en multinomialkoefficient (eller polynomialkoefficient). Den fundne
sandsynlighedsfunktion

n
PYi=y,Ya=1,....Y, =y,) = ( )py‘ 5. pYr
(1 Y1, Yo 2 T ) Vi Yo e Y 1 P2

er sandsynlighedsfunktionen for en multinomialfordeling (eller polynomial-
fordeling) med parametre n og p, hvor

D1
D2

Dr
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Multinomialkoefficienter

Definition 1.1 (Multinomialkoefficient)
Multinomialkoeflicienten
-
VY2 - Yr

betegner antallet af forskellige mider hvorp4 man kan placere r symboler
Ay, As, ..., A, pd n pladser, sdledes at symbolet A; kommer pd y, af plad-
serne, symbolet A, kommer p4 y, af pladserne, ..., symbolet A, kommer p4
y, .af pladserne.

Man kan let udlede formler der ggr det muligt at udregne multinomialkoeffici-
enter. Vi illustrerer fremgangsméden med et eksempel, hvor vi vil bestemme

talveerdien af (,, ; NE

1. Det sggte tal er pr. definition antallet af placeringer af symbolerne A,
As og Az pa syv pladser, siledes at to af pladserne fir et A;, tre af
pladserne et A, og to af pladserne et A3. — En mulig placering er
Ay, Az, Ay, Ag, Az, Ay, A3, : .

2. Vi kan bestemme en placering ved fgrst at bestemme hvilke to pladser
der skal have et A;, dernsest at bestemme hvilke tre pladser der skal
have et A, og s& endelig placere et As pa de to tiloversblevne pladser.

(a) Der er (7) = 21 forskellige placeringer af de to A;-er (ifplge defi-

nitionen af binomialkoefficienter).

(b) Hver gang vi har placerer de to A;-er er der fem pladser tilbage,
og pa de fem pladser skal vi fordele tre Aj-er og to As-er; dette
kan ggres pa (g) = 10 forskellige méder. Hver gang vi har en af de
(7) placeringer af A; er der altsa (}) placeringer af A; og As.

3. T alt er der derfor (7) - (3) forskellige placeringer af A-erne, s&

(32) = () () - =0,

|

4. Vi kan benytte formlen <Z> = mﬁ-—_ﬁ og fa

TN\ (7 5y 7 8 7
232/ — \2/ \3/ ~ ais 3121 T ar3ro’
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Et generelt udtryk for multinomialkoefficienter f&s pa ganske tilsvarende
made. Man skal placere y; Ai-er, yo Ag-er, ..., og yr A.-er pd n pladser
- (n=y1+v2+...+y,). Forst kan Aj-erne placeres pa () forskellige mader;
dernzest kan Aj-erne placeres pd de de resterende n — y; pladser pd (";21“)
forskellige méder; dernaest kan As-erne placeres p& de resterende n — y; — ¥

pladser pé ("_’;13_”’2), osv. Slutresultatet bliver at

( n ) _ n!
N Y2 ... Yr y1!y2!...yr!

ndry; +y2+...+y=n.

Definition af multinomialfordelingen

Definition 1.2 (Multinomialfordeling)

At den r-dimensionale stokastiske variabel (Y1,Y5,...,Y,) er multinomialfor-
delt med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter

D1

L)

Dr

betyder at

n
PYi=y,Ye=u,....Y,=y) = ( )pi“pgz---pf’ (1.1)
Yi Yz .- Yr

nédr vy, Yy, . .., Yr €r ikke-negative heltal der summerer til n.

Estimation af parametrene

I den generelle situation er modelfunktionen givet ved formel (1.1), og likeli-
hoodfunktionen er dermed

L(p) = konstant - p¥'py?...p¥" .

Spgrgsmélet er nu, hvordan man estimerer parameteren p.
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Figur 1.1: Sandsynlighedssimplexet i det tredimensionale rum.

De almene principper for analyse af statistiske modeller pabyder at estimere
parametersaettet (p1, pa, . . .,p,) ved det talset (p1,D;. .., D) der maksimali-
serer likelihoodfunktionen. Likelihoodfunktionen er en funktion af r variable

P1, P2, - - ., Pr der ikke kan variere frit, men opfylder »bibetingelserne«
. | T
120,220, ...,p, 20, » p=1.
i=1

I specialtilfeldet » = 3 kan vi anskueligggre mulighedsomradet, dvs. mang-
den af p-er der opfylder bibetingelserne, som et trekantet omride, det s&-
kaldte sandsynlighedssimplex, i det tredimensionale rum, se Figur 1.1.

Opgaven er at bestemme det punkt
b
D2

)
I

2
som ligger i mulighedsomradet og hvor likelihoodfunktionen L antager sin
stgrste veerdi. I matematikken diskuteres generelle metode til bestemmelse
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af maksimumspunkter for funktioner af mange variable, men disse metoder
skal vi ikke komme ind p& her. Derimod vil vi lgse det specielle problem der
vedrgrer multinomialfordelingen. Dertil skal vi bruge fglgende

Seetning 1.1 :
Antag at ay,as, ..., a, er givne ikke-negative tal, og betragt funktionen

fi(pupe,...,0r) — DYDY ... DY

defineret p4 maengden af ikke-negative talsset (p1,pa,...,pr) der summerer
til 1. Visattera. =ay +ay +...+a, 0g0; = aifa., 1 =1,2,...,r.

Der gzlder da, at f har et entydigt maksimumspunkt, nemlig (P, D2, - . -, Dr)-

Bevis :
Vi vil sammenligne funktionsveerdierne f(p1,ps,-..,pr) 0g (D1, Do, .-, 0r)
ved at se pa stgrrelsen In f(ﬁl’p” — ’{)f) som er negativ hvis og kun hvis

N f(pl,fmu-,Pr)
f(pl)pQ’-">pT) < f(plapfa' --)p'r)'

Der gaelder fgrst at

lnf(gl,??’”.,gr) - Zailng‘-
f(plap2a s ,pr) i=1 y23

. Nu benyttes en egenskab ved logaritmefunktionen, nemlig at
Int < t—1
for alle ¢ > 0 og med lighedstegn hvis og kun hvis ¢t = 1. Derfor er

T '1‘
Sanl < Sa(E-1)
=1 pi by

=1 t

:
a;P;.
= — a;
> (2 -a)

i=1

T T
= Zpia- - Zai
i=1 ) )

=1

a. — Q.
0,

hvor »mindre end eller lig med« bliver »lig med« hvis og kun hvis alle tallene
p;/D; er lig 1, dvs. hvis og kun hvis p; = p; for alle 1. O
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Anvendt pa funktionen (p1,p2,-..,Pr) = p¥* p¥2 ... p¥ fortaller seetningen,
at likelihoodfunktionen L antager sit maksimum i et entydigt bestemt punkt,
nemlig (11/7, y2/n, ..., y-/n). Derfor:

Maksimaliseringsestimatet P for p er givet ved
iz yi/n
A P Ya/m
p = . = .
pr Yyr/T0

Parameteren p;, der jo er sandsynligheden for at et individ tilhgrer klassen
A;, skal altsd estimeres ved den relative hyppighed yi/n af A;-individer i-
stikprgven. ‘

1.2 Sammenligning af multinomialfordelinger

Man har undertiden brug for at kunne sammenligne forskellige multinomial-
fordelinger for at afggre om de har samme sandsynlighedsparameter. Lad os
se pa et eksempel (der vil blive analyseret mere indgdende i Kapitel 2):

Eksempel 1.2 (Torsk i @stersgen)

Den 6. marts 1961 fangede nogle havbiologer 69 torsk ved Lolland og undersggte
arten af blodets hamoglobin i hver enkelt torsk. Senere p& aret fangede man ogsé
nogle torsk ved Bornholm og ved Alandsgerne og bestemte deres genotype.!

Man mener at haemoglobin-arten bestemmes af eet enkelt gen, og det som bio-
logerne bestemte var torskenes genotype for s& vidt angdr dette gen. Genet kan
optraede i to udgaver, som traditionen tro kaldes for A og a, og de mulige genoty-
per er da AA, Aa og aa. Tabel 1.1 viser den fundne fordeling p& genotyper for hver
af de tre lokaliteter. I dette afsnit vil vi udelukkende opfatte symbolerne AA, Aa
og aa som navne pd klasser man klassificerer torskene i. I Kapitel 2 vil vi smugle
lidt genetik ind i en mere udbygget statistisk model for tallene.

P4 hver geografisk lokalitet er der sket det, at man har klassificeret et antal torsk
i tre mulige klasser, sd derfor kan man sige, at der p& hver lokalitet er tale om
en multinomialfordelingssituation (ndr der er tre klasser, taler man ogsid om en
trinomialfordeling).

Det kunne méske vare af interesse at undersgge, om genotypefordelingen er den
samme pA de tre lokaliteter, altsd om sandsynligheden for at en torsk har en bestemt

1K. Sick (1965): Haemoglobin polymorphism of cod in the Baltic and the Danish Belt
Sea. Hereditas 54, 19-48.
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Tabel 1.1: Genotypefordeling af torsk fra tre lokaliteter i @Dstersgen.

genotype | Lolland Bornholm Alandsgerne |
AA 27 14 0
Aa 30 20 5
aa 12 52 75
ialt 69 86 80

genotype er den samme for alle tre lokaliteters vedkommende. (Skgnt ndr man ser
p4 tallene virker denne formodning lidet plausibel.)

Den generelle model

I den generelle model antages det, at vi har klassificeret nogle individer i r
forskellige klasser A;, As, ..., A,. Individerne er pa forhdnd delt op i grupper,
og der er s forskellige grupper med hhv. n;, ng, ..., n, individer. Det har vist
sig, at i gruppe j hgrer y,; af individerne til gruppen A;, y,; af individerne til
- gruppen As, y3; af individerne til gruppen As, osv. Skematisk ser situationen
sddan ud: '

_gruppe nr.

klasse| 1 2 3 ... s
AL Yu Y2 Vi3 e Yis
A Y1 Y22 Yoz ... Yos
Ar Yrl Yr2 yr3. v Yrs
ialt ny MNg Ng ... TN

Med andre ord betegner y;; antallet af individer fra gruppe j der tilhgrer
klassen A;. — I torskeeksemplet er der s = 3 grupper svarende til de tre geo-
grafiske lokaliteter og r = 3 klasser svarende til de tre forskellige genotyper.

Den statistiske model der benyttes til at beskrive denne situation er:

e for hvert j (dvs. for hver gruppe) opfattes det r-dimensionale talsat
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som en observeret veerdi af en r-dimensional stokastisk variabel

Yy,

e de stokastiske variable Y, Y,,..., Y, er stokastisk uafhzngige (dvs.
de forskellige grupper er stokastisk uafhaengige);

o den stokastiske variabel Y'; er multinomialfordelt med antalsparameter
n; og med ukendt sandsynlighedsparameter

hvor p;;-erne er ikke-negative tal med pyj+p2;+. .. +pr; = 1 for hvert j.

Modellen tager alts3 udgangspunkt i at grupperne er systematisk forskellige
(mht. den foretagne klassificering), og den beskriver den sdkaldte systemati-
ske variation mellem grupperne ved hjelp af de s sandsynlighedsparametre
Dy, Do, - - -, Ps- Den sdkaldte tilfeldige variation inden for grupper beskrives
ved sandsynlighedsfordelingerne (multinomialfordelingerne).

Opgaven er nu at undersgge om grupperne kan anses for ens, dvs. den er at
teste den statistiske hypotese :

\ Ho:p1=p2="':p5)

eller mere udfgrligt

Pu [ P12 P1s
Ho . p21 = p22 =...= p-23
Dr1 , pré Drs

De generelle retningslinier for hvordan man analyserer en given statistisk
model siger, at vi skal begynde med at opskrive modelfunktionen og derudaf
f3 likelihoodfunktionen. Da de enkelte grupper er stokastisk uafhzengige, er
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den samlede modelfunktion lig med et produkt af del-modelfunktionerne for
de enkelte grupper, dvs. den samlede modelfunktion er

8
.f(yl)yQa'~'ays;p1,p2>"')ps) = H(y . . ’ ) pzll;Jpg;]pf;] .
j=1 \Y1j Yoj -+ - Yrj ,
Likelihoodfunktionen er dermed
L(py,Py>---,p,) = konstant- [[ pl¥ps¥ ... pY5 , (1.2)
=1

hvor konstanten er produktet af de s multinomialkoefficienter.

I torskeeksemplet er likelihoodfunktionen

L(pp,pg,Ps) = konstant - pil p3) p3} - pib Pop Pyg - DiaPoaPis -

Likelihoodfunktionen er sandsynligheden for at observere det faktisk obser-
verede, betragtet som funktion af det ukendte szt parametre. Som szedvanlig
udneevner vi de vaerdier der maksimaliserer likelihoodfunktionen (eller log-
likelihoodfunktionen) til at veere de bedste estimater over de ukendte pa-
rametre. I den foreliggende model er likelihoodfunktionen et produkt af s
del-likelihoodfunktioner der hver isser vedrgrer een enkelt gruppe og eet en-
kelt p;. Nar vi skal maksimalisere L mht. py, Py, ..., D, kan det derfor ske
ved at maksimalisere hver del-likelihoodfunktion for sig. Det j-te delproblem
er en simpel multinomialfordelingsmodel, s3 derfor fglger det uden videre af
resultatet pa side 8 at

5. = Ji
Dij 7’&_7'.
I taleksemplet er specielt

27/69 0.39
30/69 ) = {0431,
12/69 0.17
14/86 0.16
20/86 ) =(023],
52/86 0.60
0/80 0.00
5/801 = | 0.06

75/80 0.94
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Hypoteseprgvning
Vi skal herefter undersgge, om det er rimeligt at antage at hypotesen

Hy:po=p,=...=p,

om ens sandsynlighedsparametre holder. Under Hj er der ingen forskel pé
de s grupper, s& da kan vi lige s& godt sl& dem sammen til een stor gruppe
bestdende af n. = n; + ny + . .. + n, individer, der fordeler sig med

8§
Yie = Yu+yt.. .ty = Zyij i klassen A; ,
=
Yoo = Yn-tynrt...+Y2s = Zygj i klassen A, ,
=1 ‘
. 8§
Yio = Yn+tYt...+tys = Z yi; 1klassen 4;,
. —

$§
Yo = Y+ Yat... s = Y 4y iklassen A, .
| pot o

Man ma derfor formode, at den felles veerdi p; af sandsynlighéden for at
tilhgre klassen A; skal estimeres ved ;. /n., men lad os prgve at ga frem efter
likelihoodmetoden. ' '

Vi kalder den fezlles veerdi (under Hy) af py,ps, ..., P, for p,
D
P2
b = .
pr/
I likelihoodfunktionen (1.2) erstatter vi alle p,-erne med p og fir derved
likelihoodfunktionen under Hy:

]
L(p) p,... 7p) = konstant - Hp?{”pgzj .. pi‘y{rj

i=1
= konstant - py" pyr ...y

Det valg af p1, p, . . ., p, der maksimaliserer denne likelihoodfunktion er ifglge
setningen pa side 7 netop p; = y;./n. som formodet.
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Tabel 1.2: Genotypefordeling hos torsk fra tre lokaliteter i @stersgen: forventede
antal under antagelse af ens fordelinger p& de tre lokaliteter.

genotype | Lolland Bornholm Alandsgerne

AA 12.0 15.0 14.0

Aa 16.1 20.1 18.7

aa 40.8 50.9 47.3

i alt 68.9  86.0 80.0
[ 41/235 0.17
I taleksemplet bliver p = | 55/235 | = | 0.23
139/235 0.59

N&r man vil vurdere hvor godt det faktisk observerede beskrives under Hj i
forhold til den aktuelle grundsmodels beskrivelse, skal man udregne kvotient-
teststprrelsen

L®,p,....p)
L(ﬁlaf)% s )ﬁs)
eller —2In Q. En Q-veerdi teet pd 1, dvs. en —2 In Q-veerdi teet p& 0, betyder at
Hj beskriver data naesten lige s& godt som grundmodellen ggr, hvorimod en

Q-veerdi ner 0, dvs. en stor —21In Q-veerdi, betyder at Hy giver en vasentlig
darligere beskrivelse end grundmodellen ggr. Man plejer at udregne —21n @

(og ikke Q).
Nar man indsatter udtrykkene for L i ), fir man let at

Q

s :
—2InQ = ZZ <y1jlngﬁ+y2j1n§j72’—'+...+yrjln@>
=1 Y1j Y2; Yrj
. s r ..
= 222%7 lngﬂ
j=1 i=1 Yij

hvor §;; = Pin; = y:-n;/n. er det »forventede« antal individer fra gruppe j
der klassificeres som A;.

For i taleksemplet at bestemme —21n () udregnes forst de forventede antal,
se Tabel 1.2. Dermed er

27 14 0
—2InQus = 2{27In-—2 R N
n Qab ( ngo T 14lngge TR g

30 20
b ahal In ——
4+ 301n 61 + 201n 501 +5ln 37
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+12In — +52In —— + 75In —

12 52 75\
- 40.8 50.9 47.3

= 107.8.

For at afggre om en opndet —2In Qops-veerdi (som f.eks. 107.8) nu er teet pa
0 eller ej skal man sammenligne den med alle de andre —2 In Q-vaerdier man
ogsa kunne have faet ifglge den aktuelle model nar Hy er rigtig. Vi skal derfor
finde testsandsynligheden e, dvs. sandsynligheden for at f en veerre (stgrre)
—921n Q-veerdi end den observerede, under forudsatning af at Hy er rigtig:

£ = Po(—Zan > —211’1Q0b3)‘.

Nir man skal bestemme ¢, kan man udnytte en generel matematisk setning
der forteeller, at nar Hy er rigtig, s& er —21nQ med god tilnsermelse x2-for-
delt med (r — 1)(s — 1) frihedsgrader, saledes at € med god tilnarmelse kan
bestemmes som sandsynligheden for at f& en veerdi stgrre end —21n Qobs 1 €10
x2-fordeling med (r — 1)(s — 1) frihedsgrader, kort

£ = P(X%r—l)(s—l) > —2In Qobs) )

og denne sandsynlighed er let at bestemme ved hj lp af tabeller over fraktiler
i x2-fordelingen.

Antallet af frihedsgrader for —21nQ findes som @ndringen i antallet af frie
parametre: i grundmodellen er der for hver af de s grupper r — 1 parametre
(fordi der er r klasser og dermed r sandsynligheder der skal summere til 1),
altsd i alt s(r — 1) parametre; under Hy er der i realiteten kun een gruppe
og dermed r — 1 frie parametre; antallet af frihedsgrader for teststgrrelsen er
derfor s(r —1) — (r = 1) = (r —1)(s — 1).

Bemark at y2-fordelingen kun er en approksimation; for at man skal kunne.
bruge den skal alle de »forventede« antal Gij = Pin; = ysn;/n. vere mindst
fem. Hvis denne betingelse ikke er opfyldt, kan man méaske opnd at den
bliver opfyldt ved at man udelader nogle grupper eller klasser eller slar nogle
grupper eller klasser sammen. -

I det gennemgéende taleksempel er der ingen problemer med at nogle af
de wforventede« antal er for sma. Vi kan derfor uden videre sammenligne
—21n Qups = 107.8 med x?-fordelingen med (3 — 1)(3 — 1) = 4 frihedsgrader.
Da 99.9%-fraktilen i denne fordeling er 18.47, er testsandsynligheden £ min-
dre end 0.1%. Da det saledes er temmelig usandsynligt at 4 en vaerre veerdi
af teststgrrelsen —21nQ end 107.8, er teststgrrelsen signifikant stor, og vi
forkaster Hy. Man m3 altsi sige, at der er en signifikant forskel p& genoty-
-pen af torsk pa de tre geografiske lokaliteter. — Denne konklusion er ikke
overraskende hvis man man sammenligner Tabel 1.1 og 1.2.
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1.3 Opgaver

Opgave 1.1 (Medarbejderaktier)

Det er ved at blive almindeligt at firmaer indfgrer ordninger med medarbej-
deraktier; derved skulle medarbejderne komme til at fgle stgrre medansvar
og forpligtelse over for deres arbejdsplads. Det er dog ikke altid at firma-
ets opfordring til medarbejderne om at blive aktionzerer opfattes p samme
made af alle medarbejdergrupper. For at danne sig et indtryk af medarbejde-
res motiver til at erhverve sig aktier har man foretaget et rundspgrge blandt
medarbejderne p4 en bestemt virksomhed (som har en medarbejderaktie-
ordning) og bedt dem naevne deres motiver for at gd med i aktieordningen
(svarmulighederne var »for at bevare jobbet«, »som en investering« og »tror
pé idéen med medarbejderaktier«).

Nedenstdende tabel viser respondenternes fordehng pa motiv og medarbej-
derkategori.

: arbejdere funktionarer mellemledere topledere
for at bevare jobbet 77 25 11 8
som en investering 37 13 8 4
tror pa idéen 35 - 14 7 11

' Hvad kan man p3 denne baggrund sige om en eventuel sammenhzeng mellem
- medarbejdernes motiver for at deltage i ordningen og arten af deres arbejde?

Opgave 1.2 (Test af simpel hypotese)
Antag at (Y1, Y5,...,Y;) er multinomialfordelt med parametre n og p, og lad

Po1
Doz
Py = .
Dor
veere et szt kendte ikke-negative tal der summerer til 1. Man gnsker at teste
hypotesen Hy : p = p, (eller altsd p; = py; for alle 7).

1. Udled —21n Q-stgrrelsen for denne hypotese.

2. Der geelder at nar Hy er rigtig, si er —21n@ asymptotisk y2-fordelt
med et antal frihedsgrader der kan udregnes som sndringen i antal frie
parametre.

Hvad er antallet af frihedsgrader for —2InQ ?
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Kapitel 2

Et stgrre eksempel: Torsk 1
(Dstersgen

I dette kapitel vil vi tage et tidligere omtalt eksempel op til nsermere behand-
ling. Eksemplet er blandt andet et eksempel pé, at man kan indbygge noget
teori i den statistiske model, og et eksempel der viser nytten af maximum
likelihood metoden til parameterestimation.

2.1 Praésentation af eksemplet

Den 6. marts 1961 fangede nogle havbiologer 69 torsk ved Lolland og under-
spgte arten af blodets heemoglobin i hver enkelt torsk. Senere pa aret fangede
man desuden nogle torsk ved Bornholm og ved Alandsgerne og bestemte de-
res genotype.! '

Man mener at haemoglobin-arten bestemmes af eet enkelt gen, og det som
biologerne bestemte var torskenes genotype for sa vidt angér dette gen. Ge-
net kan optreede i to udgaver, som traditionen tro kaldes for A og a, og de
mulige genotyper er da AA, Aa og aa. Tabel 2.1 viser den fundne fordeling
p4 genotyper for hver af de tre lokaliteter.

P4 hver geografisk lokalitet er der sket det, at man har klassificeret et antal
torsk i tre mulige klasser, s3 pa hver lokalitet er der tale om en multinomial-
fordelingssituation (nar der er tre klasser, taler man ogsa om en trinomial-
fordeling). Som grundmodel benytter vi derfor den model der siger, at de tre

1K. Sick (1965): Haemoglobin polymorphism of cod in the Baltic and the Danish Belt
Sea. Hereditas 54, 19-48.
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observations» vektorer «

YiL 27\
Y, = |y ] = {30],
Y3L 12/ .
Y1B 14
Yp = Y2B = 20 3
Y3B 52/
Y14 0
Ya = |y2a) = |5
Y3A 75

stammer fra hver sin multinomialfordeling med antalsparametre n; = 69,
ng = 86 og n4 = 80, og med sandsynlighedsparametre

DL
P = DPaL |,
D3L

PiB
pB - DP2B ’
D3B/

D14
by = D24
D3a

2.2 Hardy-Weinberg ligevaegt

Grundmodellen er, at hver geografisk lokalitet har sin egen multinomialfor-
deling og at hver multinomialfordeling har en sandsynlighedsparameter

y 4!
b = D2
P3

hvor py, p2 og ps kan veere hvilkesomhelst tre ikke-negative tal der summerer
til 1. Imidlertid kan man argumentere for, at der under visse omstaendigheder
ma veere en bestemt sammenhang mellem de tre p-er.

Lad os antage, at i en bestemt torskegeneration optraeder de tre gehotyper
AA, Aa og aa med hyppighederne p;, p; 08 p3 (hvor p; + ps + p3 = 1). Lad
os desuden antage, at naste generation fremstilles ved »tilfseldig parring,
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Tabel 2.1: (= Tabel 1.1) Genotypefordeling af torsk fra tre lokaliteter i Dster-
sgen.

genotype | Lolland Bornholm  Alandsgerne
AA 27 14 0
Aa 30 20 5
aa 12 52 75
i alt 69 86 80

saledes at hvert af en torskeunges to hzmoglobin-gener veelges uafhaengigt
af hinandén pd folgende made: farst veelges et tilfeeldigt foreeldre-individ,
dernzst veelges et tilfzeldigt af dette individs haemoglobin-gener. Sandsynlig-
heden for at valge A er da p; + %pz hvilket vi kalder 3, og sandsynligheden for
at veelge a er %pz +p3 = 1—(. I den nye generation bliver genotypefordelingen
derfor '

AA: B2
Aa: 26(1 - )
aa: (1-p)°

(bemeerk at 82 +26(1 - B)+ (1 —6)* = B+ (1~ ﬂ))2 = 1). Heraf kan vi
se, at genotypefordelingen i den nye generation ikke kan vaere hvadsomhelst,
men at der er en vis sammenhaeng mellem de tre sandsynligheder, styret, af
stgrrelsen (.

Vi kan preve at se hvad der sker, hvis der er en tilsvarende sammenhaehg
mellem sandsynlighederne i foraldregenerationen. Lad os sige, at i foraeldre-
generationen er

AA: p; = a? ‘

Aa: py =2ca(l — q)

aa: p3=(1-0a)*
S& bliver § = p1 + lpy = a® + 1 20(1 — @) = o, dvs. sandsynlighederne er
uforandrede fra den ene generation til den anden.
Man siger at populationen er i Hardy-Weinberg ligeveegt, hvis det er
sddan at de tre genotyper optraeder i forholdet

AA: p = p?

Aa: py=26(1 - f)

aa: p3=(1-p)?
for en eller anden veerdi af 8 € [0, 1]. Hvis der er Hardy-Weinberg ligeveegt, er

det altsd kun ganske serlige sandsynlighedstripler (p1, P2, p3) der kan komme
pa tale, se Figur 2.1
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Figur 2.1: Det tonede omride er sandsynlighedssimplexet, dvs. mangden af
tripler p = (py1, P2, p3) af ikke-negative tal der summerer til 1. Kurven bestar af
de p der kan optraede hvis der er Hardy-Weinberg ligevagt.

2.3 Hypotesen om Hardy-Weinberg ligeveegt

Vi vil undersgge om der er Hardy-Weinberg ligevaegt pa hver af de tre loka-
liteter. Vi begynder med Lolland.

At der er Hardy-Weinberg hgevaegt ved Lolland kan formuleres som den
statistiske hypotese

PiL /B%
Hp:|pa | = |26(1-8L)
par (1-8L)°
I grundmodellen er likelihoodfunktionen
L(p1z,par,psr) = konstant - pi7 p3) p37
der har maksimum i
27/69
pr = | 30/69
12/69
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Tabel 2.2: Forventede antal § uhder forudsztning af Hardy-Weinberg ligevaegt
p3 hver lokalitet.

genotype | Lolland Bornholm Alandsgerne
AA 25.6 6.7 0.1
Aa 329 34.6 4.8
aa 10.6 447 75.1
“ialt 69 86 80

Under H, er likelihoodfunktionen

Li(B) = L(B},28.(1 - Br), (1 - Br)?) :
‘ = konstant - (82)* (26z(1 — 62))* ((1 - Br)?)™

= konstant - f227+30(1 — §,)30+212,

- som har maksimum i EL = Z%gé—m = %‘% = 0.609 (dvs. det observerede antal
_ A divideret med det samlede antal gener). :

Man tester hypotesen ved brug af den szdvanlige kvotientteststgrrelse
Q = L(ﬂ%,QﬂL(l—ﬁL),(l—5L)2)/L(§1L,@L,§3L) eller —21nQ); sidst-
navnte kan udtrykkes som

) r
—2In@ = 2Zyiln%
i=1 Yi

hvor (71,92, ¥s) = (nLﬁg,nﬂBL(l - BL),nL(l - B‘L)z) er de »forventede«
antal under Hy.

Man finder at —21n @ = 0.52 med (3—1)—1 = 1 frihedgrader, svarende til en
testsandsynlighed pa ca. 47%, s& man kan sagtens antage at torskebestanden
ved Lolland er i Hardy-Weinberg ligevaegt.

Noget tilsvarende kan ggres med de to andre lokaliteter. Man far maksimali-
seringsestimaterne g = 0.279 og 4 = 0.031. Tabel 2.2 viser de forventede
antal 7 hvert sted. Ved Alandsgerne kan man oplagt antage Hardy-Weinberg
ligevaegt.? Ved Bornholm er der stgrre uoverensstemmelse mellem de observe-
rede og de forventede antal, og teststgrrelsen er her —21In Q) = 14.4, svarende
til en testsandsynlighed af stgrrelsesorden 10~%.

zMan. kan ikke benytte y2-approksimationen til ~21n @, fordi et af de forventede antal
er alt for lille. Til gengzeld reproducerer modellen jo observationerne sardeles fint.
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2.4 En samlet mode1

Man kan sige, at hypotesen om Hardy-Weinberg ligevaegt er sddan en »pezen«
hypotese fordi man kan »forstd« (dvs. levere en simpel forklaring p3) den.
Derfor er det sergerligt at Bornholm tilsyneladende falder uden for det paene
billede. :

For at reparere pi tingene kunne man forsgge sig med en modificeret hypotese
H; géende ud pi at

e ved Lolland er der Hardy-Weinberg ligevaegt med parameter Gy,
e ved Alandsgerne er der Hardy-Weinberg ligeveegt med parameter (4,

¢ ved Bornholm er populationen en blanding af Lollandstorsk 0g Alands-
torsk i forholdet « : (1 — @) hvor a € ]0, 1[ er ukendt parameter.

Mere preecist gar H, altsd ud pa, at der findes veerdier af 8z, 54 og o s&

| 6}
pr = |26:00-01) |,

(1-pL)
B4
by = (25A(1 —5A)) )
(1 - Ba)?

Pp = app—+ (1 - a)pA
off +(1—a)B
= a2ﬂL(1 — ﬂL) + (1 et a)2ﬂA(1 — ,BA) .
a(l = Br)?+(1—a)(1—Ba4)°
Bemerk at der nu er tale om een samlet model for alle tre lokaliteter.

Den samlede likelihoodfunktion bliver produktet af de tre del-likelihoodfunk-
tioner for de tre lokaliteter. Det er bekvemt at operere med logaritmen til
likelihoodfunktionen, s& den skriver vi op:

In L(IBL)IBA)a)
= 27lnpir +30Inpyr + 121npsyg,

4+ 14Inp1g +20Inpsg + 521np3p
+0Inpis+5lnpos + 75Inpsa

= konstant + 841n 8, + 541n(1 — ()
+141In (af? + (1 - a)F3)
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Tabel 2.3: Forveﬁtede antal Zg’:i blandingsmodellen.

genotype | Lolland Bornholm  Alandsgerne
AA 25.7 13.7 0.1
Aa 32.8 20.3 4.8
aa 10.4 52.0 75.1
i alt 69 86 80

+201n (@BL(1 — L) + (1 — @)Ba(l — Ba4))
+52In (a(l ~ O+ (1 -a)1- ﬂA)z)
+5In84 +155In(1 — By4).

Der synes ikke at veere nogen praktisk anvendelig analytisk méde at maksima-
lisere denne funktion pd, s& man m benytte en iterationsmetode. Som start-
veerdier til en sddan kan vi benytte de tidligere fundne estimater 5; = 0.609
og B4 = 0.031 og vzlge o s& det forventede antal Aa ved Bornholm er lig det
observerede, dvs. ved at lgse ligningen

a-28.(1~B)+(1—a) 2841 -84 = 20/86,
hvilket giver o ~ 0.414.

Man finder at InL antager sit maksimum i punktet (3 L E A 5) =
(0.611,0.031, 0.425).3 Herefter kan vi udregne den forventede genotypefor-
deling de tre steder, se Tabel 2.3. Det ses, at der er langt bedre overens-
stemmelse mellem de observerede og de »forventede« veerdier i denne model.
Hvis man tester modellen i forhold til grundmodellen med en vilkarlig trino-
mialfordeling hvert sted, fAir man en —21ln Q-storrelse pa 0.7 (— talvzerdien
afhaenger en del af hvor mange cifre man har med i mellemregningerne), og
selv om de forventede antal ikke alle er mindst 5, kan man jo alligevel godt
skaeve til x?-fordelingen med 3 - (3 — 1) — 3 = 3 frihedsgrader.

Alt i alt m& man konkludere, at modellen med Hardy-Weinberg ligeveegt ved
Lolland og ved Alandsgerne og med en blandingspopulation ved Bornholm
giver en god beskrivelse af de foreliggende observationer.

3Verdien af InL i dette punkt er dog kun 0.02 storre end vardien i det foresliede
udgangspunkt (0.609,0.031,0.414), som derfor i sig selv er temmelig godt.
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Kapitel 3

Tosidede kontingenstabeller

En af pointerne i Kapitel 1 er, at nidr man klassificerer et antal individer
(fra en bestemt population) efter eet kriterium med r klasser A;, As, ..., 4,,
sd kan det veere fornuftigt at forsgge sig med en model der siger, at hvis
Y; betegner antallet af A;-individer i stikprgven, ¢+ = 1,2,...,r, s& er den
r-dimensionale stokastiske variabel (3,Y53,...,Y;) multinomialfordelt.

I dette kapitel skal vi se, hvorledes en bestemt art struktur i inddelingskrite-
riet kan afspejle sig i den statistiske model. Den pageldende struktur bestér
i, at der rent faktisk inddeles efter to kriterier pd en gang.

Her er fgrst en praesentation af det talmateriale der benyttes som gennem-
gdende eksempel i dette kapitel.

Eksempel 3.1 (Hjernesvulstpatienter)

Man har klassificeret 141 hjernesvulstpatienter efter svulstens art (»godartet«,
»ondartet« og »andet«) og placering i hjernevaevet (»ved panden«, »ved tindingen«
og »andre steder«). Resultaterne heraf fremgar af Tabel 3.1. Man er interesseret i
at finde ud af, om disse tal tyder pa, at der er en sammenhaeng mellem svulstens
art og dens placering.

Man kan sige, at man har klassificeret n = 141 patienter som hgrende til een af ni
forskellige klasser, og at man derfor ifglge overvejelserne i Kapitel 1 kan betragte
det observerede talsaet (23, 21, ..., 17) som en observation af en multinomialfordelt
stokastisk variabel. Imidlertid kan man ogsé taenke p4 situationen pd den méde, at
patienterne er klassificeret efter to kriterier p4 en gang, hvor hvert kriterium har
tre niveauer.

Den generelle beskrivelse kommer til at se ud pd fglgende made.
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Tabel 3.1: 141 hjernesvulstpatienter fordelt efter svulstens art og placering.

placering
pande tinding andet | sum
godartet 23 21 34 | 78
art ondartet 9 4 24 37
andet 6 3 17 26
sum 38 28 75 141

3.1 Grundmodellen

Antag at vi har klassificeret n individer efter to kriterier. Det fgrste kriterium
har r niveauer og klasserne A;, Ay,..., A,, og det andet har s niveauer og
klasserne By, B, ..., B,. Skematisk ser det sddan ud:

‘ kriterium 2
klasse | By By ... Bg|sum
Ay Yuu Y2 - Yis| Yae
kriterium 1 A2 , Y21 Y22 - Yas | Yoo
Ay Y1 Yr2 oo Yrs | Yp-
SUm { Y«1 Ye2 ... Y-s n
hvor
yi; = antal individer i klassen A;B; (= 4; N B;),

8 .
Yo = Z Yi; = antal individer i klassen A;,
j=1

r
Yej = Z yi; = antal individer i klassen B;.
i=1

Da der er tale om, at et antal individer er klassificeret i et antal klasser,
benytter vi som grundmodel en multinomialfordelingsmodel: '

Den rs-dimensionale observation

Y1
Y12
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er en observeret veerdi af en rs-dimensional stokastisk variabel

Y
Yia

Vi

som er multinomialfordelt med antélspammeter n og sandsynlighedsparame-
ter

pu\
P2 |

Prs
Stgrrelsen p;; er sandsynligheden for at et individ udvalgt tilfeeldigt fra »po-
pulationen« vil tilhgre klassen A;B;, og den estimeres ved

3.2 Uafhaengighedshypotesen

Den struktur der er i inddelingskriteriet (nemlig at der inddeles efter to krite-
rier p4 en gang) har forelgbig kun givet sig udslag i den méde de variable og
parametrene er navngivet pd (med index 75). Vi skal nu udlede en model der
svarer til at der ikke er nogen sammenhang mellem de to inddelingskriterier.

- Den »sammenhzeng« der skal vare tale om, er ikke en 8rsagssammenhang,
men en statistisk sammenhaeng. At der ikke er nogen sammenhaeng mellem
kriterium A og kriterium B skal betyde, at A og B i en vis forstand »vir-
ker« uafhaengigt af hinanden, sdledes at forst, at en oplysning om, hvilken
B-klasse et individ tilhgrer, ikke indeholder nogen information om, hvilken
A-klasse individet tilhgrer, og omvendt. Det skal nu formaliseres i en mate-
matisk model.

Vi indfgrer nogle hjelpevariable X4 = (Xg4, X4p), sdledes at X4 er navnet
pd den A-klasse som individ nr. d tilhgrer, og tilsvarende X;p er navnet pé
den B-klasse som individ nr. d tilhgrer, det vil sige at

individ nr. d tilhgrer
X 4= (A, By) betyder at A-klassen A; og
B-klassen B;.




28 . Tosidede kontingenstabeller

At der ikke er nogen sammenhang mellem A og B betyder hermed, at en
oplysning om veerdien af X;p ikke indeholder nogen information om vaerdien
af X4a (og omvendt), og det betyder, at de stokastiske variable X4 0g X4p
er stokastisk uafhengige, sdledes at

P(X4a = Ai, Xap = B;) = P(X4a = Ai)-P(Xus = Bj).

Nu er pr. definition P(X44 = A4;, Xup = B;) = pij, s& at der ikke er nogen
sammenhang mellem A og B betyder altsd at p;; = «; §;, hvor vi har sat
a; = P(Xqa = Ai) og B; = P(Xyp = Bj;). Sammenfattende kan vi derfor
sige, at den matematiske formulering af antagelsen om, at der ikke er nogen

- (statistisk) sammenhang mellem kriterierne A og B, bliver at '

Dij = ;B

for alle ¢ og 7, hvor oy, ay,...,a, er ikke-negative tal der summerer til 1
og A1,Ba,...,0s er ikke4negative tal der summerer til 1. Udtrykt i ord gar
antagelsen altsd ud p, at sandsynligheden p;; for p4 een gang at tilhgre
bade A; og B, er lig produktet af sandsynligheden «; for at tilhgre A; og
sandsynligheden B; for at tilhgre B;. :

I stedet for at tale om, at der ikke er nogen sammenhaeng mellem A og B,
taler man ofte om, at der er uafhengighed mellem A og B, og den statistiske
hypotese '

Hy : pij = o;3; for alle i og 7,
hvor de ukendte parametre (o4, o, . .., ) 0g (01, Ba, - - ., Bs) er ikke-negative
talseet der hver iseer summerer til 1, hedder da uafhengighedshypotesen.

At der er uafhzengighed mellem A og B udtrykker man undertiden p4 den
made, at der ikke er nogen (signifikant) vekselvirkning mellem A og B. Nar
der ikke er nogen vekselvirkning mellem A og B, beskrives hele den systema-
tiske variation i talmaterialet af de sdkaldte raekkevirkninger (A-virkninger)
a1, 0, .. ., ay, der beskriver den systematiske forskel mellem rakker, og af
de sdkaldte sgjlevirkninger (B-virkninger) (1, fa, ..., s, der beskriver den
systematiske forskel mellem sgjler.

Estimation af parametrene

Likelihoodfunktionen i grundmodellen er en almindelig multinomial-likeli-
hoodfunktion:

L(p) = konstant - H H:Df;j ;

=1 j=1
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Tabel 3.2: Estimaterne over grundmodellens parametre p,; og uafhengigheds-
modellens parametre o; og B; i hjernesvulsteksemplet. Tallene er sandsynligheder
i procent. '

placering sum =

pande tinding andet o
godartet | 14.9 11.0 29.4 55.3

art ondartet 7.1 5.2 14.0 26.2
andet 5.0 3.7 9.8 | 18.4

sum=p/; | 27.0 199 532 | 100.0

hvor konstanten er en multinomialkoefficient.

Estimaterne over parametrene ai,os,...,a, 0g B, B2, ..., 0s 1 uathengig-
hedsmodellen er de vaerdier der maksimaliserer L(p) hvor man for p;; ind-
setter p;; = oy f3;, dvs. de veerdier der maksimaliserer

Lo(an, ..., 00, B1, B2y - - -5 Bs)
T s
= konstant - HH(Q{iﬂj)yi‘i

i=1 j=1
T 8 r 8
= konstant - H H ol - H H fiied
z 7
=1 j=1 i=1 j=1

T B
— Yie Yej
= konstant-”ai . | lﬁj .
i=1 j=1

Det ses, at Ly er et produkt af en funktion af c-erne og en funktion af (-
erne. Ifglge Satning 1.1 antager disse to funktioner deres maksimumsvaerdier
i hhv. '

a..a 8,) = (% Yz Y

(@,8,...,8) = (&%, 5 (3.2)
0g

BB ... B) = (Y2 Y2 Ys

(,61,,82,...,,63) - (n) n;'."a 71) (33)

Dette er altsd maksimaliseringsestimaterne for parametrene. Resultatet er i
gvrigt hvad man umiddelbart skulle forvente, idet f.eks. sandsynligheden o;
for at tilhgre A-klassen A; estimeres ved den observerede relative hyppighed
yio/n af A;.
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I taleksemplet bliver L = konstant - p33 pi} p34 p, pl, p33 pS, p3, p37 . Ved at

indsaette de aktuelle talveerdier i (3.1), (3.2) og (3.3) fas estimaterne over de
ukendte parametre, se Tabel 3.2.

Test for uafhsengighed

Teststgrrelsen for uafhsengighedshypotesen Hj er likelihoodkvotientstgrrelsen
Q@ eller —21In Q). Nir man inds®tter de fundne estimater i udtrykket for @
fAr man
LO(ala a2’ v 7a1‘) 161, :82, s )ﬂs)

L(ﬁll)ﬁl?a v ,ﬁrs)

I111(=5)"

i=1 j=1

1111 (5ig)*

=1 j=1

r 8 aI’B‘ Yij
= il
(11 (%)
B r 8 <_@2J;)y,-j

B HH Yij ’

i=1 j=1

hvor g;; = n&i@ = y;.y.;/n er det »forventede« antal individer i klassen
A;B; under nafthangighedshypotesen. Dermed bliver

—2In@ = 2i§:yiﬂn% )
. i

i=1 j=1

Veerdier af —2In Q-veerdier teet pa 0 tyder pd, at Hj giver en naesten lige si
- god beskrivelse af data som grundmodellen ggr, hvorimod store —2 In Q-vaer-
dier betyder, at Hj giver en vaesentlig darligere beskrivelse end grundmodellen
gor, og i s fald vil man forkaste hypotesen om uafhangighed mellem raekker
og sgjler.

De »forventede« antal i hjernesvulsteksemplet er vist i Tabel 3.3; herudfra
far man at
23 21 34

_9] — 2% L 9lln—t 4 34In %
1 Qobs 2<23ln21.0+ nigs T3
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Tabel 3.3: Den »forventede« fordeling af 141 hjernesvulstpatienter under for-
udsatning af uafhangighed mellem svulstens art og placering.

placering

pande tinding andet | sum
~ godartet | 21.0 155 415 | 78
art ondartet | 10.0 7.3 19.7 37
andet 7.0 5.2 13.8 26

sum 38.0 28.0 75.0 | 141

9 4 24
2 a1 4lnp — il
+91n10.0+ n7.3+241n19'7

6 3 17
+61nm +31n5§ + 17lnm>

= 8.1.

Na&r vi skal afggre, om en opndet —2In Qops-veerdi (som f.eks. 8.1) er signifi-
kant stor, skal vi sammenligne den med alle de andre —2In Q-veaerdier man
ogs4 kunne have faet safremt uathangighedshypotesen Hy var rigtig. Vi skal
derfor bestemme testsandsynligheden e, dvs. sandsynligheden for at f en
stgrre —21n Q-veerdi end den observerede, under forudsstning af at Hy er

rigtig:
e = Po(—2InQ > —2InQops) -

Nar man skal bestemme ¢, kan man udnytte en generel matematisk satning
der fortaeller, at nar Hj er rigtig s& er —2In @ med god tilnzrmelse x2-for-
delt med (r — 1)(s — 1) frihedsgrader, saledes at ¢ med god tilnzrmelse kan
bestemmes som sandsynligheden for at f& en veerdi stgrre end —21In Qups i €n
x2-fordeling med (r — 1)(s — 1) frihedsgrader, kort

£ = P(X%r—l)(s—l) > —2In Qobs) .

Denne sandsynlighed er let at bestemme ved hjalp af tabeller over fraktiler
i x2-fordelingen. '

Antallet af frihedsgrader for —21In @ findes som @ndringen i antallet of frie
parametre: i grundmodellen er der rs sandsynlighedsparametre der summerer
til 1, dvs. der er s — 1 frie parametre; under Hy er der r reekkeparametre der
summerer til 1 samt s sgjleparametre der summerer til 1, dvs. (r—1)+(s—1)
frie parametre; antallet af frihedsgrader for teststgrrelsen er dermed

(7‘5—1)—((7‘—1)+(3—1)) = (r=1)(s—1).
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Bemzerk at x2-fordelingen kun er en approksimation; for at man skal kunne
bruge den, skal alle de »forventede« antal vere mindst fem. Hvis denne be-
tingelse ikke er opfyldt, kan man eventuelt sl nogle rakker eller nogle sgjler
sammen.

I hjernesvulsteksemplet er de »forventede« antal over fem, s vi kan roligt

anvende x2-approksimationen. Tabelopslag viser, at i x2-fordelingen med (3—
 1)(8—1) = 4 frihedsgrader er 90%-fraktilen 7.78 og 95%-fraktilen 9.49, séledes
at teststgrrelsen —21In Qqus = 8.1 svarer til en testsandsynlighed pd mellem
5% og 10%. P4 det grundlag vil man seedvanligvis skke forkaste Hy. Det kan
altsd konkluderes, at der tilsyneladende ikke er nogen sammenhzeng mellem
svulstens art og dens placering. Det vil blandt andet sige, at man ikke ud
fra kendskab til placeringen af en svulst kan sige noget om, hvorvidt den vil
veere godartet eller ej.

3.3 Jevnfgring med andre tilsvarende modeller

Den laeser der har studeret Afsnit 1.2 om sammenligning af multinomialfor-
delinger vil méske have bemeerket, at de der praesenterede metoder har store
ligheder med dem i indevaerende kapitel. Vi kan opregne nogle af lighederne:

1. Der foreligger nogle observerede antal y;; anbragt i et tosidet skema.

2. Man udregner nogle »forventede« antal 7;; efter opskriften rekkesum
gange sgjlesum divideret med totalsum.

3. Man udregner en teststgrrelse —21n Qobs = Y y1n(y/7).

4. Man sammenligner —21In Qps med x*-fordelingen med (r — 1)(s — 1)
frihedsgrader.

Selv om man foretager sig det samme i de to tilfelde, er det imidlertid pa
grundlag af to forskellige modeller:?

e I det ene tilfzelde (dette kapitel) klassificerer man nogle individer efter
to kriterier, og opgaven er da at undersgge om der er en sammenhzng
mellem disse to kriterier.

De to modeller er dog nert beslegtede; hvis man i dette kapitels model betinger
med sgjlesummerne, dvs. betinger med at ¥.; = ny, Y2 = na, ..., Y.y = ng, si fir man
modellen i Afsnit 1.2, og uafhangighedshypotesen overfgres til Afsnit 1.2s Ho.







3.4 Opgaver 33

e I det andet tilfzelde (Afsnit 1.2) er individerne p4 forhand delt ind i
nogle grupper inden de klassificeres efter et kriterium. Opgaven er da
at undersgge om der er forskel pd grupperne (med hensyn til hvordan
gruppernes individer fordeles pa klasserne).

Om man skal benytte den ene eller den anden model er siledes et spgrgs-
mal om, hvorledes man har designet det forsgg der har leveret talmaterialet.

I eksemplet i dette kapitel sagde vi, at det handlede om at man havde taget
* 141 hjernesvulstpatienter og klassificeret dem efter to kriterier; derved blev
det et eksempel der illustrerede dette kapitels model og metoder. Hvis det
derimod havde handlet om, at man havde taget 38 patienter med svulst i
panden, 28 med svulst i tindingen og 75 hvor svulsten ikke var lokaliseret
til pande eller tinding, og dernzest klassificeret disse patienter efter svulstens
art, s havde det veeret et Afsnit 1.2-eksempel.

3.4 Opgaver

Opgave 3.1 (Har- og gjenfarve) 4

Ved en sundhedsundersggelse af 283 piger i St. Clement Street skole i Aber-
deen blev har- og gjenfarve observeret med et resultat som vist i nedenstéende
tabel:

Harfarve:
lys rpd mneutral mgrk
bla 30 4 27 6
. _ lys 30 .5 28 11
Ojenfarve: o tral | 21 7 40 22
mgrk 6 3 23 20

Viser dette materiale en sammenhang mellem harfarve og gjenfarve?
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