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Dette hafte er en del af undervisningsmaterialet til et kursus i statistik og statistiske
modeller. '

Undervisningsmaterialet omfatter blandt andet fglgende titler:

a. Simple binomialfordelingsmodeller

b. Simple normalfordelingsmodeller

¢. Simple Poissonfordelingsmodeller

d. Simple multinomialfordelingsmodeller

e. Mindre matematisk-statistisk opslagsvaerk, indeholdende bl.a. ordforklaf—
ringer, resuméer og tabeller

O

Om kurset og kursusmaterialet kan blandt andet siges at

e nar det er et gennemgdende tema at pdpege, at likelihoodmetoden kan benyt-
tes som et overordnet princip for valg af estimatorer og teststgrrelser, er det

. blandt andet begrundet i, at likelihoodmetoden har mange egenskaber der fra
et matematisk-statistisk synspunkt anses for gnskelige, at likelihoodmetoden er
meget udbredt og nyder stor anerkendelse (ikke mindst i Danmark), og at det
i al almindelighed er vard at ggre opmaerksom p& at man ogs3 inden for faget
statistik har overordnede og strukturerende begreber og metoder;

e nar kursusmaterialet er skrevet p3 dansk (og ikke for eksempel pd ‘scientific
English’), er det for at bidrage til at vedligeholde traditionerne for, hvordan og
at man kan tale om slige emner p& dansk, og s& sandelig ogs4 fordi dansk er det
sprog som forfatteren — og vel ogsa den forventede laeser — er bedst til;

e nar hafterne foruden de szdvanlige simple modeller, metoder og eksempler ogsa
indeholder eksempler der er vaesentligt svaerere, er det for at antyde nogle af de
retninger man kan arbejde videre i, og for at der kan vaere lidt udfordringer tif
den kraevende laeser. '
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Kapitel 1

Poissonfordelingen

. Dette kapitel introducerer Poissonfordelingen, der er opkaldt efter den fran-
" ske matematiker og fysiker S.-D. Poisson (1781-1840). Poissonfordelingsmo-

deller kan blandt andet komme p3 tale, nr man har at ggre med antalsob-

servationer, der angiver hvor mange gange et bestemt faenomen optrader i
et bestemt tidsrum og/eller et bestemt geografisk omrade eller lignende (det
kunne for eksempel veere trafikulykker pa et &r pd en bestemt vejstrackning).

Det gennemgéende eksempel i dette kapitel kan maske i fgrste omgang fo-
rekomme lidt kurigst, men det er meget bergmt idet det optraeder i nasten
alle lerebgger i statistik.!

Eksempel 1.1 (Hestespark)

For hvert af de 20 &r fra 1875 til 1894 har man for hvert af den prgjsiske armés
10 regimenter registreret, hvor mange soldater der dgde fordi de blev sparket af en
hest. Det vil sige, at man for hvert af de 200 »regiment-4r« kender antal dgdsfald
som fglge af hestespark.

Man kan give en oversigt over disse tal ved at angive, i hvor mange regiment-ar der
var 0 dgdsfald, i hvor mange der var 1 dgdsfald, i hvor mange der var 2, osv., dvs.
man klassificerer regiment-arene efter antal dgdsfald. Det viste sig, at det stgrste
antal dgdsfald pr. regiment-&r var fire, siledes at der bliver tale om fem forskellige
klasser svarende til 0, 1, 2, 3 og 4 dgde pr. &r. Tabel 1.1 viser hvordan de faktiske
tal blev.

Man m4 formode, at det i hgj grad var tilfseldigheder der bestemte, om en
given soldat blev sparket til dgde af en hest eller ej. Derfor er det ogsé i hgj

'Eksemplet stammer fra L. von Bortkiewicz (1898): Das Gesetz der kleinen Zahlen,.

Leipzig: Teubner.






2 . Poissonfordelingen

Tabel 1.1: Antal dgdsfald som fglge af hestespark i den prgjsiske armé.

antal dgdsfald y antal regiment-r med y dgdsfald
0 109
' 65
22
3
1
200

W=

grad tilfeeldigheder der har afgjort, om et givet regiment i et givet ar nu fik 0
eller 1 eller 2 osv. dgde som fglge af hestespark. Der kan saledes vaere fornuft
i at besk=ftige sig med denne modelbygningsopgave: Find et forslag til en
matematisk model der kan levere sandsynligheder for at have netop y dgde i
et bestemt regiment, y =0,1,2,.... ‘

1.1 Udledning

En vaesentlig del af problemlgsningsprocessen bestar i at oversaette problemet
til matematik i en passende generel formulering. Vi gar frem i en raekke
punkter, der dels leder frem til en sddan passende formulering, dels leverer
en lgsning.

1. Hestespark-eksemplet handler om, at man 200 gange har foretaget sig
noget bestemt, nemlig fulgt et regiment igennem et &r og set hvor mange
dgdsfald der var som fglge af hestespark. ’

2. Der er et »grundeksperiment« der bestar i, at man i et vist tidsinterval
(af lengde 1 ar) holder gje med hvor mange gange en bestemt type
begivenhed (dgdsfald ved hestespark) indtreeffer.

3. Grundeksperimentet bestar i, at der i tidsintervallet fra ¢, til ¢; regi-
streres antal forekomster af en bestemt art begivenhed.

4. Vi kan dele tidsintervallet fra ¢, til ¢; op i et antal lige store delinter-
valler, som hver iser har leengden At. P4 den méde bliver der

t1— 1%

n = n(At) = X
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delintervaller. (I hestesparkeksemplet kan man for eksempel dele in-
tervallet ]¢o,¢;] af lengde 1 &r op i 365 delintervaller af leengde At =
1 dag.)

Antallet af begivenheder i det store interval er (selvfglgelig) lig med
summen af antal begivenheder i de enkelte delintervaller.

5. Fidusen ved at dele op i delintervaller er, at hvis At er tilstraeekkelig lille,
s3 er det meget usandsynligt at der indtraeffer to eller flere begivenheder
i samme delinterval. Sagt p4 en anden méade, hvis At er meget lille, s&
er det samlede antal begivenheder i intervallet ]¢o, ;] stort set altid
lig med antallet af de delintervaller hvori der forekommer mindst én

begivenhed.
6. Vihar nu fiet lavet problemet om til noget der handler om 01-variable,
nemlig om
I 1 hvis der er mindst én begivenhed i delinterval nr. j
J 0 hvis der ingen begivenhed er i delinterval nr. j

j =1,2,...,n. Hvis At er meget lille, si er det samlede antal Y af
begivenheder i intervallet |to, ¢;] ifglge betragtningerne i punkt 5 cirka
ligmed I + I + ... + I,

7. Antag at deriallen = n(At) delintervaller er den samme sandsynlighed
p = p(At) for at der sker en begivenhed. (Der bliver altsé ikke i lgbet af
perioden indfgrt nye sikkerhedsforanstaltninger der nedsatter chancen
for at blive sparket til dgde af en hest. Og antallet af soldater og af
heste i regimentet er stort set konstant aret igennem.) '

Antag ogsd, at det der sker i ét interval er stokastisk uafhengigt af det
der sker i andre intervaller. (Hvis der tilfeldigvis var to soldater der i
begyndelsen af aret blev sparket til dgde af heste, s tager de gvrige
soldater i regimentet ikke i den anledning ekstra forholdsregler i resten
af &ret.)

8. Da I, I,. .., I, siledes er uafhaengige og identisk fordelte 01-variable,
" .

er ZIJ- binomialfordelt med parametre n = n(At) og p = p(At), og
=1

da totalantallet Y af begivenheder i Jty, ;] cirka er lig med Z IjyerY
: ’ j=1
saledes cirka binomialfordelt med parametre n og p.

Forbeholdet »cirka« bortfalder ndr At bliver tilstraekkelig lille, dvs. vi
skal p4 et senere stadium lade At g mod nul.
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9.

" 10.

11.

Den made hvorpa n afheenger af At er simpel, idet som tidligere anfgrt
‘ t, —to

At
Derimod mangler vi at overveje, hvordan p afhenger af At.

n = n(At) =

Det ma veaere rimeligt at formode, at p er en forholdsvis pan funktion af
At, bl.a. med den egenskab at p(At) — 0 nar At — 0 og at p(At) — 1
nir At — +o00, s& p(At) ma have et udseende i retning af

D
1.0

0.51

0.0 , , . :
0 1 2 3 4 At

Vi vil g& ud fra, at p(At) er differentiabel fra hgjre i At = 0, mere
praecist at der eksisterer et tal A > 0 siledes at

. p(At)
Alir—r»lo At = A

Der gzelder altsi at p(At) ~ AAt for sma veerdier af At.

I punkt 8 ndede vi frem til at Y er cirka binomialfordelt, dvs. at

(Ypa-ar=. o

hvor »=2« bliver til »=« nar At — 0. Derfor ma det nzeste skridt veere
at bestemme graensevaerdien

lim (Z) p(1-p)"Y

under den graenseovergang hvor At — 0 og dermed n =

I punkt 10 vedtog vi, at der under denne graenseovergang skal geelde at

p _ p(At) : . ‘
e A — ), og derfor vil

X

P(Y =y)

t1—tp

(ty—to) - p |
= -7 - Aty —1g). 1.2
np A — (ty — to) (1.2)
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12. Vi omskriver binomialsandsynligheden p4 fglgende made:

(Z) p(l-p)*

n—1 n—y+1
5

O R e T A (8

i A=) (1)

n >4
et N
(a) o (c) (d)

13. Under graenseovergangen vil de forskellige faktorer opfere sig p& for-
skellige méder: .
(@) 1(1-%)...1-&) »1v =1
Y fa;c?:orer

np)Y )\'(tl—tg)y
4(b)(;!) Lo : )

(¢c) 1—-p) ¥V > (1-0)YV =1.
(d) 1—p)™ — exp(— A-(¢; —to)), hvilket indses saledes:

i. Da funktionen z — In z er differentiabel i £ = 1 med differen-
tialkvotient 1, vil for A — 0

In(1 + A) In(14+A)—Inl

= 1.
D h -
ii. Ved at benytte dette samt formel (1.2) fas
nin-p) = —np. 222

= =X (t1 —to).
iii. Ved at tage exp pa begge sider heraf fas, at
(1-p)" - exp( = A+ (t1 — 1))
som gnsket. -

Alt i alt vil binomialsandsynligheden i formel (1.1) konvergere mod

(A (t1~t))*
y!

exp(— A (t1 — to)) -
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Vi er hermed niet frem til fplgende forslag til en statistisk model: Sandsyn-
ligheden for at der i et bestemt regiment er netop y dgdsfald i penoden Jt0, t1]

© ma vare
A (t —t))?
PY=y) = E———-@-"—)h exp( - A (t; — to)) : (1.3)
hvor A er en positiv konstant og y = 0,1,2,3,... . — Bemserk at de hjel-

pestgrrelser n og At som vi indfgrte i punkt 4 helt er forsvundet.

I formel (1.3) optraeder der den ukendte parameter A, der i punkt 10 blev
indfgrt som cirka veerende »sandsynligheden for en begivenhed i et meget kort
tidsinterval divideret med tidsintervallets laengde« Sterrelsen A har derfor
dimensionen tid ™!, dvs. X angives i f.eks. dag™" eller &r~'.

Jo stgrre X er, jo tilbgjeligere er begivenhederne til at indtreffe; A er en
sadkaldt intensitet (der i hestesparkeksemplet specielt kunne kaldes for en
ulykkesintensitet eller en dgdsintensitet).’ .

1.2 Definition og .egenskaber

Man definerer Poissonfordelingen saledes:

Definition 1.1 (Poissonfordeling) :
Poissonfordelingen med parameter y > 0 er den sandsynhghedsfordelmg pa
udfaldsrummet X = {0,1,2,... } som har sandsynlighedsfunktion

flyyw) = Z—fexp(—u)-

Figur 1.1 viser nogle Poissonfordelinger.

Det resultat vi fandt i forrige afsnit kan derefter udtrykkes pd den méde, at
antallet af dgdsfald i et bestemt regiment i perioden fra ?, til ¢; er Poisson-
fordelt med parameter u = A (t; — tg), hvor A betegner dgdsintensiteten.

Bemeerkning
Strengt taget bgr den givne definition af Pmssonfordehngen folges op af en
redeggrelse for, at f(y; u) faktisk er en sandsynlighedsfunktion, dvs. at der

2 Antagelsen i punkt 7 g&r ud p4, at begivenhederne indtreeffer med samme tilbgjelighed,
med samme intensitet, overalt pa (den betragtede del af) tidsaksen. Der er imidlertid ikke
noget i vejen for at konstruere mere indviklede modeller hvor intensiteten er tidsafhzengig,
dvs. A = A(t).
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0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 I 0.1 I
| ll

o.oo 5 10 15 o.oo 5 10 15
0.3 0.3
0.21 . 0.2
0.1 || ‘l 0.1 ”

1 _II. ||||| |II|||.
0'00 5 10 15 0'Oo 5 10 15

Figur 1.1: Poissonfordelinger med middelvaerdier 1.33, 1.78, 3.16 og 10.

er tale om ikke-negative tal der summerer til 1. Det er klart at f-erne er
ikke-negative; at de summerer til 1 fglger af eksponentialfunktionens raekke-

®© n
udvikling exp(z) = Z %'- som ikke vil blive bevist her. : d

n=0

En egenskab ved Poissonfordelingen er, at dens middelvaerdi er lig dens vari-
ans:

Hvis den stokastiske variabel Y er Poissonfordelt med
parameter u, si er

EY = u
VarY = p,

dvs. bade middelvaerdien og variansen af Y er lig u.

Bevis
Det vises pa folgende méde, der dog kreever lidt kendskab til uendelige raekker:

o0
Middelveerdien af ¥ er pr. definition EY = Zy - f(y), og der galder:

y=0
. = J7d
EY = Zyaexp(—u)
y=0
ox

Y

Yy % exp(—p)

y=1
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3 x pv=1
= p (; W= 1)!> exp(—p)

= u (Z %T) exp(—4)

= L.

Variansen af ¥ er Var(Y) = E (Y - EY)?) = E(Y2)—(EY)?. Vi kender EY, men E(Y?) er
besverlig at regne ud; det er smart at benytte omskrivningen E(Y?) = E(Y (Y -1)+Y) =
EY(Y -1))+EY. Nuer

BY(Y-1) = 3 uly—1)L exp(-p)
y=0 v

= > yy-1) Hy—T exp(—p)
y=2 )

= f:_“fi exp(—4)
o y-2) '

oo un

= ¥ (E —,) exp(—4)

n:
n=0

= “2,

sa Var(Y) =E(Y (Y - 1)) +EY — (EY)2 = p? + p — p® = . a

1.3 Afrunding

Her er nogle flere eksempler pa situationer der kan give Poissonfordelte antal:

e Antal tilfzelde af en bestemt (ikke-smittende) sygdom i-et bestemt tids-
rum. '

o Antal ulykkestilfzelde af en bestemt art i et bestemt tidsrum.

e Antal omdannelser af atomer i et radioaktivt stof i et bestemt tidsrum
(der er forsvindende i forhold til stoffets halveringstid).

e Antal trykfejl i en bog. — Her er »tidsaksen« simpelthen teksten for-
stdet som en fglge af tegn. Der er altsd tale om en diskret tidsakse, og
reesonnementerne der fgrte frem til Poissonfordelingen beror i hgj grad
pa at tidsaksen er kontinuert. Men hvis der kun er fa trykfejl i forhold til
antallet af bogstaver og tegn, s& kan man »neesten ikke se« at tidsaksen
faktisk er diskret. Derfor finder man pé at anvende Poissonfordelingen.
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e Antal bombenedfald i London under det tyske bombardement under
Anden Verdenskrig — her er »tidsaksen« det (todimensionale) geogra-
fiske omrade London. '

1.4 Opgaver

Opgave 1.1
I naeste kapitel vil det vise sig, at det i hestesparkeksemplet er fornuftlgt at

estimere \ ved A = 0.61 dgdsfald pr. -ar.

Lav et pindediagram? der viser, hvordan Poissonfordelingen med parameter
0.61 ser ud.

. y . .
Tip: Nir man skal udregne f(y;u) = /»t_' exp(—p) for en hel masse y-veerdier, kan

det vaere smart at ggre det rekursivt:

fO ) = exp( 1) |
fly;m) = f( -Lp), y=12,3,...

Opgave 1.2 (Raunkiaar-c-irklinger)

Inden for plantegkologi bestemmer man (i Danmark) ofte planters skudtaet-
hed ved hjzlp af en metode der kaldes Raunkizr-cirklinger. I sin simpleste
form er metoden som fglger (taenk pa at det handler om at undersgge planter
pa en mark): Man anbringer et tilfzeldigt sted pa prgvearealet en cirkel med
areal a og ser si efter om den planteart man undersgger findes inden for
cirklen eller ej; dette gentages n gange (idet man sgrger for at de n cirkler
ikke overlapper). Typisk er-a = 0.1m? og n = 10.

Antag for eksempel at man i 10 cirklinger med en 0.1m? cirkel fik netop 7
tilfelde hvor planten blev fundet inden for cirklen.

Man gnsker som naevnt at bestemme skudteetheden A (der males i antal/m?).
Man m4 derfor ggre en antagelse om, at en bestemt slags sandsynlighedsmo-
del har placeret skuddene ud over marken. Den simpleste antagelse er, at
skuddene er placeret efter en Poisson-proces, hvilket betyder at antal skud i ‘
et delomrade med areal a er Poissonfordelt med parameter A - a og at antal
" skud i disjunkte delomrader er stokastisk uafhasengige.

1. Hvad er sandsynligheden for, at man ved een cirkling oplever at der er
netop k skud inde i cirklen?

SEt pindediagram er sddan noget som Figur 1.1 indeholder fire eksempler pa.
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2. Hvad er sandsynligheden for, at man ved een cirkling oplever at der er
mindst et skud inde i cirklen?

Tip: »mindst et« er det modsatte af »ingen«.

3. Hvis man udfgrer n = 10 cirklinger, hvad er da sandsynligheden for at
der i netop y = 7 tilfeelde findes mindst et skud inde i cirklen?

(Raunkizr-cirklinger genoptages i Opgave 2.3.)







Kapitel 2

En- og flerstikprgveproblemer i
Poissonfordelingen

I Kapitel 1 ndede vi ved teoretiske overvejelser frem til, at antallet af dgdsfald
pr. regiment pr. ar matte veere Poissonfordelt med parameter p = X -1 &r,
men stemmer det overhovedet med virkeligheden, og hvordan estimerer man
intensiteten A?

Vi skal i dette kapitel beskeeftige os:- med estimation af parametre og test af
hypoteser om parametre i Poissonfordelinger, og med spgrgsmalet om kontrol
af modellen.

2.1 Enstikprgveproblemet

I hestespark-eksemplet fra Kapitel 1 er situationen den, at der er n = 200
uafhangige observationer y;, ¥z, . . ., Yn fra Poissonfordelingen med parameter
= X-1 &r. Det er et eksempel pa et »enstikprgveproblem«, fordi der er tale
om et antal observationer, en stikprgve, fra en og samme fordeling.

Generelt har man at ggre med uafhaengige observationer yi, ¥y, ...,y fra en
Poissonfordeling med parameter u, svarende til at modelfunktionen er

' Yj
fyye - Ynsp) = H—M,exp(—u)
j=1 yJ.

y.
= 2 exp(-nu),

n
H y;!
j=1

11
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hvor y. er statistikerens sedvanlige korte skriveméde for yi +ya2 + ... + yn.

Estimation af parameteren

Poissonparameteren u estimeres ved likelihoodmetoden. Likelithoodfunktionen
svarende til observationerne 41, %2, .., Yn €r

_ e _
L(u) = konstant exp(—ng),

s at

InL(x) = konstant + y.lny — npy.

Ifglge de seedvanlige principper er det bedste estimat over-u den vaerdi I der
maksimaliserer L eller In L. For at bestemme denne vzerdi lgser vi ligningen
é—iﬁ In L = 0. Man finder at

d Y-
—InL = == —n,
™ (1) .
som er lig O netop nér p er lig ¥ = y./n. Funktionen In L har alts3 stationaert

punkt i 4 = 7, og da dens anden afledede

altid er negativ, er 7 et maksimumspunkt. Dermed er vist at maksimalise-
ringsestimatet for u er gennemsnittet af observationerne:!

1 n
po=7= ﬁzyj'
j=1

I taleksemplet fir man

200
D y;=0-109+1-65+2-22+3-3+4-1=122,
Jj=1
sd at g = 122/200 = 0.61 og dermed
~ i -1
= - = 0614a"",
T 0.61 ar

dvs, dgdsintensiteten er 0.61 dgdsfald pr. &r for hvert regiment. — Det ses
at A fremkommer som antal dgdsfald divideret med antal regiment-ar.

'Det er i udledningen forudsat at y. > 0. Hvis y. = 0; 54 er log-likelihoodfunktionen lig
—nu + konstant, og den antager sit maksimum n&r p = 0.
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Tabel 2.1: Hestespark-eksemplet: De observerede antal 4r med y dgdsfald sam-
menlignet med de »forventede« antal & med y dgdsfald beregnet ud fra Pois-
sonmodellen.

antal dgdsfald y observeret antal & »forventet« antal &r

0 109 108.7
1 65 66.3
2 22 20.2
3 3 4.1
4 1 0.6
5+ 0 0.1

200 200.0

Modelkontrol

Nar vi holder os inden for klassen af Poissonfordelingsmodeller, far vi den
bedste beskrivelse af hestespark-observationerne ved at bruge intensiteten
A = 0.61 dgdsfald pr. ar for hvert regiment.

For at f4 et fingerpeg om hvor god denne »bedste beskrivelse« er, udreg-
ner vi nogle »forventede« antal under forudsaetning af at modellen er rigtig:
Modellens beskrivelse gar ud pé, at sandsynligheden for, at der i et bestemt
regiment-ar er netop y dgdsfald, er

- -1 ar)¥ ~
feid) = S ep-F ey

Ud af de 200 regiment-ar skulle man derfor forvente ca. 200 - f(0; /\) tilfeelde
med 0 dgdsfald, ca. 200 - f(1; /\) tilfelde med 1 dgdsfald, ca. 200- f(2; ) til-
feelde med 2 dgdsfald, osv. Disse forventede tal udregnes og man far Tabel 2.1.
Det ses at de »forventede« antal stemmer fint overens med de observerede,
og det ma vi tage som tegn pé, at Poissonmodellen faktisk ikke er helt hen i
vejret.

Dispersionstestet
Undertiden vil man gerne udfgre et numerisk test for rimeligheden af at

antage, at et saet observationer y;,v,,...,y, er en stikprgve fra en Poisson-
. fordeling. Vi vil omtale en nem metode hertil.







14.. En- og flerstikprgveproblemer i Poissonfordelingen

Som nzevnt (side 7) har Poissonfordelingen den egenskab, at middelveerdi og
varians er ens. Man kunne derfor udregne den empiriske middelveerdi

1

n
¥y = —) Y
n <

og den empiriske varians

1
2 _ Z 2
§ - n—l (yl y)’

i=1

og s4 se efter om de to er nogenlunde ens.

Det viser sig hensigtsmessigt at ggre dette pd den made, at man udregner
stgrrelsen

Hvis modelantagelsen er rigtig, skal d vzre tet pd 1, s& man vil forkaste -

modellen hvis enten dgs er s& meget stgrre end 1 at der kun er lille sandsyn-
lighed (for eksempel 0.025) for at fa en stgrre veerdi, eller dops er s& meget
‘mindre end 1 at der kun er lille sandsynlighed (for eksempel 0.025) for at
£% en mindre veerdi. — Man kan bevise, at nar modellen er rigtig (og Pois-
sonparameteren ikke er alt for lille), s3 vil d med god tilnzrmelse fglge en’
sikaldt x2/f-fordeling med f = n — 1 frihedsgrader.

[ hestespark-eksemplet fandt vi tidligere at 7 = 0.61. Videre er

Z(yi —7)?

— 109 (0—0.61)>+65- (1 —0.61)% +
92.(2—0.61)2+3-(3—0.61)2+1-(4—061)°
= 121.58,
st s? = 121.58/199 = 0.611 og dermed dn, = 0.611/0.61 = 1.002. Den
fundne dgps-veerdi ligger meget tat pa 1, ogsd malt i forhold til x?2/ f-for-

delingen med 199 frihedsgrader, og det numeriske test bekraefter dermed
indtrykket af at Poissonfordelingen giver en god beskrivelse af tallene.

2.2 Sammenligning af to Poissonfordelinger

Vi vil diskutere spgrgsmalet om sammenligning af to Poissonfordelinger ud
fra fglgende eksempel.
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Eksempel 2.1 (Ultralydsscanning) ,
Det er meget udbredt at foretage ultralydsscanning af gravide kvinder. Det me-
nes/frygtes imidlertid, at fostrene kan lide skade derved, idet der méske kan ske
. kromosomforandringer. For at undersgge dette naermere har man udfert en raekke
laboratorieforsgg med mus.?

Et antal dreegtige mus udsettes for ultralydsbestrdling i et vist stykke tid, hvor-
efter man undersgger leverceller fra fostrene for at se om der er dannet sikaldte
mikrokeerneceller. Mikrokaerner i en celle opstir som fglge af kromosomforandringer
og/eller -pdeleggelser.

I dette eksempel (der kun behandler en del af forsggets talmateriale) optrader to
grupper a tre mus: en behandlingsgruppe og en kontrolgruppe. Behandlingsgruppen
har fiet ultralyd, hvorefter man har ladet gd 18 timer inden musen blev drabt og
progverne udtaget. Kontrolgruppen er behandlet pd samme made, pd neer at der
denne gang ikke blev teendt for ultralydapparatet. Fra hver mus udtog man otte
prgver; i alt undersggte man for hver mus ca. 2000 celler og afgjorde om det var en
mikrokeernecelle eller ej. Derved fremkom resultaterne i Tabel 2.2.

Spergsmalet er, om disse tal tyder p4, at ultralyd har en skadelig virkning.

Modelopstilling

For hver mus er der gjensynlig to stgrrelser der er uforudsigelige, nemlig
antal optalte celler r og antal mikrokserneceller y. Nar vi skal formulere den
statistiske model, skal vi tage stilling til, om bade r og y eller kun den ene
af dem skal opfattes som observation af en stokastisk variabel. De stgrrelser
der opfattes som udfald af stokastiske variable, er de stgrrelser for hvilke den
statistiske model patager sig at beskrive hvilke andre udfald man ogsa kunne
have fiet. ’ a

I den foreliggende problemstilling er det der er genstand for den grundleeg-
gende interesse formentlig chancen for at en celle omdannes til en mikro-
keernecelle. I den forbindelse er det uinteressant at sgge at opstille en model
der kan pitage sig at beskrive variationen i antal optalte celler pr. mus. De
indgiende tider er de samme for alle forsggsdyr; derfor ma og behgver vi ikke
indbygge tidsafhaengigheder i modellen. Derimod skal vi sgge at formulere en
model der kan beskrive variationen i antallet af mikrokserneceller i en prgve
af en given stgrrelse, udtaget fra en mus der har faet en given behandling.

?L. Meillier og I. Toldbod (1985): Pé skermen stdr et lille hjerte og banker ... Ultralyd
og biologiske skadevirkninger — afprovet for kromosombrud i mikrokernetesten. Biologi-
specialerapport, RUC.
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Tabel 2.2: Resultater af mikrokaernetallinger.

1. Behandlingsgruppen

Antal Antal
Mus nr. optalte mikrokaerne-

celler celler

r Yy

1 2096 1

2 2138 10

3 2086 7
6320 18

2. Kontrolgruppen

Antal Antal
Mus nr. optalte . mikrokaerne-

B celler celler

r y

1 2077 2

2 2181 6

3 2030 2
6288 10

I modellen skal r-erne derfor indg4 som givne konstanter og y-erne som udfald
af stokastiske variable. '

Da der for en enkelt mus optalles et meget stort antal celler der hver iseer
har en meget lille chance for at vaere blevet omdannet til en mikrokaernecelle,
kan vi antage (jf. trykfejlseksemplet side 8), at antal mikrokeaerneceller i en
prgve med r celler er Poissonfordelt med parameter 4 = Ar, hvor X er en
yomdannelsesintensitet«, nemlig sandsynligheden for at en optalt celle er
en mikrokaernecelle. Den systematiske forskel mellem behandlingsgrupperne
skal beskrives ved hjelp af modellens parametre, s4 derfor skal mus med
samme behandling have samme intensitet A, hvorimod behandlingsgruppen
og kontrolgruppen skal have hver sit A.

Vi indfgrer lidt notation for at kunne formulere modellen pracist:

r;; = antal optalte celler fra mus nr. j i gruppe 4,
yi;; = antal mikrokserneceller fra mus nr. j i gruppe ¢,

hvor ¢ = 1 svarer til behandlingsgruppen og ¢ = 2 til kontrolgruppen. Det vil
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sige at Tabel 2.2 skematisk ser saledes ud:

1=1
1|m1 yu
2|12 Y2
3|mns Y3
1. Y1

1=2
1|ra1 Y21
2|72 Y2
3|73 Y
Tos Yoo

Modellen er da, at tallene y11,¥12, Y13, Y21, Y22, Y23 skal opfattes som obser-
verede vaerdier af stokastisk uafhangige Poissonfordelte stokastiske variable
Y11, Yio, Yis, Ya1, Yoo, Ya3, hvor Y;; har parameter p;; = Airi;. Her er A og Ao
. ukendte parametre der beskriver den systematiske forskel mellem behand-
- lingsgruppen og kontrolgruppen, og r-erne er kendte konstanter. Model-
funktionen bliver
20 3 O i

-(—)'\%' exp(—)\mj) . (21)
el Yij- .

i 1

13

Det oprindelige spgrgsmal, om observationerne tyder pa at ultralyd er ska-
deligt, kan nu oversattes til modellens sprog. Da den systematiske forskel
mellem grupperne beskrives ved hjzlp af parametrene A; og A2, bliver spgrgs-
malet, om observationerne tyder p& at A, og A; er signifikant forskellige; med
andre ord skal vi teste den statistiske hypotese Hy : A1 = Aq.

Estimation af parametre

‘Maksimaliseringsestimaterne over A; og A; skal bestemmes pa grundlag af
likelihoodfunktionen. Ud fra modelfunktionen (2.1) far vi

2 3 (/\.fr..)yij
L(/\l,)\z) = HH—%—GXP(—AiTij)

2 3
= konstant - H H A4 exp(—Airij)

=1 j=1
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2
= konstant - H /\i.’" exp(—=\iTi+)

i=1
hvor konstanten afhaenger af r-erne og y-erne, men ikke af A\; og A;. Vi ser,
at likelihoodfunktionen er den samme som man ville have fiet hvis man
udelukkende havde set pa totalantallene y;. og ys. for hver mus og havde
sagt, at det var Yj. og Y,. der var Poissonfordelte med parametre Ayr;. hhv.
Aora.. Derfor bliver estimatet over \;

nemlig det totale antal observerede mikrokserneceller i gruppe ¢ divideret med
det totale antal optalte celler i gruppe i, hvilket ogsa er et estlmat der virker
umiddelbart rimeligt.

For at estimere det falles A under Hy betragtes hkehhoodfunktlonen Ly(\) =
LA N):

) _
Lo()) = konstant - H A¥ie exp(—Ar;.)
i=1

= konstant AVerexp(—Ar..) , v

som har maksimum i

= I
T

Det er ogsd hvad man umiddelbart skulle vente, thi nir Hy er rigtig er der
ingen forskel pa de to grupper, dvs. der er i realiteten kun tale om en enkelt
gruppe bestdende af r.. celler hvoraf y.. er mikrokserneceller.

I eksemplet bliver estimaterne

18

/)\\behandling = G320 = 2.8-1073

~ knap 3 mikrokaerneceller pr. 1000 celler
/):kontrol = ‘6—;2_8 = 16- 10_3

~ godt 1.5 mikrokaerneceller pr. 1000 celler
~ 28
Atzelles = m = 22.107°

~ godt 2 mikrokaerneceller pr. 1000 celler.

Man kan spgrge om, hvor stor tiltro man nu kan have til disse tal. Det er
ikke i statistikerens magt at udtale noget fornuftigt om diverse eksterne fejl-
kilder der eventuelt métte have vaeret i spil (det véd eksperimentator bedre).




2.2 Sammenligning af to Poissonfordelinger 19

Statistikeren kan udtale sig om dén tilfzeldige variation der beskrives af den
statistiske model, for eksempel konkretiseret til middelfejlene pd estimato-
rerne.

Lad os derfor bestemme middelfejlen (standardafvigelsen) pé i idet forelig-
‘ ~ . =~ Y.
gende eksempel: Da \; = %—, er den sggte stgrrelse \/ Var\; = 4 [ Var (r_) ;

Ifglge regnereglerne for varianser og kvadratrgdder er

Da Y;. er Poissonfordelt med parameter A;r;., er Var(Y;.) = ;7. (se side 7),
s& middelfejlen pd X; er ‘

vVvar(Yie) /A
Tie Tie

Da vi ikke kender A; men kun et estimat :\} = y;./7is, kan vi kun udregne en
talveerdi for den estimerede middelfejl pa );, og den bliver

& — Yi-/Tir _ VY-
V Tis - Tie Tie .

Man finder de estimerede middelfejl pa Xl‘,ehandn,,g, Xkom,ol og Xfaelles til
0.67-1073, 0.50 - 1073 og 0.42 - 1073.

Som laeseren vil have bemarket, benytter vi ved beregningen af de forskellige
estimater slet ikke de individuelle veerdier af 7 og y for de enkelte mus, vi
benytter kun totalerne for hver gruppe. Er det da lige meget hvad vaerdierne
for de enkelte mus er? Ja, det er det faktisk, sdlenge der ikke er tvivl om
Poissonmodellens brugbarhed. Men hvis vi er pd udkig efter indicier for (eller
imod) anvendeligheden af Poissonmodellen, s& er det i hgj grad pakreevet
at kende de enkelte veerdier. For den statistiske model skal jo beskrive en-
keltobservationernes tilfseldige variation omkring et bestemt niveau, og hvis
man vil vurdere antagelsen om at den tilfeeldige variation kan beskrives ved
netop en Poissonfordeling, s& skal man se p4 enkeltobservationernes faktiske
variation og vurdere, om den ligner den fittede Poissonfordeling.
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Hypoteseprgvning

Som neevnt skal vi teste den statistiske hypotese Hy : Ay = Aq. Det ggres pa
traditionel vis med et kvotienttest. Vi udregner kvotientteststgrrelsen

L) -
L(;\\h )‘2)
- X¥2e exp(—Ari. — Ara.)

3\\?{1.3\\32. exp(—xlrl. — /)\\27'2.)

N j_)yl' (E_ " exp(—y1. — v2.)
RY oY exp(—y1- — ¥2.)
%\ ()
e Yar

A\ (B

- () ()

hvor ¥;. = Xri. er det »forventede« antal mikrokeerneceller i gruppe ¢, forudsat
at Hj er rigtig.

Q:

Derfor er
—2InQ = 2 (yl. ln—gL +y§. ln¥> )
Y1- Ya.

Smé veerdier af @, dvs. store veerdier af —21n @, er signifikante, dvs. de er
tegn pd at hypotesen Hj ikke er forenelig med de foreliggende data.

For at vurdere om —2In Qs er signifikant stor, skal man bestemme test-
sandsynligheden

E = PO(—2IHQ > _2an0bs)a

altsd sandsynligheden under Hj for at fi et mindst lige s3 afvigende obser-
vationsseet som det foreliggende. Ved beregningen af € kan man udnytte, at
ndr Hy er rigtig s3 er —21n Q med god tilnzrmelse? y2-fordelt med f =2—1
frihedsgrader?, saledes at € med god tilnsrmelse kan udregnes som sandsyn-
ligheden for at f& en vaerdi stgrre end eller lig med —21n Qg i x2-fordelingen
med 1 frihedsgrad:

€ = P(X% > “‘21nQobs) .

3x?-approksimationen kan anvendes nir de forventede antal §;. er mindst fem.
4antal parametre i grundmodellen er 2; antal parametre under Hy er 1; antal friheds-
grader er derfor f =2 - 1.
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I taleksemplet er ;. = 14.0 og Yo. = 14.0, s3

18 10

= 232.

I x?-fordelingen med 1 frihedsgrad er 80%-fraktilen 1.64 og 90%-fraktilen
2.71, sa den fundne —2InQ-veerdi svarer til et &€ pid mellem 10% og 20%.
Man vil almindeligvis sige at en sddan e-veerdi ikke er lille nok til at man
vil forkaste Hy. Vi kan dermed konkludere, at de foreliggende tal ikke giver
statistisk belseg for at mene at ultralyd er skadeligt. (P& den anden side giver
de naeppe heller belaeg for at mene at ultralyd ikke er skadeligt.)

2.3 Et sveerere eksempel

I dette afsnit gennemgés et eksempel hvor Poissonfordelingen sgges anvendt;
det viser sig imidlertid, at den model der foreslds i fgrste omgang ikke passer
serlig godt; derfor m& man finde p4 en anden model.

Praesentation af eksemplet

Man har undersggt hvor mange ulykkestilfeelde hver enkelt arbejder p& en
_granatfabrik i England kom ud for i lgbet af en fem ugers periode. Det hele fo-
regik under fgrste verdenskrig, s de pageeldende arbejdere var kvinder (mens
maendene var soldater). Tabel 2.3 viser fordelingen af n = 647 kvinder efter
antallet y af ulykkestilfeelde i en fem ugers periode. Man sgger en statistisk
model der kan beskrive dette talmateriale.’®

Lad y; betegne antal ulykker som kvinde nr. i kommer ud for; y; teenkes at
veere en observation af en stokastisk variabel Y;, i = 1,2,...,n. Vi gir ud fra,
at de stokastiske variable Y},Y3,...,Y, er indbyrdes uathengige (men det er
maske en lidt diskutabel antagelse).

SEksemplet stammer fra M. Greenwood & G. U. Yule (1920): An inquiry into the nature
of frequency distributions representative of multiple happenings with particular reference
to the occurrence of multiple attacks of disease or of repeated accidents. Journal of the
Royal Statistical Society 83, 255-279. — Her i landet er eksemplet iszer kendt via sin
forekomst i hvad der i mere end en menneskealder har varet en toneangivende lerebog i
statistik, nemlig A. Hald (1948, 1968): Statistiske Metoder, Akademisk Forlag.
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Tabel 2.3: Fordelingen af n = 647 kvinder efter antallet y af ulykkestilfaelde i
en fem ugers periode. '

fy = antal kvinder
Yy med y ulykker
447
132
42
21

SOV AW RO

Tabel 2.4: Model 1: Observerede antal f, og forventede antal f,.

Y fy fy
0 447 406.3
1 132 189.0
2 42 44.0
3 21 6.8
4 3 0.8
5 2 0.1
6+ 0 0.0
647 647.0

Vi indfgrer betegnelsen f, for antallet af kvinder der har veeret ude for netop
y ulykker (dvs. i det foreliggende tilfzlde er fo = 447, f; = 132 osv.). Det
o

samlede antal ulykker er da lig 0fg +1f +2fo+... = Z yfy = 301
. —~
Model 1
I forste omgang kan man forsgge sig med en model hvor Y1,Y;,...,Y, er

uafheengige og identisk Poissonfordelte med parameter u, dvs.
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fy

400
300
200

100

O ﬂ -L T T T
0 1 2 3 4 5 6+ Y

Figur 2.1: Model 1: Observerede antal (sorte sgjler) og forventede antal (hvide
sgjler) fra Tabel 2.4.

Poissonfordelingen kommer ind i billedet ud fra en forestilling om at ulyk-
kerne sker »helt tilfeldigt«, og man kan sige at parameteren p beskriver -
kvindernes »ulykkestilbgjelighed «. '

I denne model estimeres p ved I = § = 301/647 = 0.465 (der sker 0.465
ulykker pr. kvinde pr. fem uger). Det forventede antal kvinder med y ulykker

er J,‘; =n 'U'—' exp(—H); veerdierne heraf vises i Tabel 2.4 og i Figur 2.1. Det ses

at der ikke er nogen szrlig god overensstemmelse mellem de observerede og
de forventede antal. Man kan udregne variansen til s> = 0.692, der er nzsten
halvanden gange s& stor som middelveerdien, hvilket er endnu et tegn pd at
Poissonmodellen er darlig. Man kan derfor give sig til at overveje en anden
model. :

Model 2

Man kan udvide model 1 p fglgende méde:

e Det antages stadig at Y3,Ys,...,Y, er uafhaengige og Poissonfordelte,
men nu tillader vi at de har hver sin middelveerdi, dvs. Y; er Poissonfor-
delt med parameter u;, ¢ = 1,2,...,n. Hvis modelopstillingen gjorde
holdt her, ville der vaere en parameter for hver person; derved kunne
man f& et perfekt fit (med fz; = y;, ¢ = 1,2,...,n). Men der endnu et
trin i modelopbygningen: -
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e Det antages endvidere, at py, us, . . ., 4y er uafhsengige observationer fra
en og samme sandsynlighedsfordeling. Denne sandsynlighedsfordeling
skal veere en kontinuert fordeling p4 den positive halvakse, og det viser
sig bekvemt at benytte en fordeling med en teethedsfunktion af formen

g(p) = P(:)ﬂn

(Symbolet I'(k) betegner den sikaldte Gammafunktion, udregnet i .
+00

Pr. definition er I'(k) = / t*~! exp(—t) dt. Hvis m er et naturligt

wexp(—p/B), u>0.

0
tal, s& er I'(m + 1) = m!.5)

Fordelingen med denne tathedsfunktion g er en gammafordeling med
formparameter k > 0 og skalaparameter § > 0. )

e Sandsynligheder’; for at en kvinde kommer ud for y ulykker ville nu
veere lig med HTexp(—u), hvis vi altsd kendte vaerdien af y for den

pagxldende kvinde. Men da vi kun ved, at u fglger fordelingen med
tethedsfunktion g, bliver den faktiske sandsynlighed for y ulykker et

Yy
veaegtet middeltal af veerdierne -’;—j—'— exp(—u) med g(p) som vaegte, og det

betyder at sandsynligheden for at en kvinde kommer ud for y ulykker
alt 1 alt bliver _ :

+00
P(Y =y) = /0 Z—?exp(—u)’g(n)du

+00 ,Jy . 1 o1 .
=/0 aexp(—u) p* " exp(—p/B) du

(k)B"
_ T(y+x) 1 \" B \Y
- S () (550)
_ Tly+x) y
= Wp (1-p),

_ y+e—-1\  T(y+k)
hvor p = 1/(8 + 1). Med betegnelsen = T

hvis m er et naturligt tal blot er den szedvanlige definition af binomial-
koefficient) er sandsynligheden for y ulykker
y+r-—1

rr=y) = (U7

8 Gammafunktionen kommer ind i billedet fordi tzethedsfunktionen g skal integrere til 1,
og det ggr den da ogsd, hvilket ses ved at foretage substitutionen ¢t = p/8.

(som

) p*(1-p)¥, y€{0,1,2,...}.
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Denne fordeling af Y er den sdkaldte negative binomialfordeling med
formparameter « og sandsynlighedsparameter p = 1/(8 + 1).

I den negative binomialfordeling er der to parametre man kan »skrue pa«, og
man kan habe at det derved er muligt at f& denne model til at passe bedre
til observationerne end Model 1 gjorde.

I den nye model er middelvaerdi og varians af Y givet ved
EY) = x(1-p)/p
= kB
og _
‘ Var(Y) = &(l-p)/p’

= E(Y)/p
kB(B +1).

Heraf ses blandt andet, at variansen er (3 + 1) gange stgrre end middel- -
veerdien. — I det foreliggende talmateriale fandt vi netop at variansen var .

stgrre end middelvaerdien, sa forelgbig kan det ikke udelukkes at den negative
binomialfordelingsmodel er brugbar.

Estimation af parametrene i Model 2

Vi benytter som altid med likelihoodmetoden til estimation af de ukendte
parametre. Likelihoodfunktionen er

L(k,p) = ﬁ(yierf—l)p"(l—p)?""

i=1

n
= p™(l-— y1+y2+ AYn H ( + K= 1)

i=1
. oo
= konstant - p"* p)¥ Hm—i—k——l ik fi
k=1

hvor fj stadig betegner antal observationer som har vardien k. Logaritmen
til likelihoodfunktionen bliver derfor (p&nzr en konstant)

InL(k,p) = nelnp+y.In(l-p)+ i (i fj> In(k + & - 1)
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der i det konkrete eksempel antager det mere uskyldige udseende - .

InL(k,p) = 647klnp+3011n(1 — p)
+200Ink + 681n(x + 1) + 26 In(k + 2)
+51In(k +3) + 21n(x + 4).

Denne funktion kan man let bestemme maksimum for med seedvanlige nume-
riske metoder til bestemmelse af ekstremumspunkter, for eksempel en generel
simplexmetode. Disse numeriske metoder itererer sig frem til lgsningen, og
man kan finde et godt udgangspunkt for iterationen ved at lgse de to ligninger

‘teoretisk middelvaerdi = empirisk middelvaerdi
teoretisk varians = empirisk varians

der i det foreliggende tilfzelde bliver

kB = 0.464
kB(B+1) = 0.692.

Man finder (idet p = 1/(B + 1))

B = 0.4882
£ = 0.9525
D 0.6720.

Disse veerdier benyttes som startveerdier i en iteration der leder frem til li-
kelihoodfunktionens maksimumspunkt, som er ‘

B = 0.5378
R = 0.8651
) 0.6503.

Tabel 2.5 og Figur 2.2 viser de tilsvarende forventede antal

= +7%—1 g N
yzn(y y )ﬁn(l—P)y

s

beregnet ud fra den estimerede négative binomialfordeling. P4 baggrund heraf
tillader vi os at konkludere, at den negative binomialfordelingsmodel beskri-
ver observationerne godt nok.






2.3 Et svaerere eksempel 27

Tabel 2.5: Model 2: Observerede antal f, og forventede antal fy i den negative
binomialfordelingsmodel.

Y fy fu
0 447 4459
1 132 134.9
2 42 44.0
3 . 21 14.7
4 -3 5.0
5 2 1.7
6+ 0 0.9
647 6471
fy
400
300
200
100 ﬂ
0 J h - T T
0 1 2 3 4 5 6+ y

Figur 2.2: Model 2: Observerede antal (sorte s¢j|e'r) og forventede antal (hvide
sgjler) fra Tabel 2.5.
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Tabel 2.6: Opgave 2.1: Antal tidsintervaller f, hvor der udsendes netop y a-
partikler. : '

Y fy Y fy
0 57 8 45
1 203 9 27
2 383 10 10
3 525 11 4
4 532 12 0
5 408 13 1
6 273 14 1
7 139

2.4 Opgaver

Opgave 2.1 (Udsendelse af a-partikler) _

I et bergmt eksperiment har Rutherford og Geiger’ talt op hvor mange a-par-
tikler der udsendes fra en bestemt portion af det radioaktive stof Polonium i
et tidsinterval af leengde 7.5 sekund; man har foretaget optellingen for i alt
2608 sddanne tidsintervaller. Resultaterne fremgar af Tabel 2.6.

Det formodes at antal a-partikler udsendt i et tidsinterval af leengde ¢ (som
er meget mindre end stoffets halveringstid) kan opfattes som en observation
af en Poissonfordelt stokastisk variabel med parameter A-¢, hvor A er en slags
stralingsintensitet. '

1. Ggr rede for rimeligheden af Poissonfordelingsantagelsen, og preecisér
den statistiske model.

2. Estimér X ud fra de givne observationer.

3. Hvad kan dispersionstestet fortelle om rimeligheden af den foreslaede
model?

Opgave 2.2
Tabel 2.7 indeholder 20 stikprgver y;, yo, - . ., Y10 fra en Poissonfordeling med
@ =3.14.

"E. Rutherford and H. Geiger (1910): The Probability Variations in the Distribution of
a Particles. Philosophical Magazine xx, 698-707, genoptrykt med mindre rettelser i The
Collected Papers of Lord Rutherford of Nelson, Vol. 2, side 203-211, London, 1963.
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Tabel 2.7: 20 eksempler pa udfald af stokastiske variable Y3, Y3, ..., Y10 frem-
bragt af en Poissonfordelings-tilfzldighedsmekanisme med 1 = 3.14.

2

Y1 Y2 Ys Y4 Ys Ye Y7 Y8 Y9 Yo | Y- Y 8
2 4 2 2 0 5 2 3 4 21012 260 204
3 3 3 0 4 3 3 3 3 5 |30 300 156
4 2 5 1 0 6 5 6 1 2132 320 507
3 1 4 3 3 2 0 2 3 3 |24 240 1.38
3 4 5 4 4 2 3 6 2 1 |34 340 227
2 5 6 6 5 3 4 2 4 2|39 390 254
2 2 6 2 4 2 4 1 1 6 |30 3.00 356
4 1 2 0 2 3 7 4 4 2 ]29 290 3.88
1 3 4 2 1 2 2 2 3 3|23 230 0.90
3 3 2 2 5 4 2 3 6 4 |34 340 182
6 5 5 3 3 2 3 3 3 2 {35 350 1.83
3 4 1 4 3 4 4 3 3 4 |33 330 0.90
1 2 3 2 1 2 1 2 5 5 (24 240 227
4 2 3 1 5 8 5 5 2 1 |36 360 4.93
3 4 3 4 3 1 5 2 3 5 (33 330 157
2 2 2 6 4 5 3 2 2 0 {28 280 3.07
3 4 3 2 3 2 3 2 0 1 {23 230 134
2 0 1 2 2 5 6 4 2 2|2 260 3.38
1 2 4 2 3 3 4 0 3 4 |26 260 1.82
6 0 7 3 0 6 3 4 3 4 |3 3.60 5.60

1. Udregn g for hver stikprgve. Hvordan fordeler i sig omkring p?

2. Udregn dispersionsteststgrrelsen d for hver stikprgve. Hvordan 'ligger
veerdierne i forhold til x?/ f-fordelingen?

3. Man kan bevise, at en sum af nafthaengige Poissonfordelte stgrrelser er
Poissonfordelt med en parameter der er lig summen af parametrene.
Derfor kan man opfatte de 20 vaerdier i y.-sgjlen som 20 observationer
fra en Poissonfordeling med parameter 10u (= 31.4).

Udregn parameterestimatet og dispersionsteststgrrelsen for disse 20 ob-
servationer.

Opgave 2.3 (fortszettelse af Opgave 1.2)
1. Antag at der er udfgrt n cirklinger og at i netop y tilfeelde fandtes der
et skud inde i cirklen.

Hvordan skal man pé denne baggrund estimere A?
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Tabel 2.8: Opgave 2.4: Fordelingen af drenge fra to vandvarksdistrikter efter
antal DMF-tander.

y | antal drenge med y DMF-taender
gamle vv. hjeelpe-vv.
0 1
1 1
2 8 6
3 3 5
4 13 6
5 7 3
6 8 7
7 2 4
8 3
9 2 4
10 1
11
12
13 1

2. Hvis man skal kunne opdage ‘sjeldne plantearter med denne metode,
skal man nok bruge mere end 10 cirklinger.

Antag at man stadig bruger cirkler med areal a = 0.1m?%. Hvis en
plante vokser med en teethed pa ca. en pr. 5m? (dvs. A = 0.2m™?), hvor
mange cirklinger skal man da foretage for at veere 90% sikker pé at
opdage planten?

Tip: Opskriv fgrst sandsynligheden for at man i n cirklinger ikke opdager
planten. '

Opgave 2.4 (Fluor i drikkevandet)

Det menes at fluor i drikkevandet kan modvirke huller i tsenderne. I 1960-
erne foretog man en undersggelse af bgrns »tandstatus« og sammenholdt den
med koncentrationen af fluor-ioner i drikkevandet fra det lokale vandveerk.
Tabel 2.8 viser data fra to vandveerksdistrikter i Naestved. Man har bestemt
antal DMF-tender, dvs. teender med huller efter caries samt udtrukne og
plomberede teender, hos de 12-&rige drenge i de to distrikter. (Det kan i
gvrigt nevnes, at F~-koncentrationen ved det gamle vandvaerk var 1.9 ppm
og ved hjeelpevandveerket 1.2 ppm.)

Undersgg ved hjelp af en Poissonfordelingsmodel om der er en signifikant
forskel pa forekomsten af DMF-tander i de to vandvaerksdistrikter.







Kapitel 3

Multiplikative Poissonmodeller

I dette kapitel vil vi gennemgé et eksempel pé en sdkaldt multiplikativ Pois-
sonmodel. Modellen er ganske vist en smule mere indviklet end hvad der
hidtil er blevet praesenteret, men pa den anden side er det en type modeller
der benyttes en del. Derudover er eksemplet interessant p& den méde, at man
tilsyneladende kan n& frem til modstridende konklusioner, blot ved at sndre
en smule pa fremgangsmaden ved analysen af modellen.

3.1 Det gennemgaende eksempel:
Lungekraeft i Fredericia

I midten af 1970-erne var der en stgrre debat om, hvorvidt der var seerlig
stor risiko for at f& lungekraeft nir man boede i byen Fredericia. Grunden til
at der kunne veere en stgrre risiko var, at der i Fredericia var en betydelig
maengde luftforurenende industri, som tilmed 14 midt inde i byen. For at
kunne afggre spgrgsmalet indsamlede man data om lungekraefthyppigheden
i perioden 1968-71, dels i Fredericia, dels i byerne Horsens, Kolding og Vejle.
De tre sidste byer skulle tjene $om sammenligningsgrundlag, idet det var byer
af nogenlunde samme art som Fredericia, pAnaer den misteenkte industri.

Lungekreeft opstdr tit som et resultat af daglige pavirkninger af skadelige
stoffer gennem mange &r. En eventuel stgrre risiko i Fredericia kunne mé-
ske derfor vise sig ved at lungekraeftpatienterne fra Fredericia var yngre end
dem fra kontrolbyerne, og det er under alle omstaendigheder tilfzeldet, at lun-
gekraeft optreeder med meget forskellig hyppighed i forskellige aldersklasser.
Det er derfor ikke nok at se p& totalantallene af lungekraefttilfeelde, man skal

31
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Tabel 3.1: Lungekrafttilfelde i fire byer fordelt pa aldersklasser.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding Vejle | ialt
40-54 11 13 4 5 33
55-59 11 . 6 8 7 32
60-64 11 15 7 10 43
65-69 10 10 11 14 45
70-74 11 12 9 8 40
75+ 10, 2 12 7 31
ialt 64 58 51 51 224

Tabel 3.2: Antal indbyggere i de forskellige aldersklasser i de fire byer.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding  Vejle ialt
40-54 3059 2879 3142 2520 11600
55-59 800 1083 1050 878 3811
60-64 710 923 895 839 - 3367
65-69 581 . 834 702 631 2748
70-74 509 634 535 539 2217
75+ 605 782 659 619 2665
i alt 6264 7135 6983 6026 26408

se pd antallene af tilfelde i forskellige aldersklasser. De foreliggende tal er
vist i Tabel 3.1. Da antallene af lungekraefttilfzelde i sig selv ikke siger noget
s&leenge man ikke kender risikogruppernes stgrrelse, ma man ogsi rapportere
antal indbyggere i de forskellige aldersklasser og byer, se Tabel 3.2.

Det der nu er statistikerens opgave er, at beskrive tallene i Tabel 3.1 ved hjalp
af en statistisk model hvori der indgir nogle parametre der i en passende
forstand beskriver risikoen for at f4 lungekreft n&r man tilhgrer en bestemt
aldersgruppe og bor i en bestemt by. Endvidere ville det vaere formalstjenligt,
hvis man kunne udskille nogle parametre der beskrev »byvirkninger« (dvs.
forskelle mellem byer) efter at man p4 en eller anden made havde taget hgjde
for forskellene mellem aldersgrupperne.

!Tallene i Tabel 3.1 og 3.2 er citeret efter E: B. Andersen (1977): Multiplicative Poisson
models with unequal cell rates. Scand. J. Statist. 4, 153-158.
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3.2 Modelopstilling

Den statistiske model skal ikke modellere variationen i antallet af indbyggere
i de forskellige byer og aldersklasser, s& derfor vil vi anse disse antal for
givne konstanter. Det er antallene af lungekrzefttilfazlde der skal opfattes
som observerede verdier af stokastiske variable, og det er fordelingen af disse
stokastiske variabel der skal specificeres af den statistiske model.

Vi indfgrer noget notation:

yi; = antal tilfeelde i aldersgruppe i i by j,
ri; = antal personer i aldersgruppe 41 by j,

hvor 7 = 1,2, 3, 4, 5,6 nummererer aldersgrupperne og j = 1,2, 3,4 numme-
rerer byerne. Observationerne y;; opfattes som observerede vardier af stoka-
stiske variable Y;;.

Inspireret af Kapitel 1 kunne man foresl4, at Y;; skulle veere Poissonfordelt
med en parameter p;; der athaenger af aldersgruppe og by (modellen skal ikke
indeholde observationsperiodens laengde, da denne er konstant lig 4 &r). Hvis
vi skriver p;; som p;; = Ayj - 735, s& kan intensiteten A;; fortolkes som »antal
lungekreaefttilfzelde pr. person i aldersgruppe 7 i by j i den betragtede firedrs-
periode«, dvs. A er den alders- og byspecifikke cancer-incidens. Endvidere vil
vi' gd ud fra, at de enkelte Y;-er er stokastisk uafhangige. Grundmodellen
bliver siledes

De stokastiske variable Y;; er stokastisk uaftheengige og Poissonfor-
delte, sdledes at Y;; har parameter A;;r;;, hvor Aj;-erne er ukendte
positive parametre.

Det er let nok at estimere parametrene i grundmodellen. Eksempelvis esti-
meres intensiteten Ay for 55-59-arige i Fredericia til 11/800 = 0.014 (dvs.
0.014 tilfaelde pr. person pr. 4 ar). Den generelle opskrift er X—i]’ = Yi;[Tij-
Nu var det jo tanken, at vi gerne ville kunne komme til at sammenligne byerne
efter at vi havde taget hgjde for deres forskellige aldersfordelinger, og det kan
ikke uden videre lade sig ggre i grundmodellen. Derfor vil vi undersgge, om
det lader sig ggre at beskrive data med en anden model hvori A;; er spaltet
op i et produkt «; B; af en aldersvirkning o; og en byvirkning (;. Hvis dette
lader sig ggre er vi heldigt stillede, for si kan vi sammenligne byerne ved at
sammenligne byparametrene §;.

Vi vil derfor i fgrste omgang teste den statistiske hypotese

Ho . ’\U = O.’i,Bj
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hvor o4, ag, O3, o, 05, O, B1, B2, B3, Bs er ukendte parametre. (Mere ud-
fgrligt lyder hypotesen: Der findes parametre o, ag, as, a4, s, as, b1, Ba,
B3, B4 siledes at der for by j og aldersgruppe 7 geelder, at lungekraeftrisikoen
\i; fas som \;; = o ;. — Hypotesen Hj specificerer en multiplikativ model,
fordi aldersparametre og byparametre indgdr multiplikativt.

En detalje vedrgrende parametriseringen

Der er det szrlige ved parametriseringen af modellen under Hy, at den ikke
er injektiv. At en parametrisering er injektiv betyder, at forskellige parame-
terseet giver forskellige udgaver af modellen.

De 10 parametre a;, a3, a3, 04, O5, Qg, /81) /B2a /63) /34 lndgé‘r udelukkende i mo-
dellen via produkterne o;3; (= A;;). Antag nu at to parametersaet

(ah g, O3, Oy, Ot5, g, /6171327 1631 184)

g
(o1, 03, 03, 0, 05, o, B, B3, B3, B3)

giver anledning til de samme produkter, dvs. antag at ,
af; = o - (3.1)
for alle 7 og j. S& gaelder ogsd
el = BB (3.2)

for alle 7 og j. Da hgjresiden af formel (3.2) ikke involverer ¢, s& kan venstre-
- siden heller ikke afhzenge af i, det vil sige der findes en konstant ¢ slledes at
a;/o; = ¢ og dermed '

for alle i. Videre er 8;/8; = a;/af = c, det vil sige
B; = cb;

for alle j. Parametersaettet (af, 3, o3, o, @, o5, 85, B3, B3, 6f) ma altsd ngd-
vendigvis vaere af formen

(o1, 03, 03, o, 05, o, B7, B3 B3, i)
Q1 Gy Q3 (4 Qg Qg
= (?a_c_a?,’?,_c‘,’_c'—acﬂl,cﬂ%cﬁ&cﬂtl) (33)
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hvor ¢ er en positiv konstant. Omvendt gzlder ogsa, at hvis det stjernede
parameterszt er defineret ved formel (3.3), s& vil formel (3.1) veere opfyldt.
Hermed har vi faet klarlagt dels at parametriseringen ikke er injektiv, dels
hvilke parametersat der giver den samme model.

De 10 parametre skal palaegges ét band for at f3 en injektiv parametrisering.
Et sddant band kan vere at a; = l ellerat oy +ay + ... + ag = 1 eller at
a1y . ..as = 1 (eller det tilsvarende for §) osv.

I det aktuelle eksempel vil vi benytte betingelsen 8, = 1, dvs. vi definerer
at parameteren for Fredericia skal vare lig 1. Med denne betingelse er pa-
rametriseringen injektiv, for hvis bade (i og 8; = c¢f skal veere 1, sd mé ¢
ngdvendigvis veere lig 1.

Samtidig noterer vi, at der er 10 — 1 = 9 forskellige parametre at estimere.

3.3 Estimation i den multiplikative model

I den multiplikative model lader det sig ikke ggre at opskrive simple ud-
tryk for estimaterne, man er henvist til at benytte numeriske metoder for
at bestemme talveerdierne i de konkrete tilfeelde. En datamat med noget or-
dentligt statistikprogrammel vil uden videre kunne levere estimaterne, men
hvis man foretraekker at gi ud fra de grundlseggende principper og foretage
udregningerne med handkraft/lommeregner er det faktisk heller ikke seerlig
besvearligt. Det skal vi se p4 de naeste sider.

Parametersaettet (o, oy, s, a4, as, 0, B1, B2, P, B1) (med den bibetingelse at
B1 = 1) skal ifglge de seedvanlige principper bestemmes s det maksimaliserer
likelihoodfunktionen. I grundmodellen er likelihoodfunktionen

4

6
H H )\ng"L] eXp(_)\isz’j)

i=1 j=1
= konstant - HHA”” exp(—Xi;7ij).
i=1 j=1

Néar vi her erstatter \;; med o;3; far vi hkehhoodfunktionen under Hy:

6 4
Ly = konstant-HHaf‘jﬁ;’” exp(—a;B;Ti;)

i=1 j=1

- snss ([T ([ o - 55

i=1 i=1 j=1
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36. .

Vi skal bestemme det parameterset (&, a,, G, G, Gs, Gs, 1, B, B3, Ba) der
maksimaliserer Ly. Vi vil dog benytte log-likelihoodfunktionen In L i stedet:

6 4 4
InL, = konstant + (Z yi- In ai) + (Z y-;In ﬁj) - Z Z 0 7i5-
j:]_ =1 .=

=1

Opgaven at maksimalisere In Ly lader sig ikke lgse sddan lige uden videre,
og man mé& derfor inddrage den generelle matematiske teori for, hvordan
.man maksimaliserer en funktion af mange variable. Hvis In Ly havde veeret
" en funktion af én variabel 8, s& kunne man (under visse omstaendigheder)
bestemme maksimumspunktet 8 som l#sningen til »likelihoodligningen « '

d: -
E—o-ln Lo = 0.
Tilsvarende kan maksimumspunktet (@, @, a3, d4, s, &, 1, B2, B3, fa) for

den aktuelle log—hkehhoodfunktlon bestemmes som lgsning til »likelihood-
ligningerne«

'a_aIlnLO
72— 1n Ly
%mz:o
53—41nL0
3?751nL0
a%slnLo
s
o
%5, nlLg
ilrlLo

-

~

OO0 000 00 oD

©

J

Her er eksempelv1s 2_1n Ly den sékaldte partielle afledede af In Ly med hen-
syn til ag, dvs. den aﬂedede af In Ly med hensyn til aip nér de gvrige variable
holdes fast, — man finder at

4
— Yo
80(2 lnLO = 52— - Zﬂjr% .
=1

Deraf ses, at ligningen % In Ly = 0 er ensbetydende med at

Ya-

= ) 4 .
> B
j=1

0]
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Hvis man p8 samme made lgser alle de gvrige ligninger i (3.4), fAr man at
fglgende relationer skal veere opfyldt:

o = 4, i€{1,2,3,4,56) (3.5)
>_Biri
=1

4 = w2—, {1,234 (3.6)

6
E CYiTij
=1

og stadig
' p = L

I ligningerne (3.5) og (3.6) er y-erne og r-erne kendte tal og a-erne og (-erne
de ubekendte. Man kan ikke lgse ligningerne eksplicit, dvs. man kan ikke
opskrive en lgsning af formen »estimaterne over o og 8 = en kendt funktion
af y-erne og r-erne«. I stedet er man henvist til at bestemme en numerisk
lgsning iterativt, for eksempel ved brug af fslgende algoritme:

1. Velg startveerdier for G;, 03 og B4 (61 = 1).
2. Indseet B-vaerdierne i (3.5) og fa derved (a1, o, ..., 0g).
3. Indsaet a-vaerdierne i (3.6) og f& derved (81, B2, O3, B4).

4. Justér [-veerdierne sd f; = 1, dvs. erstat de beregnede verdier med
(525 5
P B B B
5. Du har nu gennemfgrt et iterationstrin. Du kan s enten gé tilbage til
punkt 2, eller du kan slutte.

Man vil almindeligvis vaelge at slutte hvis enten det samlede antal iteration-
strin er blevet for stort eller parameterestimaterne nasten ikke har sndret
sig siden forrige iterationstrin. — Den metode prgver vi:

Som startveerdi veelges (81, 02, 85, Bs) = (1,1,1,1) svarende til at byerne er
ens. Skridt 2 leverer vardierne

oy = 0.0028
ay = 0.0084
as = 0.0128 -
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Qy
Qs
Qg
Skridt 3 leverer et szt nye j-er:
b
Do

B
B

0.0164
0.0180
0.0116.

1.2779
0.9187
0.8814
0.9733.

Skridt 4 bestar i at dividere hver af de fundne S-veerdier med 1.2779 hvorved

fas
B
B2

B
Ba

1
0.7189
0.6897
0.7616.

Saledes fortsaettes et par gange indtil vaerdierne (med ca. tre betydende cifre)
har stabiliseret sig. De p& denne méde bestemte estimater er

Il

0.0036
0.0108
0.0164
0.0210
0.0229
0.0148
1
0.719
0.690
0.762.

3.4 Den multiplikative models beskrivelse af

data -

Efter at have bestemt de bedste estimater over a-erne og S-erne skal vi nu
beskaftige os med, hvor god en beskrivelse de faktisk giver af datamaterialet.
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Formelt bestar opgaven i at teste multiplikativitetshypotesen Hy, og dette

gores som sadvanlig med et kvotienttest: Man udregner —21n @, hvor

LO(al’ a2) a3’ a4’ a5, aﬁ, 1) :62) :33a 134)
L(A11, M2y - . -, Aes, Aea)

Sma vaerdier af @ eller store veerdier af —21n @ er signifikante, dvs. de tyder
pad at Hp ikke giver en tilstraekkelig god beskrivelse af data. For at afggre
om —21n Qs €r signifikant stor skal vi se p4 testsandsynligheden €, som er
sandsynligheden for at f3 en veerre —2In Q-veerdi forudsat at Hy er rigtig:

e = Po(—2InQ > —21nQops) -

Nar Hj er rigtig, er —21n ) med god tilnzermelse x3-fordelt med f=24-9=
15 frihedsgrader.? Det betyder at testsandsynligheden kan bestemmes som

£ = P(X%s > —2In Qobs) .

Q-_—

Udtrykket for kvotientteststgrrelsen ) kan omformes saledes:
6 4 '

1111 (aiﬁj> " exp(—&;Bjr;)
Q — i=1 j=61 -
H/):i’]” exp(—AyTi;)
=1 j=1

6 . &3 Yij 4 R 6 4

= HH ( ,)\f ’) exp (—ZZazﬂjr” +sz\”r”)
i=1 j=1 ij i=1 j=1 i=1 j=1
6 az,@n] Yij 6 4 . 6 4

= HH " exp —Zzai,@jru +Zzyu
i=1 j=1 © - i=1 j=1 i=1 j=1

hvor g;; = aiﬁjlrij er det forventede antal lungekraefttilfzelde i aldersklasse 4
iby j. '

6 4 : ‘
Der gzlder at det totale forventede antal Z Z Yi; er lig det totale obser-
i=1 j=1

6 4
verede antal y.. = Z Z Yij, fordi da estimaterne opfylder ligningerne (3.5)

i=1 j=1

Tilnzrmelsen er som sedvanlig god nok nar de forventede antal alle er mindst fem.
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Tabel 3.3: Estimerede alders- og byspecifikke lungekraftintensiteter i perioden
1986-71 under forudsatning af den multiplikative Poissonmodel. Vardierne er
antal pr. 1000 indbyggere pr. 4 &r.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding Vejle
40-54 3.6 2.6 2.5 2.7
55-59 10.8 7.8 7.5 8.2
60-64 - 16.4 11.8 11.3 12.5
65-69 21.0 15.1 14.5 16.0
70-74 22.9 16.5 15.8 17.4
75+ 14.8 10.6 10.2 11.3

og (3.6) pa side 37, sa er

Ui o= QiBjry; = —J— Birij = Yo ———

hvoraf ) . -~
=~ Birij
Zyz = yz'z i = Y,
= S By
=1
og dermed

og dermed er

—21HQ = QZZywlngﬂ
i=1 j=1 Vi

Som led i beregningerne af 7; f s udregnes de estimerede alders- og by-specifikke
lungekraftintensiteter azﬂj Verdierne af 1000azﬁ3, dvs. de forventede antal
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Tabel 3.4: De forventede antal 5;; af lungekraefttilfalde under den multiplikative
Poissonmodel.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding  Vejle i alt
40-54 11.01 7.45 7.80 6.91 33.17
55-59 8.64 8.41 7.82 7.23 32.10
60-64 11.64 10.88 10.13 10.48 43.13
65-69 12.20 12.59 10.17 10.10 45.06
70-74 11.66 10.44 8.45 9.41 39.96
75+ 8.95 - 8.32 6.73 6.98 30.98
i alt 64.10 58.09 51.10 51.11 224.40

tilfaelde pr. 1000 indbyggere, ses i Tabel 3.3. Selve de forventede antal ¥;; i de
forskellige byer og aldersklasser ses i Tabel 3.4. Indszttes tallene fra Tabel 3.1
og Tabel 3.4 i udtrykket for —21In @, fir man —21n Qs = 22.6 (men se dog
ogsd Afsnit 3.9, blandt andet Figur 3.1!). [ x?>-fordelingen med f = 24—9 = 15
frihedsgrader er 90%-fraktilen 22.3 og 95%-fraktilen 25.0. Den opndede vaerdi
—21In Qops = 22.6 svarer altsd til en testsandsynlighed ¢ p& godt 5%, og der
er dermed ikke alvorlig evidens imod modellens brugbarhed. Vi tillader os
at g& ud fra, at modellen faktisk er anvendelig, dvs. at lungekreftrisikoen
afhenger multiplikativt af by og alder. '

Hermed er vi néet frem til en statistisk model der beskriver data ved hjeelp
af nogle by-parametre og nogle alders-parametre, men uden parametre der
svarer til en vekselvirkning mellem by og alder. Det betyder, at den forskel
der er mellem byerne er den samme for alle aldersklasser, og at den forskel der
er mellem aldersklasserne er den samme i alle byer. Nar vi skal sammenligne
byerne kan vi derfor ggre det ved udelukkendé at betragte S-erne.

3.5 Ens byer?

Det hele gar ud pa at vurdere om der er nogen signifikant forskel p& byerne.
Hvis der ikke er nogen forskel, s& ma byparametrene vere ens, dvs. §; =
By = B3 = B4, 0g da B1 = 1, md den felles veerdi veere 1. Derfor vil vi teste
den statistiske hypotese '

H1: ﬂ1=ﬁ2:ﬂ3:ﬂ4_—:1.
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Hypotesen skal testes i forhold til den aktuelle grundmodel Hy, s& teststgr-
relsen bliver

T 2 a aaa
Ll(al>a2703,a4,05,6¥6)

Q = P N N o~ s o I
Lo(@i1, 02, O3, Qs Gis, Gig, 1, B2, P35 Pa)
hvor
Li(o,a0,...,08) = Lo(ay,00,...,081,1,1,1)
er likelihoodfunktionen under H;, og hvor &, Qs, . . ., &g er estimaterne over
oy, Qy, . .., 06 under Hy, dvs. &y, 4, . .., &g maksimaliserer L.

Likelihoodfunktionen L; kan omskrives til et produkt af seks funktioner, hver
med sit a:
6 4

Li(o,ay,...,a8) = konstant~HHaf‘j exp(—ayry;)

1=1 j=1
A .

= konstant - Haﬁ’”'vexp(—am-) .
i=1

Maksimaliseringsestimatet findes derfor til a; = Y alvaerdierne bliver
Tie

l

33/11600 = 0.002845

6%

&, = 32/3811 = 0.00840
a; = 43/3367 = 0.0128
&, = 45/2748 = 0.0164
as = 40/2217 = 0.0180
& 31/2665 = 0.0116.

Kvotientteststgrrelsen omskrives siledes:
Ll(ala O, O3, Oy, Os, a6)

Lo(Qiy, 0o, i3, Qy, O, O, 1, B2, B3, Pa)

6 4
T avis 2
H H a; exp(—a;ri;)

Q::

- 1=1 j=1
T 6 4
~ Yij ~
II (aiﬁj) exp(—&if;ris)
i=1 j=1
6 4 5 Yij 6 4 6 4
— i = ~
- (%) o(-XT0+230).
i=1j=1 \ V¥ i=1 j=1 i=1 j=1
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Tabel 3.5: De forventede antal‘@j af lungekrafttilfelde under antagelsen om
at der ikke er forskel p& byerne.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding Vejle Cialt
40-54 8.70 8.19 8.94 7.17 33.00
55-59 6.72 9.10 8.82 7.38 32.02
60-64 9.09 11.81 11.46 10.74 43.10
65-69 9.53 13.68 11.51 10.35 45.07
70-74 9.16 11.41 9.63 9.70 39.90
75+ 7.02 9.07 7.64 7.18 30.91
i alt 50:22 63.26 58.00 52.52 224.00

hvor ;; = ai)gj'f‘ij (som hidtil) og ;y:ij = Em.j_

6 4 6 4 6 4
Da D D 05=D_ D> By=2 ) vser

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
6 ‘;j Yij
= 7y
Q h HH (g..)
i=1 j=1 RY
og dermed
. 6 4 A..
—2InQ = 2 yijln 2L
i=1 j=1 Yij

Store veerdier af —21n @ er signifikante. Man skal sammenholde —2In @) med
x2-fordelingen med f = 9 — 6 = 3 frihedsgrader.

De forventede tal er vist i Tabel 3.5. Indsattes veerdierne fra Tabel 3.1,
Tabel 3.4 og Tabel 3.5 i udtrykket for —2In @, fas —2In Qs = 5.67 (men
se dog ogs& Afsnit 3.9, blandt andet Figur 3.2!). I x2-fordelingen med f =
9—6 = 3 frihedsgrader er 80%-fraktilen 4.64 og 90%-fraktilen 6.25, saledes at
testsandsynligheden e er naesten 20%. De foreliggende observationer er altsé
fint forenelige med hypotesen H; om at der ikke er nogen forskel pa byerne.
Sagt pA en anden méide, der er ikke nogen signifikant forskel pd byerne.

3.6 En anden mulighed

Det er sjeeldent tilfzeldet, at der er én bestemt méde at undersgge en praktisk
problemstilling p4 ved hjalp af en statistisk model og en statistisk hypotese.
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Det aktuelle spgrgsmal, om der er en gget risiko for lungekreeft ved at bo i
Fredericia, blev i forrige afsnit belyst ved at vi testede hypotesen H; om ens
byparametre. Det viste sig at H; kunne accepteres, og man kan siledes sige
at der ikke er nogen signifikant forskel pa de fire byer.

Nu kan man ogsd. angribe problemet p4 en anden méde. Man kan sige at det
hele drejer sig om at vurdere, om det er farligere at bo i Fredericia end i en
af de tre gvrige byer. Dermed er det indirekte forudsat, at de tre gvrige byer
er stort set ens, hvilket man bgr teste. Man kunne derfor anlegge faigende
strategi for formulering og test af hypoteser:

1. Vi gar stadig ud fra den multiplikative Poissonmodel Hy som grund-
model. ~

2. Fgrst undersgges om det kan antages at de tre byer Horsens, Kolding
og Vejle er ens, dvs. vi skal teste hypotesen

Hzi B2 = B3 = B4 .

3. Hvis H, bliver accepteret, er der et fzlles niveau kaldet 3y for de tre
»kontrolbyer«. Vi kan derefter sammenligne Fredericia med dette falles
niveau ved at teste om f; = fB;. Da Sy pr. definition er lig 1, er den
hypotese der skal testes :

H3 : ,80 =1.
Sammenligning af de tre kontrolbyer

Vi skal teste hypotesen Hy : f; = (3 = (B4 om ens kontrolbyer'i forhold til
den multiplikative model Hy. Det ggres med et kvotienttest

LZ(&la&Z) .. 'adG)IB)

QR = — — =,
LO(aly Q2, ..., 06, 1, /82a :83) 134)
hvor
L2(OZ1, Qo, ..., g, B) = L()(Ofl, 0,...,0, 1;:@1 /6) IB)
er likelihoodfunktionen under H,, og &;, &2, . . ., G, B er maksimaliseringses-

timaterne under Hs.

N&r H; er rigtig, er —21n @ med god tilnsermelse y2-fordelt med f = 9—7 = 2
frihedsgrader.
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Tabel 3.6: De forventede antal §;; af lungekraefttilfzelde under Ho.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding  Vejle ialt

40-54 10.95 7.44 8.12 6.51 33.02
55-59 8.64 8.44 8.19 6.85 32.12
60-64 11.64 10.93 10.60 9.93 43.10
65-69 12.20 12.65 10.64 9.57 45.06
70-74 11.71 10.53 8.88 8.95 40.07
75+ 8.95 8.36 7.04 6.61 30.96
i alt 64.09 58.35 53.47 48.42 224.33

Modellen H, svarer til en multiplikativ Poissonmodel med to byer (nemlig
Fredericia og resten) og seks aldersklasser, og der er derfor ingen principielt
nye problemer forbundet med at estimere parametrene under H,. Man finder

& = 0.00358

& = 0.0108

&3 = 0.0164

ay = 0.0210

as = 0.0230

ag = 0.0148

B o= 1

Bo = 0.7220. -

Endvidere bliver
6 4 ~
—2In@Q = 222%1111@,

i=1 j=1 K

hvor ¥;; = aiBjTij, se Tabel 3.4, og-

Uil = Q4Tq
g],-j = &zﬁo s j= 2,3,4.

De forventede antal J;; ses i Tabel 3.6. Nir man indsatter verdierne fra
Tabel 3.1, Tabel 3.4 og Tabel 3.6 i det netop fundne udtryk for —21n @,
fas —2InQops = 0.40, der skal sammenholdes med x2-fordelingen med
f =9 —7 = 2 frihedsgrader (men se dog ogsd Afsnit 3.9, blandt andet
Figur 3.3). I x2-fordelingen med f = 2 frihedsgrader er 20%-fraktilen 0.446,
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s& testsandsynligheden er altsi godt 80%, og det betyder, at H, er udmeerket
forenelig med de foreliggende data. Vi kan altsd udmerket tillade os at g
ud fra, at der ikke er nogen signifikant forskel mellem de tre byer.

Herefter kan vi g over til at teste Hs, som gir ud pa, at alle fire byer er
ens, og at der er de seks forskellige aldersgrupper med hver sin parameter o;.
Under forudsatning af H; er H; identisk med hypotesen H, fra tidligere, s&
estimaterne over aldersparametrene er &, as, . .., Qg fra side 42.

I denne omgang skal vi teste H3 (= H;) 1 forhold til den nu gaeldende grund-
model Hy. Teststgrrelsen er —21n @), hvor

0 = D@udn..8) | Lo@1Ba.. 861110
Ly(6y, 6o, . . ., &g, Bo) Lo(64, @&, . .., Gs, 1, Bo, Bo, Bo)

der let omformes til

6 g} Yij
HH (g ) ’
i=1 j=1

si at

6 4

—2InQ = 222%1111%].

’L_].] 1

Store veerdier af —21n Q) er signifikante. Nar Hj er rigtig, er —21n Q) med god
tilneermelse?® y?-fordelt med f = 7 — 6 = 1 frihedsgrad.

Ved at indsaette vaerdierne fra Tabel 3.1, Tabel 3.5 og Tabel 3.6 i det seneste
udtryk for —2InQ, fas —2In Qqps = 5.27. I x?-fordelingen med 1 friheds-
grad er 97.5%-fraktilen 5.02 og 99%-fraktilen 6.63, s& testsandsynligheden er
omkring 2%. P4 det grundlag vil man almindeligvis forkaste hypotesen Hj
(= H;). Konklusionen bliver alts3, at der ikke er signifikant forskel pd lunge-
krefthyppigheden i de tre byer Horsens, Kolding og Vejle, hvorimod Fredericia
har en signifikant anderledes lungekrefthyppighed.

Den relative lungekrafthyppighed i de tre ens byer i forhold til Fredericia esti-
meres til By = 0.7, s& lungekraefthyppigheden i Fredericia er alts& signifikant
stgrre.

Se det var jo en paen og klar konklusion, der blot er stik modsat den vi néede
frem til p4 side 43!

3forudsat at de indgdende forventede antal er mindst fem.
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Tabel 3.7: Oversigt over den fgrste fremgangsmade.

| Model/Hypotese | —2mQ| f e |
M: vilkarlige parametre

. 24-9= 9
H:  multiplikativitet 22.65 | 24-9=15 | godt 5%
M:  multiplikativitet
H: fire ens byer

567! 9-6= 3 ca. 20

3.7 Sammenligning af de to fremgangsméader

Vi har benyttet to forskellige fremgangsmader, der kun var en smule for-
skellige men gav helt forskellige resultater. De to fremgangsmader er begge
opbygget over fglgende skema:

1. Find en passende grundmodel.

2. Formuler en hypoteée der giver en forsirhpling af den aktuelle grund-
model.

3. Test hypotesen i forhold til den aktuelle grundmodel.

4. (a) Hvis hypotesen accepteres, sd har vi derved fiet en ny aktuel
grundmodel (nemlig den gamle med de simplifikationer som den
accepterede hypotese giver).

Fortseet da med punkt 2

(b) Hvis hypotesen forkastes, s& slut. Data beskrives da ved den senest
anvendte grundmodel.

Begge de anvendte fremgangsméder tog udgangspunkt i den samme Pois-
sonmodel, de adskiller sig udelukkende ved valgene af hypoteser i punkt 2.
Tabel 3.7 og Tabel 3.8 giver oversigter over de to fremgangsméder.

I den forste fremgangsmade tages skridtet fra den multiplikative model til
»fire ens« pd én gang, hvilket giver en teststgrrelse pd 5.67, som, da den kan
fordeles p4 3 frihedsgrader, ikke er signifikant. I den anden fremgangsméde
spalter vi op i

1. multiplikativitet — »tre ens«, og

2. wtre ens« — »fire ens«,
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Tabel. 3.8: Oversigt over den anden fremgangsméade.

Model /Hypotese | —2InQ f £
vilk8rlige parametre
multiplikativitet -
multiplikativitet

de tre byer ens

de tre byer ens

de fire byer ens

22.65 | 24-9=15 | godt 5%

0.40 |- 9-7= 2 | godt 80%

T LT

27T | 7-6=1 ca.?2

og det viser sig si, at de 5.67 med 3 frihedsgrader spaltes op i 0.40 med
2 frihedsgrader og 5.27 med 1 frihedsgrad, hvoraf den sidste er temmelig
signifikant.

Det kan undertiden vaere hensigtsmaessigt at foretage en sddan trinvis test-
ning. Man bgr dog ikke straebe efter at spalte op i s& mange tests som muligt,
men kun teste hypoteser der er rimelige i den foreliggende faglige sammen-
heng. '

3.8 Om teststgrrelser

Laseren vil maske have bemarket visse falles traek ved de —21n Q-udtryk
der forekommer i dette kapitel. De er alle af formen '

Modellens forventede antal

—21n = 2 bs.antal - In
@ Z obs-anta Hypotesens forventede antal

og er (tilneermelsesvis) x2-fordelt med et antal frihedsgrader som er »det
reelle antal parametre under modellen« minus »det reelle antal parametre
under hypotesen«. Dette galder faktisk helt generelt® nir man tester hypo-
teser om Poissonfordelte observationer. :

3.9 Om beregninger

Veerdierne af de forskellige estimater og teststgrrelser i det foregdende er alle
udregnet med »handkraft«, dvs. ved brug af papir og blyant og en almindelig

4under forudsatning af at summen af de forventede antal er lig summen af de observe-
rede antal.
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lommeregner. Undervejs er der i mellemregningerne foretaget afrundinger af
tallene; i den multiplikative model er for eksempel d-erne afrundet til fire
decimaler og S-erne til tre decimaler efter kommaet (side 38), disse afrundede
veerdier er benyttet ved udregning af de forventede antal, og de forventede
antal benyttes ved udregning af —2In (). Afrundingsfejlene vili et vist omfang
forplante sig til teststgrrelsen —21In Q.

Man kan forsgge sig med at lade en computer (med et passende statistikpro-
gram) foretage udregningerne. Computeren laver ganske vist ogsd afrundinger
undervejs, men den regner med flere betydende cifre end den »typiske« per-
son gider ggre, og ofte er den ogsd programmeret til at foretage beregningerne
p& en sddan méade at afrundingsfejl fAir mindst mulig betydning.

Vi vil derfor ogsé vise, hvad der kommer ud af at lade et »typisk« statistikpro-
gram (nemlig StatUnit (Tue Tjurs Turbo Pascal unit til statistisk analyse))
foretage udregningerne, se Figur 3.1 — 3.3. I udskrifterne vil estimater og for-
ventede veardier blive udskrevet med samme antal decimaler som de tidligere
resultater. '
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StatUnit.FitLogLinear

Dependent variable TILFELDE.
Offset variate LOGR.

Model terms
BY :
ALDER

24 observations, 9 parameters estimated.
-2log(Likelihood) = 23.4475
Likelihood ratio test against full model
P[ ChiSquare(15) > -2log(Likelihood) ] = 0.075090

Estimerede parametre:

Horsens: 0.719
Kolding: 0.690
Vejle: 0.762
Fredericia: 1.000
40-54: 0.0036
556-59: 0.0108
60-64: 0.0164
65-69: 0.0210
70-74: 0.0229
75+ : 0.0148
Forventede antal:
Horsens Kolding Vejle Fredericia
40-54: 10.95 7.41 7.76 6.87
55-59: 8.62 8.38 7.80 7.20
60-64: 11.61 - 10.85 10.09 10.45
65-69: 12.19 12.58 10.16 10.08
70-74: 11.67 10.45 8.46 9.41
75+ ' 8.96 8.33 6.73 6.98

Figur 3.1: Den multiplikative model: Udskrift fra StatUnit.
Estimaterne er de samme som tidligere (side 38), de forventede antal er ikke
‘identiske med dem i Tabel 3.4, og —21n @ bliver nu 23.4475 mod tidligere 22.6.
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StatUnit.FitLogLinear

Dependent variable TILFELDE.
Offset variate LOGR.

Model terms
ALDER

24 observations, 6 parameters estimated.
-2log(Likelihood) = 28.3065
Likelihood ratio test against full model
P[ ChiSquare(18) > -2log(Likelihood) ] = 0.057541
Estimerede parametre:

40-54: 0.002845

55-59: 0.00840

60-64: 0.0128

65-69: 0.0164

70-74: 0.0180

75+ : 0.0116

Forventede antal:

Horsens Kolding Vejle Fredericia
40-54: 8.70 8.19 8.94 7.17
55-59: 6.72 9.09 8.82 7.37
60-64: 9.07 - 11.79 11.43 10.71
65-69: 9.51 13.66 11.50 10.33
70-74: 9.18 11.44 9.65 9.72
75+ : 7

.04 9.10 7.67 7.20

StatUnit.TestModelChange

3 parameters removed
-21log(Q) = 4.8590
P[ ChiSquare(3) > -2log(Q) 1 = 0.182414

e e e e e e e e e et s R S o kY — = — —

Figur 3.2: Hypotesen H; om ens byer: Udskrift fra StatUnit.
Estimaterne er de samme som tidligere (side 42), de forventede antal er jkke
identiske med dem i Tabel 3.5, og —21nQ bliver nu 4.8590 mod tidligere 5.67.
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StatUnit.FitLogLinear

Dependent variable TILFELDE.
Offset variate LOGR.

Model terms .
FRCIA
ALDER

24 observations, 7 parameters estimated.
- -2log(Likelihood) = 23.7001
Likelihood ratioc test against full model
P[ ChiSquare(17) > -2log(Likelihood) ] = 0.127816
Estimerede parametre:

40-54: 0.00358

55-59: 0.0108
60-64: 0.0164
65-69: 0.0210
70-74: * 0.0230
75+ : 0.0148

@Pvrige byer: 0.7220
Forventede antal:

Horsens Kolding Vejle Fredericia
40-54: 10.94 7.44 8.11 6.51
55-59: 8.61 8.41 8.16 6.82
60-64: : 11.62 10.90 10.57 9.91
65-69: 12.19 12.63 10.63 9.56
70-74: 11.69 10.51 8.87 8.94
75+ : 8.96 8.37 7.05 6.62

StatUnit.TestModelChange

2 parameters removed
-2log(Q) = 0.2526
P[ ChiSquare(2) > -2log(Q) ] = 0.881352

Figur 3.3: Hypotesen H; om at de tre kontrolbyer er ens: Udskrift fra StatUnit.
Estimaterne er de samme som tidligere (side 45), og de forventede antal er ikke
identiske med dem i Tabel 3.6, og —21n @ bliver nu 0.2526 mod tidligere 0.40.
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