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Abstrakt

En velkendt halvmikroskopisk model (EME) af underafkglede vaesker base-
ret pa regionsantagelsen og masterligningen opstilles fra et faenomenologisk
afseet. EME diskuteres i sammenligning med termiske relaksationsforsgg.
Et nyttigt udtryk for den frekvensafhaengige varmekapacitet udledes. Mo-
dellen fitter middelrelaksationsfrekvensens temperaturafthangighed for svage
vaesker, men kan ikke samtidigt fitte formen pa den frekvensafhzengige varme-
kapacitet. En mere generel model EVME, som kan sammenfatte mekanisk og
termisk relaksation foreslds og undersgges i lyset af nye malinger. Modellen
kan simulere en forskydning imellem mekaniske og termiske relaksationsti-
der, som observeres eksperimentelt. Et generelt udtryk for den komplekse
responsmatrix for “separable” masterligninger udledes.



Forord

Den foreliggende ‘tekst er den redigerede udgave af en specialerapport (ind-
leveret til bedgmmelse i marts 1995), udarbejdet i forbindelse med Johannes
Kristoffer Nielsens (JKN) og Klaus Dahl Jensens (KDJ) speciale i teoretisk
fysik. Arbejdet lever op til bestemmelserne vedrgrende internt-faglige projek-
ter 1 studieordningen for fysikuddannelsen pd RUC. For JKN har rapporten
herudover tjent som modul-3 projektrapport pa matematikuddannelsen.

Arbejdet har strukket sig over de to semestre i 1994. Dog har JKN veeret
igang med projektet 1 3 semestre. Fysikvejlederen Jeppe C. Dyre har vee-
ret hoved-vejleder for projektet, mens Jgrgen Larsen forst er koblet p& som
matematikvejleder i efteraret 1994.

Under projektarbejdet har JKN iseer beskeeftiget sig med den teoretiske del;
det vil sige opstilling af af modeller, matematisk behandling af disse, samt
indlejring af modellerne i relevant matematisk/fysisk teori. KDJ har iseer ar-
bejdet med parameterisering og afprgvning af modellerne; det vil sige “kort-
leegning” af modelfunktionernes parameterafhangighed, fremstilling og im-
plementering af algoritmer til parameteroptimering, samt bearbejdning og
tolkning af testresultater.

Vi vil gerne rette en tak til Jeppe C. Dyre og Jgrgen Larsen for dygtig vejled-
ning (p& hver deres made), og Niels Boye Olsen og Tage Emil Christensen,
for at have bidraget med altid meget relevante kommentarer og spgrgsmal.

Formal med arbejdet og problemformulering

Hensigten med arbejdet er at undersgge, om masterlignings-modeller er 1
stand til, kvantitativt, at reproducere eksperimentelle resultater, og om de
er egnede til at bibringe os forstéelse af glasovergangen, og sammenkeede
glasovergangens feenomenologiske aspekter.

Eksperimentalfysikere pd RUC er dels interesserede 1 modeller, som kan for-
binde forskellige typer mélinger, og dels i om disse modeller afspejler nogle
bestemte adhoc-love (Se afsnit 1.2.1), som i hgj grad bliver brugt inden for
feltet underafkglede veesker.

Specielt er formalet at undersgge EME dybtgédende. Vi forsgger desuden
at lave en udbygning af EME modellen med henblik pad at sammenkaede
forskellige typer malinger. Det star p& forhand klart, at hvis man vil lave
en sddan udbygning, mé& man skele til, hvilke f#homenologiske aspekter man
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vil indfange. Nu interesserer fysikerne pd RUC sig meget for mekaniske
responsfunktioner. Derfor forsgger vi os med en model hvor der er hab om
at sammenkede mekanisk relaksation med varmekapacitetsmalinger.

Hensigten med at lave et kombineret matematik- og fysikprojekt er blandt
andet, at man ved at fokusere direkte pa den matematiske teori bliver tvunget
——til at at overveje modellernes teoretiske placering. Man kan stille spgrgsmal
- som for eksempel: Hvilke dele af teorien er rene matematiske resultater,
hvilke dele er (fysisk begrundede) generelle postulater og hvilke dele er em-
pirisk viden? En anden fordel ved at inddrage den matematiske teori 1 et fy-
sikspeciale er, at vi far bedre overblik og dermed kan rationalisere metoderne.
En ulempe ved det kombinerede projekt er, at selve rapportskrivningen bliver

en skizofren oplevelse. Se nedenfor i “formal med rapporten”.

Problemformulering

Problemformuleringen har i sidste fase af projektarbejdet haft fglgende ord-
lyd:

1. Hvad er det delvist teoretiske, og delvist feenomenologiske fundament
for EME? Er det tilfredsstillende?

2. Hvilke kvalitative/ kvantitative aspekter af glasovergangen indfanger
EME, og hvilke aspekter indfanger EME ikke? Herunder: Hvad kan vi
overhovedet forvente af modellen? Og hvor er den direkte forkert?

3. Kan EME modellen fittes til malte veerdier af den frekvensafheengige
varmekapacitet ¢(s)? Hvis nej: Hvad er det for egenskaber (matemati-
ske/fysiske) som forhindrer det?

4. Hvad skal vi forlange af en eventuelt udvidet model? Hvordan skal vi
teste den? (Nu har vi lavet EVME, s& spgrgsmalet er mest, om denne
nye model virker, og hvilke kriterier vi skal bedgmme den efter.)

5. P& baggrund af det vi har lavet, har vi da nogen tro pa masterlignings-
tilgangens fremtid?

Spergsmal 1) leegger op til en udledning af masterligningenm, til en dis-
kussion af, hvad man kan forlange af feenomenologiske modeller i dette felt
(underafkglede veesker), og en placering af EME i forhold til andre modeller.

Spergsmal 2) leegger op til, at vi ggr os klart hvad vi vil tage modellen til
indtaegt for (for eksempel om vi synes, at EME kan tages til indteegt for
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forudsigelse af kompressibiliteten). Vi kan stgtte os til litteratur (specielt af
Jeppe Dyre), udover vores egen analyse.

Spergsmal 3) kraever, at vi laver en fremstilling, hvor det star klart hvordan
parametrene pavirker modellens forudsigelser om responsfunktioner og relak-
sationstider. Det bgr veaegtes rimeligt kraftigt, fordi der ligger meget arbejde
her, og fordi svaret er et egenligt videnskabeligt resultat.

Sporgsmaél 4) skal sikre, at der bliver en linie 1 diskussionen. Der er mange ting
man kan prgve, og der er mange eksperimenter, som kan tages i betragtning.
Det er vigtigt at teenke over, hvordan vi bruger vores begraensede ressourcer
pa noget relevant.

Formal med rapporten

Rapporten har tre zrinder. Dels skal den fremleegge vores resultater ud fra
et kriterium om, hvad der er interessant rent forskningsmaessigt. Dels skal
den fungere bade som fysikspeciale og matematikprojekt. Det forste eerinde
traekker 1 retning af en kort rapport, og de to andre tilsammen kraever en
uddybning af visse punkter. Der er en konflikt her.

Matematikdelen for sig kraever en forsvarlig matematisk tilgang til de centrale
omrader i projektet. Det vil blandt andet sige etableringen af masterligningen
1 termer af “stokastiske processer” og udledning af FD-teoremet med afszt
1 stokastiske processer. Det er ikke muligt at gennemgé al den teori der
anvendes, og det kan heller ikke veere meningen med et modelbygger projekt.
Vi bruger teorien om Laplace-transformationer, som er en standardmetode
inden for omradet, uden at etablere den matematiske baggrund.

Som teoretisk fysikspeciale kraever rapporten en introduktion til den teori
(statistisk fysik), der bliver brugt i arbejdet. Denne introduktion ville veere
vaesentigt mere kortfattet i et rent fysikspeciale, end den rent faktisk er i
denne rapport.

Begge projekterne kraver naturligvis en stillingtagen til, hvorfor vi laver det
arbejde, som vi ggr. Men specielt i forbindelse med modelbyggerprojektet
skal man overveje, hvordan matematikken bruges i den givne sammmenheng,
og hvad formalet med at lave en fysisk model i det hele taget er. Matema-
tikdelen skal yderligere indeholde en omtale af den kontakt, som vi har haft
med eksperimentalfysikerne pa IMFUFA.

Begge projekterne kraver en opridsning af de feenomenologiske kendsgernin-
ger omkring glasovergangen, samt en beskivelse af de modeller/teorier som
er blevet forsggt pad omradet hidtil.
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Leaesevejledning og malgruppe

For at det selvstzendige arbejde, som vi har lavet, og som berettiger projektet
til at fungere som fysikspeciale, ikke skal drukne i gennemgang af basal teors,
har vi fremhavet selve resultaterne i abstraktet.

Rapporten er, naturligvis, primeert skrevet til bedemmerne. Men den -star-
ter fra bunden i bdde matematisk, fysisk-fanomenologisk og fysisk-teoretisk
henseende, s& den vil kunne laeses af enhver matematik eller fysikstuderende,
som er virkelig interesseret 1 underafkglede vaesker og stokastiske processer.

Hvis man er interesseret i at lese om energimasterligningen, analysen af
denne, samt opstillingen og analysen af energi-volumen-masterligningen, som
altsammen er det egentlige fysik-indhold i rapporten, kan man lzese fglgende
kapitler og afsnit 1.1, 3, 4 samt 6. Dette kraever imidlertid, at man har et vist
overfladisk kendskab til statistisk fysik, og en — skal vi sige — uimponeret
indstilling til matematiske formler i det hele taget.

Hvis man derimod er interesseret i stokastiske processer som matematisk
diciplin, kan man bruge kapitel 2 og 5 som en kortfattet introduktion, som
dog er meget snaver, idet den gar meget direkte efter eet mal: At etablere
den teori, som er ngdvendig for at behandle masterligningsmodeller.

Hvis der er ting i teksten, som er sarligt vigtige for linien i projektet, mar-
kerer vi det med en tyk prik “e”, og hvis der er interessante emner, som 1kke
er vaesentlige for linien i projektet, er de ofte skrevet inde 1 en kasse.

Bagest i rapporten er der et (ufuldsteendigt) stikordsregister, som maske kan
veere en hjalp for den laeser som skimmer rapporten.

Der er 3 appendices, som egentlig er relevante for den omtalte linie i rappor-
ten. Appendix A er en nyskabelse, som vi er lidt usikre p4, og som derfor er
endt som appendix. De to resterende appendices er standardstof, som 1 og
for sig er vigtigt for linien i1 rapporten, men som ikke kan sta der, fordi det
ser for trivielt ud.
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Kapitel 1

Introduktion til
Glasovergangen

1.1 F®nomenologisk beskrivelse

Glasovergang finder sted ndr en vaeske underafkgles tilstreekkelig dybt; det
vil sige: Nar den, uden at krystallisere, afkgles til en temperatur passende
langt under dens smeltepunkt. Ved nedkglingen bliver veesken mere og mere
viskos, indtil den ved glasovergangstemperaturen T, ender med at stgrkne
til en fast (amorf) substans, kaldet en glas. Inden for den eksperimentelle
observationstid ophgrer “veaesken” pd dette stadium med at flyde — det vil
sige: En patrykt shearspeending medfgrerikke nogen observerbar forskydning
i materialet — og fremtreaeder derfor som et fast stof ved temperaturer under
T,. Betegnelsen “fast stof” er dog i denne forbindelse relativ, idet glassen
stadig udviser egenskaber som en viskos vaeske, nar blot den eksperimentelle
tidsskala bliver forlenget tilstraekkeligt — i hvert fald for temperaturer der
er tilpas hgje, til at disse veeskeegenskaber lader sig iagttage eksperimen-
telt. I praksis finder man, at viskositeten i underafkglede veesker udviser en
s3 voldsom temperaturathangighed at den ngdvendige observationstid bliver
hé&blgst lang, nér temperaturen kommer ned under 7). Med et eksperiment
som det ovenfor skitserede, kan observationstiden seettes lig med den tid som
nedkglingen tager.

Omvendt er det ogsd muligt at f& en given vaske til at udvise faststof-
egenskaber ved en hvilken som helst temperatur, pd en passende lille eks-
perimentel tidsskala. Der er imidlertid greenser for hvor lille (eller hvor
stor) en tidsskala kan ggres nar den skal veare praktisk anvendelig til fysiske
mélinger. Eksperimentelle observationstider ligger gerne et sted i omegnen

1




2 Introduktion til Glasovergangen

af 10725 (plus/minus et par stgrrelsesordener), og for typiske “laboratorie-
glasdannere” er konsekvensen at glasovergangen foregir ved viskositeter der
er si hgje at de kun kan opnés ved underafkgling, i reglen omkring 10'*Pas
[Jak 86,2]. I princippet er underafkgling siledes ikke en absolut betingelse
for glasdannelse, men snarere en praktisk-eksperimentel forudseetning for at

- overgangen lader sig observere i laboratoriet. -

~ De fleste, muligvis alle stoffer p4 vaeskeform er i stand til at danne glasser,
forudsat nedk¢hngen i det kritiske temperaturomrade omkring smeltepunk-
tet, foregar tilstreekkelig hurtigt til at krystallisation undgés. Foruden de
forskellige blandinger af organiske oxider som i daglig tale benzvnes “glas”,
kan som eksempler navnes organiske polymerer, ioniske glasser og metalliske
glasser [Gol 69] [Bra 85].

Det kunne umiddelbart forekomme nerliggende at associere glasovergangen
med en egentlig termodynamisk faseovergang. Det ligger imidlertid fast, at
den eksperimentelt observerede glasovergang ikke er af termodynamisk karak-
ter [Jac 86,2], som det fremgér af folgende generelle observationer: overgangs-
temperaturen ligger ikke fast, men afhenger af nedkglingshastigheden; selve
overgangen er ikke “skarp”, men sker over et temperaturinterval; overgan-
gen er irreversibel idet kurverne for eksempelvis entalpi og volumen udviser
hysterese ved kgling og derpa fglgende opvarmning henover 7.

P& trods af disse kendsgerninger er der i tidens lgb fremkommet forskellige
teorier, som forudsiger en hypotetisk faseovergang der skulle finde sted ved
en temperatur under T, (se f.eks [Gib 58]). Disse spekulationer er i hgj grad
motiveret af det sdkaldte Kauzmann-paradoks [Kau 48] , som gér ud pa at den
eksperimentelt méalte entropi for den underafkglede veeske, ved ekstrapolering
forbi T}, synes at skeere krystalentropi-kurven ved en endelig temperatur Tk
(typisk er Tk ~ T, — 50K [Ada 65]); ved T' < Tk skulle glassen altsd have
en lavere entropi, end krystaltilstanden ved samme temperatur — dette er,
kort fortalt, paradokset. Eksistensen af en faseovergang i neerheden af Tk
ville i princippet lgse problemet. Imidlertid er sidanne spekulationer rent
akademiske, p& grund af de enormt lange observationstider, som er ngdven-
dige for udforskning af dette temperaturomréde; det kan sagar dreje sig om
tidsleengder der overstiger universets ansldede alder [Jédc 87].

Da glasovergangen er kinetisk og ikke termodynamisk, er det den alminde-
lige opfattelse, at et stof i glastilstanden har sine strukturelle og dynamiske
egenskaber tilfzelles med underafkglede, viskose veesker, snarere end med fa-
ste stoffer i deres krystallinske form. Af disse grunde, og eftersom under-
afkgling szedvanligvis (i eksperimentel sammenheng) er en forudsetning for
glasdannelse, vil den fglgende gennemgang tage udgangspunkt i selve under-
afkglingsfenomenet.
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1.1.1 Underafkgling

Nar en veeske bringes til at krystallisere, foregar dette under en pludselig
varmeafgivelse, svarende til at der sker en diskontinuert sendring i vaeskens
volumen V (og entropi S) og entalpi H, i det gjeblik dens molekyler “falder
ned 1” den krystallinske konfiguration. Samtidig ophgrer stoffet naturligvis
med at vaere en vaeske idet molekylerne nu sidder bundet i et krystalgitter.
Mange vaesker lader sig imidlertid med stgrre eller mindre lethed bringe ned
under smeltepunktet T, uden at krystallisere; T,, passeres under nedkglin-
gen men ingen diskontinuerte &ndringer med hensyn til H og V observeres,
og veesken er fortsat pa flydende form.

For nogle stoffers vedkommende, f.eks glycerol, er det en vanskelig og kom-
pliceret affeere at f& krystalisationen til at ske; sddanne stoffer lader sig na-
turligvis let underafkgle. Ogsa i deres underafkglede tilstand er de yderst
stabile overfor krystallisation og udggr som sddan taknemmelige studieob-
jekter, f.eks i forbindelse med studiet af glasovergangen. Andre materialer
skal, for at underafkgles, bringes meget hurtigt forbi T,; eksempelvis kreeves
for mange metaller kglehastigheder pa 10 - 10° K/s [Bra 85].

1.1.2 Relaksation og viskositet

Ved en pludseligt indtraedende forandring af (f.eks) temperatur eller tryk i en
viskos vaeske, observerer man at af H, V eller evt andre malte stgrrelser ikke
gar 1 gjeblikkelig ligeveegt: Der indtreeder en tilsyneladende diskontinuert
forandring, hvorefter de betragtede egenskaber undergar en gradvis tidslig
variation, saledes at de efterhdnden konvergerer assymptotisk mod deres nye
ligeveegtsveerdier — man siger at de relakserer. Generelt forstar man ved
et systems relaksation, den tidsafhaengige @ndring af en vilkarlig egenskab,
indtraedende efter (og som fglge af) en perturbation af systeniet.

Man kunne (jvf det ovenstéende) strengt taget skelne mellem to typer rel-
aksation: Perturbationen (lad os f.eks antage at det drejer sig om en lille
temperaturforggelse) giver anledning til at gittervibrationerne i stoffet ab-
sorberer energi ved at gge deres amplitude. Denne proces forlgber imidlertid
over et tidsinterval som ma vere sammenligneligt med den reciprokke git-
tersvingningsfrekvens, altsé af stgrrelsesorden 10712 s [Bra 85], hvilket er alt
for kort et tidsrum til at spille nogen rolle p& en eksperimentel tidsskala.
Efter denne hurtige sndring indtraeder en betydeligt langsommere som skyl-
des forandringer i veeskens molekyleere konfiguration. Dette kaldes konfigu-
rationel relaksation — men da det vibrationelle bidrag i forhold til enhver
eksperimentel tidsskala gir i gjeblikkelig ligeveegt, vil vi kun betragte den
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konfigurationelle relaksation som et egentligt relaksationsbidrag.

Relaksationsfunktionen

~ Til at karakterisere en given relaksationsproces indfgres relaksationsfunktio-
" “nen ¢(t): Den defineres for en perturbation givet ved en stepfunktion, altsé

~ pa formen: -
Yo , 1<
ﬁ(t)‘{ 91, t>to

hvor 9(¢) (ogsd kaldet stimulus) kan veere tryk, temperatur, elektrisk felt-
styrke eller en anden makroskopisk, fysisk stgrrelse. Idet respomnset pé sti-
mulus betegnes (¢) (feks. entalpi, volumen eller dielektrisk forskydning) er
relaksationsfunktionen givet ved:

_ 7(191’ t) — '700(191)’
o) = Yo(F1) = Yoo (P1)

hvor 7..(¥;) er ligeveegtstilstanden for 9 = ¥, og ~o(¥:) er responset lige
efter perturbationen, og umiddelbart efter den vibrationelle ligevaegt er
indtradt. Det ses at limi @(t) = 1 og lim;~o¢(t) = 0, uanset om v er en
voksende eller en aftagende funktion af 9.

(1.1)

Definition af middelrelaksationstiden

Vi vil desuden indfgre en karakteristisk tid til at angive hvor hurtigt en
relaksationsproces forlgber; vi definerer fgrst relaksationsintensiteten:

P(t) = S (1 o0) = -2

Middelrelaksationstiden ™ kan s& defineres ved:
= / 0
0

Efter indsattelse af ovenstiende udtryk for P(t) far vi ved at integrere par-
tielt:

r= [TadS = [t - o = [ ato)

hvor det sidste lighedstegn forudsaetter at ¢(t) = o(¢~!) i greenseovergangen
t — oo. Brawer nér, ved en noget mere omstzendelig udledning, frem til den
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samrme definition af 7 som integralet af erlaksationsfunktionen [Bra 85).

Eftersom konfigurationel omstrukturering ngdvendigvis foregér ved en eller
anden form for molekyleer diffusion, er det en nzerliggende formodning at
veeskens shearviskositet, n = o/~ (hvor o er shearspeendingen og v forskyd-
ningsraten) ogsd ma veere et mal for, hvor lang tid sidanne omstruktureringer
tager. Dette holder ogsa fint stik i praksis [Sch 90]; idet vi betegner middel-
relaksationstiden med 7, har vi med god tilnzermelse proportionaliteten:

T~ Chp (1.2)
Konstanten C afheenger af, hvilken stgrrelse der males [Bra 84]; 7 er séledes

ikke i almindelighed den samme for entalpi- og volumenrelaksation, eksem-
pelvis.

1.1.3 Eksempler pa relaksationsprocesser

H- :

(o) T (L) T

Figur 1.1: Typiske forlgb af entalpi og varmefylde under nedkgling. [Kau 48]

Figur 1.1,a viser et typisk entalpiforlgb for nedkgling af en veeske, idet den
gverste kurve mellem T),, og T, reprasenterer den underafkglede veeske. En-
talpiforlgbet er i dette interval reproducerbart (reversibelt) dvs uafhzengigt
af materialets termiske historie, idet kglings- eller opvarmningshastigheden
“her er lav nok til at systemet hele tiden nar at relaksere, og siledes holdes teet
pa stabil ligevaegt. Det kan umidelbart forekomme selvmodsigende at tale
om stabil ligeveegt for en underafkglet vaeske, eftersom den fri energi er lavere
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~ 1 krystaltilstanden; men faktisk er veaesken stabil over for krystallisation nér
den fgrst er bragt ned under en vis temperaturgrense, uden at have dannet
krystalkim. I hvert fald ud fra en fzenomenologisk betragtning, opfgrer den
underafkglede veeske sig under disse omstendigheder som en veeske i termo-
dynamisk ligeveegt; man benytter ogsa termen metastabil ligevegt om denne

.. ikke-termodynamaiske ligeveegtstilstand. -

Som det ses har entalpiens veeskelinie en noget stgrre heeldning end krystal-
linien, den underste kurve til venstre for T,, hvilket er typisk for neesten
alle kendte stoffer [Bra 85] (der findes dog undtagelser, f.eks Si0,). Dette
skyldes at den mikroskopiske veaeskestruktur &ndres med temperaturen; ved
opvarmning brydes f.eks molekylzre band s& de molekylare koordinationstal
mindskes, hvilket giver et bidrag til eendringer i volumen og potentiel energi
som ikke findes 1 krystallen. Her er der kun gittervibrationerne som absor-
berer/afgiver varme ved at gge/mindske deres amplituder.

Ved T' = T, ses kurven at bgje af fra vaeskelinien og fortsztte sit forlgb til-
nezermelsesvis parallelt med krystallinien. Forklaringen er at viskositeten og
dermed relaksationstiden under T, har naet et niveau hvor entalpien ikke
lzengere kan néd at relaksere inden for den eksperimentelle observationstid.
Den undrafkglede veeskes konfigurationelle frihedsgrader er med andre ord
“indefrosne” s& det kun er de vibrationelle der indvirker pd maélingerne ved
tempraturer under T,. Dette forklarer hvorfor T, ikke ligger fast men af-
heenger af kglehastigheden; ved langsommere nedkgling observeres saledes
en lavere T, og omvendt.

Som illustreret p& figur 1.1,b svarer endringen af entalpikurvens haeldning
ved Ty til et drastisk fald 1 stoffets varmekapacitet (her “den gjeblikkelige”,
isobare varmekapacitet Cp(T) = (dH/dT),). Det ses at glasvarmefylden kun
er en smule stgrre end krystalvarmefylden.

Figur 1.1, kunne akkurat ligesd godt siges at fremstille det kvalitative ned-
kglingsforlgb for densiteten p ox V! og den termiske ekspansionskoefficient
a,(T) « (dV/dT), for den underafkgplede vaske sammenholdt med krystal-
tilstanden. Forklaringen pé& kurveforlgbene ville svare til hvad der allerede
er sagt om entalpi og varmefylde, bortset fra at der her er tale om volumen-
relaksation. Glasovergangen finder sted nar volumenrelaksationstiden bliver
sammenlignelig med observationstiden og kendetegnes ved at V-kurven zn-
drer heldning over et temperaturinterval, svarende til et fald i a,. Imidlertid
er relaksationstiderne som nzvnt ikke helt de samme for entalpi og volumen,
s T, afhenger af hvilken stgrrelse der males.
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Hysterese

Vi har hidtil beskrevet glasovergangen kvalitativt via de zendringer i H og V
som man kan observere under nedkgling af en veeske. Ved opvarmning gen-
nem overgangsomradet viser det sig at disse stgrrelser ikke fglger de samme
forlgb som ved nedkglingen; glasovergangen er med andre ord irreversibel,
hvilket i sig selv er et veesentligt argument for glasovergangens kinetiske na-
tur. Som eksempel pd denne hystereseeffekt er pd figur 1.2,a-b vist typiske

10 .8
HeaTt SreciFic
iwof  CONTENT f 6 Hear ,,.a“‘o
Cp.

80t cal .4 :
%m.-deﬁ. ' |
\,5'{“" i
40} 2 G"ss ! :
MelninG ' !
Ponr ' — T
o { o '8\ Y
° 100 200 300 - oo s00K o 100 200 300 400

TemPeraTURE —0 TEMFERATURE —n-
Figur 1.2: H og C, under nedkgling og opvarmning mellem temperaturerne T}
dg Tz.

opvarmnings- og nedkglingsforlgb af H og C, idet pilene angiver tempera-
tureendringens retning og 17 < Ty < T3. Omkring 7, begynder entalpiens
nedkglingskurve H)(T) at divergere fra ligevaegtskurven, dvs “vaeskelinien”
H,(T") som man ser pa figur 1.2,a. Ved fortsat kgling konvergerer H|(T') mod
en ny ligeveegtskurve, “glaslinien” H,(T') hvor de konfigurationelle frihedsgra-
der er indefrosne; glassen relakserer ganske vist stadig ved lave temperaturer,
men da 7 3> observationstiden er den eksperimentelle tid for kort til at man
observerer det.

Ved genopvarmning til T' &~ T, bliver entalpiens fortsatte relaksation mod
H,(T) igen malelig; resultatet er at opvarmningskurven H(T) divergerer fra
H\(T) indtil skeeringspunktet H;(T') = H,(T). Til hgjre for skeringspunktet
lgber kurverne sammen igen.

Hysteresen bliver mere udtalt jo langsommere opvarmningen sker. Ved lange
opvarmningstider kan man ligefrem observere at entalpien falder, siledes at

500°%.
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den resulterende varmekapacitet i et temperaturinterval under opvarmnin-
gen bliver mindre end den tilsvarende krystalvarmekapacitet — altsa at det
konfigurationelle bidrag til C, bliver negativt.

1.1.4 Responsfunktioner i tids- og frekvens-billedet

I stedet for de hidtil omtalte forlgb med opvarmning og/eller nedkgling af en
veaeske, kan glasovergangen studeres ved sakaldte relaksationseksperimenter
hvor en underafkglet vaeske 1 metastabil ligevaegt perturberes, f.eks med en
pludselig temperatureaendring fra T til 77; vaesken fastholdes derefter isotermt
pad T;. Med tiden vil entalpi og volumen relaksere mod deres nye ligevaegts-
vardier.

I en mere generel begrebsramme betragter vi, som som da vi indfgrte relaksa-
tionsfunktionen, det generaliserede stimulus, 9 og det generaliserede respons
v; pa figur 1.3 ses kurven for et typisk relaksationsforlgb, hvor v(d) er en
voksende funktion af . Det fgrste (lodrette) stykke af kurven, A — B,

1
P

%,(28)

Nl

AY(¥,t)

A7

In time

Figur 1.3: Tidsafhangigt respons efter perturbationen §9 = 9, — J,. [Bra 84]

repraesenterer den hurtige, vibrationelle del af responset mens resten af for-
lgbet viser den konfigurationelle relaksation, svarende til at man for meget
korte observationstider, t < 7, méler responset for glastilstanden, idet kun
de vibrationelle frihedsgrader nér at kommei ligevaegt; med ¢ 3> 7 observeres
derimod den underafkglede veeskes ligevaegtstilstand.

For et stimulus givet ved en stepfunktion, defineres den tidsafhengige re-
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sponsfunktion R(t) ved:

_ &v(9,t)  y(F91,t) — vo(Yo)

R(t) = —%3 91 —

hvor 7o(do) er responset inden systemet perturberes, til tiden ¢ = 0 (vi
kommer med en noget mere generel definition af R(¢) i underafsnittet om
lineaer responsteori, se ligning (1.4)). Responset kan, jvi. figur 1.3, skrives
som summen af en konfigurationel og en vibrationel komponent, v(4,t) =
Yuit(F) + Ykon (9, t). Responsfunktionen er altsd separabel:

R(t) = R‘uib + Rkon(t)

hvorfor den konfigurationelle responsfunktion kan uddrages af eksperimen-
telle data, simpelthen ved subtraktion af R,;, naturligvis forudsat at denne
er kendt i det aktuelle 9-omrade. Relationen mellem Ry,,(t) og den tidligere
indfgrte relaksationsfunktion ¢(t) er:

Y1 — Yo

P EA)

Rkon(t)

Generelt m& man antage at viskositeten, og dermed relaksationstiden, aen-
dres med ¥; specielt udviser viskositen 1 underafkglede vaesker typisk en meget
steerk afheengighed af temperaturen’ — i det generelle tilfselde er responset
6+4(J,t) defor ulinezert i 69. Vi kan dog antage, at n&r amplituden af per-
turbationen er passende lille, det vil sige s lille, at relaksationstiden kun
e@ndres ubetydeligt, kan 6+ betragtes som varende tilnermelsesvis lineeer i
89, saledes at R(t) og ¢(t) kan regnes for uafhengige af perturbationsampli-
tuden.

Lidt linezr responsteori

Den linezre responsteori er en generel teori for alle mulige typer af stimu-
lus/responssituationer hvor udgangspunktet, som navnet siger, dog er at re-
sponset kan betragtes som lineert. Nar dette er opfyldt, giver teorien mulig-
hed for at beregne ~ for vilkarligt ¥, nar man kender R(¢).

Dette er interessant, fordi man i eksperimentel sammenheng som oftest be-
nytter et harmonisk stimulus, da der er betydelige praktiske fordele forbundet
hermed [Bir 85] [Chr 89); i dette tilfeclde svarer den eksperimentelle tidsskala

IEksempelvis er viskositeten 7(t) af glycerol for stuetemperatur og for en typisk glaso-
vergangstemperatur henholdsvis 7(300R") = 1Pas og n(185K) = 10'?Pa,s [Bra 85]
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omtrent til den reciprokke stimulusfrekvens, hvorfor “glasovergangen” obser-

veres i omegnen af frekvensen w ~ 77

Vi vil her kun redeggre for netop sa meget af teorien, som vi skal bruge for at
“udlede relationen mellem den tidsafhaengige responsfunktion for et stepsti-
mulus og den frekvensathengige responsfunktion for et harmonisk stimulus.

~ "Hvis responset sker gjeblikkeligt, altsé samtidig med stimulus, taler man om
“et passivt system [PVC 88]; men i det generelle tilfzelde m& man regne med
en tidsforskydning mellem de to stgrrelser. Den generelle relation mellem
et differentielt stimulus til tiden ¢, dd(t'), og responset til tiden ¢, dv(t),
udtrykkes derfor: '

dy(t) = R(t,t)dd(t) = R(t-t")dI() (1.3)

hvor det sidste lighedstegn udtrykker at systemet antages tidshomogent, altsé
at proportionaliteten ikke afhanger af systemets aktuelle placering pa tids-
aksen, men kun af den tidslige forskydning mellem stimulus og respons. Af
hensyn til kausaliteten ma vi krave at responsefunktionen opfylder:

R(t—t) = 0, for t < ¢/

hvilket blot udtrykker at responset fglger efter stimulus og ikke omvendt.
Det samlede respons til tiden ¢ finder vi ved at integrere bidragene fra hele
systemets fortid, alts& for ¢’ lgbende fra —oo til ¢:

t'=t

1) = [ R ¢)da()

= /_t R(t — t')d(t') dt/
= [T R -r)dr (1.4)

0

hvor vi for tidsforskydningen har indfgrt notationen 7 = ¢t —t'. Ligning (1.4)
defininerer den tidsathangige responsfunktion R(7) generelt.

Dimensionen af R(7) afthenger af de aktuelle stimulus- og response-variable
idet dim{R} = dim{~v}/dim{#}; hvis vi lader 9(t') betegne en tilpas lille,
pétvungen temperaturforandring, 9(¢') = 6T = T'(¢') — To, og 7(t) den ved
processen tilfgrte energi, v(t) = 6E = E(t) — E,, far responsefunktionen
saledes dimension som varmekapacitet.

Vi tenker os nu et stimulus som for ¢’ < 0 fastholdes pa den konstante veerdi
¥ = 9J,. Tiltiden ¢t = 0 perturberes systemet med en lille &endring af stimulus,
69 = 9 — 19, hvilket formelt udtrykkes ved hjzlp af Heaviside-stepfunktionen
H(t):

69(t) = 0U9.H(t)
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hvor H(T) er defineret ved:

0 fort< 0
H(t)_{l for t > 0

og har den egenskab at dens differentialkvotient er Dirac’s deltafunktion:
H(t) = 6(t); vi har s&:

s1(t) = /0 ¥ R(7)69.H(t — 7)dr
- ]0  R(7)689.6(t — 7) dr
—  R(1)89, | (1.5)

Hvis vi i stedet har et harmonisk stimulus, bliver responset frekvensathaen-
gigt. Vi teenker os altsd et stimulus givet ved realdelen af den komplekse
funktion:

9t w) = 6.6

hvor 69, er den infinitessimale svingningsamplitude og w er frekvensen. Det -
hertil svarende komplekse respons finder vi ved at indsette 69(¢,w) i ligning

(1.4):
* 0 iwt’
Sy(t,w) = /0 R(r) 5 (69.) dr
= 6dsw /oo R(7)e“t=") dr
0
= 519°ei“’t3/ R(r)e™*"dr

0
= 69(t,w)s [ R(r)e~*dr (1.6)
o]

hvor s = iw. Den komplekse responsfunktion R(s) defineres ud fra ligning
(1.6); den afheenger som det ses ikke af tiden men kun af frekvensen:

R(s) = 6&{10 ggg::z; = s/ooo R(7)e™*"dr (1.7)

Denne relation betyder at man efter omstaendighederne kan veelge at beskrive
systemet i et frekvens- eller et tidsbillede, idet de respektive responsefunk-
tioner fgres entydigt over i hinanden ved Laplacetransformation (henholdsvis
invers Laplacetransformation).
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1.2 Relaksationsmodeller for viskose vaesker

1.2.1 Empiriske lovmaessigheder

Relaksation i1 viskose vaesker og glasser studeres ved observation af systemets
reaktion, dets respons (jvi. forrige afsnit), pd en perturbation. Resultatet af
sddanne ekperimenter reprasenteres ofte ved relaksationsfunktionen ¢(t) (se
ligning (1.1)). I den fplgende fremstilling af nogle hyppigt anvendte empiriske
formler, vil vi g& ud fra at perturbationen bestar i en temperaturendring.
Den simplest mulige antagelse om ¢(¢) er at den forlgber som en aftagende

eksponentialfunktion (Debye relaksation), svarende til en sakaldt Maxwell-
model [Chr 89]:

¢(t) = exp(—t/7) (1.8)

Den komplekse responsfunktion som svarer til denne type relaksation er sim-
pel: X

R.(w) = (1 +twr)™! (1.9)

Debye-responsfunktionen er plottet i figur 1.4. Bemaerk at realdelen skeerer

1 T T T
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Figur 1.4: Den frekvensafhangige responsfunktion for et system med debye-
relaksation med 7 =1

den negative imagineerdel i losspeakfrekvensen.
Det er imidlertid karakteristisk [Jac 87] for glasser og underafkglede veesker
med hgj viskositet, at relaksationens tidsafhangighed afviger stzerkt fra den
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eksponentielle form. For infinitessimale perturbationer — alts3 i det linezre
regime — kan @(t) imidlertid fremstilles empirisk som en superposition af
eksponentielle termer:

é(t) = Zj: ar exp(—t/7;) (1.10)

hvor a; er vegtningsfaktorer og 7; er individuelle relaksationstider [Sch 90].
Ofte benyttes en anden empirisk relation, kendt som Kohlrausch-William-
Watts funktionen (KWW funktionen), der ligesom (1.10) kun fungerer ved
infinitessimale perturbationsamplituder [Bra 84]:

8(t) = exp [—(t/7)°] 5 0<B <1 (1.11)

Denne relaksationsfunktion leder til (man kan ikke Laplacetransformere den
analytisk) en frekvensafheengig responsfunktion, som for w — oo er givet ved
[Hun 93]: R.(w) « (iw)™® = w™P exp(—inB/2). .

Relationerne (1.11) og (1.10) er empirisk forbundet derved, at sma verdier
af Kohlrausch-parameteren 3, (1.11) svarer til et bredt spektrum af relaksa-
tionstider i (1.10) [Jac 87]. Det er en erfaringssag at 3 ved hgje viskositeter
(10%Pas < 5 < 10™®Pas), i hvert fald for ikke-polymere glasdannere, er til-
naermelsesvis uathengig af T [Bra 84|, sdledes at temperaturatheengigheden,
stort set ligger i 7. Ved lave viskositeter finder man derimod at 3 vokser med
temperaturen; ved T > T,,, er f ~ 1, svarende til eksponentiel relaksation.
KWW kan fitte relaksationsfunktionen svarende til C,y for glycerol [Bir 86],
hvor « er varmeledningsevnen, som er forudsat at veere frekvensuafheengig.
KWW kan derimod ikke fitte kompressibiliteten kg, for samme stof, men
derimod nok den inverse responsfunktion, bulk-stivheden Kg, [Chr 94,2].
Det kan udlagges sddan, at relaksationsfunktionen for ¢,y (som er en efter-
givenhed) ligner relaksationsfunktionen for stivheden Ks mere end den ligner
relaksationsfunktionen for eftergivenheden «s.

Der findes mange andre empiriske ligninger for ikke-eksponentiel relaksation,
som man ind i mellem stgder pa i literaturen. En del af disse refererer di-
rekte til frekvensdomenet (dvs. til en frekvensafheengig responsfunktion),
som den udvidede Maxwell-model: R, o« [1 + (iw7)™! + ¢(iwT)™#]7! [Chr
94,2]. Denne og KWW formen har tilfelles, at responsfunktionen gir som en
potensfunktion i den uendelige frekvensgreaense [Chr 94 ,2]. Andre eksempler
er Cole-Cole: R,(w) o [L+(iwT)*]~! og Cole-Davidson: R,(w) o< [1+iwr] 2.
Disse relationer er fysisk umotiverede, men benyttes fordi de tillader analytisk
generalisation af Debye-relaksation [Hun 93].
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Empiriske relationer for relaksationstiden

En simpel, og hyppigt anvendt, ligning for relaksationstidens temperaturaf-
heengighed er Arrheniusloven :

7 = 1oexp(E4/kpT) (1.12)

Den stammer egentlig fra reaktionskinetikken, hvor den beskriver reaktions-
raten for et system, som skal passere en potentialbarriere for at overgé til en
anden tilstand (en anden kemisk forbindelse); analogien bygger pa, at ogsa
viskost flow er en aktiveret proces [Sch 90], som derfor méa kunne beskrives
med en aktiveringsenergi, E4. Angell har pavist at ligning (1.12) stort set
holder stik for glasser som er relativt modstandsdygtige overfor strukturel
reorganisering; disse glasser betegnes som sterke glasser [Ang 88]. Svage
glasser, altsd glasser med intermolekyleere bindinger som lettere brydes, af-
viger derimod fra Arrhenius-formlen i stgrre eller mindre grad.
Grafisk fremstilles temperaturatheengigheden af 7 gerne i et sakaldt
Arrhenius-plot, hvor log(7) eller log(n) plottes overfor 1/T'. For steerke glas-
ser fis en ret linie, mens 7 for svage glasser udviser en krumning, som det
ses pa figur 1.5. Et andet mal for “styrken” af en glas, er stgrrelsen af den
relative konfigurationelle ligevaegtsvarmekapacitet AC,/C™¥*, idet let ned-
brydelige molekystrukturer vil give sig udslag i store veerdier af AC,/C5*
og vice verca [Ang 76] [Ang 88]; Arrhenius-opfgrsel af 7 tyder altsa i alminde-
lighed pa sma veerdier af AC,. Der er imidlertid undtagelser fra denne regel,
som f.eks glycerol med stor AC,/C5™¥** men relativt “steerk” 7(T')-opfprsel
[Sch 90].

Krumningen i Arrheniusplottet bliver ofte [Bra 84] fittet til den empiriske
Vogel-Fulcher-Tamman (VFT) lov:

T = 10exp(E4/(T — Tp)) (1.13)

som kan tolkes sddan at aktiveringsenergien synes at vokse, ndr temperaturen
falder. Udtrykket indeholder en temperatur Ty, som typisk ligger 50-100 K
under T, [J&c 87]. Ligning (1.13) fitter bedst til eksperimentelle observatio-
ner for stzerke til middelsteerke glasser, svage glasser har en, hidtil uforklaret,
tendens til Arrhenius-opfgrsel i nerheden af T, [Ang 88].

Ligning (1.13) har en matematisk singularitet ved T = Tp < T}, hvilket har
givet anledning til en del spekulation om den eventuelle eksistens af en skarp
faseovergang ved denne temperatur. Det er imidlertid netop ved lave tem-
peraturer, at det bliver svaerere at fitte Vogel Fulcher-loven. Spekulationer
om betydningen af Ty er og bliver spekulationer, fordi Ty altid ligger uden
for det eksperimentelt tilgengelige temperaturomréde.
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Figur 1.5: Arrhenius-plot af viskositeten 7 for en rackke forskellige glasser. [Ang
95]

Som neevnt er VFT-loven en empirisk relation; der er intet “helligt” eller “ka-
nonisk” ved den, og ifglge [Chr 94,1] kan relaksationstiden for svage glasser
fittes lige s& godt med en T~3-lov: 7 = exp(E4/T?) som med VFT-loven.

Endelig skal naevnes det sdkaldte temperatur-tids-akvivalensprincip (TtP).
TtP postulerer, at den normaliserede komplekse responsfunktion opfylder

R.(w,T) = f(wr(T)) (1.14)

eller eekvivalent hermed:

Ry (log(w), T') = f(log(w) + log((T))) (1.15)

hvilket betyder at responsfunktionen har samme form for alle temperaturer,
nar den plottes mod en logaritmisk frekvensakse; kurven bliver blot forskudt
langs log(w)-aksen med et interval, som afhznger af temperaturen. Der er
ikke noget teoretisk beleeg for at TtP skulle veere et universelt princip; nogle
glasser opfylder princippet seerdeles godt, andre ikke. Som de andre empiriske
love tjener TtP til at holde rede pa vaesentlige traek ved underafkplede vaesker.
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Opsamling. Generelle karakteristika for viskose veesker og glasser er 1)
Den non-eksponentielle tidsafhengighed af relaksationsfunktionen, ofte tol-
ket som en bred fordeling af relaksationstider, 2) Relaksationstider der af-
viger i stgrre eller mindre grad fra Arrhenius-formlen (1.12), tolket som en
temperaturafheengig aktiveringsenergi. -

1.2.2 Modeller

I mange glas-modeller forekommer non-eksponentiel relaksation som en kon-
sekvens af en kooperativ relaksationsmekanisme [Sch 90] [Jac 87]. Et ek-
sempel pa en simpel model hvor dette er tilfzeldet, er de kinetiske Ising-spin
modeller, fremsat af (blandt andre) Fredrickson & Andersen [Fre 84] og ana-
lyseret (ved computersimulation) af Fredrickson & Brawer [Fre 86]. Modellen
[Fre 84] bestar af en mangde, N, Ising-spin enheder som hver for sig kan an-
tage veerdierne “spin-op” (o; = +1) og “spin-ned” (o; = —1), anbragt pé et
kvadratisk eller kubisk gitter og udsat for et magnetfelt 2 som “forsgger” at
tvinge dem ned. En n-spin model er defineret derved, at overgangsintensite-
ten W;(—o;|o;) for det j’te spin er 0 medmindre mindst m; af de neermeste
naboer er i spin-op tilstanden. For (n = 2)-versionen sattes overgangsintin-
siteten til spin-ned tilstanden til: W;(—1lo;) x mj(m; — 1), hvor m; er
antallet af neermeste naboer med o = +1 (dvs. spin-op). Af principle of
detailed balance (se ligning (3.9)) folger s& den generelle overgangsintensitet:

Wi(—a;lo;) o mj(m; — 1) exp[h(o; — 2)/kpT]

- idet systemet antages at have potentiel energi £ = hzj_l o; (der ses bort
fra vekselvirkningen mellem spinnene). Tidsudviklingen af sandsynligheds-
fordelingsfunktionen P(oy,...,on;t) styrer modellens dynamik, som i fglge
princippet om sandsynlighedsbevarelse er fastlagt ved masterlignigen (idet
man ser bort fra muligheden af simultane overgange):

N
dP(o.lv'd't'?o-N7 ZWJ g]l—-o'] P(O’l, .-,_Uja--')G.N;t)
=1
N
=Y Wj(—o;lo;)P(oy,...,0n;t) (1.16)
=1 '

Der er adskilige mulige analogier mellem modellen og virkelige viskose vee-
sker; f.eks kunne man lade de enkelte op- og ned-spin repraesentere mikrosko-
piske regioner med henholdsvis lav og hgj densitet. Det patrykte magnetfelt
h kan, i denne analogi, svare til en temperatursenkning eller en forggelse
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af trykket. Ifslge computeranalyse [Fre 86], udviser modellen de veesentlige
kvalitative treek som kendetegner viskose veesker; sledes er spinrelaksationen
non-eksponentiel og kan fittes til KWW-funktionen (1.11), mens relaksations-
tidens aktiveringsenergi er omvendt proportional med den konfigurationelle
entropi:T «x exp A/T'S.. Dette resultat er i overensstemmelse med Adam-
Gibbs modellen [Ada 65] (omtales pa side 1.2.2).

Ising-spin modeller har i sig selv ikke meget at ggre med virkelige glassers
fysik. Alligevel kan en siddan model have en berettigelse derved, at den de-
monstrerer hvordan et generelt princip (kooperative flow events), pa simpel
og analyserbar vis, ses at fgre til kvalitative makroskopiske egenskaber som
er falles for en raekke hgjst forskellige materialer, og som derfor ikke med
rimelighed kan antages at atheenge af specifikke strukturelle egenskaber eller
typer af molekyleere band. '

Nedenfor omtales en raekke modeller, som repraesenterer forsgg pa at model-
lere de fysiske forhold i virkelige viskose veesker; et gennemgaende traek er,
at relaksationen, ligesom i Ising-spin modellerne, antages at vaere en koopra-
tiv proces. Modellerne er klassificeret efter hvilken termodynamisk variabel
(volumen, entropi eller entalpi/energi), der formodes at “styre” aktiverings-
energien (og dermed relaksationstiden) [Dyr 94].

Volumenkontrollerede modeller

Et velkendt eksempel er Cohen’s fri-volurnen model [Coh 79]. Den basale
modelantagelse er at hvert molekyle i samplet befinder sig i en “celle”, dan-
net af de nzrmeste nabomolekyler, som er stabilt 1 tidsperioder som langt
overstiger vibrationstiden. Idet man associerer et volumen v med hver af
disse celler, skrives Gibbsfunktionen (G = H — T'S hvor H = E + PV) for
samplet:

G = N/va(v)h(v)—TSc
- N/va(v)[g(v)-{-Ts(v)]—TSc (1.17)

hvor S, er den globale konfigurationelle entropi, s(v) = kg ln P(v) er entro-
pien af volumenfordelingen P(v) og ¢g(v) er den individuelle fri energi pr.
celle, som antages at afthaenge udelukkende af v, og approksimeres med:

(v) = a+b(v—vo)?; v < v,
g\ = a+blv.—vo)?+clv—u); v>u.

Heri er a, b, ¢, vo 0g v. temperaturafhengige parametre. Celler med v > v,
kaldes for “vaeskelignende” og for disse defineres et “frivolumen” vy = v — v,.
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Tilsvarende kaldes celler med v < v, for “faststoflignende”. Lokalt flow an-
tages at ske ved at vy, ved volumendiffusion mellem cellerne i det omgivende
stof, bringes til at overstige det molekylare volumen v,,, hvorved molekylet
kan slippe ud af cellen.

For v > v, er g(v) linezer i v, hvorfor den eneste forandring i den totale fri
energi (1.17), associeret med en omfordeling af frivolumen mellem veskelig-
ninde celler, er forandringen af entropien hgrende til P(v). En udveksling
uden aktivering (dvs ligeveegtsfluktuation) af fri-volumen kan derfor kun finde
sted mellem vaeskeagtige celler der graenser op til hinanden, og som desuden
har har et s& stort antal, z, andre vaeskelignende celler som neermeste naboer,
at volumenudvekslingen kan ske uden at involvere omgivende faststoflignende
celler. Uaktiveret diffusion af fri-volumen sker alts3 kun indenfor sammen-
hzengende grupper af vaeskelignende celler > z; disse kaldes klynger (clusters).
Der findes i fglge percolationsteorien [Coh 79] en kritisk koncentration, p.,
saledes at der ved p > p. eksisterer en global, sammenhangende klynge som
streckker sig gennem hele samplet, som da er flydende; for p < p. findes kun
lokale klynger saledes at kun lokalt flow forekommer, svarende til en “ideal
glasfase”.

I modellen fgrer en ligeveegtstransformation (uendelig langsom nedkgling),
fra vaeske til glas, til en diskontinuert @ndring i p omkring p., svarende til
en teoretisk 1’ordens faseovergang ved en temperatur T, < T,. I praksis vil
systemet dog veere faldet ud af ligeveegt ved T' > T}, idet forandring af p for-
udsaetter volumen-diffusion fra veeskelignende til faststoflignende celler (en
aktiveret proces, da de sidste har en individuel fri energi som er kvadratisk i
v), som foregr pa en tidsskala [Gre 80]:

T & T €Xp(Vm [Uf)

med:

o T = To+ /(T = To)? + CT?
vy

hvor B og C er konstanter. Denne relaksationstid, som i fglge forfatterne,
fitter til maledata i hele det tilgaengelige temperaturomréade, svarer i hgjtem-
peraturgreensen til VFT-loven, gr mod 0 for T — 0, mens diskontinuiteten
1T =Ty < T, svarer til den omtalte faseovergang.

Ikke-eksponentiel relaksation opnds [Coh 84] ved i modellen at antage at hver
klynge, eller hvert afsnit af en eventuel global percolationsklynge, har sin egen
relaksationstid, som antages proportional med forholdet mellem overflade og
volumen (da relaksationen sker ved diffusion over graenserne mellem vaeske-

lignende og faststoflignende celler), hvilket fgrer til en relaksationsfunktion
af form som KWW-funktionen (1.11).
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Entropikontrollede modeller

Gibbs-DiMarzio’s statistisk-mekaniske teori omtales ofte i litteraturen, isar
fordi den anviser en vej ud af Kauzmannparadokset ved at forudsige en 2’or-
dens faseovergang til en “idealglas” med nul-entropi, indtraeffende ved Kauz-
manntemperaturem Tk [Gib 58]. Modellen er i den fremsatte form ikke seerlig
generel, idet udledningerne bygger pé forudsetninger der eksplicit refererer
til polymerer.

I den senere Adam-Gibbs-model [Ada 65] forklares strukturel relaksation ved
lokale, kooperative “flow events”. Strukturel relaksation foregir ifglge mo-
dellen lokalt ved kooperativ overgang, aktivereret af termiske fluktuationer i
samplet.

Samplet betragtes som et ensemble af ikke-vekselvirkende undersystemer eller
regioner, hver indeholdende z* molekyler, hvor 2* er det temperaturafhaen-
gige kooperationstal for sendringer af den molekyleere konfiguration. Denne
modelantagelse er i hgj grad problematisk, fordi et givent molekyle ngd-
vendigvis vil tilhgre et stort antal regioner pa een gang, og kan deltage i
kooperativ omstrukturering med en hvilken som helst af disse; dette overlap-
ningsproblem ignoreres i modellen.

Aktiveringsenergien formodes at vokse proportionalt med z* ved faldende
temperatur, siledes at det relative antal af regioner 1 tilstande hvorfra over-
gang er mulig falder til neesten nul ved T' < T,. Relaksationstiden 7 afheenger
som folge heraf eksponentielt af 2* /T, mens 2* settes til at veere omvendt
proportional med den konfigurationelle entropi S.; entropien bliver derfor
den styrende termodynamiske variabel for relaksationstiden:

7= 10exp(C/TS,) (1.18)

hvor C og 7o er konstanter. Den konfigurationelle, isobare varmekapacitet er
imidlertid givet ved AC, = T'dS. /dT. Hvis AC, approximeres med A/T
og man samtidig antager at S.(T < T;) = 0 (dvs. T, antages at veere lig med
Kauzmanntemperaturen Tk ), fas:

T L LAC, AT -To)
S(T) = | 4T =5 o

Ved indsattelse af S, i ligning (1.18) fas empiriske VFT-lov. Det bemaerkes
igvrigt at entropien, ifplge (1.18), aldrig vil kunne antage negative vaerdier
eftersom relaksationstiden divergerer: 7 — oo for S, — 0. S& 1 denne model
undgds Kauzmannparadokset, uanset om man veelger at tro p& den 2’ordens
faseovergang som Gibbs-DiMarzio modellen forudsiger. Stillinger argumente-
rer ud fra statistisk mekaniske principper [Sti 88] for, at S, 1 “virkeligheden”
(vi fastholder at spgrgsmalet er rent akademisk) bgjer af et lille stykke over
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T for derefter at konvergere assymptotisk mod 0. Udledningen af VFT-loven
vil ogsé 1 dette tilfeelde kunne antages som en god approksimation.

Energikontrollerede modeller
“Random walk”- eller “hopping-"modeller er oprindelig udviklet med hen-
~blik pa beskrivelse af ladningstransport i energetisk uordnede medier [Bis
'86]. Man betragter en ladningsbazrende partikel (en “eksitation”), placeret
et tilfeeldigt sted i et kubisk gitter (antaget stationeert pa en karakteristisk
tidsskala for selve transportprocessen), hvor den potentielle energi i gitter-
punkterne varierer tilfeeldigt efter en gaussisk tilstandsfordeling, n(E), med
spredning ¢ og middelveerdien 0. Partiklen vil s give sig til at “vandre” fra
det ene gitterpunkt til det neeste, med intensiteten W (j|¢) for overgang fra
tilstand ¢ til tilstand j givet ved:

o Woexp|—(E; — E;)/ksT] ; E; > E;
W(ﬂz):{wz p[—~(E; — Ei)/ksT] Ea

Tidsudviklingen af sandsynligheden P;(t) for at partiklen befinder sig i til-
standen ¢ er givet ved masterligningen:

) = = S WGIA(E) + WP (1.19)

Nar modellen anvendes pé relaksation i viskose vasker [Ric 86] [Bis 90] re-
preesenterer den “vandrende partikel” et atom, en gruppe atomer eller en
mikroskopisk region af veesken, mens beveaegelsen foregér 1 konfigurations-
rummet i stedet for i det fysiske rum. Man kan forestille sig “partiklen”
vandre omkring p& en potentiel energiflade, dannet af statistisk varierende
intermolekylere koordinater, med lokale minima og maxima.

I termisk ligeveegt er sandsynlighedsfunktionen for en tilstand givet ved
Boltzmann-faktoren exp(—FE/kgT) hvilket, kombineret med en gaussisk til-
standsfordeling, giver middelenergien £ = —o?/kgT. Energier teet pad E
repraesenterer de tilstande som “partiklen” med stgrst sandsynlighed befin-
der sig i; ved temperaturer i nerheden af T, er disse tilstande dybe, lokale
energiminima, som svarer til relativt sjeeldne konfigurationer med energier
langt ude i den negative hale af Gauss-funktionen. Overgange mellem lav-
energi tilstande forudsaetter imidlertid “vandringer” gennem mellemliggende
tilstande med hgj energi hvor teetheden af tilstande er stor; aktiveringsener-
gien for molekylert flow ved lav temperatur ligger derfor teet pa E o« T2,
hvilket giver en non-Arrhenius relaksationstid 7 = 7 exp(To/T)?.

I Brawers relaksationsmodel [Bra 84] forarsages strukturel relaksation pa
mikroskopisk niveau af tidsafhaengige, lokale densitetsforandringer svarende
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til tidslige endringer af de lokale koordiantionstal, som karakteriserer den
molekyleere naerorden i viskose veesker og glasser. Brawer antager at disse
strukturforandringer, for at vaere stabile, skal foregd kooperativt, hvorfor han
betragter vaesken som verende inddelt i et antal regioner, som hver for sig
er store. nok til at en sddan kooperativ flow event kan foregd inden for dens
greenser. Tilstanden af en sddan region, R, centreret omkring punktet 7,
karakteriseres ved restriktionen til R af densitetsfunktionen p(r).

Det antages endvidere, at relaksation forudsatter eksitation af en region af
vaesken til en overgangstilstand, 6, med hgj energi og lav densitet, fgr den
pageldende region kan relaksere til en tilstand med hgjere (eller lavere) den-
sitet. Idet densiteten 1 veesken generelt vokser nar temperaturen falder, vil
de mest sandsynlige tilstande ligge fjernt fra é ved lav temperatur.

Den kinetiske ligning for tilstandssandsynligheden P(p,,t) skrives i en til-
neermet udgave som ikke tager hensyn til overlap mellem regioner (men som
til gengeeld kan lgses analytisk):

dP(p,,1)
dt

Her er W1(p,) overgangs- eller relaksations-intensiteten fra tilstanden p, til
en vilkérlig ny tilstand, dvs. 1/W1(p,) = 7(p,) (sammenlign evt. men ligning
(1.19)). Wi(p,) er relaksationsintensiteten fra en overgangstilstand #il p, og
P($) er sandsynligheden for at regionen r befinder sig i en overgangstilstand.
Relaksationstiden er givet ved:

= ——Pr(ﬂr,t)WT(Pr) + PT(67t)Wl(pT)

To

¥(pr)
= T7oexp[—AS/kg|exp[—(E(6) — E(p-))/ksT)] (1.20)

exp(AE/kgT)

T =

hvor #(p,) er antallet af tilgengelige overgangstilstande fra p,, AS den
tilsvarende overgangsentropi, og AFE er en aktiveringsenergi som afhanger
af region r’s gjeblikkelige tilstand. Problemet med overlapning mellem
regionerne, som der ikke er taget hgjde for i ovenstédende kinetiske ligning,
undgér Brawer ved kun at regne pa de initielle stadier af relaksationsproces-
sen, hvor kun f& af samplets regioner har relakseret, sdledes at randeffekter
kan ignoreres.

Modellen giver ikke-linezer relaksation, idet aktiveringsenergien zendres
efterhdnden som relaksationen forlgber, siledes at 7 bliver tidsatheengig.

Spergsmalet om, hvilken termodynamisk funktion der er mest relevant at be-
nytte som “kontrolvariabel” til karakterisering af glasovergangen, har Gold-
stein [Gol 63] [Gol 69] og Angell [Ang 76] forsggt at belyse ud fra en termo-
dynamisk angrebsvinkel:
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Idet man antager at T, athznger kontinuert af trykket P, definerer T,(P)
en sammenhzngende kurve i (T, P)-planen. Hwvis den konfigurationelle del,
taget i metastabil ligevaegt, af en af de fundamentale termodynamiske funk-
tioner, Skeq, Hkeq €ller Vi oy, antager en konstant veerdi pd denne kurve, er
trykafheengigheden af T, givet ved een af fglgende to ligninger [Gol 63]:

dT, /dP = TVAa,/AC, (1.21)
dT, /dP = Axr/AC, - - (1.22)

idet S eq eller Hy ., konstant pa T,(P) implicerer ligning (1.21), mens ligning
(1.22) gelder hvis Vi, er konstant pad T,(P). Bemaerk at man ikke uden vi-
dere kan tillade slutte den anden vej; der gelder ikke nogen bi-implikation!
Den eksperimentelt observerede T, er bestemt ved, at 7 antager en karakte-
ristisk veerdi (som afhanger af den eksperimentelle situation). S& hvis Sy,
Hy .o, eller Vi ., antager en konstant veerdi pd kurven T = Ty(P), uanset
trykket, er det teenkeligt at 7 afhanger af den pageldende stgrrelse.
Det viser sig i praksis at ligning (1.21), med nogle {4 undtagelser, giver en
god beskrivelse af maledata, mens ligning (1.22) konsekvent rammer ved si-
den af. Dette er blevet taget til indtaegt for at det nok er en mindre god
ide, at modellere glasovergange med volumenet som styrende variabel [Gol
69] [Ang 76].
Hvis veeskens konfigurationelle tilstand antages at afhznge af kun een “or-
densparameter”, geelder bade ligning (1.21) og (1.22); derved fas den sakaldte
Prigogine-Defay ligning:

gog y higning ARTAC, 1

TV(Aa)? —

Denne relation holder imidlertid ikke i praksis [Dav 53], idet man observerer
at forholdet i reglen er stgrre end en.

Mode coupling. Endnu en teori skal ganske kort nevnes her, ikke fordi
vi ved serlig meget om den, men simpelt hen fordi der er en masse folk som
forsker i den. Det drejer sig om den sdkaldte mode coupling theory [Got 92]
som, i modsetning til de ovenfor omtalte modeller af mere feenomenologisk
art, er en model for viskose veesker, med et mikroskopisk afszt 1 beskrivelsen
af klassisk molekylbeveegelse. Teorien giver en god beskrivelse af viskose
veeskers egenskaber for < 1Pas, men er ubrugelig ved temperaturer i
naerheden af glasovergangsomradet [Sch 90].




1.3 Hvorfor modellere glasovergangen? 23

De modeller som vi benytter i narveerende tekst, er 1) en forsimplet version
af Brawers model (omtalt ovenfor) forsldet af Dyre [Dyr 87|, hvor kun regi-
onsenergien indgar som variabel (EME); det er fornylig blevet pavist [Dyr
94], at denne forenklede model ogsé kan betragtes som en approksimation
til den ovenfor omtalte random walk model, hvor energibarrieren mellem
lav-energitilstande fastlaegges ved brug af percolationsteori. 2) en udvidet

masterligningsmodel, hvor regions-tilstandene karakteriseres ved bade energi
og volumen (EVME).

Mere preaecist ligger hovedvaegten af vort arbejde 1 udledning af de relevante
termiske og mekaniske frekvensathengige responsfunktioner (C, for EME’s
vedkommende, C,, o, og k; for EVME), samt i forsgg pa at fitte disse mo-
delfunktioner til maledata for glycerol.

Vi har foretaget en litteratursggning (tilbage til 1985, hvor de fgr-
ste malinger af frekvensafhengige responsfunktioner blev offentliggjort af
T.E.Christiansen [Chr 85] samt, uafhazngigt heraf, af Birge & Nagel [Bir
85]), for at undersgge om andre eventuelt skulle have udledt (og publice-
ret) modelfunktioner svarende til de af os udledte; dette er s3 vidt vi kan

konstatere ikke tilfaeldet, ligesom der heller ikke synes at foreligge noget om
EVME-modellen.

1.3 Hvorfor modellere glasovergangen?

Spgrgsmaélet er, hvad formalet med at lave en matematisk model af underaf-
kglede vaesker er, set fra vores synspunkt.

1.3.1 Hvad er det for en type modeller vi arbejder
med?

[ fysikken er modellernes funktion traditionelt at forbinde flere forskellige fee-
nomener p& en made, si de kan forstds som forskellige aspekter af en feelles
grundliggende mekanisme. Formalet med en model er at forklare og forsta.
Det er i en vis forstand et ikke-pragmatisk formal.

I statistisk fysik er malsetningen kort sagt fglgende: Nir man nu kender de
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fundamentale love som styrer molekylernes bevaegelse imellem hinanden, sa
mé det da for pokker veere muligt at lave en teoretisk kobling imellem det
mikroskopiske molekyleare niveau og de faktiske makroskopiske egenskaber,
som et givet stof har?

En metode til at lgse dette problem kunne veere at starte pd det moleky-
leere niveau ved at tage udgangspunkt i beveegelsesligningerne for de enkelte
molekyler, og derfra lave nogle passende approksimationer, som kan danne
udgangspunkt for en statistisk beskrivelse. Af den statistiske beskrivelse kan
man maéaske udlede makroskopiske stgrrelser. Se afsnit 2.4. Denne metode
fungerer godt i mange tilfzelde. For eksempel for en gas, hvor molekylerne
ikke vekselvirker med hinanden i serlig hgj grad. Metoden lader sig ikke
umiddelbart gennemfgre for en underafkglet vaske, fordi molekylernes bevee-
gelser her er meget komplekse. Der eksisterer ikke en tilfredsstillende model,
som kan forbinde det mikroskopiske niveau med det makroskopiske niveau i
en given underafkglet vaeske.

Vi forsgger at tage udgangspunkt i et halv-mikroskopisk beskrivelsesniveau.
Vi benytter nogle ideer om, hvordan molekylerne bevager sig (kvalitativt) i
det system som vi undersgger, og bruger det som afsat for modelbygningern.
Det er det som foregar i afsnit 3.1.

Modellen bliver koblet til det mikroskopiske niveau ved at vi sikrer, at den
overholder fundamentale fysiske principper. Samtidig bliver modellen koblet
til det makroskopiske niveau, ved at vi justerer modellens parametre, s& de
passer kvantitativt med maéleresultater. Vi tilstraber at lade vare med at
indfgre parametre, som vi ikke kan give en fysisk fortolkning iforhold til mo-
dellens udgangspunkt.

Der introduceres s& at sige ikke nogen nye fysiske love med en sddan halv-
mikroskopisk model. Vi sgger snarere at skabe et billede som er konsistent
med de fysiske love, og med maéledata.

1.3.2 En models berettigelse
Forklaringskraft og forstaelighed

Det er selv sagt attraktivt, at en model kan udtale sig (rigtigt) om s& mange
kvantitative resultater som muligt. Men selvom en model har problemer med
at fitte nogle mélinger, kan den godt have en berettigelse alligevel. Hvis mo-
dellen introducerer en form for forstaelse, det vil sige indlejrer flere forskellige
begreber i et generelt mgnster, kan man godt veere tilbgjelig til at fastholde
modellen, selvom den fejler p4 nogle omrader. I det omfang der ikke fin-
des alternativer, mener vi ogsi, at det er berettiget. En halvmikroskopisk
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models berettigelse bestar blandt andet i, at den ved at placere sig i feltet
imellem den makroskopiske virkelighed og den mikroskopiske teori, bibringer
os en form for viden, som vi ikke kunne opnd ved at tage udgangspunkt i
den mikroskobiske teori.

Faktisk vil vi ga sé& langt som til at sige, at den feenomenologiske model mister
. sin forstaelighed, hvis den bliver for kompliceret, og at man derfor ikke bgr
drive det for langt med faenomenologiske modeller. Det er selvsagt attraktivt
at have s3 fa parametre som muligt, men det er yderligere attraktivt at have
en model, som kan begribes.

God model

Vi straeber efter modeller, som er forstielige, som ikke bryder med fysiske
love, som har f& parametre, som forklarer s mange aspekter af glasover-
gangen som muligt. Ud over dette er det godt hvis modellen har en vis
generellitet, sdledes at man ved at @ndre parametersattet kan infange si
mange stoffer som muligt.
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Kapitel 2

Stokastiske prt)cesser A

I dette afsnit vil vi sette den matematiske ramme for de modeller, som er
emnet i projektet. Modellerne indlejres 1 den begrebsramme, som hedder
stokastiske processer.

Formalet med afsnittet er dels at understgtte teorien i projektet gennem klare
definitioner af statistiske begreber, dels at demonstrere, at en mere formel
tilgang til teorien giver et output i form af bedre indsigt og rationalisering af
metoder, og dels at fremhave forskellene i maden matematikere og fysikere
angriber omradet stokastiske processer pa.

Det er ikke hensigten at lave en larebogsagtig indfgring. Vi medtager blot
den matematik, som er relevant i forbindelse med behandlingen af modellerne
i dette projekt. I dette afsnit introduceres kun basale begreber. Behandlin-
gen af modellerne kan nemlig gennemfgres med brute force metoder uden
synderlig brug af teori. Det vil vi demonstrere i afsnit 3.2, hvor vi udleder
varmekapaciteten c(w) fra bunden uden brug FD-teoremet.

I kapitel 5 introduceres en mere avanceret teori, som kan rumme en raekke

stokastiske modeller, og som iszr har sin berettigelse overfor mere avancerede,

modeller. EVME bliver behandlet i termer af denne teori. Argumentet for at
vente med at introducere den generelle teori er, at teorien ville virke vilkarlig
og abstrakt, hvis man ikke kunne se, hvad den skal bruges til. Det kan man
bedre, ndr man har en gennemgang af EME i baghovedet.

2.1 Definition af stokastiske processer.

Man kan konstruere stokastiske processer matematisk pa folgende made. Ud-
gangspunktet er en meengde 2, hvorpa der er defineret en sandsynlighedstet-
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hed:
P:0 = R*, /QP(x)d:vzl (2.1)

2 er udfaldsrummet for en stokastisk variabel X. Q@ ma& naturligvis veere af
en sddan art, at integrationen giver mening. Det vil sige: Der skal eksistere
en o -algebra pa Q, og P(z) skal veere en malelig funktion i den forstand, at
tilbagetraekket af en 4bén meengde i R skal tilhgre o-algebraen i  [Rud 87].

Lad M C R"™ vaere givet. Lad T' C R betegne en mengde af tidspunkter, og
M7 betegne mangden af afbildninger fra T over i mangden M.

En afbildning Y fra Q over i M7T definerer da en stokastisk proces. Elemen-
tet Y(z) € M7 kalder vi for Y,(t). z er et sample eller et udfald af den
stokastiske variabel X, sé til ethvert udfald z hgrer altsd “en hel funktion”.
Herved konstruerer vi en generaliseret stokastisk variabel med udfaldsrum
M7T. Denne benzevner vi Yx(t). Yx(t) er, hvad vi forstar ved en stokastisk
proces!

I vores tilfeelde er M en delmengde af R", men generelt kan der godt veere
tale om mere “freekke” mangder.

Man kan transformere sandsynlighedstatheden P(z), s& man far en sand-
synlighedstathed Py (y,t) for Y(¢):

o1
Py(y,t) = Jim — /A | dsP() (2.2)

hvor d er dimensionen af M, og mangden A,  er tilbagetraekket af meengden
af udfald som “gar igennem” et volumenelement ! i M til tidspunktet ¢:

Ayan =Y 1{p € MT : 4(t) € Vol(y,h)}). (2.3)

Vol(y, h) er et volumenelment med sideleengde h i punktet y i rummet M.

Bemarkning: Denne konstruktion er kun veldefineret, hvis Y er ma-
lelig. Lad Vol(y, k) veere det indre af en kasse (S& er det en &ben
mengde. Faktisk er det ikke ngdvendigt, men det er intuitivt let-
tere at handtere.) Hvis vi afslutter samlingen af mangder af typen
Ay:n (y,tog h vilkérlige) med alle endelige snit (fzellesmeangder), og
alle teenkelige foreninger af sddanne mengder, vil denne udvidede
samling af maengder udggre en topologi p& MT. At Y er malelig
betyder, at tilbagetrazkket af en mangde i1 denne topologi tilhgrer
o- algebraen pd Q. [Rud 87]. Desuden skal Y vezre tilstreekkelig
pan til at greensevaerdien i ligning 2.2 giver mening. For fastholdt
t skal udtrykket konvergere nar h gér mod 0.

1En lignende konstruktion kan laves, hvis M er en diskret mangde.
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Heldigvis er det ofte Py (y,t) som er givet, s& man ikke skal ggre det eksplicit.

Middelveerdien af en funktion g : M — C™ er defineret som:

(oY () = [ dy g(u) Py (y,1) (2.4)
Vi vil 1 reglen blot benavne Py(y,t) med P(y, t), hvis det ud fra sammen-
haengen kan ses, hvad det er for en sandsynlighedsteathed, der er tale om.

En stokastisk proces er fuldsteendigt karakteriseret ved sattet af “simultane”
sandsynlighedstzetheder

P(y,t)
P(y1,t1; y2, t2)
P(y1,t15y2, t2; ¥, 13) (2.5)
hvor .
P(y1,t1; -5 Yn, tn) = Ii —/ dz P 2.6
(y17 ' y ) hl—I’r(l) hd A(ylyt1§---§yn,tn?h) * (x) ( )
med

A(ys, b5 Yn tash) = (2.7)

Y7 ({¢ € MT : ¢(t1) € Vol(y1, h) A ... A ¢(t,) € Vol(yn, h)}) (2.8)
Ordet “simultane” er seaerdeles misvisende, fordi det betyder “samtidig”.
Hendelserne y;...y» behgver netop ikke at vaere samtidige. “Simultane” er

bare det bedste ord pa dansk, som kan illustrere at et sample af Y(¢) har
flere egenskaber “pa en gang”.

2.1.1 Korrelatibner

Givet en stokastisk proces Y (t), hvor Y () € R?, for et givet ¢, to funktioner
f:R¥— Cogg:R%— Cogto tidspunkter t; og t,, definerer vi (2.-ordens)
korrelationsfunktionen

Kgg(t2, 1) = (f(Y (22)g(Y (41))) — (f (Y (£2))){g(Y (£1))) (2.9)

Det sékaldte moment (f(Y (¢2)g(Y (¢1))) skal fortolkes som middelveerdien
af funktionen f(Y'(t2)g(Y (1)) med hensyn til den simultane sandsynlighed

P(y2,t2;y1,t1) = P(y2, t2|y1,t1) P(y1,t1)-
(f(Y(t)g(Y(t1))) = /dyz/dylf(yz)g(yl)P(yz,tz;yl,tl) (2.10)
= /dyz/dylf(yz)g(yl)P(yz-,tzlyl,tx)P(yntl)
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Vi bruger | for betingede sandsynligheder, og ; for kombinerede sandsynlig-
heder. Man kan teenke pé de to tider som fastholdte parametre. Hvis man
teenker sig, at t; og t, er fastholdte, er der blot tale om covariansen imel-
lem to stokastiske variable f(Y(¢;)) og ¢((Y(t1)). Man kan ogséd definere
hgjereordens-korrelationsfunktioner, men det far vi ikke brug for.

Bemarkning:

Korrelationsfunktionerne er nogle stgrrelser, som er karakteristiske
for en given stokastisk proces. De har ikke noget med et bestemt
fysisk system at ggre. Det far de naturligvis fgrst i det gjeblik, hvor
man fortolker de stokastiske variable som variable i et fysisk sy-
stem. Selv da afspejler korrelationsfunktionerne en bestemt proces,
som systemet gennemlgber. Hvis ikke andet er opgivet, refererer
man til den statiske proces, hvor P(yy,t1) = Pes(y1,0) er ligeveegts-
fordelingen for det fysiske system. I sa fald er processen og dermed
korrelationerne karakteristiske for selve systemet.

2.2 Markov-processer

Markovprocesser er en bestemt slags stokastiske processer, som er simple pa
den made, at de opfylder fglgende betingelse (Markov-betingelsen):

Antag at Y har verdien yo til tiden ty. Da afhenger verdien of Y til et
senere tidspunkt t; alene af to, t1 0g yo. Det vil sige, at det er ligegyldigt,
hvilke verdier Y har antaget for tidspunktet t = 1o

Vi fremhaever, at egenskaben er knyttet til den stokastiske proces, som den
er defineret ovenfor. Man kan ikke sige om et fysisk system, at det er “mar-
kovsk”. Om markovbetingelsen adlydes afheenger af, hvilke variable man
veelger at beskrive systemet med. [ Kam 81 |. Da markov-processer er lette
at analysere, skal man selviglgelig sgge at veelge variable pa en sadan made,
at markovbetingelsen geelder, ndr man stir over for et fysisk problem.
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Eksempel: Tenk pa en (isoleret) endimensional harmonisk oscilla-
tor, hvor vi kender energien E. Vealger vi at lade mikrotilstanden (se
afsnit 2.4) veere givet ved sted og hastigheds-koordinaterne (z,v),
kan vi givet en begyndelsesbetingelse (zq,vo) beregne sandsynlig-
hedstezetheden til et senere tidspunkt i tilstanden (z,v):

P(z,v,t|z0,v0,t0) = 8(z — 2()|o)8(v — v(t)]o) (2.11)

hvor (z(t)|o,v(¢t)o) er Ipsningen med begyndelsesbetingelse
(zo,v0,%0). Ud fra en vilkarlig begyndelses-fordeling Po(z,v)
kan vi med denne overgangssandsynlighed definere en markovpro-
ces:

P(z,v,t—t9) = /dm'/dv’P(x,v,tlx', v, to)Po(z’,v")  (2.12)

Denne proces indeholder sa at sige lige s& meget information om
systemet som de dynamiske ligninger, hvis begyndelsestaetheden er
en deltafunktion. Og det er klart en markovproces. Det er natur-
ligvis et lidt atypisk eksempel, idet processen er helt deterministisk
og velkendt, og en stokastisk beskrivelse derfor overflgdig.

Velger vi derimod at lade mikrotilstanden veere givet ved blot sted-
koordinaten z, er der ikke nok information i en mikrotilstand, til at
udggre en begyndelsesbetingelse for de dynamiske ligninger. Man
kan godt udregne kvadratet pa hastigheden, fordi man kender den
kinetiske energi 1/2mv? = E — 1/2kz?, men man kan ikke udregne
retningen, hvis man blot kender stedet. Hvis man vil opna samme
detaljeringsgrad som ovenfor, m& man have mere kendskab til sy-
stemets historie for at beregne hvilken, af de to mulige tilstande det
vil veere 1 til tiden t. Dette kunne repraesenteres med en betinget
sandsynlighedstathed:

- P(z,t|zy,t2; 21,t1) = noget indviklet (2.13)

Denne beskrivelse af systemet ville veere ligesd detaljeret som den
forrige, men den ville ikke vaere en markov-proces.

Markovbetingelsen kan skrives formelt:

P(yn:tnlyn—lytn—d; ---;y07t0) = P(ymtn'yn—l’tn—l) ’ tn Z tn—l 2 Z tO
_ (2.14)
Der star: “Sandsynligheden” for at Y har veerdien y, til tiden ¢,, givet at ¥’
har haft veerdierne yo, ..., yn-1 til de respektive tidspunkter to,...,t,-1, er lig
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med sandsynligheden for, at Y har veerdien y,, til tiden t,, givet at Y havde
veerdien y,—1 til tiden ¢,_;. I realiteten er der jo tale om sandsynlighedstaet-
heder, s& sprogbrugen skal forstas med god vilje.

P(yn,tn|yn-1,tn-1) kaldes overgangssandsynligheden; den afhaenger af begge
de indgéende tider ¢, og t,—;. Man siger om processen at den er tidshomogen,
hvis overgangssandsynligheden kun atheenger af differencen ¢, — t,;.

En markovproces er fuld’s{faendigt (over-) karakteriseret ved sandsynligheden
P(y,t) og overgangssandsynligheden P(y,t|y’,t'). Disse to funktioner er for-
bundne gennem to relationer: Den fgrste

P(ys,t2) = /dylp(y2at2|y17tl)P(ylatl) (2.15)

er uomgaengelig for enhver stokastisk proces. Den anden —Chapman Kol-
mogorov ligningen —

P(ys, tsly1, t1) = /dyzp(ys,tslyz,tz)P(yz,t2|y1,t1) (2.16)

udledes ved at opstille den simultane sandsynlighed 2

P(ys, t3;y2,t2; y1,t1) = P(ys, talyz, t2) P(y2, taly1, 1) P(y1, t1) (2.17)

integrere y, ud p& venstresiden og dividere med P(y1,1;), under benyttelse
af Bayes’ formel (P(1;2) = P(1|2)P(2)).

Bemaerk at 2.15 geelder for vilkérligt valg af t; < t2, og Chapman Kolmogorov
ligningen holder for alle t; € [t1,13).

2.3 Masterligningen

Vi udleder nu den sdkaldte masterligning for en homogen proces ved at under-
sgge Chapman Kolmogorov ligningen i greensen ¢; — t,. For en tidshomogen
proces kan overgangssandsynlighederne skrives med fglgende notation:

P(ya,taly1,t1) = Py, (32)11) (2.18)

Vi antager, at overgangssandsynlighederne for tilstrakkeligt sma tider (7)
kan skrives pa formen:

Pr(y2ly1) = (1 — ay, 7)8(y2 — 1) + W (y2lya) + o(7) (2.19)

2Markov-betingelsen er brugt i og med at det antages, at P(ys,tsly2,t2;91,t1) =
P(ys,t3ly2, t2)
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W (y2|y:) kaldes for overgangsintensiteten, og kan intuitivt forstds som over-
gangssandsynligheden per tidsenhed [Kam 81], givet at Y = y;. o(7) er en
funktion, som gar hurtigere mod 0 end 7, og stgrrelsen ay, 7 er sandsynlighe-
den for at Y forlader tilstanden y; i tidsintervallet 7:

i = [ Ay W (ualyr) (2.20)

Betingelsen 2.19 er altsa en antagelse om, at overgangsandsynlighederne kan
lineariseres for sm& 7.( Det er ikke tilfzeldet for alle homogene Markov pro-
cesser.) Indsatter vi 2.19 i Chapman-Kolmogorov ligningen

Proir(yslyr) = /dyz{(l — a4, 7)6(ys — y2) + TW(ysly2) } Pry (v2ly1)  (2.21)
far vi:
PTO+T(y3|y1) = (1 - aysr)P,,o(yg,lyl) + /dszW(y3|y2)Pro(yz|yl) (2-22)

Hvis vi treekker termen P, (ys|y1) over pa venstre side, dividerer med 7, og
lader 7 g& mod nul, bliver venstresiden en differentialkoefficient:

8Pma(~?ijlyl) — /dyzW(yslyz)P,o(yzlyl) — W{(yalys) Pr (ysly1) (2.2'3)

Denne ligning kaldes for “master ligningen”. Den kan fortolkes som en diffe-
rentialligning i sandsynlighedstatheden P(ys,7) med begyndelsesbetingelsen
Po(y3) = 6(ys — y1). Man kunne gange med en sandsynlighedstathed P(y1),
og integrere y; ud. S& fir man en dynamisk model, som geelder for vilkarlige
begyndelsesbetingelser. I nogle mindre fjollede variabelnavne ser masterlig-
ningen sadan ud: '

8chz’t) - /dy'WMy')P(y"t} - W(y'ly)P(y,?) (2.24)

Det er pd denne form, man normalt ser masterligningen. Den intuitive 1dé
i ligningen er, at den beskriver sandsynlighedsstrgmmen til og fra et lille
volumen omkring y.

Set ud fra matematikerens synspunkt er masterligningen en ligning 1 over-
gangssandsynligheden P.(y,y’), eller en ligning for sandsynlighedstzetheden
for et hvilketsomhelst del-ensemble (se kapitel 5), som kan udtraekkes af
markov-processen Y'(t), ved at indfgre en begyndelsesteethed. Matematisk
set er masterligningen altsd en ligning, som kan udledes fra en given stokastisk
proces. For fysikeren er masterligningen en ligning i sandsynlighedstzetheden
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for en stokastisk variabel Y(t), som man kan ggre sig hab om at finde un-
der en given begyndelsesbetingelse, fordi man kender overgangsintensiteten
W{yly') fra nogle fysiske love. Hvis en fysiker skulle udlede masterligningen,
ville han for eksempel udlede den som en approksimation fra kvantemeka-
nikken, eller som en approksimation til hamiltons ligninger for partiklerne i
et system; se-for eksempel [Kre 81]:- Det er, hvad en fysiker forstar ved en
udledning. - :

Ofte ser man pa hgjresiden af masterligningen som en operator, der
virker pd sandsynlighedstztheden P(t). I det diskrete tilfeelde er
det oplagt: Masterligningen har formen

0P,

7
hvor
Vij =Wy, fori #j (2.26)
Vi=—=> Wy (2.27)

J#

I det kontinuerte tilfaelde er hgjresiden ogsa en linezr operation pa
P(t). Man kan derfor formelt skrive ligningen pa formen:

aP
5 = VP (2.28)

2.4 Fysiske systemer.

I denne indfgring af stokastiske processer forsgger vi at fastholde den mate-
matiske synsvinkel sd lenge som muligt. Men vi m trods alt holde os klart,
hvad det er teorien skal bruges til. Ellers vil definitioner og forudszetninger
virke vilkérlige. Her vil vi kort ggre rede for, hvordan teorien skal kobles til
laboratoriet. Det kan meget let blive en filosofisk diskussion om relationen
mellem naturen og os som observatgrer [PVC 88, og determinisme versus
indeterminisme [Kre 81]. Det er ikke vores hensigt at fglge denne diskussion
til dgrs. Vi vil blot klarlzegge, hvordan det stokastiske element opstar, og
hvad vi forstir ved et fysik system.
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Ved et makroskopisk fysisk system forstdr man som regel et velafgreenset
omréde af naturen, som indeholder mange frihedsgader. “Mange frihedsgra-
der” vil sige, at man skal bruge mange variable til at karakterisere systemets
tilstand. En bestemt konfiguration af disse variable kalder man gerne for
en mikrotilstand. Et fysisk system er altid en abstrakt idealiseret model af
et omrade af naturen, hvor man allerede har valgt en “detaljeringsgrad” for
sin beskrivelse. Dette vil sige, at man ser bort fra nogle mindre relevante
egenskaber ved systemet. Karakteriseringen af mikrotilstandene afheenger
af, hvordan man har valgt at beskrive systemet.

Eksempel:

Mikrotilstanden kan for eksempel veere de enkelte atomers position
og hastighed i en beholder med gas. I den klassiske beskrivelse kal-
der man rummet af hastigheds- og stedkoordinater for et system af
N atomer for systemets faserum. En tilstand kan i en sddan model
veere et lille omride i faserummet. Karakteriseringen af mikrotil-
standene afhaenger i dette tilfzelde af, hvor fin en inddeling man har
valgt 1 faserummet.

I reglen er situationen den, at man kender dynamikken, hvilket vil sige, at
man kender krefterne imellem atomerne, men at man er ude af stand til at
lgse de dynamiske ligninger i den mikroskopiske beskrivelse.

I den makroskopiske beskrivelse repraesenterer de variable makroskopiske
stgrrelser som volumen, tryk og enthalpi. Relationer mellem disse er beskre-
vet ved makroskopiske love, som dels udggres af nogle generelle principper
(termodynamikken), og dels af nogle f&nomenologisk bestemte egenskaber,
som er individuelle for forskellige fysiske systemer.

Statistisk fysik er den “diciplin”, som forsgger at koble den mikroskopiske
beskrivelse til den makroskopiske beskrivelse.

Det stokastiske element.

I fvsik optraeder stokastiske variable/processer pa ihvertfald to fundamentalt
forskellige méder [Kam 81]. For det fgrste er der den kvantemekaniske beskri-
velse, hvor sandsynligheden for (ved en méling) at treeffe det mikroskopiske
system i en bestemt tilstand i, er givet ved normkvadratet pa bglgefunktionen
;. Selve dynamikken i et kvantemekanisk system er imidlertid fuldstzendig
deterministisk. Schrédingerligningen sikrer sig at bglgefunktionen udbreder
" sig pa en reversibel méde i tiden, og dette vil ogsa gelde for et isoleret makro-
skopisk kvantemekanisk system. Kvantemekanikken kan derfor ikke bruges til




36 Stokastiske processer A

argumentere for, at man kan betragte dynamikken i et makroskopisk system
som en stokastisk proces.

I statistisk fysik tilvejebringes det stokastiske element pa en anden méade,
som tkke forudsetter en underliggende stokastisk opforsel begrundet ¢ kvan-
temekanikken. Det er denne tilvejebringelse, som er relevant her.

I statistisk fysik er udgangspunktet, at fysiske situationer som er si kom-
plicerede, at det er fuldsteendigt umuligt overhovedet at lgse de dynamiske
ligninger i den mikroskopiske beskrivelse, maske kunne beskrives ved hjelp
af stokastiske processer. Mikrotilstandene opfattes som udfald af en stoka-
stisk variabel eller en stokastisk proces. Makrotilstandene er middelvaerdier
af fysiske stgrrelser (som er forbundet med den enkelte mikrotilstand). Der
er altsa tale om en antagelse.

Ensemblebegrebet.

For et fysisk system indfgrer man begrebet ensemble pé fglgende made: Lad
os teenke os, at der er en eller flere restriktioner pa systemet. Det kan for
eksempel vere betingelser som “systemet er i tilstanden ¢ til tidspunktet
to”, eller “systemets energi er i intervallet [E; E + §E]”. Disse restriktioner
kan veere begrundede i en eksperimentel situation, eller de kan veere rent ab-
strakte gvelser. Ensemblet hgrende til systemet under de givne restriktioner
er da alle de tidslige forlgb, som systemet kan tenkes at gennemga, samtidig
med at det overholder restriktionerne, og samtidig med at systemet adlyder
den mikroskopiske dynamik. Man kan ogsa sige, at ensemblet er alle de “mi-
kroforlgb”, som systemet kan gennemgd under de givne restriktioner. [Kam
81] Man visualiserer ensemblet som en masse ens systemer med forskellige
mikroforlgb.

Eksempel: Random Walk. I dette klassiske eksempel betragter man
en partikel, som kan bevaege sig pd en uendelig diskret keede af
positioner. En mikrotilstand er karakteriseret ved et tal a € Z, som
angiver det felt, hvor partiklen befinder sig . I hvert tidsskridt kan
partiklen ga til hgjre og venstre med lige stor sandsynlighed.

Lad os sige, at vi har fglgende restriktion pd systemet: Partiklen
er i feltet ap til tiden 5. Et mikroforlgb er da en fglge af felter
a(t,), hvor n lgber over et interval i Z, hvor a(tg) = ao, og hvor
Gn41 = an £ 1. Ensemblet er alle sddanne fglger.

I eksemplet ovenfor er alle mikroforlgbene lige sandsynlige. Dette er ikke
altid tilfeeldet.
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Ensemblet svarer til mzngden M7 i den matematiske introduktion oven-
for, hvor et sample af variablen Y(¢) reprasenterer et bestemt mikroforlgb.
Men det er vigtigt for den fysiske fortolkning at tzenke p& ensemblet som en
“maengde” af ens systemer, som gennemgér forskellige mikroforlgb. Bemaerk
at koblingen imellem den stokastiske proces og det fysiske system hviler p&
en bestemt eksperimentel situation.

Selvom ensemblet er en uendelig maengde, vil fysikere ofte rasonnere pé en-
semblet som om det er en endelig mengde. Det er ikke fordi, at fysikere
ikke ved at ensemblet er en uendelig meengde. Grunden er, at man typisk
har en fysisk situation, hvor der optraeder et stort antal (V) mikroskopiske
enheder (mikroskopiske delsystemer) som har en ens, eller nzsten ens, in-
dre dynamik. En sidan situation kan for eksempel opstd, hvis man udfgrer
det samme forsgg pa et system N gange, eller hvis man undersgger en sjat
materie som bestdr af N sm3 identiske klumper materie. Det matematiske
ensemble er en meget stgrre mengde end det fysiske ensemble. Man antager
simpelthen, at de mikroskopiske delsystemer er beskrevet ved identiske sto-
kastisk uafheengige processer Y;(¢). Nar N vokser, far man med mindre og
mindre sandsynlighed afvigende resultater, hvis man tager den matematiske
ensemble-middelveerdvardi (f(Y;(t))) af en fysisk stgrrelse i forhold til gen-
nemsnittet af stgrrelsen & ¥; f(yi(2)) over alle N mikroskopiske delsystemer.
Det sidste kunne vi passende kalde for “midling over det fysiske ensemble”.
Se igvrigt afsnit 3.2, (store tals svage lov).

Denne kobling imellem det matematiske ensemble og det fysiske ensemble er
hjgrnestenen i fortolkningen af den stokastiske model. Nogle kalder det for
“en fysisk realisering af ensemblet”.

Ofte bruges ordet “ensemble” om en mindre dramatisk konstruktion. Et
system 1 termodynamisk ligevaegt 3 er beskrevet ved en stationar stokastisk
proces. (Et system beskrevet ved en stationeer proces behgver ikke at veere 1
ligeveegt.) I saddanne situationer kalder man rummet af mulige mikrotilstande
for et ensemble. For eksempel kan vi navne det sdkaldte mikrokanoniske
ensemble , som svarer til en fysisk situation, hvor man ved, at energien af et
isoleret fysisk system i ligeveegt ligger inden for et interval E € [Eo; Eo+ 6 E],
og hvor man ikke ved andet om systemet. Det mikrokanoniske ensemble er
simpelthen alle versioner af systemet, som befinder sig i en mikrotilstand
som har en energi i intervallet [Eo; Eo+ 6 E). Ifglge det fundamentale postulat
@ statistisk fysik er alle mikrotilstande i det mikrokanoniske ensemble lige

3Det er en erfaringssag at isolerede systemer fgr eller siden kommer i termodynamisk
ligeveegt. At dette er tilfeeldet er en afforudseetningerne for statistisk fysik. Ligeveegtssand-
synlighedsfordelingen er karakteriseret ved en stationzr stokastisk proces, som opfylder
PODB. Se afsnittet herom.
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sandsynlige, hvis mikrotilstandene er karakteriseret med kanoniske variable!
[Rie 85].

Hvor kommer det stokastiske element s& fra?

Man kan ikke udvikle en statistisk beskrivelse af et fysisk system uden pa et
eller andet tidspunkt at postulere en sandsynlighedsfordeling pa mikroforlg-
bene. For at ggre dette benytter man et princip der siger, at hvis der ikke
er nogen grund til at to udfald af en stokastisk proces skulle have forskellig
sandsynlighed, s har de den samme sandsynlighed. Igen forudsatter man,
at mikrotilstandene er karakteriserede ved kanoniske variable. Fra dette af-
st kan man konstruere sandsynlighedsfordelinger, som svarer til forskellige
fysiske situationer.

Den viden, som man har om systemets indre dynamik, er herefter repreesen-
teret ved de simultane sandsynligheder 2.5. Man giver afkald pa den eksakte
mikroskopiske beskrivelse til fordel for nogle sandsynlighedstathedsfunktio-
ner. P& denne made bliver systemet til en vis detaljeringsgrad beskrevet ved
en stokastisk proces Y (t). Om dette overhovedet er muligt afhaenger i sidste
ende af, om teorien kan eftervises i laboratoriet.

Der ligger en dybere diskussion gemt her: Det stokastiske element opstar
tilsyneladende ved, at vi valger et mindre detaljeret niveau for vores be-
skrivelse. Vil det sige, at det stokastiske element opstar fordi det ikke er
menneskeligt muligt at observere hvilket mikroforlgb systemet gennemgar?
4 Eller er det en egenskab ved systemet, at kendskab til mikroforlgbene ikke
har betydning? Denne diskussion vil vi springe over. Se for eksempel [Kam
81] og [PVC 88].

I en interessant artikel i [PVC 88] — “Undersggelse af ngdvendighedens doktrin”
skrevet af C.S.Peirce — bliver diskussionen vendt pa hovedet: Det er et faktum at der
optraeder fluktuationer i alle fysiske malinger, derfor er det snarere troen pa at der er nogle
underliggende deterministiske love i naturen, som har et forklaringsproblem...
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Eksempel:

Tag en klump jern i den klassiske beskrivelse. Mikrotilstanden til
et givet tidspunkt kan veere positionen og impulserne af partiklerne
1 jernet. Lad os antage, at vi ved at systemet til tidspunktet ¢
adlyder en sandsynlighedstathed FPo(z), hvor « er sted og impulsko-
ordinaterne for atomerne i jernet. I analogi med introduktionen til
stokastiske processer ovenfor kalder vi mengden af mikrotilstande
for O, og lader Y : Q — M7 veare den afbildning, som sender en
mikrotilstand 2 over i den Igsning til de dynamiske ligninger, som
har begyndelsesbetingelse (z,%o). I denne opstilling er ensemplet en
delmeengde M7 med sandsynlighedsteetheder givet ved 2.2 og 2.5.
Hvis jernet er fuldstendigt isoleret fra omgivelserne og 1 ligevagt, vil
Py(z) veere sandsynlighedsteetheden for det mikrokanoniske ensem-
ble, nemlig ligefordelingen. P4 denne made ville alle mikroforlgbene
s& at sige blive lige sandsynlige, og

P(z,t) = Py(z) (2.29)

Princippet om detaljeret balance

I modelbyggerarbejdet benytter vi princippet om detaljeret balance (PODB),
som er et centralt postulat i statistisk fysik. Det siger i al sin enkelthed, at
for en stationazer stokastisk proces, som beskriver et system 1 ligeveegt, er
alle mikroforlgb tidsreversible. Med andre ord: Sandsynligheden for et givet
mikroforlgb y(t),t € [to;t1] ér lig med sandsynligheden for det tidsvendte
forlgb y(t; — t),t € [0;t1 — to). [Dyr ps] Hvis systemet er beskrevet ved en
Markov-proces kan PODB formuleres formelt p4 denne méde:

P(y1,t1;92, t2) = P(ys,t1;91,12) (2.30)

Hvis der ikke er tale om en markovproces ma PODB stadig gaelde, men det
er ikke lige til at implementere i de simultane sandsynligheder.

Intuitivt betyder PODB, at der ikke forekommer nogen netto sandsynligheds-
strgm imellem to vilkarlige omréder i tilstandsrummet for et fysisk system 1
termodynamisk ligeveegt. PODB er konsistent med bade den klassiske meka-
nik og kvantemekanikken. Princippet afspejler simpelthen, at den klassiske
mekanik og kvantemekanikken er reversible: En proces, som forlgber efter
de mekaniske love kan tidsvendes. For en given proces er den reverse (tid-
svendte) proces lige s& mulig eller sandsynlig som processen selv, hvis man
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ikke har grund til at tro andet. For eksempel hvis det betragtede system er
1 ligeveegt. Hvis man derimod har kendskab til mikrotilstanden pa et givet
tidspunkt, har man en grund til at tro, at mikroforlgb som passerer denne
tilstand pd det givne tidspunkt er mere sandsynlige end de tilsvarende tid-
svendte forlgb, som typisk ikke passerer den pdgaldende mikrotilstand pa
_det pageldende tidspunkt. PODB afspejler, at de love som styrer fysiske
systemers dynamik p& mikroskopisk niveau er reversible. 2.30 kan omskrives
til: 4 .

P(y1, t1ly2, £2) P(y2, t2) = Py, taly1, 12) P(y1, 22) (2.31)

Er systemet beskrevet ved en masterligning, kan man lade ¢t; —t; gé imod 0,
og opna:
W (y1ly2) P(y2) = W (yely:) P(y1) i ligevaegt! (2.32)

Hvis man kender ligeveegtssandsynligheden, er PODB en restriktion pa over-
gangsintensiteterne, som en masterligning skal opfylde, hvis den skal model-
lere et fysisk system.

Matematisk set er PODB en vilkirlig antagelse.

Vi summerer lige op: Fysikere tager hele tiden udgangspunkt i et system.
Under forskellige restriktioner, og under forskellige valg af variable mun-
der beskrivelsen af systemet ud i tilsvarende forskellige stokastiske processer.
Det stokastiske element indfgres i overensstemmelse med nogle fundamen-
tale principper, som sikrer at de grundleggende fysiske love ikke brydes. At
de fysiske love kan skiftes ud med stokastiske processer er for fysikeren en
erfaringssag.

Matematikeren tager udgangspunkt i selve den stokastiske proces, som kan
konstrueres pa en matematisk rigid made. I det gjeblik hvor man kobler
den matematiske teori til et fysisk system gennem en stokastisk model, har
man allerede valgt nogle bestemte eksperimentelle betingelser. Derfor er den
matematiske tilgang i mange tilfzlde uanvendelig til overvejelser af typen:
“Hvad sker der hvis vi placerer det fysiske system under nogle andre betin-
gelser?”.



Kapitel 3
Energi Masterligningen EME

3.0.1 Baggrund

Den model som vi beskriver i dette kapitel er foreslaet af Jeppe Dyre i 1987
[Dyr 87]. Dyre brugte modellen til at lave dynamiske simuleringer af ned-
kglingsprocesser. Modellen har vist sig at kunne reproducere flere kvalita-
tive egenskaber ved underafkglede vasker naer glasovergangen, for eksempel
dynamisk indefrysning af konfigurationelle frihedsgrader og “non-Arrenius-
opfgrsel” af relaksationstider i forhold til temperaturen. Andre fysikere har
beskeftiget sig med beslegtede modeller [Bra 87] [Ark 94]. [Ark 94] arbejder
faktisk med samme model, men med en anderledes fortolkning.

Under opstillingen af modellen fremheever vi centrale antagelser og forudsaet-
ninger som punkter “ @ ”. Dette kan veere en hjelp til at bevare overblikket.

Motivation for modellen.

Man kan opstille avancerede modeller af underafkglede vasker neer glasover-
gangen ved at tage udgangspunkt i molekylernes indbyrdes vekselvirkning,
og opstille de dynamiske ligninger for (for eksempel) 1000 molekyler. Man
kan ngjes med at benytte de klassiske beveegelsesligninger, hvis man kender
molekylernes potentialer [Dyr ps]. Problemet er naturligvis, at hvis man
forsgger at simulere en sidan model p& computer, bliver hvert tidskridt sa
beregningstungt, at det kun er praktisk muligt at simulere et forlgb pa om-
kring 107° (muligvis 107°) sekunder [Gei ps]. Den tidsskala, som man kan
undersgge eksperimentelt, ligger i omradet 10™2 s og opefter for termisk rel-
aksations vedkommende, mens den for volumenrelaksation ligger 1 omradet
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107° s og opefter [Chr 94,2]. Med dielektriske relaksationsforsgg kan man
komme ned p3 10~!! [Dyr ps.

Hvis vi vil sammenligne teoretiske forudsigelser med specielt termiske eks-
perimenter, er det derfor ngdvendigt at arbejde med simplere delvis fzno-
menologiske modeller. Den model, som vi skal se p& her, er ikke en ren fee-
nomenologisk model. For det fgrste tager den udgangspunkt i en kvalitativ
indsigt 1, hvordan underafkglede vasker opfgrer sig p4 mikroskopisk niveau.
Vi beskriver ved hjzlp af denne indsigt dynamikken i nogle mikroskopiske
omréder i glassen (regioner) med en stokastisk proces. For det andet fasthol-
der vi, at modellen skal veare konsistent med statistisk fysik; EME adlyder
en Boltzmannfordeling i ligeveegt, og EME adlyder PODB.

3.1 Opstilling af model

3.1.1 Feenomenologisk afsat

Som vi s i kapitel 1.1, kan man lave en opdeling af de processer, som foregar
i en underafkglet vaske, i langsomme processer og hurtige processer. De
hurtige processer er af samme karakter som de processer der foregar i en
krystal, nemlig gittersvingninger samt elastiske forskydninger, som opstar
pa grund af ydre pavirkninger som elektriske felter eller mekaniske krefter.
Molekylerne svinger om deres potentielle energi-minima, og bytter ikke plads.
Vi kalder disse processer vibrationelle, og vi refererer undertiden til “den
vibrationelle del af veesken” som et delsystem.

De langsomme processer er alle de tilstandszndringer, der involverer per-
manente endringer af molekylernes position i forhold til hinanden. Hermed
menes fglgende: Molekylernes bevagelse i den underafkglede veeske kan be-
tragtes som en hurtig svingende bevegelse om et lokalt potentielt energimini-
mum i konfigurationsrummet, som relativt sjeeldent aflgses af en bevaegelse,
hvor molekylerne lokalt omarrangerer sig, og fortsztter i en ny svingende
bevagelse omkring et nyt lokalt energiminimum. En sddan omarrangering
kaldes undertiden for en “flow-event”, fordi denne type processer er baggrun-
den for at der kan foregd viskgst flow i veesken. I dette projekt benevner
disse begivenheder som “strukturelle zendringer”, eller “strukturzndringer”.
Fra nu af mener vi altsd en lokal mikroskopisk omarrangering, og ikke en ma-
kroskopisk tilstandseendring, nar vi skriver “strukturel eendring”. Det er de
relativt sjeeldne dramatiske struktureendringer, der udggr det mikroskopiske
aspekt af de langsomme processer, som man kan observere i underafkglede
vaesker.
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For at et molekyle kan flytte sig til et andet energiminimum, mi alle de
nerliggende molekyler flytte sig, og dermed er hele den lokale konfiguration
samt det lokale potentiale @ndret. En strukturel zendring er muligvis ikke
serlig langsom i forhold til gittervibrationerne, men der gar relativt lang tid
fgr den indtreeffer, fordi der skal en meget hgj aktiveringsenergi til, for at
processen kan forlgbe.

Ud over de neevnte langsomme processer er der nogle processer, som foregar
paen endnu lengere tidskala: Det er et kendt traek ved glasser, at de kan finde
pa at krystallisere langsomt. Men under de rigtige eksperimentelle betingelser
(og disse er ikke sveere at opretholde) kan krystallisering negligeres. Som
nevnt i 1.1 vil veesken under disse omstaendigheder relaksere mod metastabil
ligevaegt, der kan betragtes som termodynamisk ligevaegt.

o Det er en forudsaztning for EME, at der ikke foregar krystallisering
i veesken. Krystaltilstanden vil slet ikke veere reprasenteret 1 model-
len, s3 modellen skal simulere, at vasken bevaeger sig mod metastabil
ligeveegt 1 greensen, hvor tiden gr mod uendelig.

Man kan ikke kalde det skitserede billede af en underafkglet vaeske pa mikro-
skopisk niveau for en egentlig modelantagelse, idet der er bred enighed inden
for feltet om dette billede [Bra 85], [Don 82] og [Kau 48]. Kemisk set kan
der vare tale om vidt forskellige proces-typer. I SiO; er det for eksempel co-
valente bindinger, som brydes under en strukturel sndring. I glycerol er det
hydrogen-bindinger. Lad os med det samme sl fast, at vi bruger udtrykket
“konfiguration” i en lidt speciel betydning i det fglgende: Vi siger om (en
afgraenset del af) veesken, at den er i en bestemt konfiguration, hvis den star
og svinger om et lokalt minimum for den potentielle energi. Konfigurationen
er karakteriseret ved minimumspunktet,

Vi taler ogsd om en konfigurationel del af veesken som fznomenologisk ad-
skilt fra den vibrationelle del. Dette skal forstas bogstaveligt pa mikroskopisk
niveau; de konfigurationelle frihedsgrader vedrgrer kun partiklernes konfigu-
ration i den betydning, vi definerede ovenfor. Vi forestiller os at vi kan
reesonnere p& den konfigurationelle del af veesken som et selvstaendigt fysisk
system.

e Opdelingen af vaesken i en konfigurationel del og en vibrationel del er
udgangspunktet for modelbygningen.

o Masterligning-modellen beskriver kun den konfigurationelle del af vee-
sken.
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Dette koncept er bestemt problematisk. Der er blandt andet det problem,
at hvis temperaturen neermer sig veskens smeltepunkt, bliver gittersving-
ningerne sé& kraftige, at den enkelte partikel ikke ligger i et lokalt stationeert
potentiale landskab, men snarere bliver “rystet” omkring fordi potentialet
oscillerer. Og s& kan man ikke opretholde billedet af en konfigurationel del
af vaesken som fenomenologisk adskilt fra en vibrationel del (Arkhipov [Ark
94] diskuterer dette problem). Vi skal altsa ikke regne med modellens forud-
sigelser ved temperaturer neer smeltepunktet T,,.

Desuden er der et mere subtilt spgrgsmal, som ikke begraenser sig til at veere
et problem ved hgje temperaturer: Opdelingen af vaesken i to dele er rent fze-
nomenologisk. Det vil sige, at man kan male de to deles elektriske, mekaniske
eller termiske respons hver for sig, og slutte ud fra malingerne, at de er de-
koblede. Det er der jo ikke nogen som har gjort for alle typer veesker. Under
alle omstzndigheder er der ikke teoretisk beleeg for antagelsen. Tvaertimod
er det jo klart, at de to systemers egenskaber er koblede alene af den grund,
at de hurtige processer “gitter”-vibrationerne lever i den molekylare konfi-
guration som nu engang er tilstede pa et givet tidspunkt. Man mé forvente,
at de tilgaengelige vibrationstilstande sndrer karakter, hvis den molekylere
konfiguration @ndres, hvilket jo netop er det den ggr under en relaksations-
proces. P& den anden side er der ikke grund til at tro, at dette kan f& szrlig
betydning — i hvert fald ikke i linezre relaksationsforsgg, hvor man er teet
p& metastabil ligeveegt. Her ved man, at den vibrationelle eller “elastiske”
del af de forskellige responsfunktioner ikke nér at zendre sig synderligt me-
get, hvis man varierer de eksterne variable med passende smé amplituder.
Hvis den elastiske del af responsfunktionen @ndrede sig dramatisk, ville man
observere ikke-linezere effekter i responset.

I ikke-linezer relaksation skal man passe p& med at antage, at den vibratio-
nelle del af vaesken lever sit eget liv uafheengigt af den molekylare konfigu-
ration. Hvis systemet er langt fra metastabil ligevaegt, vil den molekyleere
konfiguration (typisk) veere af en anden art end hvis systemet er taet pa lige-
vaegt. Derfor m& man som udgangspunkt formode, at de elastiske bidrag til
responsfunktionerne er anderledes.

Men lad os nu ikke heenge os for meget i1 det! I forhold til de antagelser
der kommer senere, er det lidt uveesentligt. Vi skal bare huske, at modellen
forudseetter, at den vibrationelle del af veesken kan skelnes fra den konfigu-
rationelle.

QOverordnet er tankegangen nu, at man betragter den konfigurationelle del af
vaesken som et termodynamisk system, der er i kontakt med et varmereser-
voir med temperaturen T. Dette varmereservoir er netop den vibrationelle
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del af veesken. De vibrationelle processer foregir overalt i vaesken hele ti-
den, og er ansvarlige for varmediffusion. De vibrationelle processer sgrger
for, at systemet er 1 temperaturligeveegt. Vi forudsaetter ikke noget om, at
veesken som helhed skal veere 1 termodynamisk ligevaegt (selviplgelig), men
den vibrationelle del af veaesken antages at veere i temperaturligeveegt. Her-
med forudseetter vi, at den vibrationelle del af vaesken har en veldefineret
temperatur 7', hvilket begrundes med, at det vibrationelle delsystem antages
at opfgre sig som et termodynamisk system, der relakserer hurtigt i forhold
til den tidskala vi vil undersgge.

e Det er en forudsatning for modellen, at der ikke er nogen tempera-
turgradienter i veesken.

3.1.2 Strukturelle enheder - regionsantagelsen

Det naste skridt 1 modelopbygningen er, at man opdeler veaesken i et saet
rumlige regioner. En region indeholder et antal molekyler som, svarer til
det antal molekyler, som i snit er involveret i en strukturel andring — ko-
operationstallet kunne vi kalde det (ikke koordinationstallet). En region er
karakteriseret ved et saet af molekyler. Opdelingen i regioner bestar altsa
ikke 1, at man tegner nogle felter i rummet, men ved at man grupperer mole-
kylerne. Regionen er et fysisk system, som man ma formode kan udvide sig
og deformere.

e Regionsantagelsen:

1. Veaskens konfigurationelle del betragtes som et antal adskilte regioner
(rumlige), som hver indeholder et antal molekyler svarende til det antal
molekyler, der 1 middel deltager i en strukturel ndring. Alle moleky-
lerne 1 veesken er med i en eller anden region.

2. Disse regioner antages at veere sd store, at man kan ignorere deres
gensidige vekselvirkning, p& trods af at de ligger klods op og ned af
hinanden i vaesken. Men regionerne vekselvirker hver isser med det
samme Varmereservoir.

3. En strukturel ndring involverer alle molekylerne 1 den region, hvor
den forekommer.

Motivationen for den tredie antagelse er, at vi forestiller os, at en strukturel
eendring foregir ved, at en region bliver exiteret op i en overgangstilstand
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med hgj energi, hvor molekylerne kan bevaege sig frit imellem hinanden. Det
antal molekyler som deltager i en strukturel @ndring forudsattes at veere
den samme for alle strukturelle sndringer. Denne antagelse bliver veesentlig
senere, fordi den er forudsztningen for, at alle regionens tilstande kan nas
fra overgangstilstanden, hvilket er et aspekt, som indgar 1 den matematiske
formulering af modellen. Se afsnit 3.1.4. . .

Fra at betragte en homogen amorf struktur er vi nu géet over til at betragte
et system af identiske regioner. Modellen kan ikke under de nuverende anta-
gelser forventes at beskrive en fysisk situation, hvor der er en makroskopisk
rumlig variation i en eller anden fysisk stgrrelse. Det er tanken, at vi vil ud-
vikle modellen for et ensemble af identiske regioner, som oplever de samme
eksterne forhold.

Antagelserne ovenfor er temmelig brutale. Specielt de to sidste antagelser, 2)
og 3), virker nzrmest som om de er i modstrid med hinanden. Der eksisterer
neppe en vaske, hvor strukturelle sendringer foregéar i klart afgrensede om-
rader som beskrevet, imens naboregionerne ligger helt stille. Problemet er
jo, at hvis vaesken gennemgar en dynamisk proces, vil der sandsynligvis ind-
traeffe strukturelle zendringer, som foregar pa greensen imellem flere regioner,
hvilket mé f3 os til at indrgmme, at der foregér en vekselvirkning imellem
regionerne.

Der er ihvertfald een made, hvorpé regionsantagelsen kan bringes i overens-
stemmelse med en fysisk veeske: Vi kan forudsatte, at der péd forhand er
en opdeling af vaesken i regioner, altsd en fysisk egenskab som knytter mo-
lekylerne sammen i grupper. Det kan for eksempel veaere en underafkglet
vaeske, hvor der er mikroskopiske omrader pa f& molekyleleengder, som er
permanent krystalliserede, og hvor der imellem disse omrader er nogle bryd-
ningssomrader, hvor konfigurationen kan zndre sig. Struktureendringer vil i
sa fald pé en tilpas kort tidsskala foregé inden for brydningsomraderne, som
er veldefinerede og nogenlunde uden overlap.

Maske er der en mere subtil anden méade, som har det modsatte udgangs-
punkt, nemlig at strukturendringer kan forekomme hvorsombhelst 1 vaesken,
altsd at veesken er fuldstendig homogen. Vi har forsggt at konstruere et teo-
retisk argument for, at man under denne betingelse ligesavel kan betragte et
abstrakt fysisk system, hvor der ikke foregar strukturelle eendringer som in-
volverer greensen imellem flere regioner. Ideen er, at man fgr hver strukturel
endring 1 glassen flytter regionsindelingen p& en sddan méde, at den struk-
turelle &ndring foregar fuldsteendigt inden for en region. P4 denne méde kan
man argumentere for, at den vekselvirkning som foregar ved at strukturelle
zendringer foregdr pd greensen imellem flere regioner, ikke har betydning for
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makroskopiske stgrrelser. Den eneste vekselvirkning der er relevant, er den
vekselvirkning som foregér ved, at regioner deformerer og skubber til hinan-
den. Vi fgler os imidlertid ikke sikre p& argumentet, der hviler p&, at man
kan konstruere en afbildning imellem to forskellige inddelinger i veesken som
respekterer regioners fordeling i tilstandsrummet. Derfor har vi henlagt ar-
gumentet til et appendix (tilleg A). Leaseren er serdeles velkommen til at
kommentere argumentet overfor forfatterne.

Da vi insisterer pa, at regionsstgrrelsen svarer til kooperationstallet, er det
nerliggende at spgrge, om det er forskellige typer omstruktureringer, der fo-
regar ved forskellige temperaturer, og dermed forskellige kooperationstal og
forskellige regionsstgrrelser [Ada 65]. Det er en udbredt ide, at kooperations-
tallet vokser, nar temperaturen falder, men der er ikke enighed om dette
[Dyr ps]. Man kunne teenke sig, at eftersom veesken bliver mere stiv, nar
man passerer glasovergangen med aftagende temperatur, bliver det sveerere
for molekylerne at omarrangere sig uden at deformere de nare omgivelser i
veesken, og dermed inddrage disse i struktureendringen.

Det er imidlertid tanken i den her model, at veeskens voksende stivhed ude-
lukkende er knyttet til det forhold, at relaksationstiden — og dermed viskosi-
teten — vokser med faldende temperatur. Den momentane bulk-stivhed K,
og den momentane shearstivhed G, som man observerer, hvis man péavirker
veesken s hurtigt at den ikke kan né at relaksere strukturelt, vides at andre
sig svagt med temperaturen, og det er hgjst taenkeligt at dette (og tilsva-
rende @ndringer i andre responsfunktioner) har en sekunder indflydelse pa

regionssterrelsen og dynamikken i regionen. I denne model se bort fra disse
forhold:

e Dynamikken i regionen er uafhangig af den vibrationelle del af de
termisk-mekaniske responsfunktioner,

og vi vil fastholde, at

e antallet af molekyler i en region afhanger ikke af temperaturen.

3.1.3 Karakterisering af mikrotilstandene for regionen

Det naste skridt i modelopbygningen er, at vi indskreenker os til at karakte-
risere en regions tilstand ved een variabel.

o En regions konfigurationelle tilstand er udelukkende karakteriseret ved
energien E. E er regionens potentielle energi i det lokale minimum som
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hgrer til konﬁgurafcionen. Dynamikken i regionen er herefter blandt
andet givet ved en tilstandsteethed n(E). n(E)8FE er proportional med
antallet af potentielle energiminima, som har energi i intervallet [E; E+

§E).

Det er klart, at man ved at overgé til denne beskrivelse giver afkald pa den
information, som ligger i at kende den eksakte konfiguration 1 regionen. Pa
den made er antagelsen en approksimation. Méaske er der her en mulighed for
at udvide modellen med en mere detaljeret tilstandsbeskrivelse. Det vil vi
undersgge i kapitel 4. Man indskraenker ogsd modellens anvendelsesomrade,
idet modellen kun kan udtale sig om stgrrelser som er knyttet til energien.

Kommentar:

Der er et problem med optzllingen af de konfigurationelle tilstande:
Hvis man taenker sig et system, som har to lokale potentielle energi-
minima, med en relativt lav energibarriere imellem, vil vi sige, at
systemet har to konfigurationelle tilstande. Men hvis vibrationse-
nergien bliver tilstrakkelig hgj vil disse to tilstande degenerere til
en tilstand, hvor systemet oscillerer hen over energibarrieren. Dette
indgar ikke 1 modellen.

Tilstandstetheden n(E) mé have to egenskaber. For det fgrste er der en
mindste-energi for regionen, som muligvis er udartet. Det vil sige, at der er
en “mest hensigtsmeessig” konfiguration, som kan realiseres pd flere méader,
for eksempel ved ombytning af molekylerne. At der er en mindste energi er
et fundamentalt postulat i termodynamikken, hvilket ikke er et argument ®.

e Vi antager, at regionen (husk at vi diskuterer den konfigurationelle del
alene) har en mindste energi.

Samtidigt ma der vere en gvre graense for den potentielle energi. Om ikke
andet, kan et potentielt energiminimum ikke blive hgjere end den potentielle
energi som systemet har, nér alle molekylerne er uendelig langt vaek fra hin-
anden. Det méa betyde at n(E) skal aftage og d¢ ud igen ved hgje energier.
Vi kan heraf se, at den konfigurationelle del af en region ikke kan opfgre sig
som et termodynamisk system 1 den hgje temperatur-grense.

1Hermed mener vi blot, at eftersom vi har “konstrueret” et system — den konfiguratio-
nelle del af vaesken — p3 en kunstig méde ved at dele processerne i glassen op to kategorier,
og betragte hver af disse som selvstzndige systemer, kan vi ikke umiddelbart forvente, at
de hver iszr opfgrerer sig som termodynamiske systemer. Glassen som helhed er natur-
ligvis et virkeligt fysisk system, og m& derfor forventes at adlyde termodynamikken.
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Vi teenker os, at antallet af tilstande er s& stort, at man kan betragte energi-
aksen som kontinuert, og lade n(F) veere en kontinuert funktion. Istedet for
at klippe n(E) af ved minimumsenergien, tillader vi af beregningsmeessige
arsager at funktionen antager smé positive veerdier for vilkarligt sma veerdier
af £, og at den i det hele taget har stgtte pa hele den reelle akse. Dette
skal ikke tillegges fysisk betydning. Vi antager, at det veesentlige bidrag til
dynamikken ligger imellem minimumsenergien og maksimumsverdien, men
langt fra begge. Ved siledes at antage at n(E) kan approksimeres med en
analytisk (uendeligt ofte differentiabel) funktion, far vi mulighed for senere
at bearbejde modellen analytisk.

Temperaturen indfgres i statistisk fysik via det mikrokanoniske en-
semble (se afsnit 2). Dette er definitionen p& temperaturen af et
system med tilstandstathed n(E):

1 =5 dln(n(E))
kT — OF

(3.1)

Hvis n(FE) er en aftagende funktion, er temperaturen negativ. Det
gar selviglgelig ikke: >0 ‘
Yderligere kan man generelt forlange om et termodynamisk system,

at
0% In(n(E))
— 7 <L 3.2
O0E? - (32)
Hvis ikke dette er tilfeldet er g% mindre end 0, hvilket ogsa ville
veere ufysisk.

Vi forventer kun at modellen kan bruges i det lave temperaturomrade, hvor
den opfgrer sig som et termodynamisk system.

e For smi energier forlanger vi af tilstandsteetheden n(E), at den opfyl-
der. -
O01n(n(E))

8 In(n(E))
9E ——— <0 (3.3)

>0 % =

Dette er ikke specielt restriktivt. Der er mulighed for at prgve modellen
af med forskellige tilstandstztheder. Vi opgiver for ¢gjeblikket at knytte til-
standsteetheden til mikroskopiske forhold. Men der er naturligvis en sam-
menhang, og en del af modellens anvendelsesomnrade er at knytte en sddan
sammenhang for forskellige typer af vasker. Se [Ark 94].
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Vi vil 1 vores analyse af modellen forsgge med en gaussisk tilstandsteethed

som udgangspunkt.
1 1(EB=p)?
n(E) = 6—5( o ) 3.4

D= T 34)
Denne tilstandstathed opfylder betingelserne ovenfor for energier mindre end
p. Vivil helt afholde os fra at forsgge at give en motivation for denne model-
antagelse, udover at en gaussisk tilstandstathed viser sig at give varmekapa-
citeten kvalitative treek, som er i overensstemmelse med observationer, og at
en gaussisk tilstandstaethed er let at analysere.

Statistisk beskrivelse

Vi udfgrer nu det ritual, som er beskrevet i kapitel 2. Viindfgrer et ensemble
af regioner. Et system i ensemblet svarer til et mikroforlgb af tilstandsvari-
ablen E = f(t). Den fysiske realisering af dette ensemble er hele systemet af
regioner 1 vaesken.

e Vi antager at dynamikken i en region er givet ved en stokastisk proces,
som vi benzvner E(t). For et givet tidspunkt kan den stokastiske
variabel E antage verdier pa hele den reelle akse.

3.1.4 Fastleeggelse af dynamikken

Den stokastiske proces F(t) er karakteriseret ved de simultane sandsynlig-
heder, se kap 2. Disse skal vi bestemme i overensternmelse med den fysiske
situation som ensemblet er konstrueret ud fra, nemlig et system (en region)
i kontakt med et varmereservoir med temperaturen 7. Vi gar frem pé en
bagvendt méade:

1) o Fgrst antager vi, at E(t) er en markovproces, og at processen lader sig
karakterisere ved en masterligning:

a—Pfaf’t) = [dB{P(BYW(E|E) - P(EYW(E'E)}  (3.5)

2) Derefter sgrger vi for at leegge restriktioner pd overgangsintensiteterne,
som sikrer, at de er i overensstemmelse med statistisk fysik.

3) Tilsidst kobler vi udtrykket for overgangssandsynlighederne til en fysisk
fortolkning, som understgtter antagelsen om, at E(t) er en markovproces.
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For at give et fornuftigt bud pa udtrykket for overgangsintensiteterne, vender
vi os imod statistisk fysik. Vi vil forlange at systemet i ligeveegt har en
energifordeling som svarer til det kanoniske ensemble:

Poy(E) = e 8BS (3.6)
hvor
Z(8) = / dEe-P(E-SE)T) (3.7)

Det kanoniske ensemble er ensemblet for det kombinerede system:
Stort system + lille system. Hvor det store system regnes for at
veere sd stort, at temperaturen T af dette er konstant, selvom de to
systemer udveksler energi — energien i det lille system fluktuerer.

For at ggre det helt klart, hvad den teoretiske placering af modellen er,
har vi lagt en kortfattet udledning af ligevaegtsfordelingen for et kanononisk
ensemble 1 appendix B. Formel 3.6 hviler pad definitionen af temperatur i
forrige afsnit.

Ifglge princippet om detaljeret balance, er overgangsintensiteterne 1 master-
ligningen forbundne via formel 2.32:

W (E'|E)Feg(E) = W(E|E') Py (E') (3-8)

Indseetter vi ligevaegtssandsynlighedsteetheden for det kanoniske ensemble,
finder vi at
W (E'|E) o —BE'=S(E")T-(B-S(E)T)) _ n(El)eﬁ(E—E’) (3.9)

W (E|E") n(E)

Dette vil generelt vaere opfyldt hvis

1 ,
W (E'|E) = n(E') =P E-Eo)+h(E.E) (3.10)
To
hvor h(E,E") = h(E’, E). Det er ikke en serlig streng restriktion, idet pa-
rametrene 7o og Eo, samt funktionen h kan variere pa alle teenkelige mader.
Alle funktioner, som kan skrives pa formen 3.10, kan indszettes som over-
gangsintensiteter uden at modellen er i modstrid med statistisk fysik.

Vi giver nu ligning 3.10 en fysisk fortolkning. En af modelantagelserne er,
at alle molekylerne i regionen er involveret i en strukturel @ndring, nar en
sddan indtreeffer. Grunden til, at vi har holdt p& denne antagelse er, at vi
teenker os, at en strukturel sendring foregir ved, at hele regionen exiteres
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op til en overgangstilstand med en hgj energi Fy, hvor molekylerne kan be-
veege sig frit imellem hinanden, for derefter relativt hurtigt at falde ned i
en konfigurationel tilstand. Nar fgrst regionen er i overgangstilstanden, vil
den med lige stor sandsynlighed falde ned i en af mikrotilstandene. For at
dette er tilfeeldet er det netop vigtigt, at hele regionen bliver exiteret op, og
er_med i processen. Sandsynligheden for at ramme ned i et energiinterval
[E'; E' + 6 E] efter en aktivering er proportional med antallet af tilgeengelige
tilstande i dette interval, hvilket vil sige tilstandsteetheden i punktet E’, som
derfor er repraesenteret i overgangsintensiteten med faktoren n(£’). Det som
fgrst og fremmest er en begreensende faktor i processen er, at regionen skal
have en aktiverings energi AE = FEy — E. Regionen ligger og venter pa,
at den ved hjelp af en termisk fluktuation bliver exiteret op i overgangstil-
standen. Det er almindeligt 1 kemi, at man beskriver hastigheden af termisk
aktiverede processer med en funktion af typen

reaktionsrate o exp BAE (3.11)

Derfor satter vi funktionen A(E, E’) til at veere 0 i fgrste omgang,.

Vi antager pa denne baggrund, at overgangsintensiteten ser saledes ud:
! 4 1
W(E'|E) = n(E')y(E), hvor 7(E) = py exp{B(E — Eo)} (3.12)

Der er en fysisk begrundelse for at temperaturafheengigheden har netop denne
form [Atk 90]. Her bliver forfaktoren til eksponentialfunktionen identificeret
med en “attempt frequency”; antallet af gange systemet stgder pa potentiale
barrieren per sekund. Derfor er det naerliggende at formode, at forfaktoren
Tio kan fortolkes som en attempt frequency, som simpelthen er svingningsfre-
kvensen for regionen, som er en typisk fononfrekvens 10~** [Dyr 94].

Men begrundelsen for formen pé overgangsintensiteten tager afseet i en sim-
pel situation, hvor der er tale om et mikroskopisk system med en frihedsgrad,
som skal passere en potentialebarriere. Det er ikke givet, at reesonnementet
holder for et s& komplekst system som en region. Hvis regionen har 300 fri-
hedsgrader, kunne man forestille sig, at den foretager en kompleks bevaegelse
med en frekvens, som ikke direkte kan fortolkes som fonon-frekvensen. Det
kan veere, at der er flere overganstilstande (det m& der vaere), og det kan vaere
at vejen til en overgangstilstand bliver mere lang og indviklet, og derfor mere
tidskreevende, hvis man starter i en tilstand med relativt lav energi. Derfor
er vi rede til at give kgb pa fortolkningen af 7.

Det er jo ikke overraskende, at man far en markovproces hvis man antager,
at E(t) er beskrevet ved en markovproces. Men i fortolkningen bliver det
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klart, hvorfor markovbetingelsen kan tenkes at geelde: N&r regionen er i
overgangstilstanden, er det ligegyldigt hvor den kom fra. Sandsynligheden
for at ryge ned i en bestemt mikrotilstand afhenger ikke af startenergien.
Hvergang der er sket en strukturel ndring, glemmer regionen hvor den kom
fra.

Vi vil lige bemaerke, at overgangstilstanden ikke er en mikrotilstand pa linie
med de andre mikrotilstande, det vil sige, den svarer ikke til et minimum
for den potentielle energi. Man ma som sagt forestille sig, at der er flere
overgangstilstande.

Herefter er modellen faktisk fastlagt: Regionens energi er beskrevet ved en
stokastisk proces, som er karakteriseret ved masterligningen:

%_ft’ _ /EEn'.la.X dE'’ {P(E')n(E),.y(E’) _P(E)'I'L(E/)"y(E)} (313)

Integrationsintervallet er i princippet hele energiaksen. I praksis skal man
selviplgelig sgrge for at leegge graenserne sa de indfanger de intervaller hvor
integranten ikke er forsvindende.

Jeppe Dyre har ved hjeelp af en sékaldt hopping model, hvor molekylernes
position i rummet er repraesenteret ved et punkt i et multidimensionalt gitter
med et (Gaussisk) random-potential, udledt masterligningen ovenfor trinvist
[Dyr 94]. Han kan identificere overgangsenergien med perculationsenergien
for gitteret. Det gode ved denne udledning er blandt andet, at den ved at
tage udgangspunkt 1 det samme regionsbegreb som ovenfor kan reproducere
EME som en approksimation. Det vil sige at EME kan udledes ved at ga
frem trinvis, hvis man tager udgangspunkt i regionsantagelsen.

Man kan ogsd udlede EME ved at antage at regionen, hvis den er i en tilstand
med energien E, overgdr til en anden vilkarlig tilstand med en bestemt rate

1
V(E) = —ePE-Eo), (3.14)
To
og forlange at sandsynlighedsmassen er bevaret:
Sandsynlighedsstrgmmene til tilstanden med energi F er givet ved
oP
ot
Det fgrste led er den udgéende sandsynlighedsstrgm. I(FE) reprasenterer

den indgdende strgm til en tilstand med energien FE, som afhaenger af den
gjeblikkelige globale sandsynlighedsfordeling. For at sandsynlighedsmassen

—P(E)y(E) + I(E) (3.15)
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kan vere bevaret, ma summen af strgmmene til alle omrader pé energiaksen
J dEZE veere 0, hvilket leder til en fastszttelse af I(E)

I(E) = n(E) / dE'P(E")y(E") (3.16)

hvor fdEn(E) = 1. R o

Opsamling

EME er en model, som kan udledes p& flere méder, der alle har tilfzlles, at de
i en eller anden forstand m4 antage at regionerne ikke vekselvirker. Udlednin-
gen af EME tager udganspunkt i en kvalitativ model — regionsantagelsen —
og knytter denne dels til statistisk fysik — masterligning, kanonisk ensemble,
PODB — og dels til et begreb hentet fra kemien — eksiteret termisk proces.
Modellen er gennem koblingen til statistisk fysik forankret i et grundlag, som
sikrer at den ikke er ufysisk. Koblingen til kemien bibringer en fysisk fortolk-
ning af de indgéende parametrer. Som modellen er beskrevet her, har den
reelt 3 parametre: Den gaussiske tilstandstzthed 3.4 indeholder en spredning
o og et midtpunkt p. Overgangsintensiteten indeholder parameteren 7o, samt
en overgangsenergi Ey. Eg kan imidlertid veelges frit, fordi modellen er inva-
riant under forskydning af energiaksen, s& vi stér tilbage med 3 parametre.
Herefter kan man skalere energi/temperatur-aksen ved at dividere med o,
hvorefter der indgar 2 parametre i modellen. Dette er fordelagtigt nar man
skal programmere, men man slipper ikke for at bruge ¢ som fitteparameter.
Se afsnit 3.3.

Der er rig mulighed for at udvide modellen, men man bgr ikke introducere
parametre, som ikke er kan fortolkes fysisk; modellens force er, at den har
relativt f4 parametre.

3.2 Udledning af ligning for den komplekse
varmekapacitet

I dette afsnit udleder vi, ved brug af linezer responsteori, en ligning for den fre-
kvensafheengigevarmekapacitet, C’(s), udtrykt som funktion af den Laplace-
transformerede ligeveegtssandsynlighedstethed P(E ,8). Ved implementering
af EME relateres P (E, s) til de for systemet fundamentale stgrrelser, middel-
relaksationstiden 7(E) og energitilstandstetheden n(E). Resultatet heraf er
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en modelfunktion, som entydigt bestemmer C(s) nar 7(E) og n(E) er fast-
lagt, saledes at modelfunktionen kan fittes til maledata ved variation af 7o
samt de parametre, som maétte indgd i n(E).

Den teori vi benytter, bygger som fgr omtalt pa, at det relakserende system
kan betragtes som veerende opdelt i et antal, N, kooperativt relakserende
undersystemer eller regioner. Idet vi teenker os at systemet perturberes med
temperatursteppet 6T til tiden ¢t = 0:
0 fort <0
=T =T, = ,
ST =T-T {5:1’0 for t >0

er den tidsafhangige varmekapacitet C(t) derfor givet ved summen af bidra-
gene fra de N regioner:

hvor 6 E;(t) er det tidsafhaengige energirespons for den :’te region. Den fre-
kvensafheengige varmekapacitet C(s) — svarende til et harmonisk tempera-
turinput med amplitude 67, — findes ved Laplace-transformation af C(t))
(jvf formel 1.7). Herved fremkommer f;zslgende udtryk:

A _ e —st
Cls) = Jim, mz / SEi(t)e="" dt (3.17)
Ns st
= Jim / S(E(t))e*t dt (3.18)

idet symbolet (-) betegner ensemble-middelveardien af argumentet. Det sidste
lighedstegn forudsetter, at {§F;(t)li = 1,..., N} kan betragtes som uafheen-
gige, identisk fordelte stokastiske variable med middelvaerdi (E(t)). IHplge
“de store tals svage lov” har vi s3, at gennemsnittet af de n fgrste konver-
gerer 1 sandsynlighed mod middelvaerdien; altsé at der for ethvert positivt ¢

geelder:
>€) =0

Jm # (|5 2B - 5)

hvoraf (3.18) fglger, ndr N er passende stor. Eftersom der pr. definition
gzlder:

§E() = (E(t) - (E(0))
_ /O°°P(E HEJE — / (E,0)EdE
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hvor P(E, 0) er sandsynlighedsfordelingen til tiden ¢ = 0, har vi sdledes, idet
vi absorberer skalaparameteren N i C(s):

Cs) = %TO/OO/OOE{P (E,t) - P(E,0)} e dE dt

= 5_T0 / E ] {P(E, 1) — P(E,0)e™*} dt dE

s .6_11?/0 E{sP(E,s) - P(E,0)} dE (3.19)

Ved den sidste udregning har vi benyttet, at f;° exp(—st)dt = s~!. Her har
vi af hensyn til overskueligheden ladet det veere underforstaet, at greenseveer-
dien af hgjre side tages for 67p — 0.

For at finde et explicit tidsuafheengigt udtryk for P(E,s) Laplace-
transformerer vi energimasterligningen (3.13). Venstre side af den trans-
formerede ligning udregnes ved brug af gengse regneregler for partiel inte-
gration:

© JP(E,t) _,, © % § st
—e? = = b dt
/0 Se At = s /0 P(E,{)dt + /O 5 {PB e}

= sP(E,s)— P(E,0)
Transformation af hgjresiden giver:

/ / {n(E)y(E)P(E',t) — n{E')y(E)P(E,t)} e dE’ dt

— n(E) /0 +(ENP(E',t)dE' —~(E)P(E,t) /0E° n(E') dE"

Idet vi udnytter at n(E) er normeret, s& den integrerer til 1, bliver den
Laplace-transformerede masterligning altsa:

N E . .
sP(E,s) - P(E,0) = n(E) / " W(ENsB(E',s)dE' —(E)B(E, s)
0
hvilket vi omskriver til:

" n(E)  [Eo « P(E,0)
P(E,s) = —-——/ (E)P(E',s)dE + )

(Ers) = SEyes Jo EIPE )B4 20y
For at eliminere integralfaktoren [£° (E')P(E,s)dE’ i ligning (3.20) mul-
tiplicerer vi med v(E) pa begge sider af lighedstegnet og integrerer derefter
med hensyn til E:

B : , _ [P E)P(E0)
[ wEcipE, e = [ B+

2 y(EN(E) ) :
w7 Z e [T (EP(E 5 dE

(3.20)

dE’
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Dette omskrives til:

/0 ® (BB, s)dE’ |
[FAERE D) o AEIRELD)

- ’Y(f') +s _ Y(E") + s
Eo y(E")n(E') | Eo  n(E') )
Al A M. ot L2

Ved den sidste udregning har vi igen udnyttet, at n(E) er normaliseret sddan
at 1 = [Fon(E')dE'. Hgjresiden af dette udtryk substitueres for integral-
faktoren i ligning (3.20):

[ 1E)P(EL0) o,

Y(E) +5

B aB) o,
f Ty

Ved subsitution af dette udtryk for P(E,t)iligning (3.19) for den komplekse
varmekapacitet fas resultatet:

P(E,0) + n(E)

[FAEIED)
3(s) = L/E" n(E)E )Jo  A(EN+s _2(E)PEO 0
6Ty Jo ’)’(E) + 3 /Eo TL(EI) dE' n(E)
o Y(E)+s
(3.21)

For at eliminere den infinitesimale temperaturamplitude 67, fra (3.21) be-
nytter vi os af, at systemet — 1 den taenkte eksperimentelle situation — er i
(metastabil) ligevaegt indtil det perturberes. Idet vi lader Py og Po, betegne
sandsynlighedsfordelingen 1 ligevaegtstilstanden for henholdsvis T' = T, og
T = To + 6Ty, har vi sdledes:

n(E)e'ﬁE '
Z(B) ’

hvor B(T) = (kgT)™!; det tilsvarende udtryk for P, = P(E,0) fas ved heri
at udskifte 8 med fo = B(Ts).

Relationen mellem ligevaegtsfordelingerne Fy og P., udtrykker vi i form af en
perturbationsligning:

P, = Z(B) = /OEon(E)e-ﬁE dE (3.22)

Py = Py + 8Tof(E) (3.23)

hvor 1.ordens-koefficienten f(E) er en ukendt funktion af energien. Vi kan
med det samme kan konstatere, at de led som indeholder P,, “forsvinder”, nar




58 Energi Masterligningen EME

ligning (3.23) indseettes i (3.21); dette ses af at det fgrste led i parantesen
under integraltegnet i ligning (3.21), ved indsattelse af P., pd Pp’s plads
giver:

TR LAE) T o R B e T nZ)
b st 2O Smye
_ 2E)Ps
= T (3.24)

Ligning (3.21) giver derfor, efter indszttelse af ligning (3.23):

[P AENE) o

/Eo n(E)E 0 ’)’(E;') + 3 _ V(E)f(E)

o YE)+s B n(E) . n(E)
/o Y(E') + s &

C(s) =

dE  (3.25)

Vi mangler nu blot at finde et explicit udtryk for koefficientfunktionen f(E)
og substituere dette i ligning (3.25). Ved at indszette ligning (3.22) og det
tilsvarende udtryk for P, 1 ligning (3.23), har vi umiddelbart:

e—ﬁoE e—ﬁE
STof(E) = n(E) {‘Z(T) ) 'Z'@}

Vi bruger fgrst 8 = By + 683 samt den l.ordens reekkeudvikling e PE ~
(1 — E§B)e~"E til fglgende omskrivning af Z(8):

(3.26)

Z(8) ~ /OE"n(E)e-ﬂoE{l—aﬁE} dE
= Z(Bo) - 68 /0 " (B)ePEE dE

= Z(6) - 882 (B0) | ® REdE
= Z(Bo){1 — (E(0))68}

Vi indsatter dette resultat i ligning (3.26) og benytter igen ovenstdende
raekkeudvikling af e=*F

B n(E)e~PoE 1—-Eé8
Tf(E) = =7 {1‘1—<E(0)>6ﬂ}

Pof{l — (1 - E8B)(1+ (E(0))68)}

12



3.2 Udledning af ligning for den komplekse varmekapacitet 59

Vi stryger 2.ordens leddet 1 63 og far:
STof(E) ~ PyéB{FE — (E(0))} = PSAE
hvor AE betegner energiens afvigelse fra middelveerdien 1 ligevaegt: AE =
E — (E(0)). Og ved brug af §8 ~ —6T,/kpT¢ finder vi, at perturbationsko-
efficienten i (3.23) er givet ved:
Po
= "%r

Idet vi indszetter det fundne udtryk for f(F) i ligning (3.21), har vi nu:
[ AEVRAE
0

AE

A n(E)E Y(E') + s Y(E)RAE
Cls) = _'ngB/o v(E) + s /Eo n(E) i " n(E) &
o Y(E')+s
(3.27)
Idet vi indfgrer notationen:

og substituerer £(E, s) i (3.27), omskrives denne til:

C(s) = kgf? <_Eé_E_>_< E ><F?(LE,5>O
= kg )

1+&(E,s)/, 1+¢(E,s 1 >
‘ 1+¢(E,s) /,
Lidt mere praktisk kan denne ligning skrives: -

B 2
C(s) = Nkgp? <1 +§2E,3)> — <<11+ i(i 5))>> (3.28)
+¢(E,s

hvor vi har “genindfert” skalaparameteren N, og hvor det er underforstéet, at
middelveerdierne tages over ensemblet i ligevaegt, med hensyn til fordelingen
Py, det vil sige for temperaturen Tj .

Det er ikke muligt, inden for rammerne af EME, at afggre preecis hvilken
varmekapacitet vi har fundet et udtryk for, den isocore eller den isobare. For
at laeeseren ikke skal undre sig alt for meget over, at vi 1 neeste afsnit frejdigt
gér i gang med at fitte modelfunktionen til isobare varmekapacitetsmalinger,
skynder vi os derfor at tilfgje, at udledningen af C'p fra den mere generelle
EVME-model i neeste kapitel godtger, at ligning (3.28) faktisk er et udtryk
for den isobare varmekapacitet med P = 0.
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3.3 Sammenligning af modelfunktionen med
maledata

[ dette afsnit spger vi at afggre, i hvilken udstraekning EME’s forudsigel-
ser, med hensyn til den frekvensathngige varmekapacitet, er 1 stand til at
reproducere eksperlrnentelle observationer.

Det datamateriale, vi har valgt at fitte vores modelparametre efter er resul-
tatet af en serie malinger af den isobare frekvensafhengige varmekapacitet,
udfprt pd 128 mg glycerol af Tage E. Christensen (Chr.) i forbindelse med
dennes speciale [Chr 89]. Maleresultaterne er normaliserede efter forskriften
Con(s,T) = Co(5, T)/(Cpo(T) = Cpo0(T)), altst séledes at limy,—o C'(s) = 1
for alle temperaturer, idet “Vaeskelinien” Cpo og “glaslinien” C) o, er konstru-
eret ved linezr ekstrapolering fra méalepunkter uden for dispersionsomradet.
Samtlige méalepunkter ligger i frekvensintervallet 2,1 - 53,0 mHz svarende
til en intervalbredde p& omtrent 1,5 dekade, hvilket langtfra er nok til at
dakke hele dispersionsomradet som i frekvensbilledet straekker sig over 3 -
4 dekader. Det er der imidlertid rddet bod p& ved anvendelse af princippet
om temperatur-tid-zkvivalens; Chr. har udfgrt malingerne i1 det samme fre-
kvensomrade, men for en raekke forskellige temperaturer 1 intervallet 176,8
- 191,2 K og finder empirisk at frekvensforskydningsfunktionen ¢(T) inden
for temperaturintervallet fglger en arrheniuslov: o(T) = poexp(A/T) hvor
A=21x10*K.

Ved at forskyde maleserierne langs frekvensaksen i overenstemmelse hermed
har Chr. endelig sat stumperne sammen til en sammenheangende “master-
kurve” som strakker sig over hele glastransformationsomradet.

Vi ggr opmaerksom pi at Boltzmanns konstant kp overalt i det fglgende er
sat til at veere lig med 1; alle energier méles derfor i enheden Kelvin.

3.3.1 Modelfunktionens parametre

Vi antager 1 det fglgende at n(FE) er beskrevet ved en Gaussfunktion med
middelveerdi g og varians o%. Den normerede taethedsfunktion er séledes:

n(E) =

1 { 1(E— #5)2}
eXpy—rs————
\2mog 2 OF

Idet tilstandssummen Z(3) udregnes til:

= /_O; dEn(E)e™PF = exp {—;5’ (,uE - %ﬂa%)}
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finder man at regions-energien i ligeveagt er normalfordelt med samme varians
som n(E) men, p& grund af Boltzmann-faktoren, med en forskudt middel-
veerdi; ligeveegtssandsynlighedsteetheden er altsé:

Cn(B)efP 1(E — (E))?
FalB)= =2 = zwagexp{‘i 7% }

Heri betegner (E) ensemblemiddelveerdien af energien som man lettest finder
ved at bruge tilstandssummen:

OlnZz
(B) = =35 = ur — 60}

Med specifikationen af n(E) mangler vi kun at bestemme parameterseettet
for at have en fuldsteendig karakterisering af modelfunktionen (3.28). Vi kan
med det samme konstatere, at ligning (3.28) er invariant overfor translation
af energiaksen; vi saetter derfor Ey = 0, hvorfor F fremover vil betegne minus
aktiveringsenergien for en region, dvs differensen E — Ej.

Der er saledes fire uafheengige parametre i modellen: middelveerdien ug og
variansen og i tethedsfunktionen n(FE), praeksponentialfaktoren 75 i ud-
trykket for relaksationstiden samt skalafaktoren N. Af disse fire parametre
skal vi kun bruge de tre fgrstneevnte til at fitte modelfunktionen, eftersom
de maledata vi benytter, pa forhdnd er normerede, hvilket fastleegger N néar
o% er kendt. ,
Hermed veere ikke sagt, at stgrrelsen af N er uinteressant set ud fra en fysisk
synsvinkel; tveertom er det et veesentligt kriterium for modellens kvalitet, at
regionsstgrrelsen — som jo kan beregnes ud fra N — er fysisk “fornuftig”.
Mere herom senere.

De ovenstéende ligninger kunne skrives p& en noget enklere form, hvis vi
transformerede til de dimensionslgse variable £’ = E/og og 8 = Bog. Tilsy-
neladende ville vi ovenikgbet kunne reducere parametersaettet til tre 1 stedet
for fire parametre, idet vi i stedet for ug og og kun ville have den dimen-
sionslgse stgrrelse ug/og.

Som det fremgar heraf, er oz i grunden blot en “skalakonstant” for energi og
temperatur. Det er imidlertid ikke ligegyldigt hvad o seettes til, idet bade
temperaturafhengigheden af modelfunktionens losspeakfrekvens og bredden
af dispersionsomradet athzenger heraf; og da det har vist sig at at disse to,
hver for sig veaesentlige, kriterier giver anledning til hgjst forskellige fastsaet-
telser af o, kan vi ikke bestemme o a’priori (1 hvert fald ikke entydigt). Vi
mener derfor, at det i dette tilfelde giver stgrst klarhed, at “sleebe” samtlige
parametre med os, fremfor at benytte en dimensionslgs opskrivning med en
“skjult” parameter.
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Med stgtte i maledata ville det nu veere en simpel sag at bestemme 75 og N,
givet at ug og og var fastlagt pa forhand. Disse to parametres indvirkning
pa modelfunktionen er nem at overskue idet sndring af 7o blot bevirker en
translation langs log-frekvensaksen, mens N er proportional med ligevaegts-
varmekapaciteten.

-Det forholder sig imidlertid anderledes med parametrene i tilstandstetheden,
ULE og og; deres kvantitative indvirkning pa modellens opfersel er ikke umid-
delbart indlysende, og ligning (3.28) er for kompliceret til at vi kan udlede
information herom ved direkte analytisk behandling.

Vi forsgger os derfor med en tilnzermelse til C'(s) som fremkommer ved simpel
superposition af Debye-bidragene fra de enkelte regioner, givet ved ligning
(1.9). I stedet for et ensemble af regioner, der bevaeger sig omkring i konfi-
gurationsrummet, betragter vi altsd et statisk billede hvor der til hver region
er knyttet en fast relaksationstid. Udfra en fysisk betragtning er veerdien af
dette billede tvivlsom; vores holdning er den pragmatiske, at hvis bare det
virker, er det godt nok til vores formal — og dette m4 i sidste ende komme
an pa en prgve.

Imagineerdelen af den resulterende, approksimerede varmekapacitet (norme-
ret sdledes at ligeveegtsvarmekapaciteten er 1) dvs:

~ TE
O ()= — ( —2TE
TE

(hvor der midles over ligeveegtsfordelingen af relaksationstider 7z) domine-
res af bidrag hidrgrende fra 7z =~ w™!. Med en passende bred fordeling af
relaksationstider kan vi derfor udskifte wrg/(1 + w?7%) med deltafunktionen
é(wtg — 1), paneer en proportionalitetsfaktor som vi i denne sammenhaeng er

ligegyldig. Resultatet er at:

Clip(w) o [ a7 Puy(rp)6(wre — 1)
1 1
= —Peq(TE) y TR = — (329)

w w
Det er her og fremover underforstaet, at P,.,(-) betegner den korrekt norma-
liserede ligeveegtsfordeling med "-" som variabel.
Ved at transformere P, .,(7£) til det logaritmiske frekvensbillede omskriver
vi dette til:

C’geb(w) x Py(logvg) ; logve = logw (3.30)

hvor vg = 75" er relaksationsintensiteten. P.,(log~vg) finder vi ved transfor-
mation af energifordelingen:

dE

— P
Tog 7y P (Ellog )

Pey(log 1) =
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10 {_l(lnlO(log7E+10gTo)—ﬂ(E))z}
B\/2n0% P12 Bo%,

— 2

/O o 2 o.2
“T0yg TE

Af ligning (3.30) og (3.31) ses at imaginzrdelen i det tilnzrmede udtryk, i
det logaritmiske frekvensbillede, er proportional med en Gaussfunktion, hvor
middelveerdien og variansen som det fremgér er givet ved:

pvy = B(E)loge—logmg (3.32)

ol = Poiloge (3.33)

YE

Det har i praksis vist sig, at der er to vaesentlige kvantitative afvigelser mellem
(3.30) og imaginzrdelen af (3.28): For det fgrste ligger u., noget forskudt
1 forhold til modelfunktionens losspeakfrekvens; denne forskydning af haen-
ger af, hvad parameteren o sezttes til, men er, for smé veerdier af og, med
god tilneermelse uafheengig af temperaturen. For det andet afviger kurvernes
bredde med en faktor, som imidlertid ogsa synes at vare nogenlunde uatheen-
gig af temperaturen. Med de parametervardier som vi i fgrste omgang finder
frem til (se afsnit 3.3.2), er forskydningen mellem p.,, og den teoretiske los-
speakfrekvens med god tilnzermelse konstant lig med 0.4 pa logw-aksen, over
et temperaturinterval pa mindst 40 K, som det fremgér af figur (3.1), hvor vi
har plottet imaginardelen af (3.28) sammen med en (skaleret) Gausskurve
med varians 0.63 X o, og middelveerdi u., — 0.4.

Det ses at den saledes “tilpassede” superpositionsmodel giver en god tilnzer-
melse til vores teoretiske losspeak, C’”(s), i det mindste for det her benyttede
parametersat; der er ganske vist kvantitative forskelle, som vi har mattet
kompensere for, men vi bemeerker at Debye-kurvens hgjde, bredde og place-
ring pa logw-aksen varierer med temperaturen pa nogenlunde samme made
som den teoretiske Josspeak. Vi vil altsd g& ud fra at losspeakirekvensen w,
(tilneermelsesvis) er givet ved:

logw, = (Bug — B*o%)loge — log(a) (3.34)

hvor a afhanger af og, mens losspeakens bredde (tilnzrmelsesvis) er propor-

tional med o.,,, givet ved ligning (3.33).

Den eneste vaesentlige kvalitative forskel pa kurvernes form er en svag asym-

metrii C”(s), som bevirker at denne aftager knap sa hurtigt som Gausskurven
i hdjfrekvensgreensen.

For bedre at kunne sammenligne kurvernes form, har vi desuden fremstillet et
logaritmisk plot af C” sammen med den fittede Gausskurve, med T' = 200K
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Figur 3.1: Minus imaginzrdelen af den normaliserede modelfunktion med pa-
rametrene 0% = 7.56 x 10*K?, up = —2.02 x 10°K og 7o = 2.2 x 10™%7s,
plottet sammen med den approksimerende Gaussfunktion for tre forskellige tem-
peraturer. Da Gaussfunktionen giver en for smal kurve, har vi multipliceret de
beregnede o.,.(T') med en konstant faktor 2.3, mens de benyttede middelvardier
er py(T) — 0.4K. Temperaturerne er henholdsvis: 180 K (<), 200 K (A) og
220 K (O).

og samtlige parametre som ovenfor, se figur 3.2. Som det ses, er den kva-
litative lighed mellem kurverne kun tilsyneladende; for béde hgje og lave
frekvenser opigrer C" sig ikke gaussisk, men forlgber snarere som en potens-
funktion, idet kurven i det logaritmiske plot med god tilnzermelse er retlinet
i frekvensgraenserne. Den omtalte asymmetri af C” bliver ogsa mere tydelig

her.

3.3.2 Fastsettelse af parameterszttet

Det ses umiddelbart at opfgrslen af den normaliserede version af ligning (3.28)
i greenseovergangene ikke atheenger af parametervalget: lader vi w — 0 frem-
kommer den reelle konfigurationelle ligevaegtsvarmekapacitet C, x = NfB%0% 1
overenstemmelse med Einstein-ligningen, hvilket fastleegger N = 8205 coh
for w — oo ses det at bide " og C” gar mod nul.

Med hensyn til selve dispersionsomréadet har vi derfor stadig tre frie para-
metre at skrue pd. Ud fra ligningerne (3.33) og (3.34) kan vi danne os en
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Figur 3.2: Logaritmisk plot af —C" (O) for T = 200K sammen med en fittet
Gausskurve (X ). Parametervardierne er som angivet i teksten.

forestilling om hvilken effekt det har p4 modelfunktionen, specielt pa imagi-
neerdelen, nadr man andrer pa stgrrelsen af en af disse parametre:

e Tilsyneladende afthanger kurvens form fgrst og fremmest af energiva-
riansen 0. For det forste er losspeakens bredde omtrentlig propor-
tional med og, for det andet mé vi forvente at dens hgjde (for den
normaliserede responsfunktion) er en aftagende funktion af o% efter-
som losspeaken jo er (tilnzermelsesvis) proportional med den normerede

Gaussfunktion Pe,(logvg).

o Om stgrrelsen af w, kan der ikke siges noget tilsvarende entydigt; den
afheenger abenbart af alle tre frie parametre.

o Temperaturafhaeﬁgigheden af w, er dbenbart bestemt af pg og o som
man ser ved at differentiere ligning (3.34):

dlog w,

d,B = (IJ’E - 2180.%) 10g€

P& baggrund af disse betragtninger (som afspejler modelfunktionens opfgrsel
ganske preecist), er det rimelig klart hvad strategien ma vere for det videre
forleb: Modelfunktionen fittes fgrst sd ngjagtigt som muligt til masterkurven
ved variation af 0. Temperaturens indflydelse p& w, er entydigt givet ved
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pE nar fgrst o% er fastlagt; det neeste trin er derfor at bestemme pg udfra
det kendskab vi har til temperaturafheengigheden. Til sidst fittes 7 sdledes
at dispersionsomradet kommer til at ligge det rigtige sted p& frekvensaksen.
Herefter er alle parametre fastlagt.

Ifglge den afstukne procedure har vi fgrst fittet den teoretiske varmekapacitet
til masterkurven med o% = 7,56 x 10* K2 Resultatet af dette (og af de
fplgende udregninger) ses p& figur 3.3. Umiddelbart ser-det naermest ud til
at realdelen kunne fittes bedre med en stgrre spredning, mens imaginzrdelen
virker for bred i forvejen. Der er med andre ord indgaet et kompromis, hvor
vi 1gvrigt ogsd matte tage hensyn til at losspeaken vokser i hgjden nar man
gor den smallere.

For at finde ug benytter vi at den temperaturafhangige frekvensforskyd-
ningsfunktion som neavnt i indledningen til afsnittet fglger en Arrheniuslov
(med kendte parametre) i det relevante temperaturinterval; sammenholder
vi dette med ligning (3.34) ser vi at der gelder:

2
KE _ %% Clogro—a=—(2 )
(T Tz)loge log o —a= (T+B loge (3.35)

hvor som fgr neevnt A = 2,1 x 10* K mens B kan beregnes ud fra et eller
flere punkter p& kurven — vi har benyttet logw,(T = 186,8K) = —1,85
(som er den eneste losspeakfrekvens der med rimelig sikkerhed kan aflaeses
fra maledata), hvilket giver B = —108,1. Ved herefter at differentiere ligning
(3.35) med hensyn til T far vi:

20%
He = g -

Heri indszettes 0% = 7.56 x 10°K? hvorved vi finder at ugp = —2.02 x 102K i
det betragtede temperaturinterval.

Endelig beregner vi 75 ved at lgse ligning (3.35) hvilket fgrer til 7, =
4.1 x 10™%s. P4 figur (3.3) ses real- og imaginaer-del af vores modelfunktion
sammen med Chr.’s masterkurve, konstrueret for T' = 186, 8 K. Eftersom det
ikke kan ses af fittet til masterkurven hvorvidt dispersionsomradet flytter sig
rigtigt med temperaturen, har vi desuden fremstillet et plot hvor modellens
forudsigelse sammenholdes med normaliserede maledata for tre forskellige
temperaturer, se figur (3.4). De benyttede veerdier af ¢% og ugp svarer (i
begge figurer) til de ovenfor fundne, mens vardien af 7 er zndret fra de be-
regnede 4.1 x 1077 il 2.2 x 10™*7 hvorfor w, ligger lidt forskudt i forhold til
masterkurven, hvilket giver en lidt bedre overenstemmelse mellem model og
méledata ved de lave frekvenser. Vi ma nemlig konstatere at modellen, med
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Figur 3.3: Fitning af modellen til masterkurven med T' = 186, 8K; de benyttede
parametervardier er: 0%; = 7.56 x 104K?, pe = —2.02 x 10*K og 79 = 2.2 X
10~%7s. '

det foreliggende parametersat (det vil sige med den benyttede veerdi af og),
synes at have et problem ved de hgje frekvenser, serligt realdelen (men ogsa
imaginerdelen) falder som det ses alt for hurtigt mod nul i forhold til kurven
af malepunkter. Eller sagt mere generelt: mélekurverne udviser et steerkt
asymmetrisk forlgb, som ggr det umuligt at fitte modellen til maledata, for
hgje og lave frekvenser pa een gang.

Denne asymmetri mé& kunne forklares som en effekt af korrelationen mellem
tilstandsenergi og relaksationsintensitet for de enkelte regioner. Der er i
princippet to muligheder:

1. Den tilstand som en region med stgrst sandsynlighed henfalder til, ef-
ter eksitation til overgangsenergien Ey, har en energi der er stgrre end
middelveerdien i ligevaegtsfordelingen. Da overgangssandsynligheden
afheenger eksponentielt af tilstandsenergien, er dynamikken i systemet
styret af, at regionen efter eksitation foretager et relativt stort antal
spring mellem hgjenergitilstande, med korte tidsintervaller, fgr den en-
delig falder ned i en tilstand taet ved ligeveegtsmiddelenergien. Denne
dynamik er i modellen givet ved masterlignigen (som jo ikke er imple-
menteret 1 superpositionsmodellen). Det fglger naturligt heraf, at den
termiske fluktuation i veesken fordrsager en relativ overveegt af tilstande
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Figur 3.4: Modellens normaliserede varmekapacitet, beregnet for tre forskellige

temperaturer i naerheden af overgangsomradet (fuldt optrukne kurver) sammen-

holdt med m3ledata. Temperaturerne er (fra venstre mod hgjre) 184.2 K (<),
186.8 K (+) og 1912 K (D).

med hgj energi, i forhold til ligeveegtsensemblet, og en tilsvarende for-
skydning af intensitetsspektret mod de hgje frekvenser, som ma veere
forklaringen pd den deformation af C~’p der, som vi har konstateret (jvf.
figur 3.2 og kommentaren hertil), er tilstede i modelfunktionen.

2. Man kunne ogsé forestille sig en korrelation mellem energi og intensi-

tet, som i sig selv veegtede de hgje energier s& kraftigt 1 forhold til de
lave, at den symmetriske ligeveegtsenergifordeling i sig selv gav anled-
ning til en relativ (set i forhold til superpositionsmodellen) overveegt af
intensiteter ved hgje frekvenser. Den i modellen benyttede intensitet,
givet ved (3.14), involverer ganske vist en positiv veegtning af hgje ener-
gier, men kun i en udstrekning som netop ggr superpositionsmodellen
symmetrisk pad den logaritmiske frekvensakse.

Ved at variere stgrrelsen af op kan man imidlertid veelge det frekvensom-
rade, hvor man vil have modelfunktionen til at ligne méaledata; med et smalt
energispektrum far C(s) et stejlt frekvensforlgb, som fitter bedst ved lave fre-
kvenser, mens et bredt energispektrum giver en flad kurve som passer bedre
ved de hgje frekvenser. Som vi allerede har bemarket, giver lavirekvensfittet
det mest "naturtro" forlgb nir man ser pd kurven som helhed; det frem-
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gar tydeligt af figur 3.5, hvor modelfunktionen er fittet individuelt i he¢j- og
lav-frekvensomradet. Parameterveerdierne for disse to fits og for det ovenfor
praesenterede “kompromis” fremgar af tabellen nedenfor:

| Frekvens || og /K | ue /K | 70/s | N,/g? |
Tog(w) < —2 [ 2.20 x 107 | —2.05 x 107 | 0.91 x 107 | 5.1 x 1072
log(w) >0 || 7.24 x 102 | —9.52 517 x 1077 | 4.7 x 107!
Kompromis [ 2.75 x 102 | —2.02 x 10* | 2.20 x 10~*" | 3.3 x 10%2

Fremgangsméden ved fitningen er den samme som fgr beskrevet: Kurve-
formen justeres ved variation af og, den a’priori givne heeldning af log(w,)
bestemmer herefter pg og endelig fastleegges dispersionsoradets placering pa
log(w)-aksen ved variation af 7.

Eftersom vi har fittet modelfunktionen til normerede méaledata har vi ikke
haft ngdig at fastsaette skalaparameteren N. Imidlertid har denne parameter
afgjort teoretisk interesse, idet den, jvi. afsnit (3.2), er et mal for antallet af
regioner i samplet. Den kan derfor bruges til at finde regionernes stgrrelse,
som igen er et kriterium for om den fittede model bade er konsistent med
eksperimentelle observationer og med sit eget teoretiske fundament. Ifglge
[Chr 89] er den maélte, konfigurationelle ligevaegtsvarmekapacitet, Cy, cirka
lig med 125 mJ/K ved T = 187K og da der er malt pa 128 mg af stoffet
er den specifikke varme 0.98 x 103JK~'g~!. Antallet af regioner i et gram
glycerol, betegnet med N,, kan derfor estimeres ved:

2

N, ~ 0.98 x g !

kBO'%;

Massen af en region kan udfra de estimerede vardier af IV, (anfgrt i tabellen
ovenfor) anslés til: 12 amu (og = 2.20 x 10%K), 18 amu (o = 2.75 x 102K)
og 127 amu (og = 7.24 x 10%K).

Der er ingen tvivl om at alle tre veerdier er for sma; f.eks svarer 127 amu om-
trent til veegten af 10 kulstofatomer, mens en region mé antages at indeholde
mindst 50 — 100 molekyler [Don 82].

Det lader kort sagt til, at vi har et problem her; vi kan 8benbart tkke finde et
parametersaet, der opfylder kravet om at modellen skal vare selvkonsistent,
samtidig med at den fitter kvantitativt til méledatal

Dette vender vi tilbage til. Indtil videre kan vi konstatere, at mens de sma
veerdier af o ser ud til at give de bedste kvantitative fit, giver stgrre veerdier
til gengeeld mere realistiske parametervardier, specielt bliver N trukket 1 den
rigtige retning — dog langtfra tilstreekkeligt.
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Figur 3.5: Modelfunktionen (de fuldt optrukne kurver), fittet individuelt til
henholdsvis hgjfrekvens- (log(w > 0) og lavfrekvens-omradet (log(w) < —2)).
Parameterveerdierne er som angivet i teksten.

Med hensyn til den fysiske tolkning af 7o star vi ligeledes med et dilemma;
hvis 7o skal kunne tolkes som fonontiden (cirka 10~3s [Dyr 94]), ser det ud
til at hgjfrekvensfittet, ogsé i denne henseende, er det bedste bud. Men hvis
vi gor o meget storre (for at fa en rimelig regionsstgrrelse) bliver 7o alt for
stor.

Endelig har vi set p4, hvilke konsekvenser det far, hvis vi forlanger at den
teoretiske w,(T") skal have den korrekte temperaturafhengighed, ogsa uden
for Chr’s maleinterval. Vi har hertil benyttet en serie Cp(s)-mélinger i tem-
peraturintervallet 200 — 220 K, publiceret af Birge og Nagel [Bir 85]. De har
fittet w,(T") med en VFT-lov:

wy(T) = woexp {_T fTo} (3.36)

hvor parametrene opgives som wp = 87 x 10*Hz (omregnet til vinkelfrekvens,
deraf r-faktoren), A = 2500K og T, = 128 + 5K.

Denne VFT-lov giver imidlertid en log(w,), der aftager for hurtigt ved lave
temperaturer, og siledes rammer en del under “vores” aflaeste veerdi ved
186.8K. Man kunne fristes til at tage dette til indtzegt for den ind imellem
fremfgrte pastand, at VFT-loven kun virker ved hgje temperaturer (se f.eks
[Got 92] og [Dyr 94]), men fejlen kan dog ogsa skyldes almindelig usikkerhed
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ved ekstrapolation ud af maleomradet. Hvorom alting er, vi har tilpasset
udtryk (3.36) til at ramme w,(186.8K) ved at justere Tj til 124K, altsa netop
inden for den i [Bir 85] angivne usikkerhedsmargen. ,

Vi har sa fittet udtrykket for log(w,) (3.34) til (3.36), ved at benytte at
krumningen pé& log(w,(B))-kurven er proportional med 0%, heldningen med
pg mens T blot parallelforskyder kurven langs log(w,))-aksen. De herved
givne parametervaerdier er: og = 2.36 x 10%K, pg = 3.81 x 10*K og 75 = 2.2 %
102!, P& figur 3.6 ses et Arrheniusplot af udtryk (3.34) med disse parametre
sammen med VFT-loven (3.36) (med Ty = 124K). Til sammenligning har vi
p4 samme figur desuden plottet grafen for (3.34) med de i figur 3.3 benyttede
parametre. Som det ses, fglger den siledes fittede log(w,(T")) stort set Birge &

8 1 T T T T T
VF(1le3/x) —
f1(1e3/x) —
2(1e3/x)-0.35 —

-8 ) 1 ! ) ! t

4.4 4.6 4.8 5.4 5.6 . 5.8

G037 K
Figur 3.6: Arrheniusplot af: 1) Vort approksimerede udtryk for losspeakfrekven-
sen med o = 2.75 x 10?K, pug = —2.02 x 10*K og 7o = 2.20 x 10™%"s (den
s§ godt som retlinede kurve). 2) Det samme udtryk med o = 2.36 x 10°K,
pE = 3.81 x10%K og 70 = 2.20x 10%'s (den kurve som ligger imellem de to andre,
bide i det gvre og det nedre temperaturinterval). 3) VFT-lov med A = 2500K,
wo = 87 x 10Ms™ ! og Ty = 124K (kurven med den stgrste krumning).

P3 103/T-aksen ligger Birge/Nagels mélinger i intervallet [4.5;5.0]K™" mens den
losspeakfrekvens vi har afleest fra Chr's malinger ligger ved 10°/T = 5.35K™".

Nagel’s VFT-lov, bortset fra en tydelig divergens ved T7' > T, ~ 5.35K™!
hvor den falder knap sd hurtigt som VFT-loven.

Sammenfattende kan vi sige, at bade hensynet til regionernes stgrrelse og
kravet om en realistisk temperaturafhengighed taler for et meget bredt ener-
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gispektrum, hvilket imidlertid introducerer to vaesentlige problemer for mo-
dellen: For det fgrste bliver dispersionsomradet adskillige dekader for bredt,
og for det andet bliver 7o helt urealistisk stor (i dette tilfzlde altsa af stgr-
relsesorden 10%'s).

Det er klart at disse problemer er mest udtalte, ndr man prgver at fitte mo-

dellen til maledata for en relativt svag vaeske, dvs. en vaeske med en viskositet --
som ikke fglger Arrheniusloven (se afsnit 1.2.1)%. For en tilstrakkelig staerk

veeske, er der ikke noget i vejen for, at en korrekt temperaturafhaengighed
kan kombineres med en passende bred energifordeling; dette lgser dog ikke
det nok s& fundamentale problem med de alt for sma regioner.

Desuden har vi stadig det problem, uanset energispektrets bredde, at mo-
dellen er ude af stand til at simulere det asymmetriske forlgb af C(s). Og
vi mé konstatere, at dette problem tkke lader sig lgse indenfor de hidtil af-
stukne rammer for modellen, hvilket naturligt rejser spgrgsmalet om hvilke
korrektioner man eventuelt kunne foretage.

Problemet ved den manglende asymmetri i relaksationsspektret, kunne man
i princippet forsgge at lgse pa to forskellige m&der (hvilket ligger uden for
rammerne af dette projekt): 1) Man kunne simpelt hen introducere en tilpas
asymmetrisk tilstandstethedtethed. 2) Den anden mulighed er en korrek-
tion af den teoretiske overgangsintensitet (3.10). Med andre ord: Vi kunne
prgve at sette funktionen h(E, E’) i (3.10) til noget andet end nul! Denne
funktion skal opfylde k(E, E’) = h(E’, E) og skal desuden veere pa en form,
s& overgangsintensiteten er separabel. Det fgrste krav er ngdvendigt, for ikke
at komme i modstrid med PODB, mens det andet krav skyldes hensynet til
at masterligningen skal kunne lgses, idet den generaliserede lgsningsmetode,
udviklet i afsnit 5.3, forudseetter separable overgangssandsynligheder.

3.3.3 Sammenligning med empiriske love

I afsnit 1.2.1 omtalte vi nogle f3 empiriske love, som eksperimentalfysikerne er
interesserede i. Vi har allerede diskuteret Vogel Fulcher loven, som modellen
ikke synes at bekraefte. Nu vil vi se pd, hvordan EME modellen udtaler sig om
temperatur-tid sekvivalensprincippet og KWW-eksponenten i hgjfrekvens-
omradet.

Der er intet i varmekapacitetens form (3.28) som tyder pa, at den skulle
udvise TtP. Hvis man prgver at indfgre kravet analytisk ved at forlange, at

en(w, T + AT) = cu(wr(AT),T), (3.37)

2Med hensyn til “veeskestyrke” ligger glycerol i det blgde mellemomrade [Ang 76].
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Figur 3.7: Real og (negativ) imaginardel af ¢, plottet ved temperaturene 186.8
K og 165.8 K, samt kurverne for 186.8 K med frekvensaksen skaleret med en
faktor 5.5 x 10*. o =25 x 102 K, pup = -1.5 x 10 Kog 7o =5 x 107 s

og herefter undersgge, om man kan finde en tilstandstaethed som far TtP til
at geelde, lgber man ind i problematiske udregninger.

Man kan ogsé bare undersgge spgrgsmalet numerisk. Det har vi forsggt: Vi
har valgt et realistisk parametersat for modellen, nemlig nogle parametre
som fitter data for glycerol nogenlunde. I figur 3.7 har vi plottet den norma-
liserede responsfunktion for to temperaturer, som ligger forskudt i forhold til
hinanden med AT = 21K. Det viser sig her, at EME ikke opfylder TtP ek-
sakt med en gaussisk tilstandstaethed, og med de valgte overgangsintensiteter.
Men det er sandelig teet pd! Bredden pa imaginerdelen af varmekapaciteten
bliver &benbart en anelse forgget ved aftagende temperaturer, og hgjden pa
imaginaerdelen af den normaliserede varmekapacitet bliver en smule lavere.
(Forskellene kan ikke skyldes numeriske fejl.) 21 K er i denne sammenheaeng
et stort temperaturinterval; dispersionsomradet flytter sig naesten 5 dekader.

Forskellen p& kurveformen traeder tydeligere frem i figur 3.8. Der er ikke

nogen af de varmekapacitetsmalinger, som vi har kendskab til, som kan siges
at opfylde TtP bedre end EME.

Nyquistplottet bringer os videre til det naste punkt: Formen af respons-
funktionen i det hgje frekvensomrade. Vi omtalte i afsnit 1.2.1 den sékaldte
KWW-formel, som resulterede i en responsfunktion, der var proportional
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Figur 3.8: Imaginzrdel af c, (negativ) mod realdel af ¢,. (Nyquist-plot)

med (iw)7? i det hgje frekvensomrade. Denne afhangighed resulterer i, at
realdel og imaginzrdel af responsfunktionen er proportionale.

(w) P = (i) Pw P = e3PLP (3.38)

Altsa: Imc = Rectan(—f3%) Dette vil medfgre, at Nyquistplottet gar asymp-
totisk mod en ret linie med hzldning tan(33). Selvom [Chr 87 og 94] og
[Bir 85] er uenige, er de dog enige om, at Nyquist-plottet viser en asymp-
totisk ret linie i hgjfrekvens-greensen. Her far EME et problem! I figur 3.9
viser vi hgjfrekvensdelen af Nyquist-plottet med de to omtalte maleserier og
modellen. Modellen kan ikke udvise en ret linie. Man kan som naevnt ggre
imaginardelen relativt mindre ved at gge spredningen pa energien. Men ny-
quistplottet bliver ved med at vare krumt. I det lave frekvensomréde klarer
EME sig bedre, som vi s& i forrige afsnit. Man kan resumerende sige, at
EME nesten bekrafter TtP (med glycerol-parametre), men er for Debye-
agtig i kurveformen. — En Debye-responsfunktion udviser en ren halvcirkel
1 et Nyquist-plot.

3.3.4 Opsamling pd EME

Energimasterligningen er i stand til at reproducere losspeakfrekvensens tem-
peraturathangighed. EME forudsiger at losspeakfrekvensen tilneermelsesvis
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Figur 3.9: Ret linie? De to krumme kurver er modellen ved hhv 186.8 K og
165.8 K. De to linier er fit til mélinger med 8 = 0.65 [Bir 85] samt 3 = 0.28
[Chr 87].

afthaenger af temperaturen pé fslgende made:
wp o ePrEmPoE (3.39)

Denne formel kan bringes til at stemme overens med maélingerne i det betrag-
tede temperaturinterval. Problemet er blot, at man for at fa en tilstraekkelig
negativ krumning i arrhenius-plottet log w,(3) bliver tvunget til at ggre og
en faktor 10 for stor, og dermed ggr bredden pa dispersionsomradet for stor.
Dette problem vil vaere mest udtalt for svage veasker som jo er karakteriseret
ved et meget krumt arrheniusplot.

§

Modellen opfylder ikke princippet om temperatur-tids-akvivalens eksakt.
Men man kan sige, at modellen ikke udelukker at man kan observere til-
naermelsesvis temperatur-tid-ekvivalens. \

EME kan ikke udvise Kohlrausch-relaksation i hgjfrekvensgraensen.

Superpostionsmodellen viste sig at vaere et godt redskab til at fastsla parame-
terestimater for EME med, pé trods af at dens evne til at fitte kurveformen
pa varmekapaciteten ikke er sa god som selve EME; Approksimationen gi-
ver en symmetrisk losspeak, mens EME producerer en asymetrisk form som
stemmer bedre overens med mélinger.

Det skal dog siges, at denne asymmetri er for svag, og at der ikke synes at
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veere hdb om at fitte de foreliggende varmekapacitetsdata med en gaussisk
tilstandsteethed®. Man kunne stille sig sppgsmélet: N&r superpositionsmo-
dellen fitter til data nesten lige s godt som EME, hvorfor dog ikke bare fitte
med en superposition af Debyeprocesser med en asymetrisk veegtningsfunk-
tion? Problemet med superpositionsmodellen er imidlertid, at den ikke lader
sig fortolke fysisk i relation til den type systemer, som vi undersgger. EME
er mere end en fitte-model; den indebaerer en meningsfuld fysisk fortolkning,
idet den hviler p& nogle praemisser, som der er mening i at teste. EME pro-
ducerer for eksempel en naturlig temperaturafhaengighed, som udspringer af
modellens fysiske preemisser, hvorimod man i superpositionsmodellen er hen-
vist til at antage en temperaturatheengighed af relaksationstidsfordelingen.

EME’s premisser er dels regionsantagelsen, dels koblingen af denne til stati-
stisk fysik. Disse preemisser er imidlertid ikke szerlig restriktive for modellen;
man kan velge talrige tilstandstatheder og overgangssandsynligheder, som
er 1 overenstemmelse med praemisserne.

Med gaussisk tilstandsteethed og arrhenius-overgangsintensiteter er der pro-
blemer med at fortolke modellen mikroskopisk, idet parameteren 7o bliver
overraskende lille i forhold til fonontiden, som jo antages at veere i stgrrelses-
orden 10'%s.

Fitter vi N til unormerede data, bliver regionsstgrrelsen latterligt lille, ja
faktisk mindre end et molekyle, hvilket jo er klart inkonsistent med model-
antagelserne (mere herom i diskussionen)!

Kontakt med eksperimental-fysikere

Vi har lgbende haft kontakt med eksperimentalfysikere under projektforlgbet.
I forbindelse med et seminar i marts 94 preesenterede vi EME, for blandt
andre T. E. Christiansen og N. B. Olsen. P& det tidspunkt heeftede de sig
ved forudszetningerne for EME. To kritikpunkter blev rejst:

e EME forudseetter, at regionernes stgrrelse ikke aftheenger af tempera-
turen. N.B. Olsen foreslar, at antallet af molekyler, som indgdr i en
struktureendring bliver mindre med voksende temperatur. ([Ada 65]
mener noget lignende, imens [Bra 84] ligesom vi opererer med en kon-
stant regionssterrelse.) Det er muligt at regionstgrrelsen har en vee-
sentlig temperaturafhengighed , og at modellen burde indrage dette.
Vores holdning til det er simpelthen, at vi ikke kan ggre noget ved det

3Det kan ikke udelukkes at modellen fitter bedre til mélinger pa andre stoffer end
glycerol.



3.3 Sammenligning af modelfunktionen med maledata 77

inden for rammerne af modellen. Dette problem bliver bergrt 1 afsnit
3.1.2.

e EME tager ikke udgangspunkt i de faktuelle molekylere egenskaber i
stoffet. Svaret — at EME er konsistent med statistisk fysik — vir-
kede tilsyneladende lidt lindrende. Men det er rigtigt, at der er et
gab imellem den mikroskopiske beskrivelse og den halvmikroskopiske
beskrivelse hvor EME tager afsat. Det ville veere gnskeligt, hvis man
kunne relatere parametrene i modellen til molekylare egenskaber for
en given vaeske. '

Desuden er der en interesse for, hvordan modellen udtaler sig om temperatur-
tid-akvivalens, som vi diskuterede i sidste afsnit. Specielt gar eksperimental-
fysikerne meget op i formen pa relaksationsfunktionen. Vi var i diskussionen
. 1 sidste afsnit inde pa, at EME har vanskeligheder ved at efterligne potens-
loven i hgjfrekvensgraensen. Dette misforhold opgiver vi at ggre noget ved i
dette projekt.

Ved en uformel samtale med Tage Christiansen d.8/9 - 94, forklarede Tage sit
umiddelbare syn pa “denne type modeller”. Hermed mente han formentlig
modeller hvor man udelukkende ser p en energifordeling, frem for at have
for eksempel rumlige koordinater som variable.

e Den fgrste indsigelse var, at modellen ikke kan udtale sig om, hvorvidt
det er ¢,(w) eller ¢,(w), den forudsiger.

e Et andet problem som blev rejst var, at modellen kun forudsiger re-
sultater af den type eksperimenter, hvor man varierer temperaturen
og maler hvordan energifordelingen/energimiddelveerdien endrer sig.
Modellen forudsiger kun en responsfunktion. Eksperimentalfysikerne
er naturligvis interesserede i en model, som kan sammenfatte flere re-
sponsfunktioner.

Der er klart nogle ting, som EME overhovedet ikke inddrager. Det er fgrst og
fremmest med udgangspunkt i denne kritik, at vii det fplgende vil forsgge at
opstille den mere generelle model EVME. Vi vil undersgge, om vi kan simulere
den evidente forskel pa losspeakfrekvensen for henholdsvis de mekaniske og
termiske responsfunktioner.
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Kapitel 4

Termisk-mekanisk relaksation:

EVME

I dette afsnit introducerer vi en generalisation af EME-modellen, som ud over
energifluktuationer inddrager volumenfluktuationer i beskrivelsen af den un-
derafkglede veaske. Vi kalder denne model for EVME!- modellen. Formalet
- med at lave denne nye model er fgrst og fremmest, at den har stgrre forud-
sigelseskraft end EME. Modellen kan udtale sig om flere forskellige malinger
af termisk-mekaniske responsfunktioner. Samtidig har modellen teoretisk in-
teresse, fordi den indsztter EME i en mere generel sammenheng, og dermed
preeciserer fortolkningen af EME. Det har under arbejdet varet vores héb,
at vi1og med, at vi indfgrer flere parametre end i EME, kan fitte den kom-
plekse varmekapacitet bedre med EVME. Dette lader imidlertid ikke til at
veere tilfeeldet. Men EVME finder som antydet sin berettigelse alligevel —
EVME er en idé, som ma prgves af.

4.1 Opstilling af EVME-modellen

Det er en erfaringssag, at volumenrelaksation og termisk relaksation er knyt-
tet sammen feenomenologisk. De to responsfunktioner, varmekapaciteten c,
og kompressibilliteten «;, har begge en losspeak frekvens, som er temperatu-
rafheengig. De to losspeakfrekvenser flytter sig omtrent lige hurtigt, men er
parallelforskudt. For alkoholer er forskydningen typisk en 1/2 -1 1/2 dekade
pa frekvensaksen, sdledes at «; har en hgjere losspeak-frekvens end ¢,. Vi vil

1Energy Volume Master Equation
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forsgge at indfange dette treek 1 den nye model ved at lade energi og volu-
men fluktuere hver for sig, men med en kobling saledes, at der er korrelation
imellem de to stgrrelser.

- 4.1.1 Basale antagelser i EVME .
De grﬁndlaeggende principper for modellen genbruges fra EME. Vi indfgrer
blot en mere nuanceret beskrivelse af dynamikken i regionen. Vi beholder
regionsantagelsen:

o Det antages, at glassen kan betragtes som et system af ikke vekselvir-
kende regioner. :

o Det antages, at regionens mikrotilstand kan karakteriseres udelukkende
ved regionens energi £ samt dens volumen V.

e Det antages, at tilstandsteetheden i E, V-rummet er en to-dimensional
gaussfunktion? :

1 1 S (g — s
n(E,V)=mexp{—§%;®ij (zi = pi)(z; — py)} (4.1)

hvor z; = F og 22 = V og hvor

- o5

«a 1

og det(®71) > 0)

Den gaussiske tilstandstathed er lige s& vilkarlig, som den er nem at ana-
lysere. Den er et levn fra energi-masterligningen, hvor den trods alt havde
en vis succes. Man kan ihvertfald sige, at den indeholder et minimalt antal
parametre; en spredning pa energien og, en spredning pa volumenet oy, et
midtpunkt (forskydningsparameter) for energien g, et midtpunkt for volu-
menet uy samt en koblingsparameter o.

« angiver en korrelation imellem energi og volumen i regionen. Vi vil forvente,
at energien og volumen generelt vokser med hinanden, hvilket svarer til at o
er negativ. I modellen antager vi s& at sige, at volumen og energi essentielt
er proportionale, men at der er en stokastisk spredning pa volumenet ved en

2Gom det fremstar her har elementerne i ®~! forskellig dimension. Det skaber ikke
nogen problemer.
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bestemt energi. Grunden til at vi synes, at energi og volumen skal vokse med
hinanden er, at lave energitilstande svarer til mere ordnede energitilstande,
hvor molekylerne langt nede i dalen i det potentielle energilandskab. Hvis
molekylerne er pakket relativt godt, er volumenet relativt lille. Husk at der
er tale om potentielle energitilstande i den betydning, vi indfgrte begrebet
under udledningen af masterligningen. At a er negativ stemmer ogsa overens
med den erfaring, at den konfigurationelle del af den termiske udv1ddelses-
koefficient a, er positiv.

Modellen tillader tilstande, hvor volumenet er mindre end nul, hvilket na-
turligvis ufysisk. Man skal altsd ikke “styre” modellens parametre, s& en
veesentlig del af veegten i sandsynlighedstatheden pa P(E,V) ligger i det
omrade, hvor volumenet er negativt. Under analysen af modellen uddyber
vi fortolkningen af parametre og variable.

I almindelighed forventer vi, at overgangsintensiteterne, og sdmeend ogsa
tilstanden, i en region andres, hvis der sker en overgang i en nerliggende
region. Det ser vi bort fra i modellen. Man kan dog nappe taenke sig en pro-
ces, hvor en region gér fra en tilstand til en tilstand med et andet volumen,
uden at den skubber til de omkringliggende regioner, og dermed udveksler
energi og volumen med disse. Under en sadan proces mé man forestille sig,
at de omkringliggende regioner overgér fra en energi-volumentilstand til en
anden, uden at g igennem en overgangstilstand. At betragte alle overgan-
gene som termisk exiterede processer, som kun afheznger af regionens egen
gjelikkelige tilstand, er altsd en approximation. P& laengere sigt kunne dette
forhold maske bruges til at introducere en primitiv, men fysisk begrundet
vekselvirkning imellem regionerne i modellen.

I det billede, som er opridset ovenfor, vil trykket (eller stress-tensoren) fluk-
tuere lokalt pd en lang tidsskala, svarende til den mekaniske relaksationstid
1 vaesken. Samtidig er der en overlejring af hurtige trykfluktuationer, som
stammer fra elastiske vibrationer. Vi vil imidlertid se bort fra begge typer
fluktuationer.

e Vi antager, at regionen oplever et middeltryk p, som fungerer som
ekstern parameter péd linie med temperaturen 7'.

Fra at have en region som oplever et tryk, som varierer pa samme tidsskala,
som vi har teenkt os at undersgge, gar vi over til at betragte en region, som
oplever et konstant tryk fra omgivelserne. Dette er en approksimation, vi
ikke har forsggt at understgtte teoretisk. Approksimationen er konsistent
med antagelsen om, at regionerne ikke vekselvirker.
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Holdningen fra vores side er, at nu ggr vi de nzvnte antagelser og udregner
nogle observerbare stgrrelser. Antagelserne ma derefter diskuteres under
sammenligningen med de relevante malinger.

4.1.2 Motivation for overgangsintensiteter

I EME-modellen benyttede vi den kanoniske ligeveaegtsfordeling til at finde en
form pé overgangssandsynlighederne. Denne, fremhzevede vi, var konsistent
med PODB, dermed statistisk fysik.> Vi vil ggre det samme med EVME
modellen. Her forholder det sig blot sidan, at regionen i ligeveegt ikke ad-
lyder den almindelige Boltzmann-fordeling, men en lignende generaliseret
Boltzmannfordeling:

P(E,V) = -Z—(—;—;)n(E, V)e AEHPY) (4.3)

som er ligevaegtsfordelingen for et system i termodynamisk ligevegt med et
varme/volumenreservoir. I tilleg C uddyber vi, hvordan man frembringer
4.3, for at holde forbindelsen imellem modellen og statistisk fysik ren.

Bemarkning.

Fordelingen 4.3 hviler p& en bestemt definition af tryk i statistisk
forstand: Trykket for et system i en bestemt mikrotilstand (i dette
tilfzelde en mikrotilstand for volumenreservoiret) indfgres som den
konjugerede variabel (generaliseret kraft) til volumenet.

_ 9BV

Pu= ="y
Her betragtes volumenet som ekstern parameter. I modellen bruger
vi volumenet som variabel, hvormed vi siger, at trykket i et makro-
skopisk system i ligeveegt er det samme, ligemeget om volumenet far
lov til at fluktuere om en middelveerdi, eller om vi holder volumenet
fast pd middelveerdien. Trykket 1 4.3 er det tryk, som man far, hvis
man tager ensemblemiddelveerdien af trykket over alle tilstande i
reservoiret, og er identisk med det fysiske tryk, som man kan maéle
med et barometer.

(4.4)

3Et eller andet sted m& modellen vare inkonsistent med Schrodingerligningen for en
klat glycerol, i og med at der er malinger, som ikke kan forklares med modellen. Det vi
siger med denne type konsistenskrav er blot, at modellen er mulig. Der kan eksistere et
fysisk system som svarer til modellen, uden at de fysiske love bliver sat over styr.
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Overgangsintensiteter

Energi-volumen masterligningen ser séledes ud:

OP(E,V |

ﬂa—t’——) = / dE' / AV’ {W(E,V|E,V')P(E', V')~ W (E',V'|E,V)P(E,V)}
(4.5)

Hvis vi gar frem som i afsnit 3.1.4, og benytter princippet om detaljeret

balance (P,(y")W(yly') = Pey(¥y)W(¥'ly)), finder vi simpelthen frem til at

overgangsintensiteterne har formen: ’

W(E',V'|E,V) = n(E', V/);l__eﬁ(E—Eoﬂ:(V—Vo))+h(E,V,E’,V’) (4.6)
0
hvor h er symmetrisk i de merkede og umaerkede argumenter. Fortolkningen
af denne formel er ikke helt s& ligetil som fortolkningen af den tilsvarende

_ formel for overgangsintensiteterne i EME. Vi satter brutalt & lig med 0. I

* tilfeeldet p = 0 bliver overgangsintensiteten identisk med overgangsintensiste-
ten 1 EME, for sa vidt at den ikke afhznger af volumenet, og at vi kan fortolke
E — E, som en energibarriere, som en region skal passere, for at overgd til
en anden tilstand. I de malinger, som vi har tankt os at sammenligne med
(i fgrste omgang), er trykket 0.

Parameteren Vo har vi taget med for en sikkerheds skyld, fordi vi ikke kender
den fysiske betydning af det andet led i eksponenten. Vi har kaldt den for
overgangsvolumenet, fordi vi fortolker den som et relativt stort volumen som
regionen skal op pa, for at der kan foregd en strukturel endring. Regionen
har hgjere overgangssandsynligheder hvis den har et stort volumen, eller hvis
den har en stor energi. Dette er rimeligt ud fra en fysisk betragtning, fordi
et stort volumen betyder mere plads imellem molekylerne. Hvis der er meget
plads, kan molekylerne lettere skifte position, og derved overgd til en anden
konfigurationel tilstand. Desuden skal regionen ikke udfgre s& stort arbejde
for at skubbe omgivelserne tilside, hvis den i forvejen har et stort volumen,
hvilket rimeligvis mé& gge overgangsintensiteten.

Vo ma veere positiv: Hvis V; er stgrre end V, falder overgangsintensiteterne
med trykket. Hvis en veeske befinder sig over glasovergangen, kan man groft
sagt ggre relaksationstiden stgrre ved at gge trykket ifglge modellen, og pa
denne made passere glasovergangen. Glasovergangen foregar altsa ved hgjere
temperatur, hvis vi gger trykket. Det er faktisk, hvad man ser eksperimentelt.
(Se [Sim 93]). Derfor m4 vi forvente at stgrrelsen V;, skal veere stgrre end
middelvolumenet. Dette vil desuden indebere, at dispersionsomrédet flytter
sig op ad frekvensaksen, nar trykket gges. Modellen virker sund, nok hvad
dette angér.
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Efter at vi nu har set hvordan det gik med EME, vil vi veere tilbageholdende
med at fortolke parameteren 7, lige nu.

Indlejring af EME i EVME

Nu er EVME faktisk opstillet. Modellen er en masterligning 4.5, hvor over-
gangsintensiteterne 4.6 indeholder en tilstandstzethed med de fem parametre -
OE, OV, UE, v Og @, samt et eksponentialled, som indeholder parametrene
10, Eo og Vp. Som 1 EME kan vi reducere parameterantallet med en para-
meter, ved at forskyde energi aksen s& Fo = 0. Hvis man har fastsat og og
ov, kan man skalere energiaksen og volumenaksen, s s& disse parametre har
veerdien 1. Men det er ikke ligegyldigt hvad og og ov er; de er sa at sige
specifikke for et givet stof. S& reelt er der 7 parametre 1 modellen.

Setter vi trykket lig med nul, og integrerer volumenet ud:
P(E) = / dVP(E,V) (4.7)

genfinder vi energimasterligningen med en gaussisk tilstandsteethed. Hvis
trykket holdes konstant lig 0, er de to modeller identiske. Det vil for eksempel
sige, at hvad den isobare varmekapacitet ¢, (ved p = 0) angar, kan vi lige s
godt bruge EME som EVME til at fitte med. Det vil fremgé mere tydeligt i
naeste kapitel, hvor vi udleder modellens udsagn eksplicit.

EVME slaber altsd EME’s (relativt darlige) evne til at fitte kurveformen,
og EME’s forholdsvis gode evne til at fitte temperatur-afhaengigheden af
losspeakfrekvensen med. Vi kan bedre sammenligne modellerne nar vi har
analyseret EVME 1 naste neeste afsnit.

Den fgrste konklusion, vi kan drage ved hjzlp af den nye model er, at den
varmekapacitet, som vi udledte i forrige afsnit, m& vare den isobare varme-
kapacitet c,.

EVME’s teoretiske placering

EVME er en model, der lige som EME tager udgangspunkt i en kvalitativ
model, nemlig regionsantagelsen. Den er kun teoretisk funderet i kraft af
POBD og i kraft af, at den adlyder den korrekte ligevaegtsfordeling, nemlig
4.3. Valget af den gaussiske tilstandsteethed er ikke teoretisk velbegrundet,
og overgangsintensiteterne er pd samme méde som i EME nzrmest at be-
tragte som et fornuftigt foreslag, som har de rigtige egenskaber. Som neevnt
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i slutningen af kapitel 3, kan man ved hjeelp af den sidkaldte “hopping mo-
del” udlede overgangsintensiteterne. Det er muligt, at denne udledning kan
generaliseres til ogsa at virke for EVME.

Der er hverken ferre eller flere lgse ender end 1 EME. Lad os se, hvordan det
virker! '
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Kapitel 5

Stokastiske processer B

I afsnittet her fortsettes diskussionen af stokastiske processer med henblik
pa at kunne behandle EVME. Vi udleder en version af fluktuations dissipa-
tionsteoremet, som er tilstraekkelig generel til at omfatte EVME modellen.
Herefter gar vi over til at lgse EVME. 1 afsnit 3.2 s& vi, hvordan det var
muligt at lgse masterligningen for EME, ved at benytte Laplacetransforma-
tionen. EVME har jo den samme struktur som EME, si lgsningsmetoden
kan direkte overfgres.

5.1 Lineszer responsteori - set fra statistisk fy-
sik

FD-teoremet

Hensigten er nu, med udgangspunkt i en “parametriseret” stokastisk proces,
at udlede en relation imellem tidsafheengige perturbationer af parametrene
og middelveerdien af forskellige stokastiske variable, som kan udtraekkes af
processen.

Udgangspunktet er en familie ! af tidshomogene statiske Markov proces-

ser Y,(t), med sandsynlighedsteethed P,(y) og overgangssandsynligheder
P: 4(y2]y1). Familien er parametriseret med o, som kan veare en vektor, der

!Betegnelsen “familie” er foreslaet os af J.Larsen. Noget skal en parametriseret samling
af stokastiske processer vel hedde. For at markere, at det er et objekt af en anden type
end blot en stokastisk proces, kalder vi det altsa en familie.
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indeholder flere eksterne parametre for processen. Hvis processen reprzesente-
rer et fysisk system, kan « veere kontrolparametre for systemet, for eksempel
tryk, elektrisk felt eller temperatur. Y, (%) kan ligeledes vaere flerdimensional.

I det gjeblik vi fortolker parametre og variable som fysiske stgrrelser, har vi
en kobling til den feenomenologisk funderede responsteori. Et tidsligt forlgb
- af parametrene kan betragtes som en stimulusfunktion, og en ensemble mid-
delveerdi af det fglgende forlgb af de stokastiske variable svarer til responset.

I den fznomenologisk begrundede responsteori benytter man Boltzmanns
superpositionsprincip (BSP), som siger at responset er et linezert funktional
af stimulusfunktionen. Vi omtalte dette i kapitel 1. Nar nu BSP er eks-
perimentelt begrundet, er det relevant at spgrge, om en model som EVME
opfylder princippet. Det er nzppe sadan, at enhver familie af stokastiske
processer opfylder BSP. Det virker dog intuitivt rigtigt, at en familie, som
kan karakteriseres ved en masterligning, opfylder princippet, hvis overgangs-
intensiteterne er differentiable funktioner af parametrene. Man kan hébe pa,
at lineariteten bliver biret gennem overgangsintensiteterne, til lgsningen af
masterligningen og gennem middelveerdi-“operatoren” til det tidsafheengige
forlgb af middelvaerdien af en given stgrrelse.

I midlertid kan vi ikke finde ud af at bevise BSP generelt ud fra betingelserne.
I det fglgende er der tale om et begrundet héb om, at BSP holder for de
modeller vi kigger pa, og ikke en antagelse.

Strategien i det fglgende er, at kontrollere parametrene med en stepfunktion,
og udregne det tidsafhangige respons af en vilkarlig middelveerdi. Den herved
udregnede responsfunktion hviler naturligvis ikke p4 BSP, men den ville mi-
ste sin relevans, hvis modellen ikke overholder BSP. Det vil vere sygt, hvis
modellen ikke efterlever BSP, som efterleves af de processer som modellen
skal simulere.

Vi antager, at P,(y,t) er en differentiabel funktion af parameterszttet a.

Man teenker sig nu, at man til tiden ¢o = 0 preeparerer systemet 1 en tilstand
P 154(y), som er svagt perturberet fra den stationzre tilstand P,(y). Det er
tanken, at vi skal lade 6o g8 mod 0 tilsidst. Nu er det sagt.

Af tekniske &rsager perturberer vi med en negativ stepfunktion istedet for en
positiv, hvilket jo er lige godt ifglge BSP. Dette ggr vi ved at stille spgrgs-
malet: Hvordan vil systemet opfgre sig i tiden efter to, hvis man seetter
parametrene til o, og lader overgangssandsynlighederne styre udviklingen?
Opfarslen er beskrevet ved en ny ikke-stationzer markovproces Y*(¢), hvor
sandsynlighedstaetheden adlyder

P'(5,8) = [ dy Proto.a(yly) Passaly), £ 2 1o (5.)
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Matematisk set kan man sige, at man ved at definere P*(y,t) som ovenfor
sikrer sig, at der er tale om en Markov proces. Man kan forestille sig, at
man udtager en delmangde af udfaldsrummet for Y,(¢), som adlyder P,4saq
til tidspunktet ¢;. Man kalder dette for “udtreekning af et delensemble”.

Det som vi er interesserede i er, at vere istand til at finde tidslige udvikling
- 1 middelvardien af en given stokastisk variabel F(t) = f(Y(t)) som fglge af
forskydningen i de eksterne parametre. Vi introducerer derfor forskydningen
i(F):

§(F) = ((F(t)) — (F(0))) : (5.2)

Denne definition giver kun mening, hvis man ggr sig klart, at den hviler pa en
bestemt type perturbation, nemlig en “step-funktion”. F(0) = f(Y (¢0))eren
stokastisk variabel som adlyder tatheden P(f1) = [dyé(fi — f(y)) Patsa(¥y),
imens F(t) = f(Y*(t)) og derfor skal evalueres iforhold til teetheden
Pr(fi.t) = [dyé(fr — f(y))Paly,?).

Indsetter vi nu 5.1, far vi

SF(®) = [dy [ dy Pacyly) Parsaly)(v)

- / dy Possa(y) f(y)

= [y [ dy Pl ) B) + ) 60 £(0)
—/dy{Pa(y) + 8612’ (y) - 6} f(y)

= /dy/dy'Pa,t(ny’)%lz’(y') o f(y)
—/dy%’;“(y) -baf(y) (5:3)

o er en vektor, sa % er en gradient. Nu introducerer vi en antagelse, nemlig

at den stationzre teethed har formen:

_  exp(£aiyi)
Po(y) = Ty exp(eas) (5.4)

Det er underforstiet, at man skal summe over ;. Endnu en antagelse er
hermed indfert. Det er her vi veelger at putte fysikken ind. 5.4 er blot en
generel form for ligeveegtsfordelingen for et kanonisk ensemble, hvor der er
abnet mulighed for, at systemet kan udveksle arbejde gennem et vilkarligt
antal energiband. Ved at lave denne generelle opstilling sidestiller vi tempe-
raturen med de andre eksterne parametre. Vi har ikke brugt PODB endnu.




90 Stokastiske processer B

PODB bliver brugt i selve opstillingen af EVME, men er ikke en forudszetning
for FD-teoremet 1 almindelighed.

Den afledte med hensyn til de eksterne parametre bliver

e (y) = Pala) Gty - Pty 55)

I;naf(zrer vi nu en hjelpestorrelse, r;emlig den stokastiske variabel A(t):
%Y}(t), og indsatter udtrykket for %%, bliver forskydningen

S§F@) = [dy [dyPucyly) Paly')(ay') = (A))F(y)60
~ [ dyPa(y)(e(v) - (4D f()éa
= (A(t)F(0))6a — (A(0)F(0))éax (5.6)

For at bevare notationsformen, bruger vi smé bogstaver for et sample af en
stokastisk variabel.

Sterrelsen
—§(F(#))

() = 25 = ~(A@)F(0)) + (AO)F(0)) (5.7
kalder vi for“den tidsafheengige responsfunktion” hgrende til variation i pa-
rameteren ;. Grunden til at der pludselig optraeder et fortegn er, at vi gerne
vil have at responsfunktionen er “zndringen i middelveerdien af F' som fglge
af en perturbation med form som en positiv stepfunktion”. Hvis F' er en
vektorfunktion kan vi tale om en responsmatrix. Det opndede resultat er
FD-teoremet i tidsbilledet. Det bliver tydeligere senere, hvorfor teoremet har
dette navn.

Vi bemerker, at tidsathengigheden af responsfunktionen er knyttet til kor-
elationsfunktionen 2.9 gennem ralationen

8o f(t) = —kar(t) + (AAAF) (5.8)

Det vil igvrigt sige, at den normaliserede autokorrelationsfunktion er lig med
relaksationsfunktionen ¢(t) = 1 — 6, f(t)n.

Bemeerkning:

I litteraturen er der uenighed om hvordan man definerer respons-
funktioner. I [Doi 86| er det den tidsafledte af é,f(¢), som far be-
tegnelsen “responsfunktion”. Dette har sin charme, idet den kom-
plekse responsefunktion, som alle er enige om hvad er, da blot er

den Laplacetransformerede af den tidsafheengige. Ovenfor fglger vi
traditionen pd IMFUFA.
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Den komplekse frekvensafhangige responsfunktion indfgres i overensstem-
melse med den fanomenologiske definition 1.6 som

Suf(s) =s /0 ~ dtem"t8, £ (1) (5.9)

hvor s tilhgrer den positive halvplan Re(s) > 0. Hvis vi konsekvent bru-
ger forskellige bogstaver for tid og frekvens, er det ikke ngdvendigt med to
betegnelser for henholdsvis 6, f(t)og 6o f(s).

Ved partiel integration omskrives 6, f(s) til

Saf(s) = — /0 - dte-st%h:AF(t) (5.10)

Denne form ser man normalt FD-teoremet pé i litteraturen.

Grunden til det flotte navn “fluktuations dissipations teoremet” er,
at 5.10 knytter en forbindelse imellem fluktuationerne i ligeveegt (au-
tokorrelationsfunktionen) og systemets opfarsel ved en svag pafert
perturbation (responsfunktionen). Responsfunktionen er yderligere |.
knyttet til dissipationen (varmeproduktionen eller entropidannel-
sen) ved en svag perturbation. I et elektrisk kredslgb foreksempel,
er varmeproduktionen knyttet til den komplekse kapacitans gennem
relationen

1 2 "
W = §U W(—C (w))

U er spendingsamplituden Varmeproduktionen (tab af elektrisk
energi) er stgrst i det punkt pd frekvensaksen, hvor —w(C"(w) er
sterst. Man kalder den frekvens hvor C” er stgrst for losspeak-
frekvensen, fordi det essentielt er imaginzrdelen af eftergivenheds-
funktionen C, som er bestemmende for, hvor meget elektrisk energi
der bliver omdannet til varme. I det termisk tilfeelde er det lidt van-
skeligere, at fortolke dissipationen. Det viser sig at imaginardelen
af varmekapaciteten pa lignende vis er relateret til entropiproduk-
tionen (tidsmidlet) for en given frekvens. Se [Chr 89 s 55]. (Nogle
steder 1 dette projekt har vi af denne grund muligvis fejlagtigt kaldt
dispersionsomrédet, hvor imaginzrdelen af varmekapaciteten blom-
strer op, for dissipationsomrédet.)




92 Stokastiske processer B

5.2 Lgsning af masterligning med seperable
W’er

I afsnit 3.2 s& vi, hvordan EME kunne lgses for en vilkarlig begyndelsesbe-
tingelse Fo(E). Nu ggr vi det samme igen, bare mere generelt.

Konklusionen pé 4 var, at masterhgmngen for EMVE havde fglgende udse-
ende:

OP(E,V,t)

- /dE/dV{P(E,V,t)W(E,V|E,V)

-P(E,VYW(E',V'|E,V)} (5.11)
Hvor overgangsintensiteterne “separerer”:
W(E,VI|E,V) = n(E',V) > exp(B(E~ Bo +5(V ~ Vo))  (5.12)
og hvor fglgende normaliseringskrav er opfyldt:
/ dE / dVP(E,V,t) = 1 (5.13)
/ dE / dVn(E,V) = 1 (5.14)

5.14 kan altid etableres ved at skalere parameteren 7 pa passende vis.

Lad os genoptage notationen fra afsnit 2. Vi har en ligning af typen:

UL _ [/ {Pmwn) - Pennw)  (5.19)
Eller — masterhgmngen kort:
P= n/ P’y — P~y (5.16)
Laplacetransformerer ? vi masterligningen, og dividerer med s, far vi:
sP-Pt=0)= sn/lv'P'—vls (5.17)
og dermed: )
P snf'y’P’+P(t=O) (5.18)

s+ s+ 7y

?[ fysiske anvendelser bytter man ofte rundt pa integraltegn. Om dette er tilladeligt,
er | sidste ende et spgrgsmal om, hvorvidt funktionerne i integranten tilhgrer L!. Det er
ikke her de virkelige matematiske vanskeligheder er, si vi tager lidt lgst pa det.
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Vi vil holde notationen minimal : P, = P(t =0). Ganger man 5.18med « og
integrer, kan man isolere stgrrelsen

P = 2t (5.19)

som ved indszttelse i 5.18 giver dette resultat:

1By
. ; P,
P(s)= ——TEr 0
")’+SSI:Y—,:'_-S, ’Y+S

(5.20)

Formelt kan man finde en l¢sning P(t)vtil masterligningen med begyndelses
betingelsen Fy til ¢t = 0, ved at udfgre den inverse Laplacetransformation:
1 +00 .
P(t) = — lim dwe(€+’“’)tP(e + 1w) (5.21)

271 e—0

[Dyr 94] Denne lgsning har vi mzudlert]d ikke brug for. Vi skal blot bruge den
laplacetransformerede lgsning P for at udregne responsfunktionerne, som er
forbindelsesleddet imellem teorien og laboratoriet.

5.3 Opsamling: relevante responsfunktioner
1 EVME |

Nu har vi, hvad vi skal bruge, for at udregne de relevante responsfunktioner.
Vi fandt, at en responsfunktionen 6, f(s) kunne skrives pa formen:

§af(s) = —s / / PPl f + (AF) (5.22)

— underforstéet at P = L{P(t)}, hvor P(t) er overgangssandsynligheden
Pi(yly’), hvilket jo er lgsningen til masterligningen med begyndelsesbetingel-
sen Py = 6(y —y'), og underforstaet at P, er ligevaegtslgsningen.

Indsatter vi den omtalte lgsning til masterligningen pa P’s plads, finder vi
,/ ‘Y"s(y”—yll ,
n Y+s 6y —y) !
= — — + P AF) (5.23
S// {’y+s s " = vT+s } o +{AF) (32

”+$

Ved at integrere den fgrste deltafunktion ud med y”, og den anden med ¥y’

(eller y) opnar man et udtryk, hvor der er en vis symmetri:

chP 0as

('7+s Jv'+s) o aPeg f / -
= [[a . S/—7+s + [aP.f (5.24)

”+5
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Det blev brugt at n(y) o< v(y)Pe,. 3 Udtrykket kan reduceres til

) (5.25)

Det er-underforstaet, at middelveerdierne skal evalueres i.forhold til lige-
veegtsfordelingen P,.. _-

Denne formel for responsfunktionen er et vigtigt resultat i dette projekt!
Huvis et fysisk system adlyder en Boltzmannfordeling som 5.4 ndr det er ¢
termisk ligeveegt, og hvis det er karakteriseret ved en masterligning med se-
perable overgangssandsynligheder, vil den frekvensafhengige responsfunktion,
for funktionen f(y) svarende til en variation i den eksterne parameter a; -
med den tilhgrende “honjugerede variabel”; A; = %gfi-‘yi, veere givet ved formel
5.25.

Bemarkning: Hgjresiden af 5.25 ligner et generaliseret fluktuations-
produkt. Specielt ser man, at responsfunktionen i greensen s — 0
reducerer til middelveerien af produktet af fluktuationerne i A og F:

baf(s = 0) = (A= (A))(F — (F))) := (AAAF) (5.26)

Foreksempel ser vi, at den endimensionale model EME hvor vi fortolker Y
som E, og a som —f giver:

_9p
A= -a—ﬂ-E (5.27)
" 88 [(2E)ZE) E?
C(S)=5f{ STWS;W —(!+7)} (5.28)

-et udtryk som er akvivalent med den beregnede varmekapacitet i afsnit 3.2.
Det er jo vidunderligt. Hvad s med EVME? Her er ligevaegtssandsynlighed-

steetheden:
n(E,V)exp(-=B(E +pV))
Jn(E,V)exp(—B(E +pV))

Vi kan beregne alle de responsfunktioner vi vil:

P, (E,V)= (5.29)

3Denne relation holder ogsd, hvis der er indfgrt en symmetrisk funktion h(y,y’) =
fly) + f(¢') 1 eksponenten til v, i overenstemmelse med PODB og antagelsen om at
overgangsintensiteten skal vaere separabel. Man skal i s& fald velge en modificeret til-
standsteethed; n*(y) « n(y) exp(f(y)), som skal normaliseres: [ n* = 1.
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Den frekvensafhengige isobare varmekapacitet c,:

Vi skal variere T, og “undersgge” enthalpien H = F + pV. For nemheds
skyld ggr vi det ved at variere 53:

A=Ag=—(E+pV) (5.30)
G(s) = 928sH(s)
, [ (LB (BN gy
- oS AR ey

Et umiddelbart resultat af EVME er som navnt i 4, at, vi kan reproducere
EME ved at lade trykket g& imod nul.

Den frekvensafhengige komplekse isoterme kompressibilitet k1 (s) :

Vi skal variere trykket p, og undersgge V, sa den rigtige identifikation er:
A, = —pV (5.32)

og

~1
kr(s) = <—V—>6,,V(s)

i) e

Kryds-responsfunktioner

De to resterende naturlige responsfunktioner udviddelseskoefficienten og
“varmeudviklingskoefficienten” viser sig at veere nzert forbundne.

1 1
_ L [CEENE)  A(E4pV)(V) |

Sammenhangen 5.34 er en genreraliseret frekvensafhangig version af Max-

wellrelationen oV 95
(57),=- (%),
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som EVME (lykkeligvis) afspejler. I modsatning til de to foregdende funktio-
ner kan a,(s) have negativ realdel i nulfrekvensgrensen. Dette er en generel
termodynamisk egenskab, som afspejler det forhold, at nogle stoffer udvidder
sig, nar man kgler dem ned. Det er ikke overraskende, at modellen er 1 over-
enstemmelse med termodynamikken, nar vi netop har gjort et stort nummer
ud af at ggre modellen konsistent med statistisk mekanik. Men det bekreefter
os i troen p4, at vi har regnet rigtigt. En anden indikation pa responsfunktio-
nernes korrekthed, er deres symmetriske udseende. Funktionerne viser sig at
veere invariante overfor translation af energiaksen (hvis man husker at trans-
formere parametrene korrekt), hvilket er i overenstemmelse med den fysiske
betydning af energien: Den faktiske opfgrsel af systemet kan ikke afhaenge af
valg af nulpunktet for den potentielle energi.

Som i EME giver det os mulighed for at bortkaste en parameter pa eneriaksen,
hvorved vi siger farvel til parameteren Ey. Vi kan ikke bortkaste en volu-
menparameter, fordi middelvolumenet (V') i modsetning til middelenergien
har fysisk signifikans. Det ser man i responsfunktionerne x7(s) og a,(s),
hvor (V) indgdr. For en nzrmere fortolkning af de indgaende stgrrelser i
modellen: Se afsnit 6.

Sammenfattende kan man sige, at vi nu har opstillet en stokastisk model
EVME, som fuldsteendigt fastsaetter relaksationsdelen af tre (i princippet)
maélbare stgrrelser k7, ¢, og @, ved alle temperaturer i et omrade omkring
glasovergangen, ved alle tryk i et omride omkring glasovergangen og ikke
mindst ved alle frekvenser 1 omréadet fra 0 til oo.

Udledningen af responsfunktionerne er sket fuldstzndigt pa modellens pree-
misser, og der er ikke brugt nogen approksimationer i1 forbindelse hermed.
Nu forholder det sig imidlertid sddan, at de termisk-mekaniske responsma-
linger som er tilgaenglige ud fra de eksperimenter, som er udfgrt til dato,
og som vi har kendskab til, er ¢,(w), @, ( w = 0) og den frekvensafthangige
adiabatiske kompressibillitet x;(w). Vi skal derfor transformere EVME’s for-
udsigelser. Det fglgende lille afsnit har ikke noget med matematik at ggre,
og hgrer som sddan ikke hjemme i kapitlet her. Det tjener kun et praktisk
formal; at stille os istand til at fortolke modellen.

5.3.1 Generaliserede termodynamiske relationer

Lad os resummere modellens status: Afsattet 1 modelbygningen var, at man
havde en eksperimentel situation, hvor systemet var i kontakt med et tryk- og
varmereservoir. Det statistiske ensemble blev konstrueret, sd det svarede til
denne situation. Derfor kan vi ikke forvente inden for rammerne af modellen,
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som den foreligger indtil nu, at kunne forudsige noget om, hvordan systemet
vil opfgre sig i en anden eksperimentel situation, hvor det er entropien som
er konstant!

Nar nu eksperimental-fysikeren kommer og siger, at han/hun har malt kom-
pressibilliteten under konstant entropi, s& mener vedkommende at systemet
ikke kunne udveksle varme med omgivelserne under forsgget. I vores model
vil dette svare til, at enthalpien H = E + pV holdes konstant, og tempera-
turen varierer frit, vel at meerke 1 den forstand at summen af enthalpien 1
alle regionerne var konstant. En sddan restriktion kan slet ikke diskuteres i

EVME.

Derfor mé der indrages noget generel makroskopisk teori, for at modellen
kan fortolkes i forhold til den slags mélinger. Denne makroskopiske teori er
naturligvis en generalisering af ligevaegtstermodynamikken, som kan beskrive
relaksationsprocesser naer termodynamisk (metastabil) ligeveegt:

Vi forlader nu den matematiske ramme (stokastiske processer og alt det der),
for at stte modellen ind i en fysisk teori, nemlig termodynamikken.

Den szedvanlige ligeveegtstermodynamik for vores system kan sammenfattes
i definitionen af ligevaegts-responsfunktionerne:

(3)r(E m)e(z) e
(3)-4(5 £)4(3).  om

samt pastanden om at afbildningen imellem (5, V) og (T, p) er bijektiv, sa-
ledes at de to Jakobi-matricer er hinandens inverse:

-1 TV 1
L — — -
z = —
|4 Qp —KT |4 Ty T — a;z; —Qp _f% 14 «s ks

P& denne méde er sammenhangen imellem de 8 responsfunktioner givet,
hvis blot man kender 3. De resterende 4 ud af 12 mulige kan udledes af de 8
naevnte. Det ville vaere godt hvis det samme gjaldt for komplekse frekvens-
afheengige responsfunktioner. Det ggr det.

og de inverse

For det fgrste s vi, at EVME viste, at der findes en generaliseret Maxwell-
relation for det kanoniske ensemble.
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eller 67V (s) = —6,5(s)

J.Jackle [Jac 86] viser dette generelt ved at antage, at relaksationsprocessen
kan forstas som en overlejring af flere forskellige eksponentielle relaksationer.

For at godtggere at relationerne imellem responsfunktionerne svarende til hhv.
konstant tryk og temperatur, og hhv. konstant volumen og entropi kan skri-
ves som en simpel matrix-ligning som ovenfor, tager vi udgangspunkt super-
positionsprincippet (BSP) — og et illustrativt eksempel, nemlig beregning af
ks: Ved en generel tidsafheengig temperatur/tryk-perturbation 6 P(t) er det
tidslige entropi/volumenrespons givet ved :

S _ t ! 'TE‘E/' _ap . i T
5( > >1 =/ a v( v o) @), (5.40)

Lader vi kontrol-variablene variere som komplekse harmoniske funktioner
med samme frekvens s men eventuelt med forskellig fase og amplitude, er
respons-martricen givet ved s ganget med den Laplacetransformerede at den
tidsatheengige responsematrix

() D), o

i overenstemmelse med introduktionen til linezr responsteori i kapitel 1. Fo-
restiller vi os, at vi holder entropien konstant 65 = 0, lader temperaturen
sveeve, og styrer trykket med et harmonisk signal, far vi fra 1. rakke en
relation imellem trykamplituden og temperaturamplituden:

_ TVa,(s)

¢ ($)

6T ép (5.42)

Indsatter vi dette udtryk i matrixligningen, far vi i nederste reekke et udtryk
for, hvordan volumenet responderer pé et harmonisk trykinput, nar entropien
holdes konstant:

— 2 6V(t)ssmo = Ks(s)8p(2) (5.43)

= {rr(s) — M}ép(t) (5.44)

cp(8)

— alts3 fuldstendigt det samme udtryk som i ligeveegtssituationen. Der er
ingen grund til at g4 mere i detaljer med dette. I linezre responsesituationer
er relationerne imellem de komplekse resonsfunktioner dbenbart de samme
som relationerne imellem de tilsvarende ligevaegtsresponsfunktioner (s = 0).
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Man kan opsummerende sige, at ligeveegtstermodynamikken kan gennerelise-
res til at veere frekvensafhaengig, ved at man seetter et index pa alle stgrrelser,
som markerer at de er komplekse og frekvensafhaengige...

Nu har vi et klokkerent udtryk ,som vi kan sette de 3 responsfunktioner fra
modellen ind i. Der er dog stadigvaek et lille problem i forbindelse med for-
tolkningen af modellen, og specielt kp. Dette bestar 1, at modellen udtaler sig
om “den konfigurationelle kompressibilitet malt under konstant konfiguratio-
nel entropi”, imens den malelige x5 er “den konfigurationelle kompressibilitet,
malt med den totale entropi fastholdt”.

Dette problem kan ordnes, men problemet er ikke af teoretisk art, s& vi har
henlagt det til naste afsnit, hvor vi skal sammenligne resultaterne med nogle
malinger.
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Kapitel 6

Fortolkning og afprgvning af
EVME

6.1 Muligheder i modellen og fortolkning af
-modellen

Vi vil i dette afsnit afklare, hvilke observerbare stgrrelser EVME kan udtale
sig om. EVME udtaler sig om en rakke forsgg, som man kunne udfgre pa en
underafkglet vaeske eller en glas. Dette er bestemt modellens force, og det er
udsigten til, at kunne sammenfatte forskellige mélinger i samme model, som
retfeerdigggr, at vi bruger krzefter pa en model med s& mange parametre som

EVME.

e I og med at man kan generalisere de termodynamiske relationer i mel-
lem responsfunktionerne til ogsd at gzlde de frekvensathengige re-
sponsfunktioner, kan man ud fra kendskab til 3 uafhaengige respons-
funktioner udlede alle 12 mulige responsfunktioner (se afsnit 5.3.1, som
knytter sig til den termisk-mekaniske responssituation, hvor man kun
har en mekanisk kontrolparameter, som enten er volumenet eller tryk-
ket. S& modellen udtaler sig om relaksationsdelen af 12 responsfunk-
tioner.

¢ Disse responsfunktioner udtaler modellen sig om ved alle frekvenser i
spekteret, 1 et stort temperaturinterval omkring glasovergangstempera-
turen og i et stort tryk-omrade omkring glasovergangs-trykket pg [Sim
94].
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e Udover linezr respons kan man ogsd ved hjeelp af dynamiske simule-
ringer af selve masterligningen [Dyr 87,94] udtale sig om diverse termo-
dynamiske variables opfgrsel under et vilkarligt temperatur-tryk forlgb

(P(t), T(t)).

Vi vil koncentrere os om den simple linezre responssituation. Som sagt er
alt information om den termisk-mekaniske linezre responssituation indeholdt
i 3 uathangige responsfunktioner, som man kan valge frit. Hvis modellen
har problemer med at fitte til disse responsfunktioner, er der grund til at
reoverveje modellen, inden man géar igang med ikke-linear respons.

Fgrst vil vi afprgve modellen pa forsgg udfgrt ved p = 0, som igvrigt ud-
gor den overvejende del af det tilgengelige materiale. Under denne restrik-
tion ryger volumen-bidraget til overgangsintensiteterne W(E',V'|E,V) =
-——n(E’ VexpB(E — Eo + p(V — V) ud. Parameteren V; har ingen indfly-
delse og denne forsimpling giver et godt udgangspunkt for at fa overblik.

Et interessant spgrgsmél i denne forbindelse er: Hvor meget (og hvilken)
eksperimentel information skal der til, for modelparametrene er fuldsteendigt
fastlagte? Er det muligt at karakterisere modellen udelukkende ved hjalp af
kendskab til 3 linesere responsfunktioner eller ferre?

6.1.1 Fortolkning af modellen.

EVME beskriver jo kun de konfigurationelle frihedsgraders dynamik. Alle de
fysiske stgrrelser, som modellen kan udtale sig om, skal siledes kunne opdeles
eksperimentelt i en vibrationel og en konfigurationel del.

Det betyder foreksempel, at volumentet “V” i modellen skal fortolkes som
det konfigurationelle volumen V = V.z, — AVyp. Ve, er det fysiske (eks-
perimentelle ) volumen, og AV,; er det volumenbidrag, som stammer fra
vibrationer. V er det volumen som vasken ville have, hvis den blev kglet
ned til 0 K s hurtigt, at konfigurationen forblev uzendret. Da modellen ikke
forholder sig til de vibrationelle frihedsgrader, kan vi ikke forvente at fitte
foreksempel densiteten som funktion af temperaturen.

V ma formodes at ligge meget taet pd det experimentelle volumen. Ifglge

[Chr 89 5.33] er den vibrationelle volumenudviddelse for glycerol omkring

10~4K™!. Ved 200 K er det konfigurationelle volumen derfor omkring 2 %

mindre end det egentlige “experimentelle” volumen. Denne fejl lever vi med

nar vi skal beregne de termodynamiske afledte;
1 a"/;zp)

1 dV,
AQ’ = Oy = Qpog = ( (
? P ? ez:p or exp oT

= )poo
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og

1 0V, 1 0V,
A — _ o = — erp _ exp -
KT KT — KT Vez;p( ap )T ‘/EIP( ap )T
Vi szetter simpelthen V,;, = (V') i naevneren i de to udtryk:

1

Up k= -—-5TV ~ Ao (61)

P <V> P

1

KTk = —6,V ~ AK:T (62)

V)~

Vi velger at kalde den eksperimentelt bestemte konfigurationelle del af re-
sponsfunktionen R for AR, imens notationen for den tilsvarende teoretisk
bestemte stgrrelse er Ry.

Et lidt mere alvorligt problem er fortolkningen af den konfigurationelle adia-
batiske kompressibillitet « x: Hvad vil det sige at holde entropien konstant?
Den stgrrelse, som vores model kan udtale sig om, er “den (konfiguratio-
nelle) kompressibillitet, som man vil méle, hvis den konfigurationelle del af
stoffet ikke udveksler varme med nogle andre systemer — heriblandt de vi-
brationelle frihedsgrader — under mélingen”. Denne stgrrelse lader sig ikke
bestemme eksperimentelt. Den eksperimentelt tilgengelige adiabatiske kon-
figurationelle kompressibillitet er “den (konfigurationelle) kompressibillitet
man maler, hvis stoffet som helhed ikke for lov til at udveksle varme med
omgivelserne under malingen”. Maden vi omgas dette problem pa er, at
medtage en empirisk lov for de vibrationelle frihedsgraders termodynamiske
egenskaber:

Vi ekstrapolerer ¢po0(T) 08 @poo(T') ud fra malinger. c,o0(T) approksimeres
med en voksende ret linie o, approksimeres med en konstant i et omrade
omkring glasovergangen.

Lad ks = ks, + Akgs betegne den samlede adiabatiske kompressibilitet.
Denne skal naturligvis opfylde den generelle termodynamiske relation (se
afsnit 5.3.1).
o2
Rg = K — TV—p (63)
Cp
Som udvikles til:

2
Aks = AkT + (KTeo — KSoo) — TV(aﬁt—Aﬂ)—
P

Ved at benytte

CZ2

KSoo = KToo — TV 22 (6.5)
cpoo
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som kan udledes under antagelse af at den konfigurationelle del af respons-
funktionerne gir mod 0 i greensen w — oo !, far vi
2

A 2
Ak, = Akp — va_ I Vo) (6.6)
Cpoo + AC Cpoo
Her kan vi indsatte Axt = &7 k,Aap = opk 0g Acp, = Cp,k fra modellen,
" og de ekstrapolerede funktioner oo 08 cpoo i h¢Jr631den og herved opna en

forudsigelse af Aks.

-+ ap,k)2 ;

Ary = wgp — TV O + TV I (6.7)

Cpoo + Cpk Cpoo

Denne type ekstrapoleringer er en forudsaetning for at male den konfiguratio-
nelle relaksation i det hele taget. Vi bruger blot den samme ekstrapolation,
som eksperimentalfysikerne bruger, for at udtreekke den konfigurationelle del
af ¢, og ap. Det er kun et spprgsmdl om at f3 modellen til at mgdes med
virkeligheden. Man kunne ligesavel have transformeret maledata, og sam-
menlignet £7.

P& tilsvarende made kan modellen udtale sig om den konfigurationelle del
af alle termodynamiske funktioner. De mest rene udsagn fra modellen far vi
dog, hvis vi bruger p og T som kontrolvariable, og F og V som outputvariable.

Man kan foreksempel finde den isocore varmekapacietet

2 2
Qpoo + Cp k o
Cv,k=Cp,k—7"——‘—( reo k) +TV-E=,
KToo + KTk KT

som der ganske vist ikke er nogen som har malt, men som kunne
vaere interessant at undersgge i lyset af EVME. Vi kan igvrigt med-
dele, at man far et ganske uoverskueligt udtryk, hvis man forsgger
at bearbejde cy eller ks analytisk.

6.2 Procedure for afprgvning af EVME

Heldigvis har to af de stgrrelser som er malt (for glycerol) netop p og T
som inputvariable; det er nemlig stgrrelserne Ac,(w) og Aoy . Den tredie

1Ved meget hgje frekvenser, w = 10'3, indtreeder en anden form for “relaksation”,
hvor responssituationen kobler til gittervibrationerne. Desuden kan der forekomme s3-
kaldt sekundeer relaksation i et frekvensomrade lige over dispersionsomradet. Disse typer
processer er overhovedet ikke med i modellen, s granseovergangen w — oo skal fysisk for-
tolkes pa den made, at den primere relaksation, som modellen beskriver, isoleret betragtet
skal ophgre med at gore sig geeldende ved hgje frekvenser.
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stgrrelse som vi har méalinger af, er Ak (w). Frekvens-mé&lingerne indeholder
lidt information om ligeveegtsegenskaberne 1 den lave frekvens-graense. For
Ac, ’s vedkommende er méledata normaliseret saledes at Ac,o = 1 for alle
temperaturer. Man normaliserer en for os vigtig information ud, nemlig
temperaturatheaengigheden af Acyo.

Modellen har som nzevnt 7 parametre, hvis man benytter en gauss'isk til-
standstaethed. Energivariansen o%, volumenvariansen o+, koblingsparame-
teren «, middelenergien pg, middelvolumenet py, overgangsvolumenet V5 og
den mikroskopiske tid 7o.

Strategien for fastsattelsen af parametrene er fglgende: Fgrst undersgger vi
ligeveegtsituationen w = 0. Vi har tre uatheengige malinger som alle er fo-
retaget ved p = 0, s& vi kan ihvertfald fastsesette tre parameter-relationer.
Herefter er der 4 frihedsgrader tilbage. Vi forsgger herefter at fitte de fre-
kvensafhangige responsfunktioner samtidig med, at vi fastholder de opnéede
parameterrelationer. Som i EME er spredningen pé energiaksen knyttet til
spredningen pa frekvensaksen. Ved at fastseette energispredningen og, sa
spredningen pd dispersionsomrédet har en passende bredde, far vi faktisk
fastsat og,a,0v og uy. Eftersom V; er uden betydning nar p = 0, har vi
reelt kun parametrene ug og 7o tilbage. Disse, kan bruges til at tilretteleegge
temperaturaftheengigheden med, ligesom i EME.

Herefter kan man bruge de funde parametre som udgangspunkt for en fit-
tealgoritme. En saddan er lavet i Turbo Pascal (KDJ), men modellen er ret
beregningstung (der er to integrationsvariable E og V, som hver skal oplg-
ses pa omkring 100 diskrete skridt. For hvert temperaturpunkt skal man
beregne en ny sandsynlighedsteethed i (£,V) planen.) Erfaringer fra EME
viser, at det er vanskeligt at fa en fittealgoritme til at virke pa denne type
problemer. I dette her projekt forsgger vi pd at vurdere EVME, ved at lave
nogle manuelle fit.

6.2.1 Ligevaegt — O-frekvens

[ dette afsnit preesenteres en analytisk behandling af ligevaegtssituationen,
hvor vi ser pa det statiske ensemble for et system i kontakt med et varme-
reservoir og et trykreservoir. Fremgangsméden er standard statistisk fysik
[Rie 85). I EVME med Gaussisk tilstandsteethed, kan ligevaegtssandsynlig-
hedsfordelingen skrives pa fglgende form:

Puy(e1,22) = n(z1,2:)exp(~B(z: + pr2))
1 1

Z(B,p) 2x(det ®)2 *
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exp(—3 Z 85 (i — i)z — 1) — Bz + pz2)) (6.8)

hvor z; = E og z2 = V. Forfaktoren 1 y sorger for, at [dz n(z) =1,

27 (det @)
og er for s& vidt ligegyldig. Den inverse variansmatrix

—9
-1 _ O~ « -
o _< B ) (6.9)

skal have determinant stgrre end nul, for at sikre at tilstandsummen

1
Z(B,p) = /dxm

x exp(—3 Z ;! (zi — wi)(z; — pj) — B(e1 + pz2)) (6.10)

]

konvergerer. 5 kan betragtes som en normeringsfaktor til Pe;, men Z har
samtidig nogle virkelig praktiske egenskaber:

Lad T og p veere funktioner af z og y, og lad f = —3(E + pV). Daer

algfcz) - %/dE/dV n(E,V) exp(f)%{c: - <%) (6.11)

og pa lignende vis:

%1n(Z) 6f Bf o f
0z0y =(a By 5a:> <8a:(9y>

(6.12)

Derfor vil vi gerne finde et analytisk udtryk for Z: Ved et variabeltskift
Z = z — p bringes P., pa formen

A 1 PP .
Pey(21,22) = m eXP(—§ %: O (2:)(25) + D hidi+a)  (6.13)

hvor by = =8, hy = —fp og a = 3 h;u;. Tilstandssummen Z(8,p) =
[dE dVP., = [di,di,P., kan da findes ved at diagonalisere ®~'. Man
finder

N
1

exp(= Zq)”hh + a)

ij
o} + o p’ — 2pacgoy
2.2 2
l—-a OO0y

zZ = eX].D{—ﬁ(MEJrzubv)+éﬂ2 } o (6.14)
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Nar tilstandssummen er kendt, finder vi alle interessante stgrrelser som af-
ledte af logaritmen til denne.

*InZ _of 4+ ploy — 2pacioy

2 —
(A*H) = 357 - e (6.15)
0lnZ ol
2 _ _ 4
(A V) - /Bzapz - 1— azo%a_%/ (616)
dlnZ po? — acko?
= - =py — f—ri—->~ 1
W BOp v = b 1 — o?0kod (6.17)
1
= w(- ) (6.18)
olnZ
2 2 2 2 2
_ _ p9ptovp — 2pacgoy
= pp+ppv— B T~ atolol (6.19)
1 8’lnZ B(A%V)
= = , 2
T N (6:20
1
© oiuydet®(T — A-1) (6:21)
&nZ -
o = B 322 = B%(AH) (6.22)
2 2,2 2 2
_ 20 T pioy — 2paopoy
= B = otolel (6.23)
ot = B (#nZ 18In(Z)\
Pk T wy\asae B op
2
1
- 2 = 24
) (AHAV) ATT T (6.24)
hvor vi har introduceret parameteren
4= bydet® (6.25)
plog —

Naturligvis genfinder vi FD-teoremet i en ikke frekvensafheengig version 1
udtrykkene for cpo k, €705 0F Cpo,k-

Forelgbig fastszttelse af parametre i1 0-frekvensgraensen.

Modellen forudsiger simpelthen, at volumenet bliver mindre end 0, hvis T' <
A~1l. Modellen kan derfor kun forventes at gaelde for temperaturer et godt
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Figur 6.1: Den konfigurationelle del af den isobare termiske udviddelseskoef-
ficient Aa,. Kurven er EVME's forudsigelse (A~! = 20 £+ 3 K), og punkterne
er milinger taget fra Schulz, Kolloid Zeitschrift 138 ,75 (1954). Vi har aflaest
punkterne manuelt, og trukket det ekstrapolerede vibrationelle bidrag fra. [Chr
89]

stykke over A™1. Formen pé a0 indikerer igvrigt at A ma veere positiv, hvis
apor skal veere positiv, som det er tilfzeldet for de fleste stoffer, heriblandt
glycerol. Parameteren A er den eneste parameter i formlen for ook, s8 6.24
er et uhyggeligt konkret udsagn fra EVME. Det er derfor oplagt, at forsgge
at fastleegge A ud fra malinger af Aq,. P4 figur 6.1 ses et manuelt “fit”
af Aq,. Der ligger naturligvis noget fortolkning her: Knekket omkring 190
K er glasovergangen. Man md forvente, at malingerne i1 omradet lige over
glasovergangen er lidt for lave, fordi glasovergangen har en vis udstrakning. I
det hgje temperaturomrade over 300 K er vi over smeltepunktet. Vi kan ikke
forvente, at EMVE holder i dette temperaturomrade, og ekstrapoleringen af
det vibrationelle bidrag er muligvis ikke s& god. Derfor legger vi mest vaegt
pd temperaturomradet i midten. Heldningen kan vi ikke ggre meget ved
med kun en parameter.

Min (Joe’s) hustru Stine fik et hysterisk grineanfald, da hun sa dette fit...
Men det er altsd fornuftigt nok: Man kan simpelthen ikke vide hvad Ae, er,
n&r man kommer 20 K veek fra glasovergangstemperaturen, hvis man ikke
har anden information end den foreliggende graf. Dette kraever, at man ken-
der a, 1 et tilsvarende temperaturomrade omkring glasovergangen. Under
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Figur 6.2: Den konfigurationelle del af varmekapaciteten. Fit til eksperimentelle
data aflest fra [Chr 89 s. 139]. A = 0.05 1/K og ao? = —4.0 £ 0.4 x 10710
Pa~1. Bemark at der er tale om den volumen-specifikke varmekapacitet.

glasovergangen fglges a,., parallelt med den tilsvarende stgrrelse for krystal-
len. Krystallens udviddelseskoefficient vokser kraftigt ndr man neermer sig
smeltepunktet nedefra, s der er god grund til at tro at den hgje udviddelses-
koefficient 1 temperaturomradet over glasovergangen skyldes, at den lineaere
ekstrapolering af a,., simpelthen er forkert.

Det naste vi ggr er at traekke noget information ud af ligeveegtsvarmekapa-
citeten Ac,. Igen mé vi ngjes med, at a4 modellen til at fitte i omradet neer
glasovergangen. Modellen kan jo ikke ikke udtale sig direkte om den masse-
specifikke varmekapacitet, da massen af en region ikke indgar i modellen.
Vi har derfor transformeret de mélte veerdier af Ac, til volumen-specifikke
vaerdier. Til dette har vi benyttet en eksperimentelt bestemt kurve [Chr 89]
for densiteten (i ligeveegt), og ekstrapoleret denne ind over glasovergangen.
(Denne ekstrapolering viser vi ikke, fordi det ikke er her problemerne er.)
Resultatet er vist figur 6.2. Igen ma vi ngjes med at f& modellen til at fitte
1 omrédet ner glasovergangen. Se figur 6.2. Modellen kan som nzevnt kun
forudsige den volumen-specifikke varmekapacitet, som ifglge modellen skulle

veere:
-1

(6.26)

Cpok =

oba(AT?-T)

Vi har holdt A fast, for at bevare konsistensen med Aca,. Den eneste para-
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Figur 6.3: Punkterne viser realdelen af den samlede adiabatiske kompressibilitet
ks ved 1 KHz afleest fra [Chr 94,2]. Den gverste kurve er et fit af kg (k =
1/(a — bT")), hvis form ikke bgr tillzgges betydning. Den nederste kurve er ks
minus EVME-modellens forslag til kg0 . Vi har tilpasset EVME ved at at holde
A og ac? konstant, og justere parameteren ao%.

meter er stgrrelsen o o, som vi s3ledes far fastlagt. Vi mener ikke, at der er
grund til at veere bekymrede over, at vi ikke kan fitte i hele temperaturinter-
vallet. ¢pe0, som man skal kende for at udregne Ac,, er nemlig ekstrapoleret
ud fra et lille temperaturomrade over glasovergangen.

Herefter prgver vi, at sammenligne med malinger af Axs Der eksisterer ma-
linger af kgo for glycerol i et stort temperaturinterval [Chr 94,2}, se figur
6.3, men i disse data kan man ikke uden videre udskille Axgg. Men vi kan
bruge disse data til at fastleegge endnu en parameter, nemlig o4 e, ved brug
af ligning 6.7. Se figur 6.3. Det viser sig at cka = —1.24+0.1 x 10° Pa.

Opsamling og diskussion af ligevaegtssituationen. EVME viser sig
istand til at eftervise et vaesenligt kvalitativt traek ved ligeveegtssituationen,
som en del glasser udviser eksperimentelt: De termisk-mekaniske eftergi-
venheds funktioner Acyo, Aoy og Argo lader til at vokse med aftagende
temperatur. Se foreksempel [Ang 72].

Med denne gode egenskab fglger en tilsyneladende syg egenskab, nemlig at
udviddelseskoefficienten og kompressibilliteten divergerer ved en endelig tem-
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peratur A™!, og varmekapaciteten divergerer ved 0 K. Dette skal ses i lyset
af afseettet for modelopstillingen, og i lyset af det sdkaldte Kauzmanns pa-
radoks: ‘

Det er som bekendt et fzenomenologisk traek ved glasser, at hvis man eks-
trapolerer ligeveegts-entropien malt ved hgje temperaturer ned over glas-
overgangen, si for man et forlgb som tyder pé, at entropien i glassen ved
en lav temperatur Tx bliver mindre end entropien i den tilsvarende krystal-
tilstand ved samme temperatur. Det er spekulativt at diskutere ligevaegt-
segenskaber ved si lave temperaturer, fordi maletiderne er s3 store, at det
aldrig bliver muligt at observere ligevaegtssituationen eksperimentelt. Ifglge
Kauzmann selv [Kau 48] skal “paradokset” forklares ved, at relaksationsti-
derne bliver af samme stgrrelsesorden som krystallisationstiden inden man
nar Tx. Om dette er korrekt eller ej skal vi ikke tage stilling til. Men en af
EVME-modellens antagelser er, at regionerne kan springe imellem konfigura-
tionelle energitilstande, hvoraf ingen er krystaltilstanden(e). Forudsetningen
for dette afseet er, at vi befinder os pa en tidskala, hvor systemet vil bevaege
sig mod metastabil ligevaegt, nar det relakserer. Derfor er det naturligt, at
EMVE ikke kan udtale sig om hvordan systemet vil reagere, hvis vi observerer
pa en tidsskala der er sa stor, at krystallisering ma tages i betragtning.

e Vi mener ikke, at temperaturen A™! er en signifikant temperatur for
stoffet. Vi kan blot konstatere, at EVME lader til at udvise de rigtige
treek 1 det temperaturomrade, hvor det er muligt at male pa glassen 1
ligeveegt, nemlig neer glasovergangen, og at modellen dbenbart bryder
sammen ved temperaturen A~!.

Vi har lavet en approksimativ fastseettelse af tre parameterveerdier, som vi
vil bruge som afsat for vores forsgg med at fitte EVME til frekvensafheengige
responsfunktioner:

A1 =2 x 10'K (6.27)
aod =4 x 1071°Pa™! (6.28)
act = 1.2 x 10°Pa (6.29)

6.2.2 EVME i frekvensbilledet

Nu gér vi over til at se p&, hvad EVME siger om de dynamiske mélinger. Vi
har omtalt, at modelfunktionen for varmekapaciteten ¢,

WE+pV)\ /v E+PV) .
cl(s) = —[32{< s+ ) s+ >_<7(E+pV)2>} (6.30)

(&)

s+
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Figur 6.4: Ligevagtssandsynlighedstatheden P, (E, V) ved 186.8 K. Akserne
er dimensionslgse, og skaleret med hhv 1/(170g) og 1/(170v). Nar temperatu-
ren bliver meget hgj, er P.,(F,V) sammenfaldende med n(E, V). Toppunktet

(middelvaerdien) bliver ved p = 0 forskudt efter formlerne (E) = ,uE—ﬂ-—aEEr%—
og (V) = wv + Briekiir

Iy

i EVME er &kvivalent med modelfunktionen for varmekapaciteten ¢ 1 EME,
hvis trykket er 0. Hvis trykket er 0, bliver H = E, og den eneste for-
skel p& de to modeller er, at vi skal integrere bade over energi og volumen
for at finde middelveerdier i EVME, imens vi kun skal integrere over ener-
gien i EME. Man bgr notere sig, at den todimensionale gaussfunktion har
samme egenskaber som den endimensionale, i den forstand at ligeveegtssand-
synlighedsteetheden for en given temperatur simpelthen er en gaussfordeling
med samme variansmatrix ® som n(E), men hvor middelverdierne blot er
forskudt i (E, V)-planen. Se figur 6.4. Hvis vi ser dette billede samtidigt
med, at vi teenker p& formen af overgangsintensiteterne (ligning 4.6), star
det klart, at alle tilstande som ligger pa en linie med konstant energi, har
samme overgangsintensitet. Da P,,(E, V') er en normaliseret funktion, far vi
en normalisereret energifordeling ved at integrere volumenet ud. Vi genfgnder

p& den made modelfunktionen for ¢ i EME, med spredning ¢? = ﬁfé—az,
E

Nér vi fastholder de parmeterrelationer som vi udledte fra 0-frekvensgreaensen,

er der faktisk kun en parameter i denne formel. Dette giver en mulighed for

at overskue modellen. Vi kan genbruge overvejelserne fra EME. Vi ved fra
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EME, at bredden pé dispersionsomradet er knyttet til spredningen pa energi-
aksen. Ved at justere og, s& bredden passer med data for ¢, ([Chr 87]) er alle
parametre bortset fra ug og 7 fastlagt. Disse har den samme funktion som
1 EME. nemlig at f& temperarur afhzngigheden til at stemme overens med
data. De kan ikke justeres uafthaengigt af hinanden. For at losspeaken for en
temperatur skal blive liggende imens man rykker p& parametrene, skal 7 og
ePHE variere proportionalt. Man kan gere temperaturafhangigheden af los-
speakfrekvensen sterkere, ved at ggre ug stgrre, og man kan parallelforskyde
hele billedet langs frekvensaksen ved at flytte 75. Der er derfor reelt kun en
parameter at flytte pa, og denne skal bruges til at f& losspeakfrekvensen til
at flytte sig passsende med temperaturen.

Nu er spgrgsmaélet, hvordan temperaturafhengigheden skal veelges. Der er
tre st malinger at tage i betragtning. De fgrste er dem, som vi behandlede
i afsnit 3.3 fra [Chr 89]. Disse 14 i frekvensomrédet omkring 10~? Hz. Det
andet st er varmekapacitets mélinger fra [Bir 86], ligeledes omtalt. Disse
ligger i et frekvensomrade (4 dekader) omkring 102 Hz. Det tredie szt er
xs-maélinger fra [Chr 94,2], ogsé i et frekvensomréde (3 dekader) omkring
102 Hz. Vi fastholder, at dispersionsomradet skal have den rigtige bredde,
og dette tvinger os til at indgd et kompromis, hvis vi samtidig skal ramme
losspeakfrekvensen i begge varmekapacitetsmalinger. Vi tilpasser ug og o
saledes, at vi rammer losspeakfrekvensen w, & 1 x 1072 ved 186.7 K, og sam-
tidigt rammer losspeakfrekvensen w, = 1 x10? ved 210 K. Hermed opgiver vi,
at f& heeldningen pa losspeakfrekvensens temperaturathangighed til at passe
overalt. Se figur 6.5. Efter denne approksimative parameterfastsettelse, har
vi finjusteret 7o, s& losspeakfrekvensen for varmekapaciteten ved 210 K svarer
til den af [Bir 86] mélte (£0.1 dekade). Herefter er der ikke flere parametre
at flytte pa.

Med de fastsatte parametre har vi plottet imagineerdelen af x5 i figur 6.6.
Det viser sig, at vi rammer ved siden af dispersionsomrédet med cirka 0.4
dekade. EVME kan ikke udvise tilstreekkelig forskel i losspeakfrekvensen
for varmekapaciteten og kompressibiliteten, men modellen har tilsyneladende
den rigtige kvalitative egenskab, nemlig at losspeakfrekvensen for ks er hgjere
end for ¢,. Man ser igvrigt, at den isoterme varmekapacitet topper ved en
lavere frekvens end den adiabatiske. Nu kan det veere, at mélingerne viser
for stor forskel, blandt andet fordi de er lavet i forskellige laboratorier. Men
der kan ikke veere tilstraekkelig usikkerhed pd malingerne, til at bortforklare
at EVME ikke kan fglge med. Ved at ggre spredningen og stgrre, kan vi
godt fa den gnskede forskel, men det er der ikke rigtigt nogen pointe ved,
fordi modellen da udviser for stor spredning pa frekvensaksen. Vi har dog
for illustrationens skyld lavet et log-log-plot af Im ¢, og Reks, hvor'vi har
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Figur 6.5: Losspeakfrekvensen fra tre forskellige milinger. Varmekapacitets-
m3lingerne stemmer ikke helt overens. [Bir 86] i det hgje temperaturomrdde
til venstre 77! = 4.4 — 5 x 1073 har fittet deres milinger med VF-loven
(A = 2500,log(1/7) = 15.4,T5 = 128K). [Chr 89] i det lave temperaturom-
rdde 77! = 5.2 — 5.8 x 1072 har fittet med en arrheniuslov. EVME (kraftig
stiplet linie) kan ikke udvise tilstraekkelig krumning med ¢ = 2.75 x 10% K, s3 vi
laver et kompromis, hvor vi sgrger for at relaksationstiden rammer rigtigt midt i
begge m&leomr8der, men hvor haldningen og krumningen ikke passer helt.
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Figur 6.6: EMVE's forudsigelse af Imx1 og Imkg ved 210 K. Varmekapaciteten
(som ikke er plottet) har losspeakfrekvens ved 1.0 x 102 Hz. op = 1.97 x 10?
K, KE = 1.50 x 10* Koy = 1.14 x 10-7 K/Pa, Ly = 1.51 x 10~ K/Pa,
a=31x10"* Pa/KZog 70 = 6.5 x 1073 s.

sat energispredningen til 3.00 x 10 K (figur 6.8). Plottet illustrerer, at
man kan gge forskellen pa losspeakfrekvenserne betydeligt, ved at andre
og! Som 1 EME ser vi, at temperaturforlgbet af af losspeakfrekvensen kan
bringes til at passe bedre, pid bekostning af, at dispersionsomradet bliver
for bredt. Her galder yderligere, at losspeakenes placering kan tilpasses
bedre pa bekostning af, at dispersionsomradet bliver for bredt. Hgjden pa
imaginaerdelen passer imidlertid fint. Dette skal ses ilyset af, at vi har fastsat
stgrrelsen af realdelen pa alle responsfunktionerne i nulfrekvensgransen. For
at man bedre kan sammenligne kurveformen med malingerne, har vi lavet
et plot af imaginardelen (med den rigtige spredning), som er forskudt med
en halv dekade. Se figur 6.7. Her fremgér det, at det darligt kan forsvares,
at gge spredningen synderligt. Vi har desuden fremstillet et log-log-plot af
imaginzerdelen af ks, og ¢, (figur 6.9), og et Nyquistplot (figur 6.10) af de
samme funktioner. Man kan afleese, at forskydningen imellem de to toppe er
omkring 0.4 dekade. De to responsfunktioner har ikke samme form; ks, er
mere debye-agtig end ¢, . Dette er et kvalitativt traek som bekraftes i [Chr
94.2]. Der er forskellige bemarkelsesveerdige egenskaber ved EVME.

® ¢,k = ap k. Dette er et resultat, som vi har opdaget numerisk. Vi har
siden undersggt det analytisk, og det har vist sig, at det geelder for
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Figur 6.7: Sammenligning af kurveformen med mélinger af xg foretaget ved
temperaturene (fra venstre) & 202 K, + 210 K og O 218 K.
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Figur 6.8: (log-log-plot) af de normaliserede responsfunktioner. Spredningen
o er forgget med en faktor 1.5, hvilket giver en vaesenligt stgrre afstand imellem
¢, og ks's respektive losspeakfrekvenser.
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Figur 6.9: log-log-plot af imaginardelen af ¢, , og ks, med o = 1.9 x 102 K.
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Figur 6.10: Nyquist-plot af ¢, og ks med parametrene ovenfor.
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en gaussisk tilstandsteethed. Dette er et spaendende resultat, fordi det
reducerer antallet af fundamentale responsfunktioner til 2!

e Glasovergangen for x5 ligger ved en hgjere frekvens, end for ¢,. Denne
forskydning er et bemaerkelsesveerdigt kvalitativt treek, fordi den ob-
serveres eksperimentelt.

e Formen p3 kurverne lider stadig af de samme problemer i hgjfrekven-
somradet som EME,— responsfunktionen er for debyeagtig.

e Regionsvolumenet (V) = 1.9 x 10~23cm® kan bestemmes ved hjelp af
de fastlagte parametre. Dette volumen er konsistent med det volumen,
som man finder ved at sammenligne den unormaliserede varmekapacitet
for en kendt meengde glycerol med modellen, som vi s& i forbindelse med
afprgvningen af EME. Tallet er desveerre en faktor 10° — 10* for smat
i forhold til regionsantagelsen.

e Formen pa kg er mere debye-agtig end formen pa c,.

Det er relativt positive resultater af en forelgbig afprgvning. Tilpasningen
af parametrene kan muligvis forbedres lidt, men de kvalitative egenskaber,
som er opridset ovenfor, kan formentlig ikke zendres. En neermere ana-
lyse, som indrager flere stoffer er padkraevet. Erfaringsmeessigt fglges shear-
kompressibiliteten nogenlunde med bulk-kompressibiliteten, og der eksisterer
faktisk mélinger, som sammenligner shearforskydning med varmekapacitet
[Chr 94 ,1]. Desuden kommer der snart nye malinger af bulkkompressibilite-
ten over et stort frekvensomrade. [Ols ps]



Kapitel 7
Diskussion og konklusion

Energi-masterligningen

I afsnit 3.3.4 diskuterede vi EME. Vi fandt at modellen kunne efterligne tem-
peraturafhangigheden af losspeakfrekvensen, og at modellen tilneermelsesvis
bekraeftede temperatur-tid @kvivalensprincippet i et temperaturinterval pa
AT = 21 K. EME giver saledes en korrekt beskrivelse af hvordan glasover-
gangen flytter sig rundt i frekvensdomznet, nar man regulerer temperaturen.
Modellen har to veesentlige problemer i forhold til méledata: 1) Hvis den skal
fitte non-arrhenius opfgrslen af losspeakfrekvensen for specielt svage vaesker,
bliver bredden p& imaginzrdelen af varmekapaciteten for stor. 2) Modellen
kan ikke fitte formen af varmekapaciteten i hgjfrekvensgreensen, hvis man
tilstraeber, at hgjden og bredden af losspeaken, samt formen af responsfunk-
tionen i lavfrekvensgransen skal fitte godt.

EME tager udgangspunkt i regionsantagelsen, og er konstrueret sa den ikke
bryder med fundamentale fysiske principper. Med disse forudsetninger og
med ganske f& parametre kan modellen udvise kvalitative dynamiske egen-
skaber som er karakteristiske for glasovergangen. Vi synes at vi pd denne
baggrund har opndet en god forstaelse og intuition omkring glasovergangen
ved at tage udgangspunkt i EME, og dette skal man ikke undervurdere.
EME er en model som er s3 simpel at den kan forstds umiddelbart (hvis man
accepterer pramisserne), og er netop i kraft heraf en god introduktion.

Der er andre end os, der har arbejdet med EME, og specielt i forbindelse med
forskellige dynamiske simuleringsforlgb [Dyr 88] har det vist sig, at modellen
udviser karakteristiske, kvalitative trak ved glasovergangen. Modellen kan
saledes simulere indefrysning af de konfigurationelle frihedsgrader i en ikke-
ligevaegtsfordeling ved hurtig nedkgling [Dyr 94], og kan derfor anvendes
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~ til at studere hystereseeffekter. Det kan man for eksempel ikke med den

omtalte superposition af Debye-modeller, uden at forudszette en (umotiveret)
temperaturafhzengighed af relaksationstidsfordelingen.

Arkhipov [Ark 94] analyserer EME- modellen med en alternativ tilstandsteet-
hed, hvor han introducerer en parameter ved at skifte 2-tallet 1 eksponenten

* 1 gaussfunktionen ud med en parameter a. Han kan lave virkelig gode fit

af middelrelaksationstidens temperaturafheengighed for en raekke forskellige
typer veesker.

Der var to alvorlige teoretiske problemer 1 EME:

1) Modellens kobling til den mikroskopiske beskrivelse er svag; regionsanta-
gelsen er kritisabel, og bgr hvis den bruges pa homogene veesker motiveres.
Det har vi forsggt at ggre (appendix A). Det er stadigt et abent spgrgsmal
hvorvidt antagelsen kan motiveres i den forstand som der er redegjort for i
appendixet. Selv om resonnementet viser sig at veere korrekt, er der jo stadig
det problem, at regionerne viser sig at vere alt for smé, nar man fortolker
modellens parametre (mere herom under diskussionen af EVME nedenfor).
Desuden er der problemet med fortolkningen af parameteren 7o, som bliver
alt for lille til at kunne tolkes som fonontiden.

2) Modellens kobling til den eksperimentelle “virkelighed” er svag i den for-
stand, at det ikke tydeligt fremgar af modellen hvad det egentlig er for nogle
fysiske stgrrelser den forudsiger; siledes er det uklart om det egentlig er den
isobare eller den isocore varmekapacitet, vi har opstillet en ligning for.

Energi-Volumen Masterligningen

Vi valgte pé trods af de problematiske forhold i regionsantagelsen, at arbejde
videre med denne, ved at nuancere regionsbegrebet. De tanker som 13 til
grund for denne beslutning var blandt andet en pragmatisk holdning: Hvis
nu det er nemmere at afprgve en mere detaljeret version af modellen, end
at tilvejebringe dens fysiske grundlag, er der vel ikke noget i vejen for, at
man starter med at prgve modellen af; hvis modellen er helt hen i vejret, er
det jo spildt arbejde at argumentere for dens grundlag. Det videre arbejde
pabegyndtes dels i hdb om, at en udbygning af EME kunne ggre EME’s
forudsigelser mere korrekte, dels som reaktion pd pres fra eksperimental-
fysikerne, som blev ved med at hdne EME som omtalt 1 3.3.4.

Det stod pa forh&nd klart, at en siledes udbygget model ville kunne udtale
sig om en bred vifte af termisk-mekaniske eksperimenter, hvilket naturligvis
ogsd var en veaesentlig motivation.
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EVME har vist sig at vaere et godt svar pa nogle af de kritikpunkter af EME
som har veret fremfgrt fra eksperimentalfysisk side:

o EVME er i stand til at sammenknytte forudsigelser af en lang raekke
termisk-mekaniske responsfunktioner.

o Med opstillingen af EVME har vi faet afklaret, at det er den isobare
varmefylde som EME forudsiger.

Vi frygtede fra begyndelsen at drukne i den overvzldende meangde af pa-
rametre, da vi skulle i gang med at analysere modellen. De fgrste forsgg
med modellen tyder imidlertid pa at denne frygt var ubegrundet. Saledes
kunne hele tre parametre fastlaegges ud fra sammenligning med ligevaegts-
responsfunktioner, imens parameteren Vg gar ud nar trykket szttes lig nul.
De resterende tre parametre 79, g og pg har samme betydning for mo-
delfunktionens opfgrsel, som de tilsvarende parametre i EME. Vi kan der-
for kontrollere modellen, og lave en entydig parameterfastleggelse ud fra
kendskab til 3 ligeveegtsresponsfunktioner, losspeakbredden pé en respons-
funktion, samt kendskab til losspeakfrekvensens temperaturathengighed. Vi
rejste spgrgsmalet om hvor meget information der skal til for at fastseette
alle modelparametrene. Dette spgrgsmal er ikke veldefineret fgr man har et
mal for meengden af information. Men vi kan ihvertfald sige, at hvis man
kender den konfigurationelle del af 3 uathengige ligeveegtsresponsfunktioner
(hver af dem blot ved en temperatur), bredden pa dispersionsomradet for
en responsfunktion, samt ideelt set to punkter i et arrhenius diagram for en
eller anden loss-peakfrekvens, s er er alle parametre fastlagt. (Hvis man vil
variere trykket skal man kende en parameter mere.)

Ifplge EVME er ¢, n(w) o apn(w), hvilket er et interessant foreslag. Bort-
set fra dette er responsfunktionerne forskellige, og losspeakfrekvenserne er
forskudt i forhold til hverandre; w., = w,, < wx; < wkg. Forskydningen
imellem logw,, og logw,s er nogenlunde konstant lig med 0.4 dekade, hvis
man varierer temperaturen 10 K. Det er godt, at forskydningen er nogenlunde
konstant, for det ser man eksperimentelt, men stgrrelsen af forskydningen er
for lille for glycerols vedkommende. Et overfladisk kig p& andre alkoholer som
foreksempel 1,3 butandiol eller 1.2-propandiol giver hdb om, at modellen kan
anvendes pa disse.

Vi er stgdt pa fglgende problemer i forbindelse med EVME:

1) EVME har de samme problemer med kurveformen som EME.
2) Ved behandlingen af EME fandt vi ved sammenligning med en specifikke
varmekapacitet frem til det omtrentlige volumen af regionerne, som ifglge
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EME er omtrent 2.3 x 10~23cm3, hvilket svarer til at der er 0.2 molekyler per
region! 1 EVME kan vi direkte udregne et middelvolumen 1.9 x 10~%cm?3.
Denne overenstemmelse er selvfglgelig sldende, men problemet er bare, at
dette volumen ikke er konsistent med regionsantagelsen, som forudsaetter at
der er et stort antal molekyler i hver region.

Tilsyneladende er der en masse ting som ville blive bedre, hvis man kunne
gge og (uden at zendre bredden pa dissipationsomradet), men og skulle vir-
kelig ¢ges meget, hvis regionsvolumenet skulle komme til at passe. Man kan
ogsd sammenfattende sige, at modellen har de rigtige egenskaber; ikke-debye
relaksation, ikke-arrhenius opfgrsel, forskydning imellem losspeakfrekvenser,
men den har ikke nok af nogen af delene!

Der er et enkelt praktsk problem med modellen, nemlig at den er lidt be-
regningstung. Det tager cirka en time at udregne et spektrum, som daekker
hele dispersionsomrédet med 60 punkter (Turbo Pascal program péa 80486-
computer).

Der er stadig mange ting som skal undersgges i EVME. Blandt andet kunne
det veere virkeligt interessant at se hvordan den virker hvis man seetter trykket
op. I udledningen af modellen fandt vi ud af at modellen kvalitativt har de
rigtige trek, nemlig at relaksationstiden vokser med trykket, og at man derfor
kan forvente, at man kan na glasovergangen ved at have trykket, pd samme
méade som man kan ved at s@nke temperaturen.

Herefter ville det naste problem naturligt veere at undersgge det fysiske
grundlag for modellen, for at f4 en brugbar fortolkning af de indgéende pa-
rametre.

Maske kunne man forsgge med en bedre motiveret tilstandstathed, eller nogle
andre overgangssandsynligheder.

Et andet attraktivt mal er at koble modellen, som kun beskriver den kon-
figurationelle del af stoffet, til den vibrationelle del. Niels Boye Olsen (ps)
har en eksperimentelt begrundet ide om, at overgangsenergien er knyttet til
shearstivheden G;... Ideen er, at en region under en eksitation presser omgi-
velserne sammen i et hurtigt ryk, s& de ikke nér at relaksere, og at den energi
der skal til derfor er knyttet til stivheden. Dette kunne méske inddrages i
en masterligningsmodel, og derved forbedre EVME. Som modellen foreligger
nu, antager vi jo at den konfigurationelle del af veesken "lever" fuldsteendigt
uafhaengigt af den vibrationelle del.
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Brugen af matematik i fysik

Nu har vi lavet et projekt som dels indeholder en behandling af en fysisk
problemstilling, og dels en kraftigt veegtet gennemgang af den matematiske
baggrund for behandlingen. Har det veeret det veerd? Vi mener naturligvis
at det har veret udbytterigt at lave et kombineret projekt.

Umiddelbart skulle man synes at matematik og fysik er to fag, som passer
saimmmen som hand i hanske. Men det er ikke givet, at det at der er et fagligt
overlap imellem de to felter er ensbetydende med, at det er en god ide at
kombinere dem 1 et projekt, hvor man jo skal tilpasse arbejdet til to forskellige
studieordninger. I lige ngjagtigt dette her tilfzelde gir det imidlertid godt 1
speend, fordi det centrale emne i projektet, nemlig opstilling og afprgvning
af modeller, kan fungere som kernen i bade et teoretisk fysikspeciale, og et
modelbyggerprojekt i matematik.

Det udbytte man som fysiker kan f& ved at anleegge en matematisk synsvinkel
er, at man ved at stille anderledes spgrgsmal kan f& klarhed over hvordan
teorier og modeller er opbygget. En fysiker vil ikke seette spgrgsmalstegn

ved foreksempel termodynamiske love, mens en matematiker vil interessere -

sig for om termodynamiske love er en ekstra antagelse eller €j.

Der er to hjgrnestene i en stokastisk model: En vedtaegt af an apriori sand-
synlighedstazthed P(y,t), og en vedtagt af en fortolkning af de indgaende
variable og parametre som fysiske stgrrelser, der refererer til et fysisk system,
som befinder sig i en pa forhand fastlagt eksperimentel situation. Sandsynlig-
hedstzetheden vedtages ud fra nogle restriktioner, som er fysisk begrundede.
Nogle restriktioner p4 modellerne i projektet stammer fra, generelle forud-
seetninger (foreksempel PODB som gzlder generelt, eller markovbetingelsen
som dog kun gezlder i nogle bestemt fysiske situationer, hvis man veelger
en bestemt beskrivelse). Disse indfgres i den matematiske tilgang som af-
greensende definitioner pd den type modeller (stokastiske processer), som
vi holder os inden for. Andre forudsetninger, som er mere specifikke for en
given model, indfgres som adhoc-love, som er begrundede i erfaring — gauss-
tilstandstaethed! —, eller som delvist er funderet i en simpel fysisk mode] —
arrhenius-overgangsintensiteter. Nar sandsynlighedsteetheden er vedtaget er
resten ren matematik. '

Der er et punkt hvor vi ikke har fort matematikken helt til dgrs.. I udled-
ningen af FD-teoremet var vi inde pa, at Boltzmans superpositionsprincip

!Man kunne teenke sig at den centrale graensevaerdisatning kunne bruges til at argu-
mentere for den gaussiske tilstandsteethed. Imidlertid er forudseetningerne for brug af
teoremet, nemlig at de dele som konstituerer regionen er stokastisk uafhzngige variable,
ikke tilstede.
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burde eftervises for en vilkarlig masterligning, hvor overgangsintensiteterne
er differentiable i parametrene. Dette er faktisk en egte matematisk pro-
blemstilling, som ville veere oplagt at diskutere i projektet. Det har vi ikke
forméaet at komme til bunds i. Bortset fra det mener vi at vi har etableret
den matematiske baggrund i p& de punkter, hvor det er relevant.

Udover at vi har haft personligt udbytte af at se hvordan man etablerer
fundamentet for den statisktiske beskrivelse for fysiske systemer, har det-
ogsé tjent et praktisk formal at gennemga matematikken fra bunden; vi har
udledt FD-teoremet i en ramme hvor vi har brugt en minimal mangde fysik,
og ved hjelp af dette udledt responsfunktionerne over een kam. Det opndede
udtryk for responsfuktionerne gzlder generelt for separable masterligninger
i den forstand, vi har defineret disse, og i og med vi selv har gennemregnet
udtrykket fpler vi os trygge ved at bruge det.

Konklusion

Energimasterligningen kan fitte varmekapacitets mélinger, bortset fra at for-
men af responsfunktionen ikke fitter i hgjfrekvensomradet. Dette sker imid-
lertifd p& bekostning af, relaksationstidens temperaturafhangighed bliver for
arrheniusagtig. Modellen giver de rigtige kvalitative udsagn, men er ikke kon-
sistent med sit eget grundlag, idet fortolkningen af parametrene leder til for
sma regioner.

EME forudsiger kun een responsfunktion ¢, hvis fysiske fortolkning er uklar.

Energi-volumenmasterligningen er mere klar pa dette punkt, og kan yderli-
gere sammenknytte forskellige responsfunktioner. Den har igvrigt de samme
problemer som EME. EVME udviser en forskydning imellem losspeakfre-
kvensen for ¢, og ks som ogsd observeres eksperimentelt, men stgrrelsen af
forskydningen er for lille.

EVME udviser de rigtige traek i 0-frekvensgraensen, nemlig at eftergivenheds-
funktionerne vokser med aftagende temperatur. Modellen bliver dog ufysisk
ved meget lave temperaturer, hvor volumenet i modellen bliver negativt. Vi
mener, at der er god grund til at arbejde videre med modellen. Modellen
har et bud pd en masse méalinger som ikke er udfgrt, og den kan ikke siges at
veere direkte 1 modstrid med mélinger, som er udfgrt. Det ville veere spaen-

dende hvis man kunne méle Aqa,(w), som ifglge modellen er proportional
med Acy(w).

Arbejdet p4 modellen bgr rette sig mod en analyse af grundlaget for regions-
antagelsen. Det ville veere godt hvis man kunne modificere fortolkningen af
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parametrene ud fra ud fra fysiske overvejelser, s3 de indbyggede inkonsisten-
ser forsvandt. Man kunne ogsé arbejde videre, ved at afprgve andre typer
overgangsintensiteter eller andre tilstandsteetheder.
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Bilag A

Teoretisk argument for
regionsantagelsen.

Her ar argumenteres for at en veeske hvor strukturelle zendringer i reglen fo-
regdr pa greensen imellem flere regioner kan simplificeres til en vaeske hvor
regronsgraenserne ligger fast. Diskussionen af denne type vasker, som vi
kunne kalde for homogene vasker indbefatter egentlig ogsd halvhomogene og
ikke-homogene vaesker. Vi vil konstruere et abstrakt system som opfylder
betingelserne i regionsantagelsen, og argumentere for at man ligeségodt kan
regne pa dette system, som pd den homogene veske, der ikke opfylder be-
tingelserne. Det er vores egen idé, si det stir enhver frit for at skyde den i
seenk:

Antag at vi har en homogen veeske hvor de strukturelle sendringer foregar pa
en sadan made, at der altid er K molekyler og kun K molekyler involveret i
en strukturel sndring, men hvor @ndringen kan indtraeffe hvor som helst.

Hvis vi laver en rumlig inddeling af vaesken 1 N regioner har vi et system af
regioner Ao, hvor en strukturel @ndring i reglen involverer flere regioner.

Antag nu at vi kender mikroforlgbet af hele vaesken. Det vil sige at vi ken-
der konfigurationen ¢(t), — molekylernes position og orientering til ethvert
tidspunkt i et passende langt tidsinterval. Vi kender da de tidspunkter hvor
strukturelle zendringer finder sted ¢;,1,,...t,

Antag at vi flytter regionsgreenserne hver gang der skal til at foreg en struk-
turel endring, pad en sddan made at endringen kommer til at foregd in-
den for greenserne.af en region. S& kan vi konstruere en serie af systemer
A1, ..., An, som hver iszer opfylder betingelserne 1) og 2) ovenfor i et tids-
interval [t; — ti;t; + 8tip] omkring de respektive tidspunkter #;. Vi kan
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opdele hele tidsaksen i intervaller der er si smé&, at der ikke er mere end en
strukturaendring i vaesken inden for et tidsinterval. Der er naturligvis nogle
detaljer her som skal argumenteres pa plads: En strukturzendring tager tid,
og 1 en makroskopisk mangde vaske vi der veere en sandsynlighed for, at to
struktureendringer indtraflfer pd samme tid. Vi springer over her. Det kan
formentlig ordnes p& en made s3 alle er tilfredse.

Lad os sige at der er N regioner i hver inddeling, og lad @ veere maengden
{1,..., N}. Mikroforlgbet er som sagt kendt — ingen mystik.

Antag nu at vi overgr til en simplere beskrivelse hvor vi giver afkald pa den
eksakte mikroskopiske information ¢(t), til fordel for en halvmikroskopisk
beskrivelse ved en tilstandsvariabel y,(t) = g(q.(t)). Her er g, konfiguratio-
nen af molekylerne i region u. g er ikke injektiv funktion. En ekstensiv '
makroskopisk stgrrelse (F') som atheenger af ¢(¢) igennem tilstandsvariablen
y(t) ber ikke afheenge af hvordan vi har valgt at inddele vaesken i regioner.

(F(t))i (A.1)
= Zf (Yui(t Zf (Yps(t (A-Q)

= (F (®); (A.3)

Yu,i(t) skal lases som “tilstanden af den p ’te region i den ¢’te inddeling”.
Middelveerdien af F, fas ved at sumnmere over alle regioner, og dividere med
antallet af regioner (det fysiske ensemble). Men da vi bagefter skal lzegge alle
middelvardierne sammen for at f& den makroskopiske stgrrelse (F), bliver
den makroskopiske middelveerdi lig med summen af F, over alle regionerne.
Den relative fluktuation § F'/(F) gar mod nul, ndr N gir mod uendelig.

Det er s& at sige ligegyldigt om vi midler over regionerne i system A; eller
i A;. Vi skal i begge tilfeelde ende med den samme veerdi af (F). Vi kan
pé et vilkarligt tidspunkt skifte til en anden inddeling af glassen, uden at vi
endrer ved nogle makroskopiske stgrrelser. Lad om ikke andet dette veere en
forlgbig antagelse.

Vi forestiller os at vi stadig kender g(t). Men selvom det mikroskopiske forlgb
er kendt i detaljer er der jo ikke noget ivejen for p4 et vilkarligt tidspunkt at
lave en mere grovkornet beskrivelse.

Lad os konstruere et abstrakt system A™ med N regioner, som hver indeholder
K molekyler ved at forbinde de n systemer med n—1 afbildninger ¢; : @ — @,

1En ekstensiv stgrrelse E(y) er en additiv sterrelse i den forstand, at hvis man sammen-
setter delsystemer til et storre system, vil veerdien af E(y) for det sammensatte system
veere summen af E; over delsystemerne.
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hvor ¢; afbilder index v i system A; over 1 index ¥(u), som er index til en
region ¢ samme tilstand som region p 1 system A;,;. Formelt:

Ypi(u)i+1 (ti) = yu,i(ti) (A'4)

Hvorvidt afbildningerne 1 kan konstrueres diskuteres nedenfor i et eksempel.

System A* identifiseres (region for region) med system A; et tidsintervallet
[t; — 6tir; ti + 6t;2], hvorefter A* identificeres med system A; i tidsintervallet
[tj - 6tj1; t; + 5tj2].

Da konfigurationen til ethvert tidspunkt er kendt, kan vi ggre rede for det
eksakte forlgb af tilstandsvariablen for den p’te region i A*. y, .(t) ved hjelp
af fglgende rekursive formel: Hvis t € [t; — 6ty1,¢; + 8tip] geelder

Yu(t) = Yopimy (ima (e (w))),i(t) (A.5)

P& denne knudrede made har vi siledes konstrueret et abstrakt system af
regioner som ikke kan realiseres fysisk, men som udviser de samme makro-
skopiske egenskaber som hver af de n systemer svarende til de n inddelinger,
1 og med at middelveerdierne er “invariante” under skift af inddeling. Mikro-
skopisk set gennemgar regionere i A* hver iszr et forlgb, hvor alle molekylerne
bliver eksiteret op hvergang der sker en strukturel zndring, samtidig med at
naboregionerne forbliver uforandrede.

Tag som eksempel den situation, hvor hvor vi har energien som eneste vari-
abel. Lad os analysere den tidsafhangige varmekapacitet.

Til t = 0 indfgrer vi en step-perturbation 67(¢). I praksis kan man tanke
sig at man simulerer hele veesken — det vil sige de enkelte atomers beve-
gelse — pa en computer. Til ¢ = 0 giver man partiklerne en hastighed som
svarer til hastighedsfordelingen ved temperaturen T + 6T, imens man lader
konfigurationen svare til en energifordeling som svarer til temperaturen T
Ifplge reesonnementet ovenfor, som blev skrevet 1 eedruelig tilstand, skulle
det vaere sadan, at forlgbet af middelenergien i tiden efter ¢y kan findes ved
enten at midle over regionerne i et hvilketsomhelst af de n systemer A; eller
1 seerdeleshed ved at midle over regionerne 1 A*.

c(t) = g5 T (Bunlt) = Epa(0)) (4.6)

m

Denne for systemet karakteristiske funktion er forbundet med autokorrela-
tionsfunktionen.

oft) = B*{(AZE) — (E(t)E(0))} (A.T)
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—hvoraf det fremgar, at autokorrelationsfunktionen for system A* er den
samme som autokorrelationsfunktionen for et af systemerne A;

k(t) = (E(T)E(0)) (A.8)
' = ZEui(T)Eui(O) (A.Q)
. " = Y Bu(n)En(0) " (A.10)

Det er underforstéet at vi har normaliseret energiaksen s& middelenergien er
0. Dette er faktisk overraskende. Man skulle tro at man gdelagde korrelatio-
nerne ved at skifte inddeling i konfigurationsrummet imellem hver heendelse.
Men det ggr man tilsyneladende ikke.

Konklusionen p4 overvejelserne er, at man ligesdgodt kan regne pa ensemblet
for A*, som p3 ensemblet Ag. De to stokastiske processer som man far bliver
ens, i den forstand at de giver de samme fysiske forudsigelser. Selvom au-
tokorrelationsfunktionen og diverse middelveerdier for to processer er ens, er
overgangssandsynlighederne ikke ngdvendigvis ens. Det er muligt at vi regner
pa en forkert stokastisk proces, nar vi antager at der ikke foregar strukturelle
endringer som involverer regionsgraenserne, men vi far det rigtige resultat.

Der var nogle antagelser, blandandet at man fik det samme ved at midle over
system A; som over system A;.

Lad os kigge pa det simple system i eksemplet, og se om vi kan kvalificere
denne antagelse: Den konfigurationelle energi kan vel skrives som en sum
over alle molekylerne 1 vaesken:

1023

Econf = Z Econf,i (All)

=1

Néar vi indeler i regioner omarrangerer vi blot denne sum. Det er da uproble-
matisk. Der kan eventuelt vaere noget med regionere neer vaeskens overflade,
men det mé kunne ordnes.

Vi antog ogsé at det kunne lade sig ggre at konstruere afbildningerne ;.
Det er méske her det springende punkt er? Afbildningerne skulle konstrueres
sddan, at regionerne i A; og A; korresponderede parvis inden for en tolerance
§E. Det mé veere sddan, at jo flere regioner der er at velge imellem, jo
nemmere er det at f3 korrespondencen til at stemme, og dermed kan den
relative tolerance 6 E/N nedbringes nar N bliver gjort stgrre.

Regionsantagelsen er siledes velbegrundet i bade en inhomogen og en homo-
gen veeske.




Bilag B
Kanonisk ensemble

Den statistiske beskrivelse af et system som er i ligevaegt med et varme-
reservoir med temperatur T er et standard problem i statistisk fysik, som
behandles pa fglgende made [Rie 85):

Lad A veere et system med en tilstandstaethed n(E), som er i termisk ligeveegt
med et relativt stort system A’ med tilstandsteethed n'(E’). At system A’ er
relativt stort betyder, at n’( £’) ikke @ndrer sig betydeligt nar hvis A’ overgar
til en anden tilstand som fglge af en energiudveksling med A. Det samlede
system Ap = “A + A’ ” teenkes isoleret, sddan at den samlede energi Ep =
E + E' er konstant. Ag er beskrevet ved det mikrokanoniske ensemble (afsnit
2.4), og tilstandstzetheden i Ag er lig med produktet af tilstandstzthederne
1 de to delsystemer:

no(Eo) = n(E)n'(E') = n(E)n'(Ey — E) (B.1)

(Det er et sprggsmal om simpel optzlling) Man kalder imidlertid ensemblet
af alle tilstande som det kombinerede system kan veere i for det kanoniske en-
semble, — ensemblet for et system i kontakt med et varmereservoir. (Selvom
det ret beset er det mikrokanoniske ensemble for det kombinerede system).
Sandsynligheden for at system Ag er i en tilstand i intervallet [E; E + §E]
er ifolge det fundamentale postulat proportional med antallet af tilstande i
dette interval, idet alle tilstande er lige sandsynlige apriori.

P(E)SE = Kn(E)n/(Ey — E)SE ~ (B.2)

— hvor K er en normeringsfaktor. Da lnn/(E’) varierer relativt lang-
somt, kan vi reekkeudvikle logaritmen til sandsynlighedstatheden pa fglgende

made:
dlnn'

InP(E)=InK +Inn(E) +Inn'(Ey) - 5E

(Eo)E (B.3)
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Det sidste led er per definition —3FE hvor § = k5+T er temperaturparameteren
for varmereservoiret A’. 1 dette projekt setter vi Boltzmanns konstant kg
lig 1 konsekvent. Det neestsidste led er per definition entropien i systemt A.
S(E) = Inn(FE). Setter vi hele ligningen ind 1 en eksponentialfunktion, har
vi udledt sandsynlighedstaetheden for et kanonisk ensemble.

f P(E) = _;_e—ﬁ(E—S(E)T) (3-4)

Sterrelsen F' = E — ST kaldes ofte for Helmholtz’s fri energi. Men man
skal passe pd med at bruge dette begreb om mikroskopiske systemer. En-
tropien S(E) er den entropi der er forbundet med ikke at vide hvilken en
af mikrotilstandene i intervallet [E; E + §F] system A er i. Hvis A er et
to-niveausystem hvor vi ved at E = F, er entropien 0. Normeringsfaktoren
Z kaldes for tilstandssummen, og er defineret ved

Z(8) = /dE'e—ﬁ(E—S(E)T) (B.5)

hvor det er underforstiet at man integrerer over hele energiaksen.



Bilag C

Ligevaegtsfordeling for system i
ligevaegt med et
varme /volumen-reservoir.

Udledningen fglger udledningen af Boltzmann fordelingen i kapitel B.4. Vi
betragter et system A (en region) der har to variable, som kan variere frit;
Energien E og volumenet V. Systemet er i termodynamisk ligevaegt med et
veesenligt stgrre system A’ med temperatur T og tryk p. Vi antager at ener-
gien E° for det samlede system A° er konstant, og at volumenet V° for det
samlede system ogsa er konstant. Det sidste er muligvis lidt sveert at tilrette-
leegge eksperimentelt, men dette er kun en abstrakt gvelse, som skal tjene til
at udlede ligevaegtsfordelingen for et meget lille system i termisk/mekanisk
ligeveegt med et meget stort makroskopisk system. Vi antager si at sige,
at der er ligegyldigt om det makroskopiske system har konstant volumen,
eller om det fluktuerer om et middelvolumen, hvad angar det lille system As
oplersel.

Der er givet en tilstandstathed n(E, V) for system A, og en tilstandsteethed
W' (E', V') for system A’. Tilstandstatheden for det kombinerede system A°
er .

n®(E,V,E'\V') = n(E,V)n(E', V') =n(E,V)n'(E°~E,V°-V) = n°(E, V)

(C.1)
idet systemet A° kun kan bevaege sig p& den “flade”, hvor den samlede energi
og de samlede volumen er henholdsvis E° og VO. A% tilstand er givet hvis
man blot kender de to variable E og V. Ifglge det fundamentale postulat er
sandsynligheden for at A° eriet givet fladeelement [E; E+dE] x [V;V +dV]
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proportional med tilstandstztheden n°(E, V):

n’(E,V)dEdV
dV = :
*P(E’ V)dE JdVAEnS(E,V)

= cn®(E,V)dEdV (C.2)

Her forudsztter man at integralet konvergerer. Tager vi logaritmen til sand-
synlighedstaetheden ’

InP =Inc+1lnn(E,V)+lnn'(E°— E,V° - V) (C.3)
og rakkeudvikler det sidste led,

InP = lnc+Ilnn(E,V)+Inn°(E% V°)
Olnn'(E'\ V'Y, o <o Olnn'(E\ V'), & <0
- EY (E ,V )E - EYE (E ’V )V s (C4)

kan vi muligvis genkende to termer:

Per definition er

Olnn'(E', V')
aE, —/8 ’ (C'S)

det vil sige temperaturparameteren for det makroskopiske system A’. Dette
var vi inde pé i afsnit 2.4.

Det fremgér derimod ikke nogen steder i dette projekt at

_ Ohnn'(£, V')

e AN ()

hvor p’ er middeltrykket. Dette er egentlig ikke en definition, men et resultat
fra statistisk mekanik. [Rie 85, s 114]. Dybest set hviler resultatet dog pé en
definition af trykket i en mikrotilstand. Derfor kan vi ligesdgodt bruge C.6
som en definition pa trykket i systemet A'.
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Kommentar.
Middeltrykket introduceres pa fglgende made. Man betragter vo-
lumenet som en ekstern parameter, for et system B beskrevet ved
et mikrokanonisk ensemble: For en givet mikrotilstand 4, vil ener-
gien E, vere en funktion af parameteren V. Trykket p(E,(V)) er
s defineret som den generaliserede konjugerede kraft til den eksterne
'| parameter V. '
_ OEV)
Dp=— oV
Middeltrykket er middelveerdien af trykket af alle de tilgengelige
mikrotilstande for en given veerdi af V

(C.7)

_ 2y, Bu(V)elE:E+dE} Pu
(p)(V) = v (E)dE (C.8)

Udledningen af C.6 forudsatter ikke andet end denne definition, og
kan leses i [Rie 85].

Saledes udrustede kan vi nu finde et udtryk for sandsynlighedstzetheden:

P(E,V) = Z—(g—p)n(E, Ve BE+Y) (C.9)

Dette er ligevaegtssandsynlighedstaetheden for et mikroskopisk system som er
1 kontakt med med et makroskopisk system hvormed det kan udveksle varme
og volumen.
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