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Abstract

Dette projekt omhandler en matematisk analyse af en kompressormodel op-
stillet af Morten Brens fra DTU. Modellen beskriver de to instabiliteter, som
forekommer i1 aksialkompressorer; surge og rotating stall. Modellen bestar af
tre koblede ordinare differentialligninger. 1 analysen benyttes bifurkations-
og differentialligningsteori.

I projektet er der gjort rede for, hvordan modellen indfanger instabiliteterne
surge og rotating stall og hvilke tilstande i modellen, der fgrer til de to
instabiliteter.



Forord

Denne projektrapport er et produkt af et semesters arbejde pd matemati-
koverbygningen pd Roskilde Universitetscenter. Den er udarbejdet som pro-
jektdelen af model-modulet, siledes at den beskeeftiger sig med en model
udarbejdet til at beskrive feenomener udenfor fagomrédet matematik.
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Indledning

Dette projekt er et model-projekt p4 RUC’s matematikoverbygning. Kravet
til et sddant projekt er, at det skal behandle matematiske modeller opstillet til
at repraesentere genstandsomrader uden for matematikken. Den matematiske
model, der her behandles, er en model for kompressorer udarbejdet af Morten
Brgns fra DTU.

Kompressorer har mange anvendelser bl.a. bruges de i turboladere og fly-
motorer. Der findes flere forskellige typer af kompressorer, der har forskellige
geometriske udformninger. De forskellige udformninger ggr kompressorer
velegnede til mange typer af opgaver. Vi vil i dette projekt beskeaftige os
med en bestemt type kompressor nemlig aksialkompressoren, som er den
type der bla. bruges i flymotorer. Fremover vil vi betragte kompressorer
som en del af en flymotor.

[ grove treek bestar et kompressorsystem af en kompressor, en beholder kal-
det plenum, og et regulerbart udstgdningsspjeeld. Kompressoren skaber en
trykforggelse ved, at dens rotorblade presser luft ind i plenum. Herved bliver
trykket i plenum stgrre end trykket 1 omgivelserne. Trykket i plenum, bliver
s& udlignet via det regulerbare udstedningsspjeld. 1 en flymotor skaber den
udstgdte luft en fremdrift.

For et kompressorsystem kan omdrejningshastigheden af kompressorens ro-
torblade reguleres, ligeledes kan udstgdningsspjaeldets &bning og derved trvk-
ket 1 plenum reguleres. Forholdet mellem rotorbladenes omdrejningshastig-
hed og trykket i plenum er afggrende for, om strgmningen igennem kompres-
soren er stabil. '

[ aksialkompressorer forekommer der to former for instabiliteter, de kaldes 1
fagsproget henholdsvis surge og rotating stall. Surge er en instabilitet, der
forekommer, nar trykket i plenum bliver for stort i forhold til omgivelsernes
tryk. Kompressoren kan derved ikke opretholde trykforagelsen, og luftstrgm-
men igennem kompressoren bliver ustabil. Surge betyder, at der er luft som
svinger frem og tilbage inde i selve kompressoren. Rotating stall er en speer-
ring af luftstremmen imellem en eller flere af rotorbladene, og opstér, hvis
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luftens indgangsvinkel bliver for stor. Herved dannes turbulens imellem bla-
dene, som resulterer 1 en “prop”, saledes at der ikke kommer luft igennem
en del af kompressoren. Rotating stall senker sidledes den gennemsnitlige
luftgennemstremning og dermed ogsé kompressorens effekt.

Brgns’ model er en model, der er i stand til at beskrive de instabiliteter,
der kan forekomme 1 aksialkompressorer. Modellen bestar af tre koblede
ordinzre differentialligninger, som tilsammen beskriver hele kompressorsy-
stemets dynamik. Modellen er en videreudvikling af en model udarbejdet af
Greitzer 1 1976. Greitzers model afgraenser sig ikke kun til at beskrive aksi-
alkompressorer, men er en mere generel model, der er i stand til at beskrive
flere forskellige typer af kompressorer. Modellen indfanger til gengeeld kun
instabiliteten surge. '

Begge disse modeller (Greizers og Brgns’) er simple. Det betyder, at de er
gode til at undersgge de instabiliteter der kan opsta i en kompressor, men ikke
til at beskrive hvornér de forekommer for en given kompressor. Formalet med
modellerne er da heller ikke at beskrive en bestemt kompressors virkemade,
men at undersgge nogle generelle traek ved kompresorer.

Dette fgrer os frem til fgplgende problemstilling:

e Hvordan indfanger Morten Brgns’ model instabiliteter som surge og
rotating stall i aksialkompressorer?

o Hvilke tilstande i Morten Brgns’ model forer til de to former for insta-
biliteter.

For at besvare denne problemstilling har vi sat os ind i baggrunden for og op-
stillingen af Brgns’ model og analyseret denne, ved hjzlp af hhv. matematisk
og nummerisk analyse.

Laesevejledning
Kapitel 1 belyser de fysiske feenomener, som det er ngdvendigt at kende til,
for at forstd hvad der foregar i en kompressor.

Kapitel 2 beskriver den del af Greizers model, som Brgns’ model bygger pa,
og af Brgns’ model.

Kapitel 3 indeholder en analyse af Brgns’ model. Dette indebeerer en lokal
stabilitetsanalyse og en analyse af de bifurkationer, der finder sted i modellen.



Diskussionen indeholder en diskussion af flere af de problemstillinger, der
har vaeret under vejs i projektet. Herunder bl.a. en modeldiskussion og en
diskussion af de forskellige bifurkationsparametre.

Konklusionen indeholder primeert svar pa ovenstéende problemformulering,
men ogsa en kort gennemgang af de resultaterne fra analysen viste.

Appendiks A indeholder forst relevante eksempler pa stabilitet i to dimen-
sioner. Herefter udregnes ud fra Routh-Hurwitz seetning de krav, der stilles
til egenvardierne for lineariseringen omkring et ligevaegtspunkt, for at diffe-
rentialligningssystem er stabilt.

Appendiks B beskriver de forskellige typer af bifurkationer, som forekom-
mer i modellen.

Appendiks C indeholder to hjzlpesatninger, som er centrale for projektet:
Setningen for eksistens og entydighed af lgsninger til differentialligningssy-
stemer, samt satningen for implicitte funktioner




Kapitel 1

Kompressorsystemet

En kompressor er en maskine, som etablerer en trykforskel mellem to kamre.
Denne trykforskel kan i en jetmotor benyttes til at skabe en fremdrift.

For at benytte en kompressor til industrielt brug er det ngdvendigt, at kom-
pressorsystemet er stabilt. Med stabilt menes her; en tilstand hvor kom-
pressoren yder en konstant og maksimal effekt. Erfaringen viser, at nar et
kompressorsystem presses til at yde meget, stiger risikoen for instabiliteter.
Det medfgrer i bedste fald en nedszettelse af effekten og i veerste fald totalt
sammenbrud. Sadanne instabiliteter er derfor meget ugnskede, og det er
derfor vaesentligt at finde en gvre graense for kompressorens ydeevne. Green-
sen findes pa en sidan méade, at kompressorens effekt er s& stor som muligt
samtidigt med, at risikoen for instabiliteter er lille.

Der findes to former for instabiliteter i kompressorer; rotating stall og surge,
som har hver deres egenskaber. For at undgd instabiliteter er det derfor
vaesentligt at vide, under hvilke forhold de opstér. Det er ligeledes vigtigt
at vide, hvordan systemet bringes tilbage til en stabil tilstand, saledes at en
instabilitet ikke bliver permanent.

Matematiske modeller kan benyttes til at undersgge de forskellige egenska-
ber ved kompressorsystemer. For at kunne opstille en sddan model, er det
ngdvendigt at vide, hvad der forventes af denne. Vi vil derfor starte dette
kapitel med at beskrive de fysiske principper bag et kompressorsystem, og de
instabiliteter som det forlanges, at modellen skal kunne indfange.
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8 Kompressorsystemet

1.1 Fysiske principper bag kompressorer

Der findes flere typer af kompressorer, som i princippet fungerer p4 samme
made. Her vil vi kun beskrive, hvorledes aksialkompressorer fungerer, da den
model v1 vi] analysere, er en model af en aksialkompressor. '

inlet discharge
+ !
| i ! v

Figur 1.1: En teknisk tegning af en aksialkompressor. Luften fgresind i kompres-
soren (inlet), hvor den vha. rotorbladene presses ud af kompressoren (discharge)
og ind i plenum, som ikke ses p3 billedet.[Mcg.92]

Et aksialt kompressorsystem bestar af en kompressor i et cylindrisk rer, som
fgrer luft fra omgivelserne ind 1 et kammer, kaldet plenum. Et regulerings-
spjzld 1 den modsatte ende af plenum bestemmer herefter, hvor meget luft
der fgres ud til omgivelserne. En forsimplet model af et kompressorsystem
ses pa figur 2.1 1 kapitel 2.

Selve kompressoren bestar af en raekke rotorblade, der tvinger luft fra omgi-
velserne ind i plenum, pa trods af at trykket her 1 forvejen er stgrre end tryk-
ket i omgivelserne (se figur 1.1). Uden pavirkning vil luften bevage sig fra et
sted med hgjt tryk til et sted med lavere tryk. Herved etablerer kompressoren
en trykforskel imellem plenum og omgivelserne: Ap = Ppienum — Pomgivelser-
Nar luften lukkes ud via reguleringspjeldet, kan overtrykket i plenum bruges
til fremdrift af en jetmotor. Ved at regulere pa spjaldet sendres massestrgm-
men, m,, igennem kompressoren, da et lavere tryk i plenum medfgrer, at
kompressoren kan presse mere luft herind!.

Til en given kompressor er der knyttet en kompressorkarakteristik. Denne
karakteristik angiver storrelsen af trykforskellen imellem plenum og omgivel-

!Det bemnzerkes her, at en prik over en variabel betyder den afledede med hensyn til
tiden.




1.1 Fysiske principper bag kompressorer 9

serne som funktion af massestremmen igennem kompressoren ved en given
omdrejningshastighed (se figur 1.2). Almindelige kompressorkarakteristikker
angiver, som karakteristikken pa figur 1.2, kun verdier for kompressorer, der
er i stabil drift. Dette skyldes, at det til almindeligt industrielt brug ikke er
relevant at kende effekten for en kompressor, hvor der er opstdet instabilite-
ter. (Det er ikke rentabelt at benytte kompressorer i tilstandsomréder, hvor
der forekommer instabiliteter).

Performance of Conway HP and
Tyne HP

ApSr
di

4r

me

1.1

Figur 1.2: Typiske kompressorkarakteristikker til industrielt brug fra Rolls Royce.
De stiplede og de optrukne linier svarer til hver sin kompressor. De enkelte
liniestykker er kompressorkarakteristikker for en given omdrejningshastighed i det
stabile omr3de.[Mck.84]

En kompressorkarakteristik, der bade indeholder det stabile og det ustabile
omrade, er sveer at lave, da det er sveert at maéle pracis, hvad der sker,
nar systemet er ustabilt. Der findes dog karakteristikker, der bygger pa
eksperimentelle data f.eks. figur 1.3.

Her gelder det, at tilstande til hejre pé karakteristikken er stabile og svarer
til en af kompressorkarakteristikkerne pa figur 1.2, mens tilstande pa venstre
side er ustabile. Da karakteristikken skal veere sammenhangende, mé der
vere et sted imellem det stabile og det ustabile omrade, hvor haldningen
er nul. Dette sted kalder vi fremover for kompressorkarakteristikkens “top”.
Systemet er altid ustabilt pa venstre side af toppen, samt et lille stykke til

hgjre for denne?.

ZFor fremtiden vil vi tale om, at instabiliteterne begynder at opstad pa hgjre side af
toppen, da vi folger karakteristikken fra hgjre mod venstre — fra det stabile mod det
ustabile omrade.
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AP 1.0!'

r
2k

Figur 1.3: En kompressorkarakteristik som bade viser resultater for det stabile
og det ustabile omrdde, med Ap = pyienum — Pomgiveiser Op ad y—aksen og
massestrsmmen m,. ud af r—-aksen. De forskellige punkter er malinger lavet
af Greitzer. Pilene mellem mélingerne p3 den stabile og den ustabile side af
karakteristikken indikerer, at her opstar et hysterese fznomen.

Det er almindeligt, at karakteristikker til modellering af bade det stabile og
det ustabile omrade i en kompressor approksimeres til et polynomium.

Approksimerede karakteristikker baseres dels pa eksperimentelle data og dels
pa matematiske/fysiske fortolkninger af systemerne® (se figur 1.4). I jetmo-
. Ap
1.2~

0.8~

0.6~

0 005 01 015 o2 025 o8 o3 M

Figur 1.4: Kompressorkarakteristik approksimeret til f¢lgen&e trediegradspoly-
nomium: I'(z) = 0.85 + 36.62% — 12722, hvor z er en dimensionslgs massestrgm

torer gnskes sé stor en trykforskel mellem plenum og omgivelserne som mulig.
Derfor er det optimalt at benytte kompressoreren i omradet tet pa hejre side
af toppen, men sa langt fra at instabiliteter undgés.

Efter nu at have beskrevet de fysiske principper bag kompressorer, vil vi

3Med matematisk og fysisk fortolkning menes fglgende: Det er muligt at foretage malin-
ger, hvor der pustes luft ud gennem kompressoren. Man ma forvente, at karakteristikkerne
vil vaere ens symmetrisk i et lille interval omkring m, = 0, og mélingerne for den “omvendte
kompressor” benyttes til at udtale sig om en del af det ustabile omrade.
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gd over til at beskrive de forskellige instabiliteter, der kan forekomme i en
kompressor.

1.2 Instabiliteter

. Det er naturligvis malet at f& en kompressors effekt sé stor som mulig. Som
fgr beskrevet er der stgrre sandsynlighed for instabiliteter, jo mere kompres-
soren yder. Det er derfor gnskveerdigt at finde en gvre graense for, hvornar de
forskellige instabiliteter indtraeder. Fysisk er det let at, se om der er indtradt
en instabilitet, da kompressoren ryster og larmer.

De to mest almindelige instabiliteter, som findes i en kompressor, kaldes
surge og rotating stall. Ved at foretage adskillige eksperimenter med en gi-

~ven kompressor er det muligt at finde en graense for, hvornar disse opstar.
Denne graense kaldes bade stall-linien og surge-linien, da bade surge og rota-
ting stall dannes, nar trykforholdet imellem omgivelser og plenum bliver for
stort i forhold til massestrsmmen (dvs. nar gransen overskrides). Hvilken af
instabiliteterne der opstar, afthenger af omdrejningshastigheden af kompres-
soren. Almindelige kompressorsystemer arbejder derfor, som fgr beskrevet,
med en margen til denne graense for at undga de ugnskede instabiliteter. Pa
figur 1.2 kan surgelinien indentificeres som en linie, der forbinder de venstre
endepunkter af karakteristikken for hver kompressor.[Gre.80]

Under serlige omstendigheder kan der dog godt optrade instabiliteter un-
der denne stabilitetsgreense. Dette kan eksempelvis forekomme, hvis omdrej-
ningshastigheden af rotorbladene forbigaende zndres, hvis luftindstrgmnin-
gen eller luftudstrgmningen er ustabil eller hvis strgmningsretningen sndres.
Stall-linien kan derfor siges at veere et mal for, hvornar det er uacceptabelt
at bruge kompressoren pga. for stor sandsynlighed for instabiliteter.

1.2.1 Rotating stall

Rotating stall er en instabilitet, som kun befinder sig inde i1 kompressoren.
Fazenomenet bestdr af en “prop”, kaldet en stall-celle, imellem to eller flere
af rotorbladene i kompressoren (se figur 1.5). Proppen blokerer for luftgen-
nemstrgmningen, hvorved gennemsnittet af denne nedsattes. Blokeringen
skyldes, at indgangsvinklen imellem luften og rotorbladene bliver for stor,
og luften derfor kommer “skaevt” ind. Dette medferer turbulens imellem ro-
torbladene, og turbulensen udmynter sig i en blokering. Blokeringen ger, at
gennemstrgmningen i rotoren bliver lavere, og trykket i plenum reduceres (se
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Figur 1.5: Stall-celle i kompressoren ved rotating stall. | cellen er der ingen luft-
gennemstrgmning, hvorved kompressorens gennemsnitlige effekt bliver konstant
lavere.

figur 1.6). Stall-cellen roterer med en konstant hastighed pa 20 — 70% af ro-
torbladenes omdrejningshastighed [Gre.80]. Arsagen til at stall-cellen rotere i
kompressoren er, at indgangsvinklen imellem lufttilfgrslen i bladene pa hver
side af en cellen &ndres. Vinklen af lufttilférslen imellem de efterfglgende
blade stiger, hvilket medfgrer en ny stall-celle. Vinklen af lufttilfgrslen imel-
lem de fgrliggende blade falder, og den forrige stall-celle forsvinder [Brg.87].

Figur 1.6: Turbulens imellem rotorens blade medfgrer, at der kommer en stall-
celle, dvs. en “prop” hvor der ikke kan trenge luft igennem. Til hgjre ses jaevn
strgmning og til venstre ses en stall-celle. [Spa.84]

Rotating stall er kendetegnet ved, at gennemsnitsstremmen i1 kompressoren
er konstant, men lavere end det normale og gnskede (se figur 1.7). [Brg.90]
Rotating stall er ikke specielt farligt 1 sma mengder, da det bare nedsatter
effekten lidt. Hvis der opstar store stall-celler, kan effekten nedseaettes meget,
og der kan forekomme overopvarmning i kompressoren med totalt sammen-
brud til fglge. Dette er selv sagt ikke en situation, som nogen gnsker at
komme i. Det er derfor nyttigt at vide, hvordan et system, der er plaget
af rotating stall, kan bringes tilbage til den stabile tilstand. For at komme
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Figur 1.7: Grafisk illustration af rotating stall. — angiver massestrgmmen
igennem kompressoren og - - - angiver mangden af rotating stall, begge som
funktion af tiden. Som det ses, er massestrgmmen igennem kompressoren stabil
selvom der er rotating stall, men den er mindre end den ville have varet, hvis
der ikke var rotating stall.

af med rotating stall skal omdrejningshastigheden i kompressoren sankes,
" hvorved turbulensen forsvinder, og kompressoren igen kan fungere normalt. -
I mange tilfzelde er det dog problematisk at nedsztte hastigheden i kompres-
soren, da dette medfgrer en lavere effekt. 1 flyvemaskiner, hvor effekten har
temmelig stor betydning, er det meget slemt, hvis der opstir rotating stall.
Effekten bliver lavere end ngdvendigt for at holde flyveren oppe, og det er
ikke muligt at slippe af med instabiliteten, da senkning af rotorhastigheden
vil medfore, at flyet taber hgjde [Gre.80].

1.2.2 Surge

Surge er en instabilitet,. der kun finder sted i kompressoren, men pivirker
massestrgmmen igennem hele systemet. Det kendetegnes ved, at luften 1
kompressoren svinger frem og tilbage (se figur 1.8).

Surge opstér, fordi der kommer s3 hgjt et tryk i plenum, at kompressoren
ikke kan opretholde det. Luftindstremningen vil derfor i et kort tidsinter-
val veere mindre end ellers. Det kan blive sd slemt, at luften presses ud af
kompressoren, hvilket kaldes deep surge. Efter denne lavere indstrémning
bliver trykket i plenum formindsket, og kompressoren er igen i stand til at
gge trykket i plenum. Trykket bliver igen for hgjt osv. Systemet svinger.
Dette slider hardt péa systemet og kendes pa, at kompressoren larmer.

Surge kan kendetegnes ved, at luftgennemstresmningen svinger periodisk,
hvorved effekten af kompressoren ogsa svinger (se figur 1.9). Det sker des-
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e . Kompressor Plenum

Figur 1.8: Surge i en kompressor. Luften i kompressoren svinger som en pude
frem og tilbage.

0.3
0.25
0.2
0.15 P\
0.1
0.05 i

0 4 AN
-0.05
-0.1

0

T LB 1 T T ¥

Figur 1.9: Grafisk illustration af surge. — angiver massestrgmningen igennem
kompressoren og - - - angiver mangden af rotating stall, begge som funktion af
tiden. Som det ses, svinger massestrgmmen igennem kompressoren s& meget, at
der i perioder er negativ strgmning, dvs. luften strgmmer ud af kompressoren.
Dette kaldes deep surge.

uden af og til, at der opstar en mild grad af rotating stall inden for surge-
svingningerne, hvilket ggr surge endnu mere ugnsket. Herved bliver effekten
gennemsnitlig lavere, samtidig med at der opstar svingninger. [Gre.80]

Surge er i modsatning til rotating stall forholdsvis let at komme af med, da
det skyldes et overtryk i plenum, som forsvinder hvis spjzldet abnes.

1.3 Opsamling

Et kompressorsystem bestar af en kompressor, et plenum og et spjeeld. Kom-
pressoren danner et overtryk ved at presse luft ind i plenum, siledes at
ApP = Ppienum — Pomgiveiser > 0 . Ved at lukke noget af dette overtryk ud
af spjeeldet, drives en flyvemaskine fremad.
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Der kan til en hvilken som helst kompressor, opstilles en kompressorkarakte-
ristik, som fortaeller, hvormeget trykforholdet zndres som funktion af mas-
sestrgmmen igennem kompressoren til en given omdrejningshastighed.

Nar et kompressorsystem tvinges til at yde meget, kan der opsta to forskellige
slags instabiliteter i kompressoren; rotating stall og surge.

Rotating stall indtrader pga. turbulens imellem to eller flere af rotorbladene 1
kompressoren. Der opstar en “prop”, hvor der ikke kan komme luft igennem,
og gennemsnits gennemstrgmningen falder i kompressoren. Rotating stall
fiernes ved at sanke rotorhastigheden.

Surge opstar, nar trykket i plenum bliver for hgjt i forhold til trykket i
omgivelserne. NAar der er surge, svinger luften frem og tilbage i kompressoren
og kan kun fjernes ved at abne spjeeldet.

Begge disse instabiliteter er meget ugnskede, da de szenker effekten og i veerste
fald medfgrer totalt sammenbrud af systemet. Det er derfor meget vigtigt at
finde ud af under hvilke forudsatninger, disse instabiliteter opstar, saledes
at de kan undgas.

For at finde en maximal effekt og stadig undga instabiliteter kan der opstilles
matematiske modeller. Morten Brgns fra DTU har opstillet en sadan model,
som vi i det fglgende vil beskrive og analysere.



Kapitel 2

Kompressormodellen

I dette kapitel beskrives en matematisk model, der er udarbejdet af Morten
Brgns. Modellen er lavet for at give en 1dé til, hvordan man kan videreudvikle
de kompressorer, der benyttes 1 jetmotorer.

Da en del af vores problemstilling gar ud pé&, at vi skal undersgge hvordan
Brgns’ model indfanger de fysiske instabiliteter surge og rotating stall, er
det en fordel at opdele matematiske modeller 1 forskellige kategorier. Den
opdeling, der bruges i dette projekt, vil blive beskrevet fgrst i kapitlet. Her-
efter argumenteres for den matematiske model, som Morten Brgns opstiller
i sin artikel fra 1990 [Brg.90]. Dette ggres ved fgrst at beskrive den meget
simple model opstillet af Greitzer i 1976 [Gre.76], som Morten Brgns bygger
pa. Herefter gennemgés den endelige model i detaljer. Til sidst benyttes
opdelingen af matematiske modeller til at vurdere modellens karakter.

2.1 Matem'atiske modeller

Man kan dele matematiske modeller op pad mange méder. I denne rapport'
vil vi skelne mellem simple og detaljerede modeller og mellem teoribaserede
og ad-hoc modeller.

Opdelingen mellem simple og detaljerede modeller er saledes:

1. Med en simpel model menes en model, der i store trak beskriver en del
af virkeligheden pa en sddan made, at den indfanger f&, men karakte-
ristiske traek ved den del af virkeligheden, der modelleres. En simpel
model kan give kvalitative oplysninger.

17
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2. Med en detaljeret model menes en model, der forspger at indfange s&
mange traek som muligt af den del af virkeligheden, der modelleres. En
detaljeret model kan give kvantitative oplysninger.

Hvis en simpel model udviser de gnskede karakteristika, er det en indikation
af, at de elementer, der er taget med i beskrivelsen, netop er de karakteristiske
traek. Simple modeller vil siledes vare velegnede til at give overblik over
hvilke dele af virkeligheden, der forarsager bestemte feenomener.

Som et eksempel, pd at en simpel model kan veere mere nyttig end en detalje-
ret, kan naevnes et landkort. Hvis en person skal fra Kgbenhavn til Barcelona
i bil, er det en fordel at have et simpelt kort, der kun viser hovedvejene 1 Eu-
ropa. Derimod vil et dejaljeret kort, hvor alle smaveje er indtegnet, ggre
aflesningen af de ngdvendige oplysninger meget kompliceret. Det er altsa
lettere at uddrage de ngdvendige oplysninger af det kort, hvor kun det ngd-
vendige er medtaget.

En simpel kompressormodel kan eksempelvis bruges til at udpege de faktorer,
der forarsager instabiliteter. Nar man kender arsagerne til en instabilitet, kan
man forsgge at finde en metode, der kan forhindre, at denne opstar.

Detaljerede modeller er velegnede til at give et billede af, hvordan en bestemt
situation vil udvikle sig, hvis alle relevante detaljer ved systemet kendes.

Et eksempel, hvor detaljerede modeller er nyttige, er en matematisk model
over et atomkraftveerk. Her er det vigtigt at vide preecis, hvordan systemet
vil udvikle sig ved en given temperatur og i hvilken som helst situation.
Derved kan det siges preecis, hvorndr nedsmeltning eller andre ulykker vil
ske. I dette tilfeelde er det ikke nok at vide, hvornar det maske sker, det skal
vides meget precist.

En detaljeret model for en bestemt kompressor vil vaere velegnet til at under-
s@ge, hvor meget breendstof denne kompressor bruger, hvor stor en effekt den
giver eller lignende. En detaljeret model for en kompressor, f.eks. baseret pa
Navier-Stokes ligninger, kan der regnes pa specifikke tilfzelde, men ggr det
sveert at identificere arsagerne til, at de forskellige instabiliteter forekommer.

Som tidligere antydet, har vi valgt at lave endnu en opdeling af matematiske
modeller. Opdelingen mellem teoribaserede og ad-hoc modeller er saledes:

1. En teoribaseret model er en model, som er baseret pa love der udsprin-
ger fra en teori. Sidanne modeller kan kontrolleres bade empirisk og
teoretisk. [Hpj.80]
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2. En ad-hoc model er en model, der udelukkende bygger p& observationer.
De er séledes ikke en del af en stgrre teoribygning, og derfor kan sddanne

modeller kun evalueres ud fra, hvor godt de reproducerer virkeligheden.
[Hg;j.80] '

Et eksempel pa teoribaserede modeller er modeller for planeternes bevaegelse.
Disse bygger pa Newtons gravitationslov, der beskriver tiltraekningen mellem
masser. Man kan ved observationer kontrollere, hvorvidt de forudsigelser
modellen giver, stemmer overens med planeternes faktiske baner.

For kompressorer, der arbejder 1 det stabile omrade, er det ganske naturligt
at lave en teoribaseret model. De mekanismer, der foregar inde i den, er
kendte, og det er efterfglgende muligt at tjekke resultaterne med empiriske
data. At opstille en teoribaseret model for en kompressor vil dog veere et
meget stort arbejde, da der er mange ting at tage hgjde for.

Et eksempel pa en ad-hoc model kunne veaere en trafikmodel, som beskriver
hvor mange uheld, der finder sted i et bestemt lyskryds. Det er ikke muligt
teoretisk at beregne, hvor mange bilister der vil kgre galt om aret i netop det
bestemte kryds. Til gengeeld er det empirisk let at se, hvor mange uheld der
forekommer, og derudfra vurdere om en omstrukturering af vejene ville vaere
hensigtsmaessig.

En kompressorkarakteristik for en given kompressor er et typisk eksempel pa
en ad-hoc model. Disse bygger pa empiriske data. Der findes ingen teori for
kompressorkarakteristikkens forlgb. Derfor kan man se eksempler pa, at den
approksimeres til forskellige funktioner.

Som det ses, er der fordele og ulemper ved de forskellige slags modeller. Der
er noget de kan, og noget de ikke kan.

De modeller, der er beskrevet i dette projekt, er alle simple modeller, som
indeholder séavel teoribaserede som ad-hoc dele. Vi vil i slutningen af kapitlet
diskutere, hvad der er hvad.

2.2 Modellering af kompressorsystemet

Der findes flere simple modeller, som beskriver de forskellige instabiliteter,
der forekommer i kompressorer. Felles for disse er, at de alle bygger pa
fysiske og matematiske antagelser, som gor at de ikke passer helt med virke-
ligheden. Flfartallet af modellerne er f.eks. for optimistiske med hensyn til at
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forudsige, hvornar instabiliteterne opstar. I de fleste simple kompressormo-
deller opstar instabiliteterne nemlig pa venstre side af toppen af kompressor-
karakteristikken. Dette bevirker, at modellerne forudsiger, at kompressorerne
kan klare en hgjere effekt, fgr instabiliteterne optraeder, end eksperimentelle
data viser.

Flere af de simple modeller er desuden ikke skruet sammen til at beskrive
bade rotating stall og surge. Et eksempel pé dette er, den model Greitzer
lavede i 1976. Modellen er meget simpel og udviser instabiliteten surge, men
ikke instabiliteten rotating stall. Denne model vil vi i det fplgende beskrive,
da det er den Brgns bygger videre pa.

2.2.1 Greitzers model

For bedre at kunne beskrive de fysiske instabiliteter i en kompressor forsim-
ples kompressorens udformning en del i Greitzers model. Det antages, at
systemets kompressor er udformet som et rgr med leengden, L., og tveersnit-
sarealet, A.. Endvidere betragtes plenum som “en stor kasse” med et meget
stgrre tveersnitsareal, A,, og volumen, V},, end kompressoren. I den modsatte
ende af plenum sidder et reguleringsspjeeld i et rgr med lengden, Ly, og
tveersnitsarealet, Ar, (se figur 2.1).

Her méles i, ,u,

Ac A
Vp
-
Lt
Kompressor Plenum spjzld

Figur 2.1: En simpel model af et aksialkompressorsystem, som det antages at
se ud | Greitzers model.

Tveersnitsarealet af plenum er meget stgrre end tvarsnitsarealerne af de to
rgr (kompressor og spjeld). Da der er massebevarelse, betyder dette, at
luften vil have meget mere fart pa i rerene, end den har i plenum, hvor luften
derfor kan antages at sté stille.
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Ved at lave denne antagelse om systemet bliver det nu meget nemt at be-
regne energien af luftmolekylerne forskellige steder i systemet. Energien er
almindeligvis givet ved:

1
Etotal = Ekin + Epot = Emvz + PV (21)

hvor m er massen af luften, v er hastigheden af luften, p er luftens tryk og
V er volumenet af plenum.

I rgrene er der med ovenstaende antagelser kun kinetisk energi, da hastighe-
den af luften er meget stor og trykket derfor meget lille!. I plenum er der
derimod kun potentiel energi, da trykket her er meget stort og hastigheden
af luften er lille [Gre.76]. Ved at lave denne antagelse er det nu nok kun
at regne pa trykket i plenum for at finde ud af hvor meget energi, der er i
systemet.

Som fgr naevnt er der massebevarelse, hvilket for plenum giver fglgende rela-
tion:

. . d
e — iy = Vy—o? (2.2)
A dt
hvor m. er massestrgmmen gennem kompressoren, mr er massestrgmmen
gennem spjaldet, og massen i plenum er givet ved m, = V,p,.

Ligningen (2.2) siger saledes, at differencen imellem den massestrgm der,
kommer fra kompressoren og ind i plenum, rn., og den massestrgm, der kom-
mer ud af spjaeldet, mr, er propertionalt med plenums massezndring i samme
tidsinterval. Plenums massezendring er givet ved volumenet af plenum, V,,

multipliceret med zndringen i massefylden, %2 [Gre.76].

Da varmeudvekslingen med omgivelserne (energitabet) er meget lille, anta-
ger Greitzer desuden, at processen er adiabatisk. Trykeendringen i plenum
skyldes saledes udelukkende det arbejde, der er tilfgrt via motoren i kompres-
soren. Denne antagelse kan ggres, da energitabet til omgivelserne er meget
mindre end den energimengde, der lgber igennem systemet [Gre.76]. For en
adiabatisk proces galder det, at:

p=Kp (2.3)

hvor K er en konstant, p er trykket, p er massefylden af gassen og ~ er

forholdet imellem varmekapaciteten for fastholdt tryk og fastholdt volumen
(Brg.87).

!Dette fglger af Bernoullis ligning: $pv? + p = konst, hvor p er massetatheden, v er
hastigheden af de enkelte molekyler og p er trykket i vaesken. Bernoullis ligning geelder
kun for vasker som kan antages at veere inkompressible og stremme uden turbulens.
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Da det er luft, der gennemlgber kompressoren i en jetmotor, antages det
desuden, at gasligningen gaelder:

- R

hvor R er gaskonstanten, M er luftens molmasse og T er den absolutte tem-
peratur.

Ved at lave de sidste to antagelser kan der opstilles en ligning, som angiver
en sammenhang imellem trykket, p, og massefylden, p:

R
dAp = 7—Mpo = a’dp (2.5)

hvor a = \/'yﬁT ud fra bglgeligningen kan identificeres med lydens hastighed
[Brg.87]. Som det ses, skriver vi fremover Ap i stedet for p.?

Af ligning (2.2) og ligning (2.5), fas fglgende relation:

dAp a? . )
—— = —(m, — m7) (2.6)
d VvV,
Ligningen siger, at sendringen af trykket i plenum er propertionalt med zn-
dringen af massen i plenum, idet volumenet af plenum er konstant.

Hvis man benytter, at systemet, der kun bestér af “kompressor rgr” og ple-
num, kan betragtes som en helmholtz resonator®, har dette system en karak-
teristisk svingningsfrekvens givet ved:

Ac
w=a v, (2.7)
Herved fas fglgende relation, som er en af de dynamiske ligninger 1 Greitzers
model: JA L
2P P (. — 1
- =w Ac(mc mr) (2.8)

I et system, hvor der er to kamre med hver sit tryk, vil luften strgmme fra det
kammer, hvor trykket er hgjt til det, hvor trykket er lavt, indtil trykforskellen
er udlignet (Ap = 0). Da en kompressor netop etablerer en trykforskel, kan

2] stedet for at se pa differencen imellem et tryk p og p = 0, ses pa differencen imel-
lem trykket i to forskellige kamre. De to forskellige kamre er 1 dette tilfeelde plenum og
omgivelserne. Dette kan ggres, da trykket i omgivelserne antages at veere konstant.

3En Helmholtz resonator er et system bestiende af et tyndt rgr, der forer ind 1 et stort
volumen. Det gelder, at den eneste masse, der svinger, er massen i det tynde rgr.
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dens indvirken pé systemet beskrives ved en stgrrelse, C', med dimensionen
tryk. C er kompressorkarakteristikken, som er atheengig af massestrgmmen
gennem kompressoren (se afsnit 1.1). Indbygget i karakteristikken for kom-
pressoren er alt, der pavirker kompressoren paner, trykforskellen imellem
plenum og omgivelser. Som eksempel kan navnes modstanden mod strgm-
ning (der er proportional med massestremmen 7.) og varmetab mm., der
ville kunne beskrives for en specifik kompressor ved brug af Navier-Stokes
ligning. I praksis findes karakteristikken ved malinger p& en specifik kom-
pressor. En karakteristik passer derfor kun til en bestemt kompressor.

Det er, som fgr skrevet, antaget, at kompressorer er udformet som et rgr,
med tversnitsareal, A., og leengde, L., (se figur 2.1) Séledes kan fglgende
udtryk opstilles for kompressoren ud fra Newtons 2. lov;

F = A(~Ap+C) = pL.Aci (2.9)

hvor u er luftens hastighed i aksialretningen og u er accelerationen. u regnes
positiv i retningen fra kompressoren og ind i plenum. Denne ligning er koblet
til ligning (2.8) gennem fglgende relation;

e (2.10)

hvor det er antaget, at p er uafhaengig af tiden, stedet og trykket. Denne
antagelse er god, da @ndringen af massefylden i plenum er meget mindre end
eendringen af aksialhastigheden u (jvf. antagelsen om helmholtz resonator).
Det kan se ud som om antagelsen er i modstrid med opstillingen af ligning
(2.8), der netop er opstillet ud fra zendringer i massefylden. Dette er dog
ikke tilfeldet, da @ndringer af massefylden i plenum godt kan have en stor
indflydelse pd massezndringen samme sted og en meget lille indflydelse pa
aksialhastigheden i kompressorrgret.

Greitzer indsetter udtrykket for u og opstiller fglgende dynamiske lighing;

hvor m. er masseaccelerationen.

(2.11)

Ved brug af ngjagtig de samme argumenter som fgr kan der opstilles en ligning
for strgmningen ud af plenum. Her er Fr udstgdningskarakterstikken, der er
analog til kompressorkarakterstikken, Ly er leengden af rgret som spjeeldet
sidder i, og At er tveersnitsarealet af spjaldet:

Ly ..
(Ap — Fr) = ZZmT
T
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Efter dette opstiller Greitzer et ligningssystem med fire differentialligninger.
Disse ligninger vil vi ikke beskeeftige os med, da Bregns’ model kun bygger
videre pé ligning (2.9).

2.2.2 Brons’ model

Formalet med Brons’ model er, som i1 Greitzers model, at kunne give nogle ge-
nerelle retningslinier for hvornar og hvorfor der opstar surge i en kompressor,
og herudover ogsd de samme retningslinier for rotating stall. For at ggre
dette lettest, er modellen opstillet s& den kun geelder for aksialkompressorer.
Modellen kan dog ifslge Morten Brgns overfgres direkte til ogsd at beskrive
centrifugalkompressorer, da der optreeder de samme instabiliteter i disse.

Som beskrevet i det ovenstiende er Brgns’ model fra 1990  en udbygning af
Greitzers model. Den bygger videre pa de samme principper, men indeholder
en ekstra dimension, en vinkelafhanfgighed, som er lavet netop for at kunne
indfange instabiliteten rotating stall. Hvis der er rotating stall i en kom-
pressor, er der dele af kompressoren hvor der ikke kommer luft igennem (der
er en prop). Luftstrgmningen er forskellig for forskellige vinkler i kompresso-
ren. Brgns modellerer dette, ved at lade luftstrgmmen igennem kompressoren
veere afhzengig af vinklen. Vinklen antages at veere nul i slutningen af stallcel-
len, og roterer derfor rundt i kompressoren sammen med stallcellen. Desuden
antages det, at stallcellen altid fylder halvdelen af kompressoren, saledes at
der altid er rotating 1 intervallet [r,27[ ( se figur 2.2).

Denne vinkelafhangighed betyder, at kompressorkarakteristikken, der tidli-
gere var defineret for hele kompressoren, nu geelder for hver enkel vinkel. Ved
at lave disse antagelser om luftstrgmmen igennem kompressoren, kan u ud-
trykkes ved en middelveerdi 7 og en svingning a(t) sin(#), hvor amplituden a
beskriver meengden af rotating stall*. Svingningerne skyldes, at der kommer
mindre luft igennem kompressoren, nar der optraeder rotating stall, dvs:

u(t,0) = u(t)+ a(t)sin(f)
u = U+ asin(f) (2.12)

I modellen opstilles en ligning, der approksimerer kompressorkarakteristikken
C med C. Den nye karakteristik tager hgjde for, at strgmningen igennem
kompressoren (og dermed trykstigningen) endres, nar der optrader rotating
stall, og at denne @ndring er sinuid. C udtrykkes som middelstremmen
ved normal strgmning, @, adderet med en negativ veerdi, hvor der optreder

“Det, bemzerkes at udtrykket for u er de fgrste to led af en fourierrakke.
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6=0

Figur 2.2: Kompressorkarakteristikken er i Brgns’ model defineret for hver enkel
vinkel og ikke for hele kompressoren. Vinklen er nul ved stallcellens slutning og
roterer med samme hastighed som stall-cellen. Cellen fylder altid halvdeln af
kompressoren

rotating stall (der kommer mindre luft igennem, nar der optrader rotating
stall). :
c= { C(u) 0<b<nm
"1 Cu)+ Kasin(d) rw<b6<2x

hvor K er en konstant, der repraesenterer, hvor kraftig rotating stall pavirker
kompressorkarakteristikken.

(2.13)

Fra Greitzers model benytter Morten Brgns ligning (2.9), samt de antagelser
der er til grund for ligningen:

L.pu=C—-Ap (2.14)

Ved antagelsen om at aksialhastigheden u er afheengig af vinklen, endres
Greitzers ligning til:

Ou . )
PGy = C—-Ap (2.15)

hvor u er en funktion af tiden, ¢, og vinklen, 6.

L

Ved at indsaette ligning (2.13) i ligning (2.15) fas en relation, der tager hgjde
for rotating stall:

Ou C(u +asin(8)) - A 0<b<r
{ o b (2.16)

pLE = T+ asin(f)) + Kasin(0) —Ap 7<0<2x
Denne ligning svarer til ligning (2.9) (i Greitzers model), men geelder for hver
enkel vinkel.
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Det er muligt at omskrive denne ligning til koblede ordinare differentiallig-
ninger med u og a som de variable ved hjzlp af Garlerkins metode. Fgrst
udregnes middelhastigheden som det indre produkt mellem f(8) = 1 og lig-
ning (2.16). Herefter findes et udtryk for amplituden a ved at udregne det
indre produkt mellem f(8) = sin(f) og ligning (2.16). Det indre produkt er
defineret som:

(Flo) =5 [ f(O)s(0)d0 (2.17)

Ved at danne netop disse indre produkter, projiceres systemet over i et an-
det koordinatsystem med 1 som enheden ud af den ene akse og sin(f) som
enheden ud af den anden akse.

For at opné et udtryk der kan behandles analytisk, approksimeres C(u) med
et trediegradspolynomium:

C(U) = Co + Clu + Cgu2 + C3u3 (218)

Ved eksperimentelle data og fysiske/matematiske antagelser, er den fgrste
afledede i nul fundet til at veere nul (se afsnit 1.1), sdledes at:

C(U) = Co + C2u2 + C3u3 (219)
Det ses af figur 1.3, at en god approksimation vil veere et polynomium, hvor
C,>00gC3<0.
Herved fas for middelha.stigheden 7 udtrykket:

2T
27 Jo pLudd = oy / C(u+ asin(6))dé

2
=~ / Kasin(6)df — — j Apdd
T Jax 27 Jo

pL - 27 1 2 3
Z{_—[u@ —acos(9)]y" = 2_7r/(; (Co + Cou” + C3u”)db
K
- 2‘:[— cos(0))2 — Ap &

Cya®a  3Cia*m
2 2

pLi = Co+ Cyu® +Csw® +

—-]ia--Ap@)

pli = C(T)+ 1c"(u)a - ga —~ Ap (2.20)

I den sidste omskrivning er det benyttet, at C'(u) = 2Cou + 3C3u?, C"(u) =
2C, + 6C3u og til den efterfolgende beregning desuden, at C"'(u) = 6Cs.
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Et udtryk for amplituden a, dvs. mengden af rotating stall, fis ved den
samme slags beregninger:

1 2T L. 1 27 _ . .
g./o pLusin(0)d = g/ Cu+a sm(9))sm(0)d(9)
/ Kasin(8)2df — — / Apsin(6)dd <
pL _ . : . 1 .
2—7;[u sin(8) + asin®(8))3" = 2_7r/ (Co + Cou? + C3u®) sin(8)d(6)
&[Q B sin(20)]27r
2w "2 4
1 < ZCQCLﬂ 3C3aTI2 363(13 K
2,oLa = 5 + 2 + 3 + 78
— 1 1= 1 mei—y 3 ‘K
= 2C (@)a + 16C (@)a® + 7° (2.21)

Der er desuden en sidste fysisk relation, som ggr, at systemet kan beskrives
fuldstendigt. Brens antager, som Greitzer gjorde det i sin model, at der er
massebevarelse i systemet, og at det er adiabatisk. Herved kan ligning (2.8)
antages at gelde, og den er sdledes identisk med den tredle ligning 1 Brens’
ligningssystem nemlig:

dA L., . .

-Et—’—’ = W25 (e = ) (2.22)
For at simplificere systemet indferes dimensionslgse variable z, y, z og 7.
Dette ggres ved at indfgre en karakteristisk rotatlonshastlghed U og en ka-
rakteristisk frekvens w sa.ledes at

T = Uz (2.23) -
= Uy (2.24)
1
Ap = §pU22 (2.25)
1
= = 2.
t =7 (2.26)

Helmholtzfrekvensen w defineres til at veere den nye tidsenhed, og %pU 2 de-
fineres som den nye trykenhed. Det ses, at z er et udtryk for, hvor stor luft-
stremmen gennem kompressoren fra omgivelserne ind i plenum er. Séaledes
vil negativ z betyde, at luften strgmmer ud af plenum gennem kompressoren.
Surge kan altsé karakteriseres ved, at veerdien af z svinger, og deep surge ved
at, fortegnet pa z skifter.
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y er et udtryk for hvor meget rotating stall, der er i systemet. Tilfeelde hvor
y = 0 svarer til et system hvor der ikke er rotating stall, hvilket er beskrevet
i Greitzers model, hvor der slet ikke er gjort et forsgg pa at beskrive denne
form for instabilitet.

z er et udtryk for hvor meget luft der lukkes ud af spjzldet, denne stgrrelse
vil altsd altid veere positiv, da det er utankehgt at trykket 1 plenum er lavere
end trykket:1 omgivelserne.

Nu kan det feerdige ligningssystem for kompressoren opstilles. Vi ggr op-
maerksom pi, at prikken i z, § og 2, nu star for den tidsafledede mht. 7 og
ikke mht. ¢.

For at ggre det mere overskueligt indfgres tre nye forkortelser: B = 2

2wl
D = ;’-‘['7 og M(z)= \/%, hvor S er en parameter for hvor lukket udstgdnin-
gen er. Nar S stiger, lukkes sdledes spjzldet. Da D er afhengig af K, er
den et udtryk for, hvor meget rotating stall paregnes at pavirke kompressor-
karakteristikken.

Ligning (2.20) omformes til fgplgende udtryk, hvor der dog ikke er skiftet
" parameter i funktionen C(%) endnu:

. dz U 2
TTar T 2U?

dr 2wl

- B ( —C(@) + i-cw) + i%C"(E)yz - %Dy - z) (2.27)

12, ., 2K
C(u)+Z;C (u) _pU Y Z)

Ligeledes kan ligning (2.21) omformes til:

dy 1 1 K
— — C/ oM (=\rr2, 3 )
ar pr< @y + 3¢ @V + 5y
U
- p— me—y_ 2 D 22
By (——pUC(U)+2—8pC (Wy” + ) (2.28)

Til slut kan ogsd ligning (2.22) omskrives pa fglgende méde:

o dz 2w? L.
i=g = Sraa(Me— i)
1
= (- M) (2.29)

Kompressorkarakteristikken C gores ogsd dimensionslgs, hvorved en ny ka-
rakteristik I' defineres som: T'(z) = 75 (Co + CU?z? + C3U°z?).
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Nu kan de tre ligninger opstilles, som de ser ud i Morten Brens artikel
[Brg.90):

¢ = B[l(z)+ ;11—1“”(:6)1;2 - %Dy — z] (2.30)
§ = Byllz) +gT"(e)y* + D] (231)
: 1 '

z = —E(x - M(z)) (2.32)

Det er i ligningerne benyttet, at ['(z) = 2:C(7) = v + 122? + 732° og
I'(z) = FC'(@) = 222+ 37s2° 0g I''(z) = 2C" (@) = 272 + 6732 0g ["(2) =
-2%(3'"(?2) = 67s. :

I (2.30) er der opstillet en ligning for Z, som beskriver luftens acceleration i
aksialkompressoren. 1 (2.31) er der opstillet en ligning for g, som beskriver
e@ndringen af rotating stall 1 kompressoren. Der er begraensninger pa, hvilke
veerdier y kan antage. Dette skyldes méden, hvorpé rotating stall er indfgrt
1 modellen. Séledes vil y < 0 vare uden mening, da dette betyder, at der
er en stgrre luftstrgm igennem stallcellen end gennem resten af kompresso-
ren. I (2.32) er der opstillet en ligning for 3, som beskriver trykandringen i
kompressoren

For hele ligningssystemet geelder det, at seetningen for eksistens og entydighed
garanterer, at der for et givent begyndelsespunkt vil vaere netop en trajektorie
(se appendiks C). :

2.3 Antagelser i modellen

For at udlede denne model er der lavet flere antagelser. Det er blandt andet
antaget, at massestrommen i kompressoren er stabil, nar der ikke er surge
og rotating stall i den. Normalt vil der kun veare tilnzrmelsesvis stationere
tilstande 1 kompressoren, og der vil altid veere sma variationer i den meengde
af luft, der transporteres igennem kompressoren. Almindeligvis findes der
dog mekanismer tilknyttet kompressorsystemet, som regulerer rotorbladenes
omdrejningshastighed saledes, at massestrgmmen bliver naesten stabil. An-
tagelsen er derfor grov, men de faktiske resultater afviger ikke vaesentligt fra
virkeligheden.

Det er desuden antaget, at luftstrgmmen kan beskrives ved en middelveerdi og
en negativ svingning, nar der er rotating stall i kompressoren (ligning 2.13).
Dette er endnu en grov antagelse. Det ville veere mere rigtigt at beskrive
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luftstrgmmen ved at sige, at den nogle steder er hgj, og andre steder nul
(se fig 2.3). Antagelsen er dog gjort, da det er en'del nemmere matematisk

Figur 2.3: N&r gennemstrgmningen gennem en kompressor varierer med vinklen,
sker dette ikke med en sinuid variation, men snarere ved at gennemstrgmningen
er nul for nogle vinkler og normal for andre.

at beskrive systemet ved en sinuid funktion. At der kun er taget eet led
med i fourierraekken skyldes, at der derved kommer en klar betydning af
parameteren a (svarer til mangden af rotating stall). Ifslge Morten Bregns
giver det ikke veesentligt bedre resultater at medtage flere af reekkens led.

Karakteristikken er desuden antaget at gezelde for hver enkelt vinkel i kom-
pressoren. Dette er en udvidelse i forhold til den oprindelige karakteristik,
der blev bestemt for hele kompressoren.

Det er antaget, at karakteristikken C kan beskrives ved et trediegradspely-
nomium, hvor den fgrste afledede i1 nul er nul (ligning 2.18 og 2.19). Kon-
stantledene i ligningen er fundet ved eksperimenter. Antagelsen ma siges at
vaere rimelig, nar der ses pa et lille omrade. Hvis der ses pa et stort omrade,
er det svaert at approksimere ligningen, da den virkelige luftstrgm ikke er
mulig at beskrive s& simpelt.

2.4 Status af modellen

Som det fremgar af afsnit 2.2.2, hvor Brgns’ model opstilles, er modellen
grundleeggende bygget pd teori om kompressoren som et fysisk feenomen.
Den grundleeggende model er derfor teoribaseret. Kompressorkarakteristik-
ken modelleres dog ved, at empiriske data fittes til et polynomium. Argu-
mentationen for at polynomiet skal se ud, som det ggr, bygger udelukkende
pa empiri, sdledes at denne del af modellen altsé er ad-hoc. Méaden hvorpé ro-
tating stall indfpres er heller ikke teoribaseret. Denne udbygning af modellen
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foretages ikke ud fra strgmningsteori, men udelukkende ud fra en konstate-
ring af, at luftstrgmmen gennem en stall celle er steerkt nedsat. Brgns’ model
er derfor en teoribaseret model med enkelte ad-hoc elementer, hvorfor man
kan eftervise modellens generelle traek ved empiriske forsgg.

Alle de fysiske relationer, som er benyttet til at opstille modellen, bygger hver
iszer pa antagelser om systemet (se afsnit 2.3). Mange antagelser er lavet med
det ene formél at forsimple modellen mest muligt. Dette betyder, at modellen
ikke er god til at beskrive en bestemt kompressors effekt. I stedet er modellen
god til at beskrive generelle trek ved et kompressorsystem; i dette tilfzelde de
to instabiliteter surge og rotating stall. Brgns model er en udvidelse i forhold
til Greitzers, den er derfor mere detaljeret end Greitzers. Denne detaljering
er lavet for, at modellen skal kunne indfange et feenomen, som den meget
simple model ikke beskriver. Detaljeringen medfgrer, at modellen afgraenses
til kun at beskrive aksialkompressorer og ikke som den simple model beskrive
kompressorer generelt. Brgns’ model er derfor en simpel model, som giver
fa, men kvalitative oplysninger om et aksialt kompressorsystem.

2.5 Opsamling

For at beskrive fzenomenet surge opstillede Geitzer i 1976 en model, som
udelukkende bygger pa fysikken i systemet. Ud fra denne model gjorde han
det muligt at beskrive surge, og se hvorfor det opstar.

I et almindeligt kompressorsystem er volumenet af plenum meget stgrre end
volumenet af hhv. kompressor og spjzld. Greitzer antager derfor uden stgrre
tab af information, at kompressorsystemet kan opfattes som to rer (kom-
pressoren og spjeeldet), som har meget mindre tveersnitsareal end den kasse
(plenum), som sidder i midten. Dette ggr, at energibetragtningerne i syste-
met bliver meget enkle. I rérene kan det nu antages, at der kun er kinetisk
energi (luftens hastighed er her meget stor i forhold til volumenet), mens der
kun er potentiel energi i plenum (her er hastigheden meget lille i forhold til
volumenet).

I Greitzers model antages det ogsd, at systemet er adiabatisk. Dette kan
gores, da energitabet til omgivelserne er meget mindre end den energistrgm,
der gennemlgber systemet. Da modellen er lavet til at beskrive luft i en kom-
pressor, kan tilstandsligningen antages at geelde. For at forsimple modellen
yderligere antages det ogsd, at kompressorkarakteristikken C beskriver alle
de tryktab, der er til omgivelserne, saledes, at det samlede tryk kan beskrives
ved Ap og C. Dette er de veesentligeste af Greitzers fysiske antagelser, som
alle er med til at forsimple modellen.
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Morten Brgns udvidede i 1988 modellen til ogsd at beskrive rotating stall. For
at fa instabiliteten med indfgrte han en afhengighed af vinklen 8. Rotating
stall er en “prop”, som medfgrer en senket ydeevne for kompressoren. Denne
lille udvidelse af modellen er derfor en ad-hoc del, da den kun er tilfgjet for
at indfange det specielle fenomen, rotating stall, ud fra observationer af
virkeligheden.

Begge modeller er simple modeller, da de i store traek beskriver, hvad der
sker 1 en kompressor, uden at en specifik kompressor beskrives.



Kapitel 3

Analyse af den matematiske
model |

Vi vil i dette kapitel undersgge, hvilke instabiliteter den beskrevne kompres-
sormodel kan udvise. Dette vil vi ggre ved at udfgre en lokal stabilitetsanalyse
af modellen. De dynamiske ligninger i modellen er ligningerne (2.30), (2.31)
og (2.32). :

Vi vil starte med at finde ligeveegtspunkter i systemet, og finde frem til
hvor disse er stabile, og hvor de er ustabile. Herefter vil vi undersgge, hvilke
bifurkationstyper systemet udviser, og hvor i parameterrummet de forskellige
bifurkationer finder sted.

Kapitlet er delt op 1 to dele. En opsummering af Brgns’ analyse af en to
dimensional model, som ikke medtager rotating stall, svarende til ligning
(2.30) og (2.32) med y = 0 [Brg.88] og en analyse af den tredimensionale
model, som er beskrevet i kapitel 2. Under analysen af den tredimensionale
model vil vi skelne imellem y = 0 og y > 0 (y < 0 giver som beskrevet i afsnit
2.2.2 ingen fysisk mening). Den vesentligste drsag til denne opdeling er, at
y = 0 svarer til den todimensionale model, som Brgns allerede har analyseret
(y = 0 betyder, at der ikke er rotating stall).

Da y = 0 er en invariant mangfoldighed?, vil en trajektorie, der starter i y =
0, aldrig komme over i et omrade, hvor y # 0. I et virkeligt kompressorsystem
vil det dog ikke veere muligt at eftervise dette. Systemet vil helt sikkert blive
udsat for sma rystelser eller forstyrrelser af luftstremmen, der betyder, at det
skubbes ud af y = 0 tilstanden.

1En invariant mangfoldighed er (fortalt i ord) en flade, hvorom det geelder, at lgsninger,
der startes pa fladen, vil forblive pé fladen. I dette tilfeelde skyldes det, at y = 0 for y = 0,
hvilket betyder, at zndringen 1 y-retningen er 0.

33
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Analysen er s& vidt mulig generel, men der hvor det ikke har veeret muligt,
benyttes den kompressorkarakteristik, som Brgns har brugt i sin beskrivelse
af modellen:

[(z) = 70 + 122° + 132° = 0.85 + 36.62% — 1272 (3.1)

Denne karakteristik geelder for en specifik kompressor, hvor B = 0.98 (kon-
stant rotationshastighed). Da D er en parameter, der angiver hvor stor
indflydelse rotating stall har p4 kompressorkarakteristikken, er denne sveer
at bestemme stgrrelsen af. Derfor vil vi undersgge systemet for forskellige
D-vaerdier. Som den primare bifurkationsparameter har vi valgt S, dette
skyldes at denne parameter er direkte knyttet til spjzldet og dermed til hvor
meget luft, der lukkes ud af plenum. Det er altsd en parameter, som det er
muligt at regulere pa i et fly.

3.1 Ligevaegtspunkter

Det fgrste led 1 analysen er at finde systemets ligevaegtspunkter. Ligeveegts-
punkterne er de punkter (z*,y,2%), for hvilke (z,y,z) = (0,0,0).

Derfor bliver ligevaegtspunkterne de punkter, hvor fglgende tre betingelser er
opfyldt. Fra ligning (2.30):

z*=T(z") + l%l’"(:r"‘)y"2 — %Dy* (3.2)

fra ligning (2.31) fas fglgende to tilfzelde:

Yt o= J—SM fory >0 (3.3)
F/"(x*)
eller
y. =0 (3.4)
og fra ligning (2.32)
ot = M(z") = -ZS- (3.5)

Der kan altsd veere ligeveegtspunkter for y = 0 og for y > 0. Indseettes
ligningerne (3.3) og (3.4) i ligning (3.2), fas to udtryk for z*, der gelder for
hhv. y > 0og y = 0.



3.1 Ligevaegtspunkter ‘ 35

{ ¢(z*) y>0
2" = (3.6)
[(z*) y=0

hvor

D+T'(z) 2,| D+TD(z)
]_"Ill(x) ﬂ.D 8 P"'(SL‘) (37)

8(z) = T(a) - 20" ()

For y > 0 gelder, som det ses, at D er den eneste parameter, som zndrer
pd ¢(z), da I'(z) som nzvnt er en fastlagt funktion for en given kompressor.
For y = 0 geelder, som det ses af ligning (3.6), at z* = I'(z*).

Ligning ‘(3.5) omskrives til en funktion af z:
Ns(z) = M7'(2) = Sz? (3.8) -

Her er S den eneste parameter, som det er muligt at variere pa.

Disse ligninger vil vi nu afbilde grafisk, for at f4 et indtryk af hvor i systemet
ligeveegtspunkterne er.

Afbildning af ligevaegtspunkter for y =0

Ligevagtspunkter vil forekomme, hvor I'(z) ='Ns(z). Ved at indtegne gra-
ferne I'(z) og Ns(z) i et 2—z—koordinatsystem kan det umiddelbart ses, hvor
ligevaegtspunkterne er (se figur 3.1). Ligevaegtspunktet, som fremkommer
ved denne skeering, kalder vi fremover for Fp.

. Som det ses pa figur 3.1, er Ns(z) kun indtegnet for z > 0, da der ikke
eksisterer ligevaegtspunkter for z < 0 ifplge ligning (3.5). Det giver ikke
nogen mening at lede efter ligeveegtspunkter for z < 0, da z < 0 betyder at
der er et lavere tryk i plenum end udenfor. En sidan tilstand vil medfgre,
at luften strgmmer ind i plenum, da bade trykforskellen og kompressoren vil
tvinge luftstrgmmen til dette.

For y = 0 er der altid kun eet punkt, hvor de to grafer mgdes. Dette punkt er
netop systemets eneste ligevaegtspunkt, idet det er det eneste sted hvor bade

z =0 og z = 0. Punktet er en funktion af S, idet S bestemmer heldningen
af‘ Ns(.’r)




36 - Analyse af den matematiske model

0 005 01 015 02 025 03
X

Figur 3.1: z-z-koordinatsystem som det ser ud for y = 0. De indtegnede
funktioner er I'(z):— og Ns(z):---. Ligevaegtspunktet, Py, er der, hvor I'(x)
skaerer Ng(z).

-

Figur 3.2: z—z—koordinatsystem som det ser ud, ndr y > 0. De indtegnede
funktioner er ¢(z):---, I'(z):— og Ns(z):- - -. Ligevaegtspunkterne er dels de
punkter hvor N (z) = ¢(z) og dels de punkter hvor N,(z) = I(z).
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Afbildning af ligevaegtspunkter for y > 0

For y > 0 indtegnes alle tre grafer ¢(z), T'(z) og Ns(z) i et z-z-
koordinatsystem (se figur 3.2). Et ligeveegtspunkt for systemet vil her enten
svare til skeeringen mellem Ng(z) og ¢(z) eller mellem Ng(z) og I'(z). Som
det ses pa figuren (3.2), gelder det som for y = 0, at ligeveegtspunkter lig-
ger 1 omradet, hvor 2 > 0 og z > 0. Ligeveaegtspunktet hvor Ny(z) =T er
det samme som for y = 0, og kaldes derfor P,. Ligevaegtspunkterne hvor
N;(z) = ¢(z) kalder vi hhv. P; og P,, hvor P, er punktet med den laveste
z—veerdi. '

Om ¢(z) geelder det, at den kun er defineret for y > 0 dvs. nar:

_D+TI'(x)

I‘Ill(m) > 0

Da I'"(z) = 6+; altid er negativ (y3 er en negativ konstant), vil uligheden
reduceres til

D+T'(z)>0

Dette er en andengradsulighed, hvor lgsningen er de z, der ligger i intervallet
|Zmin; Tmaz|- Tmin OF Tmaez er nulpunkterne for ligningen:

D+T'(z) = 0&
D+373x2-|~272x = 0=

373
=72 + /75 — 37D
Tmin = 3 (310)
, RE

Det gelder derfor, da z:, som det ses af ligning (3.10) med v3 < 0 og v2 > 0
er negativ, at ligeveegtspunkterne skal findes 1 intervallet 0 < 2 < 242,y 2 0
og 0 <z < T (zmaz)-

Ligevaegtspunkterne for dette system er bade de punkter, hvor Ng(z) = ¢(z),
og de punkter, hvor Ng(z) = I'(z), idet det i disse punkter geelder, at z = 0,
y =0o0g z = 0. Det er til gengeeld ikke si let at se, om der er eet, to eller tre
ligevaegtspunkter, idet det afhznger af S og D. Alle de tre tilfzelde er mulige
(se figur 3.3). Da vi fremover kun vil beskeeftige os med ligeveegtspunkter,
vil vii det fglgende benytte notationen z istedet for z* osv...
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Figur 3.3: Alt efter vaerdierne af S og D er det muligt, at der er eet, to eller
tre ligevaegtspunkter. I'(z):—, ¢(z):- - -, Ng(z):- - -.

3.2 Ligevaegtspunkternes stabilitet

For i naste afsnit at kunne finde frem til de mulige bifurkationspunkter er
det vaesentligt at kende ligeveegtspunkternes stabilitetsforhold. Der teenkes
nu pé stabilitet i matematisk forstand?.

Idet vi betrager ®;(z;) som trajektorien, der til tiden ¢ = ¢, gir igennem
begyndelsespunktet z;, vil definitionen pa asymptotisk stabilitet for et lige-
veegtspunkt veere:

e 1z, kaldes asymptotisk stabilt hvis fglgende er opfyldt: Der eksisterer
en omegn U om ligeveegtspunktet zo si der for alle Uy C U gelder
fglgende: For alle 7, € U geelder, at der for enhver U findes et T for
hvilket t > T sa ®,(z,) € Us.

Hvis alle egenveerdier for jacobimatricen D f(z¢) har negative realdele, da er
ligeveegtspunktet zo asymptotisk stabilt.

Definitionen pé et asymptotisk ustabilt ligeveegtspunkt kan ligeledes opskri-
ves:

o Et ligeveegtspunkt z, kaldes asymptotisk ustabilt, hvis der for enhver
omegn U eksisterer en trajektorie ®,(z1) med z; € U, séledes at der
for ethvert T eksisterer et t > T sa ®,(z1) ¢ U.

2Vi har i hele den fysiske beskrivelse af kompressorsystemet benyttet ordene stabilt og
ustabilt system. Dette har udelukkende hentydet til fysikken i systemet. Nu da vi vil
beskrive systemet matematisk, er det en anden slags stabilitet. Et fysisk stabilt system
er ikke ngdvendigvis matematisk stabilt - f.eks er et system med rotating stall et fysisk
ustabilt system, mens det forekommer i et matematisk stabilt ligeveegtspunkt.
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Man kan vise, at hvis jacobimatricen D f(zo) har mindst en egenveerdi med
positiv realdel, da er zy asymptotisk ustabilt.

For ligeveegtspunkter, som har en eller flere egenveerdier med realdel lig med
nul, kreeves der en ngjere undersggelse for at bestemme, om punktet er
asymptotisk stabilt eller ustabilt. Dette vil vi ikke komme ind pa i neer-
veerende projekt. Vi vil gennem resten af projektet kalde et asymptotisk
stabilt punkt for stabilt (tilsvarende for asymptotisk ustabile punkter). I lit-
teraturen benyttes ofte et svagere krav til stabilitet, som vi ikke vil benytte
1 dette projekt.

For at undersgge om et system er stabilt, opstilles fgrst systemets jacobi-
matrix. Ved at analysere lineariseringen omkring ligevaegtspunkterne er det
herefter muligt at finde disses stabilitetsforhold (se appendiks A).

3.2.1 Stabilitet af ligevaegtspunkterne i to dimensioner

Jacobimatricen for ligevaegtspunkterne har fglgende udseende:

Et todimensionalt system er stabilt, hvis alle egenveerdier er negative. For
at sikre at dette gelder, er der to betingelser, der skal veere opfyldt for
jacobimatricen (se appendiks A)

e Et punkt i et todimensionalt system er stabilt, hvis det for jacobima-
tricen i punktet geelder, at

1 TrA<O -
2 DetA>0

I ligeveegtspunkter kan vi eliminere z i udtrykkene for TrA og detA. Fra
ligning (3.5) fas:

M'(2) . (3.12)

fra ligning (3.2) fés:
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Af (3.12) og z = Sa? fas:

M(z) = = .
()= 3522 = 31w (3.13)
For determinanten gelder:
e —F'(.’I:):L' s e
DetA = =T'(z2)M' 1= 1 14)
ot = ~T@M () +1= 5p 41 (314)
Determinaten vil endre fortegn, nér:
DetA = 0&
M(z)z PR
or(z)
—2790 + 73553 = 0&
T = Zl 0
Y3
(3.15)

da v >0o0g v < 0.

Da vi fgr har argumenteret for, at ligeveegtspunkter kun eksisterer for z > 0,
vil det A veere positiv for alle ligeveegtspunkter.

For sporet gelder:

TrA = BI'(z) - M;z) =T'(2)B - 57 (Z B (3.16)
Heraf ses det let, at: '
Mz)<0=>TrA<0 (3.17)
For I'(z) > 0 vil T'rA endre fortegn i punktet, for hvilket der gaelder:
zTrA = 0&
I'(z) - TE - 0 &
B? = m (3.18)

Da z ikke kan isoleres i sporet (3.18), har vi indtegnet denne betingelse i et S-
B-diagram (se figur 3.4). For talsat (S, B) under grafen er sporet positivt, og
derfor er det todimensionale system stabilt netop for disse parameterveerdier.
P& trods af at karakteristikken er afheengig af B, giver dette mening, da
karakteristikken altid vil have sammen form.
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Figur 3.4: S—B-diagram, TrA > 0 under kurven.

3.2.2 Stabilitet af ligevaegtspunkterne i tre dimensio-
ner |

Jacobimatricen i det tredimensionale system har fglgende udseende:

B(M(z)+T"(x)y")  B(M(z)y—-2D)  -B

B(I"(z) + II"(2)y? + D)

J= Byl’ (33) + 4lBIw/(x)yz 0 (3'19)
B 0 B

Som det ses i appendiks A, er der for et tredimensionalt system tre betingelser
for jacobimatricen, der skal vere opfyldt, for at sikre at der ikke er nogen
positive egenveerdier (systemet er stabilt):

e Et punkt i et tredimensionalt system er stabilt, hvis det for jacobima-
tricen'i punktet galder, at
1 TrJ<O
2 DetJ <0
3 TrJ-0J—DetJ>0

hvor O er summen af de diagonale 2 x 2 underdeterminanter (se appendiks
A ligning (A.10)).

De tre betingelser undersgges i 2 tilfaelde; i ligevaegtspunkterne Py svarende
til y = 0 og i ligeveegtspunkterne P, og P, svarende til y > 0.
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For ligevaegtspunkter Py geelder:

DetJ = —B(I'(z)+ D)(I'(z)M'(z) +1) (3.20)
TrJ = B(2I'(z)+D)— @ (3.21)

0J = (["(z)+ D)(BI'(z) - M'(2)) - M'(2)I"(z) +1 (3.22)
For P, og P, geelder:

DetJ = 1By (M (@I () + ;T (@)

“I(z) + M ()" (2)(T"(z) — —%D)) (3.23)
TrJ = B (F'(w) + -;—1""'(:1c)y2 - M—LB(—Q) (3.24)
0J = BTy (F"'(x)(f"(m) + L) - T(a)

8D y? 1
2 14 - _ ! v ! .
(2I'(z) wy)) M'(z) (2 + () + M’(z)) (3.25)
Vi har lavet et program, der ved bisektion finder ligevaegtspunkterne som
funktion af S og D, og samtidig undersgger hvilke af stabilitetsbetingelserne,
der er opfyldt. I figur 3.5 har vi indtegnet ligeveegtspunkternes stabilitet i et
S-z-diagram for D = 2.

3.3 Bifurkationspunkter

Bifurkationer kan ske lokalt i et ligevaegtspunkt eller globalt. I analysen af
hhv. det todimensionale og det tredimensionale system har det vist sig, at
der bade forekommer lokale og globale bifurkationer. For narmere beskrivelse
henvises til appendiks B.

Definition pa en bifurkation:

e Betragt vektorfeltet f,(z), hvor z € R* og p € R™ betegner en parame-
terveerdi. Parameterveerdien u = po kaldes en bifurkationsveerdi, hvis
fu ikke er strukturelt stabilt. Den kvalitative endring, der finder sted
i trajektoriernes struktur for u = po, kaldes en bifurkation.
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Figur 3.5: S-z-diagram for D = 2. Stabilt ligevaegtspunkt: —, ustabilt
ligevaegtspunkt: - - -

Strukturel stabilitet er defineret i appendiks B.

Vi vil starte med at referere Brgns’ resultater for det todimensionale sy-
stem og derefter komme med vores egne observationer i det tredimensionale
system. N

3.3.1 Bifurkationer i Brgns’ todimensionale system

Denne model har vi ikke selv analyseret, men Brgns nér frem til fglgende
resultater. I det todimensionale system forekommer der kun een slags bifur-
kation, en hopf-bifurkation. Da hopf-bifurkationen er en lokal bifurkation,
sker den omkring et ligevaegtspunkt (se appendiks B). En hopf-bifurkation

finder sted i et punkt, hvor realdelen af de komplekse egenveerdier skifter
fortegn. Dette betyder, at man kan finde punktet ud fra stabilitetsanalysen
1 afsnit 3.2.1, som det sted hvor T'rA = 0, det vil sige:

B=——

20 () (z)

Brgns opstiller normalformen for ligeveegtspunktet og viser derved, at hopf-
bifurkationen er superkritisk. Hvis S ¢ges yderligere udvikler den stabile
grensecykel sig til en canard [Brg.88]. Dette har vi ikke haft tid til at be-
skeeftige os yderligere med, og den interesserede laeser henvises til [Die.84].
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3.3.2 Bifurkationer 1 modellen

Differentialligningssystemets struktur er forskellig, alt efter hvilke vaerdier
bifurkationsparametrene D og S antager. Da S, som fgr beskrevet, er den
parameter, som det er muligt at variere pd 1 kompressoren, har vi benyttet
denne som den primeere bifurkationsparameter. Hermed menes, at S varieres
kontinuert for fastholdte veerdier af D. o

I bifurka.tionspdf}a,meteren D’s definitionsomrade kan der opsta tre gldbalt

forskellige scenarier®. For at illustrere dette, har vi valgt tre forskellige D-
veerdier: D=2, D =120g D =0.5.

For at kunne skelne imellem de forskellige strukturer har vi navngivet de for-
skellige bifurkationer i forhold til S. S, er den parameterveerdi af S, hvor der
finder en saddelpunkts-bifurkation sted, S en hopf-bifurkation, S; en trans-
kritisk bifurkation og i Sk sker der en hopf-bifurkation for ligeveegtspunktet
Fy. Vi har navngivet endnu en S-verdi, S», som er den stgrste veerdi, vi har
undersggt det givne scenarie for.

Et stykke efter Sy opstar der en canard, som svarer til den, der forekommer
1 Brgns’ todimensionale system (se afsnit 3.3.1). Desuden forekommer der
endnu en transkritisk bifurkation. Begge disse har vi undladt at beskeeftige
os med. Canarden, fordi vi ikke har haft tid til at undersgge den, og den
transkritiske bifurkation, fordi vi mener at den er irrelevant for modellen*.

Valget af D-veerdier er foretaget ud fra et gnske om at beskrive de forskellige
typer af bifurkations diagrammer, der kan forekomme. Vi har valgt ikke at
medtage diagrammer, der kan betragtes som specialtilfelde. Arsagen til at
D = 0 er fravalgt, er séledes, at denne D-verdi fgrer til, at saddelpunkts-
bifurkationen og den transkritiske bifurkation finder sted i samme punkt.
Vi har sdledes ikke undersggt nogle af de D-veaerdier, der fgrer til, at to af
bifurkationerne forekommer i samme S—veerdi.

P& figurer af trajektorier har vi indtegnet ligeveegtspunkterne med forskel-
lige symboler alt efter deres stabilitetstype. Pa figur 3.6 ses de forskellige
symboler.

Bifurkationer for D =2

Pa figur 3.7 ses S-z—bifurkationsdiagrammet for D = 2, som giver et overblik
over, ved hvilke S—parameterveerdier de forskellige bifurkationer finder sted.

3Reelt findes der mere end tre scenarier, da der ogsa er flere gransetilfaelde.
‘da den forekommer for S—verdier, der er s& store, at systemet lenge inden er brudt
sammen.
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@) () (©)

Figur 3.6: (a) Stabilt ligevagtspunkt, (b) Ustabilt ligevaegtspunkt, (c) Ustabil-
tligevaegtspunkt med et sat af komplekse egenvaerdier.

I intervallet ]0; S| findes der kun eet ligeveegtspunkt, Py. Det er et stabilt
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Figur 3.7: S-z-bifurkationsdiagram for D = 2. Stabilt:—, ustabilt:- - -.

ligeveegtspunkt, da der er tre reelle negative egenveerdier. Alle trajektorier

for en S-veerdi i dette interval vil tiltraekkes af dette ene ligeveegtspunkt (se
figur 3.8).

I en kompressor vil dette svare til, at ligeveegten hurtigt vil blive genoprettet,
hvis systemet et kort gjeblik skubbes ud af denne (her tales om den fysiske
ligeveegt, hvor der hverken er surge eller rotating stall).

For en veerdi S, sker der en saddelpunkts-bifurkation (se appen-
diks B afsnit B.1.1). Der opstar et ustabilt ligeveegtspunkt, som straks deler
sig 1 to grene (ligevaegtspunkterne P, og P), der begge er ustabile. For en
saddelpunkts-bifurkation galder det, at mindst een af egenveaerdierne er nul
i bifurkationspunktet. Det er derfor ikke muligt at udtale sig om punktets
stabilitet uden at lave en analyse af punktet. Dette vil vi ikke ggre, da der
er tale om et graensetilfzelde. Punktet mé vaere ustabilt, da begge grenene er
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Figur 3.8: z—z-projektion af en trajektorie for D = 2 i intervallet ]0; S,[

ustabile, og trajektorierne opfgrer sig pd samme made som i intervallet ]0; S,[.

I intervallet ]Sq;Sy[ er der tre ligevaegtspunkter; eet stabilt i P, og to
ustabile opstdet ved saddelpunkts-bifurkationen (se figur 3.7).

Det ligevaegtspunkt, P;, som bevager sig imod Fp, er kun ustabilt 1 een
retning (z-retningen), hvilket kan ses ud fra egenveerdierne og de tilhgrende
egenvektorer (der er to negative og een positiv egenvardi som alle er reelle).
Det andet ligeveegtspunkt, Pz, er ustabilt i to retninger (2— og y-retningerne)
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Figur 3.9: z—z-projektion af en trajektorie for D = 2 i intervallet ].S,; S|
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og stabilt i den sidste, da der er to reelle positive egenveerdier og en negativ.
I intervallet ].Ss; Sil er der kun eet stabilt ligeveegtspunkt, Fy. Da bade P
og P, er ustabile, vil alle trajektorierne beveaege sig mod ligevaegtspunktet Py
(se figur 3.9). Alt efter startpunktet er det muligt, at trajektorierne fgrst
bevaeger sig imod et af de ustabile punkter i en af dets stabile retninger. En
trajektorie vil dog aldrig komme helt hen i det ustabile ligevaegtspunkt, da
det frastgdes i en ustabil retning, og til sidst tiltrackkes af det stabile punkt
.

I en kompressor vil dette betyde, at systemet af sig selv sgger hen mod den
fysiske ligevaegt, og der er séledes ingen instabiliteter.

* For en veerdi, S;, optreder en hopf-bifurkation (se appendiks B af-
snit B.1.3) pa den nederste gren i ligeveegtspunktet, P,. Dette ses da den
tredie stabilitetsbetingelse (se appendiks A), der ikke er opfyldt mellem S,
og Sh, opfyldes her. I punktet S, er der to rent imaginere egenvaerdier og
en negativ reel egenvaerdi.

For § = S, vil trajektorierne teet pa ligevaegtspunktet, P,, beveege sig rundt
i ellipser omkring dette (se figur 3.10). Trajektorier, som starter leengere
veek, tiltreekkes af det stabile ligeveegtspunkt Fp.
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0.49472

0.4947

0.49468

0-49466 L 1 b 1 ]
0.1542 0.15422 0.15424 0.15426 0.15428
X

Figur 3.10: z-z-projektion af en trajektorie for D = 2 og S = Sj, dvs. for
den parametervardi, hvor hopf-bifurkationen finder sted.

[ intervallet ]Sy;S¢[ er der tre ligeveegtspunkter, hvor det ene efter
hopf-bifurkationen har skiftet stabilitet. Séledes er der nu to stabile lige-
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veegtspunkter (for Py og den nederste gren P,) og eet ustabilt (den gverste
gren P;). Se figur 3.7. Den ustabile gren er kun ustabil 1 z-retningen.

Vores computersimuleringer har vist, at der lige efter Sj, er en reel og to kom-
plekse egenveerdier (alle med negativ realdel). Vi har identificeret en green-
secykel udenom ligevaegtspunktet, hvor trajektorier indenfor gransecyklen
bliver tiltrukket af punktet, mens trajektorier startet udenfor graensecyklen
bliver frastgdt. Derfor formoder vi, at bifurkationen i S, er en subkritisk
hopf-bifurkation. o -

13

12 |

11 p

08 I

07

06

0.5

Figur 3.11: z-z-projektion af to trajektorier for D = 2 og S i intervallet
]Sk; Si[, der viser at trajektorierne ser forskellige ud for forsekllige y—vaerdier.

Da greaensecyklen er ustabil i to retninger, men stabil i den tredie er det ikke
ved computersimulering muligt at blive trukket ind i en graensecykel ved at
lade tiden ga baglaens.

Teet pa S; har vi observeret, at der er tre reelle egenveerdier i lineariseringen
af Py, hvilket vi formoder, skyldes en global bifurkation i et omrade i1 dette
interval. Vi har pa grund af tidsmangel ikke undersggt feenomenet naermere.

Trajektorier, som ikke er i nzrheden af det stabile ligevaegtspunkt, Ps, 1
y-retningen, vil, som i de forrige tilfaelde, tiltraekkes af det stabile ligeveegts-
punkt Py (se figur 3.11).

Den fysiske fortolkning af dette er, at et kompressor system, der pa grund af
rystelser eller andre pavirkninger skubbes ud af ligeveegts tilstanden (ingen
rotating stall), kan komme ud i et omréde, hvorfra det ikke kan komme
tilbage, uden at der reguleres pa spjzldet (S-vardien). I et tilfzlde, hvor
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rotating stall er permanent, er det kun muligt at slippe af med dette, ved at
gge luftstrommen gennem spjaldet sd meget, at S kommer under S,.

For en verdi S; optreder en transkritisk bifurkation (se appendiks
B afsnit B.1.2) i det punkt hvor P = P;. Ligesom for saddelpunkts-
bifurkationen geelder det for en transkritisk bifurkation, at mindst een af
egenverdierne er nul. Stabiliteten af punktet kan derfor ikke findes ud
fra egenveerdierne. Da S; er en greansesituation, har vi ikke undersggt
trajektorierne narmere for denne S—vardi. '

I intervallet ]|S¢;Sk[ er der tre ligeveegtspunkter, hvoraf det ene ligger
1 et omrade, hvor y < 0. Dette punkt er derfor uinteressant for modellen.
Saledes er der i modellen kun to ligeveegtspunkter for S i dette interval. Det
ene (den nederste gren) P, er stabilt og det andet Py er ustabilt dog kun i
y-retningen (se figur 3.7). .
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Figur 3.12: z—z-projektion af en trajektorie for D = 2 i intervallet ]S;; Si[

Alle trajektorierne for S 1 dette interval vil tiltraekkes af det ene stabile
ligeveegtspunkt, P,. Hvisstartveerdien ligger meget taet pa Fo, vil trajektorien
dog fgrst beveege sig neesten helt hen 1 det ustabile punkt Py, men herefter
frastpdes i1 y-retningen (se figur 3.12).

Dette betyder, at et kompressorsystem, der befinder sig i dette omréde, vil
udvise rotating stall. Startes et fors¢g i en tilstand, hvor der neesten ingen
rotating stall er, vil systemet hurtigt ssge ind i en tilstand teet pa den stabile,
men efter at systemet har veeret her en tid, vil der opsta rotating stall.
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For en veerdi Sy optraeder en hopf-bifurkation i z-z-planen® i ligeveegt-
spunktet Py (se afsnit B.1.3). Her gelder det, at ligeveegtspunktet som for
var stabilt 1 z- og 1 z-retningerne nu bliver ustabilt i alle retninger, og der
“kastes” en greensecykel af.

Da bifurkationspunktet er ustabllt i y-retningen, vil alle trajektorlern¢ til-
traekkes af det stabile hgevaegtspunkt 1y > 0.

[ intervallet |Sy; S»[ er der to ligevaegtspunkter, hvor det ene er stabilt, P,
og det andet er ustabilt, Py (se figur 3.7). Det ustabile punkt er efter hopf-
bifurkationen i Sy ustabilt i alle retninger, og uden om det findes den stabile
graensecykel i z-z-planen.
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Figur 3.13: z—z—projektion af en trajektorie for D = 2 i intervallet ].Sy; S|

Trajektorierne tiltrakkes som for af det stabile ligeveegtspunkt, men for start-

veerdier meget tet pa Py vil de fgrst spiralere rundt om den stabile graense-
cykel (se figur 3.13).

Den fysiske fortolkning svarer stort set til den, der geelder for intervallet
15:; Sk[. Blot vil det umiddelbart se ud som om kompressorsystemet er havnet
i en tilstand med surge, hvis det startes i en tilstand naesten uden rotating
stall.

3Denne bifurkation er i gvrigt den samme som den, der finder sted i den todimensionale
model.
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Bifurkation for D = 1.2

Pé figur 3.14 ses S-z-bifurkationsdiagrammet for D = 1.2.

03 T T T T T Y T

0.28
0.26
D=1.2
0.24
022

0.2

0.18

0.16

0.14 - S_h 1

01 2 L 1 1 1 1 L L
10 15 20 25 30 35 40 45 ' 50

Figur 3.14: S-z-bifurkationsdiagram for D = 1.2. Stabilt:—, ustabilt:- - -.

Da det for flere af intervallerne er de samme strukturer, vil flere af de fglgende
forklaringer ikke veere beskrevet sa detaljeret som for D = 2.

I intervallet ]0; S| er der kun eet stabilt ligeveegtspunkt, Py (se figur 3.14),
og trajektorierne har derfor samme struktur som i det tilsvarende interval

for D = 2.

I intervallet efter saddelpunkts-bifurkationen, |Ss, S¢| er der tre ligeveegts-
punkter, to ustabile og eet stabilt (se figur 3.14). Trajektorierne har samme
struktur som i det tilsvarende interval |Ss; Sp[ for D = 2.

I intervallet efter den transkritiske bifurkation, |S¢, Sn[, er der to ustabile
ligeveegtspunkter. Ligeveegtspunktet Py er ustabilt i y-retningen, men sta-
bilt i z-z-planen. Ligeveegtspunktet P; er ustabilt i to retninger. Da der
i intervallet ikke er nogen stabile ligevaegtspunkter, vil trajektorien aldrig
slutte 1 et punkt. I dette interval opstar der en global bifurkation der
minder om en saddelforbindelses-bifurkation (se afsnit B.2.1). Ved en
saddelforbindelses-bifurkation kaster en homoklin bane en graensecykel af sig.
Den homokline bane gar igennem ligeveegtspunktet for Py = 0, som i hele
intervallet er et saddelpunkt, der er ustabilt i y-retningen. I z—2z—planen lige .
ved P, spiralerer trajektorien ind imod ligevegtspunktet, samtidig med at
den skubbes vaek i y-retningen. En typisk trajektorie for S-veerdier 1 dette
interval kan ses pa figur 3.15.
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Figur 3.15: z—z-projektion af en trajektorie for D = 1.2 i intervallet ].S;; Si[

I et kommpressorsystem svarer spiralen til, at der fgrst opstar en mild grad
af surge, samtidig med at graden af rotating stall bliver veerre og veerre. Den
homokline bane svarer til, at der pludselig er store udsving i luftindstrgm-
ningen til plenum (surge).

I intervallet efter hopf-bifurkationen, |Sy;Sk[, er der eet stabilt ligeveegts-
punkt og eet ustabilt (se figur 3.14). Trajektorierne i dette interval har
samme struktur som i intervallet |Sy; S| for D = 2.

For S i intervallet |Sy; S+[ vil der veere eet stabilt og eet ustabilt ligeveegts-
punkt (se figur 3.14). Trajektorierne i dette interval har samme struktur som
trajektorierne i det samme interval for D = 2.

Bifurkationer for D = 0.5

P& figur 3.16 ses S—z-bifurkationsdiagram for D = 0.5. Igen 1 dette afsnit
geelder det, at mange af de forskellige strukturer er beskrevet i det ovensta-
ende.

I intervallet ]0; S¢[ har differentialligningssystemet eet stabilt ligevaegtspunkt
(se figur 3.16), og systemet har derfor samme struktur som for D = 2.

I intervallet efter saddelpunkts-bifurkationen, ]Ss,S¢[ har systemet tre lige-

veegtspunkter (se figur 3.16), der har samme struktur som i intervallet ] Ss; Sa[
for D = 2.
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Figur 3.16: S-z-Bifurkationsdiagram for D = 0.5. Stabilt:—, ustabilt:- - -.

I intervallet efter den transkritiske bifurkation, |S¢, Sk[, har systemet to lige-
vaegtspunkter (se figur 3.16), og trajektorierne har samme struktur som i
intervallet ]Sy, S| for D = 1.2.

Iintervallet ]Sx; S| efter hopf-bifurkationen i z-z~planen for Sk, vil der veere
to ustabile ligevaegtspunkter. Ligesom i intervallet ]|S;; Si[ for D = 1.2 vil
der her opstd noget der minder om en saddelforbindelses-bifurkation. I dette
tilfzelde vil trajektorien dog ikke spiralere ind imod ligeveegtspunktet for smé

verdier af y, men det vil spiralere ind imod den stabile greensecykel (se figur
3.17).

Den fysiske fortolkning af denne spiralering ind mod en gransecykel er, at
graden af surge er lidt stgrre end ved situationen i intervallet fgr.

Iintervallet efter hopf-bifurkation, ]Sy, S+[, har systemet to ligeveegtspunkter
(se figur 3.16), og trajektorierne har samme struktur som i intervallet ]Sk, S»|
for D =1.2. '

Uden at vi har underspgt det nzrmere, tror vi, at greensecyklen er opstaet
ved, at den globale “saddelforbindelses-bifurkation” ramler sammen med den
ustabile graensecykel ved hopf-bifurkationen for ligeveegtspunktet Py, og at
de begge herefter forsvinder. Vores begrundelse for denne pastand er, at det
for stgrre veerdier af S ser ud som om, der ingen greensecykler er.
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Figur 3.17: z—z-projektion af en trajektorie for D = 0.5 i intervallet ] Si; Si[

3.4 Opsamling

I modellen har vi fundet fire forskellige bifurkationstyper; saddelpunkts-,
transkritisk-, hopf- og noget der minder om en saddelforbindelses-bifurkation.
De tre fgrste bifurkationer er lokale bifurkationer, og den sidste er global. Bi-
furkationerne finder sted til en bestemt veerdi af bifurkationsparametren S.
Ud fra disse forskellige bifurkationer er det muligt at forklare de to forskellige
instabiliteter.

Surge opstar, nar en hopf-bifurkation finder sted i z—z-planen (for S = S,
og S = Si). Herefter vil trajektorierne spiralerer ind imod den greaense-
cykel, der opstar ved hopf-bifurkationen, siledes at systemet svinger. At
hopf-bifurkationen finder sted i z-z—planen passer godt med, at r er den di-
mensionslgse stgrrelse af massestrgmmen igennem kompressoren og z er den
dimensionslgse stgrrelse af trykforskellen imellem plenum og omgivelserne.
Det betyder, at massestrsmmen og trykket svinger frem og tilbage, hvilket
netop er tilfzeldet, nar der optrader surge i en kompressor.

Rotating stall opstar ikke fgr den transkritiske bifurkation har fundet sted
(S = S;). Det er dog forst efter hopf-bifurkationen i Sj, at rotating stall
overhovedet kan blive stabil. Dette skyldes, at der fgr hopf-bifurkationen
ikke eksisterer nogen stabile ligeveegtspunkter for hverken P, eller P;.

Vi har fundet ud af, at der kun findes tre forskellige scenarier af z-5-
bifurkationsdiagrammer, svarende til tre forskellige veerdier af D. For sma
veerdier af D (D = 1.2 og D = 0.5) er der et interval af S, hvor der slet ikke
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er nogen stabile ligeveegtspunkter. Systemet svinger og kan kun blive stabilt,
hvis der skrues ned for S. Hvis der istedet skrues op for S, er man sikker
pa, at systemet bliver ustabilt, da Fy er ustabil. For D = 1.2 er der for hver
veerdi af S mindst eet stabilt ligeveegtspunkt. Her galder det, at systemet
for S > S, er et ustabilt system. Bifurkationsdiagrammerne er underbyg-
get med trajektorier, der viser, hvordan systemet endrer sig i de forskellige
situationer.

Analysen har vist en meget veesentlig detalje ved Brens’ tredimensionale
model, som er en forbedring i forhold til andre modeller; heriblandt Greitzers
model og Brgns’ todimensionale model. Instabiliteterne optreeder pa den
rigtige side af toppen pa kompressorkarakteristikken (hgjre side). I de forrige
modeller ville instabiliteterne opstad for hgjere verdier af S, end de ggr i
virkeligheden, hvilket betyder, at de forrige modeller giver for optimistiske
resultater.

Slutteligt kan det siges om modellen, at den indfanger de instabiliteter, som
vi fra starten gnskede at indfange. '
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Analyse af den matematiske model




Diskussion

I denne diskussion vil vi dels opsummere de deldiskussioner, der har veeret
undervejs 1 projektet, og dels uddybe de resultater, som analysen af modellen
har fgrt frem til. Desuden vil vi komme med flere eksempler p& udvidelses-
muligheder, som vi synes kunne vere interessante at indarbejde i modellen,
og en diskussion af, hvad vi har laert ved at skrive dette projekt.

Model-diskussion

Modellen er, som beskrevet 1 kapitel 2, en simpel kompressormodel. Fordelen
ved dette er, at det er muligt at udtale sig om &rsagerne til de forskellige
instabiliteter. En ulempe ved at lave si simpel en model er, at den for en
given kompressor er meget upracis. Det er dog heller ikke formalet med
den simple model at undersgge preecis, hvornar de forskellige instabiliteter
opstar. Dette kan beskrives ud fra en detaljeret model.

Som det ses er der fordele og ulemper ved bade simple og detaljerede modeller.
Til gengeeld er der ikke nogen umiddelbare fordele ved en mellemting imellem
disse, da en sddan hverken vil veere pracis eller overskuelig.

Der findes flere muligheder for udvidelser af modellen. En del af disse vil dog
fgre til en model, som hverken er simpel eller detaljeret, men midt imellem.
F.eks. ville flere led i fourierraekken ved approksimation af kompressorka-
rakteristikkens vinkelafheengighed veere en mindre udvidelse af modellen, ggr
denne mere kompliceret. Det vil saledes veere svaerere at konkludere noget
kvalitativt ud fra modellen, uden at den dog er blevet s detaljeret, at der
kan konkluderes kvantitativt.

Et andet sted modellen kunne udvides er i de fysiske antagelser om systemet.
I virkeligheden er processen f.eks. ikke adiabatisk, luften er ikke inkompressi-
bel mm. Der kunne i opstillingen af modellen opskrives mere generelle udtryk
for fysikken i systemet, hvorved differentialligningssystemet ville blive stort
og uoverskueligt. Dette ville, tror vi, ikke fgre til bedre resultater end dem,
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der findes i den simple model. Argumentet for dette er, at alle disse ener-
gitab, varmetab osv. som ville blive medregnet i denne nye model, i den
simple model er indeholdt 1 kompressorkarakteristikken som en ad-hoc del.
Desuden ville modellen ikke leengere veere simpel, hvis alle disse relativt grove
antagelser ikke var lavet, og idéen med modellen ville dermed ga tabt! -

Der findes ogsé eksempler pa udvidelser (og @ndringer), der ville veere in-
_teressante at lave, selvomm modellen hermed bliver mindre simpel. Disse er
diskuteret senere i afsnittet om udvidelsesmuligheder af modellen.

Man kunne spgrge sig selv, om denne model er realistisk. Det mener vi,
den er, i det lys at den udviser flere af de instabiliteter, som rent faktisk
forekommer i en kompressor. Ud fra modellen er det muligt at forklare
rotating stall og surge. F.eks kan surgesvingningerne ses som gransecykler
opstaet efter hopf-bifurkationen i z—z-planen. Det kan ses, hvorfor det er
ngdvendigt at abne spjeeldet for at slippe af med rotating stall, nir dette er
opstdet. Det ses indvidere, at der for smé veerdier af parametren S (dvs. nar
spjaldet er meget abent) ikke opstar instabiliteter.

Man kan undersgge om modellen er realistisk ved at undersgge om den har
samme treek som eksperimentelle data. Dette har vi desveerre ikke haft tid
til, men efter Brgns’ udtalelser passer modellen udmarket med virkeligheden.

Som beskrevet 1 kapitel 2 er Brgns’ model en udvidelse af en kompressormo-
del, som Greitzer opstillede 1 1976. Brgns’ model er dog udvidet til ogsa at
indfange rotating stall, hvilket ma siges at veere en forbedring, da det er en
af de to veesentligste instabiliteter 1 en aksialkompressor.

Udvidelsen medfgrer endvidere, at instabiliteterne i modellen opstar pa hgjre
side af toppen af kompressorkarakteristikken. Det fysisk stabile omrade af
karakteristikken ligner sdledes de karakteristikker, der er malt for virkelige
kompressorer. I andre modeller opstar instabiliteterne p& venstre side af
toppen, hvilket ikke passer med virkeligheden.

Fra nu at have diskuteret modellen som helhed vil vi ga over til at se pa mode-
lanalysens resultater og de forskellige bifurkationsparametre, der er benyttet
1 modellen.

Modelanalysens resultater

Modelanalysen har vist, at der er tre forskellige typer lokale bifurkationer:
Saddelpunkts-bifurkation i punktet S, transkritisk bifurkation i punktet S;
og hopf-bifurkation i punktet S, og en hopf-bifurkation i z-z-planen i punk-
tet Sk.
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For forskellige veerdier af D vil reekkefslgen af bifurkationerne veere forskellige.
Dette fgrer til, at der for smé veerdier af D (D = 1.2 og D = 0.5) vil veere
S-verdier, for hvilke der ikke eksisterer stabile punkter.

Endvidere er der (mindst) en global bifurkation, denne minder meget om
en saddelforbindelses-bifurkation. Den forekommer for D-vardier, der er s3
sma, at der forekommer et S-interval uden stabile punkter.

Diskussion af bifurkationsparametrene

Der er i modellen tre bifurkationsparametre: S, D og B. Variationer i pa-
rametren S svarer til variationer i lukningsgraden af spjacldet. Parametren
D er et udtryk for, hvor stor indflydelse rotating stall har pd kompressor-
karakteristikken. Parametren B er proportional med rotorbladenes omdre;j-
ningshastighed. Disse parametre har ikke den samme status i modellen. I et
virkeligt kompressorsystem vil man kunne regulere p4 rotorbladenes omdrej-
ningshastighed og spjzeldet. I vores analyse har S veeret den mest naturlige
parameter at regulere pé, idet vi kun har haft en kompresorkarakteristik sva-
rende til B = 0,98. I Greitzers artikel fra 1976 kan der ses eksempler pa
resultater ved brug af forskellige B-veerdier [Gre.76).

Da S er den primere bifurkationsparameter, har vi undersggt denne konti-
nuert 1 det interval, der er aktuelt, ndr der er tale om en kompressor i en
jetmotor. Vi har altsa ikke undersggt modellen for meget store veerdier af S,
da en jetmotor ikke skal bruges, hvis der er stor sandsynlighed for instabili-
teter. '

Parametren D har vi derimod kun undersggt for enkelte veerdier, hvorved vi
har fundet frem til de forskellige scenarier, der kan opsta. Det ville natur-
ligvis have vaeret interessant at se pa andre veerdier af D, men det er endnu
en af de ting, vi ikke har néet. Da vi mener at have undersggt de mulige
scenarier, vil denne undersggelse dog ikke give veesentlig mere information
om systemet, end vi allerede har. Det har ikke veeret muligt for os at finde
en passende veerdi for D, fordi vi ikke har sammenlignet med eksperimentelle
data. Vi mener alligevel, at vi ud fra analysen har en idé om, hvilke veer-
dier af D (hvilke scenarier) der er mest sandsynlige. Ifglge Greitzers artikel
fra 1976 forekommer der ofte en lille smule rotating stall i en kompressor.
Dette vil aldrig ske i scenarierne hvor D = 0.5 og D = 1.2, da systemet
inden P, bliver stabilt, findes et interval ]S;; Si[, hvor der ingen stabile lige-
veegtspunkter er. Systemet vil her svinge mellem tilstande, hvor der béade
er rotating stall og surge, og kompressoren bryder sammen, inden P, bliver
konstant. P& baggrund af dette tror hverken péa, at scenariet for D = 0.5
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eller scenariet for D = 1.2 er sandsynelige. Derfor mener vi, at scenariet for
D = 2 er det mest sandsynlige, og at rotating stall derfor har indflydelse pa
kompressorkarakteristikken. Vi tror dog ikke, at D er en fast veerdi, men at
det ville veere smartest, ud fra de eksperimentelle data der findes om kom-
pressorer i ustabil drift, at fitte D til en funktion af massestremmen. Dette
vil vi diskutere i afsnittet for udvidelsesmuligheder for modellen.

Vi mener, at det er en logisk differentiering, vi har gjort imellem bifurka-
tionsparametrene. Ud fra S har vi fundet ud af, hvordan allerede opstaede
instabiliteter kan fjernes, og ud fra D har vi fundet frem til, at rotating
stall har indflydelse p& kompressorkarakteristikken. B har vi ikke kunnet
undersgge narmere, da vi kun har haft een kompressorkarakteristik.

I modellen er der ikke andre naturlige bifurkationsparametre.

Kompressormodellens relevans i forhold til jetmotorer

Overfpres vores resultater pa kompressorer i jetmotorer i fly, vil man se, at det
kan have katastrofale fglger, hvis rotating stall har en meget stor indflydelse
pa karakteristikken (D stor). Det viser sig desuden, at det ogsa kan veere et
problem, hvis rotating stall kun har lidt indflydelse pa karakteristikken (D
lille).

Gar man ud fra, at et fly har brug for stgrst effekt lige omkring det tidspunkt
hvor det skal lette eller lande, vil det veere pa disse tidspunkter, hvor der er
stgrst problemer med bade rotating stall og surge.

Vi gar ud fra, at piloten lukker spjeeldet mere og mere, indtil flyet letter.
Dette svarer til, at der skrues mere og mere op for S. Man ma altsad regne
med, at kompressoren 1 motoren befinder sig i tilstande, der fplger den stabile
tilstand 1 P,. Dette betyder, at der kan opstd problemer ved S; for D-
veerdier, der er si store, at der vil vere to stabile ligeveegtspunkter samtidigt.
En saddan situation vil betyde, at kompressoren vil hoppe ned 1 en tilstand
med rotating stall, nar S > S;. For at komme op i Fp igen vil det veere
ngdvendigt at skrue ned for S ,indtil denne bliver mindre end S;,. Det kan
vaere sd uheldigt, at S-veerdien er s3 lav, at flyet styrter ned.

Hvis rotating stall kun har en meget lille indflydelse pa karakteristikken, er
der risiko for at kompressoren i motoren kommer ud i et omrade, hvor der
slet ikke er nogen stabile tilstande (f.eks. hvis § > S;, D = 1). Dette betyder
ifglge vores numeriske analyse, at der vil opsta periodevis surge og rotating
stall, som kan blive meget voldsom, dette kan fgre til, at flyet styrter ned.
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Udvidelsesmuligheder og @ndringer af modellen

Der findes flere udvidelsesmuligheder, som ville veere interessante at foretage.
En af disse er, at parameteren D i stedet for at veere en fast vaerdi kunne veere
en funktion af z. Begrundelsen for denne @ndring er, at D i denne model
er en parameter, som hverken bygger pa teori eller eksperimenter. D er en
veerdi, der angiver, hvor stor indflydelse man tror, rotating stall har pa kom-
pressorkarakteristikken. Morten Brgns foreslog os, at approksimere denne til
en funktion ud fra eksperimentelle data, hvilket ville veere en forbedring, som
ikke ville ggre modellen sarlig meget mere kompliceret (der ville ikke komme
flere ligninger i systemet, men to af de tre der er, ville blive lidt lengere).

. En anden udvidelse, som har stor interesse indenfor kompressorteorier, er at
iseette en kontrolflade pa plenum (se figur 3.18). Denne sgrger for at regulere
trykket i plenum, s& dette ikke bliver for stort i forhold til trykket i om-
givelserne. Hermed er det muligt at undgd instabiliteten surge, som netop

Kontrol

Kontrol
- flade

Kompressor
Spjeld

. Plenum
—

Figur 3.18: Et kompressorsystem hvor der er sat en kontrolflade ps. Herved
reguleres volumenet i plenum automatisk, s§ trykforskellen aldrig bliver for stor
og der siledes opstdr instabiliteter

skyldes, at trykket i plenum er for hgjt i forhold til i omgivelserne. Kon-
trolfladen vil ikke kunne stoppe rotating stall, da denne instabilitet skyldes
indgangsvinklen af luftstrgmmen ind i kompressoren. Den har ikke noget med
plenum at ggre. Til gengeld ville kontrolfladen stoppe de surgesvingninger,
der kommer, nar der opstar rotating stall.

Morten Bregns har sammen med Peter Gross fra DTU skrevet en artikel om
en model, som indeholder en kontrolflade. Da vi ikke har haft tid til at
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undersgge denne udvidelse neermere, henviser vi den interesserede leeser til
denne artikel ([Brg.91}).

I den model, vi har analyseret, er stallcellen indfert som en vinkelafheengig
tilstand i halvdelen af kompressoren. I stedet for denne modellering kunne
det veere interessant at underspge, hvilke feenomener modellen ville udvise,
hvis den vinkel, hvori stallcellen er lokaliseret, var tidsafheengig.

Hvad vi ikke har naet

Vi startede projektfasen med at have et gnske om at kunne opskrive dif-
ferentialligningssystemets normalform. Dette ville have gjort det muligt at
bestemme praecist, hvilken hopf-bifurkations type der var tale om.

I Brgns’ model, som ikke indeholder rotating stall, kommer der for tilstreek-
keligt store veerdier af S en sdkaldt canard. Denne har vi set 1 vores compu-
tersimuleringer, men vi har ikke haft tid til at undersgge den neermere.

Det kunne have veeret interessant at sammenligne denne simple model med
andre kompressormodeller; savel simple som detaljerede.

En sidste ting, der ville have veeret interessant at né, er at sammenligne
de resultater som modellen og computersimuleringerne udviser med eksperi-
mentelle data. Herudfra ville det veere muligt at udtale sig om, hvor godt
modellen beskriver de former for instabiliteter, der forekommer i et virkeligt
kompressorsystem. Dette ville maske ogsa have gjort det muligt at bestemme
veerdien af D mere ngjagtigt.

Erfaringer

Igennem udarbejdelsen af denne projektrapport har vi faet et indblik i ar-
bejdet med matematiske modeller. Desuden har vi faet en 1dé om, hvordan
en matematisk model opbygges, hvad den kan bruges til, og hvordan den kan
analyseres. Vi har haft nogle diskussioner om, i hvilke situationer det kan
veere smart at benytte simple modeller frem for detaljerede.

Da vi valgte at analysere en tredimensional model frem en todimensional,
valgte vi samtidigt en model med mulighed for en meget stgrre grad af kom-
pleksitet. Der er stgrre sandsynlighed for, at det havde veeret muligt at
analysere en todimensional model uden sa megen brug af computere. Hvis
computersimuleringer var blevet ngdvendige, ville det eksempelvis vaere mu-
ligt at finde ustabile greensecykler ved at kgre en simulering bagleens i tid.
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Den tredimensionale model har tilgengeeld givet os mulighed for at f& erfarin-
ger med aktiv brug af computersimuleringer i modelanalysen. Vi har siledes
erfaret, at det er vigtigt at vide, hvad man leder efter, fgr benytter et compu-
terprogram. Som eksempel herp& kan navnes, at ds-tool benytter en Monte
Carlo metode til at finde ligeveegtspunkter®. Det er saledes ngdvendigt, at
vide, hvor mange ligevaegtspunkter der er 1 modellen, for at vurdere om de
alle er fundet.

I analysen af modellen har vi desuden beskeftiget os med differentialligninger
og bifurkationsteori. For begge disse emner gzlder det, at vi kun har set
“toppen af isbjerget”. Bl.a. startede vi pa at leese teorien om normalformer,
men vi kunne godt se, at det kunne vi ikke nd at satte os ind i pd % ar (s&
havde vi ikke naet s& meget andet). Alligevel synes vi, at vi har faet et stort
udbytte af arbejdet med differentialligningssystemer og bifurkationsteori.

SProgrammet starter i et tilfzldigt begyndelsespunkt, nar det sgger efter
ligeveegtspunkter.




Konklusion

Vi har gennem arbejdet med dette projekt forsggt at besvare to spgrgsmal.
Det ene omhandler méden, hvorpa Morten Brgns’ model indfanger instabili-
teter som surge og rotating stall. For at finde ud af dette har vi undersggt,
hvordan modellen er opbygget.

Vi har i kapitel 2 vist, hvorledes Brgns’ model er opstillet. Vi har set, at
modellen er bygget som en udvidelse af en anden model der blev opstillet af
Greitzer. Greitzers model indfanger feenomenet surge ud fra relationer, som
er kendt fra fysikken, surge indfanges altsd af en teoretisk modeldel.

Den udvidelse, som Brgns laver, bygger udelukkende pa en viden om, at der
optraeder rotating stall 1 kompressorer, og at rotating stall er et feenomen der
optreeder i et vinkelomradei selve kompressorrgret. Brgns modellerer saledes
rotating stall ved at opstille et udtryk, der nedsetter luftgennemstrgmnin-
gen for nogle vinkler. Modellen indfanger alts3 rotating stall ved en ad-hoc
udvidelse af Greitzers teoribaserede model. Modelanalysen har vist, at visse
former for surge opstar som en konsekvens af, at der er indfgrt rotating stall
i modellen. Disse former for surge indfanges alts3 af en ad-hoc udvidelse af
modellen. '

Béade Greitzers model og Brgns’ udvidelse af denne er simple modeller. Dette
betyder, at de fysiske instabiliteter, modellerne udviser, ikke kan bruges til at
udregne, hvor meget braendstof en flyver skal have med pé en flyvning. Istedet
er modellerne gode til at vurdere, hvad det er, der fgrer til instabiliteterne,
saledes at det bliver muligt at endre p& opbygningen af en kompressor, sa
instabiliteterne undgés.

Dette fgrer os automatisk frem til det andet spergsmal i problemstilling, som
gar ud pa, hvilke tilstande i Morten Brgns’ model der fgrer til de forskellige
instabiliteter.

Modelanalysen (se kapitel 3) har vist, at denne model, som ventet, kan udvise
to former for fysiske instabiliteter. Vi har undersegt, hvor disse instabiliteter
indtreeder, nar der varieres p parametren S, altsd nar der lukkes mere eller
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mindre for spjeeldet (se afsnit 3.3.2). Begge instabiliteter forekommer, nar S
bliver stor, dvs. nar spjeldet lukkes meget. Det betyder, at trykforskellen
imellem trykket i plenum og trykket i omgivelserne er blevet hgjt 1 forhold til
massestrgmmen igennem kompressoren. Det ses, at der forekommer flere
typer af bifurkationer i modellen. Vi har numerisk undersggt, hvorledes
_ trajektorierne vil se ud for S-verdier, der ligger i intervallerne mellem de
forskellige bifurkationspunkter.

Det har endvidere vist sig, at modellen opfgrer sig forskelligt, hvis der ggres
forskellige antagelser om, hvor stor indflydelse rotating stall har pa kom-
pressorkarakteristikken (alts3 for forskellige veerdier af D). Vores numeriske
analyse (afsnit 3.3.2) viser, at hvis det antages, at rotating stall har en stor
indflydelse pd kompressorkarakteristikken, vil der findes S—veerdier, for hvilke
der eksisterer to (matematisk) stabile ligeveegtspunkter samtidigt. Antages
det derimod, at rotating stall har en lille indflydelse p& kompressorkarakteri-
stikken, vil der veere et omrade, hvori der slet ikke eksisterer nogle stabile
ligeveegtspunkter. Dette stemmer ikke overens med eksperimentelle data,
hvor det har vist sig, at der ofte findes lidt rotating stall 1 en kompressor.
Rotating stall kan ikke opstd for smé vardier af D, da systemet, fgr denne
tilstand nés, allerede er brudt sammen. Scenariet for D = 2 er det, der pas-
ser bedst til virkeligheden. Her vil, nir S stiger (spjeeldet lukkes), forst veere
mulighed for rotating stall og derefter surge.
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Appendiks A

Stabilitet af ligevaegtspunkter

For at kunne undersgge differentialligningssystemet for bifurkationspunkter
er det ngdvendigt at finde ud af ligeveegtspunkternes stabilitets forhold. Det
kan vises, at et ligeveegtspunkt er stabilt, ved at vise at alle egenvaerdier af
" lineariseringen omkring ligeveegtspunktet har negativ realdel. Vi vil starte
dette appendiks med at vise, hvordan mulige trajektorier kan se ud for et
todimensionalt differentialligningssystem. Karakteren af et ligevaegtspunkt
kan bestemmes ved at benytte Routh- Hurwitz kriterierne, som er kriterier, der
ud fra systemets karakterligning angiver de ngdvendige krav for, at realdelene
af egenvardierne er negative. Efter at vi har opskrevet det generelle Routh-
Hurwitz kriterie, udregner vi de krav, der stilles til systemer i hhv. to og
tre dimensioner, for at realdelene er negative og ligeveegtspunkterne dermed
stabile.

A.1 Eksempler i1 to dimensioner

I et differentialligningssystem af formen:
x = AXx (A.1)

hvor x € R? og A er en 2 X 2 matrix, bestemmer egenveerdierne A, A,
hvordan forlgbet af trajektorien vil veere omkring ligeveegtspunktet. Til hver
egenvaerdi er knyttet en egenvektor, der er bestemmende for, hvilken retning
trajektorien vil bevaege sig. To egenveerdier med negativ realdel betyder, at
punktet er stabilt. To egenvardier med positiv realdel betyder, at punktet
er ustabilt. En negativ og en positiv egenveerdi betyder at punktet vil veere
tiltreekkende i en retning og frastedende i en anden, da en trajektorie pé et
tidspunkt vil blive frastgdt af et sédant punkt, vil det veere ustabilt [Boy.92].
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70 Stabilitet af ligevaegtspunkter

Her fglger en raekke eksempler pa, hvordan faseplottet vil se ud for forskel-
lige kombinationer af egenveerdier. Fgrst beskrives eksempler med to reelle
egenvardier herefter eksempler med to komplekse egenvardier, som vil veere
hinandens kompleks konjugerede. Vi vil ikke beskrive, hvad der sker, hvis
den algebraiske multiplicitet af egenveerdierne er mindre end to, da dette er
et specialtilfeelde, som vi ikke stgder pa i neerveerende projekt.

To reelle egenvardier

I de retninger, bestemt af den til A knyttede egenvektor, hvor A > 0, vil tra-
jektorien lgbe vak fra punktet. I de retninger, hvor A < 0, vil trajektorien
lgbe ind mod punktet. Hvis begge egenveerdier er negative vil ligeveegtspunk-
tet veere tiltreekkende i alle retninger. Hvis begge egenveerdier er positive vil
punktet veere frastedende i alle retninger. Hvis der er en negativ og en posi-
tiv egenveerdi vil punktet vaere tiltraekkende i en retning og frastgdende i en
anden (se figur A.1).

[\ /| A

\

N\

RN
NG T

a) (b) (c)

o
)

Figur A.1: | (a) er ligevaegtspunktet stabilt (A} < 0 A Xy < 0), det ses,
at alle trajektorier Igber ind mod det. | (b) er ligevaegtspunktet ustabilt (A, >
0 A Xy > 0), alle trajektorier Igber vaek fra punktet. | (c) er der en stabil og
en ustabil retning (A\; < 0 A X; > 0), det ses, at trajektorierne Igber ind mod
ligevaegtspunktet i en retning og vk fra det i den anden.

To komplekse egenvardier

I ligeveegtspunkter, hvor A’s egenveerdier er komplekse, vil Red; = Rel,.
For ReX # 0 vil trajektorien spiralere enten ind mod punktet eller veek fra
dette, alt efter om ReA < 0 eller Rel > 0. For Rel = 0 vil trajektorien
cirkulere rundt om ligevaegtspunktet (se figur A.2).
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Figur A.2: | (a) er ligevaegtspunktet stabilt Rel < 0, og trajektorien spiralerer
ind mod det. | (b) er ligevaegtspunktet neutralt ReA = 0, trajektorien cirkulerer
rundt om det. | (c) er ligevaegtspunktet ustabilt Red > 0, og trajektorien
spiralerer vaek fra det.

Stabilitets skema for to dimensioner

Man kan opstille et skema, der karakteriserer stabilitetsforholdene for alle
de forskellige kombinationer af egenveerdier, der kan optrade i to dimensio-
ner. Her er dog undtaget de tilfelde, hvor den algebraiske multiplicitet af
egenvardierne for lineariseringen omkring ligeveegtspunktet er mindre end to

(tabel A.1).
A1, Ao Type Stabilitet
reelle A
AM>A>0 N Ustabil
A1 <A<0 N Asymptotisk stabil
A2 <0< ) SP Ustabil
komplekse A
Re(A) >0 SpP Ustabil
Re(A) <0 SpP Asymptotisk stabil
Re(A) =0 Cel. SpP  Ubestemmeligt

Tabel A.1: Stabilitets- og instabilitets- egenskaber i nasten linezre systemer,
hvor N = Node, Sp = Saddelpunkt, SpP = Spiralpunkt og C = Center. [Boy.92]

I et plan i det tredimensionale rum kan de samme strukturer forekomme.
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A.2 Stabilitets undersggelse ved hj=lp af
Routh-Hurwitz kriteriet

Fortegnet af egenveerdiernes realdel i en n x n matrix kan findes ud fra Routh-
Hurwitz kriteriet. Derfor vil vi opskrive det generelle Routh-Hurwitz kriterie
og herudfra udlede de krav, der skal opfyldes, for at hhv. et todimensionalt
og et tredimensionalt differentialligningssystem er stabilt.

For at finde frem til stabiliteten af et ligningssystem benytter Routh-Hurwitz
det karakteristiske polynomium givet ved:

FA) = aoA™ + b A™ ™ + @ A2 4 5 A" ap# 0 (A.2)
Udfra dette polynomium opstilles H-matricen, som er givet ved
bo by by ... by
dg a1 dao ... Qapq n
H" = 0 bO b ... bn_g , ( ar =0 for k> 522 ) (A3)
0 a a1 ... an_o bk =0 for k> (_2_—)

H-matricen reduceres ved de almindelige raekke og sgjleoperationer til R-
matricen, som er en gvre trekantsmatrix:

bp by by b3
0 co a c .. a

Rn — 0 0 do d1 s hvor =0 = %Ebl oSV, (A4)
0 0 0 e .. do = b1 — o 1

Udfra konstanterne ag, b, co..., defineres nogle nye stgrrelser
A] = bo, Az = boCo, Ag = boCon ...... OsvV. (A5)

Herudfra kan Routh-Hurwitz generelle kriterium for stabilitet opstilles

[Gan.89]:

o Alle rgdder i det reelle polynomium (A.2) har negativ realdel, hvis og
kun hvis

apA, >0 for n ulige

apA; >0, Ay >0, 00A3>0a"'{ A, >0 for nlige

(A.6)

Nu hvor det generelle tilfeelde er opskrevet, vil vi opskrive kravene for hhv.
to og tre dimensioner.
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A.2.1 Routh-Hurwitz i to dimensioner

Et generelt todimensionalt ligningssystem, A,, kan have fglgende udseende:

a b
(1)
Det tilherende karakteristiske polynomium er:

(A;—JE) = 0 &
A% — (TrA)\ + (DetA;) = 0 (A.7)

Routh-Hurwitz konstanterne, som de er defineret i ligning (A.2) er derfor:
ag = 1 bo = _TT'AZ ay = DetAg (A8)

Nu opskrives H-matricen og R-matricen:

H2=(1’° 0) =>R2=<b° i),hvorcozal (A.9)

ag. 4y 0

Nu kan kravene fra Routh-Hurwitz-seetningen opstilles for to dimensioner:

1. aobo>0<=>bo>0<=>—TTA2>0<=>T7"A2<0

2. boeg >0 & —TrAy - DetAy > 0= DetA; > 0.

A.2.2 Routh-Hurwitz i tre dimensioner

Et generelt tredimensionalt ligningssystem, A3, kan have fglgende udseende:

(3]

Det tilhgrende karakteristiske polynomium er:

Q@ QA
& o
T )

(As— AE) =0 o
-3 + (TT‘Ag)/\2 — (DA3)/\ + DetA; =0

hvor OA; er defineret som summen af de tre diagonale underdeterminanter:

e f
h 1.

a ¢

+ .
g 1

DAs =] a b + (A.10)

d e
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Routh-Hurwitz konstanterne, som de er defineret i ligning (A.2) er derfor:
7 ag = ~1 bo = -—TT‘A3 a; = DA3 bl = DetA3 (All)
Nu opskrives H-matricen og R-matricen:

by by O = by by 0 R _ag
H?:(ao a 0) = R2=(0 ¢ 0 ),hvor ©=0 - ih

0 by b 0 0 do do = by
(A.12)

Nu kan kravene fra Routh-Hurwitz-sztningen opstilles for tre dimensioner:

1. agbo > 02 b <0 TrA3 <08 TrA;3 <0
2. boCo>04=>boal—aob1 >0<=>"’T7'A3‘DA3+D€tA3>O

3 aobocody > 0 < bocodp < 0 & (boa1 - aobl)bl <0& (—TT‘A3 -0A; +
DetA;_:,)DetA:_; <0= DetA3 <0



Appendiks B

Bifurkationsteori

Vi definerer differentialligningssystemet:
x=f,(x) , x € Ry € R . (B.1)

hvor 4 kaldes bifurkationsparametren. Venstresiden kan opfattes som et vek-
torfelt, der beskriver systemet af alle mulige lgsningskurver. Hvis vektorfeltet
eendrer udseende ved en lille perturbation af ligningssystemet, kaldes dette
en bifurkation. En perturbation kan defineres pa fglgende made:

e En perturbation af stgrrelsen € er en endring g(z) af differentiallig-
_ningssystemets hgjre side. Hvor g(z) opfylder:

gx) e C™  [lg(X)leo <&, m21
Differentialligningssystemet:
x = f(z) +9(z)

kaldes det perturberede differentialligningssystem.

For at f& en precis beskrivelse af hvad en bifurkation er, er det ngdvendigt
at indlede med nogle definitioner:

e To vektorfelter er topologisk skvivalente hvis der eksisterer en ho-
meomorfi! A : R®™ — R™, som afbilder lgsningskurver (z(t), t; <t <
t;) for x = F(x) over i lgsningskurver for y = G(y) i det samme
tidsinterval.

1En homeomorfi er en bijektiv afbildﬁing f: X — Y hvorom det gelder, at f og f~!
begge er kontinuerte.
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o F erstrukturelt stabilt hvis der findes et ¢, sdledes at alle vektorfelter
f(z) + g(z) hvor g(z) er en perturbation af sterrelsen ¢ er topologisk
&kvivalente med f.

Det er nu muligt at definere en bifurkation:

.- o For differentialligningssystemet (B.1) kaldes parameterveerdien u = pq
. en bifurkationsveerdi, hvis f,, ikke er strukturelt stabilt. Den kvali-
tative sendring, der finder sted i trajektoriernes struktur for p = po,
kaldes en bifurkation.

Der findes mange forskellige slags bifurkationer, som opstar pé& forskellige
méader. Bifurkationstypen kan bestemmes ved at opstille det enkelte systems
normalform, der er et simplificeret vektorfelt dannet ved koordinattransfor-
mationer og raekkeudviklinger. Beregningen af et systems normalform har
vi desveerre 1kke haft tid til at saette os ind i, og s&ledes har vi ikke kun-
net benytte denne metode. I stedet vil vi her beskrive de forskellige ty-
per af bifurkationer, som vi har fundet i denne kompressormodel bl.a. vha.
computersimuleringer. Dette indbefatter 4 forskellige bifurkationer: Hopf-,
saddelpunkts- og transkritisk-bifurkation, som alle er lokale bifurkationer, og
til sidst den globale saddelforbindelses-bifurkation.

I resten af dette appendiks vil vi kun behandle bifurkationer, der finder sted
som fplge af en eendring af bifurkationsparametren p.

B.1 Lokale bifurkationer

En lokal bifurkation er en bifurkation, der finder sted i omegnen om et lige-
vegtspunkt pa en sddan made, at man kan undersgge den ved at undersgge
lineariseringen omkring punktet.

Betragtes lineariseringen omkring ligevaegtspunktet fas:
z= A,z + ho.t. (B.2)

Hvor A er en n x n matrix med egenvardierne Ay, ..., Ax. For Re); # 0 vil
h.o.t.2 veere uden betydning i nzerheden af ligevaegtspunktet. For Re\; = 0
vil h.o.t. derimod vare afggrende for vektorfeltets udseende, og systemet kan
bifurkere. Detaljernei trajektoriernes forlgb kraever i tilfeelde, hvor Re); = 0,
en ngjere undersggelse, som vi ikke har sat os ind i.

higher order terms
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B.1.1 Saddelpunkts-bifurkation

En saddelpunkts-bifurkation er en bifurkation, hvor der opstér et ligeveegts-
punkt, som umiddelbart efter at veere opstaet deler sig i to grene. 1 det
endimensionale tilfelde geelder, at den ene er stabil og den anden er ustabil
(se appendiks A). I tre dimensioner opstir systemet pa samme méade som i
en dimension.

Det gzlder for saddelpunkts-bifurkationer, at sztningen for implicitte funk-
tioner bryder sammen i netop det punkt, hvor bifurkationen sker. Dette ses
da den forste afledede forsvinder (D,f,(z) = 0) i netop det punkt, hvor
bifurkationen finder sted (se afsnit C.2).

. Et eksempel pa en saddelpunkts-bifurkation i een dimension er tegnet i figur
B.1

(a) >
(b) >——o> N~
(c) >—e—€—o—>

(a) (b) (c)

Figur B.1: | (a) er der ingen ligevaegtspunkter. | (b) opst&r der et ligevaegts-
punkt, der er tiltraekkende fra hgjre og frastgdende fra venstre (ReX > 0). | (c)
er der to ligevaegtspunkter, hvoraf det ene er tiltrekkende (Rel < 0), og det
andet er frastgdende (ReX > 0).

Vi har i projektet vurderet typen af en bifurkation ud fra egenveerdierne. Der
kan dog opstilles en sztning for, hvad der skal gzlde, for at bifurkationen
er en saddelpunkts-bifurkation. Denne definition har vi ikke benyttet os af
1 projektet, da den kraever et begrebsapperat, som vi ikke er 1 besiddelse af.
Definition af en saddelpunkts-bifurkation:

o Lad ¢ = f,(a) veere et system af differentialligninger 1 R*, som afheen-
ger af parameteren p. N&r p = uo, antages det at der er en ligeveegt,
hvorom det galder, at folgende hypoteser er opfyldt:

(SP1) D.f,,(p) har en simpel egenveaerdi 0 med hgjre egenvektor v og
venstre egenvektor w. D;f,(p) har k egenveerdier med negativ
realdel og (n — k — 1) egenvardier med positiv realdel.
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(SP2) w((Z)(p. o)) # 0
(SP3) w(D; fuo(p)(v,v)) # 0

Sa vil der veere en glat kurve af ligeveegtspunkter 1 R™ x R, som skeerer
(p, o), der er tangent til hyperplanet R® x {u}. Afheengig af fortegnene
péa udtrykkene (SP2) og (SP3) findes der ikke ligeveegtspunkter i neer-
heden af (p, po), nar g < po [ > po) og to ligeveegtspunkter i nzerheden
af (p, po) for hver parameterveerdi p > po [¢ < po]. De to ligeveegts-
punkter for £ = f,(z) ner (p, po) er hyperbolske (ReX # 0 for alle X)
og har stabile mangfoldigheder med dimensionerne hhv. &k og k + 1.
Desuden er mangden af ligningssystemer (¢ = f,(z)), der tilfredsstil-
ler (SP1) - (SP3) &ben og teet i rummet af C'*-en-parameterfamilien
af vektorfelter, f,, med ligeveegtspunkt 1 (p, po) med en egenveerdi 0.
[Guc.83]

For at finde saddelpunkts-bifurkationer skal der fgrst og fremmest veere en
egenveerdi, der er nul, hvilket betyder, at determinanten for jacobimatricen
er nul. Om de punkter hvor dette gzlder er det derefter ngdvendigt at tjekke,
om egenvektorerne opfylder de givne krav (SP2) og (SP3).

Saddelpunkts-bifurkationen er en meget central bifurkation, da alle bifurka-
tioner med en egenverdi, der er nul, ved smé perturbationer kan blive til
saddelpunkts-bifurkationer [Guc.83].

B.1.2 Transkritisk bifurkation

En transkritisk bifurkation er en bifurkation, hvor to ligevaegtspunkter (det
ene stabilt og det andet ustabilt) ved variation af parametren p krydser
hinanden og samtidig skifter stabilitet (se figur B.2).

Der er i de matematiske forudsatninger ikke stor forskel p& en transkritisk
bifurkation og en saddelpunkts-bifurkation. Den eneste forskel er, at det nu
i modsaetning til for kraeves, at der er to ligeveegtspunkter pé begge sider af
bifurkationen.

Igen har vi undersggt bifurkationen ved at se pa egenverdierne, for fuld-
steendighedens skyld kan man dog opstille folgende matematiske seetning for
transkritiske bifurkationer:

e Lad z = f,(z) veaere et system af differentialligninger i R", som afheen-
ger af parameteren u. N&r u = o, antag, at der er ligevaegt, hvorom
det geelder, at fglgende hypoteser er opfyldt:
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(a) —>—e < o—> N
(b) > o—>
(c) D —e &——o—>— N2
(a) (b) (c)

Figur B.2: Den transkritiske bifurkation finder sted, hvor to ligevagtspunkter
mgdes. Det ses i (a), at det ene ligevaegtspunkt er stabilt (ReA < 0) og det
andet er ustabilt (ReX > 0). | (b) mgdes de to ligevaegtspunkter, og det falles
ligevaegtspunkt vil have en stabil og en ustabil side. | (c) har de to ligevagts-
punkter krydset hinanden og skiftet stabilitet, siledes at punkt 1 er ustabilt og
punkt 2 er stabilt

(TK1) D, f,(p) har en simpel egenveerdi 0 med hgjre egenvektor v og
venstre egenvektor w. D,f,,(p) har k egenverdier med negativ
realdel og (n — k — 1) egenveerdier med positiv realdel.

(TK2) w((5££)v)) # 0 i punktet (zo, ) for alle 4.
(TK3) w(D3 fu(p)(v,v)) # 0

(Forskellen fra saddelpunkts-bifurkationen er at (SP2) er forskellig fra
(TK2)). [Guc.83]

Ligesom for saddelpunkts bifurkationerne kan de transkritiske bifurkationer
findes ved forst at undersege, om determinanten er nul, og herefter om der
findes ligevaegtspunkter pa begge sider af bifurkationspunktet.

B.1.3 Hopf-bifurkation

En hopf-bifurkation finder sted for en parameterveerdi pug, hvor et ligeveegts-
punkt skifter stabilitet, og der samtidigt opstar en graensecykel (se figur B.3).
Der findes to forskellige hopf-bifurkationer; en superkritisk og en subkritisk.
Nar en superkritisk hopf-bifurkation finder sted, bliver et stabilt ligevaegts-
punkt ustabilt og der opstar samtidig en stabil gransecykel udenom. Det
omvendte er tilfeeldet ved en subkritisk hopf-bifurkation, hvor et ustabilt
ligevaegtspunkt bliver stabilt, og der opstar en ustabil grensecykel udenom.

[Mar.76)
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(a) (b) (¢)

Figur B.3: | (a) ses, at vektorfeltet (trajektorien) spiralerer ind mod ligevaegts-
punktet (to komplekse rgdder med ReX < 0). | (b) ses det, at trajektorierne
cirkulerer omkring ligevaegtspunktet (to rent imaginare rgdder, dvs. Re) = 0).
| (c) ses det at det stabile punkt er blevet ustabilt, og der er dannet en stabil
graensecykel omkring punktet (to komplekse rgdder ReX > 0)

For fuldsteendighedens skyld vil vi ogsa her opstille en matematisk setning,
for hvad der ngdvendigvis mé gelde, for at en hopf-bifurkation finder sted.
Vi har dog ikke selv benyttet dette kriterie, til at bestemme, om der var tale
om en hopf-bifurkation. For hopf-bifurkationer gelder:

e Lad det n-dimensionale differentialligningssystem z = f,(z), = €
R”™ , u € R have ligeveegtspunkter (zo,u0) om hvilke fslgende hy-
poteser er opfyldt:

(H1) D.f.0(zo) har et simpelt par af rent imagineare egenvardier og
ingen andre egenverdier med realdelen lig med nul.

Sa vil (H1) i kraft af szetningen for implicitte funktioner sikre, at der
findes en glat kurve af ligeveegtspunkter (z(u), ) med z(up) = =o.
Egenveerdierne A(u), A(¢) af D.f,,(z(x)), som er rent imaginere for
U = po, varierer glat med p.

Hvis der ydermere gzelder, at

(H2) £(RA(K)) lumso= 4 # 0

s& eksisterer der en unik tredimensional centermangfoldighed gennem
(zo,p0) 1 R™ X R og et glat system af koordinater (for fastholdt ), for
hvilke taylorudviklingen af tredie grad af centermangfoldigheden vha.
normalformen er givet ved
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= (du+a(z®+y?))z — (w+cp+bz*+y?))y

= (w+ep+ bz + y*))z + (dp + a(z? + y?))y

Hvis a # 0, er der en flade af periodiske lgsninger i centermangfoldighe-
den, som er kvadratisk tangent til egenrummet af A(uo), M(1o) passende
til anden orden af paraboloiden y = —(%)(2* +y®). Hvis a < 0 er disse
periodiske lgsninger stabile greensecykler, og der er tale om en super-
kritisk hopf-bifurkation, mens a > 0 er periodisk ustabile gransecykler,

og der er tale om en subkritisk hopf-bifurkation. [Guc.83]

Som fer beskrevet vil vi ikke beskeftige os med normalformer, og det er derfor
ikke for os muligt at bruge denne definition direkte. Vi vil istedet benytte, at
ved en hopf-bifurkation skifter realdelen af to af de komplekse egenveerdier
fortegn, samtidig med at ingen af de resterende egenvzerdier er lig med 0. 1
tre dimensioner betyder dette, at hverken determinanten eller sporet vil skifte
fortegn, og det er derfor den tredie betingelse i stabilitetsundersggelsen, som
bestemmer, hvornar en hopf-bifurkation finder sted. Hvilken type, er det
muligt at bestermme ud fra computersimuleringer.

B.2 Globale bifurkationer

Ud over de lokale bifurkationer findes ogsa globale bifurkationer. Om dem
glder det, at de ikke sker i omegne om ligeveegtspunkter.

Vi ved fra almindelig differentialligningsteori, at omkring et punkt som ikke
er et ligeveegtspunkt, vil lgsningsbanerne kun zendre sig lidt pa kort afstand.
Det er derfor ikke muligt at vide noget om bifurkationstypen ved at lave en
lokal undersggelse.

B.2.1 Saddelforbindelses-bifurkation

En af de simpleste globale bifurkationer der findes, er saddelforbindelses-
bifurkationen. Denne opstar f.eks. ved, at en homoklin bane gennem et
saddelpunkt “kaster en graensecykel af sig” (se figur B.4). Som det ses af
figur B.4, afgreenser de indtegnede trajektorier et omrade, hvorfra det er
umuligt at undslippe, nar g < po. Efter bifurkationen (x4 > po) opstar der
en graensecykel indeni det ovenfor beskrevne omréde, og trajektorier med
begyndelsespunkt udenfor denne graensecykel vil undslippe.

I ovenstaende beskrivelse foregér saddelforbindelses-bifurkationen i et plan
R?. I tre dimensioner vil forlgbet veere mere kompliceret, hvis saddelpunktet
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(a) (b)

.- Figur B.4: En saddelforbindelses-bifurkation. N&r u = pg kaster den homokline
~ bane en graensecykel af sig. (a): u < po, (b): p = po og (c):p > po

har en reel og to komplekse egenveerdier. Herved fas trajektorier som i eet
plan spiralerer ind imod et punkt pg, og idet det nér dette “sparkes ud” i den
tredie retning. Punktet po, som er centrum i spiralen, er ogsé saddelpunktet

Figur B.5: En homoklin bane med en spiralsaddel, hvor bifurkationen netop
sker n&r den homokline bane er der [Guc.83].

for saddelforbindelses-bifurkationen (Se figur B.5).



Appendiks C
Hj=>lpesatninger

I dette appendiks vil vi opskrive satninger, der er af afggrende betydning for
projektet.

C.1 Eksistens og entydighed

Forst defineres:
xeRF teR

Nar f(¢,x) : @ — R¥er C* pa en &ben maengde 2 C R xR* og er C?, da findes
for ethvert punkt (#9,x) C Q en og kun een maksimal lgsning ¢ : J — R* til
differentialligningen:

dx £(1

—d? - ( 7x)
for hvilken to € J og é(to) = Xo. En maksimal lésning ¢ : J — R* har
et &bent definitionsinterval J, og enhver lgsning til differentialligningen er
restriktion af en maksimal lgsning. [Jes.69]

C.2 Satningen for implicitte funktioner

Lad D C R**P veere en dben meengde, og lad f = (f1,..., f,) : D — RF veere
en C'- vektorfunktion. Hvis (2o, y0) € D er en lgsning til ligningsystemet

f(z,y) =0, (C.1)

og jacobimatricen Dyf er reguleer i punktet (zo,yo), findes der to maengder
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A={xeRM|x-xol. <o}, B={y eR?|ly - yoll2 <8}  (C2)
med A X B C D, saledes at fglgende er opfyldt:
(1) Matricen Df er reguler i ethvert punkt (x,y) € A x B. 7

(2)1 mengden A X B fa{tlaegge; lignfingssystemfet (C.1) 1. ..,yp som C'-
funktioner y; = g;(x),i=1,...,p,x € A.

(3) Funktionalmatricen for funktionerne g = (g1,...,9,), altsd

8(917"'>gp)
D, = 29 9p)
® a(xl"'ka)

er bestemt ved ligningen
Duf + (Dyf)Dg =0, x€ A

Det er her underforstaet, at de partielle afledede i Dy f og Dy er taget
i punktet (z,g(z)), og at de partielle afledede i Dy er taget i punktet
X.

(4) Hvis yderligere f € C™(D) for et n > 2, eller hvis f € C*(D), geelder
der g € C*(A), henholdsvis g € C*(A).

[Elb.91].
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