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Abstract

Dette er et szet kursusnoter, anvendt til dybdemodulkurset i Analytisk Mekanik
pa fysikoverbygningen i foraret 1995. Noterne giver en introduktion til
energibands-semiotikken og eksempler pa anvendelsen af denne modelbyg-
ningsteknik og filosofi til klassisk mekaniske problemstillinger. De traditionelle
metoder, Lagrange- og Hamilton- formalismen omtales, men far ikke sa stor
vaegt i fremstillingen som normalt. Der laegges stor vaegt pa direkte modellering
(retikulation) af systemer med de constraints, de nu engang har, og tilsvarende
mindre vaegt pa brugen af "kanoniske" impulser og koordinater. Tensorer far
en ret udferlig behandling og benyttes til diskussion af bade stive og deformer-
bare legemer.

Hovedformalet med denne tilgang til den klassiske mekanik har vaeret at
bibringe kursusdeltagerne et kreativt og pragmatisk forhold til modelbygning
i fysikken. Som led i kurset er benyttet et program til numerisk integration og
grafisk behandling af differentialligningsmodeller. Dette program, CTS, er kort
omtalt i et appendix. Desuden er benyttet en traditionel lzerebog, H. Goldstein,
Classical Mechanics, samt en opgavesamling til energibandsteknikken fra den
tidligere introduktion i IMFUFA tekst nr. 8. Den hervaerende tekst forudseetter
imidlertid ikke kendskab til de tidligere tekster af forfatteren i serien om
energibands-semiotikken (IMFUFA teksterne 8, 22 og 238).

Forsidetegning fra Ellinger: Naturen og dens kreefter. (1897).
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Kapitel 1

Energibandets semiotik

1.1. De tre tegnklasser

Et tegn er noget, der betyder noget for nogen. Tegnet er ifelge Peirce en
treleddet relation mellem 1. en tegnbaerer, der formidler mellem 2. et objekt og
3. en interpretant. Alt efter karakteren af denne formidling skelner vi mellem tre
hovedtyper af tegn:

1. Et ikon formidler en potentiel relation mellem obj ekt og interpretant, dvs. en
relation, der "ikke rigtig er der". Det kan f.x. vaere, at objektet er noget rent
spekulativt, som f.x. en engel eller en drage eller en matematisk ret linje. Vi har
en ikonisk forestilling om, hvordan disse objekter "ser ud”, men vi kender dem
kun som billeder, ikke som materielle genstande. Vi kan derfor ogsa sige, at et
ikon er "et billedagtigt tegn", men det skal forstas pa den made, at objektet
(hvis det overhovedet findes) er sat "i skyggen" af ikonet. Matematikken handler '
om ikoner. Fysikken benytter ikoner i form af diagrammer, kurver osv., der
danner grundlaget for matematificeringen.

2. Et index formidler en aktuel hentydningsrelation. Et index har imidlertid
ikke nogen generel betydning; det viser blot, at objektet findes, og det tjener til
at skelne et bestemt objekt fra andre objekter. En pegefinger er et index for det
objekt, den peger pa (index betyder pegefinger). Et fodspor i sandet er et index
for en person, der har gaet der. Et personnummer er et index for en bestemt
samfundsborger. Et portraetfotografi kan betegnes som et index for en bestemt
person, fordi vi kan gare rede for en aktuel kausal relation mellem personen,
lyset, linsen, emulsionen, fremkaldelsen, der har frembragt netop dette billede.
Et malet portreet vil veere mindre indeksikalt og mere ikonisk end fotografiet.

3. Et symbol formidler en generel betydning fra objektet til interpretanten. Dvs.
tegnrelationen er for symbolet vanemaessig, den beror pa en tilleert regel. Ord
er symboler, fordi vi kun forstar dem i kraft af at vi har laert sproget. Hvis vi ser
f.x. tegnet "O", kan vi opfatte det ikonisk ("en cirkel") eller indeksikalt ("det er
nok lavet af en laserprinter"), men symbolsk bliver det forst, nar vi ser det som
medlem af en generel klasse af tegn, "O-er", der kan findes i mange varianter
og kvaliteter, men hvor det konventionelle tilhgrsforhold til klassen er det

vigtigste.
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De tre kategorier af tegnformidling er ikke ligestillede: en hgjere kategori ma
ngdvendigvis bygge pa og indeholde de lavere. Et symbol, som er et generelt
tegn, ma nedvendigvis opbygges via noget ikonisk og noget indeksikalt. Fgrst
ma forbindelsen mellem objekt og interpretant veere potentielt til stede, dvs. der
ma foreligge et ikon, for forbindelsen kan aktualiseres, sa en specifik,
indeksikal udpegning af et objekt kan finde sted. Og en generel formidling,
symbolet, som henviser til en klasse af objekter, ma ngdvendigvis bygge pa en
indeksikal henvisning-til noget individuelt.

Betragt f.x. nedenstidende diagram af et elektrisk netveerk (fra eksamensop-
gaven i elektrodynamik, januar 95). Figuren viser ikoner for ledninger (streger),
en spaendingskilde (cirklen), en induktiv transformator med to spoler pa en
jermmkerne, en kondensator og en modstand. Symbolerne V, L,, L,, M, C og R
henviser til fysiske storrelser (talveerdi og maleenhed) for hhv. spaending,
selvinduktioner, gensidig induktion, kapacitet og modstand, men hvis de bare
var anbragt tilfaeldigt pa papiret, ville de ikke have den symbolske betydning.
Symbolerne far deres betydning ved deres nzerhed til ikonerne. Neerheden er
altsa det indeksikale element i disse symboler. Speendingssymbolet V kraever
ogsa et indeks for orientering, da det angiver en forskel i elektrisk potential
mellem spaendingskildens to poler, og her fungerer papirets op-ned dimension
som orienteringsindeks, idet det underforstas, at den gverste teminal er "plus-
polen". For de to streamsymboler I, og I, er der foruden neerheds-indekset til
ledningsikoner ogsa angivet orienterings-indekser i form af to pile. Det, som
disse pile udpeger, er et valg mellem to mulige retninger pa ledningen, og uden
denne retningsangivelse ville stremsymbolets betydning vaere uklar.

Y

I4

Figur 1 El-diagram med ikoner, indekser og symboler.
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1.2. Strom-orienteringsreglen.

Symbolet "I," pa figur 1 star for den strom, et ampéremeter ville vise, hvis det
blev indsat i ledningen, sidledes at gennemlgbsretningen fra plus-polen til
minus-polen er i pilens retning. Hvis vi vender pilen, men fastholder maleforsk-
riften, skal vi ogsa vende ampéremetret, og det vil sa vise veerdien -I,, men det
er stadig den samme fysiske situation, vi beskriver. Vi kan derfor formulere
felgende strom - orienteringsregel for elektriske ledninger:

Den samme fysiske situation kan beskrives med to forskellige valg af orientering
pa langs af ledningen. Hvis man vender orienteringen, skal man samtidigt skifte
fortegn pa det symbolske udtryk for stremmen.

I -1
N - e
/ N
S 5 )
A A
+ - + -
® ® L/ [

Figur 2 El-strem-orienteringsregel og dens begrundelse i
maleforskriften for elektrisk strgm.

Semiotikken tillader en preecisering af den normale sprogbrug vedrgrende
orienteringskonventionen. Det er strengt taget meningslgst at sige "stremmen
skifter fortegn, nar vi vender orienteringen", for da stremmen er en fysisk
storrelse, og da det er den samme fysiske situation, vi betragter med to
forskellige orienteringer, er stremmen praecis den samme. Det er praecis det
symbolske udtryk for strammen, der skifter fortegn. De to lednings-ikoner pa
figur 2, der begge er "paklaedt” med orienterings-index og strem-symbol er altsa
to forskellige tegn, der henviser til det samme objekt, men med to forskellige
symbol-beskrivelser. Semiotikken heevder, at symbolet er arbitreert, dvs. det er -
afhaengigt af valgte konventioner, som ikke har noget med objektet at ggre, men
det skal altsa forstas pa den made, at der er visse spilleregler for, hvordan den
symbolske fremtraedelsesform ma sendres, nar konventionerne aendres, og disse



side 4 Kapitel 1

spilleregler ma overholdes strengt, hws vi skal vide, hv11ket objekt syrnbolet
hentyder til.

Strem-orienteringsreglen genfindes i andre sammenhange, f.x. ved angivelse
af linezere hastigheder. Hvis vi skubber til et objekt med en stiv stang, vil
objektet maske begynde at flytte sig i den retning, det bliver skubbet, og
stangen vil forskydes og glide i sin leengderetning med samme hastighed som
objektet. Stangens hastighed er da en variabel, der er analog til stremmen i en
elektrisk ledning i den forstand, at dens maleforskrift kraever en orientering i
den ene eller den anden retning pa langs af stangen. Hvis orienteringen indi-
ceres med en pil, betyder et hastighedssymbol "v" i forbindelse med dette index
"hastigheden af stangen i retning af pilen", og hvis den samme fysiske situation
beskrives med den modsatte orientering, skal symbolet "v" zendres til "-v"

Elektriske ledninger og steenger til at skubbe med har flere ting feelles: Begge
tjener til overfarsel af energi fra et sted til et andet. I begge tilfeelde beskrives
energioverforselen ved to variable, speending og strem for ledningen, skubbe-
kraft og hastighed for stangen. Bade for stremmen i ledningen og hastigheden
af stangen geelder, at deres maleforskrift kreaever en orientering, og at et skift
af orientering kan beskrive en ugendret fysisk situation, hvis der samtidigt
skiftes fortegn pa det symbolske udtryk for hhv. strammen og hastigheden. I
den forstand kan vi havde, at stremme og hastigheder er analoge, idet vi
betragter dem som knyttet til et index (pilen), der angiver orientering pa langs
af et ikon (stregen). Stregen bliver derved et ikon for bade ledningen og stangen,
eller mere abstrakt, for en elementaer energetisk vekselvirkning, der involverer
to variable, "spaending” og "strgm", forstdet alment, si det ogsa kan betyde
"skubbekraft" og "glidehastighed", "pumpetryk" og "pumpehastighed"”, "kemisk
potential” og "reaktionshastighed", eller hvad der nu er relevant i en given
materiel sammenhang. Dette grundlaeggende ikon kaldes energibandet.

1.3. Energiband og byggeset.

Et energibiand er et ikon for en vekselvirkning med mulig energioverfarsel.
Strengt taget kender vi ikke andre former for vekselvirkning i fysikken, energien
er fysikkens "valuta", som ma udveksles mellem forskellige systemdele, hvis der
overhovedet skal ske noget, men energibandets tegnsystem kan ogsa anvendes
i andre sammenhaenge, f.x. gkonomiske, hvor valutaen er penge. Variablene
spzending og strgm for energibandet, hvis produkt giver energioverfgrslen pr.
tidsenhed, kan for det skonomiske vekselvirkningsband veere hhv. varens pris
og antal varer overfert pr. tidsenhed, saledes at deres produkt giver den
overferte pengemaengde pr. tidsenhed.
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Nar vi taler om vekselvirkning mellem to systemkomponenter A og B, skal det
opfattes helt bogstaveligt: A virker pa B, og B virker pa A. Vi kan sige, at As
virkning pa B formidles af en fysisk sterrelse rg, og Bs virkning pa A formidles
af en fysisk sterrelse r,. Disse to stgrrelser vil i den klassiske mekanik kunne
beskrives med symbolske variable, sakaldte rate variable, men i forste omgang
vil vi ikke forudseette, at de er direkte malelige, men blot opfatte dem som
indekser. Nar vi tegner energibands-ikonet som en streg, der forbinder de to
systemkomponenter A og B, kan vi angive kausaliteten af de to rate variable pa
den maéde, at vi indicerer ry (input til B, output fra A) neermest B og r, (input
til A, output fra B) neermest A. Desuden skal energibandet forsynes med en pil
til angivelse af energistremmens orientering.

I almindelighed ma vi opfatte r, og ry som indeksikale vektorer, dvs. som
vektorer, der ikke er skrevet ud i koordinater. Den symbolske angivelse af
talvaerdier for vektorkoordinater kraever jo bade et valg af koordinatsystem og
nogle maleforskrifter, men vi gnsker at kunne tale om disse stgrrelser som
noget, der eksisterer uafhangigt af disse konventioner, og derfor holder vi os
i forste omgang til at opfatte "r," og "rg" som symbolske indekser, knyttet til et
par ikoniske indekser, som er et par meerker pa energ1bands1konet hvis
placering angiver kausaliteten.

Selv om vi ikke har talkoordinater for de to indeksikale vektorer i energibandet,
vil vi alligevel regne med, at der er defineret et indre produkt eller skalarprodukt
for dem. Et skalarprodukt af to vektorer er jo, som navnet siger, en skalar, dvs.
en stgrrelse, som er uafhaengig af det valgte koordinatsystem. Energistremmen,
w, dvs. den overfgrte energi pr. tidsenhed i retning af den angivne orientering,
skal altsa defineres ved skalarproduktet af de indeksikale vektorer r, og rp.

Iy
A — B
f,
Ta T
{ \ ¢
A 7 7 J B

Figur 3 Gverst: signal-flow diagram for vekselvirkning.
Nederst: energiband med kausalitet og orientering.

For et energiband vil vi past4, at dets to variable tilhgrer to forskellige klasser,
som vi kalder stremme og spaendinger. Disse to klasser defineres ved, at de
opferer sig forskelligt ved tidsvending: strgmme skifter fortegn, speendinger gor
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ikke. Vi vil benytte to indekser, x og o, til at skelne mellem de to slags opfarsel
ved tidsvending: x-variable skifter fortegn, o-variable ggr ikke. Vi kan derfor
karakterisere strommen som en x-rate, spaendingen som en o-rate. Desuden har
vi set, at stremme og speendinger (deres symbolske udtryk) opferer sig
forskelligt ved vending af energibandets orientering: stremme skifter fortegn,
speendinger ikke. Det er pa ingen made indlysende, at fortegnsskift ved
tidsvending haenger entydigt sammen med fortegnsskift ved vending af den
rumlige orientering, og der kan da ogsa angives modeksempler. Men for de
anvendelser, vi er interesserede i i denne sammenheeng, kan vi roligt regne
med, at strgm-orienteringsreglen geelder.

Vi vil derfor ggre energibandets indicering noget simplere ved at lade orien-
teringspilen fungere som index for stremmen. Spaendingen indiceres sa med en
lige tveerstreg paA bandet. Herved far strem-orienteringsreglen en naturligt
udseende fremstilling, som vist nedenfor.

e f e f
| N — | /
{ 7 - { AN

Figur 4 Energibandets indekser og strgm-orienterings-
reglen.

De to symboler "e" og "f' har en indeks-funktion lige som stregen og pilen, idet
de hentyder til de engelske ord "effort" for spaending og "flow" for strem.

Forskellen pa stremme og speendinger, som den kommer til udtryk i strem-
orienteringsreglen, udtrykkes ofte ved at sige, at stramme er gennem-variable,
medens spaendinger er tvaer-variable. Dette er ogsid meget rimeligt, nar vi
teenker pa elektriske netvaerk, hvor maleforskriften for speendingen i hvert
enkelt punkt kan angives "globalt", f.x. "spaendingen i forhold til jord",
hvorimod stremmen kraever en lokal orientering af hver enkelt ledning. For
andre typer af energiband er beskrivelsen imidlertid knapt sa deekkende. F.x.
for den stive stang, hvor spendingen er en skubbekraft og strgmmen en
glidehastighed, gar bade speendingen og stremmen pa langs af energibandet.

Lad os teenke pa energibandsbeskrivelsen af situationen "A skubber B" for at
se, hvad strem-orienteringsreglen egentlig udtrykker i dette tilfeelde. Det er
klart, at der ligger en retningsangivelse fra A til B, nar vi siger "A skubber B",
selv om der jo ikke er sagt noget om, at B flytter sig. Det kan f.x. veere, at B
glider hen mod A, men det er alligevel A, der skubber B. Hvis vi orienterer
energibandet i retning fra A til B og kalder skubbekraften K, sa skal hastig-
heden v males i retning fra A til B, men orienteringen er ogsa knyttet til
kraften, som vi vil sige gar fra A til B, og produktet Kv angiver energioverfgrslen
fra A til B pr. sekund. Skubbekraften K kan kun vare positiv, for energi-
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overfgrslen er jo det arbejde, A udferer pa B, og det vil veere positivt, nidr B
glider veek fra A (v>0) og negativt, nar B glider i retning af A (v<0).

Hvis vi nu vender orienteringen, si den gar fra B til A, si skal kraften vaere
ueendret K, men hastigheden skal aendres til -v. Samtidigt ma vi sendre pa den
verbale beskrivelse af K; nu er det den kraft, som B skubber A med. Strem-
orienteringsreglen, som siger, at det er det samme K, nar det er den samme
situation, vi ser pa med den modsatte orientering, er altsa i dette tilfeelde
akvivalent med loven om aktion og reaktion: Nar A skubber pa B med en vis
kraft K, sa skubber B pa A med samme kraft K. Selv om kraften er en stgrrelse
med retning, nar vi taler om, at et system pavirker et andet, s er den alligevel
den samme, nar retningen skifter. Dette er en fglge af stram-orienteringsreglen,
og vi kan altsa sige, at loven om aktion og reaktion ikke er egentlig naturlov,
men en semiotisk lov. Energibandsformalismen har bl.a. til formal at indbygge
semiotiske love i det benyttede tegnsystem, lige som f.x. loven om krzefternes
parallelogram indbygges i tegnet for kraften som en vektor.

En opskrift pa, hvordan energibandet og de evrige eb-ikoner kan realiseres
materielt, siledes at det hgrer sammen med entydige maleforskrifter for eb-
variable, kaldes et byggesaet. Vi vil forelgbig kun diskutere selve energlbandet

i nogle forskellige byggesazet.

I det elektriske byggesaet bestar energibandet af en elektrisk dobbeltlednmg ,
Spzendingen, som er en tvaervariabel, er speendingsforskellen mellem de to -
ledninger, s3 for at fi entydighed i speendingsdefinitionen, mé det vaere muligt
at se forskel pa de to ledninger. Vi kan f.x. lade den ene ledning veere forsynet
med "runde terminaler" og den anden med "flade terminaler” og si definere
energibandets spending som forskellen mellem den runde terminals og den
flade terminals elektriske potential. Stremmen defineres som strgmmen i "den
runde ledning" i retning af den valgte orientering. Figuren nedenfor viser,
hvordan voltmeteret og ampéremetret skal indseettes for at kunne give det
symbolske udtryk for spezendingen og stremmen.

| N
I Vd

= :
/ | .

Figur 5 Energiband og maleforskrifter i det elektriske byggesaet.
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Et byggeseet, hvor energibandet er en stiv stang, man kan skubbe med, som
omtalt i det foregdende, kan kaldes et longitudinalt mekanisk byggesaet, fordi
bade stremmen og spaendingen (glidehastigheden og skubbekraften) males pa
langs af stangen. Spaendingen males f.x. ved sammentrykningen af en fjeder,
anbragt for en af stangens ender. Hvis stangen kun kan skubbe, har byggesaet-
tet den begraensning, at spaendingerme kun kan veere positive. Denne mangel
kan udbedres, hvis staengerne forsynes med kroge i enderne, sa man ogsa kan
treekke med dem. En traeksituation svarer sa til, at speendingen er negativ. Vi
kan ogsi teenke pa et longitudinalt mekanisk byggesat, hvor energibandene er
trdde, man kun kan traekke med. Med de samme maleforskrifter som for
steengerne, vil tridene have den begraensning, at speendingerne kun kan veere
negative.

I et transversalt mekanisk byggesaet bestar energibdndene af stive aksler, der
kan rotere om deres leengdeakse. Akslerne kan vaere forsynede med tandhjul
af en bestemt starrelse i enderne. For dette byggesaet er bade strammene og
speendingerne tvaervariable. Med en given orientering af energibandet fra A til
B kan stremmen defineres som vinkelhastigheden i den omlgbsretning, der
sammen med orienteringen danner en hgjreskrue. Spsendingen vil da veere det
kraftmoment, som system A pavirker system B med. Man overbeviser sig let
om, at strem-orienteringsreglen geelder, og at det uandrede spsendingsfortegn
ved orienteringsskift udtrykker loven om aktion og reaktion for kraftmomenter.

Det transversale mekaniske byggeszet lider ikke af begreensninger i forhold til
eb-formalismens muligheder, som bade det longitudinalt mekaniske og det
elektriske bygesaet har. Faktisk kan alle de grundlaeggende ikoner realiseres
transversalt mekanisk, men nogle af dem (f.x. o-samleren, der er en slags
differentiale) kraever ganske kompliceret "finmekanik", hvorimod man i det
elektriske byggesaet har mulighed for at "snyde" sig over begraensningerne ved
brug af nogle aktive elektroniske komponenter, som f.x. operationsforsteerkere,
uden at det stiller store krav til handveerksmeessig kunnen.

Et hydraulisk byggesaet har energiband i form af stive rgr, hvorigennem en
usammentrykkelig veeske kan stremme. Hvis stremmen defineres som den line-
eere hastighed af veesken i retning af orienteringen, vil speendingen veere den
kraft, hvormed veesken trykker pa en plade for enden af rgret. Med dette
byggesaet er det meget enkelt at lave en jaevnstromstransformator ved blot at
sammensatte to rer med forskelligt tveersnitsareal. Da vaesketrykket er det
samme i de to rar, vil speendingerne forholde sig til hinanden lige som rgrenes
tveersnitsarealer.

EB-byggesaettet er det diagramsprog, vi skal benytte til udvikling af for-
malismen i det fgigende. Det bestar ikke af materielle komponenter, men af
ikoner, der kan paklaedes med indekser og symboler efter bestemte regler (som
f.x. strom-orienteringsreglen). Ikonerne kan med stgrre eller mindre held
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realiseres inden for et materielt byggesaet som et af de ovenfor omtalte. I EB-
byggesaettet kan benyttes basale ikoner eller hgjere ikkoner. Der er ingen graense
for, hvor mange hgjere ikoner, man kan definere, men man ma sa vidt muligt
sorge for, at ikonets form skal udtrykke symmetrien i den funktion, ikonet skal
beskrive, og at indekser og symboler kan tilfgjes ikonet, saledes at symbolernes
betydning bliver praeciseret. De basale ikoner er et velafgraenset saet af ikoner,
som tilsammen udger et fuldsteendigt szet til beskrivelse af alle dynamiske
systemer i fysikken. Samlingen af basale ikoner udggr det basale byggesazet,
som altsd er en delmaengde af eb-byggeseettet. Ethvert hgjere ikon i eb-
byggeszettet kan i princippet reduceres til basale ikoner. Udfsrelsen af denne
(ofte ret vanskelige) reduktionsopgave kaldes retikulation, dvs. netvaerks-
strukturering.

Der gives ingen garanti for, at det basale byggesaet virkelig udgwr et fuldstaen-
digt seet inden for fysikken, men heller ingen eksempler pa fysiske systemer,
der med sikkerhed ikke kan retikuleres helt ned til basale ikoner. PAstanden
om fuldsteendighed ma altsa tages med et gran salt. For linezere systemer kan
den bevises, men for ikke linezere systemer kan en fuldstaendig retikulation vise
sig si besveerlig, at man star sig ved at beskrive visse dele af funktionen med
hgjere ikoner. I den analytiske mekanik vil vi stille os tilfreds med en delvis
retikulation, der tillader et enkelt hgjere ikon, nemlig multiport-lager for
potentiel energi. Desuden vil vi tillade ikke-lineaere styringer af visse basale
ikoner, transformere transducere og gyratorer.
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Kapitel 2

Det basale byggeseaet

2.1 Kilde}'

Det grundlseggende ikon i det basale byggeszet er det simple energiband, hvor
strem og spaending er reelle, éndimensionale vektorer, eller skalarer. Da det er
klassisk mekanik, vi her er interesserede i, vil vi uden videre ga ud fra, at
stremmen og speendingen kan udtrykkes symbolsk med reelle tal og maleen-
heder, der udtrykker resultatet af potentielle malinger. Vi regner altsa med, at
en maling af strem og speending kan udferes efter veldefinerede forskrifter, og
at en sidan maling ikke vil medfgre en naevnevaerdig forstyrrelse af den malte
sterrelse. Vi regner endvidere med, at stremmen og spzendingen kan skelnes
fra hinanden ved tidsvendingskriteriet, og at strem-orienteringsreglen gaelder,
saledes som beskrevet i foregaende afsnit.

Ethvert ikon har et vist antal porte, hvor energiband kan tilsluttes. Selve
energibandet har to ender, som ogsa er to porte. Energibandet er altsa et toport
ikon, der kan kaldes ideel transmitter (for energi).

Ikonerne i det basale byggesaet kan inddeles i tre kategorier, der kaldes aktive,
passive og dissipative.

Et aktivt system fastszetter suveraent output-energibandsvariablene i alle sine
porte uden hensyn til input-variablene. For et passivt system er output
variablene entydigt bestemt af de nuvaerende og de fortidige veerdier af input
variablene. Af og til skelnes i denne gruppe mellem rent passive systemer, hvor
outputtene kun afheenger af de gjeblikkelige (nutidige) inputs og reaktive
systemer, hvor ogsa de fortidige veerdier af inputtene er med til at bestemme
de nutidige outputs. Dissipative systemer har et overvejende passivt output,
som er bestemt af nutidige og fortidige inputs, saledes at systemet altid
forbruger (dissiperer) energi. Imidlertid er der for dissipative systemer ogsa en
aktiv komponent i outputtet, som er uafthaengig af input-veerdierne. I reglen vil
den aktive komponent vaere lille i forhold til den passive komponent, og vi
skelner da mellem signalet, som er det passive response og stgjen, som er den
aktive komponent.

I det basale byggesaet repraesenterer kilderne (x- og o-kilde) de aktive systemer,
transformere, transducere, gyratorer og samlere er rent passive (ligesom det
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rene energiband, som er en transmitter, svarende til en transformer med
omseetningsforholdet 1), lagrene (x- og o-lager) er reaktive, og laekkene er
dissipative. '

Kilderne er aktive 1-porte. Da der kun er to slags energibandsvariable,
stremmen og speendingen, i den ene port, er der kun to slags kilder: x-kilden
eller stromkilden og o-kilden eller spaendingskilden.

f

f\\A/l >
| e
e

Figur 6 Kilderne.

Det fremgar af definitionen pa figur 6, at en kilde ikke ngdvendigvis afgiver
energi. Hvis produktet af strem og spaending med de angivne orienteringer er
negativt, vil kilden modtage energi. Hvis f.x. en vindmglle driver en asynkron
generator, der er tilsluttet el-nettet, si vil nettet kunne beskrives ved tre
spaendingskilder, svarende til de tre 50 Hz faser. Disse faser leverer til
generatoren et magnetfelt, der drejer med 50 omdrejninger i sekundet, og hvis
vindmellen driver ankeret rundt lidt hurtigere end dette, vil input stremmen
have det fortegn (afheengigt af orienteringen), der svarer til, at mgllen leverer
energi til de tre o-kilder (sml. dybdeopgaven i elektrodynamik, juni 91, 2).

Det ses endvidere, at energibindskausaliteten er meget vigtig i definitionen af
kilderne. Hvis vi prever at forbinde to kilder af samme type med hinanden
gennem et enkelt energiband, opstar der en kausal konflikt, som ikke kan
lgses, uden at tilfgje flere ikoner. Derimod er der ikke noget i vejen for at
forbinde to kilder af modsat type. :

2.2 Lagre

Lagrene er reaktive 1-porte. Ligesom for kildeme er der to slags: x-lageret eller
det kinetiske energi lager og o-lageret eller det potentielle energi lager. Grunden
til, at der kun er de to slags lagre, er igen, at der kun er to slags variable i det
tilsluttede energiband. For x-lageret er outputtet en strom, der er bestemt af de
fortidige veerdier af input-spsendingen, og for o-lageret er outputtet en
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speending, der er bestemt af de fortidige vaerdier af input-stremmen. Den
reaktive virkning fremkommer for begge variable ved at input rate variablen
(speending for x-lageret, dvs o-rate, og strem for o-lageret, dvs. x-rate)
integreres over tid til en level variabel, der tilknyttes lageret og bestemmer
dettes energifunktion. Da en o-rate integreres til en x-level og en x-rate til en o-
level, far x-lageret tilknyttet en x-level, der indiceres med indexet x i lagerets
ikon, og o-lageret far en o-level, der indiceres med et o i lagerikonet. Ikonet for
lageret er et "fuglehus". Hvis vi kalder rate-variablen R, level-variablen L og
energifunktionen E(L), har vi altsa:

L = f R(t') dt’ + L(-eo) (1

Konstanten L(-«) representerer egentlig et aktivt bidrag til lagerets, ellers
reaktive response. Man vil dog ofte kunne se bort fra systemernes hukommelse
om den uendeligt fierne fortid; hvis ikke, siger vi, at systemet er ikke-ergodisk.
Hvis der er laekke i systemet, vil disse ofte gore systemet ergodisk, sa vi kan se
bort fra konstanten i (1), men det rene lager er altsa ikke-ergodisk. Hvis vi i
stedet skriver

ar _ g (2
dr

slipper vi for at tage stilling til ergodicitetsproblemet, men den beregnings-
meessige kausalitet gar stadig fra rate til level: aendringer i level variablen
beregnes ved integration af rate variablen over det forlgbne tidsrum. Vi siger,
at rate- og level-variablen er forbundne ved kinematisk kausalitet.

Nar level variablen L og energifunktionen E(L) er kendt, kan vi beregne beregne
output variablen i det tilsluttede energiband. Hvis dette band er orienteret ind
mod lageret, skal tilveeksthastigheden af energifunktionen jo vaere givet ved
produktet af de to variable i energibandet, si hvis vi kalder output variablen
for U, har vi:

dEW) _ dE\) dL _ ;¢ (3)
dt dL dt

Ved sammenligning med (2) far vi derfor

u=4E (4)
dL

Vi ser heraf, at hvis E er en linear funktion af L, E = UL+E,, sa er U
uafheengig af L og dermed ogsi af R. I dette tilfeelde er lageret altsa ikke
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reaktivt, men aktivt, og vi kalder det derfor et aktivt lager, selv om dets aktivitet
altsa indskraenker sig til at holde output variablen konstant, uanset, hvad der
sker

Hvis derimod U er en lineaer funktion af L, taler vi om et lineaert lager I dette
tilfeelde er energifunktionen altsa kvadratisk i L.

X~ dP/dt  dE/dP
P f—"—

[EP)]

o~ dQ/dt  dE/dQ
[Q |—< |
[E(Q)] |

Figur 7 Den almindelige definition af lagre.

Level variablene P og Q for henholdsvis x- og o-lageret kaldes i mekanikken
henholdsvis generaliseret impuls og generaliseret koordinat. Rate variablene
kaldes tilsvarende generaliseret hastighed (stremmen) og generaliseret kraft.

For linezere lagre indferer vi en konstant, lagerkapaciteten til at udtrykke den
kvadratiske energifunktion og dermed ogsa den linesere sammenheeng mellem
level variablen og output rate variablen:

P2 . QZ (5
B = oy ¢ PO =55 | )
dP/dt PIM o dQ/dt Q/IC
P }— : Q f——
M C

Figur 8 Lineaere lagre.

Kapaciteten M af det linezere x-lager kaldes traegheden eller inertansen (eng.
inertance), og kapaciteten C af det linesere o-lager kaldes fgjeligheden (eng.
compliance). For elektriske systemer svarer det linezre x-lager til en selv-
induktion, hvis kapacitet kaldes induktansen. Her reserveres ordet "kapacitet"
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dog i reglén til kapaciteten af det lineaere 0-lager, som svarer til en kondensa-
tor. Den reciprokke egenskab af fgjeligheden C, G = 1/C, kaldes stivheden.

Det linezere x-lager kan f.x. veere en partikel med massen M, impulsen P og
hastigheden v=P/M, eller det kan veere et svinghjul med inertimomentet M,
impulsmomentet P og vinkelhastigheden w=P/M. Det linezre o-lager kan som
navnt vaere en kondensator med kapaciteten C, ladningen Q og speendingen
V=Q/C, eller det kan veere en fijeder med stivheden (kraftkonstanten) k=1/C,
sammentrykningen Q og kraften F=k-Q. Strackningen af fjederen er si x=-Q,
fjederkraften i retning bort fra fjederen er F=-kx (Hooks lov). '

Porten til et lager har en kausal preference: x-lageret skal "helst" have
speendingsinput, o-lageret skal "helst" have strgminput. Dette er den sakaldte
integrale kausalitet, hvor eendringer i level-variablen beregnes ved integration
af rate-variablen over tid. Hvis man forbinder en o-kilde med et o-lager eller en
x-kilde med et x-lager, er der en kausal konflikt, men den er ikke ulgselig.
Kilden betragtes som mere "steedig” i sin kausalitet end lageret og patvinger
siledes lageret sin kausalitet. Lageret ma saledes finde sig i at fa differentiel
kausalitet. For en spaendingskilde forbundet med en kondensator sker der det,
at speendingen V bestemmer ladningen pa kondensatoren: Q=C+V, og denne
bestemmer s stremmen ved differentiation: J=dQ/dt.

X \' M-dv/dt
Mv < i

M

o) V C-dv/dt
CV | <

C

Figur 9 Linecere lagre med differentiel kausalitet.

Der er beregningsmaessige grunde til at foretraekke den integrale kausalitet
frem for den differentielle, men ogsa fysiske. Hvis vi vil patrykke en partikel en
alt for hurtigt varierende hastighed v(t), vil "inertikraften" M-dv/dt blive for stor
til, at systemet kan holde til det (bare teenk pa, at partiklen er hovedet af en
hammer, og strgmkilden, som vil patvinge hammerhovedet et gjeblikkeligt stop,
er en finger).
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2.3 Transformere

Vi ser deraest pa transformeren, som er en passiv toport. Det basale
byggesaets transformer er ideel i den forstand, at den hverken oplagrer eller
dissiperer energi. Dvs. energistremmen ind til primeerporten skal veere den
samme som energistremmen ud af sekunderporten. Vi tegner transformer-
ikonet som en ligebenet trekant med primaerporten midt pa grundlinjen og
sekundaerporten i vinkelspidsen overfor. Omsaetningsforholdet t defineres som
forholdet mellem sekundeerspsendingen og primeerspsendingen. Nar energi-
strommene i de to porte skal vaere de samme, ma t ogsa vaere forholdet mellem
primeerstrammen og sekundeerstremmen. Dvs. hvis spaendingen er input til
transformeren pa primarsiden, ma den vaere output pa sekundeersiden, og
omvendt. Den enkelte port har altsa ingen kausal preference, men nar
kausaliteten i den ene port er fastsat, ma kausaliteten i den anden port rette
sig derefter. Hvis vi forbinder spaendingskilder til begge sider af en transformer,
- er der en ulgselig kausal konflikt. '

tif ' el lt\ ‘ E‘ ' t-ne
/ | l/ |
S S S
| 7/ I/ | N |
1/t c a1 L e/t
/s | \' / |

Figur 10 Transformerdefinitionen i tre forskellige udgaver.

Ved sammenligning af den gverste og den nederste fremstilling af transfor-
merdefinitionen pa figur 10 finder vi falgende regel for vending af ikonet:

_@_ _@_

Figur 11 Vending af tranformer-ikonet.

I det specielle tilfaelde, hvort =1/ t, kan vi altsa ikke kende forskel pa primeer-
og sekundaersiden, og vi ber derfor bruge et symmetrisk ikon. Der kun de to
muligheder t = 1 og t = -1 for en ikonsymmetrisk transformer, og den forste
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mulighed er den ideelle transmitter, som selve energibandet fremstiller. Den
anden mulighed, t = -1, fortjener imidlertid et seerligt ikon, den symmetriske

transformer:
f e -f -€
AN | N |
/ I @ / I

Figur 12 Den symmetriske transformer.

Som et eksempel pa brugen af den symmetriske transformer vil vi se pa en
harmonisk oscillator, en partikel med massen m, der er bundet til en fjeder med
kraftkonstanten k. Oscillator-opferslen fas i det veesentlige ved at forbinde et
lineaert x-lager med et linezert o-lager, men der er sa et problem med orienterin-
gen, for nar hastigheden v = p/m er orienteret ind mod x-lageret, er den orien-
teret vaek fra o-lageret, si hvis vi gnsker, at o-levelen skal veere partiklens
position pa x-aksen, bliver hastigheden orienteret efter den negative x-akse,
hvilket virker unaturligt. Problemet lgses ved at indseette en symmetrisk
transformer i det forbindende band, som vist nedenfor.

R -k x p/m _3
p < @ —>— x |
m

/k

—

Figur 13 Harmonisk oscillator.

2.4 Gyratorer

En anden passiv toport er gyratoren. Her er der enten spaendingsinput i begge
porte eller strgminput i begge porte. Gyratorens omszetningsforhold defineres
som forholdet mellem sekundeer strem og primeer speending eller som forholdet
mellem sekundeer spaending og primeer strom. Da der saledes er to muligheder
for betydning af symbolet for omsatningsforholdet, ma vi have to forskellige
ikoner, som kaldes o-gyratoren og x-gyratoren. Der er altsa ikke tale om to i
fysisk forstand forskellige funktioner; en x-gyrator kan udskiftes med en o-
gyrator, samtidigt med at symbolet for omsaetningsforholdet sendres til sin
reciprokke vaerdi.
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Figur 14 Gyratordefinitioner. @verst x-gyrator; i midten o-
gyrator, nederst sekvivalens. Primeersider til venstre.

Ved brug af strem-orienteringsreglen i begge porte indses, at 1konvend1ng af
begge gyrator-ikoner kan foretages ved, at man samtldlg skifter fortegn pa om-
seetningsforholdet.

Do - o

Figur 15 lkonvending af gyrator.

Ligningen H = -H har kun lgsningen H = O, en veerdi, der ikke er tilladt som
omsatningsforhold for en gyrator. Dvs. en ikonsymmetrisk gyrator indgar ikke
i det basale byggeseet.

2.5 Samlere

Indtil nu har vi kun defineret 1-porte og 2-porte, dvs. vi har ingen mulighed for
at beskrive forgrening af energistremme. Denne mulighed indferes med
samlerne, der er passive n-porte med n > 2. Vi skal ferst se pa samlerne som
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3-porte. Lige som transformerne og gyratorerne er samlerne ideelle elementer,
der hverken oplagrer eller dissiperer energi. Hvis alle porte orienteres ind mod
samleren, skal summen af produkterne af strom og spsending i portene veere
nul. Der er to simple mader, dette kan opfyldes pa: enten ved at lade stremmen
vaere den samme i alle portene; sa skal summen af spaendingerme veere nul.
Dette er x-samleren. Vi siger, at x-samleren star for en distributiv stremrelation
og en konservativ spaendingsrelation. Den anden mulighed er at lade spsendin-
gen vaere den samme i alle porte; si skal summen af stremmene vere nul.
Dette er o-samleren, som har en distributiv spaendingsrelation og en konserva-
tiv stromrelation. Den variabel, som har en distributiv relation, ma vaere input
til samleren i netop ét band. Dette band kaldes det staerke band og siges at
have staerk kausalitet, medens de andre band kaldes svage og har svag
- kausalitet.

Figur 16 3-port samlere.

Selv om de to samlerdefinitioner fremtraeder fuldsteendig symmetrisk med
hensyn til stremme og spaendinger pa figur 16, er der alligevel en forskel, som
skyldes, at strom-orienteringsreglen behandler streamme og speendinger
forskelligt. Hvis vi for en o-samler vender orienteringen i en eller flere porte, har
det ingen betydning for samlerens distributive relation, som jo kun handler om
spandingen. Stremfortegnene i den konservative strgmrelation vil derimod
a&ndres, men det vil vaere intuitivt klart, hvordan de afspejler orienteringen, sa
man i stedet for at sige "summen af de indgaende stremme er nul" f.x. ma sige
"summen af de indgdende stremme er lig med den udgiende strom". For x-
samleren er det mere problematisk, for her skal fortegnet i den distributive
stremrelation sendres, hvor orienteringen skiftes, medens der er usendrede
fortegn i den konservative spsendingsrelation. Det er ofte mere bekvemt at have
et fast fortegn i den distributive relation. Hvis en tre port x-samler har
indgaende orientering i et af bandene og udgdende i de to andre, kan vi
indsaette en symmetrisk transformator i den port, som har afvigende orien-
tering, si vil vi fi samme strgm i alle tre porte. Vi vil derfor indfgre et saerligt
ikon: den prikkede x-samler, hvor den indsatte symmetriske transformer er
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"opsuget" af x-samler ikonet og markeret med en prik ved den pagzeldende port.
Der kan godt veere flere prikker, men i fysisk forstand er en 3 port x-samler
med prikker ved port 1 og 2, men ingen ved port 3, det samme som en, der har
. en prik ved port 3, men ingen ved portene 1 og 2.

f

€

NG

Figur 17 Den prikkede x-samler.

For det elektriske byggeszet svarer x-samleren til en serieforbindelse og o-
samleren til en parallelforbindelse, og de to konservative betingelser svarer til
Kirchhoffs love, maskeloven for x-samleren og knudeloven for o-samleren. For
det longitudinalt mekaniske, som ogsa kan kaldes det rheologiske byggesat er
det imidlertid omvendt: x-samleren er en parallelforbindelse og o-samleren en
serieforbindelse. En 3 port samler med én prik svarer i rheologien til en
togrenet gaffel, hvor skaftet er den prikkede port og de to grene de uprikkede
porte. I det transversalt mekaniske byggesaet svarer x-samleren til et enkelt
tandhjul, som alle de tilsluttede akslers tandhjul kan rulle pa, medens o-
samleren er et mere kompliceret differentiale.

Med indferelsen af 3-port samlerne er det basale byggesset i stand til at
opbygge systemer med vilkarligt hgjt antal porte. Peirce indferte i sin relations-
logik grundformerne monadiske, dyadiske og triadiske relationer og viste si i
sit valensteorem, at alle n-adiske relationer med n > 3 kan opbygges ved hjalp
af de tre grundformer. I det basale byggeszet har vi tilsvarende indfert 1-porte,
2-porte og 3-porte. Her svarer kilderne til de monadiske relationer. Lagrene og
lekkene (som endnu ikke er formelt definerede) svarer til dyadiske relationer
mellem strgm og spaending i samme band, transformere og gyratorer har et par
af dyadiske relationer mellem variable i to forskellige porte, og 3-port samlerne
har et par af triadiske relationer, den ene mellem stremmene og den anden
mellem spaendingerne i de tre forskellige porte. Svarende til valensteoremet kan
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vi nu vise, at n-port samlere med n > 3 (multiport samlere) kan fremstilles af
3-port samlere. Nedenfor vises kun konstruktionen for n = 4. Bemeerk, at der
i konstruktionen af 4-port x-samleren ogsa indgar et dyadisk element, nemlig
prikken (den symmetriske transformer). :

Figur 18 Opbygning af multiport samlere.

Med multiport samlere kan vi nu ogsa definere "multiport lagre". Her er ikke

tale om aegte multiport lagre, der har lige si mange level variable som porte

(herom mere senere, de aegte multiport lagre hgrer ikke til i det basale
7°7

byggesat, men er hgjere ikoner).
‘ ?

Figur 19 Uagte multiport lagre.

il*J

Vi kan ogsa gi den anden vej og reducere antallet af porte pa samlerne. Med
to porte bliver samlerne til de to allerede kendte symmetriske transformere.
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Figur 20 Toport samlere.

Man kan altsa godt undvaere toport samlerne i det basale byggesaet, men i den
generaliserede version af eb-teknikken, hvor der arbejdes med komplekse
vektorband i vilkarlige metrikker (IMFUFA tekst 238) fir man brug for dem da
identiteterne i figur 20 ikke altid geelder. .

Derimod har 1-port samlere en vigtig funktion i det basale byggeszet. Da en
samler altid skal have ét steerkt bAnd, ma 1-port samlerens ene band vaere
steerkt. Dvs. l-port x-samleren skal have strgminput, og output-spsendingen
ma veere nul pa grund af den konservative spaendmgsrelatlon der jo nu kun
indeholder ét led i summen. Tilsvarende ma 1-port o-samleren have span-
dingsinput, og output stremmen ma vaere nul. Vi ser heraf, at 1-port samlerne
ikke er passive, men aktive, idet 1-port x-samleren er en spaendingskilde med
spaendingen nul, og 1-port o-samleren er en stromkilde med stremmen nul
Sadanne elementer er nyttige til angivelse af graensebetingelser eller katastrofer.
Hvis man forbinder et lager med en 1-port samler af modsat type (altsa et x-
lager med en o-samler, eller omvendt), vil samleren gjeblikkeligt "draebe"
lageret, idet den patvinger lageret differentiel kausalitet og nulstiller level
variablen. I det elektriske byggesaet svarer 1-port x-samleren til en kortslutnmg
og 1-port o-samleren til en afbrudt forbindelse.

| ~
I 7~

/NO

O

Figur 21 1-port samlere.
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2.6 Netveerks-topologi

Begraensningerne i det elektriske byggesaet viser sig, nar vi prgver at oversaette
visse eb-sytemer til elektriske netvaerk. Omvendt gar det let nok: enhver lineaer
graf, dvs. en struktur af knuder, forbundet med grene, kan overseettes til en EB
samlerstruktur efter fglgende simple opskrift:

1)
2)

3)

4)

I den lineaere graf veelges en "referenceknude” ("jord"), som skeeres bort.
De resterende knuder overszettes til o-samlere.

Hver gren i grafen, som ikke er forbundet med referenceknuden,
overseettes til energiband med indsat 3-port prikket x-samler, forbundet
med de o-samlere, som svarer til de knuder, der er forbundet med
grenen i grafen. Prikken skal sidde ved en af de porte, der vender mod
en af de to knuder. Den tredje port (den ydre) er forbundet til det
system, som er indsat i grenen i den elektriske graf.

EB-grafen kan evt. simplificeres ved at flytte rundt med prikkerne: en
prik i en bestemt port kan flyttes over i de to andre porte (sml. figur 17).
Herfra kan den vandre ud i bandene. Nar den mgder en samler, deler
den sig og fortsaetter ud i de andre band fra samleren. Nir den meder
en anden prik, ophaeves begge. Prikker i ydre porte forsvinder.

Nedenfor vises metoden anvendt pa en tetraeder-graf (en Wheatstone-bro).

Figur 22 Oversattelse af elektrisk netveerk til samlerstruktur.
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Hvis vi stopper efter punkt 3 i denne metode, er det ogsid nemt at se, at
overszettelsen kan geres den modsatte vej: En EB-samlerstruktur, der kun
bestar af o-samlere og 3-port prikkede x-samlere med prikken i en indre port,
kan altid oversaettes tilbage til et elektrisk netveerk. For at gegre dette, skal man
blot benytte de nedenfor angivne opskrifter paA samlerne i det elektriske
byggesaet. Bemaeerk, at der ikke indgar nogen transformer i den prikkede x-
samler. Dvs. hvis man i det elektriske byggesaet skal bruge uprikkede x-
samlere, fir man brug for symmetriske transformere, og man kan sige, at
vanskeligheden ved at konstruere jeevnstromstransformatorer er en alvorlig
begreensning af det elektriske byggesaet.

Figur 23 Samlere i det elektriske byggeseet.

I det basale byggesaet er det ellers nemt nok at lave en transformer, nar man
bare har samlere. Nedenfor vises en opskrift, men ogsa, hvor galt det kan ga,
hvis man forsgger at realisere den med brug af samlerne pa figur 23.

Figur 24 Mislykket forsgg pa at lave en elektrisk jaevn-
stremstransformer.
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2.7 Msducere

Vi har nu stort set afsluttet gennemgangen af de aktive og passive elementer
i det basale byggesaet, men mangler lige at omtale transduceren, en passiv
toport, der fungerer som "interface" mellem to forskellige energetiske medier
(evt. to forskellige byggesaet). Vi vil definere transduceren simpelt som en
transformer med dimension. En gyrator kan ogsa fungere som transducer (f.x.
en elektromotor), hvis dimensionen af dens omseatningsforhold afviger fra
forholdet mellem strem og spzending i primaerporten. De formelle EB-definitio-
ner kan i alle tilfaelde henferes til figur 10 og figur 14.

2.8 Laekke

De dissipative elementer representeres i det basale byggesaet af leekkene. Et
dissipativt system har bade et passivt response pa de patrykte signaler, men
ogsa en aktiv stgj. F.x. for en ohmsk modstand R med strgminput J er
spaendingsoutputtet givet ved

V=RdJ+ 8V (6)

hvor 6V er stgjen, som i de fleste sammenheenge er lille i forhold til det passive
response RJ. For linezere leekke som den ohmske modstand bestemmes
stgjens starrelse af modstanden R og den absolutte temperatur T i fluktuations-
dissipationsteoremet. Hvis tiden i en numerisk integration deles op i skridt med
leengden ot, kan stgjbidraget for hvert enkelt skridt i den klassiske graense

udtrykkes som
V=N (\/w] @
&t

hvor k er Boltzmanns konstant, og hvor N(b) er et normalfordelt tilfseldigt tal
med middelvaerdien O og spredningen b. Da stgjen gar omvendt proportionalt
med kvadratroden af skridtleengden dt, har det altsa strengt taget ingen mening
at tale om den gjeblikkelige vaerdiaf output variablen fra en laek. Der er tale om
hvid stgj, der er ligeligt fordelt over alle frekvenser og derfor divergerer over et
uendelig lille tidsinterval. Man taler i den forbindelse om en ultraviolet
katastrofe. Den klassiske graense, hvor (7) galder er defineret ved

5t > (8)
kT
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men for mindre tidsintervaller, hvor kvantemekanikken gor sig geeldende, bliver
den ultraviolette katastrofe bare endnu veerre.

Vi vil her ngjes med at se pa linezere lzekke. Ligesom for gyratorer benyttes to
forskellige ikoner, en x-lek og en o-lek, ikke fordi der er tale om fysisk
forskellige funktioner, men fordi ikonet skal kunne definere betydningen af -
symbolet, som for x-leekken er en modstand (resistans) og for o-laekken en
ledningsevne (admittans) eller bevaegelighed (mobilitet).

| ~ |Rf+8e VKe+sf | -
Vf e = ‘ |
‘ R X R AR
| T . °T _ ‘

Figur 25 Linere leekke.

Hermed afsluttes gennemgangen af det basale byggeseet.
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Kapitel 3

Hastigheds constraints

3.1 Stiv stang

I den analytiske mekanik forsgger man at formulere systemets bevaegelses-
ligninger i termer af et saet uafhzengige generaliserede koordinater. Det er
imidlertid ikke altid, at de constraints, der er palagt bevaegelsen, er holonome,
sdledes at de tillader elimination af afhsengige variable. Alle constraints i en
energibandsmodel skal kunne formuleres som relationer mellem energibande-
nes variable, dvs. det er hastigheds-constraints, og det er ikke sikkert, at de er
integrable til relationer mellem o-levels, som jo er den variabel-klasse, de
generaliserede koordinater tilhgrer. I et EB-diagram henfgres constraint
relationerne til skeletdiagrammet, dvs. den topologiske del af diagrammet, der
skildrer systemets forbundethed ved hjzlp af samlere og transformere.

Lad os som eksempel betragte to partikler med masser m; og m,, der kan
bevaege sig i tre dimensioner, men som er forbundne med en stiv, masselgs
stang. PA nedenstiaende diagram vises 6 x-lagre for de 2*3 impulskomposanter
og 3 o-lagre for de relative koordinater x,, = x; - x, osv.

Figur 26 Bevaegelse af to partikler forbundet med stiv stang.
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De tre o-lagre er sakaldt cykliske lagre, der angives som linezere lagre med
kapaciteten o, dvs. output speendingen fra dem er nul. Vi regner altsa ikke
med, at der er egentlige kreefter forbundet med de relative koordinater (de er
cykliske), men, som vi skal se, bevirker skeletdiagrammets struktur, at der
optraeder constraint kraefter, som beskriver virkningen af den stive stang. I
diagrammet optraeder tre styrede transducere, hvis omsaetningsforhold er givet
ved de tre relative koordinater. Styringen angives med en punkteret pil, der
udgar fra det ikoniske index (o) for level variablen i lageret og ender ved det
styrede ikon. Sddanne styringer kan i princippet angive vilkarlige funktionelle
sammenhsgenge, men det er i EB-spillets and at undga for indviklede sammen-
haenge og (som her) ngjes med linezgere styringer. Da stremmene pa sekundaersi-
derne af transducerne er de tre relative hastigheder, v,, - v,,, 0sv, er primaeer-
stremmene lig med produktet af de relative hastigheder og de relative
koordinater. De tre primeerband er forbundet til samme o-samler, hvis
konservative strgmrelation siledes udtrykker, at

b, - KMoy, - 1) + Y, - Yoy, v, + (2, - Z)v, - v,) = 0[(9)

eller: %((xl - X2)2 N (yl’ _ y2)2 . (Zl - Z2)2) - O

dvs. at afstanden mellem de to partikler er konstant, hvilket jo netop er det,
den stive stang serger for. ]

Da o-samleren skal have ét staerkt band og to svage, ma vi veelge et af de tre
béand til at have den modsatte kausalitet af de to andre. Lad os valge y-bandet
som det steerke. Sa skal der ogsa treeffes et valg af staerkt band ved den o-
samler, der sidder mellem de to p,-lagre til venstre i figuren, og det ma betyde,
at ét af disse to x-lagre ma patrykkes differentiel kausalitet, f.x. p, -lageret. Der
vil da som outputspaending fra dette lager optraede en inertikraft

: dv '
fmzy = m,; _d% (10)

og dette speendingssignal vil distribueres ud fra o-samleren til venstre og videre
til o-samleren tilhgjre, hvorfra det igen vil distribueres og give anledning til
spaendingsinput til de gvrige x-lagre i diagrammet. P4 denne made beskriver
EB-diagrammet altsd constraint kreefterne som hidrgrende fra kausale
constraints i skeletdiagrammet, der forer til differentiel kausalitet i et eller flere
x-lagre. Antallet af lagre med differentiel kausalitet svarer til antallet af
constraints. I dette tilfeelde er der kun ét constraint, som udtrykkes ved den
stive stang og den symbolske betingelse (9).
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3.2 Signalspbr

For at fa en hurtig oversigt over kausaliteten i en EB-diagram kan man benytte
en grafisk teknik, som kaldes signalspor. Ideen i denne fremstillingsmade er,
at en samler svarer til et jernbane-skiftespor. For en o-samler vil spaendings-
signalet, der gar ind til samleren i det steerke band distibueres ud til de svage
band, og et stromsignal, der kommer ind i et af de svage band, vil ga videre til
det steerke band, men der er ingen signalvej fra et svagt band til et andet svagt
band. Signalspors-strukturen for det gennemgaede eksempel, hvor vi veelger at
palaegge p,,-lageret differentiel kausalitet bliver da som vist nedenfor.

Y
A

N, <
- S

\__A__/

Figur 27 Signalspor for EB-diagrammet figur 26.

I dette tilfselde er der tale om et holonomt constraint, dvs. det kan formuleres
som en reduktion i antallet af uafheengige koordinater. De oprindelige 6 koor-
dinater x,, y,, zZ,, X,, Vo, 2, (som ikke er vist pa figur 26) kan udtrykkes som
funktioner af 5 uafhaengige generaliserede koordinater, som kan veere de tre ko-
ordinater for massemidtpunktet plus to vinkelkoordinater, som angiver ret-
ningsvektoren mellem de to partikler. Vi skal ikke i dette afsnit ga ind p4,
hvordan et EB-diagram for de generaliserede koordinater og impulser kan kon-
strueres, men vender tilbage til dette spgrgsmal i et senere afsnit.

3.3 Rulning pa skinne

Et andet eksempel vedrgrer rulning. Vi betragter et stift, masselgst hjul, som
kan rulle pa en skinne. P4 randen af hjulet er der anbragt en partikel med
massen m, som er pavirket af et konservativt kraftfelt med potentialet U{x,y),
hvor x og y er partiklens retvinklede koordinater (skinnen har y=0).
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Figur 28 Hjul pa skinne.

I dette tilfaelde er der kun én generaliseret koordinat, som kan vaere vinklen 6.
For at beregne kraften pa partiklen skal vi imidlertid kende dens retvinklede
koordinater x og y, sa vi fir brug for de ikke lineaere funktioner cos6 og sin6.
For at vise princippet om frembringelse af ikke linezere funktioner ved linezere
styringer af transformere fra level variable, skal vi lige se, hvordan det ggres i -
dette tilfaelde. Vi indferer to levels c og s (som skal vaere henholdsvis cos6 og
sin6) foruden 6. Vi har sa: A

¢ =-s6 ;: §=c¢cb ‘ (11)

hvor prikken over symbolerne angiver differentiation med hensyn til tlden
 Disse relationer kan sa udtrykkes ved fglgende diagram:

1\: O j
@ //C

1Y / oo

N

L] \’,

a Yo% ;o

oo // 4\\\
)
C

\' | S
oo

Figur 29 Fremstilling af c=cosf og s=sinf ved lineaere styringer.

For at fa de rigtige funktioner skal man valge begyndelsesveerdier, sd c=1 og
s=0 for 6=0. Et af lagrene i figur 29 ma have differentiel kausalitet, og det kan
jo ikke i almindelighed lade sig gore for aktive lagre, men nar de som her alle
er cykliske, forsvinder problemet, for nar alle outputspandingerne er nul, er
den konservative speendingsrelation for x-samleren jo automatisk opfyldt.
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De egenﬂige (ydre) kraeﬁer, der pavirker partiklen, vil vi skildre generelt ved en
potentialfunktion U(x,y), og denne ma sa i diagrammet angives ved et hegjere
ikon: multiport lageret for potentiel energi, her med to porte for x og y.

3U 30U
’X ’]/O O\[* g
]
[Ux.y)]
Figur 30 Toport lager for potentiel energi.

/P

Betingelsen for, at hjulet ruller pa skinnen er fglgende constraint mellem

vinkelhastigheden og partiklens to hastighedskomposanter:
(12)

X =r-@€ -6); y =r-$

hvor r er hjulets radius. Vi kan sa tegne diagrammet, hvor rulningsbetingelsen
(12) indgar sammen med delene pa figur 29 og 30:

>

/I‘l 3o

T~
T
i
[Ux,y)]

Figur 31 EB diagram for hjul pa skinne (figur 28).

<7
\l
Vi har her undladt at angive styringspile fra s- og c-lagrene til de to transfor-
mere (sml. figur 29), idet styringerne fremgar af transformer-symbolerne.
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3.4 Loops

En kausal analyse af diagrammet figur 31 viser, at ét af de to x-lagre ma
paleegges differentiel kausalitet, svarende til, at der er ét hastigheds constraint
. (12), der fremstilles af o-samleren gverst i figuren. Igen er der tale om et
holonomt constraint, som tillader reduktion af antallet af koordinater fra to (x
og y) til én (6). Hvis vi veelger differentiel kausalitet pa p,-lageret, far vi en
signalspor-struktur som vist nedenfor.

.
J _

Figur 32 Sighalspor for figur 31.

I dette diagram optraeder et loop, dvs. en signalvej, der lukker tilbage i sig selv-
Loopet i energibands-signalsporene svarer til to signal-loops, fordi der gar
signaler begge veje i energibandene. Forstaerkningsfaktoren for et spsendings-
signal, der lgber rundt én gang med uret i dette loop, regnes ud pa folgende
made: hvert x giver en faktor -1, prikken giver ogsa -1, sa to x-er og en prik
giver -1. Transformeren giver 1/s, ialt -1/s. Et stremsignal, der lober mod uret
har samme forstaerkningsfaktor, og det vil igvrigt altid geelde, at et loop, som
kun indeholder samlere og transformere (eller -ducere, ingen gyratorer) har
samme forstaerkningsfaktor for spandinger og strgemme. Et sadant loop er en
simultan tilbagekobling, og ferer til en ligning, der ma lgses "med handkraft".
Et loop med forsteerkningsfaktor G (gain factor) af den type, vi har pa figur 31
og 32, kan reduceres til fglgende struktur:

Figur 33 Loop med forsteerkningsfaktor G.

Nar vi her har svag kausalitet, dvs. vi gnsker at beregne e,, udtrykt ved e, .fwrer
loopet til en ligning, som vi s ma lgse:
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e,=Gle -¢e) =>e2=—1?G-e1 (13)

Vi kunne imidlertid have ladet som om, der var steerk kausalitet, dvs. at vi i
forvejen kendte e, og ville beregne e,. Sa ville der ikke veere noget loop, og
diagrammet giver direkte:
: 1), :
o = (1 ; _G] e, (14)

hvilket vi ogsd kunne finde ved at bruge ikonformlen

Figur 34 Addition af transformere.

Vi ser af (13), at et loop bliver kritisk, nar forstaerkningsfaktoren bliver 1. I
vores eksempel med hjulet, sker det for s=-1, dvs. nir massen m befinder sig
nede i bergringspunktet mellem hjulet og skinnen. I den situation gar det altsa
ikke at tilleegge p,-lageret differentiel kausalitet, men man ma i stedet lade det
ga ud over p,-lageret. Hvis vi havde valgt denne lgsning fra starten, ville der
ikke vaere noget loop i signalruterne, og vi ville undga problemet med for-
steerkningsfaktoren, der kan blive 1. Selv om energibandstrukturen tillader
flere former for kausalitet, er det altsa ikke sikkert, at de er lige gode for be-
regningerne. Optegning af signalsporene er en god metode til at finde den
bedste kausalform, som i almindelighed er den, der har det feerreste antal
loops.

3.5 Inertikreefter

Differentiel kausalitet pa x-lagre er en uundgaelig konsekvens af hastigheds-
constraints, og de heraf folgende inertikreefter (m-dv/dt) er et memento til
modelbyggeren om, at disse constraints kan bryde sammen i hejfrekvens
greensen. Hvis en bil prover at accelerere meget hurtigt fra start, nar lyset bliver
gront, hviner daekkene mod vejbanen, hvilket svarer til, at rullebetingelsen
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bryder sammen under inertikraftens pres, og der dukker en laek op, som
beskriver faststofgnidningen mellem deekkene og vejbanen.

motor transmission daek vogn

al)

AN
7
w mdv/dt V m

:>O—©—®—<}—4—+< O

rw-v

Figur 35 Sammenbrud af rulnings constraint ved hurtig bilstart.

3.6 Rullende kugle

Som et 31dste'eksempel skal vi se pa et ikke-holonomt constraint: En kugle, der
ruller pd en plan. Der skal 5 generaliserede koordinater til at specificere
kuglens position: 2 retvinklede koordinater til at angive centerets placering over
planen og 3 vinkler (f.x. Euler vinklerne, der senere skal gennemgés) til at
angive orienteringen af et til kuglen fast knyttet koordinatsystem i forhold til
laboratorie-systemet. Rullebetingelsen giver i dette tilfeelde to hastigheds
constraints, men det er ikke muligt at reducere antallet af koordinater, dvs. de
to constraints er ikke integrable. Arsagen til dette er, at kuglen kan rotere om
en lodret akse uden at flytte sig i planen, sa for enhver position i planen er alle
orienteringer mulige.

De geengse metoder i den analytiske mekanik, Lagrange- og Hamilton-
formalismen, kommer til kort over for ikke-holonome constraints, men, som vi
skal se, frembyder de ikke noget alvorligt problem for en energibands-
reticulation.

Vi vil antage, at kuglens massefordeling er symmetrisk, saledes at massetzet-
heden kun afheenger af afstanden fra centrum. Herved bliver dynamikken
sezrlig simpel, for det betyder, at kuglens inertimoment, I, er en konstant,
uafhzengig af den gjeblikkelige omdrejningsakse. Hvis kuglen er massiv med



side 34 Kapitel 3

konstant massetaethed (billardkugle), er I = (2/5)MR?, hvor M er kuglens masse
og R dens radius. Hvis al massen ligger ude ved overfladen (bordtennisbold),
er inertimomentet I = (2/3)MR2.

At inertimomentet siledes er en skalar (og ikke en 3*3 symmetrisk tensor, som
vi senere skal komme ind pa) betyder, at impulsmomentvektoren altid har
samme retning som den gjeblikkelige omdrejningsvektor:

D1 (15)

De to rulnings-constraints vedrgrer si alene x- og y-komposanterne af
omdrejningsvektoren; o, beskriver blot et "neutralt spin", som ikke far kuglen
til at flytte sig i planen, men o, far den til at rulle i den negative y-akses
retning, og o, ruller den i den positive x-retning. Hvis planen selv flytter sig i
forhold til laboratoriesystemet, siledes at bergringspunktet har hastigheds-
komposanter V, og V,, @ndrer centerkoordinaterne x og y sig med hastig-
hederne

X =V,+Ro, ; § =V, - Ro, (16)

Med indferelse af linesere x-lagre for impulsmomentet og den linezere impuls far
vi EB-diagram, der er delt op i to separate halvdele:

VY
o R O+ y
I oo

/e

M
&

Figur 36 Kugle, der ruller pa en bevaegelig plan.

Der er her angivet differentiel kausalitet pa de to p-lagre. Inertikraften fra disse
lagre giver sa fglgende kraftmoment, der bestemmer sendringshastigheden af
impulsmomentet:
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Mx=Lx=Rng - M =L =-RMX - (17)

De to halvdele af diagrammet kan komme til at heenge sammen, hvis
hastighederne V, og V, er athzengige af bergringspunktets position (x,y). Dette
er tilfeeldet for det bergmte eksempel rullende kugle pa grammofonplade. Hvis
grammofonpladen drejer med den faste vinkelhastighed Q, har vi:

V,=Qx ; V,=-Qu ' (18)

Diagrammet for denne beveegelse kan sa tegnes med en fast stmmkllde Q, der
virker gennem to styrede transducere, x og y:

Figur 37 Kugle, der ruller pa roterende skive.

Kuglens hastighed fas nu af (16) og (18):

L ’ L
£=RZ-Qy:y=0x-R (19)
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Ved en yderligere differentiation og benyttelse af impulsmomentsaetningen (17)
far vi sa: :

X =-——= _ | = —— (20)

hvilket kan integreres til

X =-0QY + v, ; Y =0Qx+y, (21)

- hvor vi har indfert betegnelsen o for den dimensionslgse konstant i (20):

o = (1 . MRT (22)

I

som vil vaere 2/7 for en billardkugle og 2/5 for en bordtennisbold. Indsaettelse
af (21) i (20) giver sa:

oo N LY o W (23)
X () (x E} i (0Q) (y E]

Vi ser heraf, at kuglen vil bevaege sig i en cirkelbane med centrum i punktet
(-voy/ (0:Q) Vo, / (0Q)). Vinkelhastigheden i denne beveegelse vil veere aQ, altsd 2/7
af skivens vinkelhastighed for en billardkugle, 2/5 for en bordtennisbold.

Eksemplet viser, at hastigheds-constraints kan fere til en opfersel, der
umiddelbart virker besynderlig. Hvis man anskuer sagen fra et roterende
koordinatsystem, der folger med grammofonpladen, skulle man tro, at
centrifugalkraften ville traekke kuglen laengere og laengere veek fra centrum. Det
vil selvfolgelig ogsa ske, hvis kuglen begynder at glide i stedet for at rulle. Set
fra det roterende system vil banekurven vaere en rosette, som er lukket, hvis
og kun hvis o er et rationalt tal.

Vi har med dette eksempel set, at ikke-holonome constraints kan behandles
med energibdndsteknikken, men i det fglgende vil vi dog regne med, at de er
holonome, sa det er muligt at indfere uatheengige generaliserede koordinater.
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Kapitel 4

Hamiltons princip

4.1 Tellegens teorem

Nar vi reticulerer et system af partikler med masser m,, som er palagt visse
constraints (stive steenger, rulning, mm), har vi set, at disse constraints kan
formuleres inden for den del af diagrammet, som kaldes skeletdiagrammet, dvs.
den del, der kun indeholder samlere, transformere og transducere. En bestemt
impuls ﬁ’, beskrives som forbundet med stedvektoren ?’i gennem en x-

samler som pa figur 31, 36 og 37. Vi tillader os altsa her at benytte vektor-
symboler for bide level- og rate-variablene, selv om vektorband gar ud over
rammerne for det basale byggesaet. Et vektor-lager er blot en sammenfatning -
af tre lagre, et for hver vektorkomposant, og et vektorband svarer til tre
almindelige band. Energistremmen i vektorbandet er skalarproduktet af strgm-
og spaendingsvektoren. Den kinetiske energi i systemet kan sa beskrives ved
uafhaengige, linezere x-lagre, men for den potentielle energi ma vi i almindelig-
hed benytte en multiport o-lager, hvis energifunktion kan afhsenge af samtlige
stedvektorer. Speendingerne fra potentiel energi lageret definerer sa de egentlige
eller ydre kreefter i systemet, F, , medens spaendingerne fra skeletdiagram-

met, —f-i , beskriver constraint kraefterne. Tilstedeveerelsen af constraints

medforer differentiel kausalitet pa nogle af x-lagrene, og de herfra stammende
inertikraefter er sa bestemmende for constraint kraefterne.
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Figur 38 Partikelsystem med hastigheds constraint.
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Grunden til, at et skeletdiagram som det pé figur 38 ikke kan have samme
kausalitet i alle porte, er, at det representerer to st uafhaengige relationer: et
seet stromrelationer og et saet spaendingsrelationer. Det er afgerende, at der
ikke indgar gyratorer i skeletdiagrammet, for disse ville blande strgmrelationer-
ne sammen med spaendingsrelationerne. Nar de to saet relationer er uaf-
hzengige, kan vi ikke have strgminput i alle portene, for sa ville speendingerne
vaere ubestemte (og stremmene ville vaere overbestemte).

En anden vigtig egenskab ved skeletdiagrammet er, at det hverken kan oplagre
eller dissipere energi. Der gaelder derfor felgende arbejdsprincip for skelet-
diagrammet for et n-partikelsystem, nar alle porte er orienteret ind mod, eller
vaek fra, skeletdiagrammet:

n

> 7, %=0 *o

t=1

‘Uafheengigheden af de to saet relationer tillader os imidlertid en langt mere
vidtgdende konklusion. Hvis strgmrelationerne er opfyldt og spaendings-
relationerne er opfyldt, hver for sig, si behgver strommene og spaendingerne
slet ikke hare til samme fysiske situation for det betragtede system. Gyldig-
heden af arbejdsprincippet (24) hzenger jo kun pa relationerne i skelet-
diagrammet. Dvs. hvis vi fijernede alle andre ikoner end skeletdiagramimets og
tilfgjede nogle andre ikoner, som ville give samme kausalitet i skeletdiagram-
mets porte, si ville (24) ogsa geelde for stremmene og spaendingerne i det nye
system. Eller hvis spaendingeme i (24) er for det oprindelige system og
stremmene for det nye system, geelder den stadig, eller hvis speendingerne er
til ét tidspunkt og stremmene til et andet tidspunkt for det oprindelige eller det
andet system; - det forringer pa ingen made gyldigheden af (24), hvis skelet-
diagrammet er uzndret. Dette er Tellegens teorem, som kan udtrykkes pa
formen

£ 7o, 720 =
=1

hvor supskripterne (1) og (2) hentyder til, at speendingerne og strgmmene kan
here til to forskellige fysiske situationer. Det er dog vigtigt, at skeletdiagrammet
er det samme for de to situationer. Ofte vil skeletdiagrammet indeholde
transformere og transducere, som er styrede af o-levels. Hvis man lgsriver
skeletdiagrammet fra det oprindelige system og lader det indgid i et andet
system, si skal disse styrede elementer beholde deres oprindelige veerdier;
ellers kan man ikke regne med, at (25) gaelder.
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4.2 Virtuelle arbejder og d’Alemberts princip

Hvis vi nu anvender (25) for to forskellige situationer, hvor spandingerne
(constraint kreefterne) er, de samme, men hvor stremmene (hastighedemne)
afviger med belgbene 8v , 84 kan vi traekke den ene version af (25) fra den

anden og fa
E?t.sg)t=o (26)
t=1 :

ZEndringene af hastighedesvektorerne kaldes virtuelle, dvs. teenkte, for det er
ikke sikkert, at de kan forekomme i det rigtige system, uden at level-variablene
og dermed de herfra styrede elementer sendres. Nar vi taler om virtuelle
aendringer, er det altsa eendringer, der alene vedrgrer de dynamiske variable i
det lgsrevne skeletdlagram men ikke sendre pa relationerne mellem disse

. variable.

Vi kan lave en tilsvarende saetning, hvor stremmene holdes fast, men hvor
spendingerne aendres virtuelt, eller vi kan have virtuelle aendringer af bade
strgmme og spaendinger.

Virtuelle sendringer er "udenfor tiden", eller de kan taenkes at forega i deres
egen virtuelle tid, der ikke har noget at gore med tiden i det oprindelige system.
Vi kan derfor frit integrere de virtuelle stremeendringer i (26) over den virtuelle
tid til virtuelle sendringer af stedvektorerne, saledes at vi far:

Xn:f)t'sr)t?o @7
=1

altsa: det virtuelle arbejde af constraint kraefterne er nul. De constraints, der-er
tale om, skal altsa vaere fuldsteendig stive, ikke noget med steenger, der kan
bajes eller snore, der kan straekkes, eller delvist slip af rullebetingelser. Ellers
ville vi jo heller ikke kunne skildre systemets constraints ved skeletdiagrammet,
der hverken kan oplagre eller dissipere energi.

Gar vi nu tilbage til det oprindelige system (sml. figur 38) og udnytter de
konservative spaendingsrelationer mellem constraint kreefterne i (27), de
eksterne kraefter fra multiport o-lageret og de samlede kreefter, der er rate-
variable for impulserne, far vi:
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i(?t“ﬁt)‘a?)t;o (28)
t=1

Dette er d’Alemberts princip.

Fordelen ved denne formulering for mekanikken er, at enhver hentydning til de
i almindelighed ukendte constraint kreefter forsvinder. Nar vi her har udledt det
ud fra Tellegens teorem, som er en moderne formulering, der oftere saettes i
relation til elektriske netveerk end til mekaniske problemer, er det for at vise,
at d’Alemberts princip kan opfattes som et specialtilfeelde af en langt mere
almen lov. Tellegens teorem er blevet kaldt "den dybeste af alle naturlove”, men
egentlig er det en semiotisk lov, ikke en naturlov.

4.3 Lagrange funktion og virkningsintegral

Vi vil nu antage, at der er tale om holonome constraints, som tillader indfgrelse
af et seet uatheengige generaliserede koordinater, q,, q,, - -, q,,, hvor m, antallet
af generaliserede koordinater, er mindre end 3n, som er antallet af cartesiske
koordinater af n-partikelsystemet. Differensen 3n-m er sa lig med antallet af
constraints. Vi vil regne med, at de generaliserede koordinater er o-levels, dvs.
invariante ved tidsvending, og at de generaliserede hastigheder derfor er x-
rates, dvs. stremme. De funktioner, der udtrykker de oprindelige cartesiske
koordinater ved de generaliserede koordinater, kan derfor antages at vaere
uafhaengige af x-variable. Systemets kinetiske energi kan si udtrykkes ved et
szet x-levels, de generaliserede impulser, p,, der kan antages at veere linegere
funktioner af de generaliserede hastigheder, hvor koefficienterne gerne ma
afhaenge af o-levels (de generaliserede koordinater), men ikke af x-variable. Der
ma veere lige siA mange generaliserede impulser, som der er generaliserede
hastigheder og generaliserede koordinater. En reticulation i termer af disse
variable vil da indeholde et skeletdiagram, der har lige mange porte med
strominput og speendingsinput. Foruden gerne og pjerne, der tilsammen
bestemmer energien E({p}.{q)}), indferer vi cykliske koordinater Q,, som er de
integrerede streminput til skeletdiagrammet.
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Figur 39 System med uafhaengige geheraliserede koordinater.

Tellegens teorem i varianten (27) giver nu med betegnelserne fra figur 39:

= 29
Y. B3, - Fpq) = 0 (29
J:

Dette er ogsd en formulering af d’Alemberts princip (28) i termer af ge-
neraliserede koordinater og impulser. Vi har ikke forudsat nogen speciel
definition af de generaliserede impulser, bortset fra, at de er lineaert forbundet
med de generaliserede hastigheder qJ , og derfor optraeder der i forbindelse

'med de tidsafledede af impulserne virtuelle seendringer af nogle andre koordina-
ter end gerne, de cykliske koordinater Q,.’

Vi indfgrer nu en funktion L, som vi senere kan identificere med systemets
Lagrange funktion:

L(ip.10.4) - ¥ pd, - E lip)iq) (30)
=1

Den virtuelle sendring af L er sa:
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(31)

s L ~|3E. OE
SL = 8O+ Odp.) - Sp. Sa.

For de partielt afledede af energifunktionen E geelder imidlertid (sml. figur 39):

.a;E = Qj : _3_12 = -F} (32)
Ip, aq;
sa vi far:
- : (33)
~ =Y (pp0, + Foq)
j=1
Vi betragter nu det sdkaldte virkningsintegral:
L}
J= [Lat (34)

hvor t, og t, er to vilkirlige faste tidspunkter. Vi skal undersgge virtuelle
&ndringer af virkningsintegralet for virtuelle aendringer af de generaliserede
koordinater, der forsvinder til disse to tider. Da skeletdiagrammet pa figur 39
giver en linezer relation mellem stremmene, kan vi regne med, at 8Q,erne
forsvinder til tiderne t, og t,, nar 8qerne gar det. Partiel integration af farste led
i (33) giver sa:

t,
. 35
fpﬁQ dt = [psQ)] f 5,50, dt = - [p30, dt (35)
t t
Med brug af Tellegen/d’Alembert princippet (29) finder vi derfor:
(36)

2 (Fpg - 3G, )dt =0

J=1

&J = d

._"*&—-\J"
.J*;-\»P

hvilket er Hamiltons princip.
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4.4 Lagrange ligningerne

Forelebig kan vi ikke stille s meget op med Lagrange funktionen og Hamiltons
princip, fordi L, som defineret i (30), afheenger af storrelserne  Q, og p;, som vi

ikke ved noget om. Vi kan imidlertid regne med, at energien E kan skrives som
en sum af den kinetiske energi T og den potentielle energi U, saledes at U kun
afhaenger af de generaliserede koordinater (g) og T kun af de generaliserede
koordinater og deres tidsafledede, de generaliserede hastigheder. Endvidere kan
vi regne med, at T kan udtrykkes som en kvadratisk form i de generaliserede
hastigheder, og dermed ogsd som en kvadratisk form i de generaliserede
impulser p;: ' T

T= zk: Td@) pp. : Ty =T, | (37)
J
Vi har sa:
T , (38
‘a_‘pj=Qj-2‘;7}kpk A -)

Vi kan heraf udlede Eulers saetning for homogene udtryk af 2. grad:
Ypg -2 (89)
j ,

Ved indszettelse af dette i (30) og benyttelse af E =T + U, far vi:
L=T-U | (40)
Hvis vi udtrykker T ved generaliserede hastigheder og koordinater og U ved

generaliserede koordinater, har vi altsd L som funktion af generaliserede
hastigheder og koordinater:

L=L{{g,1g) (41)

Vi kan si udnytte Hamiltons princip (36) ved at indfere virtuelle sendringer af
gerne, der forsvinder i endepunkterne t, og t,:
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t
oL (42)
oq,dt = O
tj;{a% dt[aqj” v

Da 3qerne er uaftheengige og kan veere vilkarlige funktioner af tiden (der blot
skal forsvinde i t; og t,}), nar vi frem til Lagrange ligningerne:

djoL|_oL _, (43)
@25 | % -

Disse ligninger er oftest den mest direkte tilgang til beregninger for et
konservativt system med holonome constraints. Systemet beskrives siledes ved
én 2. ordens differentialligning for hver generaliseret koordinat. For at integrere
beveegelsesligningerne skal man altsa kende de generaliserede koordinater og
de generaliserede hastigheder til begyndelsestidspunktet. En EB reticulation
forer til to 1.ordens differentialligninger for hver koordinat og er pa den méade
neermere beslagtet med Hamiltons ligninger, som vi skal se pa i naeste afsnit.
Bade EB teknikken og Hamilton ligningerne kreever nemlig generaliserede
impulser, lige sA mange som de generaliserede koordinater. Vi savner endnu
nogle praecise forskrifter for, hvordan impulserne defineres, og EB teknikken
giver en stor frihed hertil, medens Hamilton formalismen er meget restriktiv og
kreever kanoniske impulser.

4.5 Hjul pa skinne

Som et eksempel pa anvendelsen af Lagrange formalismen og efterfgigende EB
reticulation vender vi tilbage til systemet pa figur 28, det masselgse hjul med
en partikel pa randen. Som generaliseret koordinat kan vi benytte vinklen O,
men vi veelger i stedet at regne vinklen fra bundstillingen af partiklen, s vores
koordinat bliver ¢ = n/2 + ©. Partiklens cartesiske koordinater er sa:

x=rsing - ¢ ; y=rl - cosf) (44)

Vi indfgrer nu betegnelserne s = sin(¢/2) og ¢ = cos(¢/2) og far felgende udtryk
for den kinetiske energi:
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T = lm@ + ) = 2mrs% (45)
Lagrange ligningen (43) for ¢ giver nu:
2mr?s (2s¢ + cd’) + %_g =0 (46)

idet den potentielle energi U kan udtrykkes som funktion af ¢. Det er saledes
en rimelig kompliceret 2. ordens differentialligning, vi far af Lagrange, hvilket
haenger sammen med, at den kinetiske energi afthaenger af ¢.

For at lave en EB reticulation segrger vi forst for, at definere en impuls p,
saledes at den kinetiske energi kan rummes i et simpelt, linesert x-lager:

. ) . »
p=2mrisp ; T= p o (47)
' 2mr? ‘
Ved kombination af (47) med (46) far vi sa: ’
b= 2mrs + mitcit - - L 4U 48)
P mres¢ + mrecy 75 3% -

Vi kan da tegne folgende simple EB diagram for systemet:

@ DH

s=5in(9/2) [U]

Figur 40 Hjul med partikel pa skinne (figur 28), ¢=0+n/2.

Denne retikulation er ikke problemfri, bl.a. fordi s=0, nar partiklen er i
bundstilling, hvilket giver ligningerne en singularitet. Man kan ogsa undre sig
over, at hjulet skal dreje to gange rundt, fer s far samme vaerdi igen. Disse
problemer har en lgsning, men vi skal ikke opholde os mere med det nu.
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Kapitel 5

Hamilton ligninger og Poisson paranteser

5.1 Hamilton funktionen

I foregdende afsnit, ligning (30), indfarte vi Lagrange funktionen L som en
funktion af tre szt sterrelser: koordinaterne q, impulserne p, og endelig de
tidsafledede, @Q , af de cykliske koordinater Q. Differentialformen af L,

svarende til ligning (33), viste sig dog fri for differentialer af p, s vi kan opfatte
L som funktion af de to szt uafthaengige variable q og Q . Impulserne p og

kreefterne F kan sa bestemmes ved de partielle differentiationer

L L
p - oL . F, = oL (49)
30, dq,

Friheden til at vaelge impulserne p afspejler sig saledes i, at de generaliserede
hastigheder, der indgar i L, ikke er hastighederne af de valgte generaliserede
koordinater q, men af de cykliske koordinater Q. Vi indfgrer nu de kanoniske
impulser P ved definitionen

oL 00, (50)
p=9L_ %k
P )

Lagrange ligningen (43) kan sa udtrykkes pa formen

5 _ (51)
B=F

Bevaegelsesligningen ser altsi meget simpel ud, nar vi som impulser vaelger de
kanoniske. Hvis p, = P,, far vi af (50)

2 s 52
oq -

Dvs. sa er de cykliske koordinater Q det samme som de oprindeligt indferte
generaliserede koordinater q. Vi indfarer nu systemets Hamiltonfuniction
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H(P,Q)=YPQ-LQ), Q) (53)
J

hvor vi nu bruger Q i stedet for.q for at understrege, at impulserne P, og
koordinaterne Q, (=q) er parvist kanonisk konjugerede. Et tilbageblik pa (30)
viser, at Hamﬂtonfunktmnen er det samme som systemets energifunktion E,
nir denne udtrykkes som funktion af de kanonisk konjugerede impulser og
koordinater.

5.2 Hamiltons ligninger

Ligning (53) er et eksempel pa en sakaldt Legendre transformation, som bruges,
nar man vil skifte fra et saet uafhaengige variable til et andet. Eksempelvis, i
termodynamikken udtrykkes differentialet af den indre energi, U, ved differenti-
alet af entropien S : dU = TdS-PdV, sa hvis man vil bruge temperaturen T som
uafheengig variabel i stedet for S, indferer man Helmholtz potentialet F = U-TS
og far: dF = dU-TdS-Sdt = -SdT-PdV. For Hamiltonfunktionen far vi:

. f (54)
E[ dQ QdP PdQ dej]:izj:[‘de'Pj_F}de]

 Heraf, og af (51), udleder vi si Harniltons ligninger:

. _OH . oH (55)
T —_— P B
QJ ) PJ J

. Disse ligninger har en meget simpel fortolkning i EB sproget. Hele systemet
beskrives ved et multiport lager med m koordinater og m hertil konjugerede
impulser. Lageret har energifunktionen H, og hvert par, P og Q er simpelt
forbundne gennem en symmetrisk transformer, som vist nedenfor.
| [P
EEO )
H
>0

0
Figur 41 EB fremstilling af Harmltons ligninger.
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‘Simpelheden af figur 41 er nu ikke nogen dyd, set fra et EB synspunkt. Den
viser jo blot, at Hamilton formalismen leegger al den dynamiske information ind
i det symbolske udtryk for H som funktion af de kanoniske variable. Der bliver
saledes ingen mulighed for at fremvise denne information ikonisk, hvilket jo er
formalet med EB teknikken. Det viser sig da ogsa i mange tilfeelde, at de
hamiltonske ligninger langt fra er simple at behandle. I reglen vil det vaere
lettere at bruge Lagrange ligningerne.

Som eksempel kan vi igen se pa den til et hJul bundne partikel. Af (45) finder
vi den kanoniske impuls:

%%
rHamiltonfunktiBnen, H =T + U, hvor T er udtrykt ved P og ¢, er sa
2
HP.) = ——_ + U : (s =sind (57)
mr?s? 2
og Hamilton ligningerne (55) giver (den forste fremgar af (56)):
. . 2
¢=___P . P= ¢ _au ; (c=cos$ (58)
4mr?s? 8mris? d¢ 2

Disse differentialligninger er noget mere komplicerede end Lagrange ligningen
(46) og betydeligt veerre end EB ligningerne (47) og (48).

5.3 Poisson paranteser

At energien er bevaret for et Hamiltonsk system ser ud til at fremga direkte af
figur 41. Der er dog den mulighed, som ikke fremgar af diagrammet, at der kan
veere tidsathangige constraints i systemet, som kan udfere arbejde og derfor
z&ndre energien. Sddanne tidsafheengige constraints gdelaegger ikke gyldig-
heden af d’Alemberts princip, for de virtuelle eendringer, der her er tale om,
forgar jo i en virtuel tid, der er uafhaengig af systemtiden. Bade Lagrange og
Hamiltonligningerne vil derfor geelde uzendret, men bade Lagrange funktionen
L og Hamiltonfunktionen H, hvori de tidsafheengige constraints er indbyggede,
vil komme til at athaenge explicit af tiden. Af (55) finder vi s, at @endrings-
hastigheden af energien er givet ved:
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- + _=
dt at ot

dH oH 5 oH . oH oH (59)
=;{a,,,. a—Q:Q}" '

For en vilkarlig anden funktion, A, af Perne, Qerne og t finder vi tilsvarende af .
(55):

0AJH oJAoJH 0A _ 0A (60)
E j = AH —_
[agap anan]+ (AR 5

hvor vi har indfert Poisson parantesen af to stgrrelser A og B:

- ) dA 9B _ 0A 3B 61)
4o E[-B@BPJ BPJ-BQJ

For de kanoniske variable finder vi:

(0,.91=0 : [P.P1=0;10,.P]=3, (62)

I kvantemekanikken spiller Poisson paranteserne en vigtig rolle, idet den
kvantemekaniske kommutator af to operatorer A og B svarer til den klassiske
Poisson parantes af de tilsvarende klassiske observable ganget med ih .

5.4 Diagonalisering og Einsteins konvention

Vi skal nu se, hvordan brugen af Poisson paranteser giver en simpel opskrift
pa, hvordan en del af Hamiltonfunktionen kan retikuleres ud pa EB ikoner. Vi
vil antage, at det drejer sig om et konservativt system, hvor Hamiltonfunktionen
kan skrives som summen af en potentiel energi U, der kun afhaenger af
koordinaterne (som vi nu igen vil kalde q i stedet for Q) og en kinetisk energi
T, der kan afhaenge af bAde impulserne og koordinaterne. Desuden antages, at
systemet er autonomt, dvs. at tiden ikke indgar explicit:

H({P}, {g)=T({P),{g) +U({g) (63)

Endvidere vil vi antage, at den kinetiske energi er kvadratisk i impulserne (sml.
(37)):
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T(P),{g)=T({@)PP ; T, =T, (64)

Jt Yy

Her har vi nu indfert Einsteins summationskonvention, dvs. der er implicit
summation over dobbelt forekommende indekser. I (64) er T.. et tensorsymbol
(den reciprokke inertanstensor) med to indekspladser, og de to indekser i og j
pa pladserne forekommer hver ogsd pa vektorsymbolerne P, og P,. Der skal
derfor summeres over dem, s det resulterende udtryk afhaenger ikke af i og j.
Vi siger derfor, ati og j i (64) er dummy indekser.

En kvadratisk form kan diagonaliseres ved indferelse af nye impulser
p = afllg) P, (65)

Diagonalisering kan gennemfgres pa mange mader, og vi kan yderligere kraeve,
at a,erne veaelges séledes, at inertanserne i det nye udtryk for den kinetiske
energi bliver uafhaengige af koordinaterne, sa vi har:

- = P (66)
T‘T({P})"Ez

t (i

(Her har vi ikke benyttet Einstein konventionen, da det er lidt uklart, om
indekset i forekommer to eller tre gange. Man kunne eventuelt skrive

P, b,

T=_——
2m,

hvor parantesen efter indekset pa m, angiver, at det ikke skal teelles med, men
sa er det naesten nemmere at bruge den traditionelle skrivemade).

Den omvendte relation, Pierne som funktioner af perne, udtrykkes si ved den
reciprokke matrix a™.. :

‘Pj = a-_jlk pk (67)

Nar vi udtrykker energien som funktion af de kanoniske impulser P, , vil vi
stadig kalde den H, men nér vi bruger de nye impulser p;, kalder vi den E. De
generaliserede hastigheder er sa:

. _ dH _ OE 9P, (68)

q] apj = apk aPJ = vka'g
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hvor vi har indfert vektorsymbolet v. for samlingen af output stremme fra de
x-lagre, som de enkelte led i (66) svarer til, altsa v, = p,/m,.

De tidsafledede af de nye impulser fas ved differentiation af (65):

. . Ja, . 69
p;= ajtfk“*a—-(;(qlpk (€9)

!

Nu er problemet sa, at de tidsafledede af de kanoniske impulser germe skulle
udtrykkes ved de afledede af den nye energifunktion E(p,q). Sammenligner vi
differentialformeme af H og E, finder vi:

dH = ¢,dP, - P, dq, = dE = v dp, + edq, (70)

hvor e, er outputspeaendingen fra k-porten i det nye lager for den poteriﬁelle
energi U. Ved at satte dp, = O (alle k) og dq; =0 fori #k og dividere med dq,
finder vi (med brug af {67)): -

oE . oP . da} . (71)
e =— =q~— - P=4q p. - P
k a 1 aqk k 1 aqk k
Ved yderligere at benytte (68) 'og (67) fas:
. oa;} oa, ' da (72)
P=va,—"p. -e=-v,—alp,-e=-v,_—_P-e
k i aqk k r aqk | k aqk 1 k
Endelig finder vi sa, ved at benytte dette og (68) i (69) fslgende udtryk:
i)_j= - k C
j (73)

0 d
hvor C, = |a, T T a.|P,
% 9q, oq,

Vi ser altsa, at input speendingen til det jte x-lager er sammensat af to typer af
led: dels en reekke led, der er givet ved output speendingerne fra o-lagerets
porte (e,), og dels en raekke led, der er givet ved output stremmene fra de andre
x-lagre (v,). Storrelserne a, ma derfor opfattes som transformere (eller -ducere),
medens Cyerne er gyratorer. Det ses, at gyrator tensoren C.. er antisymmetrisk,
sa hvis der er m x-lagre, kan der hgjst vaere m(m-1)/2 gyratorer, medens der
hgjst kan veere m? transformere.
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55 Poisson retikulationen

Ser vi nu tilbage pa definitionen af Poisson paranteserme (61), viser det sig, at
vi far en meget simpel fortolkning af transformemne og gyratorerne, idet:

[p.ql=-q ;: [p.pl=-C (74)

Ligning (73) kan derfor skrives pa formen

. _ oE ; OE S
PJ [Pj:qk]?)a:‘*[pj,l)k]m (70)

Hvis p erne og q erne er kanoniske konjugerede, sa E = H, ser vi af (62), at (75)
er identisk med Hamiltons ligning for den tidsafledede af P. Den anden
beveegelsesligning (68), som ogsia kan udtrykkes ved Poisson paranteserne
mellem p erne og q erne gar sa over i den anden Hamilton ligning.

For et system med to generaliserede koordinater og impulser (som er det
mindste, der skal til for at inkludere en gyrator), kan vi nu sammenfatte de
formelle udredninger til fglgende diagram:

[U({a })]

Figur 42 Retikulation med Poisson paranteser.

I praksis vil man altid kunne sgrge for, at antallet af transformere i diagrammet
bliver mindre end m?. Den diagonaliserende matrix a.. vil kunne laves pa nedre
trekantform, dvs. séledes at alle pladser over diagonalen er nul. Antallet af
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transformere bliver s m(m+1)/2. Desuden vil man ved passende skalering af
inertanserne m, kunne opna, at visse transformere far veerdien 1, sa de kan
erstattes af simple energiband.

-

5.6 Elastisk pendul

Som eksempel pa anvendelsen af Poisson retikulationen ser vi pa det elastiske
pendul. Det bestar af en stiv, masselgs stang, der kan dreje frit i planen om et
ophangningspunkt O. En partikel med massen m er anbragt pa stangen, sa
den frit kan glide pa denne, men partiklen er fastgjort til den‘ene ende af en
masselgs fijeder med kraftkonstanten k og ligevaegtsleengden L. Fjederens anden
ende er fastgjort i O. Vi beskriver systemet med to generaliserede koordinater:
stangens drejningsvinkel fra bundstillingen, q,=6, og dens afstand fra O, q,=A,
som ogsa er fiederens lengde.

Systemets potentielle energi er sa

U8) = - k (A - L)* - mgh cos8 (76)

hvor g er tyngdeaccelerationen.
Den kinetiske energi er:

T=1m(i2+2é) (77)
2

Da de generaliserede hastigheder ikke indgar i U, ogda L =T - U, er de
kanoniske impulser, ifglge definitionen (50), givet ved:

Pl_aT aT=mX;P2=g{=mzé (78)
aq, oA 06

og den kinetiske del af Hamilton funktionen er sa:

2 2
T(P,P)-P +_Pz_ (79)
! 2m  2mA?

Det ses, at T allerede er diagonal i de to impulser, men inertansen for P,

afhaenger af koordinaten A. De nye impulser kan derfor vaelges som:
2

p,=p =P ; pz"pe:T (80)
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Matrixkoefficienterne a,j,ii (65) er da givet ved:

. |
4y =15 a,=0=0; a,=— (81)

og hermed er transformerne i figur 42 bestemt. Der kan kun veere én gyrator,
C,, = -C,,, og den bestemmes af (73) og (81):

oa, P, p,
Gy = - aq2 a,p, = ‘X; = Te (82)
.

Med lidt ekstra manipulation af ikoner kan diagrammet simplificeres en smule.
En transformer kan "treekkes igennem" en treport samler, sa den forsvinder fra
det band, hvor den sad, og dukker op i de to andre. Nar en transformer
kommer til at std pa sekundaersiden af en x-gyrator og vender trekantspidsen
samme vej, kan den indga i gyratoren, hvis omsaetningsforhold si bliver
multipliceret med transformerens. Det resulterende diagram pa figur 43 har sa
transformeren naermest x-lagrene og gyratoren nzermest o-lagrene. Derved
kommer det til at svare til den opskrift, der skal gennemgas i nseste afsnit, og
som i de fleste tilfaelde vil veere nemmere at benytte end Poisson retikulationen.
Nar systemet er sa simpelt som det elastiske pendul, er der dog ingen stgrre
forskel i brugen af de to metoder.

f

[$k(A-L)%mgAcos6]
Figur 43 Elastisk pendul.

Igen kan man ved sammenligning med Lagrange- og Hamilton-ligningerne for
samme system konstatere, at energibands-retikulation kan give et simplere og
mere beregningseffektivt saet af bevaegelsesligninger. Arsagen hertil er, at
udskillelsen af den kinetiske energi fra den potentielle gor speendingerne fra o-
lagrene uafhsengige af x-levels.
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5.7 Massemidtpunkt og reduceret masse

Som et andet eksempel pa Poisson retikulation ser vi paA systemet af to
partikler, forbundet med en stiv stang, som tidligere er behandlet (figur 26).
Da der er ét hastigheds constraint, som er holonomt, kan de oprindelige 6
koordinater reduceres til 5 generaliserede koordinater. Som de ferste 3 veelger
vi de saedvanlige koordinater, X, Y og Z for massemidtpunktet, hvis stedvektor
er defineret ud fra de to partiklers masser og stedvektorer saledes:

7 . MR mr o  (83)
m, + m, |

De sidste to generaliserede koordinater kan veelges to vinkelkoordinater, 6 og
¢ for den ralative stedvektor af partikel i forhold til partikel 1:

= FZ —_Fl’ = L ( sin® cos¢ , sin® sing , cos6 ) (84)

hvor L er stangens lzengde. Med betegnelse M for den totale masse m, + m, er
de to partiklers stedvektorer nu givet ved

F o =R+IP ~ (89)

-
R=R-2F ;%
M 2

| 2

Vi kan sa udtrykke den kinetiske energi ved de 5 generaliserede hastigheder:

. . . . . 86
T = %rnlf:;)z + %rnz-r—z)z = %MI?)Z + —;-LILZ (92 + ¢2 Sm2e.) ( )
hvor vi har indfert betegnelsen 1 for den reducerede masse:
_ mm, (87)

Ll v

Den kanoniske impuls, der er konjugeref til massemidtpunktets stedvektor, er
sa den totale impuls af topartikelsystemet:
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= . dT = (88)
P - - MR
R

Den kinetiske del af Hamiltonfunktionen for massemidtpunktets bevaegelse er
helt uafheengig af den relative koordinater, og vi vil derfor lade den ude af

betragtning.

Hvis massemidtpunktskoordinaterne X, Y og Z er de forste 3 generaliserede
koordinater, kan vi lade 6 veere q, og ¢ vaere q;. De hertil konjugerede
kanoniske impulser findes sa ved differentiationer af udtrykket (86) for T:

P=2T 16 b= -rsin%§ (89)
5 %

hvor I = p L? er inertimomentet om massemidtpunktet. Den kinetiske energi,
udtrykt ved de kanoniske impulser er sa:

Pl+P+P P R (90)

= +

2M 21 2] sin%6

dvs. den er allerede diagonal, men mangler at blive gjort uafheengig af
koordinaterne. Vi lader de tre farste impulser vaere naendrede, og ogsa den
fierde, men andrer den femte, altsa:

PS
sin®

p4=pe=P4;ps=p¢= (91)

Matricen a.. er altsi diagonal med 1 pa diagonalpladserne, undtagen sidste
plads, hvor vi har

1
= _ 92
%5 = S (92)

Vi kan sa bestemme gyratoren (73):

0
C, = - s a, P, = coso P, = cot - p, (93)

44

dq, sin?6

Vi er nu i stand til at tegne diagrammet og lave ikoniske smaforandringer, som
pa figur 43, sa vi ender med folgende diagram:
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)
®

([

[U]

Figur 44 To partikler, forbundet med stiv stang.

Her kan man yderligere simplificere ved at indfere cykliske lagre for sinf og
- cosB efter opskriften pa figur 29 og saledes opnd, at der kun forekommer .
- lineaere styringer i diagrammet.

Begge disse to eksempler viser, at man far en paenere retikulation ved at flytte
transformerne over i venstre side af diagrammet, altsd nsermest x-lagrene og
lade gyratorfeltet veere naermest o-lagrene. Dette er faktisk hovedindholdeti den
alternative metode, Lagrange retikulationen, som skal gennemgas i naeste
afsnit. Poisson retikulationen har ogsa den ulempe, at den opererer med de
kanoniske impulser, selv om disse ikke optraeder som x-levels. Denne ulempe
undgas ogsa ved Lagrange retikulationen.



side 58 ' Kapitel 6

Kapitel 6

Lagrange retikulationen

6.1 Transponering

Den vaesentligste ulempe ved Poisson retikulationen, figur 42, er, at den skal
g4 omvejen over de kanoniske impulser, P;, som indgar i formlen (73) for gyrato-
rerne, selv om den feerdige EB model betjener sig af de impulser p;, der diago-
naliserer den kinetiske energi og ger denne uafhaengig af koordinaterne. Denne
omvej kan undgas, hvis vi i farste omgang koncentrerer os om Lagrange forma-
lismens udtryk for den kinetiske energi som funktion af de generaliserede
hastigheder og sa indfgrer nye hastigheder

v, =b,({ql})gq (94)

saledes at den kinetiske energi bliver diagonal og koordinatuafhaengig, nar den
udtrykkes ved disse nye hastigheder:
T=Y Imy? (95)
i

2

De hastigheder, v,, der blev indfert i Poisson retikulationen som p,/m, opfylder
disse krav, men der er ingen grund til farst at bestemme de kanoniske impul-
ser. Nar det er de samme v'er, der er tale om, kan vi ogsa se en forbindelse
mellem b.. matricen i (94) og a.. matricen i (65). Nar vi sammenholder (94) med
(68) far vi nemlig

. - (96)
v=b,;4=b,v. a4, = b;a, =3, eler b, = a;;

Altsa b.. er den transponerede af den reciprokke til a.. matricen (transponering
er ombytning af reekker og sgjler, for reelle matricer det sammme som hermi-
tesk konjugering). Ser vi pa transformer feltet a.. pa figur 42, kanvifa b.. frem
ved vending af hele ikonet:
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Figur 45 Ikonvending af transformer-felt.

Den nye retikulation benytter saledes de samme p’er som Poisson retikulatio-
nen, men transformer feltet er vendt. Det gamle felt a.. gav en simpel
omregning af spaendingerne fra hgjre til venstre side af diagrammet; det nye felt
b.. giver en simpel omregning af spaendingerne, nar vi gar fra venstre til hgjre.
Da speendingerne i venstre side er de tidsafledede af p’erne, tager vi udtrykket
for dem, den forste af ligningerne (73), og ganger den fra hgjre med b;;: -

pb,=-b,a,e -b,Cv=-¢e-b Cuy ©7)
Heri indferes sa (94):
e=-pb,-b, C,b,q4=-Dpb -D,q (98).
hvor
Dij: b,,C.. b

Dette udtryk for matricen D.. viser sig at blive overraskende simpelt, nar vi
indseetter udtrykket (73) for C.. og benytter (67) og (96). Vi finder:

D =p | %Pk 9by (99)
Lj k aqj aqt

Da det er de nye p’er, der indgar i (99), har vi opnaet, at enhver hentydning til

de kanoniske impulser er forsvundet, og i tilgift har vi faet et udtryk for D..,

som er langt simplere end det gamlé udtryk for C.. . D’erne er naturligvis

gyratorer, men de sidder pa den anden side af transformer feltet, end de gor pa
figur 42.
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6.2 Lagrange paranteser

Lige som elementerne a.. og C.. lader sig udtrykke ved Poisson paranteser, kan
vi udtrykke de nye elementer b.. og D.. ved Lagrange paranteser. Hvis vi har et
saet af uafheengige steorrelser, som kan erstatte de kanoniske tilstandsvariable,
gerne og P'erne, siledes at alle g'erne og P'erne kan udtrykkes ved disse
storrelser, s kan vi definere Lagrange parantesen { A , B } for to af disse
starrelser ved:

dq, 0P,  dP, dq,

{A,BY=__2 ‘-2 (100)
dA 0B JA OB
Man viser nu let, at de nye elementer b.. og D.. kan defineres som:
b,=-{p.q} : D,=1{q, q} (101)

altsa pa en made, der fuldstaendig svarer til (74), bortset fra fortegnet af D.. .

Vi ser sadledes, at Poisson retikulationen pa figur 42 kan erstattes med
nedenstiaende Lagrange retikulation:

[Uta})]

Figur 46 Lagrange reticulationen.
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6.3 Metoden

Henvisningen til Lagrange paranteserne har kun teoretisk interesse; det er ikke
meningen, at den skal benyttes i praksis, for det ville jo ifglge definitionen (100)
medfegre, at man alligevel blev ngdt til at indfgre de kanoniske impulser. Lad os
kort repetere, hvad man skal gare for at benytte opskriften pa figur 46.

1) Veelg et passendé seet af uafheengige generaliserede koordinater, {g}.

2) Udtryk den kinetiske energi ved de generaliserede hastigheder:

T({q},{q})=%M,j({q})qtqj (102)

3) Bestem en diagonaliserende matrix b,; ({g}) og et seet hastigheder v, som i
(94), saledes at T kan skrives som i (95) med koordinatuafhzengige inertanser
m,. Som x-levels benyttes de generaliserede impulser p, = myv,. Det anbefales at -
lade b.. have gure trekantform (nuller under diagonalen), saledes at der hgjst
optreeder m(m+1)/2 transformere b.. for et system med m frihedsgrader. Om
man veelger avre eller nedre trekantform er uvaesentligt, men hvis a.. matricen
har nedre trekantform, vil b.. have den gvre.

4) Bestem de m(m-1)/2 gyratorer af (99).

5) Tegn diagrammet efter figur 46 og simplificer det eventuelt ved brug af regler
for flytning, vending og sammensmeltning af ikoner.

Nar EB diagrammet er pa plads, er det som regel en simpel sag at nedskrive
beveegelsesligningerne, dvs. de rate ligninger, der giver de tidsafledede af level
variablene som funktioner af level variablene. P4 dette punkt er Lagrange
retikulationen dog sveerere at arbejde med end Poisson retikulationen. Bade pa
figur 42 og pa figur 46 er portene til lagrene tilsluttet et simultanfelt, bestaende
af samlere, transformere (-ducere) og gyratorer, men pa figur 42 er portene
tilsluttet med staerk kausalitet, hvor de pa figur 46 er tilsluttet med svag
kausalitet. Det betyder, at der med figur 46 kan optraede loops i signalruterne,
saledes at man bliver nedt til at lgse et saet af simultane ligninger, for rate
ligningerne kan opskrives. For et system med to frihedsgrader kan signalspore-
ne se ud som pa figur 47b (der er flere muligheder). Hvis b.. er pa gvre trekant-
form, bortfalder sporet med b,,, og der bliver intet loop. Ellers vil loopet have
en forsteerkningsfaktor
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G = b12b21 (103)
b,,b.

22

som far den kritiske veerdi 1, nar determinanten af b.. er nul, dvs. nar b.. ikke
har nogen reciprok matrix, hvilket den jo ifglge (96) skal have.

X

Figur 47 a: signalspor for Poisson retikulationen figur 42.
b: mulige signalspor for Lagrange retikulationen figur 46.

For at demonstrere, at de to metoder er sekvivalente, ser vi pa det elastiske
pendul igen, denne gang med Lagrange metoden. Vi har allerede bestemt de
diagonaliserende p’er i (80) og a.. i (81), sa vi finder b.. af (96):

b,=1; b,=b, =0 . b, =X (104)
Af (99) fis sa:
ob. oA
D.. = 22 - — =
21 p2 aql p@ a}\' pe (105)

Figur 46 giver da direkte et diagram, der er identisk med figur 43.

6.4 Dobbeltpendulet

Et noget mere indviklet eksempel er det matematiske dobbeltpendul, der
bestar af to stive, masselgse steenger med partikler i endepunkterne. Den forste
stang drejer om et fast punkt, og den anden stang drejer om endepunktet af
den forste stang. Som generaliserede koordinater benyttes de to staengers
vinkler med lodlinjerne, 6, og 6,.
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L,
DN

| . ' My
Figur 48 Det matematiske dobbeltpendul.

Den potentielle energi er:

ue,.6,) = - (m + mZ)gL'lcose1 - m,gL,cosb, (106)

Hastighedsvektorerne for ‘de to partikler er:

7'.'1’= L6, (cos8, , sinf) ; r_'z)= 'r:f+ L,6,(cos8, , sinf,) (107)
Heraf findes den kinetiske energi:
(108)

T =5 (m + mLy 6,° + mL L,6,6,cos(6,-6) + ; mlL; 6,’
Vi skal sa forsgge at bestemme en diagonaliserende matrix b.. pa evre
trekantform. Vi har en vis frihed til at skalere koefficienterne, da det jo blot vil
afspejle sig i inertanserne for de nye x-lagre, sa vi saetter b;; = 1 og skal sa

bestemme b,, og b,, sdledes at T bliver diagonal og koordinatuafhaengig, nar
den udtrykkes ved hastighederne

. . . (109)
v, =6,+ b8, ; v, =Dby0,

Disse ligninger lgses med hensyn til de gamle hastigheder (hvilket svarer til at
bestemme matricen a..) og indszettes i udtrykket (108). I det resulterende
udtryk skal vi sa have leddet med produktet v,v, til at forsvinde.
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2 2
b , b L. v,
T-= %(m'l"'m'z)le [UI_F;E'UZ] + myL,L,cos(6,-6,) (vl——b;_zvz} Ej; M -%mszz (b_:z]
m,L,L,cos(6,-8,) - (m+m)L’b
= smrm)Liv] + 10050, szz Ty,
(ml"'mz)leblz2 - 2myL L,cos(6,-6,)b,, + mzL22 vg
' 2b222
Krydsproduktleddet forsvinder for
. ml _ 110
b, = )L cos(6,-6,) (110)

og nar dette indsaettes i sidste led, finder vi, at leddet bliver uafhzengigt af 6,
og 0,, nar :

- m, (111)
b,= |1- cos?(6,-0.)
22 J m +m, 1 72

Det sidste udtryk kunne ganges med en vilkarlig konstant, hvilket blot ville
&ndre pa stgrrelsen af inertansen for p, lageret. Med valget (111) fas:

T = Ymem)L? o? + mL? o2 (112)
dvs. de to inertanser bliver givet ved:
L= mem)ld ;L = m (1)
Vi mangler sa blot at bestemme gyratoren af (99):
ob ab db ab
D = _kl - —k2 = -~ _12 - _ﬁ =
12 p“{ 3, 98, } Py 557 7 P2 5,
, (114)
m,sin(6, -6,) L, cos(6,-6,)
—— | Py — - D,
m’l+rn2 Ll n12
1- cos?(6,-6,)

m,+m,
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Vi kan sa tegne diagrammet efter figur 46:

(o

[ d

]

Figur 49 Lagrange retikulation af dobbeltpendulet, figur
48. Symbolerne refererer til folgende ligninger: U:(106),
b,,:(110), b,,:(111), I,-1,:(113), D,,:(114).

- Rate hgmngerne for dobbeltpendulet opskrevet i den mest hensigtsmaessige
- reekkefplge, er sa: .

pz ) pl
= __ 2 : 0.=__--b.0
* Lb, R | a1s)
. oU . . 1| oU .
b= - 8_91 - D8, ¢ p,= 32;[ - 8_92' + Dlzel] ,

Da diagrammet indeholder mange ikke-lineaere styringer, kan man overveje en
mere tilbundsgdende retikulation. I almindelighed kan det potentielle energifelt
ogsa diagonaliseres til uafheengige o-lagre, som enten er linezere eller aktive.
Nar U som i (106) involverer cosinus og sinus af 8, og 8,, kan disse frembringes
ved konstruktionen pa figur 29. Der vil sd kun forekomme to aktive lagre
(svarende til speendingskilder), der beskriver tyngdefeltets pavirkning af de to
partikler via cosinus leddene i (106). Pa lignende made kan man lade diagram-
met udregne cosinus og sinus til differensen 6,-8,, som skal bruges til styring
af transformerne og gyratorerne. Der vil ikke dukke nye gyratorer op, nir man
saledes retikulerer relationer mellem o-level variablene, for disse relationer er
uafhaengige af x-levels. :
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Sterrelsen b,,, som indeholder en kvadratrod, kan ogsa retikuleres lineaert ud
til et cyklisk lager, som sa ogsa kan bruges til styring af gyrator feltet. Dette
felt, som er det mest indviklede i beregningen, kan reduceres til en differens
mellem to gyratorer, som sa hver for sig kan kombineres med transformere, til
man ender med diagrammet nedenfor. I en beregning, baseret pa dette
diagram, skal man blot serge for, at de funktionelle sammenhange mellem de
mange o-levels er opfyldt ved starten af integrationen, sa vil diagramstrukturen
sorge for, at de bevares under integrationen, saledes at de ikke-lineaere
funktioner kun skal benyttes én gang for alle.

Figur 50 Tilbundsgéaende retikulation af dobbeltpendulet. Symbolerne A,
B, U og V forklares i teksten nedenfor.

P4 figuren er af pladshensyn benyttet korte betegnelser for de konstante

transformere A og B:

a-1.M g5

m, L,
samt for de linezere energifunktioner for de aktive c,- og c,-lagre, U og V:
U= (m + mjgLc, : V=mgLc,

Cykliske lagre for 6, og 6, kan let tilfgjes, men er ikke ngdvendige.
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6.5 Lorentz kraften

Et eksempel, der falder uden for de to retikulationsmetoder i dette og det
foregaende afsnit, men som kan behandles med indferelse af en generaliseret
Lagrange- og Hamilton funktion, er beveegelsen af en ladet partikel i et
elektromagnetisk felt. For en partikel med ladningen q, der bevaeger sig med
hastigheden v og er pavirket af den elektriske feltstyrke E og den magnetiske
induktion B er kraften givet ved Lorentz’ udtryk (vi benytter SI systemet):

?=q.(f+7x§') , - (116)

Dette udtryk kan let retikuleres ved at angive det elektriske felt med spaen-
dingskilder og det magnetiske med gyratorer:

Figur 51 Lorentz kraft pa partikel (masse m, ladning g).

Af figuren ses umiddelbart, at magnetfeltet ikke kan udfere arbejde, men det
elektriske felt kan. I en statisk situation kan E feltet afledes af en potentiel
energi U = q¢, hvor ¢ er det elektriske potential, og spaendingskilderne kan da
erstattes af porte til et o-lager med energifunktionen U. Herved kommer
diagrammet til at minde om Poisson retikulationen figur 42, men med den
vaesentlige forskel, at transformer feltet a.. mangler. Imidlertid kan der, ifglge
(73) ikke forekomme gyratorer i Poisson retikulationen, hvis der ikke er
koordinatafhaengige transformere. Derfor kan figur 51 ikke fgres ind under
Poisson retikulationen og heller ikke under den hermed aekvivalente Lagrange
retikulation, figur 46.
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I en ﬂynarhisk situation, hvor felterne er tidsafheengige, kan man ikke ngjes
med at beskrive det elektriske felt som afledet af en potentialfunktion, for
tidsafheengige magnetfelter vil inducere elektriske felter med rotation. Maxwells

ligninger siger: =
VE =0 X VXE = - aa_t (117)

dvs. B-feltet er altid divergensfrit, og det kan derfor skrives som rotationen af
et vektorfelt A, det magnetiske vektorpotential. Den anden ligning i (117) giver
da, at summen af E og den partielt tidsafledede af A er et rotationsfrit felt, der
derfor kan udtrykkes som (minus) gradient af en skalar potentialfunktion ¢:

B-v& ;: F - -V¢-a£ ' (118)

dvs. i retikulationen vil der foruden et potentielt energi lager med energifunk-
tionen q¢ ogsa optraede tre speendingskilder, som er de partielt tidsafledede af
A feltet.

Retikulation af partiklens bevaegelse i et tidsafhaengigt elektromagnetisk felt er
saledes ikke i sig selv et problem, men den falder udenfor de beskrevne
forbindelser til Lagrange og Hamilton formalismeme. Imidlertid findes der en
Lagrange funktion, som via Lagrange ligningerne (43) svarer til Lorentz kraften
(116), nemlig

LP7) = cmw® - qp + q T A (119)
Vi kan da heraf ogsa bestemme en Hamilton funktion ved (53):
HP?) -P% - L (120)
hvor den kanoniske impuls er givet ved (50), altsa:

?:%:n‘ﬁ)—)+q‘z) (121)

Vi finder da felgende udtryk for Hamiltonfunktionen, som vil veere explicit
tidsafheengigt, nar A og ¢ er det:

—.

2m

og dette udtryk er ikke homogent kvadratisk i P'erne, som Poisson metoden
forudseetter.
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Kapitel 7

Vektorband og tensorer .

7.1 Vektorbandets skalarprodukt

Vi har allerede adskillige gange, senest pa figur 44, tilladt os at tegne EB
diagrammer, hvor bade rate- og level-variablene er vektorer. Udvidelsen af
reglerne for det basale byggesaet er problemfri, nar vi kan bruge almindelig
euklidisk vektorregning, dvs. nar skalarproduktet af to vektorer er givet ved
summen af produkterne af de to vektorers koordinater. Dette vil vi forudseette
i dette afsnit, lige som vi vil begraense os til reelle vektorer. Den almene teori for
komplekse vektorband med ikke-euklidiske metrikker er behandlet i IMFUFA
tekst 238.

For et vektorband i d dimensioner er bade stremmen og spaendingen d dimen-
sionale vektorer, og energistreammen er givet ved skalarproduktet af strom og
spaending. Hvis der er givet et ortogonalt koordinatsystem, kan strgmmen og
spaendingen fremstilles ved saet af d koordinater, og skalarproduktet er
summen af produkterne af de enkelte koordinater. Dette betyder, at vektorban-
det kan retikuleres ud pa d skalarband, dvs de band, som vi kender fra det
basale byggesaet. Da strem-orienteringsreglen skal geelde for vektorbandet,
savel som for de enkelte skalarband, ma det geelde, at alle streamvektorens
koordinater er stremme, og alle speendingsvektorens koordinater er spaendin-
ger. (I den almene teori vises, at forekomsten af ikke-euklidiske metrikker
haenger sammen med, at nogle af stremvektorens koordinater er speendinger,
og de tilsvarende koordinater af spaendingsvektoren er stremme, men det vil vi
altsa ikke ga naermere ind pa her). Derimod. vil vi ikke altid kraeve, at alle
koordinaterne af speendingsvektoren (og stremvektoren) har samme fysiske
dimension.

Vi vil angive en vektor med et symbol, forsynet med en prik, som er et ikonisk
index, altsa f.x. e. for speendingsvektoren, f. for stremvektoren. Prikken angiver
en "tom plads"” for et symbolsk index, f.x. et i. Nar den tomme plads fyldes ud,
angiver det indicerede vektorsymbol f, den i'te koordinat af vektoren. Vektor-
bandet og dets oplgsning pa skalarband kan altsa fremstilles pa felgende made:
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Figur 52 Euklidisk vektorband i d dimensioner.

Skalarproduktet af to vektorer e. og f. vil vi angive som e.f. eller som e(f,, idet vi
bruger Einsteins konvention med summation over dobbelte, dummy indekser.

Nar vi sdledes kombinerer denne sumkonvention med brugen af pnkkerne som
tomme indekspladser, indferer vi folgende semiotiske regel:

Nar der forekommer to tomme indekspladser med et enkelt symbol imellem, skal
vi forestille os, at disse to pladser udfyldes med et par af dummy indekser, og
summationen udfores.

e.f.=ef,=Yef (123)

7.2 Tensor-symboler og indekser

Vi vil nu generalisere notationen til at omfatte tensorer af rang n. Den normale,
fysiske definition af en tensor hentyder til, hvordan en siadan sterrelse
transformerer ved sendring af koordinatsystemet. Denne diskussion udszaetter
vi lidt, og forelgbig giver vi kun en semiotisk karakteristik af en tensor.

En tensor af rang n er et symbol med n tomme indekspladser.

Séaledes betegner A... en tensor af rang 3. En vektor f. er en tensor af rang 1,
en skalar a er en tensor af rang 0. Hvis indekspladserne fyldes helt eller delvist
ud, reduceres tensorens rang tilsvarende, fx. er A., af rang 1, dvs. en d
dimensional vektor, og vektorkoordinaten f, er en skalar.

Vi vil benytte ovenstidende regel om udfyldning af neerliggende tomme
indekspladser (med et enkelt symbol imellem) med dummy indekser for
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tensorer af vilkarlig rang. Denne operation kaldes kontraktion af indeképladser.
- Ser vi f.x. pa udtrykket A..f. , skal det fortolkes som

. _
A. f.=A, f = EA.ij;

t=1 (124)
A f = = EAlkfk

p=si

dvs. der er tale om et produkt af en d*d matrix A.. med en d dimensional vektor
f., der skrives som en sgjlevektor til hgjre for matricen. Derimod betyder f.A..,
at vektoren f. skal skrives som reekkevektor og ganges pa matricen fra venstre,
og det er som bekendt noget andet. Et udtryk som A..B.. betyder en ssedvanlig
raekke-sgjle multiplikation af to matricer, og resultatet er en ny d*d matrix, dvs.
en tensor af rang 2, hvis to tomme indekspladser er den farste og den fjerde
prik i A..B.. , de to midterste indekspladser er forsvundet ved kontraktionen.
Igen vil det vaere noget andet end B..A.. , tensormultiplikation er i almindelighed
ikke kommutativ. ,

En anden form for tensorprodukt, hvor der ikke finder nogen kontraktion af
indekspladser sted, er det direkte produkt. Ser vi pa det direkte produkt af to
vektorer e. og f. , skriver vi det e.® {. , og det vil veere en tensor af rang 2, altsa
nar det udskrives i koordinater en matrix, hvor e’s indeks fungerer som
raekkeindeks og f's indeks som sgjleindeks. Matricen for produktet .8 e. vil
altsa veere den transponerede, hvor der er byttet om pa raekke- og sgjleindek-
ser. Det direkte produkt af en tensor af rang m. med en tensor af rang n vil
vaere en tensor af rang m+n, hvorimod det kontraherede produkt vil veere en
tensor af rang m+n-2.

Af og til har man brug for at kontrahere et par tensorindeksor, uden at der
noget produkt. Hvis de to indekspladser er naboer, kan man angive kontraktio-
nen med en forbindelsesstreg. Saledes betegner A._. sporet af matricen A, altsa
summen af dens diagonalelementer. Sporet kan ogsa betegnes Sp(A..) (tysk
Spur) eller Tr(A..) (engelsk trace).

d
A_. = A, =TrA.) = Z;Akk (125)

Sporet af en matrix er en skalar.

Vi vil i det fglgende kun fa brug for tensorer af rang 0, 1 og 2, og vil ofte benytte
betegnelserne hhv. skalar, vektor og matrix. Der er dog en forskel pa en 2.
rangs tensor og en matrix, for en almindelig matrix er et rektanguleert tal-
skema, hvor antallet af reekker og antallet af sejler kan vaere forskellige,
medens en matrix, der svarer til en anden ordens tensor altid er kvadratisk. En
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tensor er desuden en fysisk sterrelse og eksisterer som sadan uafhaengigt af
det koordinatsystem, der tillader os at udtrykke den matematisk som en
kvadratisk matrix. Den samme forskel eksisterer for vektorer, altsa tensorer af
rang 1, for en fysisk vektor forudszetter ikke en koordinatrepraesentation, der
lader os skrive den ud som en rakke eller en sgjle af tal (+ tallenes fysiske
dimension). Den semiotiske tensordefinition, vi har benyttet, svarer til den
fysiske i den forstand, at et tensorsymbol som A.. , der representerer en
bestemt fysisk storrelse, vil veere uaendret ved koordinattransformationer,
hvorimod matrixelementerne Ay, naturligvis vil a&endres. For en egentlig fysisk
tensor vil matrixelementerne sendres pa en bestemt made, der kan udtrykkes
ved transformationsmatricen for koordinatsystemet, som vi snart skal se.

7.3 Samlere og lagre

Vi vender nu tilbage til EB teknikken for at generalisere de grundlaeggende
ikoner til d dimensionale euklidiske vektorband. Vi har allerede set pa selve
energibandet i figur 52. En samler for vektorband (x- eller o-) kan sa til-
svarende retikuleres ud pa d samlere af samme type fra det basale byggesaet.
Prikken har samme betydning, nemlig en symmetrisk transformer med det
skalare omsaetningsforhold -1, men da transformeres omsaetningsforhold for
vektorband i almindelighed er tensorer af rang 2, vil der veere andre symmetri-
ske transformere end de to, vi har i det basale byggesaet. Alle definitionerne pa
figur 16 - 21 kan overfgres uaendret.

Et 1-port vektorlager (x- eller o-) har som level variabel en d dimensional
vektor, der er det tidslige integral af input rate vektoren. Nar vektorerne
fremstilles ved koordinater, kan lageret oversaettes til et d-port lager med
simple porte, hvor alle levels er af samme type. Af saerlig interesse er de linezere
vektorlagre, hvor output rate vektoren er en lineaer funktion af level vektoren.
Vi karakteriserer det linezere x-lager ved en inertanstensor I.. og det linezere o-
lager ved en fgjelighedstensor J.. (engelsk: compliance). Omregningen fra level
til output rate sker ved brug af de reciprokke tensorer I'’.. , som ikke rigtig har
noget navn, men som kunne kaldes lethedstensoren, og J''.. = G.. , som kaldes
stivhedstensoren. Energien af et lineaert lager er kvadratisk i level vektoren:

E (p.) = % p. I''.. p. for x-lager

E (q.)

(126)

.;. q. J'l.. q. for o-lager
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I nogle tilfeelde, hvor inertans- eller fgjelighedstensoren er en skalar gange
enhedsmatricen d.. , angives blot skalaren, f.x. for et impulslager for en partikel
med massen m, hvor I.. = m .. , skriver vi blot m (sml. figur 44).

R p. Ilp. o~ 4. Jla.
P. ! 4 q. <£ :
I. .

Figur 53 Linezre vektorlagre.

Sammenfattende kan vi kalde tensorerne I.. og J.. for de linegere x- og o-lagre
for kapacitanstensorerne. Vi kan vise, at disse tensorer er symmetriske eller
hermiteske, hvilket for reelle tensorer er det samme. Det samme vil sa gaelde for
deres reciprokke tensorer, og vi vil blot vise saetningen for stivhedstensoren G..
for et linegert o-lager. For den k'te koordinat af spandingsvektoren geelder:
_oE _ de, _ o’E 127)
€ = 35— quJ = ‘521; GkJ aqjaqk (127) A

E  oe E
e=—=G,q = — =G, =

% . _PE_ (128):
oq, ' 9g, oq, ’

og da de to dobbelt afledede af energifunktionen er identiske, ses at G.. er
symmetrisk.

7.4 Transformere og -ducere

Vi ser dernzest pa transformere/transducere. Da vi ikke forlanger, at alle
koordinater af spesendingsvektoren skal have samme dimension, kan der i
omseetningstensoren fra primeaer- til sekundeerporten optraede nogle matrixele-
menter med dimension, andre uden, sa vi vil i denne forbindelse ikke skelne
mellem -formere og -ducere og holder os til betegnelsen transformere. Kaldes
omszatningstensoren for a.. er relationen mellem sekundeerspaendingen e®. og
primerspaendingen e, :
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e?. = q. e, (129)

Da tensoren a.. ganges pa primerspaendingen fra venstre, virker det mest
naturligt, hvis vi i definitionstegningen af transformeren lader primeersiden
veere til hgjre og vaelger spaendingsinput her, saledes at speendingssignalet gar
fra hgjre til venstre. Stremsignalet gar sa fra venstre til hgjre. Da energistrgm-
men pa sekundeersiden skal veere den samme som pa primaersiden, har vi:

@ @ _ ;@ . M _ @ Q) :
Sl e = a, € = Jx € (130)

() @ ) .
= fi =1 ’a“( eller: fM, = f@ qa.. = a*.. f2.

hvor vi har indfert den hermitesk konjugerede eller den transponerede (hvilket
for reelle tensorer er det samme) tensor a*.. , dvs. den, der fremgar af a.. ved
ombytning af raekke- og sejleindekser.

Reglen om at lade primeersiden veere til hgjre i diagrammerne bliver endnu
mere velbegrundet, nar vi ser pA sammenseetning af transformere, som illu-
streret nedenfor.

aoo|e .

T

AFH

Pt f.g,..
B ¢

~b.. = _@{

B -

Figur 54 Definition og sammensatning af transformere.

Af definitionen fis umiddelbart felgende regel for vending af ikonet:

- -

Figur 55 Vending af transformer ikonet.
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Hvis man for d=2 retikulerer denne regel ud pa basale ikoner, fis et billede, der
svarer til figur 45, hvor tensoren b.. er den transponerede af den reciprokke af

. Arsagen til denne transponenng er, at i matrixelementet a, ; refererer
mdekset i'til band nr. i pa sekundeersiden af a.. , men i b, refererer it
primzersiden af b..

Nar omsaetningsforholdet er en tensor, er der flere muligheder for ikonsymmetri,
som jo svarer til, at ligningen a’'.. = a.. er opfyldt. I to dimensioner har vi
saledes de to Pauli matricer ¢, og Oy (0' er ikke reel og kan derfor ikke anvendes

her).
(l O]. [O 1} (131)
C.. = { O =
z 0 -1 x 10 _

Ikonsymmetrien fremgar umiddelbart, nar man retikulerer dem ud:

Figur 56 Pauli matricer som ikonsymmetriske transformere.

Igvrigt vil enhver kombination pa formen cos¢wo,.. + sin¢o,.. ogsa veere
ikonsymmetrisk, men det vil ikke fremga umiddelbart af deres retikulation til
basale ikoner.

7.5 Gyratorer

Gyratorer behandles pa lignende made. Hvis vi ser pa en o-gyrator med
omsatningstensoren G.. og med speendingsinput pa begge sider, sa skal
sekundeerstrsmmen veere f2. = G..e”. , og primaerstremmen skal, for at
energistrommen kan veere den samme pa begge sider, vaere f¥. = ¢®.G.. .
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Regler for gyratorer, herunder ikonvending, angives nedenfor.

HEf. F. f. FH. G.e. E. e. EG.
< .H:’ Z | "‘FF—<: ‘ H_<__
< T

ot— - —€D—
—— - —<D—

Figur 57 Definition og regler for vektorbandsgyratorer.

Af reglen for ikonvending ses, at en gyrator er ikonsymmetrisk, hvis dens tensor
G.. er antihermitesk, dvs. antisymmetrisk for reelle tensorer. For d=1, i det
basale byggesat findes der ikke ikonsymmetriske gyratorer (bortset fra G=0,
som vi ikke regner med, og, for komplekse skalarband, de imaginare gyratorer,
G=+ig og G=-ig). For d=2 har vi imidlertid en endimensional familje af
ikonsymmetriske gyratorer:

0
0.. = igo, .. = [_g g] (132)

som kan retikuleres ud pa felgende made:

Figur 58 lkonsymmetrisk gyrator for d=2.
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7.6 Simultanfelter

De sidste elementer fra det basale byggesaet, som skal generaliseres til vektor-
bandsformalismen er leekkene. Vi skal her kun interessere os for det passwe
aspekt af de dissipative systemer stgjen lades ude af betragtning. En leek er sa
en passiv 1-port, som nar den retikuleres ud pa det basale byggesaet svarer til
et simultanfelt. Vi ma da tage i betragtning, at simultanfelter fra det basale
byggesaet kan indeholde meget andet end leekke, nemlig samlere, transformere
og gyratorer, og at disse andre elementer ikke er dissipative. Spgrgsmalet er
derfor, om passive 1-porte for vektorband ngdvendigvis er generaliseringer af
leekkene fra det basale byggesaet.

Lad os se pa en passiv _l-port med spaendingsinput e. og admittans-tensoren

K.. . Output stremmen er sa f. = K..e. og energistremmen, som er den dis-

51perede energi, idet vi lader orienteringen veere ind mod 1-porten, er givet ved-
= e.f. = e.K..e. . Det er nu let at se, at det kun er den hermiteske eller

symmetnske del af K.. . der bidrager til d1ss1pat10nen Dvs. vi kan- opdele K..

i en dissipativ del K".. og en ikke-dissipativ del pa fglgende made:

KP. =l (K.+K.) ; K™, =1(K.-K".) - (133)

Figur 59 Opdeling af passiv 1-port i dissipativ og ikke-dissipativ del.

Oprindelig definerede vi forskellen pa stremme og speendinger ved at sige, at
stremme skifter fortegn ved tidsvending, medens spzendinger er invariante ved
denne operation. Dvs. bevaegelsesligningerne er invariante, hvis vi skifter
fortegn pa tiden og samtidig substituerer for alle stremme og spaendinger:
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ffofl=-f ; ee—el.=e. (134)

Desuden skal der skiftes fortegn pa alle x-levels, medens o-levels bevares.
Parametre, der forbinder variable af samme x/o type, dvs. lagerkapaciteter og
transformere, skal bevares, hvorimod der skal skiftes fortegn pa alle parametre,
der forbinder variable af forskellig x/o type, dvs. lakke og gyratorer.

Det er nu klart, at tensoren K.. ma skifte fortegn ved tidsvending, og det
samme mé geelde for bade KP.. og K™ .. . K™ .. kan der ikke indga laekke, dvs.
de eneste parametre i K'".. , der kan fi tensoren til at skifte fortegn ved
tidsvending, er gyratorer. Med andre ord: Hvis der ikke indgar gyratorer i den
basale retikulation af feltet K.. , er dets ikke-dissipative del K'".. fravaerende,
og si ma matricen K.. vaere symmetrisk. Omvendt: hvis der i retikulationen af
K.. indgar et saet {g} af gyratorer, si kan et fortegnsskift pa alle disse ved
tidsvending kun give sig til kende i den ikke-dissipative del K'".. , dvs. den
antisymmetriske del af matricen K.. , og det vil derfor virke som en trans-
ponering af matricen. Kombineres denne regel med symmetrien af den
dissipative del, nar vi frem til Onsagers symmetrirelation:

K ({g) =K [{-g) : (135)

7.7 Gyroleekke i standard retikulationer

Vi har saledes set, at der i vektorbandsformalismen dukker en ny type af passiv

1-port op, som ikke findes i det basale byggesaet, nemlig et ikke-dissipativt felt
med antisymmetrisk response-tensor, som i sin basale retikulation indeholder
gyratorer. Vi kalder en sidan 1-port en gyroleek, selv om den egentlig ikke er
en lek, da den jo ikke kan modtage energi, og vi afbilder den som en gyrator
med kun én port og med en tveerstreg gennem gyrator-ikonet. Der er bade en
x-gyrolak og en o-gyrolak. Ikonet for den sidste er vist pa figur 59.

De to retikulationsopskrifter for konservative, holonome systemer, Poisson
metoden, figur 42, og Lagrange metoden, figur 46, kan nu fremstilles ved
vektorbandsformalismen og brug af x-gyrolsek ikonet:
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o
p g
M. (U@l
e

% 0.
lp} —3 [‘LJ

[U(g.)]

E

Figur 60 Qverst: Poisson, figur 42. Nedersf: Lagrange, figur 46.

Det er den samme transformer a.. i de to diagrammer, selv om vi i figur 46
foretrak at udtrykke den ved dens reciprokke og transponerede b.. . Det
fremgar ikke af figur 60, at inertanstensoren M.. er pa diagonalform, men det
er heller ikke sa vaesentligt som det, at den er uafhaengig af koordinatvektoren
q. . Relationen mellem de to gyroleekke C.. og D.. kan udledes ved at traekke
transformeren pa det nederste af diagrammeme i figur 60 gennem samleren.
Man finder derved: '

C.. = a..D..a’.. ' (136)

hvilket stemmer med den tidligere udledte relation (sml. (98)).
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7.8 Lotka princippet

For d=2 kan et passivt felt altid retikuleres efter folgende opskrift:

(&>
(1) @)

—— &

AF C

Figur 61 Linecer passiv 1-port med d=2 eller skalar 2-port.

Her er kun den begreensning pa de fire parametre, at laekkene ikke ma vaere
negative. Denne generelle regel sikrer, at termodynamikkens anden hoved-
saetning altid er opfyldt for energibdndsmodeller. K.. matricen for systemet pa
figur 61 er:

k. |k 9o (137)
Tolg-o ¢

Et vigtigt specialtilfeelde er g = cf, som medferer, at streammen i band 1 er
uafhaengig af spaendingen i band 2. Hvis yderligere k = 0 og f = 1, har vi en

samlebandsgyrator:
>
4 5

fl0> = jo/ A
o

Figur 62 Samlebandsgyrator.

I almindelighed er gyratorer sveere at realisere i passive systemer. De kraever
f.x. et magnetfelt, der skal veere meget kraftigt, hvis gyratoreffekten skal vaere
sammenlignelig med de dissipative effekter. Samlebandsgyratoren findes derfor
kun i aktive komponenter, som operationsforsteerkere, eller i kemiske
reaktioner langt fra ligevaegt.
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Modellen pa figur 61 anvendes oftest med g = O til at skildre en "lineaer fabrik",
der omdanner et "rastof’ i port 1 til et "produkt” i port 2. Produktiviteten af
fabrikken er sa:

P=-fe =c(fe -e)e, (138)

og effektiviteten er:

neF - cUe - &l e (139)
Sie, [lk+cPe -cfe,le

Hvis vi betragter e, som en given storrelse og e, som Justerbar ser vi, at
produktiviteten er maksimal for

e, = ; fe ' (140)

Effektiviteten er for denne vaerdi af e, ikke maksimal, men optimal og har

vaerdien:

(141)

] ~

| 2k
ORI RN

Dette princip, at den optimale effektivitet for maksimal produktivitet ikke kan
blive stgrre end 50%, kaldes Lotka princippet (opkaldt efter gkologen A. Lotka).
Princippet gaelder ikke, hvis der indgar en gyrator i "fabrikken". Den gyratorfrie
model kan f.x. beskrive et termoelement, som omdanner en varmestrgm i port
1 til en elektrisk strom i port 2. Laekken k er s relateret til varmelednings-
evnen, c er den elektriske ledningsevne, og f er Peltier koefficienten. For dette
eksempel vil det dog veere umuligt at komme i neerheden af en opt1mal
effektivitet pa 50%.

Onsagers symmetrirelation (135) kan vises at geelde ogsa for passive felter med
streminput i nogle porte og speendingsinput i andre. De kraever blot, at
orienteringen i portene med streminput er vaek fra feltet, nar de er ind mod
feltet i portene med spsendingsinput. Vi siger da, at der er valgt K-tegn i alle
porte, fordi pilen i signaltegnet vender ind mod stregen som i bogstavet K. Vi
har her igen en semiotisk lov, som automatisk er opfyldt for EB modeller.
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Kapitel 8

Drejning og deformation -

8.1 Unitsere transformationer

En af tensorformalismens fordele er, at den gar det nemmere at skelne mellem
en fysisk storrelse, som er en tensor, og dens matematiske representation, som
er en samling tal, f.x. ordnet i en matrix (for en 2. rangs tensor). Talskemaet er
i semiotisk forstand mere symbolsk end selve tensorsymbolet, fordi det refererer
til en konvention, som den fysiske storrelse er uathaengig af, nemlig koordinat-
systemet. Nar vi udfylder tensorsymbolets ikoniske indekser, prikkerne, med
symbolske indekser, f.x. i, j, k osv., refererer disse numre til grundvektorerne
i det valgte koordinatsystem. Disse grundvektorer, n'. , ma opfylde ortogonali-
tetsbetingelsen:

nt. n, = § (142)

og de symbolsk indicerede koordinater af hhv. en vektor v. og en 2. rangs
tensor A.. er sa defineret ved:
.v. ; A, =nlA.n. (143)

tj

Opretter vi nu et andet koordinatsystem, hvor vi bruger de graeske bogstaver
o, B, yosv. til at skelne mellem grundvektorerne, n® , sa ma ortogonalitetsbe-
tingelsen (142) stadig vaere opfyldt for de "graeske" grundvektorer, og de
"graeske" koordinater for de samme tensorer v. og A.. er:

v, =n%uv ; A,=n%A.n. (144)

Vi kan altsa ved at fastholde tensorsymbolerne, men sendre pa de symbolske
indekser for koordinaterne, vise, at det er koordinatsystemet, vi har sendret pa,
medens de fysiske storrelser er usendrede.

Lad os nu antage, at overgangen fra det oprindelige system n'. til det nye
system n® er en "drejning af akserne" i det d-dimensionale rum, uden
translation, dvs. begyndelsespunktet ligger fast. Overgangen er sa givet ved en
matrix U, : '

n. (145)
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hvor vi som sadvanlig summerer over dobbelt forekommende indekser, selv om
de her star i forskellig hgjde. Ortogonalitetsbetingelsen for de nye grundvek-
torer giver sa i forbindelse med samme betingelse (142) for de gamle:

n“.nf=U n.U,n =U, U, =U.U,=5, (146

Vi ser altsi, at reekkevektorerne i U.. tilfredsstiller ortogonalitetsbetingelsen
(eller ortonormeringsbetingelsen, som man ofte siger, da vektorerne bade er
ortogonale og normerede til enhedsleengde). Endvidere ser vi, at den hermitesk
konjugerede matrix U*.. er lig med den reciprokke matrix t11 U..

Ur.=U". (147)

Vi siger, at en matrix, der tilfredsstiller (147) er uniteer.

Nar grundvektorerne i koordinatsystemet sendres ved transformationen (145),
eendres koordinaterne af vektoren v. , (143) og (144), efter formlen

v,=U n'v=U,v (148)

Her kan vi ikke bare erstatte de symbolske indekser med ikoniske indeks-
pladser, for det ville fore til ligningen v. = U.. v. , som jo abenlyst er forkert, da
U.. ikke er enhedstensoren. Koordinatskiftet virker kun pa de symbolsk

indicerede koordinater, men ikke pa selve vektorsymbolet. '

For 2 rangs tensoren A.. zendres matrixelementerne ved koordmattransfor-
mationen pa folgende made:

A, =U, A, G, =U, A,U, - (149)

Disse udtryk, (148) og (149) benyttes ofte som definition af, at en stgrrelse er
en tensor. De udtrykker simpelthen, at selve den fysiske starrelse er usendret,
nar koordinatsystemet sendres.

For en transformer med tensoren a.. (figur 54) er det jo sadan, at speendingen
ganges med a.. , nar vi gar fra primeer- til sekundaersiden, og stremmen ganges
med a*'.. samme vej. Dvs. hvis tensoren a.. er uniteer, er det den samme
matrix, som stremvektoren og speendingsvektoren skal ganges med, nar vi gar
fra primeer- til sekundeersiden. En uniteer transformer virker derfor pa bade
stremvektorens og spaendingsvektorens koordinater pd samme made som en
overgang til et nyt koordinatsystem ville virke.

Virkningen af en uniteer transformer er imidlertid en anden end virkningen af
et koordinatskift, for transformeren U.. sendrer faktisk primaerstremmen f{. og
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primaerspaendingen e. til sekundeerstremmen f. og sekundarspsendingen e’.
pa felgende made:

f.=U.f. ; €e.=U.e. (150)

Den uniteere transformer drejer begge vektorer pA samme made, medens
koordinatsystemet ligger fast.

Da vi godt kan have brug for at angive drejninger af koordinatsystemet i EB
modeller og skelne dem fra drejninger af de fysiske stgrrelser, indfgrer vi to nye
ikoner, der begge karakteriseres ved en uniteer tensor U.. . Koordinatskift-
ikonet er fysisk uvirksomt og kan i princippet indszettes overalt i bandene i en
EB model, men drejnings-ikonet star for en unitaer transformer, der udfarer
fysisk drejning:

: : e, . U.e. U.f. e, f.
—<{ U. < a——e@—%—e

A B
Figur 63 Unitaere transformationer. A: koordinatskift. B: drejning.

:

Hvis en unitzer transformer ogsi er hermitesk, U.. = U.. , ber den have et
symmetrisk ikon, jfr. figur 55. Pauli spinmatricerne (131) er bade unitsere og
hermiteske.

Forskellen pa koordinatskift- og drejnings-ikonet eksisterer kun i den egentlige
vektorbandsformalisme. Hvis vi retikulerer vektorbandene ud pa skalarband,
der representerer vektorernes enkelte koordinater, kan vi ikke se forskellen;
begge ikonerne pa figur 63 vil kunne overszaettes til identiske felter, bestaende
af samlere og transformere fra det basale byggesaet. Nar vi derfor i det felgende
diskuterer opbygning af de uniteere matricer i forbindelse med drejninger af
koordinatsystemet, er det lige sa vel drejninger af de fysiske vektorer, vi
diskuterer.

I vektorbidndsformalismen har vi jo tilladt, at de enkelte koordinater af
spaendings- eller stromvektoren kan have forskellig fysisk dimension, f.x. kan
e, veere en kraft [N] og e, et kraftmoment [N*m], svarende til, at f, er en
hastighed [m/s] og f, en vinkelhastighed [s']. Da man ikke kontinuert kan
@&ndre en fysisk dimension til en anden, kan egentlige drejninger mellem
sadanne storrelser ikke komme pa tale. Vi kan imidlertid godt definere en
transformer D.. , som er uniteer i den forstand, at den pavirker spaendings- og
stremvektoren pa samme made, nar vi gar fra primeer- til sekundeersiden:



Kapitel 8 side 85

e'.=D.e ; f.=D.f (151)

Hvis vi angiver dimensionen af et symbol ved at skrive symbolet i en firkantet
parantes og benytter, at poduktet af dimensionerne af spaending og strem i
samme skalarband altid er det samme [J/s], far vi:

(D ]=[e,l=[f’tl_ [e]

¥ = (152)
T TeT TfT Te,1

Det fremgar heraf, for det forste, at alle matrixelementer af D.. er dimensions-
lpse, sa der er tale om en aegte transformer. For det andet: Hvis €', og ¢ har
forskellig dimension, s m& matrixelementet D, ,; veere nul. Hvis vi betragter det
dimensionerede vektorrum som opdelt i underrum, hvor spaendingerne i et
enkelt underrum alle har samme dimension, sa kan D.. beskrive drejninger
inden for hvert enkelt underrum, men kan-ikke koble fra et underrum til et
andet. Vi finder derfor ngdvendigvis de samme underrum med de samme di-

- mensioner pa sekundaersiden som pa primarsiden, men der er ikke ngdven-
digvis overensstemmelse mellem indeksnumrene for underrummene pa de to
sider. Ikonerne pa figur 63 kan ogsa benyttes i dette tilfzelde.

8.2 Euler vinklerne

I det folgende vil vi forudseette, at alle vektorkoordinaterne har samme
dimension, sa der kan foretages uindskraenkede drejninger i vektorrummet. Vi
ser forst pa tilfeeldet d = 2. Hvis det nye koordinatsystems x-akse er drejet
vinklen -¢ i forhold til den gamle x-akse, sa vil den hertil svarende fysiske
drejning dreje enhver vektor vinklen +¢, og matricen U.. i (145) og (148), som
udferer denne drejning, er givet ved:

U .. - {cos¢ —sin¢J (1563)

sin¢ coso

Hertil svarer fglgende retikulation, hvor vi for kortheds skyld skriver ¢ for cos¢
og s for sin¢ og ngjes med at angive ¢ i drejnings-ikonet:
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—<C—O
e _
X——0

Figur 64 Drejning vinklen ¢ i to dimensioner.

I tre dimensioner angives drejninger af koordinatsystemet ofte ved de tre Euler
vinkler, ¢, 8 og y. Disse definerer drejningen i tre tempi, som vist pa figuren
nedenfor. Forst drejes vinklen ¢ om z-aksen, si xyz gar over i &Enz. Derneest
drejes vinklen 6 om &-aksen, si Enz gar over i En'z’, og endelig drejes vinklen y
om z'-aksen, si &n’z’ gar over i X'y'z'.

Figur 65 Euler vinklerne.

Nar vi retikulerer disse drejninger af koordinatsystemet ved brug af figur 64,
ma vi huske pa, at denne opskrift beskriver den fysiske drejning +¢, nar vi gar
fra primeersiden til sekundeaersiden eller en drejning af koordinatsystemet pa
+¢, nar vi gar fra sekundzaersiden til primaersiden. "Det gamle koordinatsystem"
er altsa pa sekundzersiden af koordinatskiftikonet. Hvis vi vender ikonet svarer
det til at skifte fortegn pa drejningsvinklen. Vi kommer da frem til neden-
staende retikulation af Euler drejningerne, hvor vi har vendt den midterste
drejningstransformer omvendt af de to yderste for at reducere antallet af
samlere.
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xyz' [“w\ &,n'ZT_e\E..nz _¢ﬁ Xyz

s =/ L2

Figur 66 Drejning ved Euler vinkler.

8.3 Generatorer for drejning

De todimensionale drejningsmatricer U(¢).. i (153) udger en sakaldt Lie gruppe,
som er endimensional og parametriseret ved vinklen ¢. Gruppen er kommutativ,
og der geelder: ‘ ' :

U ©,)..-U ©@).. = U (0, + o). (154)
Ser vi pa en infinitesimal drejning vinklen d¢, har vi til ferste orden i d¢:

1 -d
U (dg).. = [ ¢ (155)

G 1 ]=1+d¢-zz..

hvor vi for nemheds skyld skriver 1 i stedet for symbolet 3.. for enhedstensoren,
og hvor I... er den sakaldte generator for drejning om z-aksen (der er ganske vist
ikke nogen z-akse i det todimensionale koordinatsystem, men vi skal snart
videre til tre dimensioner).
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I ' (156)
= 110

Ganges generatoren L.. med sig selv, fis (L,..)> = -1 (eller - &..). Det betyder, at
alle lige potenser af L.. bliver + eller - enhedsmatricen, medens alle de ulige
potenser bliver + eller - L.. selv. Vi far da:

eﬁP(¢ L.).. = i @ i’!")n = cos * 8.. + sing * L.. = U (¢).. (1587)

n=0

Det er i denne forstand, at I,.. kaldes generator for Lie gruppen af drejninger
om z-aksen. (NB: prikkerne pa en tensor inde i et funktionsudtryk er "lukke-
de"). En anden, mere anskuelig, belysning af begrebet generator fas af formlen

explo L..).. (1 L2 )n (158)

som viser, at drejnings- eller koordinatskift-ikonet ¢ kan betragtes som en
uendelig kaskadekobling af transformere, der hver isser kun afviger in-
finitesimalt fra enhedstransformeren.

‘!w 0
[0 )— = tim{ f\o/: 1 )

Figur 67 Kaskadekoblingsprincippet for generatorer.

I tre dimensioner kan vi tilsvarende indfere generatorer for drejninger om hhv.
x-aksen, y-aksen og z-aksen:

00 0 001 0-10
L.=[o0o-1|;: I.={0 00|; .={1 0 of {159
01 0 100 000

Drejning af koordinatsystemet udger sa en tredimensional Lie gruppe, der f.x.
kan parametriseres ved Euler vinklerne, jfr. figur 66:
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U (9.8,y).. = exp(¢L,..).. exp(L..).. expyL,..).. =

cos¢ -sinp O||1 O o cosy -siny O

sing cos¢ O[{0 cos® -sind |[siny cosy O] = (160)
\

0 0 1/{0 sin® cos6 o o0 1

cospcosy-cosBsingsiny -cospsiny-cosBsingcosy sinfsing
singcosy+cosBcosdsiny -sindsiny+cosBcospcosy -sinBcosd
sinBsiny “sinBcosy cosé

Den tredimensionale drejningsgruppe er ikke kommutatlv De tre generatorer
adlyder kommutator-relationerne:

[Lee Iol=L. 5 (L., Le.l=1. ; [L., L.]l=1I. (161)

Vi benytter her de firkantede paranteser, ligesom i kvantemekanikken, til at
betegne kommutatoren af to sterrelser: [A,B] = AB - BA, og ikke som tidligere til
at betegne Poisson parantesen. Generatoreme for drejningsgruppen er i gvrigt
i kvantemekanikken knyttet til de tre impulsmoment-operatorer.

8.4 Eulers og Chasles teorem

Enhver matrix i den tredimensionale drejningsgruppe svarer ifglge Eulers
teorem til en drejning u om en bestemt enhedsvektor n. Teoremet fglger af, at

egenvaerdierne for d dimensionale uniteere drejningsmatricer ma have fglgende
egenskaber:

1) Der er d egenveerdier, som er komplekse tal med numerisk veerdi 1.

2) Nar matricerne er reelle, er egenveaerdierne enten reelle eller parvist
komplekskonjugerede.

3) Produktet af egenveerdierne er lig med matricens determmant som for en
uniteer, reel matrix enten er +1 eller -1.

4) En drejningsmatrix ma have determmanten 1, da den kan frembringes
kontinuert ud fra enhedsmatricen. Dvs. produktet af egenveerdierne for en
drejningsmatrix ma veere +1.
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For de tredimensionale drejningsmatricer ma der vaere én reel egenveerdi, A,,
og to komplekst konjugerede A, og A3, begge med den numeriske veerdi 1. Dvs.
produktet A,A, har veerdien 1, og derfor ma A, ogsa veere 1.

Betragter vi de tredimensionale drejningsmatricer som udtryk for en fysisk
drejning (ikke et koordinatskift) er der altsa én ikke-udartet egenveerdi +1 og
derfor et éndimensionalt underrum af egenvektorer, som gér over i sig selv ved
drejningen. Dette underrum fastlaegger retningen af enhedsvektoren n.

Der skal to vinkler til at fastlaegge retningen af n:

it = ( sinv cosw , sinv sinw , cosw ) (162)

Generatoren for drejning om n er:

|0 -n, n
Ly =nle+nl.+nl.=1 0 -n (163)
-n, n, O
og drejningen vinklen u om n kan da udtrykkes som
(
ny+ny+nj)ec nn(l1-d-ns nn(l-d+ns
(164)

exp(u, ..).. = |nn(1-d+ns ny+(nZ+nc nn(l-d-ns

nnl-a-ns nnfl-g+ns nz+(nZ+nj)c
hvor ¢ = cosu og s = sinu. De tre vinkler u, v og w er en parametrisering af den
tredimensionale drejningsgruppe, som i princippet er lige si god som Euler
vinklerne, men sveerere at anvende i praksis. Omregning fra det ene til det
andet szt parametre er heller ikke let at gennemfore i praksis.

Betydningen af Eulers teorem for de stive legemers mekanik ligger ikke sa
meget i det resulterende udtryk (164) for en endelig drejning, men snarere i
ideen om, at en hvilkensomhelst infinitesimal bevaegelse af legemet i forhold til
et fast begyndelsespunkt i legemet, f.x. massemidtpunktet eller et fastgjort
omdrejningspunkt, kan udtrykkes ved hjeelp af generatoren (163). Hvis et
punkt i et fast legeme med stedvektor T i forhold til det faste punkt, undergar
en infinitesimal flytning til et nyt sted I, sa kan denne flytning karakteriseres
ved en enhedsvektor n1 og en infinitesimal vinkel du svarende til (155):

‘= (1+du-I)F (165)
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hvor vi nu har anvendt traditionel vektornotation med I; givet ved matricen
(163). Den infinitesimale sendring dr =T - T er si givet ved

dr=du-fix 7 (166)

Den relative hastighed af punktet r i forhold til det faste punkt kan si
udtrykkes ved vinkelhastighedsvektoren o = (du/dt)n :

ar s x 7 (167)
at o

Dvs. den gjeblikkelige bevaegelse i forhold til det faste punkt i legemet er en
rotation med vinkelhastighedsvektoren o . Den samlede bevaegelse er derfor en
sum af en rotation og en translation af det faste punkt. Denne satning kaldes
Chasles teorem.

8.5 Coriolis- og centrifugalkraft

Lad os afrunde denne diskussion af rotation ved at se pa beveaegelse i et system
med en fast rotation med vinkelhastighed ®. Hvis vi sammenligner seendrings-
hastighederne af en vektor s i laboratoriesystemet (L) og det roterende syste

(R), har vi: o

das) _(d8) L s x s (168)
at )~ |at ),

Lader vi nu s veere hastigheden af en partikel med massen m i forhold til
laboratoriesystemet:

O, = Og + B X Ty - (169)

finder vi

L ==L v Ox T = | 2| +2Bx T+ DX (& x7y)
de ) | dt dt j

Vi gnsker nu at diskutere bevaegelsen i forhold til det roterende system og
udelader derfor subskriptet R. Da den egentlige kraft pa partiklen er givet ved
masse gange acceleration i forhold til laboratoriesystemet, vil der foruden
denne kraft optreede fiktive krezefter i det roterende system, sa den samlede
effektive kraft pa partiklen ser ud til at veere givet ved:
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. 171)
m13=PT)+2mD'x65+m(65xf’)XG') (171)

Her er andet led Coriolis kraften og tredje led centrifugalicraften.

Der er mange mader, hvorpid man kan retikulere bevaegelsen i forhold til det
roterende system, men de er ikke alle lige tilfredsstillende. Fgrst kan vi
observere, at udtrykket for Coriolis kraften ligner den magnetiske del af Lorentz
kraften (116) pa en partikel med ladning q. Hvis en ladet partikel er pavirket
af et homogent magnetfelt og i gvrigt er bundet til et kraftcentrum, sa vil den
magnetiske kraft ophaeves af Coriolis kraften i et system, der roterer med
vinkelhastigheden

- - - U 172

I det roterende system vil der ganske vist veere en centrifugalkraft, som ikke
har noget elektromagnetisk modstykke, men denne vil veere af anden orden i
magnetfeltet og i gvrigt holdes i skak af bindingen til kraftcentret. For svage
magnetfelter vil det derfor galde, at situationen i det system, der roterer med
Larmor frekvensen @, er den samme, som den var i laboratoriesystemet, inden
magnetfeltet blev lagt pa. Dette er Larmors teorem.

Ekvivalensen mellem Coriolis- og Lorentz kraften muligger en Lagrange’sk eller
Hamiltonsk beskrivelse af partiklens bevaegelse i det roterende system, analog
til (119) og (122), men det er utilfredstillende at fA centrifugalkraften ind i
billedet som en konservativ kraft, der afledes af et potential, sa vi vil angive en
retikulation, der mere klart viser, hvad der foregar.

Hvis partiklen pa en eller anden made (f.x. ved gnidning) vekselvirker med det
roterende system, sa skal den maskine, der holder rotationen i gang, udfere et
arbejde, for at vinkelhastigheden ® kan holdes konstant. Vi vil derfor indfere
en stremkilde o til at skildre virkningen af drevet. Det arbejde, som drevet skal
udfgre, nar partiklen flytter sig stykket dr i det roterende system, er:

dw,=d Cmif) =m(T+&x7)-d(dx7) (173)
=p (dxdP) =(p xd) - -dFf

hvor vi har indfgrt vektoren p' = mv + ® x 1), som er partiklens impuls i
forhold til laboratoriesystemet, omregnet til det roterende system. Hvis partiklen
ligger stille i det roterende system, er p’ altsid konstant, men p,, impulsen i
laboratoriesystemet, er ikke konstant. Drevet skal altsa tilfere energi med
hastigheden
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dw, _

/ . (174)
i (P xd)-0

Dette svarer til, at stromkilden & virker gennem en gyrator, der pa sekundaersi-
den har hastigheden v som inputstrem. Spzendingen i sekundaerporten er si

P x ® = H..o. (175)

hvor H.. er gyratorens tensor, som altsi ma veere

/ \
0 -p, p,

H.=|p, 0 -p (176)

/ /
- )
\ py px J
Det er altsd en antihermitesk gyrator, dvs. den er ikonsymmetrisk, jfr. figur 57.
Outputspaendingen (175) fra denne gyrator er: |

P xd=m(0+dxP)xd=mixd+m(dxr)xa Q77)

dvs. den ggr rede for halvdelen af Coriolis kraften og hele centﬁfugalkrafteh.
Den anden halvdel af Coriolis kraften leveres af en gyrolaek med tensoren

0 -0, o
C. -mlo. 0 -o (178)
-0, o, 0

I stedet for at angive tensorerne i den symmetriske gyrator og gyrolaekken pa
figur 68 vil vi angive de to vektorer p’ og m®, som de ganger inputstrgmmen
vektorielt med. I tre dimensioner vil der altid vaere en sadan vektor forbundet
med disse to ikoner, idet det kan vises, at nar deres antihermiteske matrix
transformerer som en tensor ved koordinatskift, jfr. (149), sa vil de tre
matrixelementer pa pladserne 32, 13 og 21 transformere som x-, y- og z-
koordinaten af en vektor, altsa ifglge (148). Hvis man udvider koordinatskiftene
til sidanne, der eendrer systemets "handethed", dvs. uniteere transformationer
med determinanten -1 (i stedet for +1, som alle transformationer, der kan
frembringes kontinuert af enhedsmatricen, har) skelner man mellem polzere
eller egentlige vektorer, der bevares ved en sddan transformation, og axiale eller
pseudo vektorer, der vendes. Her er p’ poleer og o axial. Vektorproduktet af to
poleere er axialt, men hvis den ene faktor er axial, er produktet poleert.
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Figur 68 Partikel i roterende system.

Forklaringen pa strgmkilden, at den beskriver det arbejde, som drevet skal
udfere for at fastholde vinkelhastigheden, geelder kun, nar partiklen kan
fastholdes og styres rundt pa en kontrolleret made i det roterende system. Ser
vi pd en fri partikel, som slet ikke vekselvirker med det roterende system
(maske er dette system en fiktiv konstruktion), skal drevet faktisk ikke udfgre
noget arbejde. Alligevel siger modellen pa figur 68, at der fra kilden flyder
energi ind i systemet med en hastighed, som er skalarproduktet af centrifugal-
kraften og hastigheden af partiklen. Dette fiktive arbejde bliver til bevaegelses-
energi af partiklen i det roterende system, men hvis man ikke kan bremse
partiklen ned i forhold til dette system, kan man ikke fa fat i denne energi, s
vi kan forestille os, at den "flyder tilbage til kilden", som derfor ikke i realiteten
skal udfgre noget arbejde. Hvis man i det roterende system kan fa fat i
partiklen og bremse den ned, kan man omdanne dens bevaegelsesenergi til
noget andet, f.x. til varme, og si kommer kilden til at levere alt det arbejde i
virkeligheden, som har veeret fiktivt under partiklens frie bevaegelse. De kraefter
i det roterende system, som bruges til nedbremsning af partiklen giver
anledning til et kraftmoment pa drevet, som derfor skal udfere et arbejde for
at fastholde vinkelhastigheden.
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8.6 Deformationstensoren

For stive legemer er der ifslge Chasles teorem kun to mulige beveegelsesformer,
nemlig translation og rotation. I virkelighedens verden er der imidlertid ingen
absolut stive legemer, for sidanne ville jo kunne overfgre signaler med uendelig
udbredelseshastighed, og det er ifslge relativitetsteorien umuligt, da ingen
signaler kan udbrede sig hurtigere end lyset. For udstrakte legemer, der her
skal beskrives som kontinuerte, vil forandringer i bevagelsestilstanden give
anledning til deformationer, som skaber elastiske spaendinger. Forstyrrelser
kan sa fra et lokalt udgangspunkt brede sig via lydbglger til andre dele af
stoffet. Vi skal kort se pa, hvordan deformationer og spazendinger beskrives med
vektorband og tensorer. '

Vi vil ngjes med at se pA sma deformationer af elastiske legemer. Vi kan frit
veelge et punkt O som et fast punkt i stoffet og begyndelsespunkt for vores
koordinatsystem. Et punkt med stedvektor T i ligeveegt kan sa antages at blive
forskudt til et nyt punkt © =T + 1, hvor forskydningsvektoren u er: lille i
forhold til T og linezer i r. Med den nye tensornotation, hvor vi skriver r. i stedet
for r, har vi:

rr.=A.r.=(8.+D..)r. ;: w=D.r. - (179)

At forskydningen er lille, betyder, at A.. kun afviger lidt fra enhedstensoren §...
Determinanten af A.., det(A..) er derfor tzet pa 1, og dens afvigelse fra 1 behgver
vi kun udtrykke til forste orden i elementerne af D... Da det(A..) er en sum af
en rackke produkter, der hver for sig indeholder O eller mindst to faktorer uden
for diagonalen af A.. (altsa fra D..), behgver vi kun medtage det ene led, hvor
alle faktorerne er fra diagonalen og udvikle det til fgrste orden i diagonalele-
menterne fra D.. , sa vi far:

d d
det(A.) = J[J1 + D) =1 + ¥ D, = 1 + Tx(D..) (180)
k=1 k=1 '

Grundvektorerne for koordinatsystemet, lnk. gar ved transformationen over i
n'*. = A, =n% + D, (181)

og rumfanget af enhedscellen, udspeaendt af de forskudte grundvektorer, er givet
ved determinanten (180), sa sporet af D.., Tr(D..), er den relative rumfangsfor-
ogelse.

Hvis D.. har en antisymmetrisk del, er det en rotation, jfr. (163) og (167), og da
dette emne allerede er behandlet, vil vi se bort fra den antisymmetriske del.
Deformationstensoren D er altsd symmetrisk.
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For d=3 skal der 9 matrixelementer til for at karakterisere en tensor, eller mere
alment, 9 parametre. De tre sorterer vi fra, fordi de svarer til en rotation. Det
er de tre koordinater af den axiale vektor, som bestemmer de antisymmetriske
tensorer i tre dimensioner. Den resterende del, deformationstensoren, har 6
parametre. Herfra kan vi udskille en skalar, den relative rumfangsforaggelse,
bulk delen, som er sporet af deformationstensoren. Endelig er der den
resterende shear del, bestemt ved de 5 parametre for symmetriske, sporlgse
tensorer.

8.7 Speendingstensoren

Lad os betragte en terning med kantleengder L i retning af de tre koordinatak-
ser. Forskydningen af den flade, som er for enden af den k'te koordinatakse er
sa ifelge (181):

uk = D. L (182)

Figur 69 Deformation af terning.

For at udfgre disse tre forskydninger skal vi pavirke hver af de tre sideflader
med en kraft, der er proportional med fladens areal L. Vi kan sammenfatte de
3 koordinater for de tre kreefter i en spaendingstensor S.., saledes at kraften pa
fladen for enden af den k’te koordinatvektor er:

F* = S.n*L? = S, L? (183)

Hvis terningen er indstebt i kontinuert stof, er (183) den kraft, som stoffet pa
ydersiden af fladen péavirker stoffet pa indersiden af fladen med. Nu forestiller
vi os i stedet, at disse kreefter stammer fra ydre kilder. Hvis forskydningerne
andres infinitesimalt, skal kilderne levere arbejdet.:
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dw = Fk du*. = S, dD., L* = S, _dD,, L® (184)

Vi ser altsi, at arbejdet pr. rumfangsenhed er givet ved et dobbelt kontraheret
produkt af speendingstensoren og differentialet af deformationstensoren. Nu er
D.. jo symmetrisk og har kun 6 forskellige elementer, dvs. der er kun 6
forskellige arbejdsporte, hvor igennem omverdenen kan vekselvirke med
systemet. Der kan derfor ogsd kun vaere 6 forskellige komponenter af
spaendingstensoren, svarende til disse 6 arbejdsporte, og derfor er spaending-
stensoren ogsa symmetrisk. Det siges ofte, at spaendingstensorens symmetri
kan vises ud fra impulsmomentsaetningen, og det er ogsa rigtigt, men beviset
er kompliceret og ikke ngdvendigt, da symmetrien er en fglge af den almene
energibandslogik.

8.8 Bulk og shear moduler

Det dobbelte skalarprodukt i (184) viser, at rummet af symmetriske tensorer
af rang 2 kan opfattes som et vektorrum (rang 1) med 6 dimensioner. Ser vi pa,
hvordan disse 6 dimensionale vektorer transformerer ved drejninger i det
tredimensionale rum, finder vi, at der er et 1-dimensionalt invariant underrum,
skalarermne, som er sporet af tensorerne. De resterende, sporlgse tensorer udger
et femdimensionalt vektorrum, som transformerer ved drejninger. Hvis vi kalder
sporet af D.. for p, kan vi skrive:

D.. = D'.. + lps.. |  (185)

hvor D'.. er sporlgs. Spaendingstensoren kan tilsvarende skrives:
S.. = S'.. - Pa.. ‘ (186)

hvor S'.. er sporlgs, og hvor P er trykket. Arbejdet (184) pa en enhedsterning er
sa:

dw = (8, - P8, ) d (D' + 3p8;,) (187)
=S/,,dD',, - Pdp =S'.dD'. - Pdp

idet vi opdeler de 6 arbejdsporte i et skalarband ( P dp leddet) og et fem-
dimensionalt vektorband.
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[UD.)]

Figur 70 Opdeling af deformationsporte i skalart band og fem-
dimensionalt vektorband.

Grundvektorer for det femdimensionale vektorrum af sporlgse, symmetriske
matricer skal vaere normerede og ortogonale i henhold til det dobbelte
skalarprodukt. Vi kan veelge fglgende:

000 001 010
o.=2loo1|: ee=Llooo|l:e=L]100
V2010 2100 2 0 0 0] (188
1 00 100
c=Llo-10/:06.=L010
210 0 0 /6 lo 0 -2

Alle sporlgse, symmetriske tensorer, og hermed alle shear deformationer og
spaendinger, kan pa entydig made skrives som en superposition af disse fem
ortonormerede grundvektorer.

Speendingstensorens 6 komponenter ma for sma deformationer veere linesere
funktioner af de 6 deformationer. En lineser sammenhaeng ma i almindelighed
formidles af en matrix med 36 elementer, men eksistensen af en energifunktion
U(D..), som spzendingerne kan afledes af, sikrer, at denne matrix er symmetrisk
(hermitesk), sa der hgjst kan veere 21 forskellige stivheds-koefficienter eller
elastiske moduler (jfr. (128)). For flydende stoffer vil speendingerne ogsa
athzenge af deformationshastighederne, hvilket kan skildres ved at koble et laek-
felt af viskositeter (ogsa symmetrisk) til lagringsfeltet pa figur 70. Alternativt
kan man sige, at viskositeterne giver anledning til frekvensafhaengighed af
elasticitetsmoduilet, men det vil vi ikke komme neermere ind pa her.
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'For laystaller kan bestemte symmetrier fore til en vaesentlig reduktion i antallet

af uathangige moduler. Siledes kan det vises, at kubiske krystaller, som har
flest symmetrier, kun har tre forskellige. Alligevel har disse krystaller jo
bestemte symmetriretninger og er derfor mindre symmetriske end isotrope
stoffer, der udviser fuld symmetri over for enhver drejning. For isotrope stoffer
er der kun to forskellige moduler, som vi nu skal se pa.

For isotrope stoffer geelder Curie-Prigogine princippet, som siger, at der ikke kan
veere nogen kobling mellem skalare sterrelser og vektorstgrrelser, eller mere
alment, mellem tensorfelter af forskellig rang. Det ma betyde, at vi i forste
omgang kan splitte lageret pa figur 70 op i et skalart lager og et vektorlager
med uafhaengige energifunktioner. For det skalare lager har vi en bulk modulus:

L - (189)
dp

Desuden ma det gzlde, at vektorlageret er karakteriseret ved et enkelt, skalart
modul G'. Det er jo ret klart, at de tre grundvektorer ¢', 6> og ¢° i (188) er
ligestillede med hensyn til rummets retninger, men hvad med ¢* og ¢° ? Ved
rumlige drejninger vil disse sidste to faktisk blandes med de farste tre, f.x. vil
en drejning pa 45° om z-aksen fore ¢* over i ¢°, hvilket illustreres af neden-
staende figur:
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Figur 71 Endring af grundvektorer for shear deformation ved drejning.

Modulet G’ for vektorlageret er dog ikke det samme som det, man normalt
kalder shear modulet G. Arsagen er, at G defineres som forholdet mellem kraft
og deformation pa enhedsterningens sideflade, ndr deformationen er som vist
pa figur 72: :
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Figur 72 Definition af shear modulet G.

Deformationen i figur 72 er beskrevet ved tensoren

O0DO|
000
000

(190)

men denne er jo ikke symmetrisk, sa for at finde deformationstensoren skal vi
fratreekke dens antisymmetriske del. Vi far sa:

D
050 0FO
D..=§oo=%63.;S..=G’D..=FOO (191)
2
000 000
og hermed:
F=G'§=GD = G’ = 2G (192)

Modulet for shear vektorlageret, G’, er altsi det dobbelte af det normalt
definerede shear modul G.

8.9 Youngs modul og Poissons forhold

Selv om der kun er de to uafhaengige elastiske moduler K og G for et isotropt
stof, ser man ofte andre sterrelser omtalt. Vi skal her se pa Youngs modul, E,
som er et elastisk modul, og Poissons forhold, v, som er dimensionslgst.

Antag, at vi traekker i stoffet i z-retningen, si spsendingstensoren er
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000
S..=10 00 (193)

00 s

Trykket og den relative rumfangsforagelse er sa:

_ _1 __S . _ _ S
P=-iTr(S)=-2 i p=-2=— (194)

Youngs modul er defineret som forholdet mellem traekspaendingen s og den
relative straekning, A, i z-retningen. For at finde A skal vi bestemmme deforma-
tionstensoren, hvor A er zz-komponenten, og derfor ma vi udnytte pro-
portionaliteten mellem den sporlgse spsendingstensor og den sporlase
deformations tensor, givet ved modulet G’ = 2G.

Forst finder vi den sporlgse spaendingstensor af (193):

(—%s 0 o\

S'..=| 0 -3s 0|=-2sc - (195)
0 0 2325
k 3 )

Sa den sporlgse deformationstensor er givet ved

\

-5 0 0
3G’ B
D=Ll g . =l0 -= 0 (196)
G/ 3G/
o o0 =
3G)

Selve deformationstensoren findes si ved at laegge p/3 til i diagonalen (jfr.
(185)), hvor p er givet ved (194):

(S S O 0 W
9K 3¢’ _
_ s _ s 197
D.=| 0 -% O (197)
0 0 S 4+ 32
L 9K 3G

Vi finder da, at Youngs modul er:
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"D |9 " 3G G (198)

2z 1+

-1
Eés=[l 2,)___ 3G

Samtidig med, at materialet straekkes i z-retningen, vil det traekke sig sammen
i x- og y-retningerne. Forholdet mellem sammentraekningen og straekningen
definerer Poissons forhold:

) D D
-ve_X=E_X*=E 11 (199)
D 9K  6G

Ved at sammenholde (198) og (199) finder vi felgende relationer:

=1.3K-2G . p_o60 +v) (200)

2 3K+ G
Poisson forholdet v er altid mindre end 1/2. Graensevaerdien 1/2 svarer til det -
fuldsteendigt usammentrykkelige stof (K=c).

8.10 Lydbelger

Ligesom der er to forskellige elastiske moduler, er der to former for lydud-
bredelse: transversal og longitudinal. De transversale bglger er ren shear

bevaegelse med hastigheden
¢, = 1 G ' (201)
R

De longitudinale bglger er derimod ikke rent skalare rumfangsaendringer, for
hvis forskydningerne kun er i bglgens retning, dvs. hvis kun zz-komponenten
af deformationsaendringen er forskellig fra nul, nar beglgen gar i z-retningen, sa
har deformationstensoren en komponent bide som skalar og som et shear
element, neermere betegnet ¢°. Hastigheden af de longitudinale bglger er derfor
bestemt ved en kombination af bulk og shear modulet. Man finder:

hvor p er massefylden.
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Cl=\]—:;(K+_§.G) (202)

Den longitudinale hastighed er derfor altid sterre end den transversale.

Nedenfor vises, hvordan den partielle differentialligning for longitudinal
lydudbredelse i z-retningen kan retikuleres med en diskret celle-struktur.
Cellen AxAyAz repeteres i z-retningen, og man lader Az ga mod nul.

Az
AN U(z+Az/2) KAxAy
pAzZ
. _Dz
N u(z-Az/2) . 2GAxAy

- -(K+4G/3)p(z)AxAy
X

2-Azl2 & S { . P AxAyAz

L -(K+4G/3)p(z-Az)AxAy RAXAYAzZ

Figur 73 Celle-retikulation af longitudinal lydbelge i z-retning.
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Kapitel 9

Stive legemers dynamik

9.1 Inertimoment-tensoren

Den i foregdende kapitel gennemgaede teori for drejninger i det tredimensionale
rum er grundlaget for de stive legemers kinematik, for disse transformationer
er de eneste, som lader alle afstande vaere uaendrede, hvilket jo netop udger
den totale maengde af constraints pa bevaegelsen af massepunkterne i et stift
legeme. Et stift legeme er et graensetilfaelde er et elastisk stof, nar stivheds-
modulerne K og G gar mod uendelig, og, som papeget tidligere er denne graense
uforenelig med relativitetsteorien, idet den farer til uendelige lydhastigheder (jfr.
(ifr. (201) og (202)). De faktiske lydhastigheder i selv de stiveste legemer er dog
altid mindre end en tiendedel promille af lyshastigheden i vacuum, sa den
praktiske graense for anvendeligheden af idealisationen "et stift legeme" saettes
ikke af relativitetsteorien. Hvis et "stift" legeme har en udstraekning L og en
karakteristisk tid T for eéendringer af beveegelsestilstanden, s kan det kun
opfattes som stift, nar L/T er vaesentligt mindre end den mindste af lyd-
hastighedeme.

Bevaegelsen af et stift legeme er ifslge Chasles teorem en sum af en translation
af et fast punkt i legemet og en rotation om dette punkt. Hvilket punkt i
legemet, der skal udnzaevnes til "det faste", atheenger af omstaendighederne. Ofte
vil det vaere massemidtpunktet, hvis stedvektor er den veegtede middelveerdi af
de enkelte massedeles stedvektorer

N
R-1%mr (203)
M3

hvor M er den samlede masse. Valget af dette punkt som reference har flere
fordele. Saledes kan legemets samlede impuls beskrives som impulsen af en
partikel med massen M i massemidtpunktet:

a & (204)
=1

F=Ym#=M

-
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Det samlede impulsmoment kan udtrykkes som summen af impulsmomentet
af denne fiktive partikel og impulsmomentet af den relative bevaegelse:

N N (205)
=Zi‘?<p‘( Em(R +f’)X(R+f!)' X +Z?'txﬂt
L s} t=1

Det ses heraf, at impulsmomentet i et koordinatsystem, der bevager sig med
samme hastighed som massemidtpunktet, vil veere uafthangig af det valgte
begyndelsespunkt.

Endelig geelder Konigs saetning, der siger, at den samlede kinetiske energi er
summen af massemidtpunktets translatoriske energi og den relative kinetiske
energi i et system, der folger med massemidtpunktet:

N N . o
2
S = SMV? + t;:_;.miv’ 2 (206)

=1

Disse setninger, (204)-(206) galder for et vilkarligt partikelsystem og
forudsaetter intet om stivheds-constraints.

Hvis et stift legeme har et punkt, som er fastgjort i forhold til laboratoriesy-
stemet, eller som er palagt et simpelt hastighedes-constraint (f.x. bergrings-
punkt ved rulning) vil det imidlertid veere mere naturligt at benytte dette punkt
som referencepunkt for den relative bevaegelse.

Bevaegelsen af et stift legeme har hgjst 6 frihedsgrader, nemlig de tre koordina-
ter for referencepunktet (f.x. massemidtpunktet) i forhold til laboratoriesy-
stemet K, og desuden tre koordinater, der beskriver legemets orientering i et
koordinatsystem K, der translatorisk falger med referencepunktet. Disse sidste
tre koordinater beskriver sa en drejning af et til legemet fast knyttet koordinat-
system Kj i forhold til K og kan f.x. vaere de tre Euler vinkler (figur 65), der
. forer K; over i K. Hvis bevaegelsen er palagt hastigheds-constraints ud over de
indre stivheds-constraints, f.x. et fastgjort punkt eller rulning pa en flade, vil
antallet af generaliserede koordinater vaere mindre end 6, hvis der er tale om
holonome constraints.

Den gjeblikkelige bevaegelse af legemet i forhold til K; kan ifelge (167) beskrives
som en rotation med den gjeblikkelige vinkelhastighedsvektor ®. Impulsmo-
mentet i forhold til K; er sa:

N N
= E T X (rn't 63)(?1') = E m, [rtz(]) - (f;.(m,-—;] (207)
=1

i=1
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 Med brug af tensornotationen kan vi skrive:

N
L,.=I.0. hvor I..=Y mI[fb.. -1,.@®r.] (208)
=1

hvor inertimoment-tensoren I.. er en symmetrisk 2. rangs tensor.

Hvis vi bruger massemidtpunktet som referencepunkt, kan den relative
kinetiske energi altsa udtrykkes ved et vektor x-lager som pa figur 53, hvor x-
level variablen er impulsmomentvektoren L., hvor input spsendingen er kraft-
momentet i massemidtpunkts-systemet K;, og hvor output stremmen er den
ojeblikkelige vinkelhastighed.

Da inertimoment-tensoren er symmetrisk (hermitesk), har den tre reelle
egenveerdier, principalvaerdierne af inertimomentet, som er positive, da den
kinetiske energi er positiv definit. Hvis de tre egenveerdier er forskellige, vil der
til hver af dem svare et endimensionalt underrum af egenvektorer. Disse tre
retninger, som er faste i forhold til legemet og indbyrdes ortogonale, definerer
legemets hovedakser. Vi kan lade disse hovedakser definere retningerne af de
tre koordinatakser i det til legemet fast knyttede koordinatsystem Kg. Hvis der
er to eller tre sammenfaldende egenvaerdier af inertimoment-tensoren, vil der
til disse svare et to eller tredimensionalt rum af egenvektorer, og man kan frit
veelge en hovedakse inden for dette rum; de andre akser skal da vaere
ortogonale til den ferst valgte. Hvis legemet f.x. er en homogen terning, kan
man klart veelge hovedakser i retning af terningens kanter, men da de tre
principalveerdier er ens, er alle retninger lige gode, s det er ikke ngdvendigt,
at hovedakserne valges parallele med kanterne. En homogen terning er derfor
i henseende til inertimomenterne lige sa symmetrisk som en homogen kugle.

9.2 Euler ligningerne

Nér K; er indrettet efter hovedakserne, er inertimoment-tensoren pa diagonal-
form i dette system, og sammenhzengen mellem impulsmoment og vinkel-
hastighed er saerlig simpel. Vi taler stadig om impulsmoment og vinkel-
hastighed i forhold til det ikke roterende system K;, men vi gnsker at angive
deres koordinater i forhold til det roterende system Kg. Den hastighed, som
disse koordinater andrer sig med er ikke blot de tre koordinater af kraft-
momentet i Kz, men inkluderer et fiktivt kraftmoment, som skyldes, at akserne
af K sendrer retning ved rotationen. For den k'te grundvektor af K; har vi:
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':i:f ® x i, (209)
Hvis kraftmomentet er M og impulsmomentet er L, fis:
Lk=-ad—t(f'ﬁk)=1\?-ﬁk+ﬁ-(ds.xfik) (210)

[ +(Cxa)] 1,

Dette er Eulers ligning for et stift legemes beveegelse, og den kan retikuleres ud
med en gyratorstruktur, der minder om den for Lorentz kraften pa en ladet
partikel (figur 51), men med den forskel, at gyratorerne nu er styret af selve de
impulsmoment-koordinater, de kobler imellem, og ikke af et udefra kommende
felt.

Figur 74 Euler ﬁgningerne.
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9;3 Fri roi:ation

Lad os starte med at se pa en frirotation. Hvis legemet ikke er pavirket af noget
kraftmoment, er impulsmomentet L konstant, men dens koordinater i Ky
@&ndrer sig efter Euler ligningerne, og vinkelhastighedsvektoren @ vil i
almindelighed ikke veere konstant.

En asteroide af uregelmeessig form langt ude i rummet kan derfor have en
kompliceret rotation, hvor polerne hele tiden flytter sig. Det kan vises, at
polbevaegelsen kan skildres som rulning af en ellipsoide pa en plan. Denne
inerti-ellipsoide har halvakser efter de tre hovedakser, hvis leengder er omvendt
proportionale med inertitensorens principalveerdier. Betingelsen, at den
kinetiske energi er konstant, svarer til, at ® er bundet til overfladen af inerti-
ellipsoiden.

Euler ligningerne for vinkelhastighedens tre koordinater i Ky siger:

. (211)
Lo =(-1)o, o
Lo, =0 -1)o o

Lad os antage, at vi til et givet tidspunkt har o, = Q, o, = @, = 0. Ligningerne
(211) giver sa, at denne rotationsform vil vaere konstant i tiden. Spgrgsmalet er
imidlertid, om lgsningen er stabil. Hvis vi tildeler o, og o, nogle sma veerdier 3,
og J, og lineariserer bevaegelsesligningerne (211), far vi:

. . 212
Lo, =, -01)Q8, : I3, =0 -1)Q3, (212)

X

og heraf ved yderligere differentiation af den forste ligning:

s L U - DI -1 (213)
X ley x

Hvis faktoren foran §, er negativ, vil rotationen om z-aksen vaere stabil, hvis
den er positiv, vil den vaere ustabil. Hvis I, er enten den mindste eller den
storste af de tre principalveerdier, er rotationen stabil, men hvis I, ligger mellem
I, og L, er den ustabil.

Hvis legemet er symmetrisk om z-aksen, er I, = I, og en rotation om z-aksen
vil veere stabil. For endelige veerdier af w, og o, giver (211), at o, vil bevare sin
veerdi Q, medens @, og w, varierer harmonisk med precessionsfrekvensen
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o = (214)

Nordpolen vil vandre rundt i en cirkel med denne frekvens. For Jorden
beregnes ®, til ca 1/300 af Q, s& nordpolen skulle vandre rundt med en periode
pa 300 dggn. Observationer har haft vanskeligt ved at pavise denne bevaegelse;
radius i nordpolens bevaegelse rundt om den gennemsnitlige nordpol ser ud til
‘at veere mindre end 5 meter. ‘

Denne precession af den frie rotation for et omdrejningssymmetrisk legeme ma
ikke forveksles med den precession, der skyldes jordaksens haldning i forhold
til Ekliptika. Denne heeldning giver anledning til et kraftmoment fra solen, som
&ndrer jordaksens stilling i forhold til fiksstjernerne med en periode pa ca
26000 ar. Denne precession er "ydre" i modsaetning til den ovenfor beskrevne
"indre" precession, hvor impulsmomentet kun sndres i forhold til legemets
egne hovedakser, men er konstant i inertialsystemet.

9.4 Rulning af inhomogen kugle

Som et andet eksempel pa anvendelsen af Euler ligningerne vil vi diskutere
bevaegelsen af en inhomogen kugle, der ruller pa en bevaegelig plan. Vi har
tidligere set pa rulning af en homogen kugle pa en roterende skive (figur 37).
I det homogene tilfeelde, hvor der kun er ét inertimoment, giver Euler
ligningerne ikke noget bidrag til eendringen af impulsmomentet i Kg; kun det
ydre kraftmoment virker, og hele diskussionen gennemfgres simplest i
inertialsystemet. Vi vil nu antage, at den indre massefordeling i kuglen er
inhomogen, s inertimoment-tensoren har tre forskellige principalveerdier. Den
ydre form antages imidlertid stadig at vaere en perfekt kugle.

Beskrivelsen af den kinetiske energi som knyttet til tre simple x-lagre for
impulsmoment koordinaterne i K kan opfattes som et eksempel pa den dia-
gonalisering af den kinetiske energi, der blev benyttet i forbindelse med
Poisson- og Lagrange-retikulationerne, figur 42 og 46, og gyratorstrukturen pa
figur 74 svarer formelt til gyrolaekken i vektorbands fremstillingen af Poisson-
retikulationen, gverst pa figur 60. Transformeren a.. pa figur 60 kunne da veere
den uniteere transformation, der giver overgangen fra K til K; i termer af Euler
vinklerne, og de samme Euler vinkler kunne vaere generaliserede koordinater.
Tilstedeveerelsen af det ikke holonome rulnings constraint betyder imidlertid,
at vi ikke kan overtage Poisson-retikulationen direkte.
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Der skal 5 koordxnater til at anglve kuglens posmon nemhg de tre Euler
vinkler (eller tilsvarende) til rotationen af K i forhold til Kg, samt to almindelige
koordinater, X og Y til translationen af K i forhold til K;. Som referencepunktet
R i kuglen, begyndelsespunktet for Kg, vil vi benytte dens centrum, som ikke
behgver at veere massemidtpunktet, nir massefordelingen er inhomogen. Vi vil
dog regne med, at massemidtpunktet er sammenfaldende med centret, for at det
ikke skal blive for indviklet. Hele kuglens masse er M, og dens radius r. Vi kan
antage, at der er et saedvanligt tyngdefelt, og at den bevaegelige plan (gram-
mofonpladen), som rulningen foregar pa, er vandret, men nar massemidt-
punktet er i centrum, sgrger tyngdefeltet blot for, at kuglen bliver pa planen,
men har ellers ingen indflydelse pa bevaegelsen. Vi vil endvidere simplificere
problemet ved at antage, at massefordelingen er rotationssymmetrisk om z-
aksen, si der kun er to forskellige inertimomenter, I, og I, (=). Euler
ligningerne simplificeres derved sa meget, at vi kun behgver én gyrator:

Ix

(1-7- )L,

I
M,

[L;! >+ ¢!

IX

) b

I 2
Figur 75 Euler ligninger for omdrejningssymmetri, I, = L.

Vi benytter umzerkede koordinater for Kz og meerkede for K;, sa vinkel-
hastighedsvektoren i Kg hedder (o',,0',,0’). Omregningen fra Ky til K foretages
ved hjeelp af Euler matricen (160).

Der er dog endnu et kinematisk problem, som vi mangler at lgse: Hvad er
sammenhzngen mellem vinkelhastigheden og zendringshastighederne af de tre
Euler vinkler? Vi skal ikke ga i detaljer med denne udregning, men blot anfere
resultatet:

®, = ¢ sinb siny + B cosy
®, =  sind cosy - 8 siny (215)

u)z=<]>cosa+\;'t
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Disse formler kan sa let tilferes retikulationen af drejningsmatricen figur 66
(NB: de maerkede koordinater er nu pa hgjre side, men betydningerne er ellers
uzendrede).

Figur 76 Eu}ler vinkler og transformation fra Ky (venstre) til K.

Efter omregningen til K; kan vi formulere de hastigheds constraints, som
rulningen medfgrer, efter figur 36 og, for en roterende skive, figur 37. Endelig
kan vi sammenstykke figur 75 og 76 med rulle constraintet og den trans-
latoriske bevaegelse i K; til det feerdige diagram.

Det seerlige ved rullebetingelsen, som ger problemet ikke-holonomt, er, at
kuglen kan spinne om z-aksen i K; uden at det pavirker den translatoriske
bevaegelse. Dette kan angives ved en 1-port x-samler forbundet til &', bandet.
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Figur 77 Rullebetingelse, jfr. figur 36.

Nulspzendingen fra denne aktive komponent (jfr. figur 21) "draeber” den neder-
ste o-samler til hgjre pa figur 76 og alle dens tilsluttede band. Nar hastig-
hederne af bergringspunktet defineres som pa en grammofonplade, jfr. (18), nar

vi frem til nedenstdende model:

MNE

Figur 78 Anisotrop kugle pa grammofonplade.
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9.5 Behandling af ikke-holonome constraints

De to hastigheds-constraints svarende til o-samlerne leengst til hgjre pa figur
78 forer til differentiel kausalitet pa to af x-lagrene. Hvilke to x-lagre, det skal
ga ud over, beror pa en vurdenng af signalvejene. Den simpleste struktur af
signalsporene, uden loops, opnas, nar L,- og L-lageret far differentiel kausahtet
og udgar af integrationen. ,

Et program til numerisk integration af differentialligninger (som CTS) kan dog
ikke uden videre udfsre den ngdvendige differentiation, og forsgg pa at
indbygge det forer let til ungjagtigheder, som er alt for grove i forhold til den
ngjagtighed, integrationen udfgres med, nar der benyttes f.x. en 4. ordens -
Runge Kutta metode (som i CTS). Der er -imidlertid udviklet metoder til at
undga differentiel kausalitet, bl.a. den sakaldte Lagrange-multiplikator metode,
som ogsa kan benyttes i tilfaelde, hvor hastighedsbetingelserne er holonome,
men hvor det er for besveerligt at finde frem til de uafheengige generaliserede
koordinater. Oversat til EB-sprog gar metoden ud pa, at man opsgger de o-
samlere, som ved integral kausalitet ville komme til at mangle det steerke band.
Man tilfgjer s for hver af disse samlere et steerkt band med en input spsending
A, og sgger sa lgbende under integrationen at bestemme Aerne, saledes at
stremmene i de tilfgjede steerke band bliver nul. Da de ukendte spaendinger A,,
som er constraint-kreefterne bestemmer de tidsafledede af x-level variablene,
og dermed de tidsafledede af stremmene, ma man i praksis operere med de
tidsafledede hastigheds constraints til bestemmelse af Aerne.

En programmeringsteknisk simpel (men "beskidt") made at geore dette pa, er at
lade det tilfgjede steerke band forbinde til en "steddsemper” bestaende af en x-
samler med et o-lager og en lek, et sakaldt Voigt element.

@

\4
s B
ij

Figur 79 Lgsning af kausal konflikt med "steddaemper".

Modulet K kan i dette tilfeelde fortolkes fysisk som vedrgrende sma deformatio-
ner af ujeevnheder ved kontakten mellem kuglen og underlaget. For at disse



side 114 Kapitel 9

deformationer kan veere smi, ma K velges tilpas stor. Modstanden £ har til
formal at deempe svingninger, som ellers let kan tage overhand, specielt i et
ellers udeempet system som det foreliggende. Forholdet £/K = t er en karak-
teristisk tid for steddaemperens virkning, som gerne skal veere lille i forhold til
modellens reelle svingningstider. Energitabet i leekken & skal veere lille og ma
eventuelt kompenseres for pa anden vis.

9.6 Snurretoppen

Brugen af Euler ligningerne og Euler vinklerne er et alternativ til de tidligere
gennemgaede Poisson- og Lagrange-retikulationer, som jo kommer til kort over
for ikke-holonome constraints. Hvis problemet er holonomt, og hvis det er nemt
at finde frem til et seet uafheengige generaliserede koordinater, vil det vaere
simplere at benytte Lagrange-retikulationen. Som et eksempel pa dette skal vi
se pa den symunetriske top med et fastholdt omdrejningspunict.

Vi antager, at legemet har en symmetriakse, z-aksen, og at det fastgjorte
omdrejningspunkt ligger pA denne akse. Toppen har massen M, og dens
massemidtpunkt ligger i afstanden L fra omdrejningspunktet. Vi regner med et
normalt tyngdefelt med accelerationen g, og vi leegger laboratoriesystemets z'-
akse i retning af vertikalen. Toppens position kan da beskrives ved tre
generaliserede koordinater, som passende kan vaelges som de tre Euler-vinkler

G =V i G=0: =8 (216)

Figur 80 Symmetrisk top med fastgjort punkt.
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I dette tilfeelde vil det naturlige referencepunkt veere det fastgjorte omdrejnings-
punkt og ikke massemidtpunktet. Der er da ingen forskel pa Ky og K. Pa grund
af omdrejningssymmetrien er der kun to principalveerdier af inertitensoren, I,
og L, ( = L) ligesom for kuglen, vi for behandlede. Man skal imidlertid veere
opmerksom pa, at inertimomenterne, som nu er med hensyn til omdrejnings-
punktet, ikke er de samme som inertimomenterne med hensyn til massemidt-
punktet, nar de to punkter ikke er sammenfaldende. Hvis toppen f.x. er en
homogen kugle med radius r og omdrejningspunkt pa overfladen (L=r), finder
man I, = (2/5)Mr?, da centrum ligger pa omdrejningsaksen, men for I, og I, far
man et ekstra bidrag svarende til en partikel med massen M i afstanden rfra
omdrejningsaksen, altsa I, = I, = (7/5)Mr”. .

For at bruge Lagrange-retikulationen skal vi forst bestemme den kinetiske
energi som funktion af de generaliserede koordinater og deres hastigheder. Med
brug af (215) finder vi:

_ 1 2 2 1 2 _
T—EIX(COX*'O)y)"'EIZO)z- (217)
%Ix(c'pzsinze+éz)+.;.Iz(\|}+&)cos9)2 |

Det ses umiddelbart, at vi kan diagonalisere den kinetiske energi og gere den
uafheengig af de generaliserede koordinater ved at indfgre (vinkel)hastighederne

. . . . (21
v,=y+¢cos® ; v,=¢sinb® ; v, =96 (;8)
hvilket svare t11 at tensoren b.. i (96) er:
1 cos® O
b.. = |0 sin® 0 (219)
0O 0 1
De tre x-levels (impulsmomenter) er sa:
p, =Ly ; p, =1Ly, ; p; = Ly, (220)

og gyratoren D,, kan bestemmes af (99):

ab :
D,, = - p, aq'j = p, sin® - p, cosh (221)
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Den potentielle energi i tyngdefeltet er U(6) = MgL cos8, og da Lagrange-
funktionen L = T - U saledes er uafheengig af v og ¢ (g, og q,), er de hertil
konjugerede kanoniske impulser bevaegelseskonstanter:

PléEI:_=Iz(\|}+(i)cose]=pl;Pzé%%= (222)

I $sin? + I (y + ¢ cos ) cosd = p, sin® + p, cosd

Retikulationen efter Lagrange metoden, figur 46, kan nu udferes med o-levels
(216), x-levels (220), transformerne (219) og gyratoren (221):

G o—o—0)
IZ ' cos® ”

sinB v 5
G 20

Iy oo

1 sin@ - p,C0s0
)

&) 2 18]

[MgLcos8]

X
Figur 81 Lagrange retikulation af symmetrisk top.
Det specielt interessante ved snurretoppen er jo, at tyngdekraften ikke kan

leegge den ned, nar den snurrer. Lad os se, hvordan bevaegelsesligningerne gar
rede for dette faenomen. Rate-ligningerne for diagrammet figur 81 er:

’

- P P * b, N 2 .
=__ - _Zcotb ; = ; 6= - =0
M I 1 ¢ I_sin® I P | (223)

= % (p, - p,cot8) ; p,= MgL sin® - % (p, - p, cotb)

4 X

p,

4
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Lad os starte med at finde en lgsning, hvor aksens vinkel med lodlinjen, dvs.
0, er konstant. Vi ser da, at p; ma vaere nul. Sa vil p, ogsa veere konstant, og
kun de to vinkler y og ¢ kan aendre sig. Da p; skal holde sig konstant pa
vaerdien nul, far vi af den sidste af ligningerne i (223), samt de to farste:

[ [ Ix] } (224)
Loly+0o l-T cos® | = MgL -

Vi er nu specielt interesserede i en situation, hvor toppens rotatmnshashghed
om sin akse er meget stgrre end precessionsfrekvensen:

. . . 225
PIGHER o,| > |9] (225)

I denne graense giver (224):

MgL _ MgL _ MgL smO (226)

0=
Iz‘l’ p, p, sinf

hvilket viser, at toppen opfgrer sig som en ideel gyrator. Det er faktisk denne
sammenhaeng mellem precessionsfrekvens og kraftmoment, der har givet navn
til gyratorfunktionen i netveerksteorien. Det var Tellegen der "opfandt"
elementet og navngav det.

1
s1n8

O—<D—®

Figur 82 Den hurtigtsnurrende top som ideel gyrator.

Gyratorfunktionen gar jo begge veje, sa hvis der optraeder et kraftmoment i
forbindelse med ¢-lageret, f.x. hvis man pregver at bremse toppens precession,
vil den reagere med en lodret 6-bevaegelse.

En ngjere diskussion af aksebeveegelser for den hurtigtsnurrende top kraever
dog, at vi medtager de to x-levels p, og ps. De cykliske koordinater ¢ og y har
ingen indflydelse p4 dynamikken, og p,, som er konstant, behgver ikke at
optraede som en level-variabel. I graensen (225) kan vi desuden se bort fra den
tilbagegaende gyrator p, cos6, og kernen i dynamikken er sa den nedenfor viste
"gyroskopiske oscillator”.
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MgLsinB

N

B+

Ie Iy
Figur 83 Den gyroskopiske oscillator: nutation af top.

Nar 6-lageret her er erstattet med en spaendingskilde, er det fordi de sakaldte
nutations-svingninger af den gyroskopiske oscillator har en meget lille
amplitude for en hurtig top, si sin® er naesten konstant. Til gengeeld er
nutationsfrekvensen meget hgj, da den er givet ved:

o o =P (227)
n Ix
Antagelsen om, at 0 kan betragtes som naesten konstant, er kun berettiget, hvis
det kan vises, at amplituden af nutationen er lille. Lad os beregne denne
amplitude for en situation, hvor toppen startes med p, = p; = O og 6 = 6, med
en vilkarlig veerdi af ¢, f.x. ¢ = O til tiden t = 0. Bevaegelsesligningerne for figur
83 giver sa:

p,=0 ; p,= MgL sinf, for t=10 (228)

og ved integration af bevaegelsesligningerne med antagelsen 6 = 6, findes
lgsningen

p,=A(1l-cosot) ; p,=Asinot
I MgL sin6,
b,

(229)
hvor A =

Ved benyttelse af sammenheengen mellem impulserne og de generaliserede
hastigheder (angivet pa figur 83) far vi sa:
MgLIL, .
¢ = — (ot - sinof ; 6 =6, +
b,

MgLI, (230)

p,>

sin®, (1 - cosa, i)

Det ses, at amplituden i denne bevaegelse er lille for en hurtig top, hvor den
kinetiske energi i beveegelsen om symmetriaksen er meget storre end den
maksimale potentielle energi i tyngdefeitet. Toppens akse starter med at bevaege
sig nedad, men retter sig hurtigt op og tegner en cykloide:
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Figur 84 Nutation. 6 lodret nedad. ¢ vandret.

Den gennemsnitlige precessionshastighed for denne beveaegelse svarer til (226)
og o-gyratorfunktionen fra 6 til ¢ pa figur 82. Den gennemsnitlige 6-veerdi er
konstant, hvilket ogsa svarer til figur 82, da output spzendingen fra ¢-lageret
jo er nul.

9.7 Jordens nutation og precession

Jorden kan betragtes som en symmetrisk top med rotationspunkt i massemidt-
punktet. Drejningsmomentet fra solens og manens gravitationsfelter er da nul,
men der vil pa grund af jordens let fladtrykte form vaere et ganske svagt
drejningsmoment fra de kombinerede tidevandsfelter, som sgger at dreje
jordakseén vinkelret pa Ekliptikas plan. Den resulterende precession af
jordaksen i forhold til fiksstjernerne har en periode pa ca 26000 ar.

Nutationen eksisterer jo uafhaengigt af et eventuelt drejningsmoment, og dens
periode er naesten sammmenfaldende med det sideriske degn, idet

o-P.%g (281)
Ix Ix

og L, er jo, som tidligere nsevnt, kun ca 1/300 stgrre end L. Set i forhold til

jordens eget system (Kz) kommer nutationen derfor til at forega med frekvensen

m/n=g(_’:_1] (232)

X

dvs. den bliver uskelnelig fra den "indre precession”, som karakteriserer den
frie rotation af et omdrejningssymmetrisk legeme, jfr. (214). Denne effekt er,
som ne&evnt, vanskelig at pavise, idet den drukner i "astronomisk nutation",
som skyldes variationer i tidevandsfeltet. -
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Appendix

Modelbehandling med CTS

Al. Generelt om prograrmmeti

CTS - navnet betyder Continuous Time Simulation - er et program til
numerisk integration, grafisk fremstilling og fil-administration af dynamiske
-modeller, der er beskrevet ved et seet sammenhgrende 1. ordens differentiallig-
ninger. Programmet er til DOS-PCer og fungerer under Turbo Basic compileren
fra firmaet Borland og er tilgengeligt fra RUCs lokalnet under IMFUFA
menuen. Herfra kan ogsa en udferlig dokumentation af programmet hentes
frem. CTS er udarbejdet af forfatteren i samarbejde med Heine Larsen.

I CTS defineres modellen ved szettet af level variable, LE(1), - - , LE(n), som
defineres af brugeren, samt LE(0), som er tiden, t, der administreres af CTS.
Brugeren skal indskrive sin modeldefinition i form af et szt rate-ligninger i
Basici et rammeprogram. Heri indskrives ogsa bl.a. output ligninger. Bade rate
og output udtrykkene skal defineres ved seettet af level variable, samt ved
brugerdefinerede eksterne konstanter.

Integrationsmetoden i CTS er en 4. ordens Runge Kutta metode med variabel
skridtlengde RA(0). Brugeren skal altsid ikke angive skridtleengden, men
fastseetter i stedet et tal DG, som er antallet af betydende cifre, som resultater-
ne skal geelde og fremvises med. Desuden fastsaetter brugeren et output-
interval OI, som dels er den maksimale skridtleengde, dels et fast interval for
output, og endelig styrer programmets fgrste geet pa skridtleengden, som szettes
til 1/8 af Ol. En tredje CTS-konstant, reference-level veerdien LR har ogsa
betydning for ngjagtigheden, idet fejlen i det store og hele beregnes som en
relativ fejl i forhold til LR.

Der opereres med fire typer af nummererede datafiler i CTS:
a) Modelfiler indeholder oplysninger om antallet af level variable, samt disses
veerdier og kommentarer om deres betydning. Desuden navne og kommentarer

til output variable, og navne, veerdier og kommentarer til eksterne konstanter.

b) Resultatfiler indeholder veerdier af output variablene fra en hel kgrsel.
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c) Skalafiler seetter veerdier pa akserne for afbildninger af output variable,
herunder tiden. CTS har dog ogsa mulighed for automatisk fastsaettelse af
skalaer.

d) Billedfiler kan laves bade i et internt format til brug i CTS og i et eksternt
format (PCX) til brug i andre programmer, som f.x. WordPerfect.

A2, Lidt om integrationsmetoden

- Selv om CTS brugeren ikke behgver at vide noget om integrationsmetoden, skal
det alligevel kort antydes, hvordan den fungerer. Lad os for simpelheds skyld
antage, at vi blot har en enkelt differentialligning
dx
— = f(x8 A(1)
37 J 8 |
Lad os endvidere antage, at vi kender veerdien af x, x = x, til tiden t = t;, og vi
vil beregne veerdien x = x, til tiden t = t; = t; + At, hvor At er skridtlaengden.

Dette interval deles nu op i tre underintervaller, idet vi for i = 0,1,2,3 definerer

;,=to+i93_t - A2)

Desuden defineres koefficienterne u, som _
= =15 = =3 A3)

Der laves nu tre fremskrivninger x,, x,, x; af x til tideme t, pa grundlag af
tilvaeksterne

k, = %f( x, . t) fori=0123 A(q)

De tre fremskrivninger foretages ved formlen

x =x_,+g fori=123 A(5)
hvor g, =0 og g =u_, k_,-2g,,fori=123

Til sidst korrigeres den sidste fremskrivning med ligningen
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3 3
X =%z Yk Ale)

=0

og herefter kan integrationen fortsaette med neeste skridt, hvor det gamle t; er
det nye t,, og hvor det netop beregnede x; bliver det nye x,,.

P4 grundlag af de to farste fremskrivninger vurderer CTS, om det er ngdvendigt
at formindske skridtleengden. Forste fremskrivning giver

=%t A% G) A7)

altsa en simpel Euler-fremskrivning, hvor man bare "gar ud efter tangenten”
i intervallets begyndelsespunkt. Den anden fremskrivning er:

6=k 2 f ) B 0) Sk )] AS

Det sidste led giver oplysning om fejlen pa en simpel Euler integration. Da
denne fejl pr. skridt er proportional med At?, og da fejlen pr. skridt af den
fuldendte 4. ordens Runge Kutta beregning er proportional med At®, foretager
CTS en sammenligning af den fra anden fremskrivning skennede fejl med den
af brugeren accepterede fejl i potensen 2/5. Hvis fejlen er for stor, halveres
skridtleengden, og beregningen af skridtet startes forfra. Hvis fejlen er for lille,
gennemfgres beregningen af det pAbegyndte skridt, men for beregning af naeste
skridt, fordobles skridtleengden.

Det af brugeren fastsatte output interval fungerer som gvre greense for
skridtleengden. Ved starten af en integration saettes skridtleengden til 1/8 af OI,
sd hvis OI er meget lille i forhold til modellens karakteristiske tider og den
valgte ngjagtighed, vil CTS efter tre fordoblinger af skridtlaengden benytte OI
som fast skridtleengde. Hver gang der er gaet et helt antal output intervaller fra
starttiden, skal CTS producere output, sa hvis afstanden til et output tidspunkt
er mindre end den for tiden benyttede skridtlengde, tilpasses skridtleengden,
sa man rammer output tiden. Efter output genoptages beregningen med den
fer benyttede skridtleengde.
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A3. Modeleksempel

Vi ser pa det elastiske pendul, figur 43. Som level variable benyttes:

LE(1) = A, pendulets leengde (m). Startveerdi 1.

LE(2) = 6, pendulets udsving fra bundstillingen (rad). Startveaerdi O.
LE(3) = p,, radial impuls (k*m/s). Startvaerdi O.

LE(4) = p,, tangentiel impuls (k*m/s). Startvaerdi 7.

Som output variable benyttes:
X = A sin®, partiklens vandrette koordinat {m).

= -A cosB, partiklens lodrette koordinat (m).

= (p,2 + ps)/(2m) + k(A - L)? - mg) cos , energien (J).
Udregning af energien tjener som kontrol af integrationens ngjagtighed.
Systemets energi skal veere konstant, men fejl ved Runge Kutta integrationen
bevirker en svagt faldende tendens. Ved kerslen over 1000 skridt (t fra 0 til 20)
ses dog mindre end én promilles fald i energien.

Som eksterne konstanter benyttes:

m = 1. Partiklens masse (k).

k = 100. Fjederkonstant (k/s?).

L = 1. Fjederens ligeveegtslaengde (m).
g = 9.82. Tyngdeacceleration (m/s?.
Desuden benyttes CTS konstanterne
DG = 4. Antal betydende cifre.

LR = 1. Reference level.

OI = 0.02. Output interval.

Modellens rate ligninger kan nu formuleres:

RA(1) = LE(3)/m

"RA(2) = LE(4)/(m*LE(1))

RA(3) = k*(L-LE(1)) + m*g*cos(LE(2)) + LE(4)*2/(m*LE(1))
RA(4) = - m*g*sin(LE(2)) - LE(3)*LE(4)/(m*LE(1))

Da rate ligningerne skal gennemlgbes mange gange under integrationen
(mindst 4 gange pr. skridt), kan det vaere en fordel at afkorte beregningerne ved
brug af interne konstanter, som kun skal beregnes én gang ved starten af
integrationen. F.x. kan man i ovenstaende rate ligninger indfere den interne
konstant mgg = m*g og derved spare et par multiplikationer i rate ligningerne.

Efter afsluttet integration er output variablene for hvert skridt indlagt i
maskinens lager og kan herfra lagres i en resultatfil. Resultaterne giver
mulighed for bl.a. todimensionale plot, hvor hver output variabel (incl. tiden)
kan tilskrives hver af de to akser. Som skala pi akserne kan man lade CTS
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benytte de under integrationen bestemte minimums- og maksimumsvaerdier af
output variablene, eller man kan selv fastseette en skala.

PA nedenstaende plot af x og y for det elastiske pendul er fastsat en skala fra -
-2 til 2 for x og fra -1,7 til 1,3 for y. Da skaermens dimensioner ved VGA grafik
er ca 4/3, fas herved et plot, der ligner beveegelsen af partiklen i det rigtige
rum.

Figur A1 Bevaegelse af partiklen i det elastiske pendul.

Der er her tilsyneladende tale om en nzestenperiodisk bevaegelse, hvilket er
forstaeligt i betragtning af samspillet mellem de to indbyggede perioder for hhv.
pendulbevaegelsen og fijederens svingninger. For systemer med tre eller flere
level variable er det almindeligt at finde naestenperiodisk opfersel, som i
specielle tilfeelde kan vaere periodisk.

En tredje mulig bevaegelsesform, som kreever mindst tre level variable, er kaos.
Det elastiske pendul er ikke kaotisk, men dobbeltpendulet udviser bade
naestenperiodiske og kaotiske bevaegelsesformer. Det er som regel nemt at
afgere ved visuel inspektion af lasningskurverne, om der er kaos eller €j, men
der er i nogle tilfelde brug for kvantitative metoder, sasom beregning af
Liapounov eksponenter, for at afggre spergsmalet. CTS tilbyder forskellige
muligheder for undersogelse af kaotiske bevagelser, men det vil fgre for vidt at
komme ind pa dem her.
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