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Abstrakt,
Rapporten er skrevet af 4 studerende pa IMFUFA, og er et 2.modul
matematik model-projekt, skrevet i efteraret 1993.

Rapporten indeholder resultatet af gruppens simuleringer af trykpro-
filens udbredelse i hovedpulsaren aorta via kloakmodellen MOUSE. I
rapporten redeggres for, at der kan skabes analogi mellem de ligninger
der beskriver stremninger i ikke-fyldte rgr, og de ligninger der beskri-
ver strgmninger i fuldtlgbende rgr, under tryk. I rapporten viderefgres
denne analogi til ogsa at indbefatte blodstrgmningen i aorta. Rappor-
ten omfatter derudover en grundig beskrivelse af MOUSE og aorta,
samt en teoretisk argumentation for, at trykprofilen ned gennem aorta
bliver mere stejl og amplituden hgjere med afstanden fra hjertet.
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Life is like a sewer-
What you get out of it,
depends on what you put into it.
Tom Lehrer.
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Indledning

Ikke alle patienter overlever en na..rkose, og 1 nogle af disse tilfelde er
arsagen uheld i forbindelse med narkosen. Disse uheld skyldes i enkelte
tilfelde, at narkoselagen og narkosesygeplejersken har misfortolket sig-

nalerne fra apparaturet, og derfor ikke taget de ngdvendige forholds-.

regler for at sikre patientens helbred. Dette kan ske i situationer, hvor
patienten eksempelvis lider af en SJaelden a.llelgl som ikke er. bekendt
fgr operationen. :

Der er derfor interesse i at udvikle en anastesisimulator?, idet det er
den eneste made narkoselager og narkosesygeplejelsker kan opnd en

egentlig traening i at give den rigtige narkose i specielle tilfzlde, uden -

at det kan fa fatale fglger for patienten.

Dette er blandt andet én af grundende til, at der i de senere ar har -

eksisteret et teet samarbejde mellem IMFUFA?, Forskningscentret Risg
og anastesiafdelingen pa Herlev sygehus om at fa udviklet en anzste-
sisimulator. Der er pt udviklet en anaestesxs1mulator, som star pa
anzestesiafdelingen pa Herlev sygehus. Den er stadig pa forsggsstadiet,
men er dog i nogle tilfaclde blevet brugt i undervisningsgjemed.

I oktober 1993 blev der pa IMFUFA holdt et seminar om denne anze-
stesisimulator, hvor der deltog lager fra anastesiafdelingen pa Herlev
sygehus, og forskere og studerende fra IMFUFA. Her blev det klart,
at selv om simulatoren idag giver en temmelig virkelighedsneer simu-
lering af kroppens respiration og blodkredslgb, er der stadig en reekke
omréder, hvor simulatoren er mangelfuld. Et af de omrader, der blev
fremheevet som veerende vitalt for en bedre simulering, var en bedre

1En anastesisimulator simulerer blandt andet et menneskes resplratlon og blod-
kredslgb under narkose. ' :

2Institut for studiet af Matematik og Fysnk samt deres funktioner i
Undervisning, Forskning og Anvendelse i samfundet, Roskilde Universitetscenter.
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beskrivelseaf blodkredslgbet. Dette har sin forklaring i, at simulatoren
herved bedre vil vere i stand til at simulere ikke-normale tilstande,
som er -det egentlige formal med simulatoren. Til denne bedre beskri-
velse af blodkredslgbet, hgrer en bedre beskrivelse af blodets strgmning
1 hovedpulsaren aorta og i den forbindelse pulsbglgeudbredelsen i rgr-
veaggen.

Vi havde imidlertid en anden model som udgangspunkt. Den meodel
som var genstand for vores interesse, var industristandarden MOUSE3,
udviklet pa Dansk Hydraulisk Institut (DHI). MOUSE er et program,
benyttet i mange kommuner i Danmark, der simulerer strgmninger i
kloaksystemer. Vi havde, via en velinformeret kilde, faet oplyst, at
der i programmet var indlagt en analogi mellem stgmninger ved fri
vandoverflade, til stramninger i fuldtlgbende rgr, under tryk. Der hvor
vi fandt det interessant at udfordre MOUSE, var ‘modellens-simulering
af strgmninger i elastiske rgr og her nermere specifikt stremninger i den
elastiske hovedpulsare aorta. 1 stedet for selv at udvikle et program,
fandt vi en vis idé i at vise, al det var muligt at benytte en allerede
eksisterende model pa et nyt omnrade.

Ideen var derfor, at simulere en overtrykssituation i et kloakrgr i
MOUSE, og se om vi kunne fa samme effekter frem som opstar i aorta,
nar blodet strgmmer ud fra hjertet. Dissc overvejelser fgrte frem til
fplgende problemformulering:

Er det muligt at konstruere en model der, via MOUSE, kan
simulere pulsbglgens profilendring ned gennem aorta ?

Dette blev yderligere specificeret i lgbet af semestret, til en naermere
praecisering af, hvad det er ved trykprofilen vi er interesserede i at
simulere. Dette er neermere uddybet i slutningen af kapitel 1.

Lad det veere sagt med det samme, projektet udviklede sig desveerre
ikke som vi havde forventet. Udover at simulere selve aorta, havde
vi habet pa at udbygge dette simple rgrsystem med forgreninger og
se pa deraf fglgende effekter pa pulsbglgens trykprofil. Det er specielt
forgreningerne der er komplicerede at modellere.

Imidlertid har vi brugt mange timer foran computeren og manualen
til MOUSE, i et forsgg pa bare at finde ud af hvad et kloaksystem
egentlig bestar af og kan beskrives ved. Ligeledes brugte vi meget tid

*Modelling Of Urban SEwers.




pa at "oversatte” det vi sa i MOUSE, til situationen i aorta. I lgbet af
projektperioden har vi i den forbindelse opnaet fuld forstaelse for, at
der er visse modellove der skal overholdes, nar en dimensionsmessig lille

model, som vores model af aorta, skal skaleres op i en st¢rrelsesorden .

der svarer til et ror i et kloaksystem

Vi vil benytte lejligheden til at sige tak til ingenigr Lars Yde fra DHI,
som lige til det sidste har vaeret meget behjalpelig med at fa program-
met til at kgre og give os svar pa, hvad vi matte veere i tvivl om.

Derudover vil vi rette en stor tak til vores Véjleder Jesper Larsen, som
trods mange "sorte gjeblikke” alligevel holdt’ liv i Vores' forhabninger.

En tak til Viggo Andleasen er ogsa l)erettlget for sine behjaalpsomme
gjeblikke.

Sidst men 1kke mmdst en stor tak til Dansk Hydlauhsk Instxtut for
lan af programmet MOUSE :

Lasevejledning

Rapporten er skrevet til studerende og forskere med interesse i simule-
ring af hjerte-karsystemet. ' ' '

Den overordnede opdeling af rapporten, bygger pa idéen om, at for at
vide hvad der kommer ud, er det ngdvendigt at vide hvad der kommer
ind. Vi bliver derfor ngdt til at kende til aortas fysiologi for at forsta
udseendet af pulsbglgens trykprofil. Ligeledes bliver vi ngdt til at kende
teorien bag programmet for MOUSE, for at kunne forsta, hvorfor re-
sultaterne fra simuleringerne bliver som de bliver.

I kapitel 1 gennemgas derfor de data for aorta, vi mener er ngdvendige,
til modeleringen af aorta. Sidst i kapitlet redeggres for de essentielle
traek ved trykprofilen, vi er interesserede i at modellere. 1 kapitel 2 re-
deggres for det teoretiske grundlag MOUSE bygger sine beregninger pa.
Her gennemgas den analogi der er skabt i programmet, saledes at strgm-
ninger i fuldtlgbende rgr under tryk, kan beskrives ved samme ligninger
som strgmninger ved {ri vandoverflade.  Denne analogi benytter vi sidst
1 kapitlet til at argumentere for at ogsa blodstrgmningen i aorta kan
beskrives ved disse ligninger. Med baggrund i analogibetragtningerne
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opstiller vi sidst i kapitel 2 vores model af aorta. Kapitel 3 indehol-
der en teoretisk beskrivelse af, hvorfor trykprofilen &ndres ned gennem
aorta. Dette kapitel er med, idet vi finder det interessant at beskrive og
kan altsa sagtens springes over uden at det giver forstaelsesproblemer
i det fglgende. I kapitel 4, beskrives MOUSE STANDARD, som er dét
program vi har benyttet os af i vores simuleringer. Derudover beskriver
vi hvilke tilpasninger af vores model af aorta vi har veret ngdt til at
gennemfgre, for at MOUSE kan benyttes. Kapitel 5 er kapitlet hvor vi
gor rede for de konkrete inputdata vi har benyttet os af, vores forvent-
ninger til simuleringen med MOUSE og selve praesentationen af vores

‘resultater.

Herefter fglger en diskussion, konklussion og perspektivering. Bagest i
rapporten findes i bilag 1, dét regneark vi benyttede som en hjzlp til
vores udregninger, og 1 bilag 2, et udpluk af vores simuleringer. Aller-
sidst, foran litteraturlisten, findes en meget nyttig symbolliste, hvor de
relevante symboler i rapporten bliver forklaret.

Der er nu ikke andet tilbage end at sige Rigtig God Leeselyst.

Med Venlig Hilsen Anders og Anne, Lone og Per.



Kapitel 1
Beskrivelse af aorta |

Ved enhver form for modellering er det 'vigtigt med en god fysisk
forstelse af det, der skal modelleres. Dette vil i vores tilfeelde sige
en god forstaelse af de mekanismer, der virker i aorta.

Vi er 1 vores kildemateriale stgdt pa meget varierende verdier af de fy-
siologiske data for aorta. Dette skyldes blandt andet, at aortas fysiologi
varierer meget fra person til person alt efter alder, kondition, helbred
mm. Derudover er det rent teknisk et problematisk sted i kroppen at
komme til at male. De data for mennesker vi benytter os af i kapitlet
er derfor approksimative og skal ses som det bedste (og eneste) det har
veeret muligt for os at fa fat i. I vores beskrivelse af aortas fysiologi har
vi ofte set os ngdsaget til, at benytte data fra hunde, hvilket de fleste
indenfor omradet igvrigt benytter sig af. '

I kapitlet vil vi fgrst, som en introduktion til beskrivelsen af aorta, kort
gennemga kroppens blodkredslgh og hjertets pumpefunktion. Herefter
vil de fysiske data (leengde, forgreninger) og de mere funktionelle data
(arealudvidelse som funktion af tryk, eftergivelighed som funktion af
afstand fra hjertet mm.) for aorta blive beskrevet. Det er hovedsagligt
ved beskrivelsen af aortas funl\tlonelle data, at vi benytter os af data
fra hunde. ‘

Vi vil benytte figur 1.5 pa side 16 som vmdeungbgrundla,g for, om vores
model af aorta er tllfleclsstlllendc
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1,.1 Hjerte-kar systemet

.-.4
®s &
O ~—

Figur 1.1: Hjerte-kar systemet. 1.Hgjre forkammer, 2.Hgjre hjertekam-
mer, 3.Lungearterie, 4.Lungekapillerer, 5.Lungevene, 6.Venstre forkam-
mer, 7.Venstre hjertekammer, 8. Aortabuen, 9.Halspulsarer, 10.Armarteriel
vene, 11 Aortastammen, 12 Aorta med arterier til mave, lever, nyrer og
tarme, 13.Benarterier/vener, 14 Nedre hulvene, 15.Portiren, 16.Nedre hul-
vene, 17.@vre hulvene. [Rank, 92]

Som det ses af figur 1.1 bestar hjerte-kar systemet overordnet af to
kredslgh: Det systemiske kredslgb (legemskredslgbet), som sgrger for
at blodet nar rundt til hele kroppen, og det pulmonzre kredslgb (lun-
gekredslgbet), som sgrger for at blodet iltes.

Hjertet bestar af 4 kamre, hgjre og venstre atrium (forkammer) og
hgjre og venstre ventrikel (hijertekammer). Fra hjertets venstre ventri-
kel pumpes blodet ud i det systemiske kredsleb. Her lgber blodet forst
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igennem hovedpulsaren aorta (se figur 1.1 nr. 8, 11 og 12), der senere
forgrener sig i arterier, der igen forgrener sig i tyndere blodarer. Pa
blodets vej tilbage til hjertet samler de mindste blodarer, kapillzrerne,
sig i venulerne, der samler sig i stgrre og stgrre vener og blodet Igber til-
sidst via kroppens stgrste vene, vena cavae, ind i hjertets hgjre atrium.
Herfra pumpes blodet ind 1 hjertets hgjre ventrikel, for derefter at blive
pumpet ud i det pulmonzre system, som strukturelt er opbygget pa
samme made som det systemiske kredslgb. Efter blodets iltning, lgber
det tilbage til hjertet og ind i venstre atrium, hvorfra det pumpes videre
ind i den venstre ventrikel og kredslgbet er fuldendt.

1.2 Hjertet

Hjertet kan opfattes som en dobbeltpumpe, hvor hgjre hjertedel pum-
per blod ud i1 det pulmonzare kredslgb, og venstre hjertedel ud 1 det
systemiske kredslgb. Blodet pumpes rundt i kroppen ved hjertemusk-
lens sammentrakning (systole) og afslapning (diastole) se figur 1.2. 1
et normalt voksent menneske i hvile slar hjertet 60-75 slag 1 minuttet

[Cambell, 88].

OXygen-poor . cen-enriched  Oxygen-enriched

! n-poor
Blood from 04 trom lungs blood to body ~ OXY9en-po
upper pat S ,

bload to lungs

oxygen-poor »
biood from ventricles

_ B ventricles
lower part (A) relaxea (B) contracted
of body : . :

Figur 1.2: Skematisk tegning af hjertet. Pilene angiver blodets strgm-
ningsretning under diastolen (A) og systolen (B). [Taggart, 87]

Nar hjertet er afslappet, fyldes de tomme ventrikler imed blod fra
atrium, hvorved trykket stiger. I den venstre ventrikel i et menneske,
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som pumper blodet ud i aorta, stiger trykket fra 0 mmHg til omkring
120 mmH g [Smith, 90]. Som fglge af trykforskellen mellem ventriklerne
og trykket i de arterier der stgder op. til, abnes de semilunare hjerte-
klapper og ventriklernes indhold af blod tgmmes, for det systemiske
kredslgbs tilfelde, i aorta. Herefter slapper hjertet af igen og hjertets
cykel starter forfra. Hele hjertecyklen tager for et menneske ca. 0.8 s,
hvoraf blodudstrgmningen i aorta tager ca. 0.3 s. Vi vil i vores model-
lering benytte os af data fra hunde. Som det fremgar af figur 1.3, tager
hjertecyklen for en hund ca. 0.5 s, hvor den venstre ventrikels indhold
af blod t¢gmmes ud i aorta i Igbet af ca. 0.15 s. At kurven et gjeblik
bliver negativ skyldes, at en lille smule blod suges tilbage i hjertet, ved
starten af diastolen [Yin, 87).

8
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Figur 1.3: Figuren er baseret pi data fra en 30 kg hund, hvis hjertet slir
120 gange i minuttet. Figuren viser hjertets udpumpningsrate som funktion
af tiden, meget tat pa hjertet. Ved ét hjerteslag strgmmer 30 ml blod ud
i hundens aorta. [Anliker, 71}

Nar hjerteklappernc abnes er strgmningen i aorta teet pa hjertet karak-
teriseret som turbulent!, hvilket betyder at hastigheden varierer vold-
somt med tid og sted. Stregmningen er dog kun turbulent lige nar
blodudtgmningen fra hjertet foregar, og kun tact op til hjertet, hvoref-
ter strgmningen er laminar, hvilket den igvrigt er hele tiden 1 resten af

'Om der opstar turbulens afhzenger af arteriens radius r, blodets massefylde p og
hastighed v, og blodets viskositet p. Disse parametre er samlet i den dimensionslgse

konstant Reynolds tal R., hvor R, = 35“:& . R. > 1000 karakteriserer turbulent

strgmning.
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TIME (seconds)

kredslgbet [Crone, 90].
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Vemricle
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|—SYSTOLE ~—————DIASTOLE

Figur 1.4: VenStrg ventrikels systole og diastole, og aortas tilsvarende .
trykbglge for et menneske. Frit efter [Smith, 90].

Dét blodtryk der kommer som fglge af hjertemusklens arbejde, presser
blodet ud til de mindste kapilleerer. Gennem den fgrste trediedel af den
venstre ventrikels systole, bliver to trediedel af ventriklens blodvolumen
témt i aorta (i et voksent normalt menneske svarer dette til omkring 80
ml), hvorved trykket i aorta stiger til dét der kaldes det systoliske tryk
(som er 120.mmHg for et menneske). Pa figur 1.4 starter ventriklens
systole i punktet A, og hjerteklapperne ud til aorta dbnes i B. Den
hurtige udtgmning bliver fuldt op af en langsommere udtgmning i de
sidste to trediedel af ventriklens systole. Nar trykket i ventriklen er
faldet til en veerdi der er under trykket i aorta, lukkes hJerteklapperne
(i punktet C) og ventriklerne fyldes igen. Det laveste tryk pa kurven
kaldes det diastoliske tryk og er for den menneskelige aorta 80 mmHg.

Veerdierne for det systoliske og diastoliske tryk er malt pa en person
der ligger ned. Hvis personen stod op ville det vaere ngdvendigt at tage
hgjde for det ekstra tryk vaegten [ra en ovenliggende blodsgjle ville
udgve. Ligeledes er trykforskellen 80 mmHg/ 120 mmHg malt lige i
begyndelsen af aorta. -

1.3 Aofta'

Aorta er blodkredslgbets stgrste arterie. Aorta forgrener sig i mindre
arterier og de to stgrste forgreninger af den menneskelige aorta sker
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ca. 3 cm fra hjertet, hvor 17% af hjertets slagvolumen (mangden af
blod der pumpes ud i aorta ved ét hjerteslag) lgber ud til hovedet og
armene, og ca. 40 -cm fra hjertet, hvor 18% af slagvolumet lIgber til
tarmsystemet [Anliker, 71]. Aorta deler sigi to mindre arterier ca. 54
cm fra hjertet (den sdkaldte bifurkation) og det er denne lengde vi
regner for aortas lengde.

\/ RaON oy
f\—\‘ L 100

Figur 1.5: Eksempler p3 trykkurvens udseende som funktion af tiden, ned
gennem den menneskelige aorta. [Yin, 87]

Det meste af den energi der tildeles blodet ved ventriklernes systole kon-
verteres til potentiel energi i aortas arterievacg og i de sterre arterier, der
udvider sig og derved opbevarer en del af hjertets slagvolumen. Senere
overfgres noget af energien igen til blodet under diastolen, hvor aorta
og de stgrre arterier traekker sig sammen og blodet sendes videre ud til
resten af kroppens hovedafsnit. Aorta og de stgrre arterier har tykke
veegge, med glat muskulatur. Dette, samt det store indhold af elastiske
fibre (lange trade af proteinet clastin) medvirker til rérvaeggens styrke
og elasticitet [Rank, 92][Campbell, 87]. Reorvaggens elastiske egenskab
gor, al aorta og de stdgrre arterier fungerer som et trykreservoir, der
udjeevner forskellen i blodtrykket, leengere ude i kredslgbet [Taggart,
78]. Alt i alt medvirker aorta saledes til at bevare en javn blodstrgm i
de mindre blodarer i kredslghct.

Som det ses af figur 1.5 andrer trykprofilen sig ned gennem aorta. Dette
skyldes blandt andet at aortas diameter og dermed tvaersnitsareal bliver
mindre med afstanden fra hjertet, men ogsa at compliance (eftergive-
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ligheden) mindskes med afstanden fra hjertet [Lighthill, 89]. Efter den
egentlige top ses en mindre hzevning, den dikrote havning. Der er for-
skellige teorier om hvorfor den opstar. Nogle mener den skyldes det
lille "smaek” der kommer som fglge af, at de semilunare hjerteklapper
lukkes [Crone, 90]){Smith, 90]{Ingram, 86]. C.S.Peskin har i sin athand-
ling [Peskin, 76] teoretisk argumenteret for, at udbredelsen af en kraftig
bglge ned gennem et konisk rgr, vil medfgre en lgbende reflektion fra
rgrvaeggen. Peskm forklarer den dikrote haevning i aorta udfra denne
teori. -

I det fglgende tages udgangspunkt i den artikel [Anliker, 71] har skrevet
i tidskriftet Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Physik, Vol.22,
1971. I artiklen opstilles nedenstaende udtryk for pulsbglgens hastighed
¢ baseret pa eksperimentelt malte data. I udtrykket er-forudsat, at
bglgehastigheden afhanger linceert af trykket. =

c(p. ) = (ko + kip)(1 + nz) em/s

ko, k1 og n er eksperimentelt bcs@émte konstanter,
p er trykket malt i mmHg og
T er afstanden fra hjertet malt i cm.

Udfra pulsbglgens analytisk belegnede hastlghed og den ekspenmentelt
bestemté sammenheang mellem aortas diameter og afstanden fra hjertet
(malt p& hunde, ved et normaltryk pa 100 mmHg) angives i artiklen
ligeledes et udtryk for tveersnitsarealet A som funktion af tlykket pog
afstanden fra hJextet x. '

A(b,w) = Alpo, 0)e™* =0 oelpelro

po er normaltrykket 100 mmHg = 1.33 10* N/m
a er en konstant og
p er blodets densitet 1.06 g/cm?.

Anliker udfgrer i sin artikel [Anliker, 71] numeriske beregninger pa aor-
tas pulsbglgehastighed og tveersnitsareal som funktion af trykket og
afstanden fra hjertet for aorta. I artiklen regnes der pa et sakaldt stan-
dard tilfzelde, hvilket betyder, at alle udregninger er baseret pa.en 30
kg hund, med et hjerte der slar 120 gange i minuttet og et slagvolumen
pa ialt 30 ml (jeevnfgr figur 1.3). ' :
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Fglgende ligninger angives som beskrivelse for aortas tvaersnitsareal og
pulshglgehastighed som funktion af trykket og afstanden fra hjertet

A(p,z) = 4.63e= 00452+ (w=po)/pclp2)elpoz)  poor 3 < 54em

hvor ‘pulsbglgehastigheden er udregnet ved
c(p,x) = (974 2.03p)(1 4+ 0.022) cm/s

hvor trykket indsettes i mmHyg og afstanden indsattes i cm.

Figur 1.6 visef hvordan aortas diameter endres som funktion af afstan-
den fra hjertet, ved trykket 100 mmHg. Diameteren er fundet ud fra
arealet A(133,z), idet det antages at aorta cr cirkuler.

A0RTIC
VALYE

2.3

!
ARTERIAL
OIAME TER,
cm

i
L s )

L 1 1
o] [[o] 20 pie} a9 0 60
DISTANCE FROM THE HEART, cm

Figur 1.6: Aortas diameter som funktion af afstanden fra hjertet, givet
ved 100 mmHg. Frit fra [Anliker, 71].

I hvilken grad en blodare kan udvide sig, afhaenger af blodarens efter-
givelighed, ogsa kaldet compliance (C). Ved compliance forstas sam-
menhengen mellem volumentilvakst og trykendring ved en given vo-
lumeneendring.

oo AY
T Ap
I et stift system er compliance nul. I et eftergiveligt system som aorta
vil et tilstrommet veaeskevolumen medfgre en given trykforggelse Ap og
en volumentilvaekst AV. Jo mere aorta udvider sig, jo mere vil den
modsatrettede kraft pa arterievaeggen presse for at fa arterieveeggen
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tilbage til udgangspositionen, og jo hgjere blodtryk kraeves der altsa
for at forarsage en volumentilvaekst. Dette betyder, at compliance ved
konstant x bliver mindre jo mere aorta udvider sig og er altsa ikke en
linezer funktion af trykket. Dog skal det lige tilfgjes at stgrrelsen af com-
pliance ikke umiddelbart kan sammenlignes forskellige steder i aorta,
men skal ses i relation til blodarenes tvaersmtsareal (1 den forbindelse
tales der om den specifikke compliance). ‘

Det systoliske/ diastoliske tryk i aorta taet ved hjertet er for et normalt
ungt menneske 120/80 mmHg. Gennemsnittet pa 100 mmH g zndrer
sig meget lidt ned gennem aorta og de store arterier. Gennemsnitstryk-
ket er kun faldet til 90 mmHg i blodarer med en diameter pa 10 mm
[Rank, 92]. Pulsbglgens form og amplitude andrer sig imidlertid en del
med afstanden fra hjertet (se figur 1.5). Udsvinget imellem det systoli-
ske og det diastoliske tryk forstarres, idet det diastoliske tryk mindskes
og det systoliske tryk gges. Stgrrelsen af den trykstigning, der kommer
i aorta som fglge af den venstre ventrikels systole, er afhaengig af aortas
specifikke compliance. 1 aorta bliver den speaﬁkke compllance mmdle
med afstanden fra hjertet. ' :

Pulsbglgens hastighed ned gennem aorta er vaesentlig hurtigere end blo-
dets strgmningshastighed. Pulsbglgens udbredelseshastighed afhaenger,
som tidligere omtalt, af tveersnitsarealet og compliance. Disse parame-
tre varierer meget fra person til person, alt efter alder, kondition og
helbred. I [Yin, 87] er der vist data for udbredelseshastigheden som
funktion af alder, malt pa et stort antal kinesere (se figur 1.7). Det
ses, at gennemsnittet inden for en levealder stiger fra 6 m/s til 12 m/s.
Herudover er spredningen ogsa stor indenfor hver aldersgr uppe. I andle
kilder haevdes hastigheden at variere fra 4 m/s til 6 m/s '

Blodets strqimningsl'lastighed er i gennemsnit i den menneskelige aorta
0.30 m/s [Smith, 90]. Idet blodarenes tveersnitsareal fra aorta til de
mindste kapillzrer mindskes, ville man intuitivt tro, at blodets flow ned
gennem det systemiske kredslgb ville stiger. Det er imidlertid det totale
tveersnitsareal en veeske gennemlgber, der danner baggrund for vaeskens
flow. Det samlede tveersnitsareal af kapilleerene er meget stgrre (3000
cm?) end det samlede tvzersnitsarcal for aorta (5 cm?), hvorfor blodets
strgmningshastighed falder med afstanden fra hjertet [Rank, 92]. I det
foregaende er de vigtigste data omkring aorta gennemgaet. 1 vores
modellering er det primaert trykprofilen i figur 1.5 vi vil benytte som
vurderingsgrundlag for om vores resultater fra s1mulermgen af aorta
kan siges at vere tilfredsstillende. "
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1500-1
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Figur 1.7: Andring af aortas pulsbglgehastighed, som funktion af alder.
[Yin, 87]

Aorta Arteries Caps. Veins
3000
TOTAL
CROSS- 2000 4
SECTIONAL
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0
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o}

Figur 1.8: Sammenhaengen mellem tvarsnitsareal og blodets gennem-
snitshastighed i det systemiske kredslgb. [Smith, 90]

e Vi er interesserede i at simulere, at amplituden af trykprofilen
bliver hgjere med afstanden fra hjertet.

¢ Derudover haber vi, at kunne simulere en bglge der bliver stejlere
med afstanden fra hjertet.

e Om muligt er vi interesserede i, at kunne forklare dannelsen af
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den dikrote -havning.
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Kapitel 2

Beskrivelse af Strg}mninger i
ror R

Vi vil i dette kapitel gennemga det teoretiske grundlag for MOUSE,
som vi senere vil benytte til at simulere blodstrgmningen i aorta. Gen-
nemgangen bestar hovedsagligt i, at udlede de grundlzggende ligninger,
der benyttes i beskrivelsen al strsmninger i-delvist og helt fyldte rgr,
samt at skabe analogi mellem de to str¢mn1ngsforme11 '

' ngnmgerne, der benyttes til at beskrive vaeskestr¢mning, er henholds-
vis kontinuitets- og bevaegelsesligningen. Disse ligninger bygger pa lo-
vene for masse- og impulsbevarelse. I fgrste del af kapitlet vil vi udlede
kontinuitets- og bevaegelsesligningen for strgmninger i delvist fyldte rgr.
I anden del vil vi udlede samme llgmnger, men denne gang for strgm-
ninger i fuldtlgbne ror. :

At ligningerne for de to situationer falder forskelligt ud skyldes, at
hvor man ved delvist fyldte rar kan antage, at trykket er atmosfee-
risk og densiteten konstant, m& man for fuldtlgbende rgr tage hgjde
for et eventuelt overtryk og del af {glgende dens1tetsaend11ng af vasken
og/eller deformation af r¢ret

Senere i kapitlet vil vi argumentere for at der, under de rette antagelser,
kan skabes en analogi mellem strgmning i helt og delvist fyldte rgr. Vi

!Dette kapitel er i store treek en kommenteret gennemgﬁng af Anders
Sjobergs Berakning av icke stationara flédesforlopp i ‘reglerade vattendrag och
dagvattensystem. :

23
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vil vise at der er analogi mellem bade kontinuitets- og bevaegelseslig-
ningerne.

Analogien mellem de to kontinuitetsligninger skabes ved at indfgre en

fiktiv spalte 1 toppen af det fuldtlgbende rgr. Ved overtryk kan van-

det stige op i spalten, og dermed kan det tveersnitsareal, vandet flyder

igennem, gges analogt med situationen for delvist fyldte rgr. Analogien

mellem de to bevagelsesligninger opnas direkte, ved at antage, at man

kan se bort fra de andringer af veaeskens densitet og rgrets tveersnitsa- -
real, der kommer som fglge af en trykstigning.

Det, at der kan skabes analogi mellem de to systemer, er essentielt for
vores projekt, da det betyder, at de forholdsvis simple ligninger for
strgmning ved fri vandoverflade, kan benyttes til at beskrive de noget
mere komplicerede strgmninger i fuldtlgbende og elastiske rgr som for
eksempel aorta.

Kapitlet afsluttes med, at vi opstiller den model for aorta, vi senere vil
benytte i vores simuleringer af blodstrgmningerne.

2.1 Generelle definitioner

o [t rgr. De rgr vi beskaeftiger os med er rette, cirkulzare og koniske.
e Laminar strgmning. Simpel strgmning hvor vaeskepartiklerne be-
veeger sig i lag. Lille Reynoldstal (R < 1000) [Rubinow, 75].

o lurbulent stramning. Kaotisk strgmning hvor vaskepartiklerne
beveeger sig i alle retninger. Stort Reynoldstal (R > 1000) [Ru-
binow, 75].

o Vad perimeter. Den vade perimeter L er den del af rgrets indre
omkreds, der er deekket af vand.

o Densitetshomogen. At en vaske er densitetshomogen vil sige, at
den er usammentrykkelig.

e Hydrostatisk tryk. Er nar trykket er ens fordelt over vandover-
fladens bredde (z-retningen).
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2.2 Str¢mninger i delvist fyldte rgr

Vi vil ved udledningen af kontinuitetsligningen og bevaegelsesligningen,
kun undersgge disse ligninger i én dimension, nemlig bevaegelsesretnin-
gen, kaldet z-retningen. Dette kan vi ggre fordi vi antager at strgm-
ningen ud over at vere laminar, kun har hastighed i z-retningen, da vi
kun tillader det delvist fyldte rgr at haelde med en lille vinkel 8 1 forhold

 til vandret. Herudover antager vi at veesken er den51tetshomogen og

trykket er hydrostatisk.

2.2.1 Kontmultetsllgnlngen for delvist fyldte rgr

~ Vi starter med at udlcde kontinuitetsligningen. Dette gor vi ved- h]aelp

af et differentielt lille l\ontxolvolumen der er defineret som v1st pa ﬁgur
2.1 ' ’

x ¥

% x %o
N

_/

4
Ax
Figur 2.1: Kontrolvolumenet i delvist fyldt rgr.

Vanddybden (hgjden) defineret som funktion af bade tid og sted er
Y = Y(z,t) og er vinkelret pa bunden. Tversnitsarealet for veesken
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defineres som A = A(z,Y) i yz-planet. Sidst defineres gennemstrgm-
ningen (flow’et) af vaesken gennem kontrolvolumenet som @ = Q(z,1).
Kontinuitetsligningen er baseret pa loven om at veeskestrgmningens
masse er konstant. For at udlede kontinuitetsligningen undersgger vi
det fgromtalte kontrolvolumen, som er differentielt lille og har leengden

Az.

Pa densiteten af vaesken er konstant, er der et konstant forhold pV =m
mellem kontrolvolumenets masse og dets volumen. Det ses, at hvis mas-
sen er konstant, da er det betragtede volumen ogsa konstant. Der vil
geelde, at den indstrgmmende veaeske minus den udstrgmmende vaeske
vil vare lig med en volumenzandring.

1

Vi kan nu opskrive volumenzndringen for det delvist fyldte rgr. Vi
Taylorudvikler til fgrste orden fra punktet x¢ (se figur 2.1).

Den indstrgmmede vaeskemangde i kontrolvolumenet skrives som

a0Q Az

Q + 5 ((z0 = 5~) = o) + O(Ac)?

Og den udstrgmmede vacske skrives som

¢ Az
22 (w0 + 52) — o) + O(A2)?

Q+ 5

Da vi har, at volumenforggelsen %f-A:c skrives som den indstrgmmede

vaeskemaengde minus den udstrgmmede vaskemacngde, far vi at der
gaelder

dA
E‘A’I =

9Q 9Q

2 (w050 o) +0(80)?) ~ (@4 F 2 (ro4 5)—20) +O(B2)?) =

ZQ Az + O(Az)?

(Q+

A
(Et))_t + B—Q)A:L‘ = (A.’I:)2
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! dA  0Q, O(Azx)?

(—a-t— + 0—:1:) T Az
Lader vi nu Az — 0, finder vi udtrykket for l\ontmmtetsllgnmgen for
en inkompressibel vaeske

4\
AEE=0 (21)
Ligningen beskriver sammenhangen mellem en arealeendring pr. tids-

enhed, og strgmningshastigheden af vaesken. Det ses, at hvis tveersnit-
sarealet af rgret er konstant, vil @ ligeledes veere konstant.

Vi kan ogsd skrive kontinuitetsligningen pa en anden made ved, at
definere tvarsnitsarealet af vasken i vores delvist fyldte rgr som

Y | ' :
A= [Wany (22)

hvor b(w y) er en giveﬁ overfladebredde til et givent sted =z og dybde
y. Dette integreret fra bunden op til h¢Jden af vandoverﬂaden Y giver -
tveersnitsarealet A.. ~

Vi differentierer udtlykl\et f01 alealet ( .2) med hensyn til tiden ¢, og
far - - SRR o

Det ses at @ndringen af tvarsnitsarealet kan skrives som bredden af
vandoverfladen ganget med hgjdeandringen.

Vi kan nu skrive vores kontinuitetsligning (2.1) som

oy 0Q _ ,
B+ 55 =0 . (2.3)

hvor B = b(z,Y).
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Figur 2.2: Tvarsnitsarealet A(x,Y) af et delvist fyldt rgr, med vandhgj-
den Y vandoverfladens bredde b(x,Y) og den vide perimeter L.

2.2.2 Bevagelsesligningen for strgmning i delvist
fyldte rgr

Vi vil nu udlede bevaegelsesligningen for strgmming i delvist fyldte rgr.
Ligningen er baseret pa Newtons anden lov, der beskriver sammenhaen-
gen mellem kraft og acceleration.

Den resulterende kraft, der virker pa det pa side 25 definerede kontrol-
volumen, kan opskrives som f{glgende

— —_— e d
Fres=Ft+Fp+an:ZE(Amv)

Vektorsummen F,q udggres af tyngdekraften F,, trykkraften T°, og
gnidningskraften Fy,. ;. er lig med impulsandringen.
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Impulsandring i kontrolvolumenet

Vi starter med at finde et udtryk for forandringen af impulsen i kon-
trolvolumenet (4 .Amv). Dette kan skrives som nettoudstrgmningen af
impuls plus ggningen pr. tidsenhed af bevaegelsesmaengden i kontrol-
volumenet. :

d I Y |
dt(Amv)A /;pv(v.- ndA)+a/vpvdV. A (2.4)

hvor ¥ er hastigshedsvektoren i z, y, og fz-_retnihgen.

Det fgrste integrale i udtrykket beskriver den vaskemaengde, der strgm-
mer igennem den flade som har normalvektor 7. ¥ er hastighedsvekto-
ren for vaeskens bevagelse. Det ses, at nar blot vi undersgger véeskens
bevaegelse i z-retningen, sa er vektorerne @ og U parallelle. Der integre-
res over den flade A som vesken gennemstrgmmer og dermed fas, at
nettoudstrgmningen kan skrives som differensen mellem udstr¢mmngen
gennem fladerne A; og A;. Det andet integrale beskriver den maengde
vaeske, som pr. tid gennemstrgmmer kontrolvolumenet. Det ses, at ved
at integrere over kontrolvolumenet, fas det andet bldrag til aendrmgen. ‘
af bevaegelsesmaengden : -

Da vi har antaget, at vasken kun bevaeger sig i z- letnmgen og at vee-
skens densitet er konstant Po, kan hgmngerne SkI‘IVCS som

d —(Amv) = po/ vidA — po/ vidA + po-(z(/ vdA)Az =
dt Az - . Ay ’ ‘ 8t A

d :
- 2 — 2 M
p0</sz dA-, /Al? dA)+p00t(/ vdA)A1 .(2.5)
Vi definerer

I(m);/}tvsz

hvoraf det fglger, at

/ vidA = I(zo+£)
Az
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og

: A
/ v dA = I(zo — —t)
Ay 2

Differensen I(zo+ %) —I(zo— %) Taylorudvikles i punktet zg, hvilket
giver '

1A | arAz o,
(Hao) + 2122 + 0(80)?) — (U (eo) - 252 + 02 =
ar . .

Vi kan nu indsatte dette i ligningen (2.4) og fa

1

d Az + po_—a—(/ vdA)Ax + O(Az)? =
at S,

E(Amv) = o

(')_]
da

9 2 . 9 . 32 —
pg%(/;v dA)Azx + poat(/A vdA)Ax + O(Az)* =

T

Az + O(Az)?

idet 3 defineres som 3 = % JyvidA og Q = vA.

Vi har alt i alt

d 0 ,Q? 2Q 9
;ﬁ(Amv) = po-a—:-c-(ﬂ y )A:v + po—a—tAn,. + O(Ax)*.

Tyngdekraftens bidrag

Som sagt kan den resulterende kraft, der pavirker kontrolvolumenet,
opdeles 1 tre forskellige kraefter. Vi starter med at beskrive tyngde-
kraften. Nar rgret, og dermed kontrolvolumenet, heelder med en vinkel
0 > 0 har tyngdekraften en indvirkning pa veskens strgmning. Det
er denne krafts projektion pa a-retningen vi er interesserede i at finde,
idet denne giver et bidrag til varskens beveegelse.
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Figur 2.3: Tyngdekraftens (F°,) bidrag tl| bevaegelsesmaengden i kontrol-
volumenet 1 et rgr med haldnmgen 0. :

Figur 2.3 viser kontrolvolumenet, hvor vi ser tyngdekraftens projektion
pa z-retningen som et bidrag til vaeskebevaegelsen Tyngdekraftens
projektion ind pa z-retningen er: :

_F_t'g, = mgsin f
hvor m er massen af kontrolvolumenet og kan skrives som m = Vpg
hvor V er kontrolvolumenets volumen, og po er densiteten for vaesken
i kontrolvolumenet. Volumenet kan skrives som V = AAz, hvor A er
arealet af kontrolvolumenet og Az er leengden af det. Vi kan nu skrive
tyngdekraftens projektion som
 Fi.=Vpogsin0 = AAzpygsin 0

hvor vi definerer sin 8 = I, og far:

_Fu = AAzxpogly



39 ' KAPITEL 2

i
;

— "™

AX

Figur 2.4: Figuren viser de krafter, der virker pa kontrolvolumenet.
Trykkraftens bidrag

Vi vil nu finde den resulterende trykkraft virkende pa kontrolvolumenet
i det koniske rgr. Figur 2.4 viser kontrolvolumenet set oppe fra, hvor
aesken bevager sig i z-retningen.

Trykkraften kan ud fra figur 2.4 opskrives som

Fp=(F\ = F3)+ (Fq— F3)

Vi gnsker at finde differensen mellem F og F3, idet vi vil godtggre at
den vil ga mod nul for Az gaende mod nul. Figur 2.5 er en forstgrrelse
af det differentielt lille veeskeelement, hvorpa Fy og F; virker. Rgret
udvider sig langs kurven S, der er givet pa formen z = f(z).

Kraften F; er den trykkraft de omkringliggende vacskepartikler udgver
vinkelret pa kontrolvolumenets ene endeflade, fra z = 0 til z = f(%)

med arealet f (%)Ay. F, kan idet p = % skrives som
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Figur 2.5: Udvidelsen af kontrolvolumenet.

Ax éﬁ

2' .
Det skal bemeerkes, at F, virker pa kontrolvolumet i dybden y.

Kraften F; er givet som z-aksens komposant til de krafter der virker
pa rgrets yderside fra —AT’ til —A?—". For at finde F'; opskriver vi enheds-
vektorerne u og 7. Vi gnsker at finde denne komposant som funktion
af z, idet vi sidenhen kan integrere over kontrolvolumenets lengde Az.
Vi udnytter ogsa at trykket i vaesken p(z,y,t) er hydrostatisk.

Fra differentialgeometrien ved vi, at @ og 7 kan skrives som

D)

og
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__ e)-l)
T+ (2

Vektorerne ses pa figur 2.5 hvor det ogsa ses, at @ er lig med —u. Vier
kun interesserede i at undersgge F; i z-retningen. Derfor ganges # med
(1,0), hvilket ved at integrere over leengden af kurven S giver fglgende
udtryk for F,

Az

F, = / __:: pla,y,t)- -—lfT(-}-';)UAydq (2.6)

r=-42
Trykket p(z,y,t) virker i z-retningen og afhaenger af hgjden y som reg-
nes vinkelret pa papiret. Det ses, at ved at integrere trykket over ds, fas
trykkraften. Imidlertid gnsker vi at finde komposanten i z-retningen,
sa vi integrerer med hensyn til dz. Vi udnytter, at vi undersgger et
differentielt lille vaeskeelement. Vi kan derfor med god tilnzermelse an-
tage, at den differentielt lille trekant illustreret pa figur 2.5 er retvinklet.
l{glge Phytagoras kan ds da skrives som

@ T (@) = dz 0y 10 \/ dz .,
(& + (&) \/(”(dm))‘“ (1+(5) -do
Vi udnytter at f'(z) = £ = og kan dermed skrive

ds = /(1 + f'(z)?)d=

Dette udtryk for ds indsttes nu i udtrykket for F; i ligningen (2.6)

u[g

F = Yy )=t /T + [(2)2Aydz =
1 [_!%I_p(my \/H-T(x— f yax

/_ p(z,y,t) f'(z)Aydz

oz
2

wlD

Vi anvender partiel integration, idet der star et produkt af to funktio-
ner.
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N'E

F, = / p(w,y,t)f’(m)Ayd¢ =

—Azr
2

»|> '
op

. p'(x, y,t)f(:c)da:)Ay =

| ([P( aya )f(x)]_éz_ ,/_A_
(G005 w 0= 50 [

Vi ved at A A
x T 7

og vi udnytter at; f(—4%) = 0. Vi kan derfor skrive

ulE

Fi—-F,= —/_ Pf(x,y,t)f(fl?_)Aydw

Nl

Hgjresiden kan Taylorudvikles ud fra punktet, ——,AT’, hvilket giver

- /_A—_ (’."(_%’y’ H+(z+ %)p”(;%,y,t),+ 0(Az)?) x
ACL‘ | £€r T |
(f(——é—)-+ (z + —A.z—)f’( AQ )+ O(Am) )Aydm

Da f(—4%) = 0, f3s ved at gange ud

Az
2

Ax A:
- /i (P’(f%,y,t) + (= + %)p”(,fg,y,t) + O(Ax)2) x
(2 + —x)f’(—?m) + O(Ax)_z)Aydm =

_/; (- A_ ,y,t)f(..éi)( f*'%fH
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Figur 2.6: Snit af kontrolvolunemet i zz-retningen

" Az A Az
) ——— —
7 9 ) 2

Ax

Az (Az)?
8y (p (=S - EHED

2

+ O(Am)z) =

O(Ax)?

Vi har alt 1 alt at
F, - Fy=0(A2)

”I/,l)f'(-—-T)(;L‘ + -——)2 + O(A;‘l?)2)Aydm =

Vi har nu vist, ved at betragte et differenticlt lille vaeskeelement, at
forskellen mellem krafterne F; og F; er af stgrrelseordenen O(Az)?.

Vi gar nu over til at bestemme differensen mellem kreefterne F3 og
F4. Vi opskriver den differentielle kraftpavirkning i dybden y, pa den

kvadratiske pladeskive med tykkelse Ay. Se figur 2.6.
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Ved at udnytte at bredden af skiven er den samme fra z = —Az j]
T = -A-2£ kan kraftforskellen mellem F3 og. F, udtrykkes ved arealet af -
endeskiverne ganget med trykforskellen. -

F4 - FS = b(xO - "'é_a y)Ay (p(.’llo— T, yat) _ p(wo + T7 yat))

Vi rekkeudvikler ud fra punktet‘l'po, og far derfor

Az

‘ d
b(xo— 5 y)Ay( (an Y, t) + _p

2 ax(LI:O’y,t)((.’IIO-—ézﬁ)—zo)+0(Ax)2)_

S (- Ang-(xo,y, n+oae} ()

Vi reekkeudvikler ogsa b(zo — T’”,y) 1 punktet zo, hvilket giver

b(zof—A;—,y) = b(zo,y)+ gi((xo—%l)—xo)-i-O(Am = b(:z:o, )+O(A:c)

Ved at mdsaette dette i (2.7) far vi alt i alt

— — - dp,
(Fi = F2) + (Fa = Fs) = —b(zo,y) AyAz32(20,y,1) + O(Ax)?

oz

Det hydrostatiske tryk defineres som

p = pogY .cos

hvor 8 er kontlolvolumenets haaldnmg i forhold til vandlet Vi kan
derfor skrive '
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_ . Y
AF, = —b(zo, y)AyA:cpog%- cos 0 + O(A:c)

Vi ser, at trykket differentieret med hensyn til  kun afhanger af hgjden
Y. Vi integrerer nu pa begge sider af lighedstegnet og far

vy
F,= —(/0 b(zg, y )(ly)Ar%Zpog cosf + O(A:z:)

Vi ser, at det kun er b(xy,y), der skal integreres med hensyn til y, og
vi ved fra tidligere at :

Y
/ blzo,y)dy = A
4]

hvilket til slut giver os det sggte udtryk for den resulterende trykluaft
virkende pa kontrolvolumnet

7

— Y
F, = —AAn:pUga

o cos 0 + O(Az)?

ay 2
= —AAapog% + O(Ax)

hvis cosf ~ 1

Friktionskraftens bidrag

Vi har indtil videre bestemt tyngdekraftens projektion ind pa bevegel-
sesretningen og den samlede trykkraft pa kontrolvolumenet. Vi mangler
at fa dcfineret friktionskraften som virker pa kontrolvolumenets bund
og sider. Friktionskraften er altid rettet imod bevegelsesretningen og
kan skrives som

an = —oc LAz
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hvor L er den vade perimeter og o ? er et tryk over arealet LAz, ogsa
kaldet en forskydningsspeending. Vi defirierer 1, =
fslgende udtryk for frlktlonskraften

Fp = eAAiI,pog.

Bevagelsesligningen
Vi kan nu opskrive det samlede udtryk for bevagelsesmangden som

d - = =
E(Amv) Fi+ -F-}-

a 2
po a‘f;AHpod (ﬁa)Am+O(Aaz)

v
AA:vpogIO — AAacpog‘?9 AAmprog + O(Aa’)2 _

- Ved at dividere i igennem med Po 08 Aa: og ved at lade Az ga. mod nul, .
bliver ovenstaende til

oQ Q? 6Y
AR ACIRY g = 9Alo=11)

Dette udtryk er den ligning vi sggte, nemlig bevaegelsesllgmngen for
vaeskestr¢mn1ng ved fri vandoverflade.

2.3 Strgmning i fuldtlgbende rgr

En forggelse af massen i kontrolvolumenet kan for fyldte rgr kun ske ved
komprimering af vandet eller ved en udvidelse af rgret. 1 kontinuitets-
og bevaegelsesligningen for strgmning i fyldte rgr, skal der derfor tages
hensyn til vandets kompressibilitet.og rerets mulighed for at udvide sig.
Der betragtes, pa samme vis som for strgmning med fri vandoverflade,
et kontrolvolumen med leengden Az. Dog er vanddybden her altid lig
med rgrets diameter d, og der regnes med et varierende overtryk Ap.

2 N

F , ' o
o= Kl,«lf hvor F) er kraftens parallel komposant langs A A, og malesi 5.
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'y

Figur 2.7: Kontrolvolumenet for det fuldtigbende rgr med diameter d og
tryklinien Y.

o = 4 (Volumenendring med hensyn til tiden t)
e V = AAz (volumenet af kontrolvolumenct)

o Ap = pgAy (Trykeendringen ved hydrostatisk trykfordeling, dvs.
stillestaende vand).

Densiteten

Et udtryk for densitetstilvacksten kan opskrives som

-
{

Densiteten vokser proportionalt med trykket, og er omvendt propor-
tionalt med vandets clasticitetskonstant E,. Idel p = pg + Ap kan en
fersteordens approksimation for Ap findes som
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A, = POAP + ApAp. _ polp _ Ap
. PTE, "R "E T @

hvor ag = 1/E‘L hvilket er lydens hastighed i vandet®. Ved at integrere

udtrykket Ap = —2 over intervallet y=d til y = Y fas et udtryk for
sammenhzngen mellem P O po. :

I greensen for Ap — 0 fas

[l [ o
Po pA d a’g

In(p) ~ Inpo) = LE =9
- a?~
! Y —d
l’l(,i)ngT;fZ
B -
p,  #D
(— e % .
fo A
ﬁ (Y —d
5 vpz:poe ‘f‘-o

Ved at Taylorudvikle i punktet %o =z fas

P =Po (1 + —(—Y‘z—i)) (2.8)

g

Af dette ses, at densitetsaendringen vil vaere meget beskeden selv ved
store tryl\aenchmgcx Det v1l derfor i mange tllfaelde kunne forsvares at
szette p = po. ' :

3Lydens hastighed i et materiale afhanger af materialets elasticitet.
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Trykket

Udtrykket for densiteten (2.8) benyttes nu til at finde et udtryk for
overtrykket Ap i vandet.

Y
_ 9 =9\, =
Ap_/d o1+ £ )y =

(1}
Y Y ;2 Y—'
d d Qg
2 g Y 2 1Y
o, 9peYlyly  glpoly®li
gpolylg + Py 22
2 A v 2 s2 2
CgpY (Y —d)  gPpo(Y?—d?)
ng(Y - d) + ag - 2&3 =

2g°0Y (Y —d)  g*po(V = d)(Y + d)

S P4 D02
2ag 2ag

gpo(Y —d) +

Ap = gpo(V — d)(l n M) (2.9)

90,2
2a§

Tvarsnitsarealet

Efter at have fundet et udtryk for overtrykket, gar vi over til at op-
skrive et udtryk for tilvacksten 1 rgrets tvaersnitsareal AA, som fglge af
en trykandring. Rerets udvidelse er omvendt proportional med rgrma-
terialets elasticitet F, og af rarvaeggens tykkelse e

AA -~ AodAp — AOAP
- ek, poa?
hvort a, = %ﬁ

Tveersnitsarealet A = Ag + AA ved overtrykket Ap kan via udtrykket
(2.9) omskrives til

“a, er lydens hastighed i rgrmaterialet (for beton ca. 1400 m/s).
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A= o1+ g(Y —d)(1 + (Y — d)/2ao))

a2

hvilket kan tilnzermes til

A= Ao(1+ M) | (2.10)

2 .
a?

da a? er meget stor®. -

Efter saledes at have beskrevet @ndringer i densitet, tryk og tvarsnit-
sareal for strgmning i fyldte rgr, kan l\ontmultetsllgmngen skrives op
under hensyntagen til dlSSC fal\tmen '

2.3.1 Kohtinuitétsligningen for fuldtlgbende rgr

Som for strgmning med fri vandoverflade gzlder ogsa her princippet
om masse bevarelse. Det vil sige, at nettotilfgrslen af masse til kontrol-
volumenet er lig med forggelsen af kontrolvolumenets masse -

i(/’Q)dﬂrdt + 2(pA)dgcalt =0

~ Ved hjelp af kaedexeglen og ved at dividere i lgennem med p fas

9Q  Qdp 94 _Adp

8z pdx At pot =0 - (210)

For at skabe en analogi til stremning ved fri vandoverlade omskrives
sidste del af kontinuitetsligningen vha. (2.8) og (2.10) og sammenhaen-

gen % = —~°- Denne sammenheng fas ved at kornblnere (2.8), (2.10) og
ved samtldlg at antage at ao = a,6.. '

0A Adp -

'—37+p3t»

5For vand er ag = 1435m/s.[Sjéberg, 76)

6Denne antagelse er problemfri, nir man regner pa kloakrgr, men for aorta er
ar gorta € del mindre end ag gorta (@0 aorta X @g vand). Fejlen vil dog ikke vaere
stgrre end en faktor 0.5 da aortas tvarsnitsareal maksimalt udvider sig med 50%,
hvis man ser bort fra det korte stykke lige ved hjertet.
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0Ag | 0 Agg(Y —d) N @(% 9 pog(Y — d)) _
ot ot a? ot 9t a2 -

10} A 10Y
2ot T T

ay 1 1
Avg (= 4+ =
T 1 (aZ + a%)
Dette indsat i (2.11) giver

0Q , Qp  gAodY

=0
0.1: pdz | a® O
hvor a = —=22——. Der indfgres nu et B = %9, hvor B kan opfattes

\/1+ad /a2
som bredden af en fiktiv spalte i toppen af rgret. Hvis man samtidig
hermed ser bort fra %—3 hvilket man med rimelighed kan ggre, da
densiteten varierer meget lidt over x, bliver kontinuitetsligningen
ay 6Q

—_t — = | 2.12
Baf Oz 0 ( )

hvilket er kontinuitetsligningen for strsmninger ved fri vandoverflade.

2.3.2 Bevagelsesligningen for fuldtlgbne regr

De resulterende krefter, der virker pa kontrolvolumenet, kan pa samme
made som for strgmning ved fri vandoverflade, udregnes for strgmning
i fyldte rgr. Nar man tager hensyn til at densiteten og tvaersnitsarealet
ikke er konstante fas falgendc bevagelsesligning

d d 2 dp
7 P@) + —(/3/)—) + Aa’ = pgA(lo - Iy) (2.13)
Hvis man sztter p = po 7, A = Ap ® og benytter sammenhaengen

gg = pog% scs, at bevacgelsesligningen (2.13) er helt analog til

oQ Q? aYy
a0+ 9 (5%) 94, = 0to=1p

"At antage at p = pp er, med de trykandringer vi arbejder med, ogsa en rimelig
antagelse for blod, idet ag gorca €r meget stor.
8Dette er som fgr naevnt en noget grov approksimation nar det geelder aorta.
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hvilken vi genkender som bevaegelsesllgnmgen for strgmning ved fri
vandoverflade®.

Disse analogiovervejelser legitimerer, at man, under de rette betingel-
ser, kan benytte de relativt simple sammenhznge ved strgmning med
fri vandoverflade, til ogsa at beskrive de mere komplicerede rgrstrgm-
ninger. '

2.3.3 Analogi til aorta

Den rgrstrgmning vi interesserer os for eér blodets stremning i aorta. Da
aorta er et meget elastisk rgr, er det ikke umiddelbart indlysende, at
man kan benytte ligningerne for strgmninger i floder og kloakrgr til be-
skrivelsen af strgmningen i aorta. Derfor vil vi nu vise, at man ved valg
af et passende udtryk for den fiktive spalte med bredden B, kan skabe
en model, hvor man kan benytte bevagelses- og kontinuitetsligningen
for delvist fyldte rgr, til beskrivelse af blodstr(omnmgen 1 aorta.

Kont1nu1tetsllgnmgen endres ikke af, at man gar fra at beskrive strgm-
ninger 1 delvist fyldte ueftergivelige regr, til at beskrive strgmninger i
fuldtlgbende elastiske rgr. Derimod er bevaegelsesligningen noget an-
derledes. Til en fuldsteendig beskrivelse af strgmninger i elastiske ror
anvendes normalt Navier-Stokes’ bevagelsesligning givet ved

1
- +'U_+ - + p— + '—Fext =0 (214‘)
ot ozt p T

De fgrste to led i 2.14 beskriver inertikrafterne pr. masseenhed, tredie
led beskriver trykkrafterne, fjerde led, hvor p er veaskens viskositet,
udtrykker gnidningskrafterne i vaesken og det femte led star for de ydre
kraefter, der pavirker vaesken. I det femte led er det hovedsagligt tyng-
deaccelerationen der har betydnin. Da denne ikke indvirker naevneveer-
digt pa vores system kan vi se bort fra dette led. Ligeledes antager vi
at kunne se bort fra det fjerde led i ligningen.

Vi har valgt at benytte nedenstaende forsimplede udgave af Navier-
Stokes’ ligning bevaegelsesligning for aorta. '

%A i beveegelsesligningen for stmmning ved fri vandoverflade svarer til Ag i be-
veegelsesligningen for strgmning i fuldtigbende rer. Dette fordi begge, i modsatning
til A for fuldtlgbende rgr, er uafhangige af trykket.
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dv dv 10p
— g e e = 2.1
ot 1,(’)1' p oz 0 (2.15)

Dette kan ved hjeelp af relationen mellem tryk og tversnitsareal, p =
P(A), og det pr. definition givne P'(A) = g% omskrives til

O +'va—v + lP'(A)aA =

5t gt P A =0 (2.16)

Ved at gange igennem med A, benytte kontinuitetsligningen (2.1) og
relationen Av = () fas
Q 9@ A 0A
— 4+ —= 4 =P (A)— =0
at + dx A p ( )'Bx
Vilader os nu inspirere af Sjobergs metode og skaber analogi mellem

aortas og de-delvist fyldte rars bevagelsesligning ved, at definere en
spalte med bredden B i "toppen af aorta”.

Tveersnitsarealet (A) af et vaeskefyldt rgr med en spalte i toppen, kan
skrives som summen af arcalet af selve reret (A,), plus arealet af den
del af spalten vandet er steget op i (se figur 2.8)

A=A, +B-(Y(z,t) - d)

hvor B er bredden af spalten, Y(,t) er den totale vandhgjde og d er
rgrets diameter.

Arealzndringen som funktion af stedet kan derfor skrives som

Hvis vi nu antager, at spaltebredden er givet ved

g
7B
kan bevaegelsesligningen (2.15) for aorta omskrives til
0Q 0 (Q* A, aYy ay
2y (Y= —LP(A) BY— = —gA—
6t+6:c(A) p (4) Ba:r gABa:

Dette er netop bevagelsesligningen for strgmning ved fri vandoverflade
hvis haeldningen 6 = 0 og hastighedsfordelingskoefficienten 8 = 1.
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N

Figur 2.8: Tvaersnit af et rgr med diameter d, vandhgjde Y (z,t) og areal
A. N " L -, s - N - . '» .

2.3.4 Vores model for aorta

Ovenst&ende udregninger viser, at man ved at valge spaltebredden B =
P,(A) 2= kan skabe e analogi mellem strgmningen i aorta og strgmninger
i rgr med fri vandoverfladde. Dette betyder, at man kan opstille en
model til beskrivelse af blodets strgmning i aorta, hvor man, i stedet
for at benytte Navier-Stokes’ ligning, kan benytte bevagelsesligningen
for strpmning i delvist fyldte ror, og istedet for et elastlsk ror, benytter ,
et stift rar med en spalte i toppcn :

Vores model til beregning af stramningen ned gennem aorta vil altsa
besta i et stift cirkuleert rgr, med et tvarsnitsareal, der gradvist inds-
navres. Langden af rgret swttes til 54 cm, og tveersnitsarealet vaLie-
reres ifglge formlen A(z) = 4.63¢70045= (hv01 p = po) fra ca. 5 cm? ved
hjertet, til 0.5 cm? ved bifurkationen. Dette r¢1 v1l 1 toppen have en
spalte, hvis bredde er udtrykt ved formlen B = ( Spaltens bredde

afheaenger af relationen mellem tryk- og a,realaendrlng P'(A). Da dette
forhold forandres ned gennem aorta (eftergiveligheden bliver mindre
nar afstanden til hjertet vokser) vil spaltebredden ligeledes foxandles
(mindskes). Figur 2.9 1]11\511(:1 er vores model af aorta.
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Figur 2.9: lllustration af vores model af aorta. Dimensionerne af tveers-
nitsarealet er gaeldende for p = py.
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Kapitel 3

Trykbglgens sendring ned
gennem aorta

I dette kapitel ggres analytisk rede for, hvorfor proﬁlen‘ af trykbglgen
ned gennem aorta bliver stejlere og hgjere med afstanden fra hjertet.

I begyndelsen af kapitlet er en generel introduktion til hyperbolske bgl-
geligninger og deres lgsning! Med udgangspunkt i kontinuitetsligningen
og bevagelsesligningen for stramninger i fuldtlgbende r¢r, og sammen-
heengen mellem tryk og arealudvidelse for aorta, vil vi senere i kapitlet
udlede den ikke-linezre hyperbolske bglgeligning, som beskriver puls-
bglgeudbredelsen i1 aorta. Aorta er i denne sammenhang forsimplet til
et ensformigt cylindrisk rgr. Ud fra bglgeligningen argumenteres heref-
ter for, hvorfor pulsbglgens profil ned gennem aorta bliver stejlere med
afstanden fra hjertet. Sidst i kapitlet vil vi, ud fra en antagelse om ener-
gibevarelse, udvide beskrivelsen af trykbglgeudbredelsen i et uniformt
ror, til ogsa at beskrive udbredelsen i et rgr hvor bade tvaersnitsarealet
mindskes og rerveeggen bliver stivere?. Ud fra dette kan vi forklare,
hvorfor pulshglgens profil ned gennem aorta bliver stejlerc og hgjere.

Til dette afsnit er der hentet inspiration fra kapitel 1 og kapltel 21 G.B. Whit-
ham,Linear and Nonlinear waves.

2Til dette afsnit er der hentet inspiration fra kapltel 121 Mathemat:cal Bio Fluid
Dynamics af James Lighthill. :

49
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3.1 Hyperbolske bglgeligninger

Det er hyperbolske partielle differentialligninger, der benyttes til be-
skrivelse af bglgers udbredelse i et elastisk rgr, og prototypen pa en
hyperbolsk hglgeligning er

T4 _ 20%
oz °6x2

hvor ¢ er en funktion afhaengig af = og ¢, og co er en konstant. Su-
perpositionsprincippet geelder for denne bglgeligning. Dette betyder ,
at lgsninger til den lineacre bglgeligning kan adderes til nye Igsninger.
Bglgeligningen har den generelle lgsning

¢ = [(a — cot) + g(z + cot)
hvor f og ¢ er arbitrare funktioner.

Lgsningen er en kombination af to bglger, én med profil beskrevet via
f der beveeger sig mod voksende z, og én med profil beskrevet via g,
der bevager sig mod aftagende x. Begge bglger udbreder sig med den
konstante hastighed co. Det ville veere langt mere simpelt med kun én
bglge, og dette tilfelde fas ved en faktorisering af bglgeligningen som

nedenfor 9 0 2 9
(51 t 057 (57 ~0pg)¢=0

og herefter ngjes med at betragte den éne af bglgerne, eksempelvis
bglgen, der bevaeger sig mod voksende z,

0¢ d¢
En + 005; 0
med den gencrelle lgsning
f(z = cot)

En specifik Igsning findes ved at definere begyndelseshetingelserne for
bglgeudbredelsen. At lgsningen er en bglge indses ved at betragte en
profil f(z), med eksempelvis begyndelsesbetingelsen ¢(z,0). Denne
profil vil gentage sig selv afstanden cot laengere henne, til tiden ¢ (se
figur 3.1). Den lineare bglgeligning beskriver saledes udbredelsen af en
bglge der ikke zndrer form.
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P(x.t) A

t=0

: S

X X + Cbt ' j - X

- Figur 3.1: Illustratlon af bglgeudbredelse, beskrevet ved bglgeligningen
med Igsningen f(z — cot), og med begyndelsesbetingelsen ¢(z,0) = f(z).

- 3.1.1 Den ikke-linezre b¢lgeligning

Det ikke-linezre tilfalde

hvor ¢(¢) ikke laengere er konstant, men en giveh funktion af ¢, er en
del mere kompliceret at lgse. Man kan imidlertid teenke pa udtrykket
som den totale afledte til funktionen ¢(z,t), i ethvert punkt langs en

kurve i zt-planet, med haelchllingen 4@ E(]‘t_)

d$¢ 0¢ Opdx 9¢ d¢
PR TR T T 95,
hvor det -antages at @ a.fhaengef af t. For denne kurve i zt-planet vil
det da gelde, at = 0, hvorfor ¢ er konstant pa hele kurven; hvoraf
det folger, at c(¢) lngeledes er l\onstant Kurven ma derfor vaere en ret
linje med hae]dmngen o

Hver enkelt linje bestemmer hvorledes et enkelt punkt pa belgen ¢(z, t)
udbreder sig, hvorfor lmju ne generelt betegnes som de karakterlstlske
linjer (kurver) 3.

3Det er kun i nogle tilfaelde at ¢(a:,t) er konstant pa hele luuen og altsa ikke en
del af definitionen pa en l\araktcnstlsl\ kurve. -
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De karakterisktiske kurver for bglgen defineret ved ¢(z,t) i zt-planet er,
som det ses pa figur 3.2, rette linjer med haldningen c(l—‘b) Som det ses
varierer haldningen, idet ¢(¢) er athaengig af hvilket punkt pa bglgen
linjen skal beskrive. At linjernes heeldning er varierende bevirker, at
bglgeudbredelsen medfgrer en eendring af bglgens form.

P(x,t) A
| E + HENLY) = £E)

t
t..............,...................... R T L T T R

t=0

X= x + (o)t X
Figur 3.2: lllustration af bglgeudbredelse, beskrevet ved bglgeligningen
med Igsningen f(z — c(@)t), og med begyndelsesbetingelsen ¢(z,0)=f(x).

Lad os anskue et tilfelde med begyndelseshetingelsen ¢ = 0, og
#(z,0) = f(z). Vi antager nu, at den karakteristiske kurve w skee-
rer z-aksen i et punkt @ = ¢, hvilket medfgrer at haldningen af w er
givet ved

| 1

o(¢(¢,0))  <(f(§))

Idet vi nu kender linjens skaringspunkt med z-aksen, nemlig (z,1) =
(€,0), og linjens haldning, nemlig ETfl(_e))’ vil et udtryk for w kunne
skrives som

z =&+ c(f(E)

hvor verdien af ¢(¢, 0) pa hele kurven konstant vil vaere f(£) (se igvrigt
figur 3.2).

I vores eksempel tog vi udgangspunkt i et fast x, nemlig skeeringspunk-
tet pa x-aksen x = €. Imidlertid kan € veelges frit p& z-aksen, uden at
dette aendrer pa resultaterne.



AFSNIT 3.1 S — , 53

3.1.2 L¢sninge_n til den ikké-lineaére bglgeligning

I det f¢lgende vil vi analytlsk gore rede for, at ¢(a: t) f(&) er lgsning
til den ikke-lineare b¢lgellgnmg -

0% ¢
i te (¢);9; 0

under hensyntagen til at { kan velges frit pa x-aksen.

Nedenfor differentieres derfor ¢(a:, t) med hensyn til = og ¢

9¢ _ 090¢
Oz 0O€ 0z
09 _ 08¢
ot~ 0¢ ot

Idet ¢ implicit er givet ved udtrykket z = ¢ + F(€)t, hvor F(¢) =
c(f(€)), kan den paltlelle aﬂedede aff med hensyn tll z udlegnes som: .

9% | OF(§) o,

1= ~. 0z oz 61:

som kan omskrives til
: 13 1

o= F (€

o~ Ty o

og den partielle afledede af ¢ med hensyn til t udregnes som:

| ¢ OF(¢)0¢
0= ;37+——at 5t+£’(c)

som kan omskrives til '
K F)
ot 1 2y

Indseettes disse afledte udtryl\ i udtrykkene for —Q . 08 5‘? fas fglgende
udtryk :

5
o 2

AF (&
oz 1+ T(r_lt

2 RFE)
or 14 A
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Ved-at indsztte udtrykkene for _g_%s og %% 1 bglgeligningen g—‘i’+c(¢)%ﬁ =
-indses det nemt, at ¢(z,t) = f(£) er lgsning.

Idet.
=z —c(f(E)H

folger det, at ¢(z,t) = f(z — c(f(€))t) = f(z — c(#)t) er lpsning til den
ikke-linezere bglgeligning. Som det blev omtalt tidligere, i forbindelse
med den linezre bglgeligning, er lgsningen dog kun en beskrivelse af
bglgeudbredelsen i retningen voksende z. Den tilsvarende udledning
kunne ogsa gennemf{gres for en bglge der bevegede sig i den modsatte
retning. Det er imidlertid ikke muligt i forbindelse med den ikke-linezre
balgeligning

0? 9*
A -

at. faktorisere ligningen, idet udbredelseshastigheden ¢ afhaenger af ¢.
Dette betyder at superpositionsprincippet ikke gelder i dette tilfalde.

Bglgens udbredelse og aendring af form fremkommer ved, at hvert punkt
pa kurven, fastsat af begyndelseshetingelsen eksempelvis ¢(z,0) =
f(z), udbredes horisontalt til tiden ¢ ved at ga afstanden c(¢)t mod
voksende z. Denne afstand er afhaengig af, hvilket punkt pa kurven
man er interesseret i. Altsa hvor stor ¢ er. Om bglgetoppen, nar bgl-
gen udbreder sig, bevacger sig mod voksende eller aftagende x athanger
af, om funktionen af c(#) er voksende eller aftagende, altsa om diffe-
rentialkvotienten Q%gl = /(@) er sterre end eller mindre end nul. Hvis
c(¢) > 0, vil hgje verdier al ¢ betyde hgje veerdier af ¢(¢). Begl-
getoppen vil derfor bevacge sig hurtigere end vardier lengere nede af
bglgen og bglgens front vil derfor blive mere og mere stejl som bglgen
udbreder sig mod voksende x. Hvis ¢/(¢) < 0, vil trykbglgen udbrede
sig "omvendt”.

3.2 Pulsbglgens profileendring ned gen-
nem aorta

Vi skal i dette afsnit beskrive hvorfor pulshglgen ned gennem aorta
bliver mere og mere stejl. Som det lige er vist i forrige afsnit, kan en
bglgeudbredelse klarlaegges ved at finde lgsningen til balgeligningen.
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Vi vili dette afsnit opstille bglgeligningen for aorta, (som er ikke-linezr)
via kontinuitets ligningen og bevagelsesligningen. Herefter er det mu-
ligt, at undersgge om ¢(¢) er en voksende eller aftagende funktion, og
beskrive hvorfor pulsbglgen, som funktion af tiden ¢, bliver mere og
mere stejl.

Vi starter med at opskrive kontinuitetsligningen og bevaege]sesllgnmgen
for aorta. Kontmultetsllgnmgen for aorta er glvet ved

0A 0Q
R T
og bevaegelseshgnmgen er glvet ved
BQ Q? Adp
Bt +ar(ﬂ_ )‘75;

hvor aa (,31) l\aldes for det konvektive led.
Hvis vi a.ntage1 at tr ykl\et afhaenger af axealet p = P(A) gelder der at

Adp AdpoA A 0A
P
pOz paA 9  p (A)ax
hvor vi udnytter at P'( (A) = aA Desuden hal vi f¢1gende deﬁmtlon (Se
gennemgang i kapltel 2) S :
Ap(4) = o(A)?
P .
hvor ¢(A) er pulsbglgens hastighed som funktion af arealet et bestemt
sted i aorta. Hvis man ser bort fra det konvektive led i bevagelseslig-
ningen for aorta (3 = 0), kan bevaegelsesligningen skrives som

9 04 _

Vi differentierer nu kontinuitetsligningen med hehéyn til tiden ¢ og far

éA 82Q .
FTT T
Og dlfferentlerel bevaegelseslxgnmgen med hensyn til = og far
| 8*Q 204,
910z | 31‘( oA) 01) 0
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Ved kombination af kontinuitetsligningen og bevaegelsesllgnmgen fas
bglgeligningen for aorta

0 0A, 0*A
5“5 = FE
Da c er en. funktion af A kan bglgeligningen for aorta ikke umiddelbart

Igses. Vi vil derfor vise, at lgsninger til (3.2), ogsa er lgsning til (3.1)
(som kan lgses eksakt)

(3.1)

LhA) =0 (3.2)

Ligning (3.2) differentieres med hensyn til tiden 1

AL 8 OA_OPA DA)IA . O
—— +¢(A

e el =t 5 o T W =0 B3
og med hensyn til z
RPA 9. 0A
e T s 5r) =0 (3.4)

Hvis vi nu ganger ligning (3.4) med c¢(A), og traekker resultatet fra
ligning (3.3), hvilket vi kan ggrc uden problemer, idet begge ligninger
er nul, far vi

A Oc(A)0A_ . 04 9% A 9A

0
20T a0 90 T W g g A7 (dA)50) =0 (35)
Vi benytter at )
d ,0A
—(5—1—( ) 8r)
kan omskrives som
Doy o 2 PA) 4 oy PA0A)
dx (C(A) 8:1:) - C(A)az(c(A)aa;) +C(A)8m Oz
g J JA JdAdc(A) 0 0A
—_— —_— — ) = JR—— ¢ [, 2__
C(A)(?:I:(C(A)Ba:) oA dz Oz i):v(c(A) 3:1:')

Dette indsettes i ligning (3.5) og vi far

d*A  Jc(A)0A dAdc(A) 0O 204,
at? t o Oz o )0_1 Jx —%(C(A) —(-9;)_0
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A - DA 0c(A) (A 9, ,0A,
3 e o A )‘4%(6(’4) 22) =0

Idet vi benytter at c(A) er en sammensat funktion, omskrives ligningen
til e ) |

2
%A +6A(6c( )04

0c(A) 0A 0
3t2 Oz A ) -

9A
—_— — 2270y -
o4 o TN a0 G 5z ) 5

1 de store parenteser kan vi yderllgere saette —Z%l udenfor, og vi far
dermed

0?A A dc(A) f0A 0A %, ,0A
7t 9z A (aT*dA)a) ~ e (A ) =0
som ved omrokering kan skrives som
A 0 ,0A 94 Oc(A) (9A 0A
oi ~ s AV 5 = 9z A i (ot C(.A?E;;) (3:6)

Vi ser nu, at den hyperbolske llgnmg som star i den store parantes er nul
(jeevnfgr ligning (3.2)). Ovenstaende ligning er da netop bglgeligningen
-(3.1), som vi tidligere konstaterede, vi ikke umiddelbart kunne lgse.

Vi har derfor vist, at den ikke- linezre hyperbolske llgmng, der beskrlver
en b¢lgeudb1edelse iet hge elastlsl\ rér mod vol\sende r ‘

0A 0A

ot +e A g Oz =0
har samme lgsning som den b¢lgeligning vi sggte lgsning en til. Pro-
blemet er derfor reduceret til, at vi blot skal lgse den ikke-linezere lig- .
ning, for at sige noget om, hvordan pulshglgen udbreder sig ned gennem
aorta. Dog skal det lige tilfgjes, at ligningen ikke forklarer hvorfor puls-
b¢lgens amplitude bliver h¢Jele idet alle punkter pa b¢lgen jo udvikles -
1 horlsontal retmng

Som det blev udledt tidligere, er en af lgsningerne til den ikke-linezre
 bolgeligning, der beskriver.en bolge der bevager sig 1 letnmgen mod
voksende z, et udtryk pa formen -

Alz,t) = f(z - c(A)t)

Dette udtlyl\ vil nmdleltld vise pulsbglgens andring til et fast ¢ og
varierende z. For at sammenligne udbredelsen med nogle figurer vi
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kender (eksempelvis figur 1.5 fra kapitel 1) vil det veere mest naturligt
at betragte pulsbglgens udbredelse til et fast 2 og en Igbende tid 1.

Lgsningsudtrykket skrives derfor som

A(f,(l?) = g(t -

)
T
c(A4)
hvor g(k) = f(—c(A)k) og det indses nemt at dette udtryk ogsa er
lgsning til vores ikke-lineacre bglgeligning.

For at indse i hvilken retning bglgen vil udvikle sin bglgefront, altsa
pa hvilken side bglgen bliver stejlest, er det ngdvendigt at se pa ster-
relsen ¢/(A). Det et intuitivt klart, .at arealudvidelse vil betyde stivere
rgrveeg. Jo stivere rgrvacggen er, jo hurtigere vil pulsbglgehastigheden
veere. ¢(A) vil derfor vacre en voksende funktion. Heeldningen af de ka-
rakteristiske linjer i ta-planet vil derfor blive stgrre, ved stgrre veerdier
(stgrre A) pa bglgen. Som pulsbglgen udbreder sig ned gennem aorta,
vil bglgen saledes blive mere og mere flad pa siden mod voksende ¢ og
altsa stejlere pa den modsatte side (se igvrigt figur 3.3). Dette stemmer
fint overens med tilgengelige eksperimentelle data (se kapitel 1).

AX)A

X=0

o)

7K
A _
Figur 3.3: lllustration af bglgeudbredelse ned gennem aorta, beskrevet ved
bglgeligningen med lgsningen ¢g(t — ;(%;:L) og med begyndelsesbetingelsen
A(t,O) = g(t)‘
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3.3 Beskrivelse af hvorfor amplituden af
trykprofilen bliver stgrre

Vi har hidtil i dette kapitel betragtet en meget forsimplet udgave af
aorta, bestaende af et langt cirkulart rgr med konstant tvaersnitsareal
og konstant elasticitet, som funktion af stedet. Lgsningen til bglge-
ligningen beskrev trykprofilens formandring ned gennem aorta, med
konstant amplitude. Det viser sig imidlertid, ud fra eksperimentielle
data, at trykprofilen ikke blot bliver mere og mere stejl, men ogsa at
trykprofilens amplitude andrer sig. Man er derfor ngdt til, for at fa
et mere realistisk billede af den virkelige aorta, at ggre lgsningen til
bglgeligningen mere informationsrig. Dette ggres ved at ggre rgrets ud-
formning mere lig den virkelige aorta. En mere realistisk model af aorta
fas ved at forsgge at ggre rgret konisk og mindre elastisk med afstanden
fra hjertet, idet dette stemmer bedre overens med den virkelige aorta.’
) - o
Den lidt mere komplicerede lgsning til bglgeligningen bygger som ud-
gangspunkt pa at der ikke sker nogen energidissipasion. Fra kapitel
1 ved vi, at aorta er opbygget af glat muskulatur og at der derfor er-
en ringe gnidning mellem aortavaeggen og blodvaesken. Derfor kan for-
udsaetningen om enelglbevaxe]qe godt forsvares Energiligningen kan
skrives som fglger S

Ap? = konstant.

p. €er det udgvende tr yk pa aortaveaeggen, givet ved p. = p — po hvor pg
er trykket ved hydxostatxsk tlyl\fordelmg, og .A kaldes for a,dmxtansen
og defineres som

A

AS @

hvilket beskriver forholdet mellem tveersnitsarealet A og balgehastighe-
den ¢(A). For at kunne redeggre for om admitansen ned gennem aorta
er en voksende eller aftagende stgrrelse, vil vi se pa hvad A udtrykker.

Denne omskriver vi, via udtlyl\ket c(A)2 = -—5—, til at veere givet ved.
A A 1 Al
- pic(A) p [ad p &
54 34
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Tat pa hjertet, hvor compliance er stor, skal der ikke bruges noget
seerligt stort tryk, fgr der sker en udvidelse af aorta. Det ses derfor, at
lille trykeendring, giver en stor admitans. Leengere nede i aorta, hvor
compliance er mindre, skal der bruges et stort tryk for blot at f3 en lille
tvaersnitsarealudvidelse. Dette giver en lille admitans. A bliver saledes
mindre med afstanden fra hjertet.

Lgsningen til bglgeligningen givet ved g( A A) x) beskrev bglgeudbre-
delsen i et rgr med konstant ¢(A). Hvis man skal simulere pulsbglgeud-
bredelsen i et rgr med varierende tvarsiitsareal og compliance, bliver
vi ngdt til at diskretisere aorta i sma uniforme rgr. Ved at definere
rerleengderne til infinitesimal sma stgrrelser, er det herefter muligt at
integrere over den samlede laengde og fa den samlede bglgeudbredelse.

Dette giver nedenstaende udtryk,

, e
g(t—/o ((A)CIT)

Herefter opstllles via energiligningen fglgende udtryk [nghth)ll 89]

A(0)

hvor g(t) er bglgeformen ved ¢ = 0 og fo dT er den tid det tager
bglgen at bevage sig fra 0 til x. Det ses, at hVIs vi betragter det snnple
tilfeelde hvor aorta er et uniformt rgr med samme tvaersnitsareal, sa er
admitansen ved hjertet A(0) og langt fra hjertet A(x) den samme, altsa
konstant. Desuden er _L= konstant, idet tvarsnitsarealet udvider sig
lige meget ved voksende . Derfor bliver lgsningen som den vi kender

o)
T
c(A)
Grunden til, at man skal integrerc over z, er netop fordi tveersnitsarealet
ikke er konstant over x, men kun over de enkeltc rarstykker. Dette gar

at hastigheden for hvert rgrstykke er forskellig, men konstant i hver
rgrsektion.

pe = g(t —

For endelig at kunne beskrive trykprofilens amplitudeandring, skal vi
blot vurdere pa forholdet mellem admitanserne, som netop er amplitu-
dens &ndring af trykprofilen ned gennem aorta.
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A(0)  [A(0,¢) [c(A(x,t))

A(z) | Alz,t) | (A(0,1))
Det ses at fgrste kvadratrod er stgrre end 1, idet A(0,t) > A(z,t).
Anden kvadratrod er ogsa stgrre end 1, idet c(A(x,t)) > ¢(A(0,1)). Vi
kan derfor se, at amplituden for stgrre og stgrre z, vil vokse ned gennem
aorta. Det vil sige, at trykprofilen ned gennem aorta bliver hgjere og
hgjere (stgrre amplitude), samtidig med at den som tidligere skrevet,

bliver mere og mere stejl!. Dette er helt i overensstemmelse med de
eksperimentelle data pa omradet. ' S :

41 Partial Differential Equation in Biology, Lecture .notes from The Courant
Institute (1976) har C.S.Peskin mere uddybende teoretisk beskrevet, hvordan at
pulsbglgen bliver mere og mere stejl, ud fra bglgeligningen og at trykprofilens am-
plitude bliver stgrre. .
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Kapitel 4

MOUSE og tilpasning af

vores aorta-model

I dette kapitel fglger en generel beskrivelse af MOUSE, og ‘en njaermeré :
gennemgang af de dele af MOUSE, der har relevans for simuleringen af
blodgennemstrgmning i aorta. I sidste del af kapitlet vil vi ggre rede
for de tilpasninger af aorta-modellen der er n¢dvend1ge f01 at MOUSE
kan benyttes til simuleringen. S

I 1985 markedsfgrte Dansk Hydraulisk Institut (DHI) software pak-
ken MOUSE. MOUSE modellerer afstrgmning til kloaksystemer i by-
omrader, og selve strgmningen i kloakrgrene. 1 byomrader er det ind-
holdet af bakterier, der er én af de stgrste trusler mod vandkvaliteten. I
forbindelse med kraftige regnskyld er der desuden problemer med over-
belastning af rensningsanleg. Disse problemer er blandt andet nogle -
af grundene til, at der idag udvikles mere og mere komplekse model-
ler over kloaksystemer, for at forbedre kendskabet til strgmforlgbet i
ekstreme situationer og begmeme forureningen. [Damsh Hydraulics, 93] ‘

Siden 1985 er MOUSE blevet udv1det med adsl\llhge ekstra modulel,
og benyttes idag af et stort antal kommuner i Danmark, samt I mange
andre omrader uden for Danmalks graenser.. g :

MOUSE kan anvendes pa et hvnll\et som helst 1¢1systém med fri van-

doverflade, samt p& fuldtlpbende rgr under tryk. Programmet fas i en :

standard version (STANDARD MOUSE), hvortil der kan tilfgjes et an-
tal ekstra moduler. Til vores simulering benytter vi kun STANDARD -
MOUSE, som er tilstreekkelig nar det drejer sig om et sa forholdsvist

63
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simpelt rgrsystem som dét vi vil benytte os af (et antal rgrsektioner i
lige forleengelse af hinanden og ét veaskeinput)'.

MOUSE indeholder to modeller - en afstrgmningsmodel (run-off model)
og en rgrstrgmningsmodel (pipe-flow model) som tager udgangspunkt
i de indtastede data. Farst og fremmest er det data, der vedrgrer selve
strukturen af kloaksystemet (rgr, brgnde; pumper mm.). Derudover er
det for run-off modellen data, der vedrgrer oplandet til brgndene og
tidsserier over randbetingelser eksempelvis nedbgrsmaengder. Til pipe-
flow modellen benyttes, udover de strukturelle data, data der har med
de hydrauliske randbetingelser at ggre (vandhgjder i udlgb og indstrgm-
ning til brgnde).

Resultaterne af modelberegningerne kan ses enten i tabelform eller i
form af diagrammer, typisk en tidsserie over en rgrsektions vandhgjde
eller flow et bestemt sted i kloaksystemet.

Til simulering af blods strgmning i aorta benytter vi pipe-flow modellen,
og kun for strgmninger i fuldtlgbende rgr.

4.1 Pipe-flow modellen

Et kloaksystem i MOUSE bestar grundleggende af et antal brgnde,
hvorimellem et vilkarligt antal rgrsektioner forbindes. Brgndene defi-
neres udfra et sat koordinater og niveauet al henholdsvis bunden og
toppen af brgnden.

Rgrsektionerne er defineret som et lige rgr lagt mellem de to brgnde.
Rgrsektionernes leengde er implicit givet ved afstanden mellem bren-
dene. For hver rgrsektion angives dets geometriske struktur (cirkulert,
"eggeformet”, "dansk aggeformet” ("rundt” xg) eller kvadratisk), di-
ameteren for rgret, rgrets haldning i forhold til vandret og rgrets ma-
teriale. Arten af rgrmaterialet har betydning for friktionen i rgret og
angives i MOUSE ved et Manningtal (se senere i kapitlet).

I det tilfelde hvor simuleringen angar strgmninger i fuldtlgbende rgr
under tryk, er der i programmet indlagt en fiktiv lodret spalte i toppen
af rgret (se senere). Lt givent overtryk i rgrenc ville, hvis rgrene var

!Nar vi i det fglgende omtaler MOUSE, er det STANDARD MOUSE version vi
henviser til.
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Figur 4.1: Eksempel pa profil af en kloaksektlon
Frit efter [MOUSE manual, 93]. T

elastiske og vaesken usammentrykkelig, forarsage en tveersnitsudvidelse.
Dette er der i programmet kompenseret for ved, at vandet i stedet
stiger op i spalten og pa denne made udvider tvaersnitsarealet. Spaltens
bredde afhanger af hvor elastisk rgrmaterialet er. Kloakrgr er ikke
seerlig elastiske, hvorfor spaltebredden i MOUSE er sat til 1% af rgrets
diameter. Der er imidlertid ogsa en mulighed for at definere en vilkarlig -
rgrgeometri og i fuldtlgbende rgr, en v1lkar11g spaltegeometrl Det er
denne made at definere lmsel\tlonel ne pa som Vi benyttel os’ af 1 vores
modellering. '

Udover rgr og brgnde hgrer de;" til et kloaksystem endvidere ét eller
flere udlgb, ellers vil vandet hobe sig op og ikke komme ud af syste-
met. Dette kan imidlertid ogsa kontrolleres via pumper, eller overlgbs- -
bygverk. Pumpefunktionen kan defineres som verende konstant (en
konstant veeskemangde pumpes veek pr. tidsenhed), eller den kan szt-
tes til at gd i gang nar en defineret maksimal vandstand i brgnden er
naet. Pumipen kan eventuelt have lelevans for os, i foxbmdelse med

forgreninger t|1 aorta.

Efter siledes at have defineret kloaksystemets struktur, indtastes rand-
betingelserne som i vores tilfeelde vil vaere en tidsserie over et vandinput
i den fgrste brgnd, samt en vandhgjde i udlgbet. Hvis vandhgjden i ud-
lgbet sattes hgjere end den stgrste rgrdiameter, sikres fuldtigbende rgr
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1 hele systemet, idet vandhgjden i udlgbet danner grundlag for begyn-
delsesvandhgjden horisontalt i hele rgrsystemet. Det er dog ogsa muligt
at definere en tidsserie over vandhgjden 1 udlgbet.

Randbetingelserne og de strukturelle data, danner grundlag for pipe-
flow simuleringen. :

Resultatet af simuleringen kan ses i form af

o Tabeller over udregnede data for hele simuleringen.

o Tidsserier af beregnede vaerdier for vandhgjden, flow’et og hastig-
heden i brgndene og i udvalgte punkter i rorsektionerne (i starten
af rgret og minimum 3 steder inde 1 roret).

‘o Inflow -og outflow volumen, og differencen mellem inflow og out-
flow (som helst skal vacre nul, ifglge kontinuitetsligningen), pree-
senteret i form af tabeller og grafer.

o En profil af hele rgrsystemet, fra bunden af rgrene til jordoverfla-
den, og en animeret kurve der indikerer vandhgjden i rgrsystemet,
1 den tidsperiode som programmmet har simuleret i.

4.2 Betingelser for vellykket sirriulering
med pipe-flow modellen

Pipe-flow modellen baserer sinc udregninger pa kontinuitets- og bevee-
gelsesligningerne, der blev udledt i kapitel 2. De ligninger der gzelder
for strgmninger i rgr med fri overflade, generaliseres til ogsa at geelde
for strgmninger i fuldtlgbende rgr. Som det blev vist tidligere, ggres
dette ved at indfgre en fiktiv spalte i toppen af rgret. Spaltens bredde
afhenger af vaskens og rgrets clastiske egenskaber.

Generaliseringen af ligningerne til ogsa at gaclde for fuldtlgbende rer
er hensigtsmassig, idet der pa denue made ikke er forskel pa, om pro-
grammet skal simulere strgmninger med fri vandoverflade eller under
tryk i fuldtlgbende rer.

For at beregningerne skal vaere galdende, er der gjort en del forudsat-
ninger.
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o Heldningen Iy af rgret skal vare lille (mindre end 1%, jevnfgr
kapitel 2), hvilket ggr at strgmningen er naesten horisontal. Her-
ved minimeres tyngdekraftens pavirkning af veeskens strgmning.
Haldningen af rgret specificeres i programmet implicit ved defi-
nering af brgndenes dybde.

e Bglgelengden skal vare stor i forhold til vanddybden, hvorved
strgmlinierne bliver nasten parallelle med bunden. Dette leder
til, at- trykfordelingen kan antages at vaere hydrostatisk.

o Rgrets friktion bliver i programmet defineret ved indfastning‘ af
rgrmaterialets "ruhed”, som er udtrykt ved 1¢1ets Manningtal
(M). Manmngtallet er glvet ved

25.4 :
M= m [m1/3/s]

hvor k er en "akvivalent sand-ruhed”, der henviser til stgrrelsen
af de sandkorn, som paklebet pa vaeggene i et tilsvarende glat rer,
ville give samme modstand som den virkelige rgrvaeg [Pedersen,
88]. Jo mindre Manningtal, des stgrre ruhed har rgret, og des
hgjere tryk er der derfor pakravet, for at drive vandet gennem
rgret. Manningtallet i MOUSE varierer i intervallet 10 —120. Et
Manningtal pa 120 svarer til ruheden i et nyt galvaniseret stalrgr,
- og ca. 40 svarer til et naturligt vandlgh [Pedersen, 88] |

I MOUSE udlegnes gnidningen via Mannmg-form]en som er en
. approksimeret formel, der benyttes til bestemmelse af gmdnmgen
1 ru rer. Mannmg-formlen er glvet ved

' v=M.Rs.1_f2_'”"

hvor v er vaskens hastighed, R er den hydrauliske radius (som
er —- , hvor L er'den vade perimeter) og I; er-friktionshaeldnin-
'gen som ved vandxette rer er ensbetydende med h&:ldmngen af
energilinien. . -~ = o . TR

e Et sidste punkt der er vaerd at naevne er, at der i programmet er
fastlagt visse rammer for veerdierne af de indtastede data. Alle
input skal angives i SI-enheder. Dette er intet problem nar model-
len benyttes til at simulere kloaksystemer, som den jo er udviklet
til. Imidlertid giver.denne fastleeggelse af stgrrelsen af de indta-
stede data et betydningsfuldt problem nar MOUSE benyttes til
at simulere aorta, med dimensioner meget mindre end kloak1¢1
Dette omtales nermere i afsnit 4.3. 2

~e
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Analytisk Igsning af ligningerne i programmet er kun mulig i fa tilfaelde
med et begranset anvendelsesomrade. Ligningerne 1 MOUSE lgses der-
for numerisk. Programmet udregner variationen af vanddybden y og
flow’et Q i hele rgrsektionen som funktion af tiden, udfra de indtastede
randbetingelser.

I pipe-flow modellen eksisterer der tre forskellige hydrauliske beskrivel-
ser af flow-forlgbet: Kinematic wave model , Diffusive wave model og
Dynamic wave model. Alle tre kan benyttes til at simulere strgmnin-
gen i kloakrgr og udvelgelsen sker pa baggrund af det problem der skal
analyseres.

o Kinematic wave model. Flow-forholdende i stejle, delvist fyldte
rgr, hvor accelerationen er forholdsvis lille og strgmningen naesten
uniform, kontrolleres hovedsagligt af balancen mellem tyngdekraf-
ten og friktionskraefter [MOUSE-manual, 93]. I bevagelseslignin-
gen er der derfor set bort fra inertikrafter og trykkrafter. DHI
réder brugeren til at benytte denne simuleringsmodel med om-
tanke [MOUSE-manual, 93].

o Diffusive wave model. Denne model tager udover tyngdekraften
og friktionskrafter ogsa hgjde for trykkrafter. Herved er det mu-
ligt at simulere tilbagestremning [MOUSE-manual, 93].

¢ Dynamic wave model- Denne model tager hgjde for alle krafter,
hvilket vil sige at modellen regner pa hele bevagelsesligningen.
Dette betyder, at denne model er den mest pracise, nar det drejer
sig om at simulere overtryk og tilbagestrgmning af vand [MOUSE-
manual, 93]. Ligeledes angiver DHI i manualen til MOUSE, at
den dynamiske bplgemodel er bedst til at simulere pludselige en-
dringer 1 flow.

Vi benytter den dynamiske balge model, idet den er i stand til at simu-
lere strgmninger i fuldtlghende rgr, og derudover er den bedre end de
to andre modeller til at simulerc pludselige @ndringer i strgmningen.

Modelberegningerne begrenses ved at definerc simuleringstiden. 5Si-
muleringen angives i hele minutter og har betydning for hvor lang en
tidsperiode computeren skal regne pa. Derudover angives laengden af
tidsskridtene (i sekunder), som har betydning for de numeriske bereg-
ningers ngjagtighed.
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Indlagt i pipe modellens kgrsel er den sakaldte Hot-start, som ggr det .

muligt at starte en ny simulering, med randbetingelser, der svarer til
slutdata fra en tidligere kgrsel. Denne facilitet kan vaere relevant i vores
simulering, i det gjeblik vi er interesserede i, at sende en pulsbglge afsted
i forleengelse af den foregaende. Det kan imidlertid ogsa simuleres ved
at lade flow’ets tidsserie vare 3 pulsbglger, hvilket i praksis kan veere

smart da Hot-start 31muler1ngen kun kan startes efter et helt antal

minutter.

4.3 Tllpasnlng af aorta—modellen til
MOUSE | |

Hovedpulsdren aorta og en kloak synes umiddelbart vidt forskellige,
men set fra en overordnet synsvinkel har de mange ligheder. Begge kan
beskrives som et rgrsystem, hvori der stremmer en vaeske. Langs aorta
er der en rakke forgreninger, der leder blodet ud til forskellige dele af
kroppen. P& samime made vil der ofte vare en rakke mindre tilled-
ninger til en hoved kloakledning. Man kan ligeledes opfatte et kraftigt
regnskyl og den dermed fglgende forggelse af str¢mn1ngshast1gheden
som en analogl til hjertets pulseren

Der er selvf¢lgehg 0gsa mange punkter hvor aorta ikke ligner en kloak
serlig meget, og det er hier vi bliver ngdt til at lave nogle aendringer og
approksimationer for at kunne benytte MOUSE til at 'simulere aorta' '

I det f¢lgende vil vi besl\nve, hvondan vi far tnlpa.sset vores model af
aorta, til MOUSE

4.3.1 Diskretisering af vores model

Vi vil simulere aorta ved i programmet at definere et rgr, svarende til
vores model af aorta, og give et vandinput til den fgrste brgnd, der
svarer til slagvolumenet. fra hjertet. -

Aorta er et konisk r¢r,.og dette forhold har stor betydning for trykpro-
filens udseende ned gennem aorta. Det er imidlertid ikke muligt at
definere et konisk rgr i MOUSE. Vi har derfor varet ngdt til at dele
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vores -model -af aorta op-i en raekke-kortere rgr -med mindre-og mindre
diameter. Der er altsa tale om en diskretisering:

Nar et elastisk rgr som-aorta udvider sig under gget tryk, vil der vaere
et bestemt forhold mellem arealforggelsen og trykstigningen (P'(A) =
g—%}). Rgrenes geometri i MOUSE skal derfor modsvare forholdet mellem
trykstigning og arealforggelse i aorta.

- Forholdet mellem areél'fomgelse og trykstigning fas i MOUSE ved at
definere bredden af den fiktive spalte. Fra kapitel 2 har vi-et udtryk
for spaltens bredde, der tager hensyn til aortas tveersnitsarealudvidelse
1 forhold til en given trykstigning.
- P9

PP
hvor p er densiteten, g cr tyngdeaccelerationen og P(A) er trykkets
afhaengighed af arealet.

Ved at benytte B som beregningsgrundlag for spaltens bredde, kan vi
saledes benytte MOUSE pipe-flow model til at beskrive blodets strgm-
ning i aorta.

For at kunne udregne spaltens bredde, er det ngdvendigt at kende
P'(A). Fra kapitel 1 har vi, at aortas tvarsnitareal kan skrives som

A(p, ) = A(po, 0)eo=HE=P0)/(pc(p2)c(pos)) (4.1)

hvor ¢(p, z) er givet ved c(p,x) = (ko + k1p)(1 + na) cm/s.

Ligning (4.1) omskrives til

P—pgQ
A= Ag-e " erc

hvor A = A(z,t), Ao = A(po,0), ¢ = ¢(p,z) og co = c(po, ) og det er
nu en simpel sag at differenticre arealet med hensyn til trykket

A P
J _B_(Aoe—m:ep_c:%) = Apge™® aa (epTcoQ) =
p

p ~ 9p
- 0 1 d . .p—po
A or il = —
0e 7T P( pcco padp ¢ )=
1 c=(p—po)ki(1+ ”T)

A—
pco o c?
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A__l_(c+(;Pk1 +pok1)(1+na:))_
pco c? -
1 (ko + kip — pki + pok1)(1 + nz)
A_( 2 ] )=
peo c
1 (ko + pok;)(1 + nzx 1 co. 1
pco 2 "~ pa . pc

Udtrykket for B kan derfor skrives som

' A
5 < 7=
8A

Vi har alts3, at kvadratet pa pulshastigheden er omvendt proportional

med spaltens bredde, som implicit er et udtryk for mediets eftergive-

lighed. Som det ses, vil en lille eftergivelighed modsvares af en stor
pulsbglgehastighed, hvilket stemmer godt overens med vores intuition

om, at pulshastigheden i et stift materiale (f. el\s Jem) er st¢rre end i

et bl¢dt materiale (f.eks. gummi).

Hvis vi regner med, at der er et gennemsnitstryk pa ca. 100mmHg i
aorta, kan vi nu, ud fra de oplyste konstanter fra kapitel 1, udregne
pulsbglgens hastighed forskellige steder i aorta (idet hastigheden af-

hanger af afstanden z). Eftersom aorta bliver mindre eftergivelig med
afstanden fra hjertet, bllver bredden af spalten selvf¢lgellg tilsvarende

mindre.

I figur 4.2 ses vores diskretiserede model af aort@; hvis struktur umid-
delbart passer til det, der er muligt at definere i MOUSE.

4.3.2 Skalei'ing af data fra aorta

MOUSE er som bekendt designet til at simulere strgmning i kloak-

systemer, hvor rerdiameter, leengde mm. er vaesenthgt forskellxg fra

dimensionerne i -aorta. - .-

Denne forskel i dimensioner skaber problemer, idet vores data ligger
uden for det interval ploglammet accepterer. Derfor er vi ngdt til,
at skalere vores data sa de kommer mden for det interval pxogrammet
accepterer. ’ '
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‘Figur 4.2: Diskretiseret model af aorta. Tvaersnitsarealet mindskes med
-afstanden fra hjertet. Derudover indsnaevres-spalten, i relation til aortas
‘mindre eftergivelighed med afstanden fra hjertet.

For at bevare sammenhangen mellem model og virkelighed skal Froudes
modellov vaere opfyldt. Froudes tal (F) er givet ved

hvor | er en karakteristisk leengde, ¢ er tyngdeaccelerationen, ¢ er en
karakteristisk tid og h er en karaktcristisk hgjde. Froudes modellov
siger, at dette tal skal veere det samme i modellen (M), som i naturen

(N).

Vi definerer nu fplgende skaleringskonstanter

e A er skaleringskonstanten for 2:z-retningen (lzengden og bredden).
e ), er skaleringskonstanten for y-retningen (hgjden).
e 7 er skaleringskonstanten for tiden.

o ( cr skaleringskonstanten for tyngdeaccelerationen.

Fra Froudes modellov har vi nu at

Fi=Fy
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ﬂ .
n B
gvhaty gmhmtl,

gmhay v, 9
gvhy ) ( )

Idet vaerdierne fra modellen nu defineres som veerdien i naturen, ganget
med den relevante skaleringskonstant, fas :

CanMhn  Miln o, N

gvhy N )'(TtN

A= —)2

Denne ligning angiver forholdet mellem vores skaleringskonstanter. Der
er som det ses fire vardier i modellen vi kan' variere. Vi har altsi
rig mulighed for at skalere vores empiriske data for aorta, og dermed
tilpasse aortas dlmensnonen til kloakmodellen, hvorefter SJmulermgernev
‘kan begynde
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Kapitel 5

De51gn og evaluerlng af
| 51muler1nger

Vi vil nu gennemga, hvordan vi har designet voxes simuleringer, og
begrunde de valg vi har foretaget. Dernzest vil vi beskrive, hvad vi |
havde forventet at'fa ud af simuleringerne og til sidst, hvad vi egentligt
fik ud af dem. Data vedrgrende rgrdesign og indstrgmning kan ses i
bilag 1. Resultater fra simuleringerne med MOUSE kan ses i bilag 2.

5.1 Design af _sifhuleringéf

Som det blev beskrevet i kapitel 4, er det ngdvendigt at skalere data for
aorta for at kunne.indtaste dem i MOUSE, og vi fandt flem til f¢lgende
forhold mellem el\aleungql\onstantm ne

Cm=(Ry

“hvor ( er skaleringskonstanten for tyngdeéqceleratioﬂen_, An er skale-
ringskonstanten for hgjden, A; er skaleringskonstanten for laengden og
- bredden og 7 er skaleringskonstanten for tiden.

Den mindste tidsenhed vi kan indtaste i MOUSE er 1 s, hvilket er
uhensigtsmeessigt for os, da hjertets systole kun tager ca. 0.14 s (se
figur 5.4)." Vi vil derfor gerné have en stor skalering af tiden, hvilket -
vil sige sa stort 7 som muligt. Samtidig hermed vil vi gerne have en
stor skaleringsfaktor for leengden, da man i MOUSE helst ikke ma have

75
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rgrstykker, der er mindre end 15 m lange, da dette kan give ustabilitet
i beregningerne. Skaleringsfaktoren for langden og bredden begranses
dog af, at der er et gvre loft for, hvor store rgrenes tvaersnitsarealer
kan veere. Vi har valgt at skalere hgjden forskelligt fra laengden og
bredden, fordi spaltens hgjde, under hensyntagen til vores andre gnsker
for skaleringen, ellers ville blive for lille, i forhold til den trykstigning
simuleringen ville give.

Vi har ved hjeelp af "trial and error” metoden fundet frem til fulgende
skaleringskonstanter, der opfylder Froudes modellov og ger os i stand
til at indtaste data fra aorta i MOUSE.

oC:%

o A\ =2
o X = 440
o 7 =440

Under normale omstandigheder skal man, nar man skalerer hgjde og
leengde forskelligt, kompencere ved at @&ndre pa friktionen i modellen.
I vores tilfelde burde friktionen szttes ned, men da vi i forvejen har
tenkt os at veelge programmets laveste friktion, kan vi ikke ggre mere
ved det.

At A og T er ens er hensigtsmaessigt, idet vi sa kan aflese direkte pa
hastighedsprofilen.

Vi har nu bestemt de skaleringskonstanter, der er ngdvendige for at
kunne indtaste vores data i MOUSE, og vi kan ga videre til designet af
selve det rgrsystem, hvori pulshglgen i aorta skal simuleres.

Aorta er med god tilnzermelse et konisk rgr, men som det blev beskrevet
i kapitel 4, er det ikke muligt at definere et konisk rgr 1 MOUSE. Vi
ma derfor opdele vores rgr i flere rgrstykker, der gradvist far mindre og
mindre diameter. .

Figur 5.1 viser aortas diameter som funktion af afstanden fra hjertet
givet ved udtrykket!
d(z) = 2.43¢70:0225=

1Udtrykket svarer til udtrykket i kapitel | for arealet som funktion af afstanden
fra hjertet, og konstant tryk pa 100mmidg.
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Figur 5.1: Aortas diameter som funktion af afstanden fra hjertet
[Anliker, 71] ' '

Diskretiseringen af aorta kan foretages pa flere forskellige mader. Vi
har valgt at opdele rgrene siledes, at rgrenes diameter zndres med den
samme stgrrelse ned gennem rgrsystemet. Herved far vi flest rgr, der
hvor diameteren zndrer sig meget og faerre hvor a@ndringen er mindre.
Vi har valgt at satte eendringen af diameteren fra rgr til rgr til 0.2
cm. Idet aortas samlede laangde er 54 cm, fa,r vi pa denne made lalt 9
rgrstykker. ~ ' :

Nar man som vi, valger at designe rgrenes geometri selv, skal man i
programmet angive 1¢1ets "vade” areal A,, spaltens bredde B og den
hydrauliske radius ( ) for stigende vandhgjde Y. Efter at have skaleret
rgrsektionernes da,ta (leengde og diameter) beregnede vi de dertilhg-
rende veerdier for rgrsektionernes geometri. Som omtalt i kapitel 2 har
vi valgt at designe modellen af aorta som et konisk cirkuleert rgr med en
spalte i toppen. Ved skalering blev rgrsektionernes cirkuleere tveersnits-
areal dog til en meget flad ellipse, hvorfor vi tilnzermede rgrsektionernes
tveersnitsareal til et rektangel.

I MOUSE angav vi de relevante data for rgrenes geometri ved Y = 0,
Y =dog Y = H, hvor d er rgrsektionens diameter?, og H er y-veerdien
1 toppen af spalten, som skal vaere storre end den maksimale vandhgjde
1 spalten under simuleringen. '

.- 2Rgrets diameter er her gennemsmttet af dlameteren for det aktuelle rgrstykke
af aorta.
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Figur 5.2: Rgrsystemets layout i MOUSE. B1, B2,-osv er betegnelserne for
brgndene. Nederst ses data for top (jordoverfladen) og bund af brgndene
samt rgrenes lengde og haldning.

Arealet angav vi ved Y = 0 til at veere 0, ved ¥ = d til at vere
arealet af den skalerede cirkel approksimeret ved et rektangel (A,) og
ved Y = H til at vacre arealet af rektanglet plus arealet af spalten
A= A, +(H —d)- B. Rersektionernes spaltebredde udregnede vi som
beskrevet i kapitel 4. Den vade perimeter L udregnede vi udfra samme
approksimation af rgret som ovenfor.

Pulsbglgen i aorta kommer, som beskrevet 1 kapitel 1, som et resultat
af, at hjertet pumper blod ud i aorta. Pulsbglgen i vores model bliver
simuleret ved at diskretisere beglgen i figur 5.4. Tiderne blev valgt pa
en made saledes, at vi fik kurvens karakteristiske form bevaret.

Under simuleringerne er det vigtigt, at vi hele tiden har fuldtlgbende
rgr, hvis vores model skal passe til aorta. Dette sikres ved at definere
en mindste vandhgjde 1 udlghet for vores rgrsystem i MOUSE, som er
lidt hgjere end rgrenes diametre. Vandet star lidt op i spalten, hvorved
der dannes et overtryk i rgrene. Dette overtryk kan sammenlignes med
det diastoliske tryk i aorta.

Vi har nu beskrevet hvordan vores rgrsystem, samt input og output til
dette er bestemt og defineret i MOUSE. Af praktiske arsager blev alle
data indtastet i ct regneark, og dette er at finde i bilag 1. Vi kan nu
ga videre til at beskrive, hvad vi forventer os af simuleringerne.
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h

Figur 5.3: Skematisk tegning af rgret med spalten. | MOUSE angiver vi
arealet, bredden og den hydraullske radlus til h¢Jderne Y =0, Y = d og
Y=H - ‘
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Figur 5.4: Hjertets slagvolumen for en hund, milt som en funktion at
tiden [Anllker 71]. Se igvrigt kapitel 1.

5.2 Vores forventninger

1 kapitel 1 satte vi os no:gle fof'ventninger til pulsbglgens udbredelse ned
gennem aorta, og ligeledes til blodets flow og hastighedsprofil.

Vores evalueringskriterie for anvendeligheden af MOUSE ved simulerin-
- ger af aorta, var fgrst og fremmest om den kunnne skabe en trykprofil,
der lignede den pa figur 1.5 skitserede. Figuren viser et tryk, som svin-
ger mellem 80 og 120 mmH ¢ hvilket svarer til et udsving fra 1.08 til
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1.62 mH,0. Trykforskellen pa 40 mmHg svarer altsa til 0.54 mH,0
og skaleret med hensyn til tyngdekraften ({ = %) far vi en forventet
trykstigning pa 1.1 mH,0O. Nar afstanden til hjertet gges, vokser ud-
svinget mellem det systolske og det diastolske tlyk trykproﬁlen bliver
stejlere og dens amplitude gges.

Trykbglgens hastighed er en stigende funktion af trykket og afstanden
fra hjertet. Et lineaert tilnermet udtryk for sammenhangen, omtalt i
kapitel 1, er glvet ved

c(p,x) = (97 + 2.03p)(1 + 0.022)em/s .

Man kan fa et overslag for trykbglgens udbredelseshastighed ved at
indseette middeltrykket pa 100 mm#H g og z-veardien for midten af aorta
dvs. 27 cm, i ovenstdende udtryk. Herved far man, at pulsbglgens
hastighed i gennemsnit vil vaere pa 4.6 m/s. |-vores simuleringer vil
dette svare til, at pulshglgen vil vaere ca. 54 s om at na enden af rgret,
da dette er 248 m langt?.

Blodets gennemsnitshastighed er pa 0.30 m/s, og er faldende ned gen-
nem aorta. Med ct slagvolumen, der skaleret er pa 11.6 m?® forventes
flow’et malt taet pa hjertet, at give en graf som figur 5.4. Figuren viser,
at flow’et stiger kraftigt fra nul og topper inden for 0.05 s, ved en veerdi
pa ca. 400 cm3/s. Ved at skalere fas et forventet maksimum pa 0.35
m®/s inden for 22 s. [lerefter forventes flow’et at falde til 0 m3/s og
veaere konstant indtil naste pulsbglge.

5.3 Resultaterne af simuleringerne

I de fglgende afsnit vises resultatet af simuleringerne med MOUSE.
De skal absolut ses som toppen af isbjerget, idet der var mange be-
gyndelsesvanskeligheder. Manualen til MOUSE er skrevet til laesere,
der antages at have en hvis indsigt i, hvordan et kloaksystem fungerer.
Derudover er der altid, ved begyndelse pa noget nyt, en opstartperiode,
hvor intet fungerer, og intet synes at have sammenhang med dét, der
var forventet. Overskriften pa fglgende afsnit: farste simulering, skal
derfor tages med et gran salt.

3Der er lagt 5 m til det fgrste rar, da vi ellers far et rgr der er mindre end 15 m
langt.
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5.3.1 F¢rste-sithuléring

Ved at anvende data fra regnearket i bilag 1 udferte vi den fgrste simu-
lering. Vandstanden i udlgbet blev sat til 0.5 m, da vi sa har konstant -
fyldte rgr, og Manningtallet blev sat til det stgrst mulige man kan an-
give i MOUSE, nemlig 120, hvilket giver den mindst mulige friktion.

Resultatet af simuleringerne kan ses pa figurerne 5.5 til 5.7. Figurerne
viser for hastigheden og flow’ets vedkommende, profiler malt som funk- -
tion af tiden i forste og sidste rerstykke i modellen. Vandstandens
endring ned gennem rgret har vi dog valgt at illustrere ved profiler fra
forste og syvende rgrstykke. Dette problem skyldes den made vi har
defineret udlgbet pa, og det at MOUSE lader de sidste profiler flade
ud, sa de til sidst kommer pa niveau med vandhgjden i udlgbet. Da
dette er en egenskab ved programmet, der ikke har nogen relation til
pulsbglgen i aorta, har vi valgt at se bort fra vandhgjderne malt i de
sidste rgrstykker. Fejlen kunne vere undgaet hvis vi havde defineret
udlgbet anderledes, men dette vil vi behandle narmere i perspektive-
ringen. Igvrigt skal det bemeerkes, at tidsskalaen pa graferne gar til
3.66 min., hvilket svaret til 3 min. og 40 s, som netop er varigheden af
det skalerede hjerteslag. Vi vil nu gennemgé resultaterne. '

Trykprofilen

Figur 5.5 viser trykprofilen ved 0 m og 128 m i rgrsystemet, hvilket i
aorta svarer til 0 cm og 29 cm. Det ses, at vandstanden ved begyndel-
sen af det fgrste rgr (B1-B2) stiger fra 0.50 m til ca. 1.35 m, hvilket
svarer til en trykstigning pa ca. 0.85 m. Dette er lidt mindre end den
forventede trykstigning pa 1.1 m 4. Trykprofilen ved 128 m nir ca. 0.15
m hgjere op i spalten end den fgrste, hvilket svarer til at trykforskellen
sendres med 11.1 mmHg. Dette stemmer godt overens med, at for-
skellen mellem det diastolske og systolske tryk er stigende ned gennem
aorta. o CL '

Trykb(algen' ved 128 m starter efter.ca. 20 s, hvilket svarer til en gen-
nemsnits try_kudbrédelseshastighed for de fgrste 30 cm af aorta pa ca.
6 m/s, hvilket er lidt mere end den forventede veerdi pa 4.6'm/s. Dette

S

41 flere kilder, blandt andre [Anliker, 71] og [Yin, 87], angives forskellen mellem
det systolske og det diastolske tryk teet ved hjertet dog til at vare noget- lavere.
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Figur 5.5: Vandhgjden som funktion af tiden, malt 0 m og 128 m inde i
rgrsystemet, dvs. 0 cm og 27 cm nede i aorta.

kan tyde pa, at rgrsystemet er en smule for stift, hvilket der kan kom-
penseres for, ved at gore spalten breddere. Dette vil pa den anden side
fa trykprofilen til at flade mere ud. Som beskrevet i kapitel 1 er der stor
variation i stgrrelsen af pulsbhglgehastigheden. Imidlertid er det sikkert,
at pulsbglgehastigheden stiger ned gennem aorta. Afleeses trykprofilens
begyndelsestidspunkt i det sidste rgr (se bilag 2) kan det ses, at den
gennemsnitlige udbreddeclseshastighed for hele rgret er 8 m/s. Trykbgl-
gens hastighed er saledes stigende ned igennem rgret, og viser derfor
den rigtige tendens, hvilket cr vigtigst i denne sammenhang.

Udover at trykprofilen stiger, bliver den ogsa stejlere pa den side, der
er teettest pa y-aksen, nar den bevacger sig ned gennem reret.

P& gralerne ses ogsa, at der kommer en ekstra bglgetop lige efter den
egentlige bolges top. Vi mener, at dette er den dikrote haevning, omtalt
i kapitel 1. Dens tilstedevarelse kan ikke, som mange kilder haevder,
forklares af at hjerteklapperne giver et lille "smak”, idet vores rgrsy-
stem ikke har nogen simulering af hjerteklapperne. Derimod har vi et
konisk rér, og vi mener derfor, at den dikrote haevning er en reaktion
pa den store trykbglge, der presses ned gennem det koniske regr. Denne
effekt er neermere beskrevet af [Peskin, 76].

Ovenstaende trek ved vores simulering af trykprofilen er i det store hele
i god overensstemmelse med vores evalueringskrav, fremsat i kapitel 1.
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Flow’et
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Figur 5.6: Flow som funktion af tiden, malt 8 m og 223 m (24 m inde i

rgrstykket fra B9 tll B10) inde i r¢rsystemet I aorta svarer dette til 2 cm‘
og 51 cm. : '

Flow’et til # = 0 er vores begyndelseshetingelser, og det er derfor ikke
overraskende, al flowprofilen har den rigtige facon i starten af rgrsy-
stemet. Det interessante er, hvordan flowprofilen udvikler sig leengere
inde i rgret. Det ses af figuren, at flow’et falder markant samtidig med,
at profilen udflades. Flowprofilen i den sidste del af rgret falder dog, i
modsetning til den fgrste profil, ikke til hul. Dette passer med vores
forventninger om, at aorta virker som en buffer der sorger for, at der

hele tiden er stramning i blodet ‘

Strgmningshastigheden

Stremningshastigheden i starten af rgrsystemet nar op pa et maksimum
pa 0.45 m/s hvorefter den falder til nul efter ca. 1 minut. Laengere nede
i rgrsystemet begynder.den maksimale hastighed at falde, indtil tredi-
esidste rgr, hvor hastlgheden begynder at stige igen. I sidste rgrstykke
stiger hastigheden il 0.55 m/s, faldet derefter kun Jangsomt og bliver
ikke nul inden (kn naeste b¢lge starter. 2

k]

Denne a&ndring af er(Amnn’xgshastqghcclen ned gennem aorta finder vi
noget underlig. Det stemmer godt overens med virkeligheden, at strgm-
ningshastigheden falder. I aorta skyldes faldet imidlertid, at blodvolu-
menet ned gennem aorta mindskes, i forhold til tvaersnitsarealet, som
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Figur 5.7: Strgmningshastigheden som funktion af tiden, 8 m og 223 m
inde i rgrsystemet, dvs. 2 cm og 51 cm nede i aorta.

fglge af at aorta forgrener sig [Campbell, 87]. Disse forgreninger er ikke
medtaget i vores modellering af aorta og der er derfor ikke klart hvorfor
strgmningshastigheden falder.

At strgmningshastigheden stiger til sidst, kan vi ikke forklare i relation
til aorta. En forklaring kunne dog vere, at det skyldes effekter fra
udlgbet, idet den uventede strgmningshastighed forekommer i de sidste
rgr, hvor ogsa flow’et far en uforudsigelig karakter.

5.3.2 Anden simulering

I fgrste simulering sendte vi kun en enkelt bslge gennem vores rgrsy-
stem. Da hver bglge i aorta bliver efterfulgt af en tilsvarende bglge,
med et fast interval, ville det vaere interessant at se, hvad der skete nar
vi prgvede at efterligne disse forhold 1 vores rgrsystem. Vi kgrte derfor
en simulering hvor vi sendte tre bglger afsted efter hinanden. Bglgerne
blev sendt afsted med et interval pa 4 min. Dette passer ikke helt til
den skalerede varighed af et pulsslag pa 3 min og 40 s, men skyldes, at
det i MOUSE kun kan lade sig ggre at sende bglgerne afsted ved hele
minuttal. Resultaterne ses pa figur 5.8.

Det ses af figur 5.8, at trykprofilerne bevarer deres karakteristiske form,
men al systemet er ude af balance, da trykprofilerne ikke nar ned til
det niveau hvorpa de starter. Dette bevirker, at for hvert pulsslag vil
trykket blive stgrre end det foregédende, hvilket ogsa ses pa figur 5.8 hvor
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Figur 5.8: Trykprofilen som funktion af tiden efter der er sendt 3 bglger
igennem rgrsystemet. Fgrst sendes 2 bglger igennem systemet og til tiden
t = 0 pa grafen bliver der sendt en tredje bglge igennem. Trykket er milt
0 m og 128 m inde i rgrsystemet, dvs. 0 cm og 27 cm nede i aorta.

vandet nar op omkring 2.1 m. Hvis vi fortsatte med at simulere flere
efterf¢lgende bglger vil trykket stige og flowet gennem rgret dermed
ogsa stig. Vandstanden vil derfor na en ma,kSImum vardi som llgger
vaesentligt over det for ventede l

5.4 Samlet vurdering af simuleringerne

Alt i alt er resultaterne af vores simuleringer meget tilfredsstillende i
forhold til vores forventninger: Her tankes primeert pa trykprofilen
og dens forventede form og andring ned gennem aorta. Nar man ta-
ger i betragtning, at der er forétaget betydelige approksimationer og
afrundinger i vores design af modellen og i valg af:inputdata, kan de
kvantitative forskelle mellem vores forventede og beregnede resultater
heller ikke siges at veere alarmerende.

Der er dog forskellige ting vi gerne ville have gjort bedre. Vi kunne
have valgt;. at diskretisere aorta i kortere rgrsektioner, i et hab om
at ggre resultaterne mere praecise. Det er dog ikke indlysende, at en
finere rgropdeling ville give bedre resultater, da vi ville blive ngdt til at
indfgre flere brgnde, hvis indvirkning pa strgmningen vi ikke kender.
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‘Herudover ville vi ogsa :gerne have defineret et udlgb, der havde -en
rimelig analogi til aortas bifurkation. Dette for at undga, at -profilerne
i-de sidste rgrsektioner bliver fejlagtige. Hvis dette iKke kunne lade sig
.ggre, ville vi definere en meget lang rgrsektion far-udlgbet, hvilket ville
forskyde fejlen til forst at opsta-efter det-omrade-wvi ville-simulere.

‘Endelig wille vi gerne have tilpasset vores skaleringer lidt smartere i
forhold «til MOUSE. ¥i wille gerne *have gjort rgrene lidt lengere og
skaleret tiden,-s3 et hjerteslag passede:med et helt antal -minutter.

Imidlertid vil vi ikke med sikkerhed kunne vurdere, om vores resultater
bliver bedre af, at vi retter pa vores:model, idet vores sammenlignings-
grundlag (de eksperimentelle data) er meget vagt.



Diskussion

Formalet med vores projekt var, at undersgge om en industristandard
kan benyttes pa et omrade, der umiddelbart virker langt fra det til-
taenkte. Mere pracist, ville vi undersgge om MOUSE kunne benyttes
til at simulere pulsbglgens profileendring ned gennem aorta. '

- Til denne undersggelse var det selvsagt ngdvendigt, at skaffe informa-
tion om aorta. Her opstod vores fgrste problemer, idet det viste sig
overordentligt vanskeligt at finde preecise data for den menneskelige
aorta. Dette er der selviglgelig flere gode grunde: til, blandt andet at
aorta er et noget kompliceret sted at komme til*at male. Herudover
kan vi forsta pa diverse kilder, at data varierer meget fra individ til
individ alt efter alder, helbred mm. I mangel af data fra mennesker har
vi, for en stor dels vedkommende, benyttet data fra hunde. I de kilder
hvorfra vi har hentet vores hundedata, er aorta skaleret op, s& den far
en leengde svarende til et menneske. Dette er sandsynligvis gjort ud fra
gnsket om at lave en model, der netop simulerer den menneskelige aorta
s& virkelighedsnzaert som muligt. Denne sammenblanding af hunde- og
menneskedata gav os problemer, idet det skabte usikkerhed om hvilke
veerdier vi skulle evaluere vores resultater imod. Det har vaeret vanske-
ligt for os at vurdere fejlen, ved at benytte data fra hunde, idet vi ikke
ved hvor stor den funktionelle forskel er til et menneske. Vores oprin-

delige hensigt var at simulere pulsbglgen i den menneskelige aorta, men "

1 princippet kunne vi lige s& godt vurdere MOUSE’s anvendelighed ud
fra, om programmet var i stand til at simulere pulshglgens udbredelse
i en hunds aorta. Hvis MOUSE kan regne pa data fra en hund, vil det
sandsynligvis ogsa kunne lade sig ggre at regne pa data fra et menneske.
I fald det viste sig, at MOUSE var anvendelig, ville manglen pa data
for mennesker veere et problem, der ikke vedkom vores problémstilling.

Et af de vaeséntligstc problemer i vores forsgg pa at besvare problemfor-
muleringen er derfor, at vi har savnet et preecist og sammenhangende
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sat af data til at bygge vores model over og til at vurdere vores resul-
tater imod. Som en fplge af de mange vanskeligheder med at finde de
gnskede data, indskraenkedes vores ambitioner sig efterhanden til, at
teste en meget simpel og approksimativ model for aorta. Vores evalue-
ringskrav blev indskranket til en kvalitativ, snarere end en kvantitativ,
analyse af trykprofilens &ndring ned gennem aorta, hvor de eksakte
verdier blev sekundere i forhold til de rette tendenser i udviklingen.

"I kapitel 3 gav vi en teoretisk underbyggelse af de forventninger vi
havde fra kapitel 1 til trykprofilens form og forandring, hvilket vi ville
benytte til evalueringen af vores resultater. Vi blev bekraftiget 1 at
trykprofilens front burde blive stejlere og amplituden hgjere.

Efter at have samlet hvad vi kunne finde af data om aorta, gik vi over
til at gennemga den teorctiske baggrund for MOUSE. Vi s& hvordan
der var analogi mellem strgmning i delvist fyldte og fuldtlgbende rgr,
og vi viste, at man kan viderefgre denne analogi til ogsa at gelde for
aorta. Med denne teori i ryggen kunne vi opstille en simpel model for
aorta, der tager hensyn til at aorta er konisk, elastisk og at elasticiteten
aftager ned gennem aorta.

For at kunne benytte MOUSE matte vi tilpasse vores model sa den
kunne benyttes i programmet. Dette resulterede i en raekke approksi-
mationer og fejlkilder. De vasentlige tilpasninger, der blev foretaget
med modellen var diskretiseringen og skaleringen. Diskretiseringen gi-
ver selviglgelig en fejlagtig gengivelse af rgrets form. Denne fejl ville
have veret mindre, hvis vi havde indfgrt en finere opdeling af rgrsek-
tionerne. Imidlertid ville dette have betydet flere brgnde i rgrsystemet,
hvilket ogsa er en fejlkilde. Til dette kan vi blot notere os, at vi ikke
kender nok til programmets beregningsmetoder til at vurdere hvilken
fejl, der har stgrst betydning. Den anden vasentlige sndring er ska-
leringen. Heri ligger en fejl da roret, der sandsynligvis i forvejen har
for ru overflade, faktisk burde vare blevet gjort glattere, som kompen-
sation for skaleringerne. Desuden kunne skaleringskonstanterne have
veeret valgt smartere. Vi kunne have valgt tidsskaleringen, sa pulsen
havde varet et helt antal minutter. Dette ville betyde, at vi kunne be-
nytte Hot-start uden den fejlagtige forskydning af beglgen vi har haft.
Det ville ogsa have vearet smartere, hvis vi havde haft en stgrre skale-
ring pa lengden. Da ville vi have undgaet at vores fgrste rgrsektioners
leengde 1a under de kritiske 15 m.



En anden fejl vi har mattet medtage, for at kunne benytte MOUSE til
at simulere vores simple model for aorta, er at MOUSE’s udlgb ikke
stemmer serligt godt overens med forholdene ved aortas bifurkation.
Dette skyldes, at det definerede tryk i udlgbet holdes konstant og lig
med mindstetrykket i hele rgrsystemet, hvorimod trykket for enden af
aorta er pulserende. Denne fejl kunne dog have varet skudt noget vaek
fra det omrade vi interesserede os for, ved at indfgre en ekstra lang
rgrsektion mellem den del af rgret der skulle simulere aorta og udlgbet.
Vi kunne maske ogsa have skabt en bedre analogi til aortas bifurkation
ved at definere to mindre rgr istedet for det nuvarende udlgb, men pa

nuveerende tidspunkt ved vi hverken nok om MOUSE eller forholdene

i bunden af aorta til at kunne vurdere denne mulighed.

At MOUSE benytter Manningtallet er ogsa en fejlkilde. Manningtallet
udtrykker rgrets ruhed, hvor selv det stgrste Manningtal (dvs. den
mindste friktion) formodentlig vil give en fejlagtlg genglvelse af aortas
rgrveeg, der har en glat struktur.

Efter denne lange opremsning af approksimationex og fejlkilde1 bade
selvforskyldte og uundga,ehge vil vi ga over til at gennemga vores re-
sultater. '

Fgrst og fremmest skal det siges, at de tre vasentligste krav til simule-
ringen af trykprofilen, at fronten bliver stejlere, at amplituden vokser
og at der opstar en dikrot haevning, alle i mere eller. mmdre tydelig grad
er opfyldt. }Endrmgen af amplituden er ikke s& udtalt som vi har set pa
diverse grafer, men vi har ikke precise vaerdier at sammenligne med.
At fronten bliver stejlere ses tydeligt, men vi kunne godt have tankt os
at, pulsbglgens udbredelseshastighed var noget mindre. Hvad vi nok er
mest overraskede over og begejstrede for er, at det er lykkedes os at fa
den dikrote heevning frem i vores simuleringer. Dette giver os mulighed
for med rimelig sikkerhed, at kunne afkrefte teorien om, at den dikrote
haevning forarsages af, at hjerteklapperne lukkes, idet der ikke er de-
fineret hjerteklapper eller lignende i vores model. Derimod kan vores

simuleringer underbygge teorien om, at den dikrote heaevning skyldes -

en effekt der kommer fra det koniske rgrs yeegge, nar man sender en
kraftig bglge igennem systemet. :

Om simuleringerne af flow’ets @ndring kan siges, at det udjevnes ned
gennem aorta, hvilket svarer til vores forventninger, uden at vi dog har
nogle pracise vaerdier at sammenligne det med.
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Hastighedsprofilernes udvikling har vi derimod svaert ved at forklare.
At hastigheden falder er i overensstemmelse med hvad der sker i aorta.
Da hastighedsfaldet i aorta skyldes, at en stor del af blodet ledes vak
fra aorta via forgreninger, kan dette ikke forklare ‘at hastigheden falder
i modellen.. Umiddelbart skulle man mene, at hastigheden burde stige,
idet tvaersnitsarealet mindskes. Dette er endnu et eksempel pa, at vi
ikke kender nok til programmets beregningsmetoder.

Alt i alt kan siges, at vi er godt tilfredse med resultaterne .af simulerin-
gerne.

Konklusion

Simuleringen med MOUSE, af pulsbglgens profilendring ned gennem
aorta, ma siges at vare meget tilfredsstillende, idet vores tre evalue-
ringskrav til trykbglgens form blev opfyldt. Simuleringer med MOUSE
viste, at trykprofilen blev mere stejl og dens amplitude hgjere med sti-
gende afstand fra hjertet. Derudover mener vi at kunne forklare den
efterfglgende mindre haevning pa trykprofilet som den dikrote haevnmg,
dannet udfra rgrveeggens reflektion.

MOUSE kan altsa godt benyttes til at simulere pulshglgens profilaen-
dring ned gennem aorta.



Perspektivering

Som det blev naevnt i indledningen til rapporten har vi, pga. en rakke
uheldige omsteaendigheder, ikke ndet at underspge de omrader hvor vi
formoder at MOUSE har sin virkelige styrke i forhold til gaengse mo-
delleringer af aorta, nemlig i simuleringen af aortas forgreninger. Her
kunne det vise sig, at simuleringer med MOUSE ville give en bedre
beskrivelse af blodets hastighed og tryk i aorta, end hvad vi niede at
fa frem ved vores simple model.- - -

Den meengde blod der forsvinder ud af aorta gennem forgreninger mo-
delleres ofte ved en "udsivningsfunktion” séledes, at udsivningen fra
forgreninger kan opfattes som kontinuert, istedet for diskret. Denne
tilneermelse benyttes, da den er lettere at indarbejde i en differential-
ligningsmodel. Tilnarmelsen er f.eks. benyttet af Max Anliker et al. i
[Anliker, 71] og som forfatteren ogs selv konkluderer er metoden ikke
seerlig tilfredsstillende. I MOUSE er det netop muligt at definere et
hovedrgr med en rekke forgreninger, hver med en specifik diameter og
udstrgmningsbetingelse. Det betyder, at man vha. MOUSE formentlig
kunne konstruere en meget virkelighedsneer model af udstrgmningen
fra aorta og dermed komme vzesentligt nzrmere en vellignende model
af aorta. ' - ‘

Hvis gnsket er, at udvikle modellen for aorta til brug i anastesisammen-
heng, og stadig benytte MOUSE, vil arbejdet blive lettet vaesentligt
og resultaterne formentlig vaesentligt. mere palidelige, hvis der af DHI
foretages nogle mindre andringer i MOUSE.

For det fgrste vil bi‘llgen af MOUISE‘i forbindelse med aortamodeller
blive veesentligt lettet, hvis dét interval som MOUSE accepterer data i
@ndres, hvorved man eventuelt helt kan undgé at skalere data for aorta.

"For det andet skal det vaere muligt at starte en simulering med Hot-start
til et vilkarligt tidspunkt, og ikke som nu, til et helt antal minutter.

i
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‘Som en sidste ting ville det veere rart, nir man alligevel var igang med
at rette programmet til, at ‘brugergrensefladen blev bragt up to date
og antallet af skeerm og printer drivere blev forgget. Ligesom det ville
veere rart hvis programmet blev bedre til at kere over et netvaerk.



Bilag 1

Dette bilag. indeholder en udskrift af det regneark, vi har benyttet til
at beregne vaerdierne i vores rgrsystem samt data for det diskretiserede

flow. '

Skaleringsfaktor for ;. - 440 40 - 440 440 440
Skaleringsfaktor for g: ' 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
Skaleringsfaktor for I: 440 440 440 440 440
Skaleringsfaktor for h: 2 2 2 2 2
Aortas diameter [cm): 24 S22 2 18 1.6
Regrhgjde [m]: : 0.048 . 0.044 0.04 0.036 0.032
Rgrbredde [m]: 10.56 9.68 88 . -7.92 7.04
Laengde af rgrstykket [m]: . 15.58964 33.37967 52.95155 74.70234 99.17869
Spaltebredde [m): 0.189 0.137 = 0.098 0.068 0.046
A i top af rgr [m?]: 0.507 0.426 0.352 0.285 0.225
R i top af rgr [m]: 0.024 0.022 0.02 0.018 0.016
Vid perimeter [m]: 21.216 19.448 17.68 15.912 14.144
Vanddybde (y) [m}: © 99 . 99 99 ° 99 99
A i hgjden y [m?]: ' -19.229 14.027 10.038 7.016 4759
* R i hgjden y: : . 0.088 0.065 0.047 0.033 0.022
Vad perimeter [m]: . 2;19.12 217.36 215.6 213.84 212.08

Q-vardier
Tid i virkeligheden [s]: ) © 00311 - 0.0389 0.0578 0.0767
Q i virk. [em®/s]: -0 386.667 377.77 324.44 251.111
Tid i model [s]: .0 13.684 7 17.116 , 25432 33.748
.0 0.340267 0.332438 0.285507 0.220978

Q i model [m?s]:
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‘Skalcringsfaktor for t; 440 440: 440 440
Skalcringsfaktor for g: 0.5 05 05 0.5
Skaleringsfaktor for L 440 440 440 440
Skalcringsfaktor for h: 2 2 2 2
Aortas diameter [cm]: 14 1.2 1 0.8
Regchgjde [m]: 0.028 0.024 0.02 0.016
Rgrbredde [m): 6.16 5.28 44 3.52
Lxngde af rgrstykket [m}: 127.1629 1598312 199.0735 248.2194
Spaltcbredde [m]: 0.03 00.018 0.01 0.005
A itop af rgr [m?]: 0.172 - 0.127 0.088 0.056
R i top af r¢r [m): 0.014 0.012 oM 0.008
VAad perimeter [m]: 12.376 10.608 8.84 7072
Vanddybde (y) [m]: 99 99 99 99
‘A i hgjden y [m?): 3.107 1.928 1.115 0.583
R i hgjden y: 0.015 0.009 0.005 0.003
Vad perimcter [m]: 210.32 208.56 206.8 205.04
Q-veerdier

Tid i virkcligheden |s): 0.0922 0.111 0.1333 0.148
Q i virk. [em¥/s]; 200 155.556 86.067 0
Tid i model [s]: 40.568 48.84 58.652 65.12
Q i model (mYs): 0.176 (0.136889 0.076267 0



Bilag 2

Dette bilag indcholder graferne for trykket, flowet og strgmningshas-
tigheden i alle de 9 rgrstykker i vores rgrsystem.
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Symbolliste

Symbol ~ Beskrivelse

ao ~ Lydens hastighed i en vaeske.

Lydens hastighed i et rgrmateriale.
En sammenhang mellem qq og a,.
Pulsbglgens hastlghed

Diameter.

Rervaggens tykkelse.
Tyngdeaccelerationem.

Hgjde. -

Eksperimentielt be stemte konsta.nter.
Laengde. ' '

Masse. -

Eksperimentielt bestemt konstant
Normal vektor.

Tryk.

Atmosfeerisk tlyl\

Tid..

Tangent til kurven S

Vaskens hastighed.
Bevagelsesretningen, afstanden til hjeltet (indlgb).
Hgjderetningen.

Bredderetningen.

Areal.

Areal ved p = po.
Kontrolvolumeriets endeflader.
Admitansen.

" Bredden af vandoverfladen, bledden af spalten
Compliace. :
Elasticitetskonstant f01 rgr matenalet
Elasticitetskonstant for vaesken.
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| =l s

Froudes tal.

Gnidningskraften.

Den resulterende kraft.
Trykkraften.
Tyngdekraften.

Fy, Fa, F3, F4 Trykkrafter virkende p& kontrolvolumenet.

N i)

= -

®

THYT®R XTI IO

x>

T =

33

\‘

Defineres som sinf.

Friktionskraften.

Den vade perimeter.

Manningtal.

Flow.

Hydraulisk radius.

Reynolds tal.

Kurve for kontrolvolumenets udvidelse.
Volumen.

Vandhgjde.

En konstant.

Forkortelse for 'Q@f [, vidA.
Skaleringskonstant for tyngdeaccelerationen.
Rgrets haeldning,.

Skaleringskonstant for hgjde.
Skaleringskonstant for leengde og bredde.
Viskositeten.

Densitet.

Densitet til p = py.
Forskydningsspandingen.
Skaleringskonstant for tiden.
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