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Disse noter er en introduktion til grundideerne i den klassi-
ske statistiske disciplin regressionsanalyse; som noget lidt mere
avanceret handler Kapitel 10 om generaliseret linezer regres-
sionsanalyse, hvilket bl.a. omfatter regressionsanalyse af Pois-
sonfordelte og binomialfordelte observationer, logistisk regres-
sion og log-linexre modeller i Poissonfordelingen.

De enkelte kapitler er indrettet pd den made, at der fgrst prae-
senteres statistisk teori og tilhgrende metode, og dernaest om-
tales hvorledes man i praksis kan udfgre det ved hjalp af sta-
tistikprogrammet ISP* som laseren bgr have til sin radighed.
Hvert kapitel afsluttes med opgaver, bl.a. af praktisk art.

Der forudseettes kun beskedne matematiske og statistiske for-
kundskaber, men nok en vis fortrolighed med formelmanipu-
lation og “bogstavregning”. | gvrigt er teksten forsynet med
boxe til mindre digressioner og appendices til stgrre, sdledes vil
lasere med kendskab til linezr algebra forhibentlig have glaede
af Appendiks A.

*ISP star for Interactive Scientific Processor og er (©) Artemis Systems, Inc.
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Forord

Statistikkurser for ikke-statistikere kan tilrettelgges pa mangfoldige mader.

Ofte bestir de i en gennemgang af fire-fem sékaldte standardmetoder, gar-
neret med opgaver og eksempler fra det fagomrade som deltagerne i sarlig
grad kommer fra; resultatet heraf bliver let, at deltagerne far det )fejlragtige
indtryk at de nu har lert eller i det mindste faet afgranset hvad de behe-
- ver vide om statistik, og at de far den fejlagtige opfattelse at der til enhver
problemstilling hvori der indgar tal findes en statistisk metode som er den
rigtige.

Det kunne imidlertid teenkes at det var andre ting man skulle bruge et kur-
sus i statistik for ikke-statistikere til. Kursets opgave skulle maske ikke vaere
indlering af visse (korttidsholdbare) betingede reflekser vedr. valg af sta-
tistisk model/metode. Man kunne mene, at deltagerne overvejende skulle
anvende deres tid og krefter til at blive gode til det der nu-er deres fag,
og sa overlade statistikken til dem der har forstand pa dén. Statistikkursets
opgave skulle sa veere at give et indtryk af, hvad det er man kan (og ikke kan)
med statistik og statistiske modeller, hvad det er man kan sperge statisti-
keren om, og hvad der er for nogle underlige svar han/hun giver; det skulle
gore deltagerne bekendte statistikkens tosidede vaesen, dels dens side som
videnskabsfag hvor matematikkens krav om klarhed og eksakthed hersker,
og dels dens anvendelsesside hvor den indgar i en erkendelsesproces og hvor
det er meningslost at havde at en bestemt model/metode er den rigtige.

Narvarende noter er tankt til brug i et statistikkursus der sgger at leve
op til nogle af disse ambitiese mal. Det er nok vigtigt at understrege, at
noterne netop kun er en del: en anden vaesentlig side af sagen er naturligvis
den mundtlige preaesentation og samtale, ligesom det er szrdeles afgorende
at deltagerne regner de tilhorende opgaver.

Noterne er ikke overraskende bygget op pd den made, at de begynder med
noget simpelt, og sa bliver det svarere efterhanden. Men det er en god
pointe, at det pa sin vis er den samme problemstilling hele vejen igennem,
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6 - i S . _FORORD

nemlig hvad man kunne kalde en regressionssituation: Der foreligger et antal
sammenhorende vardier af en sterrelse z og en sterrelse y, hvor man ensker
at opfatte z som en baggrundsvariabel (“forklarende variabel”) og y som den
med usikkerhed behzftede storrelse (den “stokastiske variabel™); malet er at
give en beskrivelse af dette talmateriale ved hjzlp af en statistisk model.

I Kapitel 2- praesenteres den simple linezre regressionsmodel; parametrene
estimeres med mindste kvadraters metode. Fra forste ferd praeciseres ned-
vendigheden af modelkontrol; en af de simpleste og samtidig bedste former
for modelkontrol er en tegning af de observerede punkter og den fittede
kurve. Det kan hande at man efter at have set pa sadan en tegning ensker
at fitte en anden kurve end en ret linie, en andengradskurve maske. Kapi-
tel 3 handler om generalisationen af simpel linear regression til polynomiel
regression. samt om trigonometrisk regression.

Et saerligt trek ved statistiske modeller er som bekendt, at de beskriver bade
den systematiske og den tilfzeldige variation. I regressionsmodeller benytter
man meget ofte normalfordelingen til at beskrive hvordan observationernes
tilfeldige variation; derfor er der et Kapitel 4 med en kort omtale af nor-
malfordelingen, inden Kapitel 5 praesenterer den egentlige statistiske model
for simpel linezer regression med normalfordelte fejl. Spergsmalet om model-
kontrol tages op til fornyet behandling med forskellige former for plots der
kan vise om residualerne faktisk har de af modellen postulerede egenskaber.

I Kapitel 6 ser vi pa noget af det som en statistisk model kan levere (efter at
man har estimeret de ukendte parametre), nemlig udsagn om estimatorernes
fordelinger ({.eks. i form af middelfejl eller af sikkerhedsintervaller); i den
forbindelse kommer man naturligt ind pa test af statistiske hypoteser og pa
brugen heraf i modelkontrolsammenhange; nogle af opgaverne handler om
anvendelsen af disse ting ved planlaegning af forseg.

Indholdet af Kapitel 6 er afgjort vanskeligt fordejeligt, sa det tages op pd
forskellig vis i alt det efterfolgende, dog ikke i Kapitel 7 hvor vi holder fri fra
de statistiske begreber for at se p visualisering af flerdimensionale dataszt,
blandt andet som en forberedelse til Kapitel 8 om multipel regression. I Ka-
pitel 8 diskuteres forst nogle modelleringsmaessige fordele og ulemper ved at
have mange mulige forklarende variable, og derefter studeres nogle eksem-
pler pa hvordan den generelle multiple regressionsmodel kan specialiseres:
til ensidet variansanalyse (Afsnit 8.6) og til en model til sammenligning af
regressionslinier (Afsnit 8.7).

I de almindelige statistiske regressionsmodeller indgar en antagelse om at
alle y-erne har samme varians (dvs. at der er varianshomoscedasticitet). Hvis
denne antagelse ikke er opfyldt, men hvis man dog véd pa hvilken made vari-
anserne er forskellige, kan man estimere parameterene med vaegtede mindste
kvadraters metode. Dette omtales i Kapitel 9. Det praciseres (i Afsnit 9.6),



at det i den forbindelse faktisk spiller en rolle om man transformerer sine
y-vaerdier (for at opna at den systematiske sammenhzang bliver lineaer).

Det sidste og svaereste kapitel, Kapitel 10, indeholder endnu en udvidelse af
regressionsmodellen, idet det nemlig introducerer modellen for generaliseret
linexer regression, dog vasentligst med henblik pa at kunne analysere mo-
deller med Poissonfordelte eller binomialfordelte (eller normalfordelte) fejl,
blandt andet logistisk regression.

Det kursus som noterne legger op til, er ikke et kursus der indever et vist
antal standardmetoder, men derimod et kursus der skal vise at statistisk
modelbygning er (eller kan vare) en langvarig kreativ proces, der typisk
indbefatter en del beregninger og tegninger.

Da man nutildags mest hensigtsmassigt laver tegninger og beregninger pa
computer, er noterne/kurset lagt an pa, at deltagerne sidelobende larer at
“anvende et statistikprogram, nemlig programmet ISPt som er et forholdsvis
let tilgaengeligt statistikprogram der kerer pa almindelige DOS-maskiner.
ISP har et relativt beskedent udvalg af “standardmetoder”, men er et meget
velegnet hjzlpemiddel i den kreative modelbygningsproces.

[

Noterne kraever ikke de store matematiske forkundskaber i teknisk forstand,
men nok en vis vant-hed til det matematiske formelsprog. Det forventes
at deltagerne pa forhdnd (f.eks. i gvmnasiet) har stiftet bekendtskab med
et matematisk sandsynlighedsbegreb og med begreber som middelveerdi og
varians.

Det gennemgaende princip til estimation af parametre er mindste kvadraters
metode, der udmontes i lesning af lineare ligninger. Mindste kvadraters
metode er, i al fald nir den bruges i multipel regression, et linezr algebra-
problem, si derfor angribes minimaliseringsproblemet ikke ved at udregne
partielle afledede og s=tte dem lig 0. I stedet benyttes en linezr algebra-
inspireret fremgangsmade; til glaede for dem der kan linezr algebra, omtales
i Appendiks A den “rigtige” made at gore tingene pa.

ISP star for Interactive Scientific Processor og er © Artemis Systems. Inc.







Kapitel 1

Indledning: |
Hvad er regressionsanalyse?

R,egressxonsanalvse handler om at unders¢ge hv01dan én malt ster-
relse afheenger af en eller flere andre.

"Antag at der foreligger et statistisk datamateriale, som er fremkommet
pa den made, at man pa hvert af nogle “individer” ({.eks. forsggsper-
soner eller forsegsdyr eller enkelt-laboratorieforseg osv.) har malt vaer-
dien af et antal sterrelser (variable). En af disse storrelser indtager en
seerstilling. idet man nemlig gerne vil “beskrive” eller “forklare” denne
storrelse ved hjelp af de gvrige. Tit kalder man den variabel der skal
beskrives for y, og de variable ved hjalp af hvilke man vil beskrive for
T1,%3,...,2p. Andre betegnelser fremgar af folgende oversigt:

y : Ty, T2,...,Tp

den modellerede variabel | baggrundsvariable
den afhaengige variabel | de uathengige variable
den forklarede variabel | de forklarende variable
responsvariabel

Her skitseres et par eksempler:

1. Leegen observerer den tid y som patienten overlever efter at veere
blevet behandlet for sygdommen, men laegen har ogsd registre-
ret en maengde baggrundsoplysninger om patienten, sa som ken,
alder, vaegt, detaljer om sygdommen osv. Nogle af baggrunds-
oplysningerne kan maske indeholde information om hvor lenge
patienten kan forventes at overleve.

9
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2. I en rakke nogenlunde ens i-lande har man bestemt mal for lun-
gekraftforekomst, cigaretforbrug og forbrug af fossilt breendstof,
altsammen pr. indbygger. Man kan da udnavne lungekraftfore-
komst til y-variabel og sgge at “forklare” den ved hjzlp af de to
andre variable, der sa far rollen som forklarende variable.

3. Man gnsker at undersege et bestemt stofs giftighed. Derfor giver
man det i forskellige koncentrationer til nogle grupper af forsggs-
dyr og ser hvor mange af dyrene der der. Her er koncentrationen
z en uafhangig variabel hvis vardi eksperimentator bestemmer,
og antallet y af dede er den afhangige variabel.

Regressionsanalyse gar kort fortalt ud pa at finde en statistisk model
hvormed man kan beskrive en y-variabel ved hjzlp af en kendt simpel
funktion af nogle baggrundsvariable og nogle sakaldte parametre. Pa-
rametrene er de samme for alle observationsszet, hvorimod baggrunds-
variablene typisk ikke er det. Parametrenes veerdier bestemmes ud fra
data saledes at man far det bedste fit.

Man ma naturligvis ikke forvente at den statistiske model leverer en
perfekt beskrivelse, et perfekt fit, dels fordi den model man matte finde
frem til naeppe er fuldstendig rigtig, dels fordi en af pointerne med
statistiske modeller netop er, at de kun beskriver hovedtrakkene i da-
tamaterialet og ser stort pa de finere detaljer. Der vil derfor veere en
vis forskel mellem den observerede veerdi y og den sakaldt fittede veardi
7, dvs. den veerdi som man ifelge regressionsmodellen skulle fa med de
givne vardier af baggrundsvariablene. Denne forskel kaldes residualet
og betegnes ofte €. Vi har sa opspaltningen

-~

Y = ] + €

observeret veerdi = fittet veerdi + residual .

Residualerne er det som modellen ikke beskriver, og derfor er det na-
turligt at man (eller rettere modellen) anser dem for tilfeeldige, dvs. for
at veere tilfzeldige tal fra en vis sandsynlighedsfordeling.

To vasentlige forudstninger for at kunne benytte regressionsanalyse
er

1. at det ikke er z-erne, men kun y-erne og residualerne, der er
behaftede med tilfaldig variation (“usikkerhed”),
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2. at de enkelte malinger er stokastisk uaftheengige af hinanden, hvil-
ket vil sige at de tilfeldigheder der indvirker pa én bestemt y-
verdi (efter at man har taget hgjde for baggrundsvariablene) ikke
har nogen sammenhang med de tilfzldigheder der spiller ind pa
de gvrige y-veerdier.

De simpleste eksempler pa regressionsanalyse er dem hvor der kun er
én enkelt baggrundsvariabel, som vi sa kan betegne z. Opgaven bliver
da at beskrive y-verdierne ved hjzlp af en kendt simpel funktion af z.
Det simpleste ikke-trivielle bud pa en sadan funktion ma vel vere en
funktion af typen ¢ — By + zB; hvor By og (3, er to parametre, dvs.
man formoder at y afhanger linezrt af 2. Derved far man den sakaldte
simple lineaere regressionsmodel. :

De folgende kapitler beskeeftiger sig med forskellige vasentlige aspek-
ter af regressionsmodeller og regressionsanalyse: Hvordan velger man
vaerdierne af 3-erne sa man far det bedste fit? Hvordan afger man
om en bestemt model er god nok? Hvis man har flere forskellige bag-
grundsvariable til sin radighed, hvordan afger man s& hvilke af dem der
skal med i modellen og hvilke ikke?







Kapitel 2
Den bedste rette linie

I dette og de narmest folgende kapitler vil vi beskeftige os med sakaldt
simpel lineer regressionsanalyse, hvor der blot er én baggrundsvaria-
bel r (plus konstanten 1), og hvor opspaltningen af y som en sum af en
fittet vaerdi og et residual derfor bliver af formen

T

y = PBot+zph+e.
Her betegner ¢ det teoretiske residual, og 3o og 3 €r ukendte parametre
hvis veerdier skal bestemmes saledes at man far c%en bedste tilpasning.

Mere preecist vil vi antage at det givne talmateriale bestar af n talpar
(z,y), ét for hvert “individ”, hvilket skematisk kan skrives

“individ” | observation baggrundsvariabel
1 (' _ T '
2 Y2 T2
n Yn Tn

Regressionsmodellen gar da ud pa, at for passende valg af parametrene

Bo og B er
vy = f30+xiﬂl+5h i=1,2,...,7’t, (21)

hvor €;,€2,...,¢, er de teoretiske residualer. Ifglge denne model skal
datapunkterne (z,y) ligge tilfeeldigt omkring den rette linie med ligning
y = fo + x5 (denne linie kaldes regressionslinien), se Figur 2.1.

Symbolerne S og B i ligningerne (2.1) betegner de teoretisk rigtige
verdier — som vi ikke kender. Vi star derfor nu over for den opgave

13
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Figur 2.1: Et “typisk” eksempel pa et st punkter (z,y) med den tilhg-
rende estimerede regressionslinie.

pa grundlag af observationerne at bestemme de verdier Bo og By af
parametrene 3y og [, der giver den linie der passer bedst muligt til
datapunkterne (z;,y;). Man taler i denne forbindelse om at estimere
parametrene By og 1, og man kalder 30 og Bl for de estimerede para-
metervardier eller estimaterne. Bemark at hvor parametrene 8, og 5
er nogle faste (og ukendte) teoretiske storrelser, sa er estimaterne 3, og
By nogle sterrelser der afhanger af observationerne.

Mindste kvadrater

Regressionslinien passer desto bedre til observationerne jo mindre re-
sidualerne er. Typisk kan man dog ikke opna at alle residualerne er
sma pa én gang. Derfor er man ngdt til at formulere et kriterium for
hvornar en linie er bedst mulig. Et meget ofte benyttet sadant kriterium
er mindste kvadraters kriteriet, der siger at linien passer bedst muligt

n n ~ ~ 2
nar residualkvadratsummen z e? = Z (y:’ - (Bo + :zt,-ﬂl)) er mindst

=1 i=1

mulig. Opgaven er derfor at bestemme det eller de talpar (Bo, El) der
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minimaliserer funktionen

n

o) = 3 (vi=(Bo+zib) (22)

=1

Hvis talparret (an El) minimaliserer denne kvadratsum, sa kalder man
Bo og By for et st mindste kvadraters estimater for 3 og /.

Estimationsligningerne

Man kan imidlertid ogsa angribe estimationsproblemet pd en anden
made: '

Man kan et gjeblik betra&te opgaven som gﬁende ud pa at bestemme et
st fittede verdier §; = By + ; Bii=1.2 2,...,n, pa en sadan made at
de “ligner” de observerede y;-er mest muligt. Det, er staerkt begreenset
hvor meget lighed vi kan forlange, men vi kunne jo forsggsvis krave at
summen af de fittede vardier skal vare lig summen af de observerede
veerdier, :

o= Yw @3

=1 =1

og desuden at summen af produkterne af den forklarende variabel og
den fittede verdi skal vare lig med summen af produkterne af den
forklarende variabel og den observerede verdi, altsa

n n

ZI.@' = Ziﬂiyi- (2.4)

i=1 ' i=1

Selv om det ikke uden videre springer i gjnene, sa er llgnmgex ne (2.3) og
(2.4) faktisk to ligninger med de to ubekendte ﬁo og B.. For at indse at
det forholder sig sadan skal man indsatte y; = ﬂo + x,ﬂl i ligningerne;
derved far man

n

Z(Bo +a.B) = Zyu

i=1

n

Zmi(EO'*'TiEI) = Zl’iyis

=1 1=1
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Box 2.1: Lidt om gennemsnit
| statistikken benytter man ofte betegnelsen T (udtales x streg) for gen-

nemsnittet af talsettet x;,z5,...,2,,; dvs.
1 n
I = — z;
n

der igen kan skrives

=8
=)
+
N
M:
hy
~—
)
I
[\/]=
<
©
&

(Z f) Bo+ (Zx ) Bo= Yrw. (26

=1 =1

Bemazerk at ligningerne (2.3) og (2.4) faktisk er ensbetydende med lig-
ningerne (2.5) og (2.6). Ligningerne kaldes for estimationsligningerne,
og de er interessante af den grund, at et talsat (Bo, E,) er lgsning til
disse ligninger, hvis og kun hvis det er et minimumspunkt for kvadrat-

summen (2.2). Denne pastand ber naturligvis bevises, hvilket vi gor i
Afsnit 2.1.

Lgsning af estimationsligningerne

Vi vil nu vise at estimationsligningerne (2.5) og (2.6) altid kan lgses,
og vi vil bestemme et udtryk for denne lasning, dvs. et udtryk for

estimaterne o og By. Ved lasningen af ligningerne ma man dele op i to
tilfeelde:

1. Hvis ikke alle z;-erne er ens, sa har ligningerne (2.5) og (2.6)
pracis én lgsning, hvilket indses saledes: Fgrst divideres ligningen
(2.5) igennem med n og bliver til ﬂo +76 = 7. Denne ligning
leses med hensyn til ﬂo og man far ﬂo =y - zﬂl Dette udtryk
indsaettes i (2.6), som derefter kan omformes til

a(E))a - B (B) (5

=1 =1 i=1 i=1 i=1
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Box 2.2: En omskrivning af en sum af produkter af afvigelser
Hvis ay,a2,...,an 08 €1,C2,...,Ca €F to tals®t og @ og C betegner gen-
nemsnittet af hhv. a-erne og c-erne (jf. Box 2.1), sd er

n n 1 n n
Z(ai —a)(e-7) = Zaici - <Z a,-) (Z Ci) :
=1 i=1 =1 1=

Hvis a-erne er lig c-erne, fas specielt

n . n .ﬂ 2
Z(a;—fi)z = Za?—j—l(za,‘) .

i=1 Co =1

Pastanden vises ved at gange venstresidens parenteser ud.

der ogsa kan skrives (jf. Box 2.2)

»(Zlﬁ"fy)a = Y (w =D - 7).

=1 =1

" Da ikke alle z;-erne er ens, er koefficienten til B}\ forskellig fra nul
og vi kan derfor lese ligningen med hensyn til 8;. Alti alt ender
vi med folgende udtryk for den entydige lesning til ligningerne
(2.5) og (2.6):

A=
z:(:zr,-—’f)2
=1

Bo = §-7A.

2. Hvis alle z;-erne er ens, med den falles vaerdi z, sa er de to
ligninger (2.5) og (2.6) proportionale. Den forste ligning er

n
nfo+nzf = Vi

der kan omskrives til

BotzB = 7.
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Denne ene ligning med to ubel\endte har uendelig mange lasnmger
(ﬂo, ﬂl) men hvis vi skal udpege en enkelt af dem kan vi jo tage

ﬂ1—008ﬂ0=y

Nar man estimerer parametrene 3y og 3, ved at minimalisere funktio-
nen (2.2), siger man at man benytter mindste kvadraters metode, og
estimaterne ﬁo og ﬂ; kan man sa kalde for mindste kvadraters estima-
terne. Som omtalt i det foregaende kan man bestemme disse estimater
ved at lgse estimationsligningerne (2.3) og (2.4) eller (2.5) og (2.6).

Den estimerede regressionslinie er den linie hvis ligning er
y = Bo+ab

Man taler om at man foretager regression af y pa z.

Figur 2.1 viser et “typisk” eksempel pa et szt punkter (z,y) med den
tilherende estimerede regressionslinie. Bemaerk i ¢vrigt at nar man
indsztter z = 7 i den estimerede regressionsligning sa far man den

tilsvarende y-vaerdi ﬂo+1 ,6, = (§— aﬂ1)+:rﬂl = ¥y, dvs. regressionslinien
ma altid ga gennem “tyngdepunktet” (7, 7).

2.1 Matematiske betragtninger

I dette afsnit geres der rede for, at en lesning til estimationsligningerne
faktisk ogsa er et minimumspunkt for funktionen (2.2), og omvendt. Vi
benytter en fremgangsmade der let kan generaliseres til multnpe] lineeer
regressionsanalyse (Kapitel 8).

Det der skal vises formuleres som en stning:

Sztning 2.1

Mindste kvadraters estimaterne Eo og B, kan bestemmes ved at lgse
estimationsligningerne (2.3) og (2.4) eller (2.5) og (2.6). Der gaelder:

1. Der findes altid en lpsning til estimationsligningerne.

2. De fittede veerdier y; = Eo + w;Bl, : = 1,2,...,n er entydigt
bestemt (dvs. selv om der er flere lpsninger til estimationslignin-
gerne, sa giver de de samme y;-er).
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3. Et talseet (Bo, B,) er lpsning til estimationsligningerne hvis.og kun
hvis det er et minimumspunkt for kvadratsummen (2.2).

Bevis

Punkt 1 har vi allerede vist i det foregdende. Vi kan derfor nu lade
(Bo, ﬁl) betegne en eller anden bestemt lgsning og lade ¥; = ﬂo + z; ,81

Folgende opspaltning spiller en central rolle i argumentationen: For
ethvert talpar (S, £1) gelder at

zn:(yi—(ﬁo+$i51))2 , | | ‘ (2.7)

=1

n n

= Y-+ Y (G- (Bt zith)

=1 i=1

Dette vises ved at man forst omskriver det i-te led i summen pa venstre
side ved brug af formlen for kvadratet pa en toleddet starrelse:

- (- o 280) = (5= 0+ G (o 2i80)’
. 2

= (yi—0)P+ (@ —(Bo + Il*iﬂl))
+ 2(y: — ¥i) (?]. = (Bo+ -’L‘.ﬂl)) :

For at vise (2.7) er det nu nok at vise at summen af de dobbelte pro-
dukter er 0; men hvis man skriver det andet ¥; i det dobbelte produkt
som 3o + ;3 s& far man

n

Z 2yi — %) (37; — (Bo + i ))

=1
n

= QZ( ~-—y,)((ﬂo+£51) (5o+1;ﬁ'1))

=1

= ‘)Z vi = ) ((Bo = o) + 2:(Br - 1))

n n

= 2Bo—Bo) Y _(yi— )+ 2By = 81) Y _(2iwi — i)

=1 =1

=0
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if¢l:ge e;tirﬁ:atidnsliéningerné (2.73) og (2.4). Dermed er opspaltningen
(2.7) vist.

Det er nu klart at (Eo, Bl) er et minimumspunkt for kvadratsummen g
defineret i (2.2), for (2.7) viser jo at g(Bo, /1) kan skrives som en sum

~a A z 2
af g(Bo, £1) og det ikke-negative tal Z (37,- - (Bo + =5 )) der antager
=1

vaerdien 0 nar By = Sy og 51 = b

Dermed er godtgjort at enhver lgsning til estimationsligningerne ogsa
er et minimumspunkt for kvadratsummen. Det er endvidere klart, at
hvis (8o, £1) er et minimumspunkt, sA ma det andet led pa hejre side
af (2.7) veere 0, og da dette led i sig selv er en: sum af ikke-negative
tal, kan det kun lade sig gore hvis alle disse enkeltled er 0, dvs. hvis
¥ = Po + z:0, for alle z. Det viser at estimationsligningerne er opfyldt
ogsa for (o, B1). =

2.2 Hvordan ggr man

Regner man med handkraft kan man bare indsette i formlerne for Eo
og f1; sa far man det rigtige resultat, forudsat at man ikke laver afrun-
dinger i mellemregningerne.

ISP’s regress-kommando udregner uden videre mindste kvadraters
estimaterne 3y og $;. Hvis man eksempelvis har anbragt sine z-vardier
i en ISP-vektor foder og sine y-vardier i en ISP-vektor udbytte, skriver
man blot regress foder udbytte. Dette afstedkommer en udskrift
der i princippet ser ud som vist i Figur 2.2. Her kan man i coef-sgjlen
aflese de to parameterestimater. De gvrige dele af regress-udskriften
vil blive nzrmere behandlet i kommende kapitler; der er en udferlig
omtale af regress i Introduktion til ISP.

Hvadenten man benytter handkraft eller computer bgr man altid lave
en tegning a la Figur 2.1, der pa én gang viser den fittede regressions-
linie og et scatterplot af y mod = (dvs. et plot af punkterne (z;,y;)).
Derved far man mulighed for at se, om det virker rimeligt at beskrive
datasezttet med en ret linie.



Hvordan gpr man

Figur 2.2: Et eksempel p3 udsknften fra ISP's regress-kommando.
Udskriften viser, at 51 = 0.6077 og ﬂo = 1.415.

ISP>>regress foder udbytte

degrees of freedom: 25 - 2 =23
sigma = 2,202 :
R-square = . .8033
F-stat = 93.92 (1 over 23 df)
condition = 1.282
var coef sdev
1 - .6077 .6271E-01
const 1.415 .7100

ISP>>
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2.3 Opgaver

En del af opgaverne til dette og de falgende kapitler indeholder mange
tal. Disse tal kan indlases med ISP’s input-kommando og ved at man
indtaster dem pa tastaturet; det er dog en fordel at have tallene liggende
i-en fil pa sin diskette eller harddisk og sa indlese dem derfra (der star
hvordan i Introduktion til ISP). 7

Nar man benytter den szrlige RUC-udgave af ISP, har man adgang til
datafiler hvor talmaterialerne til opgaverne pa forhand er indlast. Man
skal da blot benytte ISP-kommandoen getdata og vzlge det gnskede
datamateriale, sa indlases dataene;! i de fleste tilfaelde oprettes ogsa en
tekst-makro info som indeholder en kort information om de indlaste
data (man skriver print info).

Opgave 2.1

Antag at y;,¥2....,yn er nogle kendte tal, der antages at fordele sig
tilfeldigt omkring et vist niveau u, som vi ikke kender precist. Vi
gnsker at estimere p ved mindste kvadraters metode, dvs. gnsker at
finde et Ji sadan at kvadratsummen

gli) = ) (vi—n) (2.8)
er mindst mulig.

1. En almindelig metode til at finde minimumspunkter for en funk-
tion g er at sege dem blandt nulpunkterne for den afledede funk-
tion ¢’. Find Ji ved denne metode.

o

Man kan imidlertid ogsa finde det z uden at differentiere. Gor

rede for at (y; — 4)* = (i = 9)* + (T— 1)* + 2(3i = Y)(T — 1), 0g
omskriv derved (2.8) til

n

gw) = ) (u-9"+nF-n?

i=1

og slut heraf at u = 7.

TMan kan ogsa gore det hele pa én linie ved at skrive f.eks. getdata’demo’
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Opgave 2.2

Mindste kvadraters metode gar ud pa at finde de estimater der minima--
liserer summen af kvadratiske afvigelser. En anden estimationsmetode
er mindste absolutte afvigelsers metode, der gar ud pa at finde estimater
der minimaliserer summen af de absolutte (dvs. numeriske) afvigelser.

Antag at der foreligger et meget lille datamateriale bestiende af de tre

observationer y; = 1.2, y, = 1.7 og y3 = 1.3, som teenkes at fordele sig

tilfzldigt omkring et felles niveau p. Fra Opgave 2.1 ved vi at mindste

kvadraters estimatet over p er gennemsnittet 7. Find nu et estimat
. 3 '

som minimaliserer summen E ly; — u| af absolutte afvigelser.
=1

Vejledning: Skitsér graferne for disse tre funktioner:

- 1.2y,
o= |12 = p] + 1.7 = g,
o= 12— pl+ 17— p| + 1.3 = p.

Af den sidste graf kan svaret let aflaeses.

Hvad bliver svaret, hvis der ogsa er en fjerde observation y; = 1.8?

Opgave 2.3: Forbes’ barometriske méalinger .

Som bekendt aftager lufttrykket med hgjden over havets overflade, og
derfor kan et barometer benyttes som hgjdemaler. Imidlertid kan man
ogsa bestemme hejden ved at koge vand, fordi vands kogepunkt aftager
med lufttrykket. T 1840erne og 1850erne foretog den skotske fysiker
James D. Forbes pa 17 forskellige lokaliteter i Alperne og i Skotland en
reekke malinger hvor han bestemte dels vands kogepunkt, dels luftens
tryk (omregnet til lufttrykket ved en standardlufttemperatur). Resul-
taterne er vist i Tabel 2.1.

Med ISP-kommandoen getdata (data-navn forbes) indleases tallene
til et 17 x 2-array data hvis farste sgjle indeholder kogepunkterne og
anden s¢jle lufttrykkene. Fra dette array kan man eventuelt udtage
to vektorer kp og tr indeholdende henholdsvis kogepunkter og lufttryk
ved at skrive de to kommandolinier

ISP>>kp
ISP>>tr

data(*,1)
data(*,2)
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Tabel 2.1: Opgave 2.3, Forbes’ Barometriske malinger.
Kogepunktet er angivet i °F, lufttrykket i ‘inches Kviksglv'.

7 Kégepuﬁkt Lufttryk

194.5
1943
197.9
198.4
199.4
199.9
200.9
201.1
201.4
201.3
203.6
204.6
209.5
208.6
2107
211.9
212.2

20.79

20.79
22.40

22.67
23.15
23.35

23.89
23.99

24.02
24.01
25.14
26.57
28.49
27.76
29.04
29.88
30.06

1. Lufttrykket er angivet i ‘inches Hg'. Nutildags maler man lufttryk
i hPa (hektopascal = millibar). Omregn lufttrykkene til hPa. 2

o

Kogepunkterne er angivet i °F. Omregn dem til °C. 3

3. Meningen med eksperimentet er at undersege om og hvordan man
kan forudsige lufttrykket (og dermed hejden over havet) pa grund-
lag af en bestemmelse af vands kogepunkt. Lav et scatterplot for
at se om det skulle vaere muligt (benyt gscat-kommandoen med
kogepunkt som z og lufttryk som y).

4. Bestem den rette linie der fitter punkterne bedst.

5. Lav en tegning med bade de observerede punkter og den estime-

rede linie.

Hvordan passer linien til punkterne?

21 inch = 2.54 cm og 760 mm Hg = 1013.250 hPa.

30 °C svarer til 32°F og 100°C til 212 °F.
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6. Fysikerne kan fortzlle os, at det nappe er lufttrykket selv der
afhanger linewrt af kogepunktet, men snarere logaritmen til
lufttrykket.?

Derfor kan man forspge sig med logaritmen til lufttrykkene i ste-
det for. Bliver det bedre af det?

Hvis man skal have nogen praktisk fornejelse af sidanne kogepunkts-
bestemmelser er man ngdt til at kende sammenhangen mellem hgjden
og lufttrykket. Salenge vi holder os til bjerghgjder aftager lufttrykket
eksponentielt med hgjden, og der galder at hvis lufttrykket ved havets
overflade er po (f.eks. 1013.25 hPa) og lufttrykket i hgjden h er p, sa er

h = 8150 m-In Po .
Ph

Opgave 2.4: Anscombe’s data

Den amerikanske statistiker Anscombe har konstrueret fire sma dataseet

~der alle giver stort set samme numeriske resultater nar man foretager.
regressionsanalyse pa dem, specielt giver de den samme estimerede re-
gressionslinie. Imidlertid vil tegninger afslere markante forskelle og vise
at det ikke er alle datasattene der beskrives lige godt ved hjeelp af den
estimerede linie.

Med ISP-kommandoen getdata (data-navn anscombe) indlases disse
data i otte vektorer x1, y1. x2, y2 osv.

1. Benyt regress-kommandoen til at udfere de fire forskellige re-
gressionsanalyser af et y pa et o (altsa f.eks. regress x3 y3).

Udskrifterne vil veere (stort set) identiske. Den estimerede regres-
sionslinie bliver hver gang y = jz + 3.

(8]

For at se hvordan punkterne egentlig er beliggende skal man nu
lave fire tegninger, en for hvert datasaet. Den estimerede regres-
sionslinie skal tegnes ind pa hver tegning.

Tip: Det kan anbefales at tegne linien i intervallet 0 < z < 20.

4Der er med god tilneermelse en linezr sammenhang mellem logaritmen til tryk-
ket og den reciprokke af den absolutte temperatur T'. For de absolutte temperaturer
som vi her har med at gore er T-! imidlertid stort set en linear funktion af 7.
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Udvidelse af modellen

I Kapitel 2 fandt vi den bedste rette linie (ifolge mindste kvadraters
metode) til et st datapunkter (z;,y;), i = 1,2,...,n. Selv om linien
er den bedste, er det ingen garanti for at den ogsé er god. Derfor
ber man altid bestrabe sig pa at undersgge rimeligheden af antagelsen
om, at linien pa fornuftig vis beskriver punkterne. I den forbindelse
er det altid en god idé at lave en tegning hvor man indtegner bade
datapunkterne og den fittede linie. Ideelt skal punkterne fordele sig
“tilfeldigt” omkring linien — men hvad hvis de ikke gor det?

Det kan forekomme, at der er et enkelt datapunkt der falder helt uden .
for det almindelige monster. Et sidant datapunkt kalder man en out-
lier. En outlier kan skyldes fejlskrivning af et tal eller at et deleks-
periment er mislykkedes el.lgn., og i s& fald ber man rette fejlen (hvis
muligt) eller helt udelade det pageldende datapunkt. Men hvis man
ikke har nogen klar mening om hvorfor punktet skulle indtage en ser-
stilling, sa kan man ikke tillade sig at kassere det. I stedet kan man
eventuelt benytte en anden estimationsmetode end mindste kvadraters
metode, f.eks. mindste absolutte afvigelsers metode, der gar ud pa at

bestemme Jo og B, séledes at Z lyi = (Bo + z:51)] bliver mindst mu-

1=1
lig. Denne metode er mindre folsom overfor @ndringer af et enkelt
datapunkt, man siger at metoden er mere robust.

27
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3.1 Polynomiel regression

Det kan naturligvis ogsa forekomme, at datapunkterne bare ganske
enkelt ikke fordeler sig om en ret linie men om en anden slags kurve —
og sa ma man jo fitte en kurve af denne anden slags.

Hvis for eksempel punkterne synes at ligge omkring en parabel, si
kunne man preve at beskrive y; som en andengradsfunktion af z; plus
en tilfeldig afvigelse:

Vi = ﬂo+IiB]+1'?ﬂ2+E.’, i=lv2a"-9na (31)

hvor der nu er de tre parametre Sy, 3, og B, der skal estimeres. Denne
kvadratiske regressionsmodel model er et eksempel pa en sakaldt po-
lynomiel regressionsmodel; polynomielle regressionsmodeller er, deres
navn til trods, eksempler pa (multiple) linezre regressionsmodeller, der
omtales narmere i Kapitel 8. '

I'modellen (3.1) kan man estimere parametrene 3. 3, og 3; ved mindste
kvadraters metode, nemlig ved at minimalisere kvadratsummen

S (v - (Bo+ 2ifh +28)) (3.2)

1=1

Ganske som ved den simple linexre regressionsmodel i Kapitel 2 kan
man finde estimaterne 3y, 3, og 3, ved at lese et sat linezre ligninger,
de sakaldte estimationsligninger. Denne gang er der tre ligninger (og
tre ubekendte):

Yo=Y w,
=1

i=1
n n
E TiYyi = E iy,
=1 i=1
n n
2~ 2
_S_ T Yi = E TiYi,
=1 =1

hvor ¥; som saedvanlig betyder “den i-te fittede y-vaerdi”, hvilket i dette
tilfeelde vil sige

i = Bo + -TiBl + 1‘?32-
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500.

400.
300.
200.

1100.

5.0

Figur 3.1: Eksempel p3 polynomiel regression. — Den fittede kurve er
y = 82.5 — 27.9x + 5.42%. '

Estimationsligningerne kan derfor ogs& skrives
o + (z ) A+ (Zx?) = S
=1 1=1 i=1
( l‘i) 30 + (Z 7?) Al + (Z T?) Ez = Zl'iyia
t=1

=1 =1 1=1

(i’f) ot (Z ) A+ (Z ) B Yot

i=1 i=1 =1 i=1

Disse ligninger altid har en lgsning, og mangden af lgsningspunkter er
lig med mangden af minimumspunkter for kvadratsummen (3.2). Vi vil
ikke bevise dette, men henviser til den generelle diskussion i Kapitel 8.

Der geelder endvidere at estimationsligningerne har en entydigt bestemt
lesning hvis og kun hvis der er mindst tre forskellige vaerdier blandt
tallene x;, z2,...,2, (det ha@nger sammen med at der skal tre punkter
til at fastleegge en parabel).
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Der gelder noget gahskervtilsvarenrde for polynomiér af grad 3, 4,5,...

Hvis der er n datapunkter, kan man med et polynomium af grad n — 1
fa et perfekt fit, forstdet pa den made at polynomiet gar igennem alle
punkterne, dvs. at alle residualerne er nul. Formentlig ville polynomiet
svinge vildt og voldsomt ind imellem punkterne, sa det ville ikke vare
nogen “pan” kurve. Man ville heller ikke have vundet noget i retning
af en simplere beskrivelse af data, eftersom man ville skulle bruge n
polynomiumskoefficienter for at beskrive n y-verdier, og faktisk er et
af statistikkens formal datareduktion! '

3.2 Trigonometrisk regression

Det kan forekomme, at den forklarende variabel er et tidspunkt t og
at y i store traek er en periodisk funktion af tiden med den kendte
frekvens f. Sa kunne man forsege sig med en model af formen

Yi = Po+cos(2xft;)B +sin(2n ft;)B, + ¢; (3.3)

hvor By, 5 og 3 er de ukendte parametre der skal estimeres. Dette er
et eksempel pa en trigonometrisk regressionsmodel, og den er, sit navn
til trods, ogsa en variant af multipel linezr regression. Der gelder
derfor nogenlunde de samme bemerkninger som ved den polynomielle
regression.

Med betegnelsen j; = ﬁo-l- cos(‘27rft,-)/§, +sin(27rft,-)§2 kan estimations-
ligningerne horende til (3.3) skrives pa formen

n n
Z yi = Z Yi
=1 i=1
n

Zcos(?n’ft,-) v = zn:cos(‘-?ﬂ’fii) Yi
=1 i=1
Z sin(27 f1;) ¥

i=1

S sin(2nft) v
i=1

Estimationsligningerne kan omformes sa de ubekendte optraeder di-
rekte. For at bevare overblikket indferes skrivemaden SP,, for “Sum
af Produkter af a og b”, hvor a og b star for et af symbolerne ¢, s,1,y
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Figur 3.2: Eksempel p3 trigonometrisk regression. — Den fittede kurve
er y = —2.0 4+ 30.8 cos(2rt) — 11.7sin(2nt). '

'svarende til hhv. cos(2% ft), sin(27 ft), konstanten 1 og y. Det betyder
at f.eks.

n

SPy = ) cos(2mft:)yi,
=1

SP, = ) sin’(2rft),

i=1
SP,, = Zcos(?wft,-).
i=1

Med disse betegnelser kan estimationsligningerne skrives saledes:

nfo+ SPicBi + SPuB: = SPy,
SPC]EO + SPccBl + SPcaE2 = SPcy
SPle;O + SPscBl + SP53§2 = SPay-
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3.3 Frihedsgrader

Regressionsanalyse gar — i lighed med mange andre statistiske metoder
— i en vis forstand ud pa at splitte den “information” der er indeholdt
i observationerne y;,¥2,...,Ys Op i en systematisk del (her i form af
en funktionel afhzengighed -af en forklarende variabel z) reprasenteret
ved parameterestimaterne ﬁo,ﬁl, ... og en tilfeldig del reprasenteret
ved residualerne €y,¢€,,...,6,. Jo mere “information” den statistiske
metode placerer i estimaterne, jo mindre bliver der tilbage til residua-
lerne.

I den simple lineare regressionsmodel er opsplitningen af y i en sum af
noget systematisk og en rest '

vi = fotaBy+yi—(Bo+aib)

-~ - .
i &

hvor €;.€3,....€, er de empiriske residualer. Man kunne sige at
Y1, Y2, - - -, yn indeholder n “stykker information”, forstaet pa den made
at de n y-er hver iszer kan variere frit uafhangigt af de andre — man
taler om at der er n frihedsgrader. Disse n frihedsgrader bliver delt op i
to frihedsgrader til de to estimater plus n —2 til de empiriske residualer.
Det sker ud fra et reesonnement om, at hvis man legger sig fast pa at
estimaterne [y og 3; skal have nogle bestemte vardier, sa kan y-erne
ikke lzengere variere helt frit, idet det nemlig da vil vare sadan, at nar
man har valgt n — 2 af dem, sa er de sidste to automatisk givet ud fra
kravet om at estimaterne skal have bestemte vardier. (Se ogsa Opgave
3.4.)

Den generelle regel er, at forskellen mellem antallet af observationer og
antallet af estimerede parametre i regressionsmodellen bliver antallet af
frihedsgrader. 1 den simple linezre regressionsmodel er der eksempelvis
n — 2 frihedsgrader, og i den kvadratiske regressionsmodel (3.1) er der
n — 3 frihedsgrader.

3.4 Hvordan ggr man med ISP

Polynomiel regression

Det er ganske let at fitte polynomier med ISP. Her forklares som eksem-
pel hvordan man fitter en andengradsfunktion, dvs. en model af formen
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(3.1). Antag at x og y er ISP-vektorer af l&ngde n indeholdende hhv.
z-verdierne og y-vardierne. Man gar sa frem i to skridt:

1. Der skal oprettes et ISP-array med to sgjler og n rakker. Den
forste sgjle skal indeholde z-vaerdierne (den skal vere lig x), den
anden sgjle skal indeholde z2-vardierne. Et siddant array kan
f.eks. oprettes med ISP-kommandolinien

ISP>>glue/axis=2 x (x**2) > x2

Her far det nye array navnet x2.

(8]

Dernzst benyttes regress med det nye array som fgrste argu-
ment og y som andet:

ISP>>regress x2 y

I regress-udskriften kommer der tre coef-vardier. Den sidste
herer til konstantleddet og de to andre hgrer til hhv. den forste og
den anden af sgjlerne i x2-arrayet (dvs. til = og 2% i nervarende
eksempel). ' '

Trigonometrisk regression

Det er ganske let at fitte trigonometriske funktioner med ISP. Her
forklares som eksempel hvordan man fitter en model af formen (3.3).
Antag at t og'y er ISP-vektorer af l&ngde n indeholdende hhv. tiderne
og y-verdierne. Man gar sa frem i to skridt: '

1. Der skal oprettes et ISP-a.rray med to sejler og n rakker. Den
forste sejle skal indeholde cos(2r ft)-veerdierne, den anden sajle

sin(2x ft)-veerdierne. Et sadant array kan f.eks. oprettes med ISP-
kommandolinien ‘

ISP>>glue/axis=2 (cos(2*pi*f*t)) (sin(2*pisfs*t)) > x2

Her far det nye array navnet x2.

2. Dernast benyttes regress med det nye array som forste argu-
ment og y som andet:

ISP>>regress x2 y



34 KAPITEL 3 .

I regress-udskriften kommer der tre coef-vardier. Den sidste
herer til konstantleddet og de to andre hgrer til hhv. den forste
og den anden af sgjlerne i x2-arrayet (dvs. til cosinusleddet hhv.
sinusleddet i narvarende eksempel).

Outliers

Ofte kan man pa en tegning klart se om et bestemt punkt falder uden
for det almindelige mgnster, dvs. om det er en outlier. Hvis der er
mange punkter kan det vare vanskeligt at identificere det pagaldende
punkt, og sa kan man udnytte ISP’s muligheder for interaktivt at satte
‘labels’ pa udpegede punkter i et plot. )
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3.5 Opgaver

Opgave 3.1: Pattedyrs legemsvaegt og hjernevaegt

Man kunne umiddelbart forestille sig at store dyr har en stgrre hjerne
end sma dyr — eller maske er det de mere intelligente dyr der har de
store hjerner? Tabel 3.1 opregner den gennemsnitlige legemsvagt og
den gennemsnitlige hjernevagt for et antal pattedyr. Dyrene er ordnet
efter legemsvaegt.-

Opgaven gar ud pa at undersgge hvordan hjernens vagt athaenger af
legemsveaegten.

Indlees dataene med kommandoen getdata (data-navn hjerne); der
oprettes de to datavektorer hv og 1v indeholdende henholdsvis hjerne-
veegt og legemsvaegt, samt et array dyr som indeholder navnene?

1. Lav et scatterplot af hjernevagt mod legemsvagt.?

2. Hvordan ser det ud hvis man tager logaritmen til hjernevaegt og
til legemsveegt? Fit en ret linie og indtegn den.

Tip: Det kan vaere spendende at kunne identificere de enkelte punkter.
Klik pa LaBELs-feltet pa grafik-skeermen; flyt cursoren (der er blevet
til et kvadrat) hen pi et datapunkt og klik pa venstre museknap;
derved fir man dyrets nummer at se. Man kan fa dyrets navn at
se ved at angive makroen dyr som et tredie inputargument til gscat
nar man tegner punkterne. Hvis f.eks. 1nhv og 1nlv er logaritmen til
henholdsvis hv og 1v, sa skal man kalde gscat sadan:
ISP>>gscat 1nlv 1lnhv dyr .

s

3. Nogle biologer mener at der kunne tankes at gelde en relation af
typen

hjerneveegt = konstant - legemsvaegt?/3. (3.4)

Begrundelsen skulle veere at hjernens storrelse og dermed vagt er
proportional med dyrets overflade (der skal veere nerveforbindel-
ser ud til alle punkter pa overfladen), hvorimod legemets vagt er
proportional med dyrets rumfang. Da overflade er porportional
med rumfang?/® nar man alt i alt til (3.4).

!Dette array kan udskrives med print /char dyr.
2Dvs. med legemsvaegt som z og hjernevaegt som y.
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Tabel 3.1: Legemsvagt og hjernevaegt for 62 pattedyrearter.

legemsvagt (kg) ﬁjernevagtf(g)

afrikansk elefant
asiatisk elefant
giraf

hest

ko

okapi

gorilla

svin

®sel

brasiliansk tapir

© Jaguar

grasel

" menneske

kempebaltedyr
far

chimpanse
graulv

kenguro

ged

radyr

bavian
husarabe
rhesusabe
vaskebjgrn

rgd raev

gren marekat
gulbuget murmeldyr
klippegraevling®
nibzltet beeltedyr
pungodder
polarrav

kat
myrepindsvin
kanin

6654.000
2547.000
529.000
521.000
465.000
250.000
207.000
192.000
187.100
160.000
100.000
85.000
62.000
60.000
55.500
52.160
36.330
35.000
27.660
14.830
10.550
10.000
6.800
4.288
4.235
4.190
4.050
3.600
3.500
3.500
3.385
3.300
3.000
2.500

5712.00
4603.00
680.00
655.00
423.00
490.00
406.00
180.00
419.00
169.00
157.00
325.00
1320.00
81.00
175.00
440.00
119.50
56.00
115.00
98.20
179.50
115.00 -
179.00
39.20
50.40
58.00
17.00
21.00
10.80
3.90
44.50
25.60
25.00
12.10

(fortszettes)
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(fortsat)
art legemsvaegt (kg) hjernevaegt (g)
tregraevling? ' 2.000 12.30
nordamerikansk opossum 1.700 - 6.30
kuskus 1.620 . 11.40
genette 1.410 17.50
plump-lori 1400 12.50
baeveregern -~ 1.350 : 8.10
marsvin 1.040 5.50
afrikansk kampepungrotte 1.000 6.60
arktisk jordegern® 0.920 5.70
bgrstesvin . 0.900 2.60
pindsvin 0.785 3.50
klippegraevling® 0.750 12.30
grkenpindsvin . - 0.550 2.40
natabe 0.480 - 15.50
chinchilla o 0.425 6.40
rotte » 0.280 : -1.90
galago ~ . 0.200 - 5.00 .
muldvarpegnaver, 0.122 3.00
guldhamster 0.120 - 1.00
traespidsmus - 0.104 - 2.50
egern ' : 0.101 : 4.00
gstamerikansk muldvarp ' 0.075 - 1.20
stjernemuldvarp 0.060 1.00
bisamrotte ‘ 0.048 0.33
stor brun flagermus 0.023 0.30
mus ' 0.023 0.40
lille brun flagermus 0.010 0.25
lille korthalet spidsmus 0.005 0.14

3Procavia habessinica

4Dendrohyrax ,

5Citellus (Spermophilus) undulatus ablusus
6 Heterohyrax brucci
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1(a) Preecisér dette argument.

Tip: Hvis man havde et matematisk model-dyr som var kugle-
formet eller terningeformet, sa kunne man let finde bade dets
overflade og dets rumfang.

Hvad med “rigtige” dyr?
(b) Hvis (3.4) galder, hvilken sammenhaehg er der da mellem
logaritmen til hjernevaegt og logaritmen til legemsvagt?

(c) Hvordan harmonerer formodningen (3.4) med de observerede
data?

4. Hvordan finder man i almindelighed den bedste rette linie med
en given heeldning?

Find i det konkrete eksemple den bedste rette linie (i log-log fi-
guren) med heeldning 2/3 og indtegn den.

Opgave 3.2

‘Betragt folgende (til lejligheden konstruerede) dataseet, der skal illudere
den situation at man til bestemte velvalgte vardier af r har malt en
tilhgrende veerdi af y:

y T

9.8 -2
11.6 -1
14.9 0
16.2 1
17.5 2

1. Man ensker at bestemme bedste rette linie y = By + 25 til disse
data. Opskriv de tilhgrende estimationsligninger og lgs dem (med
handkraft).

2. Man gnsker desuden den bedste parabel y = 8y + 25, + 2%, til

disse data. Opskriv de tilhgrende estimationsligninger og lgs dem
(med handkraft).

3. Ville beregningerne veere blevet mere eller mindre besvarlige hvis
x5 havde varet 3 i stedet for 2 ? Hvorfor?
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4. Her er et talszt der minder meget om det fgrste:

y T
7098 -2
7116 -1
7149 0
7162 1
7175 2

Man har ganske enkelt ganget y-erne med 10 og lagt 7000 til.
Hvordan kan man udnytte denne sammenhang til let at be-
stemme den bedste rette linie og den bedste parabel til det nye
datasat, nar man kender svarene for det forste datasat?

5. Her er endnu et talsaet der minder meget om det forste:

Y X
9.8 38
'11.6 44 -
14.9 50
16.2 56
17.5 62

Denne gang har man ganget de oprindelige x-er med 6 og lagt 50
til. Hvordan kan man nu bestemme den bedste rette linie og den
bedste parabel nar man kender svarene for det forste datasaet?

Hvad kan man lere heraf?

Opgave 3.3: Vands str¢1ﬁningsforhold i en flod

I forbindelse med en undersegelse af vands stremningsforhold i en flod
har man pa et bestemt sted malt flowraten i forskellige dybder. Flow-
raten er den mangde vand der passerer et givet tveersnit af floden i et
givet tidsrum (sa den males altsa i f.eks. m® pr. m? pr. sekund). Tabel
3.2 viser sammenherende veerdier af vanddyhde og flowrate.

Opgaven er at give en simpel beskrivelse af sammenheangen mellem
flowrate og vanddybde.”

"Hydrologer kan sikkert opstille fornemme differentialligningsmodeller der be-
skriver denne sammenheeng, forudsat at flodens sider og bund ikke er alt for ure-
gelmassige. Det er slet ikke det vi er ude efter her. Statistikeren vil blot sege efter
en simpel beskrivelse af de empiriske data.

L]
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Tabel 3.2: Opgave 3.3: Flowraten i forskellige vanddybder.

dybde flowrate

0.34 0.636
0.29 0.319
0.28 0.734
0.42 1.327
0.29 0.487
0.41 0.924
0.76 7.350
0.73 5.890
0.46 1.979
0.40 1.124

1. Undersog forst talmaterialet uden at bruge ISP eller andre com-
puterprogrammer:

(a) Lav et scatterplot af flowrate mod dybde.

(b) Ser punkterne ud til at ligge pa en ret linie?
Beregn den bedste rette linie og indtegn den (det er altid
lettere at vurdere om punkter ligger omkring en bestemt
kurve nar man har kurve og punkter i samme tegning).

(c) Man kunne forestille sig at en andengradskurve ville give en
bedre beskrivelse af punkterne. Opstil og lgs de estimations-
ligninger der bestemmer den bedste andengradskurve.

(d) Indtegn den fittede andengradskurve.

o

Indlaes derefter tallene i ISP (med ISP’s input-kommando) og
foretag analysen ved hjelp af ISP:

(a) Lav et scatterplot af flowrate mod dybde.

(b) Beregn og indtegn den bedste rette linie.

(c) Beregn den bedste andengradskurve og indtegn den pa

samme figur som punkterne og den rette linie.

3. Skal man foretrakke andengradskurven fremfor den rette linie?
Hvorfor?

4. Hvad er konklusionen mht. sammenhangen mellem flowrate og

vanddybde?



Opgaver ' . 41

Opgave 3.4

Denne opgave skal belyse forskellige ting om frihedsgrader, se ogsa Af-
snit 3.3.

Vi kan tage udgangspunkt i felgende lille dataseet:

y T
9.8 1
11.6 2
14.9 3
16.2 4
17.5 3
Hvis man “regresser” y pa x far man regressionsligningen y = 8 + 2z.

Betragt nu det “omvendte” problem: Givet de fem z-veerdier og givet

at By skal veere 8
Y1,Y2,Y3-Ya- Ys |

1.

o

S

og at 3, skal veere 2, hvordan kan man sa velge

I det foreliggende problem er de fittede veerdier 7; kendte tal.
Udregn dem.

Estimationsligningerne (2.3) og (2.4) eller (2.5) og (2.6) skal veere
opfyldt — det er mest praktisk at arbejde med (2.3) og (” 4) (og

~de star pa side 15). I denne omgang er det ikke Sy og ﬁl der er-

de ubekendte, men derimod y;, y2, ¥3. ¥4, ¥s-

Skriv ligningerne op sa det fremgar at der er tale om to ligninger
med fem ubekendte. Gor rede for at man frit kan velge verdier
for tre af y-erne og at de to sidste y-ers veerdier sa kan og skal
bestemmes af de to ligninger. — Nar estimaterne er givne er der
5 — 2 = 3 frihedsgrader tilbage.

Man indferer det empiriske residual e; som e; = y; — 3;. I denne
opgave opfatter vi ¥y, y2, ¥3, y4, y5 som ubekendte, sa derfor bliver
ogsa €1, €. €3, €4, €5 at betragte som ubekendte.

Indsat y; = ¥ + e; i estimationsligningerne (2.3) og (2.4) (i den
udgave de har i denne opgave). Derved kommer der to ligninger
med de fem ubekendte e;, €,, €3, €4, €5. Hvordan kommer de til at
se ud? Sammenlign disse ligninger med ligningerne for y-erne.

Hvor mange af residualerne kan man velge frit? Hvor mange
frihedsgrader har residualerne?



Tabel 3.3: Opgave 3.5: Antal g pr. maned pr. hgne i USA.

- 1938 1939
januar 14.2 145
marts 17.0 16.8
maj - 141 14.4
juli 8.9 9.0
september 6.0 5.8
november 8.5 8.8

Opgave 3.5: Hons’ ®glegning

Hons legger ikke lige mange g pa alle tider af aret (de leegger natur-
ligvis flest omkring Paske!). I Tabel 3.3 er vist det gennemsnitlige antal
&g lagt pr. hene i USA i de ulige méneder i arene 1938 og 1939.8

1. Tegn et scatterplot der viser antal lagte &g som funktion af ti-
den (man kan f.eks. indfore en tidsvariabel ¢ der gar fra 0 til 11,
svarende til de 12 maneder).

2. Prov at fitte en model af typen (3.3) hvor frekvensen f er 1/6.

3. Indtegn den fittede kurve i det oprindelige scatterplot.

Sefter Report of the Bureau of Agricultural Economics, U.S. Dept. of Agriculture
on the Poultry and Egg Situation, March 1941.
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Normalfordelingen

Det' er karakteristisk for en statistisk model at den beskriver bade
den sakaldte systematiske variation og den tilfeeldige variation. 1 de
forbindelser der er omtalt i Kapitel 2 og 3, er “beskrivelsen af den
~ systemnatiske variation™ angivelsen af den kurve (ret linie eller parabel
osv.) som datapunkterne fordeler sig om. Beskrivelsen af den tilfeldige
variation er der ikke hidtil gjort noget ved.

I regressionsmodeller er det tanken at alt det tilfeldige skal vaere hen-
lagt til residualerne, som skal kunne siges at vare tilfzldige tal fra en
vis sandsynlighedsfordeling. Denne sandsynlighedsfordelings naermere
udseende er ikke uden interesse i forbindelse med forskellige vurderin-
ger af hvor godt modellen passer og i forbindelse med test af statistiske
hypoteser om modellens parametre. Da kan man nemlig veere interes-
seret i at sammenligne sine faktiske observationer med de andre mulige
observationer som man ogsa kunne have faet, og sandsynlighedsforde-
lingens rolle i modellen er netop at beskrive hvilke andre veardier man
ogsa kunne have faet i stedet for de faktisk foreliggende.

Undertiden vil man sege at beskrive den tilfeldige variation pa den
made, at man om residualerne antager at de er stokastisk uafhaengige
observationer fra en og samme normalfordeling. I sa fald ber visse
betingelser vare opfyldt:

1. De enkelte residualer ¢ skal taenkes at vaere tilfeeldige tal fra en og
samme sandsynlighedsfordeling, udtrukket stokastisk uafhangigt
af hverandre.

SV

Middelverdien i residualernes fordeling skal veere 0.

- 43
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Box 4.1: Definition af normalfordelingen
Normalfordelingen er bestemt ved sin sandsynlighedstathedsfunktion
hvori der indgir to parametre: en middelvardiparameter (eller positions-
parameter) der ofte betegnes u, og en variansparameter der ofte be-
tegnes o®. Sandsynlighedstathedsfunktionen for normalfordelingen med
parametre y og o er

o
fuor(z) = _._1___exp<_%(1'__’_)_>,

hvor z gar fra —oo til +00.
Parameteren ;1 bestemmer hvor pa talaksen fordelingen har sit centrum,
parameteren o? bestemmer hvor flad den er, se Figur 4.1.

3. Residualernes fordeling skal veere symmetrisk omkring 0.

4. De observationer y der er tale om skal vaere malinger pa en kon-
tinuert skala' hvis endepunkter ligger veek fra det omrade hvor
observationerne forekommer.

Punkt 1 betvder blandt andet, at det forhold at ét y tilfaeldigvis har
en bestemt afvigelse fra sin forventede verdi, ikke har noget at gore
med hvordan de evrige y-er nu tilfeeldigvis matte afvige fra deres. Me-
ningen med Punkt 2 er, at den systematiske del af modellen (den del
der specificerer “forventet veerdi”) netop skal tage hejde for alt det
systematiske.

Nar man har et sat virkelige observationer yi,y2,...,yn, plejer der
jo ikke at sta pa dem om de er normalfordelte, eller hvilke vardier
parametrene i givet fald har. Man er derfor nedt til ferst at estimere de
ukendte parametre og dernaest pa en eller anden made (eller gerne flere)
vurdere rimeligheden af at mene at observationerne faktisk stammer fra
en og samme normalfordeling. Dette sidste kan man blandt andet ggre
med histogrammer og fraktildiagrammer.

YEn kontinuert skala er en skala hvor i princippet enhver veerdi i et vist interval
kan forekomme.

Antalsobservationer er et eksempel pa observationer der ikke er pa en kontinuert
skala.
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Figur 4.1: Tathedsfunktioner for normalfordelinger med middelvaerdi 0
og varians hhv. 0.5, 1, 2, 4 og 8. :

Estimater over p og o?

Hvis man har besluttet sig for a‘t'yl,yg, ..., Yn €r et st observationer
fra en og samme normalfordeling, sa er der stadig det problem at finde
estimater for denne normalfordelings parametre. Der gelder:

¢ Estimatet over middelveerdiparameteren p er gennemsnittet

Dette estimat er et mindste kvadraters estimat (Opgave 2.1).

2

o Estimatet over variansparameteren o* er

n—1 i=1

dvs. den minimaliserede kvadratsum divideret med antallet af ffi-
hedsgrader. En grund til at dividere med antal frihedsgrader
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(n—1) og ikke med antal observationer (n) er, at man derved far
et sakaldt centralt sken over o2, dvs. et skon som i middel giver
den sande verdi (0?). ?

Histogrammer

Et histogram over et st observationer y;, ¥z, ..., yn fas pa den made at
man inddeler observationsaksen i et antal intervaller, gerne lige store,
og sa tegner rektangler hvis grundflader er disse intervaller og hvis
arealer er lig med den brekdel af observationerne som ligger inden for
det pagaldende interval. (Det samlede areal under histogrammet skal
veere 1.)

Histogrammet skal ligne tathedsfunktionen for den formodede sand-
synlighedsfordeling (her normalfordeling). Det er derfor en god idé at
indtegne denne fordelings tathedsfunktion i samme figur som histo-
grammet, se Figur 4.2

?Det matematiske reesonnement ser sadan ud: Der geelder at

n n

Yw-9 = Y (w~w+2s - =D+ -7)7)

izl i=]

D (g —p) = n(m—p)?.
=1
Ved at tage middelverdi fas heraf

EY (s-9° = Y E(y-p)?’—nEF-p)’
izl i=]

= nVar(y) — nVar(y)
= (n - 1)Var(y)

= (n-1)0?,

dvs.

l n Cn Y
E(n_lg(w—y}') = o
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Flgur 4.2: Hlstogram over kvadratroden af hgjden (malti 100 fod) af de
219 bergmteste vulkaner.® Den indtegnede kurve er tzthedsfunktionen for
den fittede normalfordeling.

Fraktildiagrammer
Nar man har et s@t observationer y;,ys, . . ., ¥n, 5& plejer man at benytte
betegnelsen y(1), y(2).- - ., Y(n) for de ordnede observationer, dvs y-erne

stillet op 1 reekkefolge (den mindste veerdi ferst).

Nu er det sadan. at hvis alle de observerede y-er er forskellige, s& er
brekdelen (i —1)/n af observartionerne strengt mindre end y(;) og brek-
delen 7/n af dem mindre end eller lig med y;). Som et kompromis kan
man sa sige at brekdelen (7 — 0.5)/n af dem er mindre end y;). Punk-

terne
1—0.5 _ ;
(y(i)7 ), 1=1,2,...,n,
n

kan derfor opfattes som punkter pa den empmsl\e (kumulerede) forde-
lingsfunktion.

3Citeret efter P. Tukey (1977): Exploratory Data Analysis. Reading, Mass.:
Addison-Wesley. ,
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0.00 }

-2.00 ¢

=400 by =100 000 100 700

Figur 4.3: QDverst: Punkter pi en empirisk fordelingsfunktion, samt for-
delingsfunktionen for den fittede normalfordeling. Nederst: Det tilsva-
rende fraktildiagram.

Abscisseaksen er i begge tilflde “observationsaksen”. Enhederne pa ordi-
nataksen er i den gverste delfigur sandsynlighed, i den nederste de sikaldte
probits (‘probability units'), dvs. antal standardafvigelser fra middeltallet.

Hvis observationerne y;.ys,...,y, faktisk stammer fra en normalforde-
ling med middelvardi i og varians o2, s& skal den empiriske fordelings-
funktion ligne denne normalfordelings kumulerede fordelingsfunktion.
(1 praksis kender man sjzldent de teoretiske parametre u.og o2, sa
man ma erstatte dem med § og s%.) Derfor kan man finde pa at lave
en tegning, der dels indeholder de n punkter pa den empiriske for-
delingsfunktion, dels fordelingsfunktionen for normalfordelingen med
middelveerdi § og varians s?, se Figur 4.3, gverste halvdel. Imidlertid
kan det vare vanskeligt at vurdere hvordan nogle punkter fordeler sig
omkring en krum kurve, sa derfor ger man det at man transformerer
ordinataksen pa en sadan made at den krumme kurve bliver til en ret
linie, hvorved man far et sakaldt fraktildiagram, se Figur 4.3.

Den funktion man skal transformere ordinataksen med er funktionen
®-1, som er narmere beskrevet i Box 4.2; funktionen er tabelleret i
statistiske tabelvaerker og er en standardfunktion i statistikprogrammer
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Box 4.2: Fraktiler i normalfordelingen. ¢!
Funktionen ®~! er den omvendte funktion til ®, som er den kumulerede
fordelingsfunktion for normalfordelingen med middelvaerdi 0 og varians 1,

dvs. ®(y / foa(u)du. Man har ikke noget eksplicit udtryk for ®-1.

Funktionen @ er defineret for alle tal mellem 0 og 1. Tallet y, = &~!(p)
er den sdkaldte p-fraktil i normalfordelingen med middelvaerdi 0 og vari-
ans 1, dvs. y, er den granse til venstre for hvilken br¢kdelen (fraktionen)
p af sandsynlighedsmassen ligger.

til computere.

Punkterne i fraktildiagrammet er altsa

(v @7 (=2)) =12

Den rette linie som disse punkter skal ligge omkring, forudsat at y-erne
er observationer fra en normalfordeling med middelveerdi . og varians
o2, er den linie som gar gennem (4, 0) og som har haldningskoefficient
. 1/o (dvs. den gar gennem (u — 20, —2) og (¢ + 20,2).

1 pralmis tegnes flal\ti]diaglammel enten ved hjalp af en computer, eller
pa sandsynlighedspapir, eller p& millimeterpapir idet man beny tter en
tabel over funktionen ¢-1. :

4.1 Hvordan ggr man, iszer med ISP

Histogrammer

Et histogram over observationer yj, y2,. ...y, fremstilles efter folgende
opskrift: :

1. Bestem antal delinterva]]er.

2. Bestem delepunkterne (det er praktisk at der ikke er sammenfald
mellem observationer og delepunkter).

3. Tel op hvor mange observationer der er i hvert interval.

4. For hvert interval udregnes det tilhgrende rektangels hgjde. Hvis
der er a observationer i et interval af leengde [, sa skal hgjden
vere a/nl.
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5. Tegn 7hist<:)gra.rrnmet.

6. Hvis observationerne formodes at veere normalfordelte, kan man
desuden indtegne tethedsfunktionen for normalfordelingen med
middelvardi § og varians s '

I ISP er det letat tegne histogrammer, idet der er en makro histo der
gor arbejdet. Man behgver blot skrive ISP-kommandolinien

ISP>>histo y

for at fa et histogram over dataene i vektoren y. @nsker man et histo-
gram med udfyldte sejler, skal man tilfgje /hty=f. Onsker man at fa
indtegnet den i Punkt 6 omtalte kurve, skal man tilfeje /cur=y. (Bru-
geren kan 1 evrigt selv bestemme bade den indtegnede normalfordelings
parametre og antallet og placeringen af intervallerne, samt farver, over-
skrift og akselabels. Se online-hjelpen.)

Fraktildiagrammer

Et fraktildiagram over observationer y;,ys,...,y» kan fremstilles efter
felgende opskrift:

1. Dan de ordnede observationer y(1y, ¥(2)s- - - ¥(n)-

(]

. Udregn tallene u; = @‘l(i:nﬂ'i), 1=1,2,...,n.

3. Tegn punkterne (y(;), u;).
4. For lettere at kunne afgore om punkterne ligger pa en ret linie.
indtegnes den rette linie svarende til normalfordelingen med mid-

delveerdi ¥ og varians s?, dvs. den linie som gér gennem (7,0) og
som har heldning 1/s.

Hvis man benytter sandsynlighedspapir er fremgangsmaden lidt ander-
ledes:

1. Dan de ordnede observationer y(), ¥(2),- - -+ Yn)-

2. Afsat punkterne (y;). ",?"5), 7 = 1,2,...,n (man skal benytte

procentskalaen pa ordinataksen).
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3. For lettere at kunne afgare om punkterne ligger pa en ret linie,
indtegnes den rette linie der svarer til normalfordelingen med mid-
delveerdi § og varians s, dvs. den linie som gar gennem punktet
(7,50%) og har haeldning 1/s nar man benytter den akvidistante
ordinatskala.

Med ISP kan man danne de ordnede observationer med sorteringskom-
mandoen sort (se Introduktion til ISP), og der er en ISP-funktion
gauqu() der udregner &1, sa det er ret let at fa ISP til at fremstille
et fraktildiagram. Der er dog ogsa en feerdig makro fraktil. Et frak-
tildiagram for observationerne z fas ganske enkelt ved

ISP>>fraktil z

* Hvis man tilfejer /lin=y indtegnes den tilsvarende rette linie. (Bruge-
ren kan i ovrigt selv veelge farver for punkter og linie, samt plottype
for punkterne, se online-hj®lpen.)

Middeltal og standardafvigelse

ISP har funktionerne mean() og sdv() der udregner middeltal (gen- -
nemsnit) og standardafvigelse (‘standard deviation’). Hvis man f.eks.
vil have beregnet og udskrevet middeltal, standardafvigelse og varians

af w, kan det gores med

| ISP>>print (mean(w)) (sdv(w)) (sdv(w)*x2)

Bemark at hvis w er et array med r rakker og ¢ sgjler, sa udregnes
middeltal osv. sejlevis. dvs. resultaterne bliver arrays med 1 rakke og
s sojler.
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4.2 Opgaver
Opgave 4.1
I begyndelsen af kapitlet er n@vnt nogle betingelser der helst skal vaere

opfyldt, hvis man vil beskrive et observationsszt som varende en stik-
preve fra normalfordeling:

¢ Observationerne skal veare pa en kontinuert skala.

o Observationerne skal veere fremkommet af den samme “tilfeeldig-
hedsmekanisme” og uafhaengigt af hinanden (de skal, som man
siger. veere stokastisk uafhangige og identisk fordelte).

e Observationerne skal fordele sig svmmetrisk omkring et vist ni-
veau.

Ofte tillader man sig nu at antage at et szt observationer stammer fra
en normalfordeling, hvis der blot ikke er vasentlige argumenter imod
denne antagelse!

Diskutér om betingelserne er opfyldt for dataszt som de nedenfor anty-
dede. Kan man tillade sig at antage at datasaettene er normalfordelte?
Hvis ikke, hvad er sa de vaesentligste grunde dertil?

1. Bredden af kraniet pa 20 toarige grenlandske sneharer fanget ved
Sendre Stremfjord en bestemt sommer.

2. Vindstyrken kl. 12 pa en bestemt lokalitet pa 50 pa hinanden
folgende dage.

3. Vagten af 100 tilfldigt udvalgte sild landet i Gilleleje en bestemt
dag.

4. Koncentrationen af NO, kl. 16.30 ved Nerreport Station hver dag
1 november maned.

5. Hestudbyttet pa hver af 10 forspgsparceller (a 500 m?) med en ny
sort vinterbyg.

6. Veagten af leveren 1 27 fem uger gamle forspgsmus.

7. Antal nyregistrerede AIDS-tilfeelde i Danmark i hver af 12 pa
hinanden fglgende mandeder.
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8. Antal nyregistrerede leukzemi-tilfelde i Danmark i hver af 12 pa
hinanden felgende mandeder.

9. Levetiden af 50 elektriske 40W perer af samme fabrikat.

10. Det arlige antal trafikulykker i Kebenhavn og Frederiksberg kom-
muner hvor cyklister er indblandet, for hvert af arene 1980-1990.

- Opgave 4.2: Kviksglv i svardfisk

Sveerdfisk kan veere en kulinarisk oplevelse, men de er sundest nar de
ikke indeholder alt for mange tungmetaller. I en undersggelse af sveerd-
fisk pa det amerikanske marked har man malt kviksglvindholdet i 115
 tilfeeldigt udvalgte svaerdfisk og faet resultaterne i Tabel 4.1.4

Ifolge de amerikanske sundhedsmyndigheder ber (burde) konsumfisk
ikke indeholde over 1 ppm kviksglv. Den fisk der szlges via de autori-
serede salgskanaler kan man kontrollere (med stikprgvekontroller), og
man kan sa kassere de partier der indeholder for meget kviksglv. Imid-
lertid seelges der ogsa en del fisk uden om kontrolmyndighederne — i
USA regner man med ca. 25%. Man_er interesseret i at vide, hvordan
man skal vaelge kassationsgransen for de 75% kontrollerede fisk for at:
opna, at gennemsnitsindholdet af kviksglv i de fisk der nar frem til for-
brugeren bliver 1 ppm (eller derunder). Hvis man skal kunne beregne

denne greense, er man nodt til at kende fordelingen af kviksglvindhold
1 sveerdfisk.

1. Det ville vaere bekvemt hvis observationerne kunne beskrives ved
en normalfordeling, sa det skal underspges:

(a) Udregn estimaterne 7 og s over p og o2

(b) Tegn et histogram over kvikselvindholdet i de 115 sveerd-
fisk. Indtegn (skitsemassigt) den fittede normalfordelings-
teethed (dvs. taetheden for normalfordelingen med parametre
¥ og s%).

(c) Tegn et fraktildiagram (f.eks. pa sandsynlighedspapir). Ind-
tegn den rette linie der svarer til den fittede normalfordeling.

o

Los spergsmal 1 med ISP.

Tip: Dataene kan indleses med kommandoen getdata (data-navn
svfisk). — Benyt ISP’s online hjelp for at se hvilke parametre der
kan gives til kommandoerne histo og fraktil.

4Lee & Krutchkoff (1980): Mean and variance of partlallv-truncated dlstnbu-
tions. Biometrics 36, 531-6.
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Tabel 4.1: Opgave 4.2: Kviksglvindhold (ppm) i 115 svardfisk, de ord-
nede observationer.

0.05 0.07 007 0.13 013 019 024 025 028 032
039 045 046 053 054 056 060 060 061 0.62
065 071 072 075 076 0.79 0.81 081 0.82 082
0.82 0.83 0.83 083 084 085 089 090 0.91 0092
092 093 095 095 097 097 098 100 1.00 1.01
102 104 105 1.05 108 110 112 112 114 114
‘115 116 120 120 120 120 1.20 121 1.22 1.25
125 126 127 127 129 129 129 129 130 131
132 132 137 137 139 139 140 140 141 142
143 144 145 154 154 158 158 160 160 1.62
162 166 166 168 169 172 174 185 189 196
206 210 223 225 272 '

3. I den oprindelige analyse af tallene gik man ud fra at kvikselv-
koncentrationen i sveerdfisk var logaritmisk normalfordelt, hvilket
betyder at logaritmen til koncentrationerne er normalfordelt.

Diskutér denne formodning.

Opgave 4.3

Histogrammer og fraktildiagrammer kan benyttes for at vurdere om et
dataseet kan opfattes som observationer fra en og samme normalforde-
ling. Men hvor meget skal histogrammet afvige fra den “rigtige” form
og hvor meget skal fraktildiagrammets punkter afvige fra en ret linie
for man ma forkaste normalfordelingsantagelsen? For at fa en idé om
det kan man preve at lade ISP simulere stikprover af n normalfordelte
tilfzeldige tal og se hvordan histogrammerne og fraktildiagrammerne for
de enkelte stikprever ser ud.

Fremstil histogrammer (plus normalfordelingstatheden) og fraktildia-
grammer (plus den rette linie) for stikprever bestaende af n tilfzldige
tal fra normalfordelingen med middelveerdi 0 og varians 1, for forskellige
veerdier af n, f.eks. n = 10,50,100. Lav f.eks. fem af hver slags.

Tip: ISP-funktionen gauss() frembringer tilfzldige normalfordelte tal med
middelveerdi 0 og varians 1. Hvis man skriver u=gauss(array(10)) bliver
u et array indeholdende 10 tilfaldige normalfordelte tal.
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I stedet for at skrive de samme kommandolinier et stort antal gange kan
man eventuelt lave en lille makro der genererer de tilf=ldige tal og tegner
histogram og fraktildiagram. Man kan indlese en sidan makro kaldet tegn
pa folgende made:

ISP>>input /macro > tegn
m>local u
m>getarg ’'n’ > n
m>u = gauss(array(n))
m>histo /cur=y u

- m>fraktil /lin=y /pch=* u
m>return
m>
ISP>>

Makroen skal kaldes med et argument som er den enskede veerdi af n, altsa
f.eks. tegn 50. '

Opgave 4.4

Nar man har en stikprove af tilfzldige tal fra en normalfordeling hvis
teoretiske middelveerdi er p. sa vil gennemsnittet (den empiriske mid-
delveerdi) af tallene i stikproven ligge teet pa u, men man kan ikke ga
ud fra at det er eksakt lig med p. Dette forhold skal illustreres i denne
opgave, der gar ud pa at beregne gennemsnittet 7 for hver af et antal
stikprover og undersoge hvordan disse gennemsnit fordeler sig.

1. Lav en 49 x 50-matrix a af tilfaldige normalfordelte .ta‘l med mid-
delveerdi 0 og varians 1 med ISP-kommandolinien

ISP>>a = gauss(array(49,50))

Tank pa hver sojle i a som en stikprove med 49 observationer.

Funktionen mean() udregner gennemsnittene i hver sgjle og an-

bringer dem i en 1 x 50-matrix; denne kan laves om til en vektor
. med funktionen vec, sa kommandolinien

ISP>>gns = vec(mean(a))

vil bevirke at gns bliver en vektor indeholdende de 50 gennemsnit.

o

Tegn et histogram over de 50 gennemsnit i gns. — Hvert af
tallene i gns er et estimat over den sande middelverdi u = 0.
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"3. Udregn gennemsnittet af de 50 gennemsnit i gns. — Dette gen-
nemsnit ber i endnu hgjere grad vaere lig 0.

4. Standardafvigelsen er pr. definition kvadratroden af variansen.

Udregn standardafvigelsen af de 50 verdier i gns (benyt ISP-
funktionen sdv()).

Man kan bevise at standardafvigelsen pa gennemsnittet af n
observationer er lig 1/y/n gange standardafvigelsen o pa en
enkeltobservation.® I vores tilfzlde er o lig med 1 og n = 49,
sa middelfejlen er 1/7. Stemmer det nogenlunde overens med den
beregnede standardafvigelse?

SStandardafvigelsen pa gennemsnittet kaldes ofte for middelfejlen pa gennem-
snittet.



Kapitel 5

En statistisk regressionsmodel

I Kapitel 2 har vi beskeftiget os med regressionsmodellen
yi = BO+~Ti/31+$is i=1925"'sn

hvor y;,¥2,...,yn er observationerne, x;,z3,...,x, er de tilsvarende
veerdier af den forklarende variabel, By og B; er to parametre der be-
skriver den systematiske del af variationen, og ¢;,¢2,..., ¢, er de teore-
tiske residualer som udtrykker den tilfzldige variation. Modellen bliver
til en statistisk model hvis vi udvider den sa at den ogsa modellerer
den made hvorpa residualerne varierer tilfzeldigt. Man benytter ofte.en
normalfordeling til at beskrive denne tilfzeldige variation.

Den statistiske model for simpel linezr regression med normalfordelte
fejl er ' '

yi = [30+in,’3,+€,',. 1=1,2,...,n

hvor z-erne og y-erne og f-erne er som hidtil, og hvor det om residu-
alerne ¢y, ¢,,...,€, havdes, at de er stokastisk uafhaengige tilfeeldige
tal fra en og samme normalfordeling med middelveerdi 0 og varians o2.
Almindeligvis er variansparameteren o2 ukendt, si alt i alt er der de
tre ukendte parametre 3o, 3, og o2.

Parametrene 3y og 3; estimeres som hidtil ved de verdier Bo og E]
n 2
der minimaliserer residualkvadratsummen Z (y; - (B + x,ﬂl)) . Va-

=1

riansparameteren o2, der skal beskrive storrelsen af y-ernes tilfeeldige
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variation omkring regressionslinien, estimeres ved

oo ) o1

hvor ¥; = Bo + z:5. Variansskgnnet s? er altsa den faktiske residual-
kvadratsum divideret med antallet af frihedsgrader.

I forhold til de tidligere kapitler indeholder denne statistiske model en
ekstra antagelse, nemlig at residualerne folger en bestemt sandsynlig-
hedsfordeling. Til gengzld for denne ekstra antagelse kan man sa ogsa
gore flere ting med modellen: man kan blandt andet foretage forskel-
lige former for modelkontrol, og man kan fa en idé om hvor pracise
estimaterne 3, og f3; er.

5.1 Residualer

Den statistiske model gar ud fra at de teoretiske residualer &1, ¢2,... .6
er stokastisk uatheengige og normalfordelte med middelvardi 0 og va-
rians o2. Imidlertid kender vi ikke de teoretiske residualer, kun de

empiriske residualer ¢; = y; — y;, 1= 1,2,....n.

Som forklaret i Kapitel 2 vil de fittede veerdier ¥y,%2,...,y, opfylde
estimationsligningerne (2.3) og (2.4) (side 15). Hvis man i hver af disse
ligninger flytter venstresiden over pa den anden side af lighedstegnet
og benytter definitionen pa e-erne, far man

n
0 = Ze,-,
i=1
n

0 = Zx,-e,-.

i=1

Der er altsa lagt to band pa residualerne €;,¢€,,...,€,, og derfor far
residualkvadratsummen n — 2 frihedsgrader, se evt. Opgave 3.4. De to
ligninger viser ogsa, at de empiriske residualer ikke er uafhangige af
hinanden.

Antagelsen om at de teoretiske residualer €;,¢,...,€, er stokastisk
uafhaengige tilfzeldige tal fra normalfordelingen med middelveaerdi 0 og
varians o2 medferer desuden, at hvert e; vil vere normalfordelt med
middelvaerdi 0 og med en bestemt varians, som er lidt mindre end o2.
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Box 5.1: En regneregel for varianser
Hvis € er en stokastisk variabel med varians 0? og a og b er konstanter,
s3 har ac + b varians a?0”:

Var(ae + b) = a*Var(e).

Standardafvigelsen pa ac + b er dermed |ao.

Hvis man skriver op hvordan de empiriske residualer ey, e,,..., e, eks-
plicit afhenger af y;,y2,...,yn eller af €1, €9,...,€, 0g dernaest benytter
regnereglerne for varianser (Box 5.1), vil man kunne udlede udtryk for
e;-ernes varianser og kovarianser. Det vil vi ikke gore her. Vi vil blot
navne, at man plejer at skrive variansen pé e; som (1 — h;)o?, hvor A;
i tilfeeldet simpel linezer regression er

V .. )2
h; = l_*__w

n n

(:rj-—:T')2 '

I=1

og i andre tilfeelde mere indviklet.

Nar e; har varians (1 — h;)o?, har storrelsen e;/((l'é h;)o?)!/2 varians 1.
I residualundersogelser benyttes derfor ofte de sikaldte standardiserede
residualer ‘
' €
“ T e (%3)
€

(1 = hy)2s

der har middelvaerdi 0 og en varians der er cirka 1.

5.2 Residualundersggelse

Residualunderspgelser er et vigtigt led i modelkontrollen ved alle slags
regressionsanalyser. Man plejer at fremstille residualplots hvor man
plotter residualerne (de rigtige eller de standardiserede) mod forskellige
sterrelser, f.eks.

o et indexplot, dvs. et plot af punkterne (7,¢;), i =1,2,...,n,
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o et plot af residualerne mod den forklarende variabél, dvs. et plot 7
af punkterne (z;,¢;), 1 =1,2,...,n,

o et plot af residualerne mod de fittede veardier, dvs. et plot af
punkterne (3;,¢;), ¢t =1,2,...,n. !

Hvis modellen giver en tilstrzkkelig god beskrivelse af observationerne,
sa skulle alle disse plots vise punkter der fordeler sig tilfaldigt omkring
linien e = 0.

Endvidere kan man for at kontrollere normalfordelingsantagelsen lave
histogrammer og fraktildiagrammer over de standardiserede residualer:

5.3 Hvordan ggr man med ISP

1. Den estimerede standardafvigelse s hedder sigma i udskrifterne
fra regress.

(3]

Residualerne far man udregnet ved pa regress-kommandolinien
at tilfoje et > (som skal komme efter navnene pa de arrays der
skal “regresses”) og til hojre herfor skrive re: efterfulgt af navnet
pa den ISP-vektor hvor residualerne skal anbringes, f.eks.

ISP>>regress x y > re:res!

(se ogsa Introduktion til ISP).

3. De fittede vaerdier ¥1.%2. - . - , ¥ udregnes allerlettest ved hjelp af
formleny = y —e. '

4. De ovenfor omtalte h;-er der skal bruges i formlen for de standar-
diserede residualer fas ved til hgjre for > at skrive dh: efterfulgt
af navnet pa den ISP-vektor hvor de skal anbringes; desuden skal
man tilfgje /bmat=y .

Eksempel: Kommandolinien

ISP>>regress xy > re:resl dh:h /bmat=y

'Bemeark at man almindeligvis ikke plotter residualerne mod de observerede
veerdier, se Opgave 5.5.
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bevirker at der foretages lineer regression af y pa x, at residua-
lerne anbringes i resi og at h-vardierne udregnes og anbringes i
arrayet h.

Bemerk at y i /bmat=y star for yes; det har ikke noget med
regressionsanalysens y at gere. Bemerk ogsa at dh:h ignoreres
hvis man glemmer/udelader /bmat=y.

5.4 Opgaver

Opgave 5.1

Betragt folgende datasat der er sa lille at man kan analysere det uden
brug af computer:

] T
149 .
11.6 -1
16.2

9.8 -2
17.5 2

Hvis man “regresser” y pa x far man regressionsligningen y = 14 + 2z.

W

Udregn residualerne ¢; = y; — ;.
5 5
3. Eftervis at Z €; 0g Z x;e; begge er 0. -
=1 =1
4. Udregn residualkvadratsummen og variansskgnnet s2.

5. Tegn de forskellige residualplots der er omtalt i Afsnit 5.2

Opgave 5.2

I denne opgave arbejder vi videre med Forbes’ data fra Opgave 2.3
(side 23). Benyt logaritmen til lufttrykket. Det er ikke ngdvendigt at
omregne tallene til moderne maleenheder (hvorfor?).

1. Tegn et indexplot af residualerne.

Hvilke slags afvigelser fra modellen kan et indexplot afslgre?
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2. Tegn et p]bt af residualerne € mod .2:,
Hvilke slags afvigelser kan det afslgre?

Prov ogsa -at lave regression af lufttrykket selv pa kogepﬁnktet,
og lav et residualplot. ' '

3. Tegn et plot af residualerne e; mod de fittede vardier ;.

I nogle situationer er det sddan, at stgrrelsen af den tilfaeldige
variation afh@nger af den forventede vaerdi af y (dvs. der er ikke

varianshomogenitet). Det kan maske afslgres med denne type plot
(hvordan?). '

Opgave 5.3

Lav plottene i Opgave 5.2 med standardiserede residualer i stedet for
“almindelige™ residualer. Er der nogen synlig forskel?

Opgave 5.4

I Forbes-dataene er der (som det formentlig efterhanden er blevet klart)
et misteenkeligt datapunkt. Fjern det og gentag Opgaverne 5.2 og 5.3.
Tip: 1 ISP kan man udelade et (eller flere) datapunkter fra analysen ved
at sette en af koordinaterne (eller dem alle) til “manglende vardi”, der i
ISP kan skrives ?. Her vises én made at gore det pa (i Forbes-eksemplet),
hvorved selve datavektorerne ikke edelagges:

ISP>>minus = O*kp # en O-vektor af samme lazngde som kp
ISP>>minus(12) = 7 # vardi nr. 12 szttes til ?
ISP>>regress (kp+minus) (log(tr))

Opgave 5.5
Denne opgave gar ud pa at lave residualundersggelser i en situation
hvor man véd at modellen er rigtig — fordi man selv har lavet tallene!

Lav med ISP en vektor x indeholdende 10 0-er, 10 4-er, 10 8-er og 10
12-er. Lav dernzest en vektor y efter opskriften y = 5+ z 4+ ¢ hvor
€1,€2,...,€640 er tilfeeldige normalfordelte tal med middelvaerdi 0 og
varians 4.

Tip: En ukompliceret made at fremstille x pa er

ISP>>x = array(40)

ISP>>x(11:20) = 4
ISP>>x(21:30) = 8
ISP>>x(31:40) = 12
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Tabel 5.1: Vedr. Opgave 5.6.

y I

) -2
Y2 -1
Y3 0
Ya 1
Ys 2

De tilfeeldige tal fremstilles med ISP-funktionen gauss() der leverer normal-
fordelte tal med middelveaerdi 0 og varians 1. Ved at gange dem med 2 far
man tilfeldige tal med varians 22 = 4. Eksempelvis kan man gere sadan:

ISP>>y = 5 + x + 2*gauss(x)

Foretag nu regressionsanalyse af y pa z og find residualerne. Lav de
forskellige residualplots som er omtalt i Afsnit 5.2.

Et af de foreslaede plots er et plot af residualerne mod de fittede veer-
dier. Prov at lave et plot af residualerne mod de observerede vaerdier.
Hvorfor ser det ud som det gor?

Opgave 5.6

Denne opgave gar ud pa at undersgge hvordan forskellige stgrrelser
afheenger af observationerne y;,y, . .., yn, sa derfor figurerer y-erne som
bogstaver. medens vi bruger talvardier for z-erne (for at gere det lidt
nemmere).

Betragt det regressionsproblem med de n = 5 sammenhgrende veerdier
af r og y der er givet i Tabel 5.1.

1. Find T og Z(x,- - T)%

i=1

2. Vis at Eo = 0.2y; + 0.2y2 + 0.2y; + 0.2y, + 0.2y5 og at

3. Skriv op hvordan #;,¥32,...,ys beregnes ud fra y;-erne.

4. Hvilke observationer har stgrst indflydelse pa ,? og pa y3?
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Opgave 5.7

Man kan komme ud for at enkelte datapunkter dels afviger en del fra
modellen, dels har stor indflydelse pa modellens parametre. Man kan
overveje om sadanne betznkelige punkter helt skal udelades.

Et datapunkt af den omtalte slags kan kendes pa, at hvis man forsggsvis
udelader det fra modellen, s& bliver. parameterestimaterne zndret en
hel del. En strategi til at opdage sidanne betankelige punkter kunne
derfor veere, at man for hvert enkelt datapunkt prpgvede at udelade
det og se hvor meget den fittede model derved zndrede sig. Man kan
bede ISP’s regress-kommando ggre dette. Hvis man pa regress-
kommandolinien tilfgjer bm:dif /bmat=y, sa vil dif blive en ISP-
matrix med en reekke for hvert datapunkt og en sgjle for hver parameter;
den i-te rakke indeholder @ndringerne i parameterestimaterne svarende
til at man udelader det i-te datapunkt.

Gor dette med Forbes-dataene, hvor kogepunktet benyttes som z og
logaritmen til lufttrykket som y.
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"Parameterestimaternes
fordeling

I den statistiske model for linear regression udtaler man sig om resi-
dualernes og dermed ogsa y-ernes fordeling. Da parameterestimaterne
er beregnet ud fra y-erne (og fra z-erne der opfattes som kendte kon-
stanter), s& bliver det en konsekvens af modellen, at estimaterne ma be-
tragtes som tilfeeldige tal fra visse sandsynlighedsfordelinger som man
i princippet kan bestemme.

Lad os pracisere situationen, der er den samme som i Kapitel 5: Der er

de kendte vardier x;,x,,...,z, af baggrundsvariablen z, der er obser-
vationerne y;, ¥z, .. ., Yn, der er de ukendte parametre 3, og 5, og ende-
lig er der residualerne ;, ¢,. .., €, som ifelge modellen er tilfaeldige tal

fra en narmere angivet sandsynlighedsfordeling; denne fordeling “ple-
jer” at veere en normalfordeling med middelveerdi 0 og varians o2 hvor
o? er endnu en parameter. Det hele haenger sammen via relationen
yi=Bo+aibh+e, i=1,2... n

Men sporgsmaélet er nu, hvordan man rent faktisk kan bestemme for-
delingen af estimaterne S, og 3, (og for den sags skyld ogsa af varians-
skgnnet s?). Sagen kan angribes pa to principielt forskellige mader:

1. Man udnavner nogle bestemte vardier af fy, 81 og o2 til at veere
de “sande” vardier (man kan f.eks. bruge estimaterne beregnet
pa grundlag af de faktiske observationer); derved er den sand-
synlighedsmodel der frembringer y fuldsteendig kendt. Man kan
nu szette computeren til at simulere et st pseudoobservationer
Y1, Y3, ..., Yn pa den made, at den fgrst udregner tilfeldige tal
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Middelfejlen (pa engelsk ‘the standard error') pi et parameterestimat er
defineret som standardafvigelsen p3 estimatet.

Betegnelsen skal blandt andet tjene til at hindre forveksling med begrebet
“standardafvigelsen pa observationerne”.

Box 6.1: Middelfejl

o

€),E3y- -+ € fra en normalfordeling med middelvardi 0 og vari-
ans o og derpa satter

y," = ﬂo+$,‘ﬂ1+€:, i=1—,2,...,n.

Pa grundlag af disse pseudoobservationer bestemmes pseudoesti-
mater 35 og ;.

Denne proces kan gentages et stgrre antal gange (f.eks. et par
hundrede), og man far derved en hel stribe forskellige veerdier af
Ea og ﬁl* . Disse vardier fordeler sig pa en bestemt made som er
de pagaeldende estimaters fordeling. (En god made at illustrere
fordelingerne pa er ved at tegne histogrammer over dem.)

Den her beskrevne fremgangsmade er et eksempel pa den sakaldte
bootstrap-metode.!

Estimaterne 5o og Bi er veldefinerede og pene funktioner af
Y1,Y2s - - -, Yn Og dermed ogsa af €,,€2,...,€n, OF matematikken
(mere preecist sandsynlighedsregningen) er leveringsdygtig i sat-
ninger der fortaller, at hvis €, ¢,...,€, er tilfzldige tal fra en
bestemt sandsynlighedsfordeling givet ved en bestemt sandsyn-
lighedstathedsfunktion, sa vil estimaterne vere at opfatte som
tilfeldige tal fra visse andre sandsynlighedsfordelinger som man
kan angive formeludtryk for. Man kan altsa lgse problemet ad
matematisk vej. Vi skal ikke her komme ind pa hvordan, da vi
i sa fald forst skulle stable et stgrre matematisk apparatur pa
benene.

Hvis residualerne ¢,,¢;,...,¢, er stokastisk uafhangige og nor-
malfordelte med middelveerdi 0 og varians o2, si fir man pane

lgsninger; for fuldsteendighedens skyld anferes disse lgsninger her
i deres fulde udstrekning (i formlerne indgar symbolet SS; som

er en hyppigt anvendt forkortelse? for Z(x.- - T)%):

=1

10pgave 4.4 er et simpelt eksempel pa denne metode.
2SS = Sum of Squares (of deviations).
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Box 6.2: Sikkerhedsintervaller

Et 95% sikkerhedsinterval (eller konfidensinterval) for en parameter (3 er
et interval hvis endepunkter er bestemt ud fra observationerne, og som har
den egenskab, at der er 95% sandsynlighed for at intervallet indeholder
den sande (-vardi (der jo er ukendt).

Hvis parameterestimatet er normalfordelt omkring den sande vaerdi, kan
man fastleegge et 95% sikkerhedsinterval som -estimatet + 1.96 gange
estimatets middelfejl. |

Estimatet E, er normalfordelt,

o dets'middelveerdi er 3,
o dets varians er 0?/SS;,

o dets middelfejl er o/+/SS;.

Estimatet ﬁo er normalfordelt, -

o dets middelvaerdi er fy,

_ (1 T
o dets varians er 0° | — + ,

n SS,
1 2 \?
dets middelfejl -+ = .
o dets mudaelle) ero(n-{-ssz)

Variansskennet s2 er y2-fordelt med f - frihedsgrader
og med skalaparameter o2/ f, dvs.

o dets middelverdi er o2,

o dets varians er 204/ f,
o dets middelfejl er 0%,/2/f.

Estimaterne B og Bo er ikke stokastisk uafhzngige. Deri-
mod er 3, stokastisk uafhangig af estimatet f§o + ':EE] =7
over regressionsliniens skeringspunkt med den lodrette linie
med ligning ¢ = Z.

Endvidere er variansskennet s? stokastisk uafhangigt af B-
erne.

Bemeerk at i alle tilfzelde er estimaternes middelvardi lig med den
sande verdi af den parameter som estimaterne skal estimere.

Bemark ogsa at i udtrykkene for estimaternes varians og mid-
delfejl indgar de sande ukendte parameterveerdier By, 3, og o°.
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Figur 6.1: Et “typisk” eksempel p3 et s=t punkter med den tilhgrende
regressionslinie samt et 95% sikkerhedsomrade for linien.

I praksis ma man naturligvis erstatte dem med de tilsvarende
estimerede veerdier fy, 5 og s°.

Ved hjalp af estimaternes middelfejl kan man bestemme 95% sik-
kerhedsintervaller for f§; og 5, se Box 6.2.

Man kan i evrigt ogsa bestemme et “sikkerhedsinterval” for regressions-
linien som sadan, dvs. et balte inden for hvilket den sande rette linie
ligger med en given sandsynlighed, se Figur 6.1. Baltet bestemmes
som den estimerede linie plus/minus en afvigelse der er et produkt af
tre faktorer: 1) den estimerede standardafvigelse s, 2) noget der afhen-
ger af sikkerhedsgraden a (f.eks. 95%), og 3) noget der afhanger af z.
Man kan vise at den tredje faktor skal vare

1 (z-7)? 1/2
(5’“ 55, )

og at den anden faktor skal vaere kvadratroden af to gange a-fraktilen
i F-fordelingen med 2 og n — 2 frihedsgrader; disse ting geelder kun for
simpel lineer regression.
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6.1 Hypoteser om modellens parametre

En grund til at det er interessant at kende estimaternes fordelinger er,
at man derigennem far information om hvilke andre vardier man ogsa
kunne have faet. Pa den made kan man udtale sig om hvor precist
estimatet er (jf. sikkerhedsintervallerne), og man kan teste statistiske
hypoteser om parametrene. '

I den simple linezre regressionsmodel kan man undertiden finde pa at
teste den statistiske hypotese H: 8, = 0 om at haldningskoefficienten
er nul, dvs. at y slet ikke afhanger af z. Hvis denne hypotese er rigtig,
ma man formode at estimatet f; ligger temmelig teet ved 0, 1 hvert
fald nar man méaler med en malestok der er indrettet efter storrelsen af
usikkerheden pa £;. Man beerer sig derfor saledes ad:

1. Som teststorrelse benytter man afstanden mellem B og 0 malt
med f;s (estimerede) middelfejl som malestok: man udregner

L k-0
obs s/\/gi

o

Hvis ¢}, er taet pa nul. sa er observationerne og hypotesen H godt
forenelige; hvis omvendt t ), er langt fra nul, sa.er observationerne
og hypotesen ikke forenelige, og sa forkaster man hypotesen.

3. Det kan bevises, at under H er fordelingen af teststgrrelsen den
sakaldte t-fordeling med samme antal frihedsgrader som s?, det
vil her sige » — 2 frihedsgrader.

Ved hjelp af tabeller over t-fordelingen kan man derfor finde
testsandsyvrligheden, hvilket er sandsynligheden for at {3 verdier
storre end |tops| eller mindre end —|tyy,¢| (og det er det samme
som to gange sandsynligheden for at fa veerdier storre end |t¢]).

4. Hvis testsandsynligheden er meget lille, sa forkastes hypotesen.
Hvis testsandsynligheden ikke er meget lille, sa kan man ikke pa
det foreliggende grundlag afvise hypotesen.

5. Hvis hypotesen H : §; = 0 bliver forkastet, sa siger man at £
er signifikant forskellig fra nul. Somme tider vil man ogsa sige at
den forklarende variabel z er signifikant eller har en signifikant
virkning.
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, Box 6.3: Statistiske hypoteser

En statistisk hypotese er en pistand om, at man kan klare sig med en
simplere statistisk model end den-aktuelle grundmodel: Hypotesen vil ofte
g3 ud pa, at en eller flere af modellens parametre er ens eller at de er lig
med 0. . '

Man tester en hypotese ved at se p3, hvor godt man kan beskrive sine
observationer under hypotesen® i forhold til hvor godt grundmodellen be-
skriver dem.

8“Under hypotesen” er statistisk jargon for "under forudsatning af at hypotesen
er rigtig”.

Box 6.4: Statistiske test
Et test af en statistisk hypotese foregar i to skridt:
Fgrst udregnes en teststgrrelse, dvs. en bestemt velvalgt funktion af ob-
servationerne, som maler hvor meget disse afviger fra det man skulle vente
under hypotesen.
Dernast findes testsandsynligheden, dvs. sandsynligheden for at fa en
mere ekstrem teststgrrelsevaerdi end den faktisk opnaede, forudsat at hy-
potesen er rigtig. Hvis testsandsynligheden er lille, er der med testet
konstateret en uoverensstemmelse mellem observationer og hypotese, og
man forkaster hypotesen. Hvis testsandsynligheden ikke er lille, er der
ikke med det pagaldende test konstateret uoverensstemmelse mellem ob-
servationer og hypotese, og man kan ikke afvise hypotesen.
Man siger at der er signifikans pd niveau a, hvis testsandsynligheden er
udregnet til o (og man forkaster hypotesen).
Hvis man har den strategi at forkaste hypotesen hver gang testsandsynlig-
heden er mindre end a, sa siger man at man benytter et signifikansniveau
pd «a, og man kan fortolke o som sandsynligheden for at forkaste hypo-
tesen selv om den er rigtig. — Man benytter ofte a = 0.05.
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Box 6.5: En- og tosidede i-tests
Antag at man tester en hypotese H : 3 = 0 med et t-test. Szdvanligvis
forkaster man hypotesen nar ¢, numerisk er stor. Testsandsynligheden
er da sandsynligheden for at fa vardier stgrre end |t,ps| plus sandsyn-
ligheden for at f3 vardier mindre end |t} |. Dette kaldes et tosidet
test.
Nogle gange gir man ud fra at enten er 3 = 0 eller ogsd er 8 > 0. | s3
fald forkaster man kun H nar t, er stor og positiv. Testsandsynligheden
er da' sandsynligheden for at fa vaerdier stgrre end t,p,,. Dette kaldes et
ensidet test. ’
(Noget lignende kan galde andre tests.)

Det er takket veere den statistiske model at. man kan tale om sand-
synligheden for at fa en t-vardi der opfylder en bestemt betingelse (sa
som at ligge laengere fra nul end et givet tal). For t er jo en bestemt
funktion af observationerne y;,ys,. .., yn, der ifolge modellern og hypo-
tesen fremkommer ud fra tilfaldige tal fra nogle naermere specificerede
sandsynlighedsfordelinger. Derfor vil t veere at betragte som et tilfzl-
digt tal fra en vis sandsynlighedsfordeling. Situationen er nojagtig den
samme som for parameterestimaternes vedkommende, og man kan da
ogsa bestemme fordelingen af ¢ pa to forskellige metoder: enten ved
hjalp af en bootstrap-metode (og en computer) eller ved hjelp af ma-
tematik. Ogsd her geelder, at nar residualerne er normalfordelte med-
middelvaerdi 0 og med samme varians, sa giver matematikmetoden et
“peent” svar, nemlig at fordelingen af t er den sakaldte t-fordeling (ogsa
kaldet ‘Student’s t-fordeling) med samme antal frihedsgrader som va-
riansestimatet s*. Denne fordeling er en kendt fordeling der findes i
. statistiske tabeller, bade elektroniske tabeller (pa computere) og beger.

6.2 Modelkontrol

Det altid patreengende problem ved arbejdet med statistiske modeller er
modelkontrolproblemet: hvordan vurderer man om modellerne er gode
nok? I nogle situationer kan man inddrage test af statistiske hypoteser.

Antag eksempelvis at det almindelige scatterplot af y mod r viser punk-
ter der sa nogenlunde ligger pa en ret linie, men at linien maske har en
tendens til at krumme. Sa kunne man forsege sig med en polynomiel
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regressionsmodel som grundmodel, f.eks.
y = fotzh +z2’B +¢,

og i denne model teste hypotesen H : ; = 0. Hvis denne hypotese
bliver forkastet, er det tegn pa at en ret linie ikke er sa velegnet til at
beskrive de pagaldende data.

Mere generelt kan man vurdere brugbarheden af en formodet model
ved at udvide den til en mere omfattende model hvis brugbarhed man
(neesten) ikke vil drage i tvivl, og derefter teste den formodede model
som en hypotese i forhold til den store model.

6.3 Hvordan gor man med ISP

ISP’s regress-kommando beregner automatisk estimaternes middel-
fejl; i udskrifterne optrader de under betegnelsen sdev. Antallet af
frihedsgrader beregnes ogsa (degrees of freedom). Man ma sa selv
sorge for at udregne t-sterrelsen efter opskriften “parameterestimat di-
videret med middelfejl”.

Testsandsynligheden kan derefter findes ved hjeelp af funktionen tpr(),
der udregner sandsynligheder i t-fordelingen. Der er to argumenter til
tpr(), nemlig den observerede t-vaerdi t,,s og antallet af frihedsgra-
der. Funktionskaldet tpr(tobs,f) returnerer sandsynligheden for at
fa vaerdier mindre end t,},. Testsandsynligheden i det tosidede t-test
kan derfor f.eks. udregnes saledes, hvor tobs og f naturligvis pa forhand
skal vare sat til at indeholde de rigtige veerdier: A

ISP>>ssh = 2 * (1 - tpr(abs(tobs),f) )

Hvis testsandsynligheden er meget lille, vil denne beregningsmetode
dog give et forkert resultat pa grund af afrundingsfejl; det kan derfor
anbefales i stedet at udregne sandsynligheden som

ISP>>ssh = 2 * tpr(-abs(tobs),f)

Hvis man vil have tegnet et sikkerhedsomrade for regressionslinien som
i Figur 6.1 og man er tilfreds med at fa det gjort gennem punkter med
z-koordinater z;,z2,...,Z,, kan det geres forholdsvis let, idet den z-
afhzngige faktor i disse punkter simpelt hen er lig med storrelsen k fra
Kapitel 5 (formel (5.2) side 59), og denne stgrrelse beregnes af regress
med /bmat=y. Man kan f.eks. gore sadan:
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ISP>>sort x y > x y # sortér efter x-vardierne
ISP>>regress x y /bmat=y > re:res dh:h
degrees of freedom: 11 -2=9

ISP>>yhat = y-res # de fittede vardier

#¢ £qu(0.95,2,9) beregner 95)-fraktilen i F-fordelingen
# med 2 og 9 frihedsgrader

ISP>>faktor2 = sqrt(2+£fqu(0.95,2,9))

ISP>>faktor3 = sqrt(h)

ISP>>afv = sigma * faktor2 * faktor3

$¢ DBaltets granser tegnes saledes:

ISP>>glue /axis=2 -1 1 > fortegn

ISP>>gscat x (yhat+fortegn*afv) /pty=1

Denne metode kan anvendes generelt, blot skal faktor2 sa beregnes
som sqrt (p*fqu(alfa,p,n-p)) hvor p er antallet af estimerede para-
metre. ' '
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6.4 Opgaver

Opgave 6.1

Georg har slaet Plat eller Krone 5 gange med en almindelig mgnt og
faet netop én gang Krone. Gerda siger-at det-da ma tyde pa at menten
er skav, ellers skulle man have faet 2 eller 3 gange Krone.

For at afggre om man pa denne baggrund kan sige at menten er skav,
kan man foretage sig forskellige ting:

1. Man kan lave et modelforspg: Man tager en mgnt som man mener
ikke er skev. Denne megnt kaster man 5 gange og tzller antal
Krone; dette gentages et storre antal gange for at fa et indtryk af
hvordan “antal Krone i 5 kast” fordeler sig.

(a)

(b)

Gor dette M gange (Af skal nok vaere mindst 10) og fremstil
resultatet i form af et diagram med hyppighedspinde (dvs.
tallene 0,1,2,3,4,5 (de mulige antal Krone) ud ad z-aksen og
hyppighed ud ad y-aksen).

Hvor stor en brekdel af de M gange er antallet af Krone
netop lig 1 7 Hvor stor en brekdel af de M gange er antallet
1 eller mindre?

Nar man skal ssmmenholde noget observeret (her: 1 Krone i
5 kast) med en model (her: den ikke-skave ment sadan som
den har manifesteret sig i de M gentagelser), plejer statisti-
keren at sperge om sandsynligheden for at fa noget “vaerre”
end det observerede, dvs. noget mindst lige sa afvigende som
det observerede. Noget “veerre” er i dette eksempel noget
der ligger mindst lige sa langt fra det forventede (5/2 = 2.5)
som den observerede vardi gor, dvs. det er verdierne 0, 1,
4 og 5. — Hvor stor en brgkdel af de M gange gav et udfald
der var veerre end udfaldet 1 ?

2. Man kan ogsa lave en sandsynlighedsmodel for mgntkastene.
Der bliver tale om en binomialfordelingsmodel, som vi ikke pa
dette sted skal udlede. Man kan vise at sandsynligheden for
at fa netop = gange Krone i 5 kast med en ikke-sk&ev ment er

Pr = (5) 0.5%(1 — 0.5)*"". Vardierne af disse sandsynligheder

T
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er:
Pz
0.03125
0.1563
0.3125
0.3125
0.1563
5 0.03125

W~ Ol R

Hvad er ifglge denne sandsynlighedsmodel sandsynligheden for at
fa noget “vaerre” end observationen 1 Krone?

(Som tommelfingerregel /konvention siger man, at hvis der blot er
5% chance for at fa noget “varre”, sa er der ikke nogen signifikant
uoverensstemmelse mellem data og model.)

Opgave 6.2

Man kan simulere modelforspget fra Opgave 6.1 med ISP.

ISP-funktionen unif () frembringer tilfeeldige ligefordelte tal mellem 0

og 1.

o

Det kan vi bruge til at simulere mentkast:

. For at fa lavet en serie pa 5 kast kan man f.eks. skrive

serie = unif(array(5)) < 0.5. Derved kommer serie til at
indeholde 5 tilfzeldige nuller og ettaller. Hvis vi lader 0 svare til
Plat og 1 til Krone, har vi dermed faet simuleret 5 mgntkast med
en ikke-skev ment. Prov!

Hvordan simulerer man kast med en skaev mont?

Hvad er resultatet af unif(array(5,3)) < 0.5 ?
og af sum( unif(array(5,3)) < 0.5)?

Man kan lave A/ = 100 gentagelser af det forseg der bestar i at
finde antal Krone i fem kast med kommandolinien

gentag = sum( unif(array(5,100)) < 0.5 ).

Ger det!

Arrayet gentag indeholder nu 100 vardier; man vil gerne
vide hvor mange gange hver af de seks mulige vardier
0,1,23,4,5 optraeder. Det kan f.eks. gores saledes: Indfer
" x = iota(array(6))-1. Da gentag er et array med 1 rakke
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. og 100 sgjler3, er resultatet af x == gentag et array med 6
rekker og 100 sgjler, og veerdien i den :-te reekke og j-te spjle er
- 1 hvis x; er lig gentag; og 0 ellers. De sggte antal er derfor de
seks reekkesummer i arrayet x == gentag, og de kan f.eks. findes
med reduce/axis=2 (x==gentag) > antal
Ger dette!

I avrigt kan ISP-kommandoen pbinom udregne binomialfordelingssand-
synligheder. Tabellen i Opgave 6.1 er udregnet sadan (x er som oven-

for):

pbinom x 5 0.5 > kumssh
ssh = diff(kumssh)
print ssh

Opgave 6.3

Her er en udskrift af noget af en monitorfil fra lgsningen af Opgave 3.3
(vands stremningsforhold i en flod):

ISP>>glue/axis=2 (dybde*x2) dybde > dyb2
ISP>>regress dyb2 flow

degrees of freedom: 10-3=7
sigma = 0.2794
R-square = 0.9900
F-stat = 346.5 (2 over 7 df)
condition = 22.42
var coef sdev
1 23.54 4.274
2 -10.86 4.517
const 1.683 1.058
ISP>>

Man har altsa fittet den bedste andengradskurve.

1. (a) Afger ved hjelp af et tosidet t-test! om koefficienten til an-
dengradsleddet er signifikant forskellig fra 0 (dvs. om an-
dengradskurven er signifikant bedre end en ret linie).

3Det kan man erfare ved brug af 1ist-kommandoen eller ved at skrive
print (dims(gentag)).

4Et uddrag af en tabel over t-fordelingen er vist i Tabel 6.1; tabellen er beregnet
med 1SP’s tqu()-funktion.
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Tabel 6.1: Fraktiler i t-fordelingen

Sandsynlighed i procent
f190 95 975 99 99.5
1(3.078 6.314 12.706 31.821 63.657
2188 2920 4.303 6.965 9.925
311638 2353 3.182 4541 5841
41533 2132 2776 3.747 4.604
511476 2015 2571 3365 4.032
61440 1943 2447 3143 3707
711415 1895 2365 2998 3.499
811.397 1.860 2306 2.896 3.355
911383 1.833 2262 2821 3.250
10 | 1.372 1.812 2228 2764 3.169

(b) Afger ved hjalp af et tosidet t-test om koeflicienten til for-
stegradsleddet er signifikant forskellig fra 0.

(c) Afgor ved hjelp af et tosidet t-test om kurven lige sa godt
kunne ga gennem (0, 0). ‘

2. Les ovenstaende uden en tabel over fraktiler i t-fordelingen, men
direkte med ISP (udregn testsandsynlighederne ved hjelp af
tpr()-funktionen).

Opgave 6.4: Cellers overlevelse

Som led i en undersegelse af hvordan levende celler reagerer nar de
bliver udsat for straling, har man foretaget et lille eksperiment hvor
man har udsat 14 plader med en vis slags celler for en bestemt type
straling i forskellige doser. Efter et givet stykke tid har man derefter -
opgjort, hvor stor en del af cellerne pa hver enkelt plade der havde
overlevet strilebehandlingen. Resultaterne fremgar af Tabel 6.2.

Biologerne mener at kunne sige folgende om sammenhangen mellem
overlevelsesraten (= brgkdel overlevende) og stralingsdosis:

1. Nar der ingen straling er, er overlevelsesraten lig 1.

2. Det er hensigtsmassigt at modellere logaritmen til overlevelses-
raten.
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Tabel 6.2: Opgave 6.4: Cellers overlevelse ved forskellige stralingsdoser.

plade nr. dosis (10~%Gy) brgkdel overlevende
1 1175 0.44
2 1.175 0.55
3 2.35 0.16 -
4 2.35 0.13
5 : 4.70 : 0.0400
6 4.70 0.0196
7 4.70 0.0612
8 7.05 0.0050
9 7.05 0.0032
10 9.40 0.00110
11 9.40 0.00015
12 9.40 0.00019
13 14.10 0.00700
14 14.10 0.00006

3. Logaritmen til overlevelsesraten formodes at afhange enten line-
eert eller kvadratisk af stralingsdosis. — Man véd ikke hvilken af
delene, men man er meget interesseret i at fa det at vide.

Opgaven er nu at undersege hvilken af de to skitserede modeller (jf.
pkt. 3) der synes at vare bedst. I den forbindelse skal man blandt
andet

e give en praecis formulering af de statistiske modeller der benyttes,
e estimere modellernes parametre,

e og foretage passende former for modelkontrol.

Skal man foretrzkke en linear eller en kvadratisk model?

Biologerne indremmer at det godt kan vaere sveert at foretage pracise
bestemmelser af brekdel overlevende celler, og der er maske en “smut-
ter”. — Hvordan ser situationen ud efter denne oplysning?

Tip: Data kan indleses til et ISP-array obs med kommandoen getdata
(data-navn celler)
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Tabel 6.3: Opgave 6.5: Langden (i mm) af fortaendernes odontoblaster
hos to grupper marsvin, de ordnede observationer.

appelsinsaft  kunstigt

8.2 42
9.4 5.2
9.6 5.8
9.7 6.4
10.0 7.0
145 7.3
15.2 10.1
16.1 11.2
17.6 11.3
215 - 115

Opgave 6.5: Kunsﬁgt og naturligt C-vitamin T

C-vitamin (ascorbinsyre) findes blandt andet i appelsinsaft, men det
kan ogsa fremstilles kunstigt. Spergsmalet er, om det “levende” C-vita-
min fra appelsinsaften virker anderledes end det “dede” fra laboratoriet.

Man inddelte en gruppe pa 20 marsvin i to lige store grupper, hvoraf den
ene fik appelsinsaft og den anden fik en tilsvarende mengde kunstigt
C-vitamin. Efter seks ugers forleb malte man leengden af fortaender-
nes odontoblaster (det tandbensdannende veev). Resultaterne er vist i
Tabel 6.3. Opgaven er nu at undersgge, om der pa baggrund af disse
data er en signifikant forskel pa de to slags C-vitamins evne til fremme
vaksten af tandbenet.

Ved et lille kunstgreb kan problemet omformes til et regressionspro-
blem:

1. Lad yy,¥2,...,y20 betegne de 20 veerdier fra Tabel 6.3 og indfer
Ty, T2,..., 20 til at identificere de to grupper, sadan at forsta at
z; = 0 hvis y; herer til appelsinsaft-gruppen og z; = 1 hvis y;
herer til den anden gruppe. (Lav evt. et scatterplot af y mod z.)

2. Lav regression af y pa z.

3. Haldningskoefficienten ﬁl 1 dette regressionsproblem er signifi-
kant forskellig fra 0 hvis og kun hvis der er en signifikant forskel
pa de to grupper. Er der en signifikant forskel?
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4. Hvis man i stedet for z-veerdierne 0 og 1 benytter f.eks. vaerdierne
—5 og 10, s& ber man fa den samme t-teststgrrelse. Prov!

— Denne opgave skulle vise hvordan man med regressionsanalyse kan
lgse det sdkaldte “tostikpreveproblem i normalfordelingen (uparrede
observationer)”; ved lgsningen af dette problem plejer man at foretage
et tosidet t-test (med (ny —1)+ (n, — 1) frihedsgrader) pa teststorrelsen

U1 — Y2

(_l_ + _L) (ny —1)s? 4+ (n; —1)s2
n, o ny (ny=1)+(n2—-1)
her betegner 7;, n; og s? henholdsvis gennemsnit, antal observationer

og varianssken i gruppe nr. ¢. Vis at regressionsmetodens teststgrrelse
kan omskrives til ovenstaende udtryk.

I gvrigt findes der en serlig ISP-kommando student2 som er beregnet
til netop tostikpreveproblemer i normalfordelingen.

Opgave 6.6

Man skal male en ny stamme forsegsdyrs reaktion pa en bestemt be-
handling. Fra tidligere forspg vides at maleresultaterne er nogenlunde
normalfordelt med en standardafvigelse ¢ =~ 3. Man gnsker at be-
stemme niveauet for den nye stammes reaktion med en middelfejl pa
0.5. Hvor mange forsggsdyr skal man bruge?

Tip: Middelfejlen pa gennemsnittet af n observationer fra en normalfordeling
med middelvardi p og varians o? er lig o/ /n.

Opgave 6.7

Man er ved at planleegge et forsog der resulterer i et antal sammenhe-
rende vardier (z,y) hvor y formodes at afhange linezrt af . Man er
interesseret i at bestemme hzldningen .

Man har mulighed for at foretage forspget for z-veerdierne 0.1, 0.2, 0.5
og 1, og man véd fra tidligere erfaringer at standardafvigelsen pa en
y-vaerdi er ca. 2.

Antag at man foretager 5 mélinger for hver af de fire z-veerdier. Hvor
stor bliver middelfejlen pa den estimerede haldning 3, ?

Hyvis vi siger at det er givet at der kun kan foretages 20 malinger, kunne
det s3 bedre betale sig at bruge dem pa en anden made, f.eks. med 7
malinger for 2-vaerdierne 0.1 og 1 og sa kun 3 for hver af de midterste
z-er?



Kapitel 7
Flerdimensionale datasset

Man kan undertiden vere i den situation at man for hvert af et antal
“individer” (forspgsdyr, patienter osv.) har verdier af ikke bare to
variable, saledes som det har varet tilfzldet i de forrige kapitler, men
af et sterre antal. Opgaverne til dette kapitel giver eksempler-herp.

Salange man kun har med to variable at gore kan man i et scatterplot
afbilde hvert individ (eller rettere: de to oplysninger om individet) som
et punkt i et koordinatsystem i planen og pa den made anskueliggore
datamaterialet. Det kan maske ogsa vare pa fornuftigt at preve at
fitte en ret linie eller en anden kurve til disse punkter, sadan som det
er beskrevet i de foregaende kapitler.

Med tre eller flere variable er man stedt i en vanskeligere situation, fordi
vi lever nu engang i en tredimensional verden og kan derfor kun lave
tegninger i to dimensioner (og i én). Hvis man stadig ensker at lave
tegninger — og tegninger er altsa gode til at formidle talmaterialer —
kan man udvelge par af variable og lave et scatterplot for hvert par.
Disse scatterplots kan eventuelt stilles op i en scatterplotmatrix.

En scatterplotmatrix er en tegning hvor man har sammenstillet et antal
scatterplots i et firkantet skema, se Figur 7.1. Alle enkeltplottene i en
bestemt raekke har den samme variabel som y-variabel, og alle enkelt-
plottene i en bestemt sgjle har den samme variabel som z-variabel.

En mere sofistikeret mulighed er at inddrage tiden som en ekstra di-
mension og derved blive i stand til at visualisere en tredimensional
punktsveerm. Med ISP’s sazrlige DGS-facilitet! kan man se hvordan
en tredimensional punktsvaerm ser ud nar den roterer. Selv om man

IDGS = Dynamisk GrafikSystem
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Figur 7.1: En ISP-scatterplotmatrix over de tre variable Fglucose, Itest
og SSPG, jf. Opgave 7.3.

De variable der benyttes som x-variable er maerket X i variabel-menuen,
de variable der benyttes som y er market Y.

stadig kun ser den pa et todimensionalt billede (computerskermen),
kan man, netop fordi den kan roteres og man kan se den fra forskellige
synsvinkler, danne sig et indtryk af den tredimensionale struktur.

7.1 Tredimensionale punktsvaerme

Hvordan kan nu et szt tredimensionale observationer se ud, og hvad er
det man skal lede efter?

1. For det forste kan man jo se efter, om punkterne ligger i én en-
kelt svaeerm, eller om der tilsyneladende er tale om flere adskilte
punktmengder. Hvis det sidste er tilfaldet, tyder det pa at da-
taszttet i virkeligheden stammer fra flere vaesentligt forskellige
populationer.?

2Hvis de tre betragtede variable er udvalgt blandt mange, skal man naturligvis
forvisse sig om at den tilsyneladende opdeling i forskellige dele ikke modsiges af et
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2. Videre kan man se efter, om punktsvaermen er nogenlunde kug-
leformet, eller om den snarere er pglseformet. Pglseformen tyder
pa at der er nogle retninger der er mere interessante end andre,
forstaet pa den made at der er stgrre variation mellem punkterne i
nogle retninger end i andre. Det kan benyttes til at skelne mellem
punkter.

3. En punktsveerm i tre dimensioner kan godt vere stort set todi-
mensional, nemlig hvis den sa at sige er presset sammen til noget
der nasten er en (plan eller krum) flade. Det betyder altsa, at
selv om man har tre oplysninger pr. individ, sa3 har man altsa
stort set kun to stk. forskellige informationer.? R

Man kan godt lave scatterplotmatricer for mere end tre variable, men
dog ikke for alt for mange. Den roterende tredimensionale punktsvarm
kan man ifelge sagens natur kun have for tre variable ad gangen, sa hvis
der faktisk er flere end tre variabel at vealge imellem, ma man preve
sig frem med de variable man tror er mest interessante eller relevante.
Man kan jo ogsa ga systematisk frem og forsege sig med alle forskel-

lige tre-elementsdelmangder af de variable, men det kan godt veere en
omstaendelig sag.

7.2 Hvordan ggr man med ISP

ISP kan takket vare dgs-kommandoen fremstille scatterplotmatricer
og roterende punktsvaerme. Efter kaldet af dgs kan man skifte frem og
tilbage mellem de to muligheder ved at trykke F9.

Kommandoen dgs skal kaldes med mindst ét argument, nemlig et to-
dimensionalt array indeholdende de data der skal visualiseres. Dette
array skal have en sejle for hver variabel, og der skal veere mindst tre
sgjler; der ma hgjst veere 96.

I dgs-kaldet kan man give nogle ekstra argumenter som definerer linier,
flader, farver, delmangder mm. Det kan godt vere lidt vanskeligt at
holde styr pa, og derfor har ISP’s ophavsmaend skrevet en hjalpemakro

andet tripel af variable.

3Dette forhold gar i sterkt forvaerret form igen i mangedimensionale datasat.
Det viser sig, at selv om man har malt f.eks. 30 variable pr. individ, si vil den
30-dimensionale punktsvaerm nasten altid veere beliggende i en “flade” af vasentlig
mindre dimension, maske 5 eller 6. Man taler om “dimensionernes forbandelse”
(‘the curse of dimensions’).
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Figur 7.2: En tredimensional punktsvaerm vist med dgs. De tre akser gar
gennem (0,0,0).

Der er tale om det samme datamateriale som i Figur 7.1, se ogsd Opgave
7.3.

dg_show, som, forudsat at man navngiver sine variable efter et bestemt
system, gor det hele meget nemt. Denne hjelpemakro foreslaes benyt-
tet 1 opgaverne.

Der er en del flere hjzelpemakroer til brug i forbindelse med dgs, blandt
andet en makro dg_axes der kan vare til hjzlp hvis man vil have
indtegnet rigtige koordinatakser (og ikke blot den lille tripode), som
f.eks. i Figur 7.2 der er fremstillet pa fglgende made:

ISP>>getdata ’'diabetes’

ISP>>dg_axes ’diab’ ’'akser’
origin [mean(diab_da)]>array(6)
bottom [min(diab_da)]>origin
top [max(diab_da)]l>
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blbl [diab_val>

tlbl [diab_val>

ISP>>dg_glueo ’diab’ ’akser’ ’'figur’ /delete=null
ISP>>dg_show ’figur’

Kommentarer: Som origin er valgt array(6), dvs. et array med lige sa
mange nuller som der er sgjler i datamatricen. Akserne gar fra bottom
til top, og her er bottom sat til at vaere lig origin. blbl og tlbl
star for ‘bottom labels’ og ‘top labels’ (de labels der hgrer til aksernes
begyndelses- og endepunkt). Man far skrevet labels ved endepunkterne
af koordiatakserne (eller ved et hvilket som helst punkt) ved at pege
pa det med pilen og trykke 1 (som label); man kan fjerne labelen igen
ved at trykke u. - :

Efter passende rotationer fremkommer Figur 7.2.
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7.3 Opgaver

Opgave 7.1: Blodtryk

AEndringer i menneskers livsbetingelser kan give sig udslag i fysiologiske
@ndringer, eksempelws i endret blodtryk.

En gruppe antropologer har undersggt hvordan blodtrykket aandrer sig
hos peruvianske indianere der flyttes fra deres oprindelige primitive
samfund i de hgje Andesbjerge til den sdkaldte civilisation, dvs. stor-
byen, der i gvrigt ligger i langt mindre hgjde over havets overflade end
deres oprindelig bopzl. Antropologerne udvalgte en stikprgve pa 39
mend over 21 ar der havde undergaet en sadan flytning. Pa hver af
disse maltes blodtrykket (bade det systoliske og det diastoliske) samt
en rekke baggrundsvariable, blandt andet alder, antal ar siden flytnin-
gen, hgjde, veegt og puls. Som om det ikke kunne vare nok har man
udregnet endnu en baggrundsvariabel, nemlig “brekdel af livet levet i
de nye omgivelser”, dvs. antal ar siden flytning divideret med nuveae-
rende alder. Man forestillede sig at denne baggrundsvariabel ville have
stor “forklaringsevne”.

Her vil vi ikke se pa hele talmaterialet, kun pa de tre variable blodtryk
(systolisk), brpkdel af livet i de nve omgivelser og vaegt. Data kan ind-
leeses til ISP med kommandoen getdata (data-navn blodtryk). Data
er endvidere gengivet i Tabel 7.1, hvor man af hensyn til en senere
anvendelse har benaevnt de tre variable y, z; og ..

Lav en dels en “roterende punktsvaerm”, dels en scatterplotmatrix over
de tre variable. Hvad viser de to slags “afbildninger” om, i hvor hej
grad blodtryk kan forudsiges/forklares ud fra vagt og brekdel af livet
i de nye omgivelser?

Opgave 7.2: Lgnninger

Den schweiziske Unionbank har foretaget en undersggelse af forskellige
erhvervsgruppers lgn i forskellige lande.* Data til denne opgave omfat-
ter tre erhvervgrupper (produktionschef, folkeskolelerer og sekreter) i
22 storbyer. For hver by og hvert erhverv er angivet bruttolgn (pr. ar),
nettolgn (dvs. lgn efter skat og sociale bidrag) samt lennens kgbekraft.

Der er tale om “standardpersoner”, som blandt andet ingen bgrn har
(fordi lgnnen i nogle lande afhenger af antal bgrn). Cheferne har en

4Den del af undersggelsen der benyttes i denne opgave er omtalt i Weekendavisen
d. 9.12.1988 i en artikel som danner baggrund for opgaven.
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Tabel 7.1: Opgave 7.1: Veardier af y: systolisk blodtryk (mm Hg),
z;: brgkdel af livet i de nye omgivelser, og z2: vagt (kg).

y I iy y I I,
170 1 0.048 71.0 || 114 | 0.474 595
120 | 0.273 56.5 || 136 | 0.289 61.0
125 | 0.208 56.0 || 126 | 0.289 57.0
148 | 0.042 61.0 || 124 | 0.538 57.5
140 | 0.040 65.0 || 128 | 0.615 74.0
106 | 0.704 62.0 || 134 | 0.359 72.0
120 | 0.179 53.0 || 112 | 0.610 62.5
108 | 0.893 53.0 || 128 | 0.780 68.0
124 | 0.194 65.0 || 134 | 0.122 63.4 |
134 | 0.406 57.0 || 128 | 0.286 68.0
116 | 0.394 66.5 || 140 | 0.581 69.0
114 | 0.303 59.1 || 138 | 0.605 73.0
130 | 0.441 64.0 || 118 | 0.233 64.0
118 | 0.514 69.5 || 110 | 0.432 65.0
138 | 0.057 64.0 || 142 | 0.409 71.0
134 | 0.333 56.5 || 134 | 0.222 60.2
120 [ 0.417 57.0 || 116 | 0.021 55.0
120 | 0.432 55.0 || 132 [ 0.860 70.0
114 { 0.459 57.0 || 152 | 0.741 87.0
124 [ 0.263 58.0
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teknisk uddannelse, er omkring 40 ar og varetager ledelsen af en pro-
duktionsafdeling i en sterre virksomhed i metalindustrien. Lererne er
omkring 35 ar og underviser i de offentlige skoler. Sekretererne er om-
kring 25 ar, taler et fremmedsprog flydende og stenograferer og skriver
pa maskine. '

Der er data for disse 22 byer: Luxembourg, Hong Kong, Geneve, New
York, Bruxelles, Kgbenhavn, Diisseldorff, Amsterdam, Sydney, Wien,
Tokyo, Totonto, London, Singapore, Dublin, Paris, Milano, Helsinki,
Stockholm, Oslo, Madrid, Lissabon.

Data kan indlases til ISP med kommandoen getdata (data-navn
10nning) (bemaerk at tegnet 0 mellem 1 og n er et nul). Lenningerne
er angivet i £. Data bliver anbragt i en 22 X 9-matrix, hvor sgjlerne er

1. chefers bruttolen,

2. chefers nettolen,

3. chefers kabekraft,

4. laereres bruttolen,

5. leereres nettolen,

6. lereres kpbekraft,

7. sekreteerers bruttolen,

8. sekretarers nettolgn,

©

. sekretaerers kebekraft.
Benyt DGS til at fa et indtryk af disse data.

o Se f.eks. pa de tre szt bruttolgnninger. Hvilke byer falder uden
for det almindelige menster, og hvordan?

Hvordan ser det ud med nettolgnningerne? og med kgbekraften?

o Sef.eks. pa detre szt “lgnninger” for et bestemt af de tre erhverv.
Hvilke byer falder her uden for det almindelige monster?

Det “almindelige menster” bestemmes som den centrale del af punkt-
svaermen. Drej punktsvaermen for at finde ud af om den er “flad” set
fra visse retninger.
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Opgave 7.3: Diabetes

Sukkersyge kan optreede i forskellige former. 1en undersggelse® har man
foretaget et forseg pa 145 voksne ikke-overvaegtige personer hvoraf en
del har sukkersyge. Personerne skal forst faste en bestemt periode,
derefter foretager man en glukosetolerancetest (dvs. de far lov at spise
noget sukker, en konstant meengde pr. minut, og sa ser man hvad der

sker).
For hver person foreligger fglgende oplysninger:
1. Relativ vaegt (i forhold til en “normalperson”).

)
2. Glukoseindhold i blodet i en periode umiddelbart forud for glu-
kosetolerancetesten.

3. Glukoseindhold i blodet i testperioden.
4. Insulinindhold i blodet i testperioden.

5. SSPG-niveau (Steady State Plasma Glucose), som er et mal for
insulin-resistansen og som bestemmes efter kemisk undertrykkelse
af den endogene insulinsekretion.

6. Den kliniske klassifikation af personen som verende

(a) abenbart nonketotisk diabetiker,
(b) kemisk subklinisk diabetiker,

(c) normal (i denne sammenheng).

Data (der er for omfattende til at gengives her) kan indlaeses til ISP
med kommandoen getdata (data-navn diabetes).

Benyt DGS til at anskueliggore og undersgge dette datasaet Underseg
blandt andet

e om der er stor sammenhang mellem nogle af variablene,

e om der er nogle variabelsat (pa tre) der giver anledning til punkt-
konfigurationer hvor de tre persongrupper ligger nogenlunde af-
granset fra hinanden?

Tip: Giv f.eks. de tre persongrupper hver sin farve.

SReaven & Miller (1979): An attempt to define the nature of chemical diabetes
using a multidimensional analysis. Djabetologia 16, 17-24.
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Opgave 7.4: Galdpagos-gernes flora

Galdpagos-gerne er et eldorado for de biologer der undersgger arternes
oprindelse, udvikling og overlevelse og de faktorer der spiller ind herpa.
I undersggelser af hvilke geografiske faktorer der iser bestemmer an-
tallet af plantearter pa de enkelte ger, har man® for hver af de 30 ger
indsamlet fglgende oplysninger: :

1. Antal plantearter.

2. Antal plantearter som er specifikke for Galapagos-omradet.

3. Qens areal. — En stor g vil typisk have flere forskelligartede
omrader end en lille ¢, og derfor ma man forvente at finde flere
arter pa den store o.

4. Qens hgjde over havets overflade. — Pa en hgj ¢ kan der vere
flere forskelligartede omrader end pa en lav ¢, og derfor flere arter;
de hgje af Galapagos-¢erne far betydelig mere nedber end de lave.

5. Afstanden til nermeste nabos. — Planterne kan lettere spredes
til en neerliggende ¢ end til en fjern.

6. Afstanden til Santa Cruz, der regnes for centrum i arkipelaget.

7. Arealet af den naermeste nabog.

Data er vist i Tabel 7.2, og de kan indlases til ISP med kommandoen
getdata (data-navn galapago).

Opgaven er nu at undersoge. hvilke faktorer der ise@r er bestemmende
for artsantallet. (Egentlig er der jo to forskellige artsantal, som man
maske burde undersege hver for sig.)

Som det ses varierer tallene for hver enkelt variabel mange stgrrelses-
ordener (det galder is@r Areal, der varierer fra 0.01 km? til 4669.32
km?, dvs. fem storrelsesordener). I sadanne situationer vil man ofte
tage logaritmen til tallene, fordi man derved far data der ikke varierer
over sa mange stgrrelsesordener. Man skal isaer fgle sig fristet til tage
logaritmen, hvis de ra data udviser sammenhange som ikke synes at
veere lineere.

6Johnson & Raven (1973): Species number and endemism. The Galdpagos Archi-
pelago revisited. Science 179, 893-5. Grand, Price & Snell (1980): The exploration
of Isla Daphne Minor. Noticias de Galdpagos 31, 22-7.
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Tabel 7.2: Opgave 7.4: Galipagos-gernes planteartsrigdom og geografi.
A: antal arter, B: antal specifikke arter, C: areal (km?), D: hgjde (m),
E: afstand (km) til nermeste nabog, F: afstand (km) til Santa Cruz, G: are-
al (km?) af nzrmeste nabog.

navn A B C - D E F G
Baltra 58 23 2509 = - 06 06 1.84
Bartolomé 31 21 124 109 06 263 57233
Caldwell 3 3 0.21 114 2.8 58.7 0.78
Champion 25 9 0.10 46 19 474 0.18
Coamafio 2 1 0.05 - 1.9 1.9 903.82
Daphne Major 18 11 0.34 119 8.0 8.0 1.84
Daphne Minor 24 - 0.08 93 6.0 12.0 0.34
“Darwin 10 7 2.33 168 341 2902 = 285
Eden - - 8 4 0.03 - 0.4 0.4 17.95

| Enderby 2 2 0.18 112 - 2.6 50.2 0.10
. Espafiola 97 26 5827 198 11 883" 0.57
Fernandina 93 35 634.49 1494 43 95.3 4669.32
Gardner gst 58 17 0.57 49 1.1 93.1 58.27
Gardner vest 5 4 0.78 227 4.6 62.2 0.21

" Genovesa 40 19 17.35 76 474 - 922 129.49
Isabela 347 89 4669.32 1707 0.7 28.1 634.49
Marchena 51 23 12049 343 291 859 59.56
Onslow 2 2 0.01 25 3.3 45.9 0.10
Pinta 104 37 59.56 777 29.1 1196 129.49
Pinzén 108 33 17.95 458 107 10.7 0.03
Las Plazas 12 9 0.23 - 0.5 0.6 25.09
Rébida 70 30 4.89 367 - 44 24.4 572.33
San Cristébal 280 65 551.62 716  45.2 66.6 0.57
San Salvador- | 237 81 572.33 906 0.2 19.8 4.89
Santa Cruz 444 05 903.82 864 0.6 0.0 0.52
Santa Fé 62 28 24.08 259 16.5 16.5 0.52
Santa Maria 285 73 170.92 640 2.6 49.2 0.10
Seymour 44 16 1.84 - 0.6 9.6 25.09
Tortuga . 16 8 1.24 186 6.8 50.9 17.95
Wolf 21 12 2.85 253 34.1 2547 2.33
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Multipel linezer regression

Som omtalt i tidligere kapitler gar regressionsanalyse ud pa at beskrive
en y-variabel ved hjalp af nogle baggrundsvariable efter devisen

y = 7+ residual

hvor den fittede vaerdi § afhanger af Ba_ggrundsvariab]ene.

Hidtil har vi behandlet modeller hvor der var én baggrundsvariabel z
og hvor det var muligt at tegne dels punkterne (z,y), dels den fittede
kurve. Men man kan naturligvis ogsa komme ud for at der er mere end
én baggrundsvariabel inde i billedet. I den generelle behandling i dette
kapitel er der p baggrundsvariable. '

I multipel linezr regressionsanalyse spger man at beskrive y ud fra
baggrundsvariablene z,,z2,...,2, ved et udtryk af formen

Bot 11 + 222+ ... + 28 | (8.1)

hvor $-erne er ukendte parametre der skal bestemmes saledes at model-
len passer bedst muligt. Undertiden indfgrer man en ekstra baggrunds-

variabel zo som altid har vardien 1, for sa kan man skrive (8.1) som
P

zofo + 181 + 2202 + ... + x5, eller Z ;0.

J=0
Multipel linezer regression omfatter som specialtilfelde de regressions-
modeller der har vaeret omtalt i tidligere kapitler:

e Simpel linezr regression svarer til at p = 1 og at baggrundsvari-
ablen z; blot hedder z.

93
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‘e Kvadratisk regression (modellen (3.1)) svarer til at p = 2 og at
baggrundsvariablen z; hedder z og at baggrundsvariablen r; er
lig med z2.

o Trigonometrisk regression (modellen (3.3)) svarer til at p = 2
og at baggrundsvariablene z; og z; beregnes ud fra den “rig-
tige” baggrundsvaribel t ved relationerne z; = cos(2r ft) og
z2 = sin(27 ft).

8.1 Modellen

Vi vil g& ud fra, at talmaterialet udgeres af n talseet som hver iser
bestar af én y-veerdi og p z-vaerdier. Med y; betegnes y-vardien hgrende
til det i-te individ, og med z;; betegnes den j-te baggrundsvariabels
veerdi hos det i-te individ. Skematisk ser det sadan ud:

individ | observation baggrundsvariable
1 1 Ty Ti2 -.. Ti1p
2 Y2 T21 T2 ... T2p
n Yn Tpl Tn2 ... Tnp

Derudover er der den underforstaede baggrundsvariabel zo som har
vardien 1 for alle ;. Den multiple regressionsmodel gar da ud pa at
skrive y-erne pa formen '

vy = ﬁ0+xilﬂl+Ii2ﬂ2+--.+xfpﬂp+€iv 2'=]~'12')"‘?n7

eller
P
y; = Ex,-,-ﬂ,»+e,-, i=1,2,...,n (8.2)
J=0
Péastanden er altsa, at der findes parameterverdier fGq, 51,02, . .., 0,
saledes at (8.2) er opfyldt — nar det samtidig om residualerne

€1,€2,...,En kraeves at de skal kunne opfattes som tilfzldige tal fra
en fordeling der er nogenlunde koncentreret omkring 0. I den statisti-
ske model for multipel linezer regressionsanalyse plejer man at ga ud
fra at €y,€2,...,&n er tilfeeldige tal fra en og samme normalfordeling
med middelvaerdi 0 og varians o2
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8.2 Estimation af parametrene

Som estimationsmetode benyttes stadig mindste kvadraters metode.
Det betyder at estimaterne o, 51, Ba,. .., ﬂ,, skal bestemmes saledes at
summen af kvadratiske afvigelser

i=1 j=0

bliver mindst mulig. Man kan bevise (se Afsnit 8.8 side 112), at man
kan finde disse estimater ved at lgse p+ 1 linezre ligninger, de sakaldte
estimationsligninger, med p 4+ 1 ubekendte. Med betegnelsen

p ~~
= 2_wib;
»

kan disse ligninger skrives

n . n 3

Zill.’o!’fi = Zmioyi'

=1 =]
n n

Z Tayi = Z Ti1Yi
=1

=1
n

meif; = i@'.’yi o (8.3)
‘ 1=1

i=1

n

Z -T'ipgi = Z TipYi,

=1 i=1 )

der ogs& (med en lidt forenklet notation) kan skrives som
(5 wo0) Bt (S z0m) Bt oot (Do) By = Y eon
(Sewo) ot (Tom) Bt (S oe) B = Yoy
(S aseo) ot (Sear) Bt oot (Do) By = e

(Z :cpmo) (Z .z,,:r,) oot (Z x,,mp) Bp = Z z,,z) |
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(Her er alle z,o-erne som neaevnt lig 1.) Ligningerne har “som oftest”
precis én lgsning. Undertiden er der uendelig mange lgsninger; det er
tilfeldet hvis en af baggrundsvariablene er overflgdig i den forstand at
den ikke indeholder anden information end hvad der allerede er inde-
holdt i de gvrige.! 1 sidanne situationer plejer man at fjerne den eller
de overfladige variable.

Variansparameteren o2 estimeres ved s?, som er residualkvadratsum-
men divideret med antallet af frihedsgrader:

e PIURLE 4

1=1

Bemerkning

I nogle situationer gnsker man ikke at have konstantleddet 8, med

i regressionsligningen. I sa fald skal man udelade den forste af esti-
14

mationsligningerne samt omdefinere g; til Z injﬁj. Endvidere bliver
J=1
antallet af frihedsgrader for s? ikke n — (p + 1) men n — p.

8.3 Udvelgelse af baggrundsvariable

1 forste omgang kunne man maske fristes til at tro at jo flere baggrunds-
variable man inddrager, jo bedre. Det er selvfglgelig rigtigt, at jo flere
baggrundsvariable man medtager, jo ngjagtigere et fit kan man fa, men
det er ikke nedvendigvis det der er meningen med at benytte en sta-
tistisk model. Formalet med at benytte statistiske modeller er at fa
en reduktion af data, og det vil blandt andet sige at man skal straebe
efter en statistisk model med vesentlig feerre baggrundsvariable (og
dermed parametre) end antallet af observationer. I det hele taget skal
man holde sig det princip efterretteligt som gar under navnet Occam’s
ragekniv og som siger, at man ikke skal antage eksistensen af flere ting
end ngdvendigt.

Undertiden har man mange flere baggrundsvariable end man med ri-
melighed kunne tage med i modellen, og sa er man stillet over for den

Ligningerne har en entydig lesning hvis og kun hvis det ikke er muligt at ud-
trykke nogen af de forklarende variable som en linearkombination af de gvrige.
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opgave at udvalge en passende delmangde af dem. Det forste kriter-
jum ma da vere, at man kun bgr medtage variable der kan tenkes at
have noget at gere med den y-variabel der er tale om. Derudover skal
man have fat i et sat baggrundsvariable der gor s? forholdsvis lille.
Bemeerk i denne forbindelse, at man i udtrykket for s? tager hensyn til
antallet af baggrundsvariable (formel (8.4)).

Nar man skal afggre hvilke baggrundsvariable der maske kan undvaeres,
kan man benytte sig af, at man med et t-test for hver enkelt variabel
kan vurdere om den tilsvarende parameter er signifikant forskellig fra
0, dvs. om variablen har en signifikant virkning.. Antag f.eks. at man
har en model med p baggrundsvariable plus en konstant, og at man
gnsker at underspge om variabel nr. k behover veare med i modellen
Sa udregner man

B

t = -~
estimeret middelfejl pa 3

og sammenholder resultatet med t-fordelingen med n — (p+ 1) friheds-

grader (= antal frihedsgrader for s?). Hvis t ‘er tet pa nul vil man

acceptere hypotesen om at 3 er nul, og det betyder at man kan se bort

fra baggrundsvariabel nr. k og altsi ga videre med en reduceret model

~med kun p—1 baggrundsvariable; hvis ¢ er langt fra nul er Bi signifikant .
forskellig fra 0, dvs. baggrundsvariabel nr. k har en signifikant virkning

og skal derfor forblive i modellen.

8.4 Modelkontrol

Nar der er mere end én baggrundsvariabel, er man beklageligvis afskaret
fra at kunne foretage den udmeerkede modelkontrol der bestar i at lave
en tegning som indeholder dels de punkter (z,y) der repreesenterer
de enkelte individer, dels den fittede kurve (rette linie), for sa ud fra
tegningen at vurdere om de observerede punkter fordeler sig nogenlunde
tilfaeldigt omkring den fittede linie.

Hvis der er to baggrundsvariable z, og z; skal de enkelte individer
reprasenteres som punkter (r;,Z,y) i det tredimensionale rum, og
man har nu ikke lngere en regressionslinie, men en regressionsplan som
punkterne skal fordele sig tilfeeldigt om. Den fittede regressionsplans
ligning er y = ﬂo + a:lﬂ] + Tzﬂz Med ISP/DGS er det muligt at tegne
regressionsplanen og de observerede punkter og maske derudfra afgere
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om regressionsplanen giver en rimeligi beskrivelse af data. Men det er
ikke sa let.

Der kommer endnu sterre problemer nar der er flere baggrundsvari-
able. Hvis man har p baggrundsvariable, sa skal de enkelte individer
reprasenteres som punkter i det p + 1-dimensionale rum!

Derfor baserer man i hgj grad modelkontrol pa undersggelser af de
empiriske residualer e; = y; — ;. Man kan udfgre grafiske undersggelser
af residualerne blandt andet efter de samme principper som i tilfzeldet
simpel linezr regressionsanalyse, se Afsnit 5.2 side 59 og Opgave 5.2:

1. man kan tegne et indexplot, dvs. punkterne (z, ¢;),

2. man kan tegne et plot af residualerne mod de fittede veerdier, dvs.
punkterne (i, €;),

3. man kan plotte residualerne mod hver af de forklarende variable,
dvs. for hvert j tegne punkterne (z,;, €;),

4. man kan plotte residualerne mod nogle af de baggrundsvariable
som man kender, men som man egentlig ikke havde tankt sig at
tage med,

5. man kan tegne et histogram over residualerne,
6. man kan tegne et fraktildiagram over residualerne.

Hver gang kan man underspge enten de almindelige residualer ¢; eller
de standardiserede residualer €; (defineret i1 formel (5.3) pa side 59).

Variansskgnnet s?

Variansskennet s? forteller ikke noget om hvor godt modellen passer,
kun noget om hvor meget punkterne varierer omkring regressionsfladen,
og en sadan variation kan udmerket godt skyldes at der simpelthen er
stor tilfzldig variation pa y-malinger af den slags som man nu har med
at gere.

Derimod kan det undertiden veere fornuftigt at benytte sterrelsen af s?
som kriterium nar man skal udvalge baggrundsvariable. Hvis der f.eks.
er 20 baggrundsvariable at valge imellem og man har besluttet sig for
hgjst at ville have tre med i sin model, sa kan det vere fornuftigt at
veelge de tre der giver den mindste s2. Man bgr dog ogsa skele til om de
tre der derved bliver udvalgt, virker som fornuftige baggrundsvariable
i den givne sammenheeng.
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Box 8.1: Korrelationskoefficienten
Hvis man har nogle sammenhgrende veerdier (a;,c;),t = 1,2,...,n, af to
stgrrelser a og c, si er den empiriske korrelationskoefficient mellem dem
defineret som tallet '

S [

|Der gelder at —1 <r < 1.

r =

Determinationskoefficienten R?

'~ Nogle brugere af regressionsanalyse er meget begejstrede for den
‘sakaldte determina.tionskoéfﬁcient R? eller kvadratet pd den multiple
korrelationskoefficient. NB! Den benyttes kun nar der er et konstant-
led med i regressionen:

Man kan udregne R? efter en af fglgende to formler?:

R = =2 . ' (8.5)

i=1 i=1

Formel (8.6) forteeller at R? er kvadratet pa korrelationskoefficienten
mellem de observerede og de fittede veerdier.

Formel (8.5) forteeller at R? er et udtryk for, hvor stor en del af den
samlede variation omkring totalgennemsnittet der beskrives af model-

2Det er ikke umiddelbart indlysende, men dog rigtigt, at de to udtryk giver
samme resultat.
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len. — Der er dem der mener, at R? derfor fbgsiver et udtryk for hvor
godt modellen passer, men prev sa at vende tilbage til Opgave 2.4!

8.5 Hvordan ggr man med ISP

ISP’s r,egress-komfnando kan uden videre udfgre multipel linezr re-
gression. Kommandoen benyttes pa samme made som hidtil, dvs. det
typiske kald ser sadan ud

ISP>>regress x y

hvor y er en vektor af lengde n og x er en n x-p-matrix.3-Derudover kan
man tilfeje output-argumenter til blandt andet residualer, parameter-
estimater og middelfejl, se Introduktion til ISP og/eller online-hjzlpen.

Her er en omtale af de forskellige dele af udskriften fra regress:

o Parameterestimaterne star i sgjlen coef og deres estimerede mid-
delfejl i sgjlen sdev. Rakkefolgen af variablene i udskriften er den
samme som rakkefslgen af sgjlerne i z-matricen (konstantleddet
kommer altid sidst).

e Den estimerede standardafvigelse s, dvs. kvadratroden af varians-
skennet s? (formel (8.4)), udskrives under betegnelsen sigma.

e Hvis der er et konstantled med i regressionen, beregnes R? auto-
matisk og udskrives under betegnelsen R-square.

e Storrelsen F-stat i regress-udskriften er den sakaldte F-test-
storrelse for test af hypotesen om at alle de forklarende variable
kan udelades, dvs. hypotesen §; = 8, = ... = 8, = 0. Store
F-verdier er signifikante; der galder altid at F > 0.

For at afggre om en F-vaerdi er signifikant stor udregnes testsand-
synligheden, dvs. sandsynligheden for at fa en stgrre F-verdi end
den observerede, under forudsatning af at hypotesen er rigtig.
Hertil benyttes den sakaldte F-fordeling; denne har to friheds-
gradsantal, et fra teelleren og et fra nzevneren; frihedsgradsantal-
lene star anfort i regress-udskriften (og er p — 1 og n — p).

ISP-funktionen £pr() udregner testsandsynligheden, typisk

3Det er i @vrigt ogsa tilladt at nejes med ét inputargument til regress, f.eks.
regress data, sa opfatter ISP den sidste sgjle i data som y og de gvrige som r.
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ISP>>testssh = 1-fpr( F, tallerfrgr, navnerfrgr )

Det er meget let at tage baggrundsvariable ind og ud af modellen. Hvis
. man f.eks. kun gnsker at have variablene nr. 1, 3, 5 og 7 med, kan man
gore det med regress (x(*,1 35 7)) y.

Bemark at konstantleddet udelades fra analysen hvis man tilfjer
/const=n til regress-kommandoen.

Hvis en eller flere af baggrundsvariablene er overfladige, saledes at esti-
mationsligningerne ikke har en entydig lgsning (jf. side 96), kommer
der en advarsel fra regress ("matrix is numerically singular!'").

8.6 Ensidet variansanalyse

Indtil nu har baggrundsvariablene for det meste fremstaet som kvan-
titative storrelser, men der er intet til hinder for at de kan vare 01-
storrelser der angiver om den tilsvarende y-veerdi tilherer en bestemt
gruppe eller €j.  Hvis y;,y7,...,y, er observationer der hver iser til-
herer netop en af k forskellige grupper, sa kan man “kode” dette pa
den made at man indferer baggrundsvariable z;,z,,...,z, sdledes at
z;; = 1 hvis y; tilhgrer gruppe nr. j og 0 ellers.

Vi vil illustrere metoden med et eksempel som handler om “daknings- -
grader for Fuglegraes”.* Fuglegras er en plante der i kornmarker betrag-

tes som ukrudt: man har behandlet et antal marker pa forskellig made

(idet man har bortluget forskellige andre ukrudtsarter) og sa registreret

dakningsgraden for Fuglegraes; daekningsgraden fortzller noget om an-

tal planteindivider pr. arealenhed. Der er fire forskellige markbehand-

linger, dvs. fire grupper, og fire observationer pr. gruppe. Resultaterne

er vist 1 Tabel 8.1.

Vi kalder dekningsgraden for y og indfgrer fire forklarende variable z,,
T, T3 og T4 der skal angive medlemsskab i hver af de fire grupper.

Derved fas Tabel 8.2.

Pa grund af valget af z-erne siger den generelle regressionsligning

y = z1b + 22804 23f3 + 14f4 (8.7)

4Datamaterialet stammer fra A. Greenfort, C.S.F. Jensen & S. Jeppesen (1987):
Planter og planter imellem. Projektrapport pa BIO-OB, RUC. (Eksemplet er ogsa
behandlet i Kapitel 111 J. Larsen (1989): Basisstatistik. IMFUFA-tekst 167, RUC.)




Tabel 8.1: Dakningsgrader for Fuglegraes, 1.

gruppe

- daekningsgrad

1

2
3
4

7
19
25
27

38
16
33
16

23 26
16 14
29 33
30 20

Tabel 8.2: Dakningsgrader for fuglegraes, 2.

gruppe

y

=
[d

o)

~
x

w

]
IS

1

b W W W W NN NN e

17
38
23
26
19
16
16
14
25
33
29
33
27
16
30
20
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da blot, at y = B, nar y tilherer gruppe nr. j. Ved at foretage multipel
linezer regressnon (uden konstantled) af y pa z,, z,, T3, T4 far man derfor
beregnet BJ erne, dvs. gruppegennemsnittene.

Vi kan imidlertid formulere den samme model p3 andre mader, f.eks.

y = Bo+z20:+ 3P+ z4Bs (8.8)

hvor vi nu har udeladt den fgrste forklarende variabel og til gengald
tilfgjet et konstantled By. Denne gang gelder, at i gruppe 1 er y = By, i
gruppe 2y = Bo+ 32, 1 gruppe 3 y = o+ P3 og 1 gruppe 4 y = Bo+ fs.
Grunden til at denne formulering af modellen kan vere interessant er,
at hypotesen om at alle grupper er ens nu kan formuleres pa den made,
at alle de (tre) forklarende variable kan undvares, og det kan testes
ved brug af den F'-starrelse som regress alligevel regner ud. .
Med ISP kan man bere sig ad pa folgende made. Ferst indlzeses obser-
vationerne (y-veerdierne) og gruppénumrene:

ISP>>input/dims=16 > dgrad

row 1,1:16>17 38 23 26 19 16 16 14

row 1,9:16>25 33 29 33 27 16 30 20

ISP>>glue 11 1122223333444 4> gruppe

I stedet for at indtaste de 16 x 4 = 64 z-vardier kan man fa ISP tll at
udregne dem:

ISP>>x = gruppé == jota(array(1,4))
ISP>>print x

1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 0 0
0 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 1
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Vi kan nu estimere modellen (8.7):

ISP>>regress /const=n x dgrad
degrees of freedom: 16 - 4 = 12
sigma = 5.870

condition = 1.000

var ) coef sdev
1 26.00 - 2.935
2 16.25 2.935
3 30.00 2.935
4

23.25 2.935

De fundne koefficienter er de fire gruppegennemsnit. Sterrelsen sigma
er et estimat over y-ernes felles standardafvigelse; den tilsvarende esti-
merede varians sigma’? (= 5.87%) siges at beskrive variationen inden for
grupper, fordi den beregnes ud fra y-ernes afvigelser fra deres gruppe-
gennemsnit.

For at estimere modellen (8.8) kan vi gore sadan:

ISP>>regress (x(*,2:4)) dgrad

degrees of freedom: 16 - 4 = 12
sigma = 5.870
R-square = 0.4931
F-stat = 3.891 (3 over 12 df)
condition = 3.732
var coef sdev
1 -9.750 4.151
2 4.000 4.151
3 -2.750 4.151
const 26.00 2.935

Da der er tale om den samme model i en anden parametrisering, er
sigma og antal frihedsgrader som for. Konstantleddet er gennemsnittet
i gruppe 1, gennemsnittet 1 gruppe 2 er 26 — 9.75 = 16.25, i gruppe 3
26 + 4 = 30 og i gruppe 4 26 — 2.75 = 23.25. Den vasentligste grund
til at estimere modellen pa denne made er, at vi far udregnet F-test-
stgrrelsen for at teste hypotesen om at alle de tre koefficienter er 0,
svarende til at de fire grupper har samme middelveerdi. F-stgrrelsen er
3.891 med 3 og 12 frihedsgrader, og den tilsvarende testsandsynlighed
findes sadan:



Ensidet variansanalyse : , 105

ISP>>print (1-fpr( 3.891, 3, 12))
0.3736E-01

Testsandsynligheden er altsa ca. 3.7%, og det vil man som regel tage
som tegn pa at koeflicienterne er signifikant forskellige fra 0, altsa at
grupperne er signifikant forskellige.

Det turde vere klart, at den fremgangsmade der blev benyttet i fugle-
graseksemplet kan benyttes generelt i situationer hvor man ensker at -
sammenligne et antal grupper (af normalfordelte observationer) for at
afga)re om grupperne er ens eller ¢j.°

Antag at der er k grupper, og lad os et gjeblik lave lidt om pa notatio-

nen: Vi indicerer y-erne pa den méade at y;; skal betegne observation

‘nr. j i gruppe nr. 7. Lad § betegne gennemsnittet af alle y-erne, lad

Y, betegne gennemsnittet af y-erne i gruppe i, og lad n; betegne antal
observationer i gruppe 1. Sa galder at den ovenfor omtalte F-storrelse

kan udregnes som

k

——IZ n(yx_y

’ i=1
F = k

n—Lzzy” v)’

i=1 j=1

Telleren i denne brok siges at beskrive variationen mellem grupper og
naevneren siges at beskrive variationen inden for grupper. F-testet sam-
menligner altsa disse to variationer, og det er grunden til at metoden
kaldes variansanalyse. At der er tale om ensidet variansanalyse kom-
mer af at observationerne er klassificeret efter ét inddelingskriterium
(gruppenummer). '

Det kan tilfgjes, at der er en serlig ISP-kommando anoval der udfgrer
- ensidet variansanalyse nesten af sig selv.

51 gvrigt handler Opgave 6.5 om det specialtilfeelde hvor der er to grupper der
skal sammenlignes.
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Tabel 8.3: Standardisering af hormonpraeparat: Sammenhgrende vaerdier
af logaritmen u til dosis og restlevetiden-y, dels ved produktlonens start,
dels efter halvandet ars forlgb (“slut”).

Start Slut
u .y U y
3200 8.70 | 3.08 6.14
3.35 6.20 | 3.27 4.80
346 822|356 4.82
372 294
3.84 388

8.7 Sammenligning af regressionslinier

Multipel lineeer regression er er et generelt redskab der kan specialise-
res til mange forskellige slags situationer. 1 Afsnit 8.6 sa vi et simpelt
eksempel herpa, idet det drejede sig om at sammenligne nogle grupper
af observationer for at undersgge om grupperne har samme middelvaer-
dier.

I dette afsnit vil vi studere en lidt mere avanceret situation, nemlig den
hvor man forst estimerer regressionslinier til et antal forskellige dataszet
og hvor man derefter gerne vil sammenligne disse regressionslinier, mere
preecist kan man veere interesseret i at undersege om regressionslinierne
er parallelle og/eller om de er sammenfaldende. Vi vil gore det ved
hjeelp af et eksempel med to regressionslinier, men metoden kan uden
videre benyttes ogsa for mere end to linier.

Eksemplet handler om standardisering af et vist hormonpraeparat.
Preeparatets virkning bestemmes ved at man giver nogle mus det i for-
skellige koncentrationer og sa maler musens “reaktion”, nemlig tiden
indtil musen der. Da produktionen af preeparatet indledtes, foretog
man fem sadanne forspg for at fastleegge en standard. Efter halvandet
ars forlgb foretog man tre forspg for at undersgge om standarden havde
@ndret sig. Resultaterne er vist 1 Tabel 8.3.

Erfaringen viser, at i den slags situationer er y-vardierne normalfor-
delte med en middelveerdi der afheenger linezert af log-dosis u og med
samme varians. Man kunne sa foretage simpel lineer regression to
gange, en for hvert dataseet, men det gor vi ikke. Af hensyn til det
videre modelarbejde er vi nedt til at putte alle observationerne ind 1
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Tabel 8.4: Standardisering af hormonpraparat: Sammenhgrende vardier
af gruppenummer (0 ~ start, 1 ~ slut), restlevetid y og forklarende variable
I1, T2, T3 O 14 svarende til to forskellige regressionslinier.

gruppe Yy T, I, T3 T4
0 8.70 1 0 3.20 0
0 - 6.20 1 0 335 * 0
0 8.22 1 0 3.46 0
0 2.94 1 0 3.72 0
0 3.88 1 0 3.84 0
1 6.14 0 1 0 3.08
1 4.80 0 1 0 - 3.27
1 4.82 0 1 0 3.56

én stor model med i ferste omgang fire forl\larende variable som vist i
Tabel 8.4.

Pa grund af r-matricens indretning er det sddan at den generelle re-
gressionsligning

y = 1B+ xf2+ 1383+ 148, | (8.9)

har udseendet y = f; + 1303, dvs. y = (3, + ufs, nar vi befinder os i
gruppe 0 (start), og udseendet y = B, + 1484, dvs. y = B, + ufy, nar
vi befinder os i gruppe 1 (slut). Ved at estimere modellen (8.9) far vi
derfor pa én gang skaring og hzldning i startgruppen (5, og $3) og i
- slutgruppen (8; og ).

Med ISP kan man bare sig ad pa folgende made:

ISP>>input/dims=8,3 > data

row 1,1:3>0 3.20 8.70

row 2,1:3>0 3.35 6.20

row 3,1:3>0 3.46 8.22

row 4,1:3>0 3.72 2.94

row 5,1:3>0 3.84 3.88

row 6,1:3>1 3.08 6.14

row 7,1:3>1 3.27 4.80

row 8,1:3>1 3.56 4.82
ISP>>g=data(*,1) # gruppe
'ISP>>u=data(*,2) # log dosis

ISP>>y=data(*,3) # y-vardien
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ISP>># Model: to forskellige rette linier

ISP>># lav en x-matrix:

ISP>>glue/axis=2 0 1 > gv # de mulige vardier af G
ISP>>x = g==gv

ISP>>print x

1 0
1 0
1 0
1 0
1 0
0 1
0 1
0 1

ISP>>glue/axis=2 x (x*u) > xx # dette er den gnskede matrix!
ISP>>print xx

1 0 3.200 0
1 0 3.350 0
1 0 3.460 0
1 0 3.720 0
1 0 3.840 0
0 1 0 3.080
0 1 0 3.270
0 1 0 3.560
ISP>>regress/const=n xx y
degrees of freedom: 8-4=4
sigma = 1.332
condition = 43.10
var coef sdev
1 35.43 8.913
2 13.57 12.90
3 -8.379 2.531
4 -2.517 3.897

Det ses at den estimerede linie ved starten af produktionen er y =
35.43 — 8.379u og efter halvandet ars forlgb y = 13.57 — 2.517u. Den
estimerede standardafvigelse pa y er 1.332 med 4 frihedsgrader.

De to linier synes at veere temmelig forskellige, men pa den anden
side har de estimerede koefficienter temmelig store middelfejl, sa vi
fortsetter med at undersgge om linierne kan antages at vaere parallelle,
dvs. vi tester hypotesen (3 = ;.
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Tabel 8.5: Standardisering af hormonpraparat: Sammenhgrende vaerdier
af gruppenummer (0 ~ start, 1 ~ slut), restlevetid y og forklarende variable
zy, T2 O x3 svarende til to parallelle regressionslinier.

gruppe y | T oz T3
0 8.70 1 0 3.20
0 6.20 1 0 3.35
0 8220 | 1 0 3.46
0 2.94 1 0 3.72
0 3.88 1 0 3.84
1 6.14 0 1 3.08
1 4.80 0 1 3.27
1 482 | 0 1 3.56

For at estimere den felles haldning og de to forskellige skeeringer ud-
ferer vi multipel regression pa det datasaet der er vist i Tabel 8.5.

Denne gang far den generelle regressionsligning, som nu er

y = 2181+ 2282+ 2305, © (8.10)

udseendet y = 3 + x3/33, dvs. y = fy + uf3, nar vi befinder os i gruppe

0 (start), og udseendet y = 3+ x4/33, dvs. y = 2+ u/33, nar vi befinder

“os i gruppe 1 (slut). Parameteren j3; er saledes den felles haldning og'
By og B, de to skaringer. o

Med ISP kan vi fortseette saledes:

ISP>># Modellen med parallelle linier:
ISP>>glue/axis=2 x u > xxx -
ISP>>print xxx

1 o 3.200

1 o 3.350

1 0 3.460

1 0 3.720

1 0 3.840

0 1 3.080

0 1 3.270

0 .1 3.560
ISP>>regress/const=n xxx y
degrees of freedom: 8-3=5

sigma = 1.409
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cond

v

wwuﬁ

ition = 32.39

coef sdqv
29.32 7.912
27.19 7.459

-6.640 2.245

Den felles haldning estimeres altsa til —6.640 (med en middelfej] pa
2.245) og de to skeringer til 29.32 og 27.19. Den estimerede standard-
afvigelse pa y er nu 1.409 med 5 frihedsgrader.

Dernaest skal vi teste om vi kan tillade os at godtage den nye model,
altsa om vi kan tillade os at godtage hypotesen om at regressionslinierne
er parallelle. Det gores pa denne made:

1.

o

I ekse

1.
2.

3.

Udregn variansestimatet s% i grundmodellen, og lad f¢ veere dets
frihedsgradsantal. '

Udregn variansestimatet s%; under hypotesen, og lad fy vere dets
frihedsgradsantal.

Den teststorrelse der skal benyttes er da

(fush — fes%)/(fu = fc)

2
SG

F =

der altid vil blive et positivt tal. Hvis observationerne beskri-
ves nasten lige sa godt af hypotesen som af grundmodellen, sa
er tzelleren tet pa 0, og hvis observationerne beskrives vasentlig
darligere af hypotesen end af grundmodellen sa er telleren tem-
melig stor (i forhold til neevneren). Med andre ord: store veerdier
af F forer til at man forkaster hypotesen. Om en observeret verdi
af F er stor eller ej afgores ved at sammenligne den med F-for-
delingen med frihedsgradantal fy — fg og fg.

mplet forleber det saledes ved brug af tallene fra ISP-udskrifterne:

s2=1.3322=1.714 og fc = 4.
s%, = 1.409° = 1.985 og fy = 5.

(5x1.985—4 x1.774)/(5 — 4)
1.774
Med ISP bestemmes testsandsynligheden sadan:

F =

= 2.829/1.774 = 1.59.
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15.0

0.0

3.00 3.20. 3.40 3.80 —3.80 7,00

Figur 8.1: Standardisering af hormonpraeparat. 4

De observerede punkter fra hhv. gruppe 0 og 1. Linien maerket A er regres-
sionslinien for gruppe 0, linien market C er regressionslinien for gruppe 1,
~og linien maerket B er den falles regressionslinie.

ISP>>print (1-fpr(1.59, 5-4, 4))
0.2759

Det ses at der er over 27% chance for at fa F-vardier som er sterre
end den observerede vardi 1.59, der altsa ikke er signifikant. Vi
kan saledes godt tillade os at antage at linierne er parallelle.

Herefter kan vi ga over til at undersege om de to parallelle linier er
sammenfaldende. Hvis de er det, er der tale om en ganske almindelig
simpel linear regressionsmodel y = B+ uf; der estimeres pa seedvanlig
made:

ISP>>#% Modellen med én linie:
ISP>>regress u y

degrees of freedom: 8-2=6
sigma - = 1.682

R-square = 0.4005
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F-stat = 4.008 (1 over 6 df)
condition = 1.567

var coef sdev
i -4.874 2.435
const 22.45 8.384

Denne model skal nu testes som en hypotese i forhold til modellen med
parallelle linier. Den nye s% er 1.682? = 2.829, s teststgrrelsen er

P (6 x2.829 — 5 x 1.985)/(6 — 5) _ 3.55 med 1 og 5 frihedsgrader,

1.98!
svarende til en testsandsynlighed pa ca. 12%. Det betyder at vi kan
tillade os at antage at de to linier er sammenfaldende. — Figur 8.1
viser de observerede punkter og de forskellige estimerede linier.

Man kan naturligvis ogsa teste om modellen med to forskellige linier
direkte kan reduceres til at linierne er sammenfaldende. Sa bliver F-

92 899 — rivi -
storrelsen F = 6> 2829 -4 x 1.774)/(6 — 4) = 2.78 med 2 og 4

1.774
frihedsgrader, og testsandsynligheden bliver 17.5%.

8.8 Matematiske betragtninger

Dette afsnit uddyber matematikken bag den multiple regressionsana-
lyse. Blandt andet bevises pastanden om at estimationsligningerne
faktisk har mindste kvadraters estimaterne som lgsning. Afsnittet er
en generalisering af Afsnit 2.1, hvor specialtilfeeldet p = 1 betragtedes.

Sztning 8.1

Mindste kvadraters estimaterne Bo, B; , ﬁg, ceey ﬁp kan bestemmes ved at
lpse estimationsligningerne (8.3). (Hvis der ikke er noget konstantled
med i regressionen, sa udelades den fprste af ligningerne i (8.3) og o
og ;o settes til 0.) Der gaelder:

1. Der findes altid mindst én lpsning til estimationsligningerne.

2. De fittede vaerdier §1,¥a, . . ., Yn er entydigt bestemt (dvs. selv om
der er flere lpsninger til estimationsligningerne, sa giver de de
samme y;-er).
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3. Et talszt (Eo, B,, Ez, ey ﬁp) er lpsning til estimationsligningerne,
hvis og kun hvis det minimaliserer kvadratsummen

Xn: (yf - Xp: %ﬂi) 2-

=1 =0

Det er ingen selviplgelighed at et set lineare ligninger altid kan lgses.
Estimationsligningerne har en ganske bestemt struktur, og det er takket
veere den at de altid kan lgses. Det vil vi forst se pa.

: Notatxonsmaessngt er det noget besveerligt, sa.-man kan begynde i det
sma med tilfaldet p = 2, svarende til at der er tre ligninger med tre
ubekendte:

(Z 1010) Bo + (z 1‘01-1) Bx + (Z 23012) Bz = z zoy(8.11)
(Z-Tll‘-o) ﬁo + (Z 1‘111'-1) 51 + (Zi_ﬁl‘é) Bz = Z-’Cly(s-l?)
(Z zzl‘o) Eo + (Z 1211) B+ (Z $2$2) Bz = ngy(8.13)

I mangel af | bedre ideer kan man lgse den sidste af dlsse ligninger med
~hensyn til B ‘og indseette resultatet i de to andre. Lxgnmg (8.13) kan
omskrlves til

2 ' Z-"‘-zy _ Z-’l’ﬂo ~ 21211 ~
RS P R F ""‘ >a7

under forudseetning af at Y 22 ikke er 0, dvs. under forudsaetning af
at ikke alle rj-veerdierne er 0. Dette udtryk for 52 indszttes i lignin-

gerne (8.11) og (8.12), som derved bliver to ligninger med to ubekendte.

Ligningernes koefficienter kommer til at se noget voldsomme ud, i den

forste ligning bliver hgjresiden

Z Zoy — A‘(Z $01§):(E§E'$2y) ’

koefficienten til B, bliver (8.14) med y erstattet af z¢, og koefficienten

til ,31 bliver (8.14) med y erstattet af z,. De tilsvarende udtryk for den
anden ligning far man ved at skrive z, i stedet for z¢ i (8.14).

(8.14)

Neeste skridt er at omskrive alle koefficienterne i de to nye ligninger
ved hjzlp af formlen i Box 8.2. Eksempelvis omskrives (8.14) pa den
made at man som a bruger o, som ¢ bruger y og som v tallene v; =
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Box 8.2: Endnu en omskrivning af en sum af produkter
Lad a,,a2,...,a, 0g ¢1,¢2,...,Cq vare to vilkdrlige talsat, og lad
= . - - n

V1,V2,...,U, VE&IE et talszt med den égenskab at Z v? = 1.

i=1
n n

Szta= Z via; 0 Y = Z‘v;c,-. Sa gaelder at

=1 =1

n n

Z aici —ay = E(a; - avi)(c; — ‘YU:');

i=1 i=1

(I specialtilfaldet v; = 1/y/n fir man Box 2.2.)
Det vises ved at gange hgjresidens parenteser ud.

zia/\/2_ x3. Derved kan (8.14) skrives som ) xgyg, dvs. meoy}'o,

i=1
hvor
Ty = T 2 22%0 T
0 = Tio— =7 T
21‘2
og
ngy
- i

Y, = VU ZT%

Man kan indfere zj pa samme made som zj, og de to ligninger med to
ubekendte kan derefter skrives som

(S waes) Bo+ (X wat) B = Yy
(Csien) B+ (Cwiei) B = Yaiy

Pointen er nu at disse ligninger er opbygget pa ngjagtig samme made
som de oprindelige tre, blot er der nu kun to af dem.® Det oprindelige
problem at lgse de tre ligninger kan derfor omformes til et tilsvarende
men reduceret problem med kun to ligninger. Det reducerede problem
kan nu angribes efter samme metode, og reduceres til én ligning, og den

6Nogle vil maske bemarke, at i de oprindelige ligninger var alle z;o-erne ligmed 1,
hvilket ikke geelder for z},-erne. Dette er rigtigt, men det har ingen betydning
eftersom vi ikke i argumentationen har benyttet at z;o-erne havde en speciel verdi.
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har en lesning. Altsa har de to ligninger ogsa en lgsning, og altsa har
de tre ligninger en lesning.

Pa ganske tilsvarende made kan man argumentere for, at et problem
med p+1 ligninger med p+ 1 ubekendte kan reduceres til et tilsvarende
problem med p ligninger med p ubekendte. Alt i alt vil den beskrevne
metode altsa fore til en lgsning.

Vi vil nu lade (30, Bl, ﬁz, s ﬁp) betegne en eller anden bestemt lgsning
til estimationsligningerne (8.3). Vi skal benytte folgende opspaltning:
For ethvert talset (S, 51, B2, ..., 3,) geelder at

n [ P 2 | »
>, (y,- - Z%ﬂj) . | (8.15)

=1 1=0
n n p 2
=D -5+ (37:‘ -3 zijﬂj) :
i=1 i=1 =0

Denne formel vises ved at man forst omskriver det i-te led i summen
pa venstre side: '

P 2 P 2
(yi - Z ﬂ’ijﬂj) = ((yi -y)+ (37; - Z 33:';'5;’)) .
= =0 a

P 2
= (3—-5)+ (17: -3 %‘ﬂj)
v j=0
P
+ 2(yi — i) (@' - Z,l‘ijﬂj) :
v ' j=0

For at vise (8.15) er det derfor nok at vise at summen af de dobbelte
produkter er 0; men hvis man skriver det andet ¥; i det dobbelte pro-

P
dukt som Z zi;P;, sa fas

i=0

Y 20y - ) (7}: - Z x,-j/ij>

i=1 j=
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= 22 vi — i) (quﬂ: ZI'JﬂJ)
l=l

j=0 J=0
= QZ(y,—y. inj(aj"ﬂj)
i=1 7=0
P
= 22 5; szy(yx y.
=0 i=1
=0

ifolge esumatlonsl]gnmgeme (8.3). Dermed er opspaltningen (8.15)
vist.

Pa tilsvarende made som i Afsnit 2.1 fglger heraf, at enhver lgsning til

. estimationsligningerne ogsa er et minimumspunkt for kvadratsummen,
og at ethvert andet minimumspunkt ogsa opfylder estimationslignin-
gerne.

Om R?

Vi vil her gore rede for at de to udtryk (8.5) og (8.6) for R?® giver
samme resultat. Det er nu nedvendigt at der er et konstantled med i
regressionen.

Vi omskriver udtrvkket fra teelleren af (8.6):

Ywi-0G-7 = Y (6-8+GE-9) G-

i=1 i=1

i
]
@
|
=
S
I
‘S’l
+
%
=)
|
<
N

Hvis vi kan vise at Z i — 9@ —7) =0, er det klart at de to R?-
=1
udtryk er ens.

n p
I det foregaende har vi vist at Z(y,— - %) (f},- - z:c,-jﬂj) = 0 for
i=1 3=0
ethvert valg af B-erne. Hvis viveelger fp = Jog b == ... = B, =0,
fas heraf det gnskede.
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8.9 Opgaver

Opgave 8.1
Betragt fglgende lille, til lejligheden konstruerede datasat:

Y I T2 .
-11 ~4 7
9 3 4
-4 -1 7
16 7 4
-6 -5 1

Man ensker at udtrykke y som en linearkombination af de forklarende
variable (baggrundsvariablene) z; og z,, dvs. finde en sammenhang af
formen y = By + 216, + 12052.

e Opskriv estimationsligningerne.
Hvorfor er de forholdsvis nemme at lgse?

o Her er et uddrag af en ISP-monitorfil fra en lgsning af denne
regressionsopgave.

ISP>>glue/axis=2 x1 x2 > x
ISP>>regress x y > cm:korrel

degrees of freedom: §~-3=2
> sigma = 0.8972

R-square = 0.9968

F-stat =  313.8 (2 over 2 df)

condition = 1.517

var coef sdev
1 2.170 0.8972E-01
2 -1.167 0.1787
const 6.167 0.9148

ISP>># korrel indeholder korrelationsmatricen for
ISP>># parameterestimaterne betal, beta2, betaOl.
ISP>>print korrel /format=(3£10.4)

1.0000 0.0000 0.0000

0.0000 1.0000 -0.8987

0.0000 -0.8987 1.0000
ISP>>
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Hivéd er lasningen til estii'x;ations]ignrirrigerne?

e Rent faktisk blev y-veerdierne frembragt ved hjeelp af den stati-
stiske model y = 5 + 2z, — z, + €, hvor ¢ er normalfordelt med
middelveerdi 0 og varians 1.

Hvordan harmonerer de foreliggende y-vardier med denne model?

o Ved hjalp af tilfgjelsen cm:korrel pa regress-kommandolinien
blev korrelationsmatricen for parameterestimaterne anbragt i ar-
rayet korrel.

Korrelationer er stgrrelser der altid vil ligge mellem —1 og 1, og
hvis to parameterestimater har en korrelation som er meget tzet pa
—1 eller 1, er det et tegn pa at de tilhgrende baggrundsvariable
indeholder stort set samme information (det er altsa gnskeligt
med korrelationer tat pa 0).

Er der nogen sammenhang mellem estimationsligningernes udse-
ende og korrelationsmatricens udseende?

Opgave 8.2
Fortseettelse af Opgave 7.1:

Man har en formodning om at civilisationen har en stressende og der-
med blodtryks-egende virkning. Prev derfor at lave regression af ‘blod-
tryk’ (y) pa ‘brekdel af livet i de nye omgivelser’ (x,). Er der en signi-
fikant afheengighed af x,?

Der foreligger endnu en baggrundsvariabel, nemlig ‘veegt’ (z;). Under-
sgg om et plot af residualerne fra den fgrste regression mod z, viser
noget interessant. Prov at lave multipel regression af ‘blodtryk’ (y) pa
‘brekdel af livet i de nye omgivelser’ (z;) og ‘vaegt’ (z;). Er der nu en
signifikant afhangighed af z,? ‘

Forklar resultaterne.

Opgave 8.3

Hvad kan man fa ud af at benytte (simpel eller multipel) regressions-
analyse i Opgave 7.47

Opgave 8.4: Trzers rumfang

Inden for skovbruget er man interesseret i at kunne vurdere et tras
indhold af temmer, dvs. dets rumfang, uden alt for stort besvaer. Nogle
stgrrelser der er nemme at bestemme er diameter og hgjde, og det ville



Opgaver ‘ 119

Tabel 8.6: Opgave 8.4: Diameter d (i inches), hgjde h (i feet) og rumfang
v (i kubikfeet) for 31 sortkirsebaertraeer.

d h v d h v
8.3 70 10.3 12.9 85 33.8
8.6 65 10.3 13.3 86 27.4
8.8 63 10.2 13.7 71 25.7
10.5 72 16.4 13.8 64 249
107 81 18.8 14.0 78 345
10.8 83 19.7 14.2 80 31.7
11.0 66 15.6 145 74 36.3
11.0 75 18.2 16.0 72 38.3
11.1 80 22.6 16.3 77 426
112 75 19.9 17.3 81 55.4
11.3 79 24.2 175 82 55.7
114 76 21.0 | 17.9 80 57.3
114 76 214 18.0 80 515
11.7 69 213 180 80 51.0
12.0 75 19.1 20.6 87 770
129 74 222 -

vare praktisk hvis man kunne forudsige et traes rumfang sa nogenlunde
ud fra disse to sterrelser.

Man har derfor malt diameteren d (i en hgjde af 4.5 feet over jorden),
hgjden h og rumfanget (volumenet) v for 31 traer af en bestemt slags
(sortkirsebeertraeer i Allegheny National Forest, Pennsylvania). Resul-
taterne er vist i Tabel §.6.

Opgaven er nu at undersege, om man med en simpel statistisk model
kan bestemme v ud fra kendskab til d og h, og i givet fald hvordan og
hvor godt. |
Tip: Der er mulighed for forskellige regressionsanalyser. Man kan ogsa prove
at udnytte, at rumfang er noget med hojde gange tveersnitsareal.

Data kan indlaeses med kommandoen getdata (data-navn tree).
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Veegtede mindste kvadrater

I de hidtidige kapitler har vi som estimationsmetode benyttet mindste
kvadraters metode, der, som det er fremgaet, gar ud pa at estimere pa-
rametrene saledes at summen af de kvadratiske afvigelser bliver mindst
mulig. I den forbindelse indgar alle observationer med samme vaegt,
og det er begrundet i at alle observationer har samme varians o2, sva-
rende til at de tilfaldige afvigelser antages at veere tilfzldige tal fra en

og samme (normal)fordeling med middelvardi 0 og varians o2.

Man kan imidlertid sagtens komme ud for situationer hvor en sadan
fremgangsmade ikke er rimelig. Nogle eksempler kan vere:

e Observationerne yi,¥2....,yn er fremkommet som middeltal af

forskellige antal malinger. — Hvis y; er et middeltal af n; malinger
og hvis de enkelte malinger har samme varians o2, s har y; vari-
ans o/n;. -

Se Afsnit 9.5 og Opgave 9.2.

e Der er opgivet en kendt usikkerhed (standardafvigelse) pa hver
enkelt af observationerne y;,y2,...,y, (se f.eks. Opgave 9.3).

e Man kender ad teoretisk vej en funktionel sammenhang mellem
y-ernes middelveerdi og varians (KKapitel 10 behandler eksempler
herpa). ‘
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9.1 Estimation af parametrene

Sagen kan gribes an pa fglgende made. For nemheds skyld ser vi pa
den simple line@re regressionsmodel, men metoden kan uden videre
generaliseres til multipel regression.

Der foreligger datapunkter (z;,¥:), ¢t = 1,2,...,n, og vi gar som model-
antagelse ud fra, at der findes parametre (3 og 3; saledes at

¥vi = Botzif+ei S (9.1)

for alle 7. Observationerne y;,¥y2,...,Yyn har nu ikke lzengere ngdven-
digvis samme varians, men det antages at y; har variansen o%/w;, hvor
wy, wy,. .., w, er kendte tal og o? (i nogle situationer) er ukendt.

Na&r man her skal opskrive den kvadratsum der skal minimaliseres, skal
den i-te kvadratiske afvigelse indga med en veegt som er omvendt pro-
portional med den i-te varians, mere praecist med vagten w;, sa kva-
dratsummen skal vaere

n

Z w; (yi ~(Bo+ xiﬂ1)>2 . (9.2)

i=1
Nuer

wi(yi—(ﬁo+$i51))2 = (gﬁyi_(&:ﬁﬂo+w:/2$iﬂl))2

* * »*
Y T )

= (v - Ghho+uh))

sa den vagtede kvadratsum (9.2) kan opfattes som en sadvanlig kva-
dratsum i det multiple regressionsproblem

yi = ziB0+ 256, (9.3)

Der galder at stgrrelserne yi,y3, ..., yx har samme varians 02, og der-
for er det korrekt at lgse det “stjernede” multiple regressionsproblem
(9.3) med sedvanlig uvaegtet mindste kvadraters metode. Pointen i det
hele er, at det oprindelige og det “stjernede” regressionsproblem har

Ifglge regnereglerne for varianser (se f.eks. Box 5.1 pa side 59) er variansen pa

Y= w,-”zy,- lig med variansen pa y; ganget med (u13/2)2 = w;, dvs. variansen er
(02 /w;) x w; = o2,

2
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samme [, 3, og 02, og at man derfor kan finde lgsningen til det oprin-
delige vaegtede regressionsproblem ved almindelig mindste kvadraters
metode pa det nye problem. '

Hvis man vil lgse regressionsproblemet (9.3) med handkraft skal man
som sadvanlig opstille og lese et szt estimationsligninger. Ligningerne
bliver (efter at der er pyntet lidt pa formlerne)

(Z“")ﬂ”(wa.)m _ ‘_\;w‘yil~ B

i=1
(Z wizi) Bo + (Z wil’?) El z": WiZ;y;
=1 i=1 i=1

Lesningerne Bo og B, er vaegtet mindste kvadraters estimaterne i-det

oprindelige problem (9.1). Estimatet over variansparameteren o2 er

. 1 . - * a2 * ) 2‘
st = P (y,- = (zi1Bo + zi2ﬂl))

= n_‘)zw‘< 50+1$.51))

med n — 2 frihedsgrader.

9.2 Vaégtét regression med ISP

Det er forholdsvis let at foretage vagtet regression med ISP, man skal
blot lave det vaegtede problem om til det tilsvarende uveegtede problem
som sa kan leses med regress (med /const=n). Det vil typisk forega
sadan, idet x, y og w er arrays mdeho]dende veerdierne af z, y og w:

ISP>>glue/axis=2 (sqrt(w)) (sqrt(w)*x) > xx
ISP>>regress/const=n xx (sqrt(w)+*y)

~ Det er imidlertid endnu lettere at benytte kommandoen rg_glim; dette
er en kommando til generaliseret linear regression (der omtales neer-
mere i Kapitel 10), men den kan ogsa benyttes til almindelig vagtet
lineeer regression. Hvis x, y og w er som ovenfor, skal man blot skrive

ISP>>rg_glim x y w
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Med regress kan man fa gemt residualerne i et output-array. Det kan
man ikke med rg_glim, til gengeeld kan man fa gemt de fittede vaerdier
y, typisk sadan: :

ISP>>rg_glim x y w > fi:yhat

Udskriften fra rg_glim minder en del om udskriften fra regress. De
estimerede koefficiénter hedder dog nu beta (i stedet for coef), og de
star i en anden rakkefglge. Den estimerede standardafvigelse s hedder
80 (i stedet for sigma). Af interesse er ogsa stgrrelserne deviance og
Pearson X2; de er ens nar der er tale om normalfordelingsmodeller, og
deres verdi er vardien af residualkvadratsummen.

9.3 Modelkontrol

Hvis der kun er én forklarende variabel z, er det naturligt som led i
modelkontrollen at lave en tegning der dels indeholder de rigtige data-
punkter (z;,y;), dels den estimerede kurve.

Under alle omstandigheder bgr man lave residualundersggelser (resi-
dualplots. histogrammer osv., se f.eks. Afsnit 8.4), og det skal veere af
de sakaldt vagtede residualer (y; — ﬁ;)/w}/z. — Grunden til at det
skal vare de vagtede residualer er, at det er dem der bgr have samme
varians.

I visse tilfelde kan man foretage modelkontrol baseret pa varianssken-
net s%, nemlig i situationer hvor man enten ad anden vej kan bestemme
et skon s? over 02, eller kender den teoretiske varians 2. Modelkontrol-
len gar ud pa at teste om s? afviger signifikant fra denne anden verdi;
den narmere udformning af testet afhanger af om “den anden veerdi”
selv er et estimat eller om den er eksakt:

1. o? ukendt.
Hvis s? er variansestimatet fra regressionen og s? er et andet
estimat (med f; frihedsgrader) over o2, og hvis s? og s? er uaf-
hangige af hinanden, og hvis observationerne er normalfordelte,
sa kan man benytte
2
s
F = —
obs s%
som teststgrrelse. Hvis regressionsmodellen er rigtig sa er denne
storrelse F-fordelt med frihedsgradsantal f og f, og den ber ikke
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veere alt for meget stgrre end 1. Det betyder at man almindeligvis
vil forkaste modellen hvis der er meget lille sandsynlighed for at
fa en F-vaerdi storre end Fps.

Se Afsnit 9.5 for et eksempel.

2. o0? kendt. :
Hvis observationerne y,, ¥, . . ., y» har de kendte varianser o%/w;,
i =1,2,...,n, kan vi ga ud fra at w-erne er indrettet sadan at

0? = 1. I s& fald ber estimatet s? vaere ca. 1.

Det er hensigtsmeessigt at benytte residualkvadratsummen

D = Z w; (i — 5i)’°
=1

= f32

som teststgrrelse (her er f antallet af frihedsgrader). Hvis mo-
dellen er rigtig, og hvis observationerne er normalfordelte, sa er
denne storrelse x?-fordelt med f frihedsgrader. Det betyder at .
man vil forkaste modellen hvis der er en meget lille sandsynlig-
hed for at fa verdier steérre end den observerede veerdi D.

9.4 Estimaternes middelfejl

Pa samme made som i Kapitel 6 og i Afsnit 8.3 kan man teste hypoteser
om modellens parametre idet man sammenligner parameterestimaterne
med deres (estimerede) middelfe)l:

e Hvis 02 er ukendt, altsa hvis observationerne har en varians som

er “kendt panar en konstant faktor”, sa kan middelfejlene direkte
afleeses som sdev i ISP-udskriften.

e Hvis 02 er kendt og lig med 1, s skal parameterestimaternes
middelfejl udregnes som ISP-udskriftens sdev divideret med den
estimerede standardafvigelse sigma (eller s0).
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Box 9.1: Om.tests i normalfordelingsmodeller
| forbindelse med regressionsanalyse af normalfordelte observationer op-
traeder der blandt andet t-tests, F-tests og y*-tests.

o i-testet benyttes til at teste hypoteser vedrgrende en af regressions-
ligningens koefficienter. Det har typisk formen

Br —c

t = = .
est. middelfejl pa Sy

Antal frihedsgrader for t-stgrrelsen er lig antal frihedsgrader for det
variansskgn som den estimerede middelfejl i navneren beregnes ud
fra.

o F-testet benyttes til at sammenligne to forskellige og uafhangige
estimater over den samme varians o2. ¢ Det har typisk formen

si
s3
Der er to frihedsgradsantal for en F-teststgrrelse, nemlig teellerva-
riansskgnnets og navnervariansskgnnets.

o Y2-testet benyttes til at sammenligne et variansskgn med en formo-
det sand vaerdi af variansen. Det har typisk formen

fs?

ag

hvor f er antal frihedsgrader for s? og o2 er den formodede sande
verdi.

%Det har man blandt andet brug for ndr man vil teste en hypotese der vedrgrer
mere end én af koefficienterne i regressionsligningen.
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Tabel 9.1: Kvalning af hunde: Malinger af hypoxantinkoncentration til
de fire forskellige tidspunkter. | hver gruppe er observationerne ordnet efter
stgrrelse.

varighed koncentration

(min) | (pmol/1)
0 00 00 12 18 21 21 30
6 30 49 51 51 7.0 79

12 49 60 65 80 120 v
18 95 101 120 120 13.0 16.0 17.1

9.5 Et eksempel

Dette afsnit bestar af et eksempel der viser, hvordan man kan foretage
vaegtet linezer regression i en situation hvor y-erne er génnemsnit af
forskellige antal malinger der hver iser kan antages at have samme
varians. '

Syv hunde er (under bedgvelse) blevet udsat for iltmangel ved sammen-
presning af luftreret, og hypoxantinkoncentrationen i cerebrospinalvee-
sken maltes efter 0, 6, 12 og 18 minutters forlgb. Det var af forskellige
grunde ikke muligt at foretage malinger pa alle syv hunde til alle fire
" tidspunkter, og det kan heller ikke afgeres hvordan mélinger og hunde
herer sammen. Resultaterne af forseget er vist i Tabel 9.1. Man gnsker
at beskrive sammenhangen mellem varighed (z) og koncentration (y).

Hvis vi gar ud fra at sammenhangen er lineer, er det eneste rigtige i
denne situation naturligvis at foretage almindelig linezer regression pa
de 25 sammenhgrende verdier af tid og Koncentration, hvilket giver
folgende resultat:

ISP>>regress tid konc

degrees of freedom: 25 -2=23
sigma = 2,202
R-square = 0.8033
F-stat = 93.92 (1 over 23 df)
condition = 1.282
var coef sdev

1 0.6077 0.6271E-01

const 1.415 0.7100
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Tabel 9.2: Kvalning af hunde: det reducerede datamateriale.

varighed | gnsnt-konc | antal malinger
(min) | (gmol/l)

0 1.457 7

6 5.500 6

12 7.480 5

18 12.81 7

Antag nu at en eller anden entreprenant person havde besluttet, at der
ikke var nogen grund til at opgive alle koncentrationsmalingerne, det
var nok at opgive gennemsnittene. Sa ville datamaterialet se ud som i
Tabel 9.2. I sé fald burde man foretage vagtet linezr regression med
antallene som vaegte. Det kan gores pa fglgende made, idet mtid, mkonc
og mn indeholder tider, antal og koncentrationer:

ISP>>print mtid mkonc mn

MTID

0 6
MKONC

1.457 5.500
MN

7 6

12 18
7.480 12.81
5 7

ISP>>rg_glim mtid mkonc mn

GENERALIZED LINEAR REGRESSION Ver. 2.0
Error distribution: normal
Link function: identity

End after 1 iterations.
Number of good obs.: 4,

no. beta
1.415

1 0.6077
s0 = 2.2587

Pearson X2 = 10.19
deviance = 10.19

degrees of freedom: 2

sdev sdev/s0
0.7277 0.3224
0.6428E-01 0.2848BE-01
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Det ses at vi pa denne made far den samme regressionlinie som da vi
korrekt brugte alle observationerne, nemlig y = 1.415 + 0.6077z. Deri-
mod bliver den estimerede standardafvigelse og de estimerede middelfejl
anderledes.?

Hvis vi foretager uvaegtet regression, bliver resultatet

ISP>>regress mt mkonc
degrees of freedom: 4 -2=2
sigma = 0.9706
R-square = 0.8718 :
F-stat = 68.98 (1 over 2 df)
condition =  1.342 '
var coef sdev
1 0.6009 0.7235E-01
const 1.405 0.8121

Da eksemplet er sadan indrettet at der til hver r-veerdi er flere y-veer-
dier, er det muligt at foretage et F-test for om den lineere regressions-
model giver en tilstraekkelig god beskrivelse af observationerne (det
~svarer til Punkt 1 pa side 124). '

1.

o

Den vagtede regression (rg_glim mtid mkonc mn) gav os vari-
ansestimatet s? = 2.2572 med 2 frihedsgrader; denne varians for-
teeller hvor meget gennemsnittene varierer tilfeldigt omkring re-
gressionslinien.

Hvis vi teenker pa observationsmaterialet pa den made, at der
er 25 y-verdier der er delt op i fire grupper (svarende til de fire
tider), sa er der tale om en ensidet variansanalyse-situation (se
Afsnit 8.6), og vi kan udregne et sken s? over variationen inden
for grupper:

ISP>>x = tid==trn(mtid)
I1SP>>regress/const=n x konc
degrees of freedom: 25 - 4=21
sigma = 2.196°

2Middelfejlen divideret med standardafvigelse (sdev/s0) bliver den samme ved
de to metoder.
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cond{tion = 7 1.183

var coef sdev
1 1.457 0.8302
2 5.500 0.8967
3 7.480 0.9823
4,

12.81 0.8302

Det ses at variationen inden for grupper er s? = 2.196° med 21
frihedsgrader.

. Hvis gennemsnittenes variation omkring regressionslinien er me-

get stgrre end variationen inden for grupper, sa er det tegn pa at
regressionslinien ikke beskriver observationerne godt, dvs. tegn
pa at man ma forkaste regressionsmodellen. Vi vil altsa forkaste
modellen hvis teststorrelsen

F, = —
obs s¥
er meget storre end 1, dvs. hvis der er lille chance for at fa en
vardi sterre end Fi.

Den fordeling man skal sammenligne F,, med, er F-fordelingen
med 2 og 21 frihedsgrader.

. Vi har at F = 2.2572/2.1962 = 1.056. Sandsynligheden for at

fa en veerdi sterre end 1.056 i F-fordelingen med 2 og 21 friheds-
grader kan findes 1 statistiske tabeller; man kan ogsa bruge ISP’s
fpr()-funktion, f.eks. saledes

ISP>>print (1-fpr(1.056, 2, 21))
0.3656

Da der er over 36% chance for at fa en storre F-vardi, slutter vi
at regressionsmodellen beskriver observationerne udmarket.
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9.6 Endnu et eksempel

Dette afsnit handler om, at et gnske om at transformere y-verdierne
med (f.eks.) logaritmefunktionen har betydning for antagelsen om at
y-erne har samme varians.

Betragt eksemplet om vands stremningsforhold i en flod, Opgave 3.3.
Som det vil erindres, tyder tegninger pa at flowraten y ikke beskrives
serlig godt med en linezr funktion af vanddybden z. Vi vil nu diskutere
hvordan man kan fitte en eksponentialkurve af formen

y = exp(Bo+z5) 7 (9.4)

til de observerede punkter.

En neerliggende lgsningsmetode ville vaere at foretage almindelig regres-
sion af In(y) pa z, fordi (9.4) jo er ensbetydende med

In(y) = Bo+zp.

Denne fremgangsmade er imidlertid bestemt ikke uproblematisk. For
den almindelige regression forudsatter som bekendt, at de sterrelser
der bruges som afhengig variabel (y) har samme varians. Men hvis
flowvardierne har samme varians for alle dybder, sa har logaritmen til
flowveerdierne ikke denne egenskab, og hvis det omvendt var sadan at -
logaritmen til flowvardierne havde samme varians for alle dybder, sa
ville flowverdierne selv ikke have denne egenskab; dette kommer af at
logaritmefunktionens haldningskoefficient ikke er konstant.3

Lad os nu ga ud fra at det er flowvaerdierne der har samme varians, sa

den korrekte metode til at fitte en ret linie er almindelig simpel linear

regression af y pa x. Hvis vi ensker at fitte eksponentialkurven (9.4).

. vil det sa veere mest korrekt at foretage vaegtet regression-af In(y) pa r.

Sagen er bare, at for at kende vagtene pracist, skal vi kende den fittede -
~ kurve, og for at kende den skal vi kende vagtene .... Problemet lpses

ved en iterativ metode: man begynder med et forslag til fittet kurve,

derudfra beregnes vaegte, ved hjalp af veaegtene beregnes en ny fittet

kurve, udfra den beregnes nye vagte, de benyttes til en ny fittet kurve

osv.

Forsynet med passende oplysninger kan ISP-kommandoen rg_glim fo-
retage en sadan iteration. Det ggres med et kald af formen

3Hvis y har middelvaerdi i og varians o2, si har In(y) en varians der ca. er o?/u®.
Mere generelt har f(y) en varians der ca. er f/(u)20°. For at indse dette benyttes

rekkeudviklingen f(y) = f(u) + f'(p)(y — p).
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ISP>>rg_glim x y /link=1

hvor det afggrende er tilfpjelsen /1ink=1 der fortzller at den sakaldte
linkfunktion skal vare logaritmefunktionen®. Linkfunktionen er den
funktion der transformerer y-erne (eller snarere y-ernes middelvaerdier)
over pa en skala hvor der bliver tale om en linear afheengighed af de
forklarende variable. '

I eksemplet giver det fglgende resultat (bemaerk at man ikke skal angive
noget array med vagte): '

ISP>>rg_glim/link=1 dybde flow
GENERALIZED LINEAR REGRESSION Ver. 2.0
Error distribution: normal
Link function: log log(y)
End after 4 iterations.
Number of good obs.: 10, degrees of freedom: 8

no. beta sdev sdev/s0
~-2.000 0.1970 0.7566
1 5.226 0.2715 1.043
80 = 0.2604
Pearson X2 = 0.5424
deviance = 0.5424

Den estimerede eksponentialkurve er saledes
y = exp(—2 + 5.226x)

og den estimerede varians pa flowveerdierne er 0.2604?> med 8 friheds-
grader. ‘

Den bedste rette linie (fundet pa szdvanlig vis) er y = 13.83x — 3.982,
resulterende i en estimeret varians pa y-erne pa 0.60352, ligeledes med
8 frihedsgrader, og den bedste parabel er y = 23.54x? — 10.86z + 1.683,
resulterende i en estimeret varians pa 0.2794% med 7 frihedsgrader. Eks-
ponentialmodellen og andengradsmodellen er altsa stort set lige gode,
forstaet pa den made at de giver nogenlunde samme variansestimat.

4Laes mere om linkfunktioner i Kapitel 10.
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9.7 Opgaver

Opgave 9.1

Denne opgave gar ud pa at fitte en ret linie y = fo + 51 med vagtede
‘mindste kvadraters metode. De sammenhgrende verdier af z, y og
vaegt w er

y T w
105 1 4
121 2 4
133 3 1
147 4 1
162 5 1
168 6 1
171 7 4
179 8 4

1. (a) Som forklaret i teksten kan man finde lgsningen til det vaeg-
tede problem pa den made, at man formulerer et helt an-
det, uvaegtet problem, der er sddan indrettet at det har den
samme lgsning som det vaegtede problem. Hvordan ser dette
uveegtede problem ud?

(b) Opskriv estimationsligningerne og find Bo og Bi.
(Hjeelp: > wy = 291.4 og 3 wzy = 1470.9.)

(c) Lav en tegning (skitsemassigt) af punkter plus fittet linie.
(d) Hvordan skal man bere sig ad for at finde residualerne? .
2. (a) Les Punkt 1 med ISP.
Lav ogsa en tegning af punkter plus fittet linie.

(b) Hvad bliver resultatet hvis man laver seedvanlig uveegtet re-
gression? '

. Opgave 9.2: McIntosh-zbler

Ebletrzer (og mange andre treer) har to typer skud: lange skud, le- -
deskud, der kan vokse op til 15-20 cm i lpbet af en vakstseaeson, og
korte skud, sporer, der ofte ikke bliver mere end 1 cm lange. Det kan
forekomme at det ene ars lange skud bliver til sporer det naeste ar og
omvendt. — Det er almindeligvis pa sporerne at frugten kommer.
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1 en undersogelse af forskellen mellem de to slags skud pa McIntosh-
bler har man® i 1971 indsamlet data fra et antal podede sunde traeer
fra 1933 og 1934 pa den made, at man vakstsaesonen igennem med fa
dages mellemrum har udvalgt nogle tilfeldige skud og sa for hvert skud
registreret

1. om det var et ledeskud eller en spore,
2. hvor mange stilk-ansatser der var.

(De udvalgte skud blev skaret af og bragt til laboratoriet.)

Tabel 9.3 viser nogle af forsggsresultaterne. Som det ses har man ikke
gengivet data for hvert enkelt skud, man har kun noteret middeltal,
standardafvigelse og antal observationer for hver dag.

Man ensker at finde en ligning der beskriver hvordan antal stilk-ansatser
afhaenger af antal veekstdage (dvs. antal dage fra veekstperiodens start).
Der foreligger ingen hortonomiske teorier der udtaler sig herom, sa man
ma bare prove med almindelige simple statistiske modeller, f.eks. simpel
lineeer regression.

Gor det!

Da ¥-erne er gennemsnit af forskellige antal observationer, er det ikke
rimeligt at benytte almindelig mindste kvadraters metode. Man bgr
derimod benytte vagtede mindste kvadraters metode hvor vagtene af-
haenger af antal observationer (jf. Afsnit 9.5).

Standardafvigelserne s, s,.. .. benyttes ikke til noget i forbindelse med
bestemmelsen af den bedste rette linie. Til gengeeld kan man benytte
dem ved en vurdering af, om den fittede linie er god nok: Ud fra de
individuelle standardafvigelser udregnes den sakaldte varians inden for
grupper s} som et vagtet gennemsnit af de individuelle varianser, med

frihedsgradsantallene som veegte:

2 So(n; = 1)s?
SO = T~ -~
>(ni—1)
Dette varianssken, der har ) _(n; — 1) frihedsgrader, kan benyttes som
navner i et F-test for modellens rigtighed, jf. punkt 1 pa side 124.

Tip: ISP-kommandoen getdata (data-navn mcintosh) indlaeser data til ar-
rays tl, nl, y1, sl og ts, ns, ys, ss (1-et star for ledeskud, s-et for sporer).

5J. Bland (1978): A comparison of certain aspects of ontogeny in the long and
short shoots of MclIntosh apple during one annual growth cycle. Ph.D.-afhandling
fra University of Minnesota. Her citeret efter S. Weisberg (1980): Applied Linear
Regression. New York: Wiley.
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Tabel 9.3: Opgave 9.2: Stilk-ansatser p3 Mclntosh-traer, bestemt p3

- forskellige dage i Igbet af vaekstperioden.

t er tidspunktet (antal dage fra vaekstperiodens start), n er antal undersagte
skud pa den pigzldende dag, 7 er det gennemsnitlige antal stilk-ansatser
pr. skud, og s er standardafvigelsen pd antal stilk-ansatser pr. skud.

ledeskud sporer
1 n ¥ s t n .3 s
0 Y5 1020 0.83 -0 5 10.00 0.00
.3 5 10.40 0.54 6 5 11.00 0.72
7 5 .10.60 0.54 9 5 10.00 0.72
13 6 12.50 0.83 19 11 13.36 1.03
18 5 12.00 1.41 27 7 14.29 0.95
24 4 15.00 0.82 30 8 1450 1.19
25 6 1517 ~ 0.76 32 8 15.38 0.51
32 5 17.00 0.72 34 5 16.60 0.89
38 7 18.71 0.74 36 6 15.50 . 0.54
42 9 19.22 0.84 38 7 16.86 1.35
44 10 20.00 1.26 40 4 17.50 0.58
49 19 2032 1.00 42 3 1733 152
52 14 22.07 1.20: 44 8 18.00 0.76
5 11 22.64 1.76 . 48 22  -18.46 0.75
58 9 22.78 0.84 50 7 17.71 0.95.
61 14 23.93 1.16 55 24 19.42 0.78
69 10 25.50 0.98 58 15 20.60 0.62
73 12 25.08 1.94 61 12 21.00 0.73
76 9 26.67 1.23 64 15 2233 0.89
88 7 28.00 1.01 67 10 22.20 0.79
100 10 31.67 1.42 75 14 23.86 1.09
106 7 32.14 2.28 79 12 24 .42 1.00
82 19 24.79 0.52
85 5 25.00 1.01
88 27 26.04 0.99
91 5 26.60 0.54
94 16 27.12 1.16
97 12 26.83 0.59
100 10 28.70 0.47
106 15 2913  1.74
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Opgave 9.3: r"-mesoner

I kernefysik er man interesseret i at undersgge den sakaldte staerke vek-
selvirkningskraft, der blandt andet er ansvarlig for at holde sammen pa
atomkernens partikler, selv om mange af disse har positiv elektrisk lad-
ning og derfor skulle frastgde hinanden. Fysikerne kan fa et indtryk af
nogle sider af denne kraft gennem eksperimenter der gar ud pa at sende
visse elementarpartikler med stor hastighed ind mod andre elementar-
partikler; nar partiklerne kolliderer sker der forskellige omdannelser, og
man stiller sig op og maler hvad det er der kommer ud af kollisionen.

I ét sadant forsgg® bombarderer man protoner med nogle partikler der
hedder #~-mesoner. Eksperimentator kan selv bestemme partiklernes
impuls p (masse gange hastighed); kvadratet pa den totale energi er
givet som E? = 2mp hvor m er protonens masse. Ved sammenstgdet
dannes forskellige partikler, og man teller blandt andet hvor mange
7~ -mesoner der sendes ud i en bestemt retning; derved fas det sakaldte
spredningstveersnit Ao, som stort set er antal partikler registreret af
maleapparatet pr. sekund divideret med antal partikler udsendt pr.
sekund. Forsggsresultaterne er vist i Tabel 9.4. De enkelte malinger er
gentaget sa mange gange, at fysikerne havder at de kan give en praecis
veerdi for standardafvigelsen pa Ao-veerdien.

Visse fysiske teorier forudsiger at sammenhzngen mellem Ao og E er
af formen

Ao = fo+ BE™! + noget smat; (9.5)
muligvis skal man dog have et andengradsled med, altsa
Ao = fo+ BE™ 4 BE"? 4 noget smat. (9.6)
De indgaende j-er har en fortolkning og betydning i den fysiske model.
Den statistiske opgave er nu
e at undersgge hvilken af de to modeller (9.5) og (9.6) der er bedst;
e at afggre om den bedste af de to modeller ogsa er god nok;

e at angive estimater (inklusive standardafvigelser) over (-erne.

SH. Weisberg m.fl. (1978): s-dependence of proton fragmentation by hadrons.
11. Incident laboratory momenta 30-250 GeV/c. Phys. Rev. D, 17, 2875-2887.
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Tabel 9.4: Opgave 9.3: Malinger pd 7~-mesoner.
Impulsen p er opgivet i GeV (giga-elektronvolt = 10%eV), stgrrelsen E~! er .
opgivet i GeV~!, og spredningstvaersnittet Ao samt dets standardafvigelse

er opgivet i 1073 m?,

"~ Ger dette!

p E-1 Ao stafv.
4 0.345 367 17
6 0.287 311 9
8 0.251 295 9
10 0.225 268 7
12 0.207 253 7
15 0.186 239 6
20 0.161 220 6
30 0.132 . 213 6
75 - 0.084 193 5

150 0060 192 5

— Man kan foretage et test for modellens brugbax’hed ved hjzlp af
metoden beskrevet i Punkt 2 pa side 125.

Tip: Data kan indleses til ISP med kommandoen getdata (data-navn

meson).



Kapitel 10

Generaliseret linezer
regression

De forrige kapitlers regressionsmodeller (med undtagelse af den i ek-
-~ semplet i Afsnit 9.6) bygger pa bestemte modelantagelser om observa-
tionerne ¥y, yY2,.. ., Yn:

1. Den systematiske del af observationernes variation beskrives ved
hjeelp af et antal baggrundsvariable z,,z,,...,z, og tilhgrende
parametre (o, B, ..., B, pa den made, at den forventede y-veerdi
it hgrende til et bestemt s&t verdier z,,x,,...,z, er givet som

JT— BO+:E1B]+12B2+...+17PBP. (101)

2. Den tilfaldige del af variationen beskrives pa den made at

(a) observationerne er stokastisk uafhengige, dvs. dé tilfeeldige
faktorer der indvirker pa én af observationerne, virker uaf-
hangigt af dem der indvirker pa de gvrige observationer,

(b) der er ikke nogen funktionel sammenhzng mellem den sy-
stematiske og den tilfzeldige del af modellen, dvs. 3-erne har
ingen indflydelse pa den tilfzldige variation,

(c) observationerne er normalfordelte med samme (ukendte) va-

rians o2 (eller med en varians der er kendt panzr en konstant
faktor).

139
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Spergsmalet er nu, hvad man kan stille op hvis man ikke er parat til
at gore disse antagelser, og svaret er at det kommer an pa hvad der sa
geelder i stedet. 1 generaliseret lineaer regression svaekkes modelanta-
gelserne i to retninger:

1. Det behgver ikke vaere selve den forventede veerdi y der kan skri-
ves pa formen (10.1), det er nok at der for en eller anden kendt
funktion g geelder

gp) = BotxiPr+zBa+ ...+ 2,5

eller ensbetydende hermed

g = g (Bot b+ T+ ...+ 2,8),

hvor ¢! betegner den omvendte funktion til g.

(Det sa vi et eksempel pa i Afsnit 9.6, hvor funktionen g var
logaritmefunktionen.)

Denne funktion g der saledes transformerer middelvardien p over
pa en skala hvor der bliver en linear afhangighed af de forklarende
variable, kaldes for link-funktionen. — Om en linkfunktion kree-
ves, at den skal vare defineret pa det interval hvori y-vardierne

kan ligge, og at den skal veere monoton og kontinuert differentia-
bel.

I Tabel 10.1 ses nogle ofte anvendte linkfunktioner.

2. Hvad den tilfzldige del af variationen angar, sa skal observatio-
nerne stadig veere stokastisk uafhengige. Derimod behgver de
ikke laengere vaere normalfordelte, men kan f.eks. veere binomial-
fordelte eller Poissonfordelte, og derved er der mulighed for at
modellere antalsobservationer.

I generaliseret linezer regression skal der veere en vis veldefine-
ret sammenhaeng mellem observationernes middelvardi og deres
varians (altsa mellem den systematiske og den tilfzldige side af
modellen), nemlig pa den made at y-s varians Var(y) er propor-
tional med en kendt funktion V af den forventede veerdi g,

Var(y;) = o V(w)/w;,

hvor o2 enten er en ukendt parameter eller konstanten 1, og hvor
wy, Wa,. . ., wy, er kendte positive tal.
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Tabel 10.1: Nogle ofte anvendte linkfunktioner og deres omvendte funk-

tioner.
navn g(y) def.maengde g 1(2)
identiteten y Yy €] — o0, +00[ z
log Iny y €10,400[ exp(z)
reciprok 1/y y#0 1/z

. y exp(z)

t R 2. EE A
logi lnl-—y y €]0,1[ % exn(?)
probit d-1(y) y€]0,1[ ' (z)
c-log-log - |In(=In(1—y)) y€]O,1[ 1 — exp(—exp(z))

Den generaliserede linezre regressionsmodel kommer derfor i sin gene-
relle udformning til at se sadan ud: For hvert i (i = 1,2,...,n) er der |
en observation y;. vardier 2.2, ...,Z;, af de p baggrundsvariable!,
samt et positivt tal w;.- Desuden er der en kendt linkfunktion g og en
kendt variansfunktion V. Endelig er der parametrene S, f1,. .., 3, og
o?. Modellen siger da, at den forventede veerdi y; af y; er

pi = g7 (Z z.-jﬂ,-)

j=0

og at variansen pa y; er

Var(y;) = 0% V(u)/w;.

Denne modelformulering er generel nok ti] at omfatte en god del interes-
sante statistiske modeller, samtidig med at den indeholder tilstraekkelig
meget matematisk struktur til at det er muligt at studere matematisk-
statistiske egenskaber ved generaliserede linezre modeller som sadan.?

1Som i Kapitel 8 er der desuden en underforstaet baggrundsvariabel zo der kon-
stant er lig 1.

2Standardreferencen om generaliseret linear regression mm. er: P. McCullagh &
J.A. Nelder (1983): Generalized Linear Models. London: Chapman and Hall.
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10.1 Estimation

Hvis man vil preve at tillempe mindste kvadraters metode til brug
i generaliserede linezre regressionsmodeller, steder man pa to slags
komplikationer:

1. Tilstedevarelsen af linkfunktionen sdelagger den linezre struk-
tur, sadan at estimaterne ikke mere kan findes blot ved at lgse
nogle linezre ligninger. — Den kvadratsum der skal minimaliseres

n b4 2
er ikke leengere som i Kapitel 8 af formen Z (y,- - Z :c.-,ﬂj)

=1

- n P ?
men derimod af formen Z (y,- -g! (Z :t.-jﬂj)) hvor g er

=1 =0
en eller anden ikke-linezr funktion, f.eks. In.

=0

2. Observationerne har ikke mere (nedvendigvis) samme varians; nu
har variansen lov til at afheenge af middelvardien efter naermere
fastsatte regler. Derfor ber man benytte vagtede mindste kva-
draters metode.

Det besvearlige er blot, at veegtene afhanger af 3-erne. Man er
derfor i en situation, hvor man for at estimere §8-erne korrekt skal
kende vagtene, og for at estimere vagtene korrekt skal kende
[3-erne.

Det er muligt at finde estimaterne med en sakaldt iterativ metode, dvs.
en metode der bestar i at man ferst valger et szt begyndelsesveerdier
og dernaest bliver ved med at anvende en “forbedringsmetode” pa disse
veerdier, indtil “forbedringen” ikke har nogen synlig virkning.

Her folger en beskrivelse af den iterative estimationsmetode man ofte
benytter. Forst lidt notation:

® ¥1,¥2,--.,Yn €r observationerne,
o Bo, b, .., B, er de parametre der skal estimeres,

o Bk, B%,...,B5 er de approksimationer til 8;-erne som vi er ndet
frem til efter k sknidt,

® u1,f2,. .., s €r de teoretiske forventede veardier (middelvardier),

pi=g~ (Z J?ijﬂj) :

i=0
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o uk uk ... uk er de approksimationer til py, g2, ..., un som vi er
P

naet frem til efter k skridt, pf‘ =g! Z xi,ﬂf
’ =0

" Metoden er opbygget pa felgende made:

1. Som startvaerdier p?, u9,..., u8 benyttes u? = y;, i1 = 1,2,.

2. Antag at uf, uk, ..., u* er dei gjeblikket bedste approksimationer
til pey, play .o oy pn.

3. Udfer en snedigt valgt veegtet linezr regression der leverer. de
forbedxede B-vaerdier BE+!, 5541, .. ﬂ““

® som aﬂlaenglg variabel (“y”) bruges tallene =¥, 25,..., 2* gi-

vet ved

o= g(u) + (yi — wHg'(uh),
® som forklAarende variable bruges z-erne fra det opriﬁdelige
problem, :

“® som vagte bruges tallene w; /(g’(;zf)2\/'(/tf-‘)).

P
4. Udregn de forbedrede y-vardier uf*! = ¢! (Z z;jﬂf“).

3=0

5. Hvis forskellen mellem p**!-veerdierne og A*-vardierne er til-
straekkelig lille sa slut. ellers gé tilbage til Punkt 2.

Nar 1terat10nen er slut, har man faet et sat estlmelede parametre
ﬂo,ﬂl ﬂp med tilsvarende fittede y-veerdier y; = fi;, 1 = 1,2,...,n.

. Som begrundelse for i Punkt 3 at foretage netop den beskrevne regres-
sion dette: Hvis man tillader sig at opfatte u¥, u%,..., u¥ som konstan-
ter, kan man finde udtryk for dels den forventede veerdi, dels variansen
af zf. Den forventede vardi af z! bliver g(u¥) + (1; — u*)g'(1¥), hvilket

P

omtrent er lig med g(p;) = Z x;;B;. lielge regneregler for varianser er
3=0
variansen af z¥ lig med (g'(1%))?- Var(y,) altsa o? (g’(;tf‘))2 V(i) wi.

3se f.eks. Box 5.1
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Den pigéeldende 7regressiorh er derfor (nasten) den korrekte vagtede
regression for at estimere 3-erne ud fra z*-erne.

Den kvadratsum der minimaliseres i regressionen i Punkt 3 er

p 2
. (Zf‘ = Z%ﬂj)

j=0

2w 7' (uF RV (iF)

eller
2

(g + (yi = #)g'(uf) = g(wi))
2w SV () |

Né&r vi her indsetter i i stedet for bade u og u* far vi en slags residu-
alkvadratsum kaldet den generaliserede Pearson X? stgrrelse:

a2 _ o, i)
D Ve 7

1=1

Man kan bruge X? divideret med antal frihedsgrader (n — (p+1)) som
2

et estimat over variansparameteren o*.
Man plejer desuden at udregne en sakaldt deviance D, hvis systematiske
definition vi ikke skal komme ind pa her. Der vil som oftest gelde at
D =~ X2, og den ene eller den anden af de to stgrrelser kan benyttes til
tests af hvor godt modellen beskriver observationerne.

10.2 ISP-kommandoen rg_glim

Generaliseret linezer regression udferes af ISP-kommandoen rg_glim.
Syntaksen for rg_glim minder en hel del om syntaksen for regress.

Inputargumenter: rg_glim skal have mindst to inputargumenter,
nemlig et r-array og et y-array, ganske som ved regress.

Ved binomialfordelte observationer skal der vare et tredie in-
putargument indeholdende binomialfordelingens antalsparameter
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Tabel 10.2: Liste over de fordelinger der kan vélges | rg_glim med
/error=, samt tilhgrende kanoniske linkfunktioner.

Fordeling kanonisk link
navn | /error=
normal n ‘identiteten
Poisson p log
binomial b logit
gamma g reciprok
inv. Gauss i inv. squared

Desuden kan der vere et array med veagte og et array med of-
fsetveerdier!. Et “typisk” kald af rg_glim med bade vagte og
offsetveerdier se sadan ud:

ISP>>rg_glim x y w:vagte of:offset

hvor vagte og offset er to arrays med henholdsvis vaegte og
offsetveerdier.

‘Fordelinger: Man vealger fordelingstype med parameteren /error
(default er /error=n svarende til normalfordelte observationer).
Tabel 10.2 viser alle de p.t. mulige fordelinger.

Linkfunktioner: Man valger linkfunktion med parameteren /link
(default er den sakaldte kanoniske linkfunktion, se Tabel 10.2).

Tabel 10.3 viser alle de p.t. mulige linkfunktioner. Bemark dog
at ikke enhver kombination af linkfunktion og sandsynlighedsfor-
deling er meningsfuld.

Andre parametre: Som ved regress kan man tllfme /const=n for
at undga konstantleddet.

4Hvis modellens middelvaerdistruktur er givet ved et udtryk af formen
P
g(pi) = ai+t zzijﬂj
j=0

hvor a;-erne er kendte tal (og f;-erne er ukendte parametre som altid), siges
aj,as,...,an, at vere oflsetvardier. .
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Tabel 10.3: Liste over de linkfunktioner der kan velges i rg_glim med
/link= .

navn /link= | tilsv. ISP-udtryk
identiteten i y

log 1 Tog(y) -
reciprocal - r 1/y

inverse squared s 1/y**2

logit g log(y/(1-y))
c-log-log ¢ | log(-log(1i-y))
probit P gauqu(y)

Derudover er der parametre /maxits og /toler der kontrollerer
iterationen.

Outputargumenter: Man kan angive outputargumenter (efter en >)
som vil komme til at indeholde de fittede vaerdier og/eller de esti-
merede parametre og/eller parameterestimaternes korrelations-
matrix, f.eks.

ISP>>rg_glim.x y > fi:yhat co:beta cm:kormat

I eksemplet 1 Afsnit 10.3 ses eksempler pa udskrifter fra rg_glim, se
f.eks. side 152. Bemark blandt andet, at de estimerede koeflicienter
findes i sojlen beta (og konstantleddet har nummer 0), og at estima-
tet over ¢ hedder s0. Om brugen af sdev, sdev/s0, Pearson X2 og
deviance se de fplgende specialafsnit for de enkelte fordelinger.

10.2.1 Normalfordelte observationer

Hvis man ikke angiver nogen /error til rg_glim, antages normalfor-
delte observationer. Standardlinkfunktionen er identiteten. Det vil
sige, at et kald af formen

ISP>>rg_glim x y
fitter den samme model som

ISP>>regress x y
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Hvis man angiver et tredie inputargument, benyttes det som vaegte;
hvis vagte er et sadant vagtarray, kan man skrive

ISP>>rg._glim x y vagte
eller (med markning)
ISP>>rg_glim x y w:vagte

(Se ogsa Kapitel 9.)

Med /1ink=1 kan man fitte norma]fordélingsmadeller hvor Jogaritmen

til y-erne afheenger lineart af en (eller flere) forklarende variabel z,

typisk
ISP>>rg_glim /link=1 x y

(Man kan godt kombinere brugen af vaegte og brugen af linkfunktioner.)
.

I normalfordelingsmodeller er deviance og X? det samme, nemlig resi-
dualkvadratsummen. '

I de fleste tilfaelde er variansparameteren o2 ukendt. I sa fald galder, at
o? estimeres ved kvadratet pa s0 og at B-ernes middelfejl er det der star
i rg_glim-udskriften under sdev. Men hvis o2 er kendt og hvis man
vaegter med de reciprokke o2-er, sa vil s0 vare lig 1 panar tilfaeldige
afvigelser, og 3-ernes middelfej]l afleeses under sdev/s0; endvidere kan
man i dette tilfzlde benytte deviancen D til et ‘goodness-of-fit’ test
idet nemlig D ikke ma ligge for langt ude i y2-fordelingen med det
pageldende antal {rihedsgrader.

10.2.2 Binomialfordelte observationer

Binomialfordelte observationer valges med /error=b . Ved binomial-
fordelte observationer skal der vaere tre argumenter til rg_glim, nemlig
arrays med vardierne af z, y og n, hvor meningen altsa er, at y; er bino-
mialfordelt med antalsparameter n;. Et typisk kald kan derfor se sddan
ud:

ISP>>rg_glim /errorsb x y n
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Box 10.1: Binomialfordelingen
En stokastisk variabel Y siges at vaere binomialfordelt med antalsparame-
ter n' og sandsynlighedsparameter p, hvis Y har de n + 1 mulige udfald
0,1, 2, ..., nog hvis

P(Y =y) = (Z)p“(l -p)""

fory=20,1,2,...,n

Der gzlder at EY = np og Var(Y) = np(1 - p).

Hvis Y er en sum af n stokastisk uafhangige 01-fordelte variable med
samme parameter p, s er Y’ binomialfordelt med parametre n og p.

Box 10.2: 01-fordelingen
En stokastisk variabel }" siges at vaere 01-fordelt med parameter 8 € [0, 1],
hvis Y kun har de to mulige udfald 0 og 1, og hvis sandsynligheden for
at Y antager vaerdien 1 er 6, dvs. P(Y =1)=00gP(Y =0)=1-4.

Hvis man skriver
ISP>>rg._glim /error=b x y n > fi:yhat

bliver de fittede y-vardier anbragt i yhat.

Ved binomialfordelingen er det rent faktisk ikke y;-erne og deres middel-
veerdier p; der bliver modelleret med diverse regressioner, men derimod
de relative hyppigheder y;/n; og deres middelveerdier, nemlig binomial-
fordelingsparametrene p;. De linkfunktioner der anvendes ved bino-
mialfordelingen er derfor nogen der afbilder intervallet ]0,1[ pa den
reelle akse.

. Nar man benytter

Standardlinkfunktionen er logit, dvs. p — In ] 4

den, siger man undertiden at man foretager logistisk regression. Den
simpleste form for logistisk regression, nemlig med én forklarende va-
riabel z, bestar saledes i at man modellerer p’s afhangighed af = ved
relationen

In—— = Bo + x5
I-p

eller ensbetydende hermed
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exp(fo + 1)
1 +exp(fo +zp)

Andre linkfunktioner der undertiden anvendes er probitfunktionen, og
den komplementaere log-log-funktion, se Tabel 10.1 og 10.3.

Nar alle n;-erne er store galder

e Middelfejlen (eller rettere den omtlentllge mlddelfejl) pa (-erne
afleeses under sdev/s0.

o Hvis modellen er rigtig, er deviancen D og Pearson’s X? omtrent
ens. ' '

- Man kan benytte D (eller X?) til et ‘goodness-of-fit’ test, idet
D skal ligge centralt i x*-fordelingen med det pageldende antal
frihedsgrader for at man kan sige at modellen er god nok.

e Man kan endvidere benytte deviancen ved test af statistiske hy-

~ poteser: Hvis man har en grundmodel med en deviance Dy med
fo frihedsgrader, og hvis man har en hypotese der giver en devi-
ance Dy med f, frihedsgrader, sa kan man teste denne hypotese
med teststorrelsen D; — Dy, som ikke ma vaere for stor sammen-
lignet med x*-fordelingen med f; — fo frihedsgrader. Afsnit 10.3
indeholder eksempler herpa. ' '

10.2.3 Poissonfordelte observationer

Poissonfordelte observationer veelges med /error=p . Standardlink-
funktionen er log (naturlig logaritme).

Hvis man {.eks. har Poissonfordelte observationer y;,vs,. ..,y og on-
sker at fitte en model hvor disses middelveardier pa en logaritmisk skala
afhanger linezert af z, kan det gores med et kald af formen

ISP>>rg_glim /errorsp x y

Hvis det derimod er middelvardierne selv der afheenger linezrt af z,
ma man udtrykkeligt angive linkfunktionen:

ISP>>rg._glim /error=p /link=i x y
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Box 10.3: Poissonfordelingen

| En stokastisk variabel Y siges at vaere Poissonfordelt med parameter ,
1hvis de mulige udfald af Y er 0, 1, 2, 3, ... og hvis

v

PY=y) = -Z—,exp(—u)

fory=20,12,....
Der glder at EY = u og Var(Y) = u.

Undertiden har man brug for at analysere Poissonfordelingsmodeller
hvor den forventede vaerdi yu; af y; er af formen p; = An;, hvor n;
er et kendt tal og hvor det er A; der skal modelleres ved hjelp af de
forklarende variable. Det kan man gere ved at tilfgje en vektor af n;-er
som et tredie inputargument til rg_glim, f.eks.

ISP>>rg_glim /errorsp x y n

I alle tilfeelde kan man {a anbragt de fittede y-veerdier i et array yhat
ved at tilfgje > fi:yhat.

Middelfejlen (eller rettere den omtrentlige middelfejl) pa S-erne afleses
under sdev/s0.

Man kan benytte deviancen D (eller Pearson’s X?) pa ngjagtig samme

10.3 Et eksempel

Dette afsnit bestar af et eksempel pa logistisk regression af binomial-
fordelte observationer. Der er tale om et dataszt der bestar af to dele,
som i forste omgang har hver sin logistiske kurve; senere underseges
om kurverne er “parallelle” og om de er sammenfaldende (se eventu-
elt Afsnit 8.7 for et tilsvarende eksempel i forbindelse med almindelig
regression).

I en undersggelse® af insekters reaktion over for insektgiften pyrethrum
har man udsat nogle rismelsbiller ( Tribolium castaneum) for forskellige

5Her citeret efter Pack and Morgan (1990): A mixture model for interval-cen-
sored time-to-response quantal assay data, Biometrics 42, 749-757.
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Tabel 10.4: Rismelsbillers overlevelse. Tabellen viser antal dgde / total-
antal for hvert kgn og for fire forskellige doser (mg/cmz).

dosis M F

0.20 {{ 43 /144 [ 26 / 152
032 {50/ 69|34/ 81
050 || 47 / 54|27/ 44
080 |48/ 50|43/ 47

mangder gift og derpa set hvor mange der var dede efter 13 dages
forlgb. Resultaterne (i reduceret form) ses i Tabel 10.4.

Lad ngr og yax betegne henholdsvis totalantal biller og antal dede bil-
ler i den gruppe der har faet dosis d og har ken k (= M,F). En simpel
modelantagelse er, at der i hver gruppe er tale om en binomialfordelings-
situation, saledes at biller af samme ken og med samme gift-“behand-
ling” har samme chance py for at dg og siledes at de der uafhaengigt
af hinanden. Antallet yy; af déde skulle derfor veere en observation fra
en binomialfordeling med antalsparameter ng og sandsynlighedspara-
meter Pdk-

Sandsynlighedsparameteren afhanger formodentlig pa en eller anden
made af den kvantitative baggrundsvariabel d, og erfaringsmassigt kan
man ofte beskrive sadanne afhengigheder ved en regressionsmodel af
formen '

logitpdk = ar+ Bxind, (102) '

dvs. pa den logistiske skala afhenger p lineart af logaritmen til dosis.
Man kan nu forst fitte denne model til data, og derefter kan man un-
dersgge om den kan forsimples. Eksempelvis kan det veere fornuftigt at
teste om linierne er parallelle, dvs. om Sy = Br. Hvis det kan accep-
teres, kan man derefter teste om linierne er sammenfaldende, dvs. om
apM = ar.

Vi vil nu vise hvordan den skitserede undersegelse kan udfgres med ISP
og rg._glim. Data er allerede tastet ind saledes at de kan indlaeses med
getdata. Dernast konstrueres vektorer dead, total og lldose der
hver iszr indeholder otte veardier, fgrst de fire for k = M, s de fire
for k£ = F. Desuden konstrueres et indikator-array sex der angiver om
billerne i den pageldende gruppe er.hanner eller hunner:
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ISP>>getdata ’tribol’
Antal dgde biller 13 dage efter sprgjtning med pyrethrum.
Dosis i DOSE
Antal dgde M hhv. F i DEADM hhv. DEADF
Totalantal M hhv. F i TOTALM hhv. TOTALF
ISP>>1dose = log(dose)
ISP>>glue deadm deadf >*dead # 6n lang vektor med D@DE
ISP>>glue totalm totalf > total # do. med TOTALANTAL
ISP>>glue ldose ldose > lldose # én lang vektor med LOGDOSIS
ISP>>glue 1 1110000 > sex # indikator for K@N (1=M,0=F)

For at fitte modellen (10.2) skal vi bruge den tilsvarende z-matrix (ogsa
kaldet designmatrix), her kaldet xx; den konstrueres pa samme made
som i Afsnit 8.7:

ISP>># 1. To forskellige kurver:

ISP>>glue/axis=2 1 0 > sexvalues

ISP>>x = sexsssexvalues

ISP>>glue/axis=2 x (x*1ldose) > xx # den gnskede X-matrix
ISP>>print xx

1 0 -1.609 0]
1 0 -1.139 0
1 0 -0.6931 0
1 0 -0.2231 0
0 1 0 -1.609
0 i 0 -1.139
0 1 0 -0.6931
0 1 0 -0.2231

Herefter kaldes rg_glim med xx som baggrundsvariable. Husk at man
skal sette /const=n.

ISP>>rg_glim /error=b /const=n xx dead total
GENERALIZED LINEAR REGRESSION Ver. 2.0

Error distribution: binomial

Link function: logit log(y/(1-y))
End after 3 iterationms.
Number of good obs.: 8, degrees of freedom: 4

no. beta sdev sdev/s0
1 4.270 0.4917 0.5370

2 2.562 0.3466 0.3785

3 3.138 0.3528 0.3853

4 2.582 0.2790 0.3047
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s0 = 0.9156
Pearson X2 = 3.383
deviance = 3.364

Reekkefglgen af parameterestimaterne er bestemt af raekkefglgen af sgj-
lerne i xx, sa derfor er

Gy = 4.270 (middelfejl 0.5372)
&F = 2.562 (middelfejl 0.3785)
( )

)

By = 3.138 (middelfejl 0.3853
Br = 2.582 (middelfejl 0.3047

Deviancen Dy = 3.364 er et mal for afvigelsen mellem de oprindelige
data og den fittede linezere logistiske model. Der gelder, at hvis model-
len er rigtig. sa ma Dy ikke veere for stor malt i forhold til x%-fordelingen
med 8 — 4 = 4 frihedsgrader. Man finder at i y*-fordelingen med 4 fri-
hedsgrader er der ca. 50% chance for at fa en stgrre Dy-vaerdi end den
faktisk opnaede pa 3.364, og det tyder pa at der god overensstemmelse
mellem den fittede model og de faktiske observationer.

Dernast fitter vi den model hvor linierne er parallelle, og til det formal
skal vi have en ny designmatrix, her kaldet xxx:

ISP>># 2. Parallelle kurver:
1SP>>glue/axis=2 x lldose > xxx
ISP>>print xxx

1 -1.609

-1.139
-=0.6931
-0.2231

-1.609

-1.139
-0.6931

0 1 -0.2231
ISP>>rg_glim /error=b /const=n xxx dead total
GENERALIZED LINEAR REGRESSION Ver. 2.0

Error distribution: binomial

Link function: logit log(y/(1-y))
End after 3 iterations.
Number of good obs.: 8, degrees of freedom: §

O O O r» 1
= == 0O 0 00
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: Parallelle logistiske kurver
1.00 )

o o
o o

oAwn HoANeHO
o
>
o

0.20

o'00-2.00 ' ~1.50 -1.00 ~0.50 0.00

logaritmen til dosis

Figur 10.1: Tribolium-eksemplet, den endelige model.

no. beta sdev sdev/s0
1 3.835 0.3335 0.3443
2 2.831 0.3008 0.3105
3 2.813 0.2311 0.2386
s0 = 0.9688
Pearson X2 = 4.693
deviance = 4.670

Det ses at den felles “heeldning” er B = 2.813 (med en middelfejl pa
0.2386) og de to “skaeringer” 3.835 og 2.831 (med middelfejl hhv. 0.3443
og 0.3105).

Som teststorrelse for hypotesen H; : 8y = Br om at kurverne faktisk
er parallelle kan man benytte forskellen mellem den nye deviance D, =
4.670 og grundmodellens deviance Dy, altsa Dy —~ Dy = 1.3. Hvis
hypotesen er rigtig, ma Dy — D, ikke veare for stor sammenholdt med
x2-fordelingen med 5 — 4 = 1 frihedsgrader (forskellen mellem de to
deviancers frihedsgrader). Man finder at der er omkring 25% chance
for at fa en stgrre veerdi end 1.3, sa vi kan sagtens godtage hypotesen
om parallelle kurver.
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Endelig kan man fitte den model hvor der ikke er forskel pa de to ken.

ISP>># 3. Ens kurver: .

ISP>>rg_glim /error=b lldose dead total

GENERALIZED LINEAR REGRESSION Ver. 2.0
Error distribution: binomial

Link function: logit log(y/(1-y))
End after 4 iterations.
Number of good obs.: 8, degrees of freedom: 6
no. beta sdev sdev/s0
3.204 0.6989 0.3010
1 2.709 0.5321 0.2291
s0 = 2.322
Pearson X2 = 32.35
deviance = 32.17

Man far da en deviance pa 32.17, svarende til en devianceandring pa
32.17 — 4.670 = 27.5. Med én frihedsgrad er sandsynligheden praktisk
taget O for at fa vaerdier-storre end 27.5, og man vil derfor forkaste
hypotesen om sammenfaldende linier. '

Konklusionen bliver at vi kan beskrive sammenhangen mellem dosis d
og sandsynligheden p for at de pa den made, at for hvert kon afhanger
logit p linezert af In d; de to linier er parallelle men ikke sammenfaldende.
Den felles heeldningskoefficient estimeres til 2.81 med en standardafvi-
gelse pa 0.23, skaringspunktet med linien In d = 0 estimeres for hanner
til 3.84 med en standardafvigelse pa 0.34, for hunner til 2.83 med en
standardafvigelse pa 0.31. Figur 10.1 illustrerer situationen. Figuren
er fremstillet pa felgende made:

ISP>>gscat ldose (deadm/totalm) /pch=M > figmp
ISP>>gscat ldose (deadf/totalf) /pch=F > figfp
ISP>>x=-iota(array(200))/100
ISP>>2m=3.835+2.813*x

ISP>>gscat x (exp(zm)/(1+exp(zm))) /pty=l > figml
ISP>>2f=2.831+42.813*x

ISP>>gscat x (exp(zf)/(1+exp(zf))) /pty=1 > figfl
ISP>>set xlab="logaritmen til dosis"

ISP>>set ylab="brgkdel dgde"

ISP>>set title="Parallelle logistiske kurver"
ISP>>gplot figmp figml figfp figfl /xyax=cl
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10.4 Opgaver
Opgave 10.1: Poissonfordelte data

En bestemt mutation af nogle Salmonella typhimurium bakterier har en
defekt cellevaeg, og det medferer at kemiske stoffer fra cellens omgivelser
let kan trange ind i cellen. Endvidere har mutationen den egenskab at
en raekke kemiske stoffer efter indtraeengning meget let kan fremkalde nye
mutationer i cellen — sadanne kemiske stoffer kaldes mutagener. De
nye mutationer er oftest tilbagemutationer, reversioner, til vildtypen af
bakterien.

Man foretager forsog (kaldet Ames’ test), som bestar i at fordele bak-
terier plus kemisk stof i en skal med naringsoplesning og sa efter et
passende stykke tid at teelle op, hvor mange bakteriekolonier af vildty-
pen (dvs. af revertanterne) der er.

Der er den szrlig interessante omstzndighed at kemiske stoffer som er
karcinogene (dvs. kraftfremkaldende) ofte ogsa er mutagene i Ames’
test.

For at undersoge den mutagene effekt af asfaltrgg har man® udsat skale
med testbakterier for forskellige doser asfaltreg. Hver dosis er givet
til tre skale, og pa hver skal har man optalt antallet af revertanter.
Resultatet heraf ses i Tabel 10.5.

Spergsmalet er nu, hvordan man kan beskrive “antal revertanter”s af-
hengighed af dosis.

Det er meget almindeligt at soge at opfatte tzlletal som dem der her
er tale om som Poissonfordelte. Det er derfor neerliggende at forsege

sig med noget generaliseret linezer regression med Poissonfordelte data.
Ger det!

Man kan haevde, at forspgene med dosis = 0 er vasensforskellige fra de
pvrige forsgg og det kunne man bruge som argument for at se bort fra
0-forspgene. — Det giver i hvert fald paenere data set fra statistikerens
synspunkt.

Tip: Data kan indlases med getdata (data-navn ames).

SA. Elkjer, P. Ingvardsen og T.D. Nielsen (1978): Undersogelse af asfaltrogs
mutagenicitet i Salmonella levermikrosom testen. Projektrapport fra RUC, BIO-
OB.
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Tabel 10.5: Opgave 10.1: Antal revertanter pr. skal.

dosis (ug pr. skal) | antal revertanter
0 | 316 289 295

100 391 403 380

200 409 398 417

400 468 418 410

600 484 474 440

800 489 535 505

:1000 590 568 565
2000 706 671 632

Opgave 10.2: Logistisk regression

I biologiske og medicinske sammenhenge udfgrer man ofte eksperimen-
ter (sakaldte ‘bioassays’) der skal vise hvordan forskellige koncentratio-
ner af et bestemt stof virker pa nogle forspgsdyr. Eksperimenterne er
indrettet pa den made, at der er nogle “ens” forspgsdyr som er ind-
delt i et antal grupper. Dyr i samme gruppe far samme behandling,
dvs. samme koncentration af stoffet, og forskellige grupper far forskel-
lige koncentrationer. Et vist stykke tid efter at dyrene har fiet deres
stimulus maler man deres respons, som meget tit er dod eller levende
(altsd et binaert respons). '

I ét sddant eksperiment har man taget nogle mus, der som led i for-
seget var smittet med en bestemt slags bakterier, og behandlet dem
med forskellige koncentrationer af et antibiotikum, og man har derpa
registreret om musene dgde eller ej. Der er benyttet syv forskellige kon-
centrationer, og der er 10 mus i hver gruppe. Man har lavet et antal
gentagelser af dette forseg, og nogle af resultaterne er vist i Tabel 10.6.7

Biologerne er iser interesseret i at kende den sakaldte LD50, dvs. den
koncentration for hvilken der netop er 50% chance for at musen dor.
De vil formentlig ogsa gerne vide noget om, hvor pracise de udregnede
LD50-veerdier er.

Forsggets opbygning ger det neerliggende at pasta, at antallet af dede
mus i en bestemt gruppe er binomialfordelt med en antalsparameter n,
som er lig antallet af mus i gruppen, og en (ukendt) sandsynlighedspa-
rameter p, som er en bestemt funktion af den dosis d som dyrene har

"Data er hentet fra Sanathanan, Gade & Shipkowitz (1987): Trimmed logit
method for estimating the ED50 in quantal bioassay. Biometrics 43, 825-832.
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Tabel 10.6: Opgave 10.2, bioassay-data: antal dgde ud af 10

Koncentration (mg/kg)
datasat | 150 75 375 1875 938 47 23
D1 0 0 0 10 9 10 10
D2 0 0 0 39 10 9
D3 6 10 10 10 10 9 10
D5 0 0 0 8 10 10 10
D7 2 9 8 10 10 10 10
D10 0 0 0 0 1 4 4

veaeret udsat for. Selve modelbygningsarbejdet bestar derefter i at finde
ud af hvordan p athanger af d.

For det forste plejer man ikke at modellere afhangigheden af d men
af u = In d. Man plejer endvidere at benytte en af de to konkurrende
modeltyper probit-modeller og logit-modeller — her vil vi benytte den
sidste.® Logitmodellen gar ud pa, at logit p afhanger lineert af u:

logitp = o+ ufh.

Det ses at der er tale om en situation hvor man kan forsgge sig med
generaliseret linear regression af binomialfordelte data, og hvor link-
funktionen i sa fald skal vere logit.

Gor det:

o Estimér 8, og () i hvert dataseet for sig.

e Man har en formodning om at parametrene 3, og 3, er de samme
i alle dataszettene, sa derfor vil man gerne estimere den felles
verdi. Det kunne man forestille sig at gere pa to forskellige
mader:

1. man kunne sige at der er 42 sammenhegrende verdier af log-
koncentration og “antal dede ud af 10” og sa lave logistisk
regression pa det.

8Logitmodeller kan man lese om f.eks. i Cox (1970): The Analysis of Binary
Data. London: Methuen. En klassisk reference til probitmodeller er Finney (1971):
Probit Analysis. 3. udgave. Cambridge: Cambridge University Press.
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2. man kunne sige at der er 7 sammenhgrende veardier af log-
koncentration og “antal dede ud af 60" (nemlig samtlige 60
dyr der har faet den pageldende koncentration), og sa lave
logistisk regression pa det. '

Prgv begge metoder.
Metoderne giver ikke samme udskrift fra rg_glim; hvad er for-
skellen? Hvad er grunden til forskellen?

e Lav tegninger indeholdende datapunkterne plus de(n) fittede
kurve(r).

e Udregn LD50-vzerdierne.

e Hvad kan man sige om den precision (f.eks. middelfejl) hvormed
de forskellige estimater er bestemt? ®

Tip: Data kan indlzeses til ISP med kommandoen getdata (data-navn

. assay).

Opgave 10.3

Hvis man vil finde ud af hvor smitsom en bestemt sygdom er, kan man
ideelt set gore det ved at undersoge en reekke personer der i forskellig
grad er blevet udsat for smitten og se hvor mange af dem der rent faktisk
har faet sygdommen. Det byder pa en rakke praktiske problemer,
eksempelvis er det ikke altid sa let at fa et realistisk skon over det
antal gange en person er blevet udsat for den pageldende smitte.

I en undersggelse!® af HIVs smitsomhed ved seksuel kontakt har man
data om 159 heteroseksuelle par, hvor det er blevet konstateret at man-
den er blevet smittet med HIV; man har sa undersggt om virus ogsa
er blevet overfert til hans kvindelige partner, og man har et skon over
antallet af seksuelle kontakter mellem de to fra det formodede smitte-
tidspunkt indtil undersggelsestidspunktet, se Tabel 10.7.

Man kan opstille en simpel og maske ogsa lidt naiv model som fglger:
Antag at der ved hver kontakt mellem den smittede mand og hans
usmittede partner er sandsynligheden A for at virus overfgres. Sa er der
altsa sandsynligheden 1— A for at smitten ikke overfgres ved én kontakt,
og hvis de enkelte kontakter er uafhangige af hinanden i smittemeessig

9Benyt evt. Appendiks B i forbindelse med beregning af middelfejleh pa LD50.
10California Partners’ Study, her citeret efter Jewell and Shiboski (1990): Statisti-
cal analysis of HIV infectivity based on partner studies. Biometrics 46, 1133-1150.
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Tabel 10.7: Opgave 10.3: Antal HIV-smittede Yy ;;antal undersggte o

personer n i forskellige grupper bestemt ved antal seksuelle kontakter k.

k y n
0-9 2 24

10 - 49 6 26
50 - 99 2 20
100 - 199 3 21
200 - 299 8 21
300 - 399 3 10
400 - 599 8 14
600 - 799 2 11

- 800 - 1499 2 8
1500 - 2170 2 4

henseende, sa er sandsynligheden for at kvinden efter k kontakter ikke
er smittet lig med (1 — A)¥, dvs. sandsynligheden for at en kvinde der
har haft k£ kontakter med sin smittede partner selv er blevet smittet er

pe = 1=(1=-X~ (10.3)

For hver “kontakt-gruppe” skulle antallet y af smittede derfor vaere bi-
nomialfordelt med antalsparameter n og en sandsynlighedsparameter
pr = 1 — (1 — A\)* der afhenger af baggrundsvariablen k og smitsom-
hedsparameteren A. Anvend nu den sakaldte komplementzre log-log
funktion pa begge sider af (10.3) og fa

In(—In(1 = px)) = In(=In(1 =A))+1Ink
= fo+Ink,

hvor By = In(—=1In(1 — A)). Det viser at der er tale om en generalise-
ret linezr model med binomialfordelte fejl, den komplementzre log-log
funktion som link og In k som forklarende variabel.

1. Fit den mere generelle model
In(=In(1 —px)) = Bo+ Bilnk,

og lav passende tegninger af observerede og fittede verdier (f.eks.
med In k ud ad den vandrette akse og In(—In(1 — p)) ud ad den
lodrette).
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2. Den oprindelige model svarer til at 8, = 1. Man kunne derfor
veere interesseret i at teste hypotesen 5, = 1. Hvordan kan man
gore det? Hvordan kan man estimere B hvis 1 = 1?7

Hvordan kan man forklare resultatet?

Tip: Data kan indlases til ISP med kommandoen getdata (data-navn aids).
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Regressionsanalyse i
linezer algebra-sprog

Ma.n kan formulere en stor klasse af statistiske modeller for normal-
fordelte observationer i linezer algebra-sprog. Derved kan man “forsta”
de statistiske begreber ved hjalp af begreber fra linear algebra (eller
omvendt), og meget bliver lettere at overskue.

Den grundleggende nye tanke er, at i stedet for at teenke pa observa-
tionerne som en stribe tal ‘y;,y2,...,yn, teenker man pa dem som et
talseet, dvs. en vektor y 1 R".

Grundmodellen

Den generelle multiple linezre regressionsanalysemodel (8.2) pa side 94
kan skrives

y = X8 +e, (A.1)

hvor y er en vektor (sgjlematrix) i R” indeholdende y-veerdierne, para-
metervektoren B er en vektor (sgjlematrix) i R? indeholdende S-var-
dierne, designmatricen X er en n x p-matrix hvis j-te sgjle indeholder
vaerdierne af den j-te forklarende variabel, og € er en vektor i R" in-
deholdende residualerne. Bemark at konstantleddet (der sadvanligvis
hedder ;) her kommer ind i billedet ved at den forste sgjle i X bliver
sat til at indeholde lutter ettaller (og i nerverende formulering kommer
konstantleddet sa til at hedde ).
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Estimation af ﬂ

Den kvadratsum der skal minimaliseres er ||y — X 8]|2. Nar B gennem-
lgber R?, vil X3 gennemlgbe underrummet L = {XB : B8 € RP} af
R”. (Dimensionen af L er lig med rangen af X.) Opgaven at minima-
lisere kvadratsummen ||y — X B||* er derfor identisk med- opgaven at
bestemme de(t) punkt(er) y = X Bi L der ligger teettest pa y. Fra:den
linezere algebra vides at der altid findes preecis et punkt ¥ med denne
egenskab og at dette punkt kan findes ved at projicere y ortogonalt ned
pa L, dvs. det er entydigt bestemt af betingelserney € Logy—y L L.
Nuer y — ¥ L L ensbetydende med at (X83)(y — ¥) = 0 for ethvert
B, og det er igen ensbetydende med at X'(y — y) = 0, dvs. med at

Xy = X'y (A.2)

Dette er estimationsligningerne (8.3) fra side 95; de kaldes ofte ogsa for
normalligningerne, eftersom de altsd udtrykker at y —y L L.
Bemaerk 1 ovrigt at omskrivningen (8.15) pa side 115, der i vektorno-
tation lyder

ly = XBI° = lly-39lI>+ Iy — X8I’

blot er Pythagoras’ formel,idet y —y L Logy — X8 € L.

Om mengden af lesninger B gelder

1. Hvis X har fuld rang (dvs. rang p) bliver L parametriseret bijek-
tivt ved B — X 3. og sa er der et entydigt bestemt B saledes at
y=Xg3.

Dette 3 bestemmes saledes: Indset y = X,@ i (A.2) og fa
(X’X)ﬁ = X'y. Da X har fuld rang er X'X reguler, sa

-~

B=(X'X)"Xy.

Der glder at E(B) = B og Var(8) = (X'X) o>

2. Hvis X ikke har fuld rang skyldes det at en af sgjlerne er en
linearkombination af de ovrige, det vil sige der er en af de forkla-
rende variable der ikke indeholder information der ikke allerede
er indeholdt i de gvrige (man siger sa at der er tale om multicol-
linearitet). I dette tilfaelde bliver L ikke parametriseret injektivt,
og der er uendelig mange lgsninger B til normalligningerne.
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Box A.1: Middelvardi og varians af stokastiske vektorer

Hvis y er en stokastisk vektor med vardier 1 R", s3 er dens middelvar-
divektor den vektor Ey i R" hvis i-te koordinat er middelvardien E(y;)
af den i-te koordinat y; af y. Endvidere er variansmatricen for y den
n X n-matrix Var(y) hvis (i, j)-te element er kovariansen mellem y; og
y;j. t serdeleshed er det i-te diagonalelement i variansmatricen lig med
variansen af den i-te koordinat y;.

Hvis A er en konstant matrix med n sgjler, s3 galder fglgende regneregler:

E(Ay) = AEy
Var(Ay) = A Var(y) A".

¢

Man kan sa fjerne det fornedne antal sejler fra X eller palegge
parametervektoren nogle linezre band, saledes at man kan esti-
mere entydigt (hvis man er interesseret i det).

Estimation af o?

Variansen o2 estimeres (under- alle omstandigheder) ved B

o y-ape
n—dimL’

Hvis X har fuld rang, er dim L lig med p.

| Residualer

Man kalder tit den projektionsmatrix der afbilder y over i ¥ for H
(“hat-matricen”): ¥ = Hy. Nar X har fuld rang er

H=XXX)'X".

Da y = Hy er residualvektorene = y — Hy = (I — H)y, hvor I er
n X n-enhedsmatricen. .
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Determinationskoefficienten R?

Antag at vektoren 1 tilhgrer L (vektoren 1 er den vektor der bestar af
lutter ettaller). Lad ¥ betegne vektoren 1. Sa er

vy-7 = -9+ -3

en opspaltning af y — ¥ i en sum af to ortogonale vektorer.

L~

Yy

Kvadratet pa cosinus til vinklen mellem y — ¥ og ¥ — ¥ kaldes for
R%. Denne cosinus er dels lig med skalarproduktet af de to vektorer
divideret med deres laengder, dels er den leengden af den hosliggende
katete divideret med leengden af hypotenusen i den retvinklede trekant.
Det giver to forskellige udtryk for R%:

- 2
o ly-9E-9)
- o

ly — wli* ly - ¥l
og
= |2
o= -3l
ly — ¥l

Dette er de to formler (8.5) og (8.6) pa side 99.

Vagtede mindste kvadrater

Ved vagtede mindste kvadraters metode minimaliserer man en kvadra-
tisk form

(v — XB)YW(y — X8),
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hvor W er en positiv definit symmetrisk n x n-matrix, f.eks. en diago-
nalmatrix (W = diag(w;, ws,...,w,)). Der findes en entydigt bestemt
symmetrisk positiv definit matrix W'/? siledes at W/2W1/2 = w.
Derved fir man omskrivningen

(- XBYW(y - XB) = [W'(y - xp)] [W'/(y - Xp)

= W'y — (W2 X)B|*.

Herved er problemet blevet omformet til et problem der bestar i at
minimalisere en kvadratsum af formen ||y — X 3||2, hvor y er erstattet
af W'%y og X er erstattet af W'/2X. Vi kan derfor-uden videre
sige at lesningerne skal findes som lgsningerne til estimationsligningen
(normalligningen) X'Wy = X'Wy.

Hvis X har fuld rang er B entydigt bestemt og givet ved

-~ -1 -
ﬂ — (W1/2X)I(Wl/2x)] (W1/2X)IW1/2y

(X'WX] X'Wy.

Vagtede mindste kvadrater benyttes blandt andet nar observationerne
Y1,Y2,...,Yn har kendte varianser vy,v,...,v, > 0 eller mere generelt
nar variansmatricen (ogsa kaldet dispersionsmatricen) for y er en kendt
matrix D. Sa benyttes veegtmatricen

og i det generelle tilfzlde W = D~'. Derved opnés nemlig at
Var(W'%y) = 1,

dvs. de enkelte komponenter i W'/2y bliver ukorrelerede og far va-
rians 1. Under den yderligere antagelse at observationerne er nor-
malfordelte gelder da, at den minimaliserede residualkvadratsum
(y — XBYW(y — XB) er x*fordelt med f = n — p frihedsgrader.
Dette kan udnyttes til et test for modellens brugbarhed som i Afsnit
9.3, punkt 2.
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Vagtede mindste kvadraters metode beﬁyttes ogsa nar variansmatricen
for y er kendt panaer en konstant faktor, dvs.

Var(g}) = azb,

hvor D er en kendt matrix og o2 er en ukendt positiv parameter. Ogsa
her benyttes W = D!, og nu er Var(W'/?y) = 0%I. Som sken over
o? bruges
1 - -
§' = ?( - XB)YW(y — XB),

hvor f = n — p er antallet af frihedsgrader.

A.1 Opgaver

Opgave A.1l: Simpel linezr regression

Gor rede for at den simple linezre regressionsmodel fra Kapitel 2 frem-
kommer nar designmatricen X er en n x 2-matrix hvis ferste sojle er
lutter ettaller og hvis anden sojle indeholder veerdierne z;, z,,...,z, af
den forklarende variabel.

Eftervis at ligningen X'y = X'y er det samme som estimationslignin- -
gerne (2.5) og (2.6) pa side 16 (eller (2.3) og (2.4) pa side 15).

o~ -~

Den generelle formel for Var(8) er Var(8) = (X'X )" 'o? (side 164) .

~

Benyt den til at eftervise formlerne pa side 67 for variansen pa hhv. G
og fh.

Lad e = y — ¥ veere residualvektoren (som altsa er projektionen pa det
ortogonale komplement til underrummet udspeandt af sejlerne i X).
Opskriv et udtryk for Var(e), og eftervis pastanden i Afsnit.5.1 om at
variansen pa ¢; er (1 — h;)o? hvor h; er givet ved formel (5.3).
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Delta-metoden til vurdering
af usikkerheden pa en
funktion af stokastiske
variable

De forskellige regressionsmetoder beregner automatisk den estime-
rede middelfejl pa de beregnede parametre. Imidlertid er man ofte ude
for at det ikke er selve de beregnede parametre der er interessante i
den praktiske problemstilling. men bestemte funktioner af dem, f.eks.
en af dem divideret med en anden, og hvad er si mldde]fejlen pa den
storrelse?

Antag at man har to parametersken @ og B og at man er interesseret
1 middelfejlen pa f(a, B) hvor f er en vis funktion. Man kan fa et
overslag over middelfejlen pa felgende made.

Forst Taylor-udvikles funktionen f omkring de sande parametervar-
dier, vi tager dog kun fersteordensleddene med:

af
ap

Heraf folger ved brug af de almindelige regneregler for varianser (se
f.eks. Box 5.1) at

A : 2 R 9 2 - N
Varf(a,3) = (%) Var(a) + (0{3) ar(f) + %{Z—é(}ox( a, ),

f(@,8) =~ fla, ﬂ)+(a—a)-—+(ﬂ B33
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og ved at tage kvadratroden heraf fir man et skon over middelfejlen pa
J(@a, B).

Stgrrelserne Var(a) og Var( E) er ganske enkelt kvadraterne pa middel-
fejlene pa & og B, og kovariansen Cov(a, B ) kan udregnes som produktet
af middelfejlen pa &, middelfejlen pa ] og korrelationen mellem a og
B. — ISP’s regress kan bringes til at returnere en korrelationsmatrix
indeholdende korrelationerne mellem de forskellige parametersken, se

Imtroduktion til ISP.

Eksempel: Hvis f(a,8) = a/B, sd er 8f/0a = 1/8 og af/oB =
—a/B3%, og dermed er kvadratet pa middelfejlen pa a/3
1., . 2 ~  2a -
= Var(@) + —Oﬁ—;\’ar(ﬁ) - -/—%Cov(a,/ )
eller ' a -~
: B*Var(a) + a*Var(8) — 2a8Cov(a, B)
3
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