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Abstract:

Projektrapporten bestdr af to dele; en teoridel og en mo-
deldel.

Teoridelen er et sammendrag af nogle af de eksisterende
metoder til at beskrive kuglepakninger og af nogle af de
resultater, der haves med hensyn til henholdsvis regel-
massige og uregelmassige kuglepakninger.

I modeldelen bliver det problemomrade, vi har beskeftiget
os med, beskrevet. Der bliver argumenteret for, at proble—
met kan betragtes som et kuglepakningsproblem, nemlig at
skulle finde porestgrrelsesfordelingen i en uregelmassig
polydispers kuglepakning. Der bliver opstillet en model for
porestgrrelsesfordelingens afhengighed af kuglestgrrelses—
fordelingen.




Kuglepakning

Teori og model

Af:

Nils Kruse
Lise Arleth
Kare Fundal

Vejleder :
Mogens Niss




Indholdsfortegnelse

Indholdsfortegnelse .............. @ttt eee ettt et eseaa.. 3
Indledning .....iiiiiiininnineieeeeenenssensosonsesnsosisncnnssensanns 5
Kapitel 1 : Introduktion til kuglepakning ............ . i, 9
1.1 Hvad er en n-dimensional kugle? . ...... ...t iienninnennn S 9
‘1.2 Hvad er en n-dimensional kuglepakning? .......... v eeeeeseeneaaas RS b |
1.3 Kuglepakningsegenskaber .............. et et e et e e 15
1.4 Matematisk reprazsentation af kuglepakninger .............. e . Ceeees 17
150psamling ........... R R 27
Kapitel 2 : Regelmassige kuglepakninger . ... e et et e 29
2.1 Hvad er en regelmassig kuglepakriing? e et ettt 29
2.2 ROLEIS' OVIC BIBNSE . ..o vt vtvvvnveoesseoossssnssocnesenssnsnnness 30
2.3 Txtteste regelmassige pakninger i to og tre dimensioner .................. 32
2.4 Polydisperse pakninger ............... P R 36
2.5 ANVENACISEr . .ot vviveie ettt N ¥/
2.6 Opsamling ........... e 39
Kapitel 3 : Tilfeldige pakninger . .. ... ittt ittt iirintneeenennenenns 41
3.1 Monodisperse tilfeldige pakninger .......... ... i i i 41
3.2 Metoder til beskrivelse af tilfeldige pakninger .................. ... ... 44
3.3 Polydisperse pakninger ........... e o innnen et e 46
3.4 Anvendelsesomréder for tilfzldige pakninger . . . ...... ... o i 50
350psamling . .....cciiieeiniiianas U 51
Kapitel 4 : Beskrivelse af bremseklodsproblemet . ... ...vietiiin e, 53
4.1 BremsekIOQSET . v vvvvvrvenrenennennenneeneennennnss P 53
- By o4 o4 11 <3 )« 54
4.3 0pSamling .. ii i iei i i i i i e e i i e 57




Indholdsfortegnelse

Kapitel 5 : Modeludvikling .......... ...ttt inennnanns 59
5.1 Systemafgransning og grundleggende antagelser ... ...................... 59
5.2 Modellen ... ... ... e T es et i e e 60
5.3 Matematisk modelleringsarbejde .................. ... O 65
5.4 Teoretisk evaluering af modellens validitet . ..........ovevrrennneennnnn. 67
5.5 Praktisk vurdering af model ................. ..., e s 69
S6Modelresultater .. ....0vt ittt ittt i it e 72
S 7 0PSAMIINE & vttt ittt i i e i et e s et s 74

Kapitel 6 : Diskussion ....... et esssitaes iy Y

Appendix A : Beviser for sztningeri kapitel 1 ............. ... i i 77
A.1 Beviser for setningerne V1-V§,side 18 . .. ... ... o vt i i 77
A.2 Beviser for setningerne D1-DS5,side 19 ... ... .. it i i 79
A.3 Beviser for sztningerne R1-RS,side 23 ... ... ... ... . i, 81
A.4 Beviser for sztningerne K1-KS,side 25 ... . ... .. ot i e 82

Appendix B : Porerne i den fladecentrerede kubiske kuglepakning ................. 85

Appendix C : Storrelsen afenporekanal ............ ... ittt 89

LAtteraturliSte . . . ..o vt ettt e et e e e et e e e .93

Stikordsregister . . v oo vttt i i i it et et i e 97




Indledning

Udgangspunktet for dette projekt var, at det skulle handle om kuglepakninger. At valget af emne
faldt netop pd kuglepakningsteori skyldtes, at vi havde lest og hert, at det er en gren af
matematikken, som i vid udstrzkning anvendes i praktiske problemer. Desuden var der her
mulighed for at komme til at arbejde med en ny side af matematikken.

Allerede fra starten stod det klart, at projektet skulle beskzftige sig med kuglepakninger bade
fra den teoretiske og den anvendelsesmassige side. P& denne médde kom projektet til at besté af
to dele:

Den forste del er en indfering i de forskellige grundlzggende dele af kuglepakmngsteonen -
en slags oversigt over, hvad man ved om kuglepakninger.

Den anden del, modeldelen, skal vise et eksempel p&, hvordan kuglepakningsteori kan anvendes
til lesning af praktiske problemstillinger og som forstdelsesmodeller i teoretisk fysik.

Formal
Projektets formdl blev siledes folgende:

At fé indblik i kuglepakmngsteon og underspge, hvordan den kan anvendes udenfor
matematzkken

Vi ledte derfor efter et egnet anvendelsesomrdde, hvor vi kunne behandle et kuglepaknings-
. problem. Med et kuglepakningsproblem mener vi et problem, hvor det er egentlige kugle-
pakningsegenskaber, der er relevante for problemets lgsning. '

I faststof-fysik kan man med rimelighed anskue stoffernes bestanddele -~ atomer og molekyler
- som kugler. Derved kan man bruge kuglepakninger som forstielsesmodeller for amorfe og
krystallinske stoffer. Men for at behandle den slags ting skal man tage hojde for mange fysiske
aspekter, og projektet risikerede derfor at ende med mere fysik end matematik.

I bpger om kuglepakninger kan man finde alenlange lister over praktiske anvendelsesomrdder,
men da det ofte drejer sig om tenkte, mulige anvendelser, har mange af dem intet hold i
virkeligheden. De fleste steder, hvor der forekommer kuglepakningslignende fanomener,
arbejder man kun empirisk med problemerne, enten fordi det er lettere, eller fordi det i
virkeligheden ikke er kuglepakningsegenskaber, der er vasentlige for problemet, selvom det
kunne se sddan ud.

Det var af ovenstdende &rsager ikke sd let som ventet at finde et anvendelsesomrdde udenfor
matematikken, hvor vi kunne bruge en kuglepakningsmodel som lpsningsredskab. Efter at have
talt med forskellige industrivirksomheder (blandt andet Leca, Dansk Sintermetal og Densit) og
fysikere, kom vi i kontakt med Afdeling for Industriel Metallurgi pd Teknologisk i Tastrup. De
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var umiddelbart meget interesserede i at f3 os til at-behandle et problem, de havde, og vi holdt
derfor et mpde med Knud Strande og Niels Bramsg, hvor de fortalte om deres arbejde.

Pr(;blemet?

Teknologisk er med i et projekt, bestilt af Roulunds Fabriker i Odense, som gir ud pd at finde
en ny méde at fremstille bremseklodser pa. Bremseklodser lyder som en simpel ting, men er
faktisk et teknisk kompliceret produkt, idet det skal opfylde mange krav, f.eks. hgj trykstyrke,
lavt slid af bremseskive, hgj ensartet friktion og varmebestandighed. B

Teknologisk forestiller sig, at et nyt materiale til bremseklodser kan opbygges af en masse af
jernpartikler, som er presset og sintret’ sammen og bagefter fyldt ud med en speciel pasta-
masse, som nedsatter sliddet.

Der er dog opstiet et problem med at f3 fyldt pastaen ind i metalmassen. Der sker det, at
hullerne i metalmassen tilstoppes af pastaen, sdledes at den kun trenger ind i det yderste lag af
klodsen. Da metalmassen er fremstillet af smé tilnzrmelsesvis kugleformede jernpartikler (evt.
tilsat fibre), mente de pd Teknologisk, at problemet maske kunne lpses ved hjzlp af
kuglepakningsteori.

I dette problem er det mellemrummene mellem kuglerne, der er det interessante. Derfor handler
det om at finde ud af nogle egenskaber ved porerne i kuglepakninger.

Pastaen indeholder nogle meget sm3 partikler, og det antages, at det er disse partikler, som
tilstopper porerne og forhindrer pastaen i at trenge yderligere ind. Det gelder sdledes om at
finde frem til en pakning, hvor porerne er store nok til at tillade passage af de sma partikler i
pastaen.

Da kuglerne, som udger pakningen, ikke er lige store, er der tale om en sdkaldt polydispers
kuglepakning, hvorfor vi vil undersege porestgrrelser i polydisperse kuglepakninger, og hvordan
disse afhanger af kuglestgrrelserne.

Problemformulering

Efter at have fundet et passende problem hos Teknologisk var vi i stand til at lave en
problemformulering:

Hvordan kan sammenhengen mellem fordelingen af porestgrrelser og kuglestgrrelser i en
polydispers kuglepakning modelleres?

Hvordan kan en sddan model anvendes til fofbedring af Teknologisk's pulverstpbte
bremseklodser?

1: Ved sintring opvarmes emnet til en temperatur under smeltepunktet, hvorved partiklernes overflader "smelter” sammen
ved diffusion.



Indledning

Projektets opbygning
Kapitel 1, 2 og 3 indeholder den ovenfor omtalte gennemgang af kuglepakningsteori. Det er

selvsagt ikke nogen grundig indfering i alle kuglepakningsteoriens afkroge men en oversigt over
de vigtigste omrader.

I kapitel 4 gives en uddybende forklaring af bremseklodsproblemet, samt de gnsker Teknologisk
har med henblik pd dets lgsning. Dette munder ud i en mere precis formulering af det problem,
som den matematiske model skal forspge at give svar pa. '

I kapitel 5 konstrueres den matematiske model. Dette indebzrer en simplificering og
matematificering af problemstillingen samt opbygning af en model, som bedst muligt beskriver
problemet. Der foretages derefter beregninger med modellen, og disse resultater vurderes, s vidt
det er muligt. '

Ay

Kapitel 6 indeholder en diskussion dels af kuglepakningsteori og dels af vores model set i
forhold til det opstillede formal. Desuden fremhaves modellens svage og stzrke sider. '

S R
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Kapitel 1
Introduktion til kuglepakning

Kuglepakning er fellesbetegnelsen for alle former for arrangementer af en mangde kugler.
Kuglepakning har matematiske sdvel som-fysiske aspekter. I dette indledende kapitel vil der
forst blive givet generelle definitioner af henholdsvis en kugle, en kugles volumen og en
" kuglepakning. Derefter vil der blive givet en rekke eksempler pd klassiske kuglepaknings-
-problemer. I den sidste del af kapitlet vil der blive beskrevet en rekke metoder, der blandt andet
kan vere nyttige, hvis man vil forspge at karakterisere kuglepakninger.

. 1.1 Hvad er en n-dimensional kugle?

Normalt forstds en kugle som en tredimensional mangde, bestdende af de punkter, hvor
afstanden mellem kuglens centrum og hvert af punkterne er mindre end eller lig med en
konstant. En n—-dimensional kugle kan generelt defineres sdledes:

Definition
"En n-dimensional kugle er en mengde bestdende af de punkter X = (x,, x,,..., x, JER", der
opfylder fplgende ulighed

@ -xP+@-xP+.+@-x)Psr _ (11)
for et givet punkt (a,, a,,..., a,) og et givet r>0.
Punkiet (a,, a,, ..., a,) kaldes kuglens centrum; afstanden r kaldes kuglens radius.

Ud fra definitionen ses det, at en éndimensional kugle er givet som et liniestykke med langden
2r, en todimensional kugle er givet som en cirkel med radius r, og en tredimensional kugle er
givet som det, der normalt forstds ved en kugle. Det ses endvidere, ud fra definitionen, hvordan
en n-dimensional kugle skal forstds for n > 3. I det fplgende vil vi bruge betegnelsen kugle i
“alle dimensioner, og i stedet vil de pdgzldende kuglers dimension bllve specificeret, hvor det
er npdvendigt.

Volumenet af en n-dimensional kugle

Normalt forstds et volumen som et mal for det indre af en tredimensional mangde, men i det .
folgende vil der blive givet et mél for volumenet af en n-dimensional kugle. Udtryld\et for
volumenet vil blive givet ved en rekursionsformel.
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Volumenet af en éndimensional kugle med radius r (et liniestykke) sattes til at vare 2r.

" For dimensionen n=2 szttes volumenet til at vare integralet over cirkelskiven fra -r til r langs
X,, hvor radius r til enhver tid er den samme som den, den éndimensionale kugle havde.

Volumenet bliver:

r 2 2

‘< 2
L [_[: . z:si,,-xﬁ]
2 2 r

2

’ (1.2)
-r
= Nr

For n=3 benyttes det volumen, der blev beregnet for n=2. Dermed fas folgende integration
Vv, = f_: n(r')? dx, , hvor r' = ‘/,2 - x} 7 13)
Dette giver

Vy = [0 - 1) dyy

1,317

A n[;x,] (14)

-r

3

hvilket ses at vare det almindelige mal for volumenet af en tredimensional kugle.

Det kan ved rekursion vises, at volumenet af en n~dimensional kugle generelt er givet ved
folgende rekursive integral

Ld z:l L]
Vo= [TVa0? - x)T dx = Vor® (1.5)

hvor konstantleddet V', ved induktion kan vises at have vardien

Vv, = — (1.6)
T (; + 1)

hvor I'(x) er gammafunktionen' [29].

1: Gammafunktionen I'(x) er generelt defineret som
IGx) = [;t"’e"d, forx>0
gammafunktionen har den egenskab at

n) = (r-1)!

I‘(m.;.) s1-3- 52- (2"”1),/1? , for meN

10




Hvad er en n-dimensiona!l kuglepakning? . 1.2

1.2 Hvad er en n-dimensional kuglepakning?

Helt generelt er en kuglepakning defineret som folger:

' Definition
En kuglepakning er et hvilket som helst arrangement af én eller flere kugler. Siledes er en n-
dimensional kuglepakning et arrangement af n-dimensionale kugler. '

Ordet arrangement skal opfattes helt bredt og henviser ikke til ‘nogle specielle former for
arrangementer. '

De kuglepakninger, vi vil se pd i det folgende, vil endvidere vare sékaldte sammenhazngende
kuglepakninger, hvor dimensionen na2.

Man kan definere en sammenhangende kuglepakning ved hjzlp af nogle simple definitioner fra
grafteorien:

Definitioner

Grafen G = (V,E) udggres af den endelige mwngde V af knuder og af den endelzge mwngde E
af par af forskellige knuder. Parrene (a,b) i E kaldes kanter; knuderne a,b (EV) kaldes ogsa
enderne af kanten (a,b).

En delgraf G' af en graf G, bestar af delmengderne (V', E'), hvor V'C V og E'C E, og hvor
enhver ende af enhver kant i E' er en knude i V". ' '

 En vej i eﬁ graf er en delgraf bestdende af knudepunkterne ‘{a, b, ..., f} (EV) og kanterne
- {ab, bc, ..., ef} (EE). Vejen siges at lgbe fra a til f. :
En graf er sammenheengende fra a til £, hvis og kun hvis der eksisterer en vej fra a til f.

En graf er sammenhangende, hvis og kun hvis der eksisterer en vej mellem alle par af
knudepunkter i grafen.

For at f4 etableret en sammenhang mellem en graf og en kuglepakning, vil en kuglepaknings-
graf blive defineret som folger:

Definition

En kuglepakningsgraf er en ‘graf tilknyttet en kuglepakning pd en sddan mdde, at der er en
knude i ethvert kuglecentrum og der er en kant mellem et par af knuder, hvis og kun hvis det
tilhprende par af kugler rorer hinanden. '

Ved brug af disse definitioner kan der nu gives fglgende generelle definition af en sammen-
hzngende kuglepakning:

11



Kapitel 1 - introduktion til kuglepakning

Definition
" En kuglepakning er sammenhaengende, hvis og kun hvis den tilknyttede kuglepakningsgraf er
f ‘sammenhangende. o T o -

Man kan overordnet skelne mellem regelmazssige, semiregelmassige og uregelmassige
kuglepakninger. I dette projekt vil felgende definitioner for en kuglepaknings struktur blive
benyttet: '

" Definitioner

En regelmassig kuglepakning kan defineres som en pakning, hvor man, langs en hvilken som
- helst linie trukket gennem pakningen, vil se et mgnster, der gentager sig selv, forudsat at
. pakningen er tilstrekkelig stor.

En semiregelmeessig kuglepakning er en pakning, hvor man, langs visse linier trukket gennem
pakningen, vil se mgnstre, der gentager sig og langs andre linier ikke. Igen forudsat at
pakningen er tilstrwekkelig stor.

En uregelmeassig pakning er en pakning, hvor man, langs en hvilken som helst linie trukket
igennem pakningen, ikke kan finde noget mgnster, der gentager sig selv. Igen forudsat at
pakningen er tilstraekkelig stor. Uregelmassige pakninger kaldes ogsa ofte tilfeldige pakninger.

Det skal bemzrkes, at definitionerne ikke er strengt matematiske. Det kan for eksempel vare
svart at diskutere, hvorndr et menster gentager sig selv, og hvornir det ikke ger det. For
eksempel kunne man forestille sig, at man havde et volumen, som man fyldte op med en
tilfeldig kuglepakning. Denne tilfzldige kuglepakning lavede man s3 en rekke kopier af, som
bagefter blev sammensat pa en regelmassig mide. Ville pakningen sd vere regelmassig eller
uregelmassig? P4 makroskopisk plan ville den selvfglgelig vere regelmassig, da der ville vaere
et monster der gentog sig, men pakningen var jo samtidig sammensat af uregelmassige
pakninger, sidan at den pd mikroskopisk plan ville vare uregelmassig. I praksis har man dog
sjzldent problemer med at afggre, hvorndr en pakning er regelmassig, semiregelmassig eller
uregelmassig.

Senere i dette kapitel vil der ogsd blive brugt en definition pé en tilfzldig pakning, der bade er
strengere og mere strengt matematisk end ovenstdende. Den lyder som fplger:

Definition

At en kuglepakning er tilfeeldig betyder, at kuglecentrene skal have tilfeldige positioner.
Kuglecentre har tilfeldige positioner, hvis og kun hvis man i pakningen hverken kan finde en
hyperplan indeholdende n+1 kuglecentre eller en n~dimensional kugle indeholdende n+2
kuglecentre pd randen og centrum, som ikke falder sammen med centrummet af en af kuglerne
i pakningen [23].

Definitionen har for eksempel den konsekvens, at man i en todimensional tilfaldig pakning ikke
ma3 kunne finde tre kugler, hvis centre ligger pa en ret linie.

12



~# pakning, er den gitterstruktur, som argon har, ndr det er pi.

Hvad er en n-dimensional kuglepakning? 1.2

Derudover skelnes der ogs3 ofte mellem mdnodisperse kuglepakninger, det vil sige kugle-
pakninger, hvor storrelserne af kuglerne er spredt omkring én middelvardi, og polydisperse
kuglepakninger, hvilket er kuglepakninger, sammensat af to eller flere populationer af kugler,
med hver deres middelvardi for kuglestorrelserne.

Fra et matematisk synspunkt kan manl godt opgive stgrrelsen af en kugle ngjagtigt, men set fra
et fysisk synspunkt vil stgrrelserne af de kugler, man ser p4, aitid vare spredt indenfor et eller
flere intervaller. Derfor bruges ordet dispers i stedet for storrelse.

Anvendelser af kuglepakninger samt klassiske kuglepakningsproblemer

Regelmassige kuglepakninger af hejere dimensioner har overraskende vist sig at have
anvendelser indenfor omrdder som kodningsteori (indenfor datalogien) og i gruppeteori [8].

De regelmassige to og tredimensionale pakninger ses der
desuden ofte eksempler pa i naturen. For eksempel genfinder
man den sdkaldte hexagonale pakning i bikubers struktur.

Som et andet eksempel kan nzvnes, at det gitter, der beskrives -
af kuglecentrene i den sdkaldte fladecentrerede kubiske

krystallinsk form. De regelmassige kuglepakninger vil blive . ' : -
behandlet i kapitel 2. Figur 1.1 Den hexagonale pakning.

At en kugles position er entydigt bestemt ud fra dens centrum- G"
koordinater og dens radius, gor det bekvemt at bruge kugler e , Q
som model for grundbestanddelene i stoffer. Hvis man i stedet ¢
havde valgt at bruge ellipser, kuber eller andre figurer, ville
det - ud over kendskab til figurens centrumposition og form
- ogsd vere npdvendigt at have kendskab til, hvordan figuren

- var drejet i forhold til koordinatsystemet. Derudover kan | — ]
nzvnes, at kugler ofte er en god approksimation til grundbe- Figur 1.2 Voksstrukturen p& en
standdelene i stoffer. Fysikerne benytter derfor tit kuglepak- bitavle.

ninger, ndr de skal beskrive eller forstd et stof. De ser kugler-

ne i pakningen som idealiseringer af de partikler eller grundbestanddele, som de betragtede
materialer er opbygget af, og kan sd bruge en kuglepakning som model for det materiale, de
betragter. Der kan dog godt vare vanskeligheder forbundet med at benytte en uregelmassig
* kuglepakning som model, idet man, da pakningen netop er uregelmassig, ikke kan udtale sig
s& przcist om det indbyrdes arrangement af kuglerne men mi nejes med at se p& sandsyn-
lighederne for forskellige indbyrdes arrangementer af kugler. De uregelmassige pakninger vil
blive taget under grundigere behandling i kapitel 3.

Blandt de klassiske matematiske problemer indenfor kuglepakning kan nzvnes folgende:

13



- Kapitel 1

Introduktion til kuglepakning

Kontakttalsproblemet

- Isaac Newton og David Gregory Newton diskuterede
~ islutningen af 1600-tallet, om der med monodisperse
kugler kunne arrangeres 12 eller 13 kugler rundt om
- én central kugle sdledes, at de alle rorte den. Det har
senere vist sig, at Isaac Newton, som havdede at der
kun var plads til 12, havde ret (se figur 1.3). Det
samme problem kan generelt formuleres for alle
dimensioner: ‘Hvor mange n-dimensionale kugler kan
placeres omkring €n central kugle, siledes at de alle
rorer den?

Den taetteste tredimensionale kuglepakning

Det har indtil for nylig varet et ulgst problem blandt
matematikerne at bestemme, hvilken monodispers
kuglepakning, der er den tztteste i tre dimensioner.

Ifelge Conway og Sloane [8] har alle fysikere og de

Figur 1.3 Det maksimale antal kugler af samme
storrelse, der kan placeres omkring én central
kugle sidan, at den centrale kugle rorer alle de
omkringliggende kugler, er 12 [26].

fleste matematikere lenge vidst, at den pakhing, der kaldes den fladecentrerede kubiske
pakning’, er den tztteste kuglepakning i tre dimensioner. Det er muligt at bevise, at den
fladecentrerede kuglepakning er den taxtteste regelmassige tredimensionale kuglepakning,
hvilket vil blive gjort i kapitel 2, men man har dog forst for nylig bevist, at denne pakning ogsa
er den tztteste blandt alle tredimensionale kuglepakninger; regelmassige, semiregelmassige og

uregelmassige.

Blandt andre kuglepaknings-relaterede problemer kan
n&vnes:

D=kningsproblemet

Hvordan fylder man pd mest gkonomisk vis et rum ud
med overlappende kugler? Rummet kunne for ek-
sempel vaere et gulv, og kuglerne kunne vare runde
tepper, som man ville dekke gulvet til med, sidan at
bare pletter pd gulvet blev undgdet. Det viser sig, at
dette problem faktisk svarer ngjagtigt til at skulle
finde den tztteste ikke-overlappende kuglepakning i
samme rum [8].

Figur 1.4 Den fladecentrerede kubiske pakning.

1: Pakningen bliver ogs3 ofte kaldt appelsinpakningen, da den ofte benyttes nir der stables appelsiner p4 gronimarkederne.
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Diktatorproblemet

Hvordan kan et givet antal diktatorer placeres pd jordkuglen, s&dan at der, for at krig kan
undgds, er storst mulig afstand mellem hver diktator? Dette problem svarer til at skulle finde
den taztteste ikke-overlappende kuglepakning pa en kugleoverflade.

1.3 Kuglepakningsegenskaber

En kuglepakning kan beskrives ved hjzlp af en rekke forskellige karakteristika og egenskaber.
I det folgende vil de, der oftest ses pi, blive beskrevet.

Pakningstethed

| Pakningstztheden af en ikke-overlappende kuglepakmng er et udtryk for, hvor stor en del af
et rum med et endeligt volumen, der er udfyldt med kugler. Den er altsd bestemt ved broken:

_ Samlet volumen af kuglerne _ ., .7
volumen af rummet ’

Tatheden af en kuglepakning mi nodvendigvis.’altid. vare et tal mellem 0 og 1. Af og til bliver
pakningstaztheden opgivet i procent.

Hvis det betragtede rum ikke har endeligt volumen, kan det alligevel give mening at tale om
pakningstztheden, idet pakningstztheden si er defineret som grznsevardien for paknings-
tztheden i et endeligt volumen, ndr dette volumen gdr mod uendelig, forudsat at der el\sxsterer-
en grensevardi.

Det kan navnes, at pakningstztheden for den taztteste regelmassige tredimensionale
kuglepakning, den fladecentrerede kubiske pakning, er ca. 0,74, mens den observerede
middelvardi for pakningstaztheden for tilfzldige tredimensionale monodisperse kuglepakninger
i et tyngdefelt er noget lavere, nemlig ca 0,64.

Porgsitet
Porgsiteten af en kuglepakning er givet som

c=1-p 18)

Da pakningstztheden altid er et tal mellem 0 og 1, er porgsiteten det ligeledes. Porosxteten er
altsd et mél for volumenet af hulrummet per samlet volumen,

Kuglestgrrelsesfordeling

Kuglestarrelsesfordelingen er den fordeling, der angiver sandsynlighedstzthedsfunktionen for
-de kugler, en kuglepakning er sammensat af. Storrelsesfordelingen kan angives i antal- eller
volumendel kugler.
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Storrelsesfordelingen kan vare kontinuert eller diskret. Hvad enten man har med en diskret eller
kontinuert fordeling at gere, skal summen henholdsvis integralet af tathedsfunktionen vare 1.

Hvis partiklerne, som et givent materiale er sammensat af, med rimelighed kan tilnzrmes med
kugler, vil kuglesterrelsesfordelingen af materialet vare givet som fordelingen af de forskellige
storrelser kugler, som partiklerne tilnzrmes med. Set fra et fysisk synspunkt har man, hvis man
skal vare pedantisk, altid med en diskret storrelsesfordeling at gore, da man kun kan betragte
et endeligt antal kugler. Men da man hverken er i stand til, eller interesseret i, at mdle
storrelserne af partiklerne uendeligt ngjagtigt, fittes fordelingen ofte med en kontinuert
fordelingskurve, der s& bruges som partikelsterrelsesfordeling.

Kontakttal

Kontakttallet N for en kugle i en pakning, er antallet af andre kugler, der rorer ved den. I den
fladecentrerede kubiske pakning er kontakttallet for en vilkdrlig kugle, som ikke ligger pa
randen af pakningen, tolv, idet der er tre kugler i laget under den betragtede kugle, seks kugler
fra samme lag, som kuglen ligger i, og tre kugler fra laget over den betragtede kugle, der rprer
den (se figur 1.3). :

I en tilfzldig kuglepakning er kontakttallet selvfplgelig forskelligt fra kugle til kugle, og i stedet
for at se pd kontakttallet af hver enkelt kugle ses ofte pd kontakttalsfordelingen. Det er klart,
at denne fordeling vil blive diskret, da en kugles kontakttal telles i hele tal.

Stabilitet

At en kuglepakning er stabil overfor en given kraftpdvirkning betyder, at pakningen ikke &ndrer
sig, ndr den bliver udsat for pdvirkningen. Stabilitet er altsd et rent fysisk begreb, som ikke
umiddelbart giver mening set fra et matematisk synspunkt.

Det er ikke muligt at opstille et generelt stabilitetskriterium. I stedet skal der tages stilling fra
specialtilfazlde til specialtilfelde. Med andre ord kan en pakning godt vare stabil overfor krzfter
i nogle retninger, uden at den er det i andre retninger. Som eksempler pé stabilitetskriterier kan
nzvnes folgende:

I en todimensional kuglepakning i et tyngdefelt kan et stabilitetskrav vare, at hver kugle skal
understottes af mindst to faste punkter. De faste punkter kan enten vare andre kugler, som sa
igen er understottet af faste punkter, eller kanten af den boks, hvori kuglerne pakkes. Man kan
forestille sig, at kuglernes indbyrdes gnidningsmodstand ogs3 fir indflydelse pd pakningen.

Stabilitetskravet i det tilsvarende tredimensionale tilfzlde kan vare, at hver kugle skal
understottes af mindst tre faste punkter.

Det anes miske, at der er en sammenhzng mellem stabiliteten og kontakttallet af en
kuglepakning. Har man med en tilfzldig monodispers kuglepakning at gore, vil det gennemsnit-
lige kontakttal vere mindst seks, idet hver kugle minimum skal hvile pd tre andre og
gennemsnitligt tre kugler vil hvile ovenpd hver kugle. Hvis pakningen skal vare stabil, ma der
ikke vare for mange kugler, der kun har kontakttallet tre [15].
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1.4 Matematisk reprasentation af kuglepakninger

I det folgende vil forskellige metoder til at give en matematisk reprzsentation af de indbyrdes
‘arrangementer af kuglerne i en kuglepakning blive beskrevet. Metoderne adskiller sig
hovedsageligt fra de foregdende ved, at de er af mere teoretisk karakter.

Voronoi-celler

At dele et rum op i Voronoi-celler er en kendt metode til opdeling af et rum med et endeligt
antal punkter, som ikke kun kan benyttes til at beskrive kuglepakninger. Hvis man har med
monodisperse kugler at gore i stedet for med punkter, erstattes punkterne med kuglecentrene,
og opdelingen laves p4 samme made.

‘Lad (P), Osi<k, vare en familie® af k punkter i R®, hvor n22.

Lad H(P,P,) vere det lukkede halvrum af R°, der
indeholder P; men ikke P;, og hvor hyperplanen, der
deler rummet mellem P, og P, er bisektionsplanen pd
forbindelseslinien mellem P; og P;

Voronoi-cellen til et givent punkt er den celle, der
fremkommer, hvis man laver sidanne halvrum mellem
alle par af det valgte punkt og andre punkter og
derefter tager fellesmangden af disse halvrum.

Definition

Voronoi-cellen V, til punktet P, er defineret som

Vi= WP = QH(P"P P> Jor iej ' 19) Figur 1.5 Voronoi-diagram i R~

Definition :
 Meangden af V'erne, hvor 0sisk, kaldes Voronoi-diagrammet tilknyttet punkterne P; [23].

Felgesztning
V; er maengden af punkter xER", sddan at d(x,P;) < d(x,P)) for alle j (d(x,y) er afstanden mellem
. xo08Y)

Dette kan ogsd skrives

V, = {xeR| d(x,P) < d(x,P), ¥ j} (1.10)

1: En familie af punkter er en indiceret mengde af punkter.
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Det vil sige, at Voronoi-cellen til et punkt udggres af mangden af punkter, der er tattere pé P,
end p3 nogle af de andre punkter, eller som befinder sig pracist mellem to eller flere punkter,
hvoraf det ene punkt er P, [23].

Definition

Det konvekse hylster af punkterhe P,,..., P;, conv{P,,..., P;} er
mangden af alle konvekse kombinationer af punkterne P,,...,P;,
dvs. summen

& &
Y AP, 22008 hvor ¥ 4, =1 (111)
i=1 i=1

Det konvekse hylster conv{P,,..,P, } er altsi den mindste

konvekse mazngde, der indeholder punkterne Py ,..., P, (se figur

1.6)[6].

. . Figur 1.6 Det konvekse hylster til
Der galder folgende sztninger om Voronoi-celler [23]: engpunmgngdc_ y '

V1 -V, er en konveks polytop’ indeholdende P, i sit indre. -

V2  Polytopen V, er ubegrenset, hvis og kun hvis P, tilhgrer randen af det konvekse hylster
til P;'erne.

V3  Hvis P, er et af de punkter, der er tcettest pd P; (for s=i), vil en af V;'s sider stpde op til
den hyperplan, der bisekterer linien mellem P; og P,

V4  Voronoi-cellerne udfylder hele R", dvs.
U V‘ = R" (1.12)
i=1

og det indre af polytoperne V; overlapper ikke hinanden.
Hvis man har med punkter i tilfeldige positioner at gpre, gelder endvidere:

VS Ethvert hjprnepunkt i V, er felles for praecist n+1 polytoper V; og preecist n+1 kanter af
dimension n-1.

Beviser for sztningerne kan findes i appendix A. =

Eksempler

Det ses at man, hvis man i to dimensioner laver den sdkaldte hexagonale pakning (se figur 1.1),
far Voronoi-celler af form som hexagoner, deraf navnet "den hexagonale pakning".

Hvis man har en fladecentreret kubisk pakning i tre dimensioner (se figur 1.4), bliver de
tilsvarende Voronoi-celler rhombiske dodekaedere (se figur 1.7).

1: Med konveks polytop menes fzllesmangden af et endeligt antal lukkede halvrum.
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Hvis man har med uregelmassige pakninger at gare,’ bliver
de tilhorende Voronoi-celler tilsvarende uregelmassige,

men de vil s& til gengeld opfylde V5. 0

Dualen til Voronoi-celler: Delaunay-celler

De h hjernepunkter H; i Voronoi~diagrammet for punkterne
P,,...,.P, i R® kan opfattes som et udtryk for porerne, dvs.
hullerne mellem kuglerne, i den kuglepakning, der er
tilknyttet diagrammet. Der kan tilknyttes en sékaldt Delau-
_ nay-celle’ til ethvert hjprnepunkt i Voronoi-diagrammet,
sddan at hjornerne i Delaunay-cellen alle er punkter
P.€{P,.....P,}. Delaunay-cellen er defineret som folger:

Figur 1.7 Et thombisk dodekaeder.
Definition

Delaunay-cellen D, til et hjornepunkt H; er det n-dimensionale konvekse hylster af de m
punkter P;, der ligger tettere pd H; end pé noget andet punkt.

- Bemarkninger
_Da det konvekse hylster skal vere n-dimensionalt, skal der eksistere prazcist n+1 affint
- uafhzngige punkter blandt de m punkter P,.

Hvilke m punkter P;, der ligger tattest pc’x H, er entydigt bestemt ud fra Voronoi- dxagrammet

idet det drejer sig om de punkter, hvxs Voronoi-celler har et hjarne i H,.

. Definition

. Meangden af D,'erne, hvor 0<i<h, kaldes Delaunay-diagrammet tzIknyttet hjgrnepunkterne H,
fra Voronoi-diagrammet.

Da Voronoi-diagrammet til punkterne P,,...,P, er entydigt, vil Delaunay-diagrammet ogsé blive
entydigt.

Der gzlder folgende satninger om Delaunay-celler
_ D1 D, er en konveks polytop af dimension n.

D2  Hver Delaunay~celle D; er tilknyttet netop ét hjprnepunkt H;, og der er tilknyttet netop
et hjornepunkt til hver Delaunay-celle

1: At konstruere Delaunay—celler blev forste gang foresliet af Boris Nikolaevich Delone. Da han publicerede arbejdet med
dem, stavede han sit navn Delaunay, og den stavemdde er alts3 blevet hzngende [8).
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D3  Delaunay-cellerne udfylder hele det konvekse hylster af punkterne P,,...,Py, dvs.

UD, = conv{p,,..,P;) : ) 1.13)
v : , , ,

og derfor ikke hele R".

D4  Hvis P, er et af de punkter, der Iiggef tettest pd P, og i=s, vil P, og P, vere to hjprner
i samme Delaunay ~celle.

Hvis punkterne P; befinder sig i tilfzldige positioner, vil endvidere gzlde
D5 D, er et simpleks med hjgrner i n+1 punkter P,
Beviser for D1-D5 findes i appendix A.

Eksempler

I den todimensionale kubiske pakﬁing fis, som det ses pa figur 1.8, kvadratiske Delaunay-celler.
Itilfeldige todimensionale pakninger f&s derimod, jevnfer DS, altid trekantede Delaunay-celler
(se figur 1.9).

Figur 1.8 Delaunay- og Voronoi-celler til det kubiske Figur 1.9 Delaunay-celler i en tilfzldig monodispers
gitter. Voronoi-cellerne er markeret med stiplede linier kuglepakning. Det ses, at de alle er trekantede.
og Delaunay-cellerne med fuldt optrukme linier.

Radikalplans-celler

Hvis man har med pakninger af to stgrrelser kugler at ggre, ses det, at man, ndr man konstruerer
Voronoi-cellerne, kan fa cellekanter, der ikke lezngere ligger mellem kuglerne, men i stedet
ligger inde i de store af kuglerne (se figur 1.10).

For at undgd dette er metoden til konstruktion af Voronoi~celler blevet videreudviklet af J.L.
Finney i 1982 [12]. I stedet for at anbringe bisekterende planer mellem to kuglecentre, anbringes
sdkaldte radikale planer (se figur 1.11).
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| Tangenterne til de to kugler skal velges sidan, at afstanden fra skeringen mellem tangenterne
til de punkter, hvor tangenterne snitter kuglerne, er ens. Denne afstand kaldes L. Den radikale
plan bestdr af den punktmangde, der fis, ndr ovenstiende konstruktion laves med varierende

lengder af L.

Figur 1.10- Konstruktion af Voronoi-
. celler i polydisperse pakninger.

Ifelge Pythagoras' sztning haves
) st=riel?=d+p?

" og
i) s]erl+Li=d+hn?

i) og ii) kan sammenskrivgs til
L2 =d} + R2 -} =d} v A2 -1}

Idet
d=d +d

fés endvidere
d-ri=d-dy-n

som endeligt kan omskrives til

2 2 2
=d +r-n

d, >

' Figur 1.11 Konstruktion af radikale planer.

(1.14)
(1.15)
(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)
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Tilsvarende f3s

_d e r-r : 7 (1.20)
= > ,

Der haves sledes et udtryk for afstanden mellem centrum af en kugle og den radikale plan. Det
ses, at udtrykket kun afhznger af kugleradierne og afstanden mellem kuglecentrene, hvoraf det
folger, at man vil f8 samme udtryk for alle valg af L.

Cellekanterne i en.ikke-overlappende polydispers kuglepakning vil altid ligge mellem to kugler
eller vare tangenter til begge kugler (se figur 1.12); hvilket ses ved, at sdfremt kuglerne ikke
overlapper hinanden, gelder uligheden

dar s+, ‘ A (1.21)
som indsat i (1.18) resulterer i uligheden

d? - @ +r,-dy - rzz | | (1.22)
Denne kan efter nogle mellemregninger omskrives til

2(r,+r) 2 2(ry+r1) =

(123)
d 2 r

hvor lighedstegnet fas for d=r, +r1,. P3 tilsvarende méde kan det vises, at

é 21, (1.24)

hvoraf det ses, at den radikale plan méd ligge mellem
kuglerne eller pd randen af disse, sdfremt kuglerne ikke :
overlapper hinanden. Hvis kuglerne overlapper, viser det !
sig endvidere, at den radikale plan kommer til at gi :

igennem skaringerne mellem de to kuglers rande [12].

Konstruktionen af Radikalplans—-diagrammet i polydisperse
kuglepakninger ligner konstruktionen af Voronoi-diagram-
met, med den ene undtagelse, at hyperplanen, der deler
rummet mellem to kuglecentre C; og C,, er en radikal plan
og ikke en bisektionsplan pa forbindelseslinien mellem C, .
og C;. Radikalplans-cellerne har dog i polydisperse kugle- :
pakninger den fordel, at stgrrelserne af dem vil afspejle ‘

storrelserne af de kugler, de omgiver, hvilket Voronoi- Figur 1.12 Konstruktion af Radikalplans-
cellerne ikke gor. celle. Det ses, at den Radikale plan, nir
kuglerne stgder op til hinanden, er tan-

Det ses, at hvis kuglerne i pakningen er lige store, sidan at gent til begge kugler pd en gang.
1,=1, fis

(1.25)

win,

d =4 -=
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Det betyder, at for monodisperse kuglepakninger bliver de radikale planer bisektionsplaner,
s3dan at Radikalplans-diagrammet bliver identisk med Voronoi-diagrammet.

Det skal ogs3 bemarkes, at hvor det gav mening at konstruere Voronoi-diagrammer for punkter
i R", skal man, for at kunne konstruere Radikale planer, have med kugler at gore, idet kuglernes
radius er med til at bestemme, hvor de radikale planer skal ligge. Man skal altsd have flere
oplysninger om kuglepakningen for at konstruere Radikalplans~celler, end for at konstruere
Voronoi-celler. '

Lad alts3 (C)), Osisk, vere en familie af k kﬁglecentre i R®, hvor n=2.

.~ Lad H(C,C) vare det lukkede halvrum af R°, der indeholder C; men ikke C; og hvor
hyperplanen, der deler rummet mellem C; og C;, er den radikale plan for kuglerne med centre
C, og C;. ’

Radikalplans-cellen til et punkt er den celle, der fremkommer, hvis man laver sidanne halvrum
mellem alle par af det valgte punkt og andre punkter og derefter tager fellesmaengden af disse
halvrum. ‘

Radikalplans-cellen R, til punktet C, er altsd defineret som folger

Definition

R, = R(C) = NH(C,C) ' | (126)
Jel .

- Definition

Mengden af R;'erne, hvor 0<i<k, kaldes Radikalplans-diagrammet tilknyttet kuglecentrene C;

* Felgesatning
R; er mzngden af punkter

& -t er?
xeR|d(xC) s L1 7L v ;) 1.27)
Zdu

hvor d;; = d(C,, C).
Der gzlder folgende sztninger om Radikalplans~celler:
R1 R, er en konveks polytop indeholdende C; i sit indre.

R2  Polytopen R; er ubegraenset, hvis og kun hvis C, tilhgrer randen af det konvekse hylster
til R/'erne. '

R3  Hvis C, er et af de punkter, der er ta@ttest pd C; (for s=i), vil en af R;'s sider stpde op til
den radikale plan, som er bestemt af kuglerne med centre C, og C,
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R4  Radikalplans~cellerne udfylder hele R", dvs.

Ur -2 ” . : ” (128)

i=1
og det indre af polytoperne R, overlapper ikke hinanden.

Hvis man har med punkter i tilfzldige positioner at gore, mi endvidere gzlde:

R5  Ethvert hjprnepunkt i R; er felles for precist n+1 polytoper R; og preecist n+1 kanter af
dimension n-1.

Se beviser i appendix A.

Dualen til Radikalplans-celler

Ud fra Radikalplans-diagrammet er der defineret en anden slags naboskabsforhold mellem szt
af punkter end den, der blev givet ud fra Voronoi-diagrammet, idet punkter, som delte et hjarne
i Voronoi-diagrammet, ikke npdvendigvis behgver at dele et hjgrne i Radikalplans-diagrammet.
Dette giver naturligvis anledning til at opdele R" i de celler, der er dualen til Radikalplans-
cellerne. Vi har i mangel af et bedre navn valgt at kalde cellerne Krarfu-celler’ K,. De m
hjorner i hver celle er kuglecentre C;, hvis Radikalplans—celler alle stpder op til samme hjorne -
H; i Radikalplans—-diagrammet. En Krarfu~-celle er defineret som fplger

Definition
Krarfu—cellen til et hjprnepunkt H, i et Radikalplans-diagram er det n-dimensionale konvekse
hylster af de m kuglecentre C, der ligger teettest pd H,

Bemarkninger

Ligesom for Delaunay-cellerne gzlder, at da det konvekse hylster skal vare n—dimensionalt,
skal der eksistere n+1 affint uafhangige punkter blandt de m punkter C,.

Hvilke m kuglecentre, der ligger tettest pd H, er entydigt bestemt ud fra Radikalplans-
diagrammet. Det er nemlig de centre, hvis Radikalplans-celler har et hjgrne i H,.

Et Krarfu-diagram bliver s, analogt til Delaunay-diagrammet:

Definition

Maengden af cellerne K;, hvor 0<i<h, kaldes Krarfu-diagrammet tilknyttet de h hjgrnepunkter
H, i Radikalplans-diagrammet.

Da Radikalplans-diagrammet er entydigt, vil ogsd Krarfu~diagrammet blive entydigt.

1: Krarfu er en sammenskrivning af Kruse, Arleth og Fundal.
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~ Der gzlder stort set de samme sztninger fof Krarfu-celler, som der gar for Delaunay-celler,

nemlig:

K1 K, er en konveks polytop af dimension n.

K2  Hver Krarfu-celle er tilknyttet netop et hjorne punkt H, og der er tilknyttet netop et

hjornepunkt til hver Krarfu-celle.-

K3  Randen af det konvekse hylster til punkterne C,,...,C, udgores af sideflader til Krarfu-

cellerne K,

K4  Hvis P, er et af de punkter, hvis Radikalplans-celle stgder op til Radikalplans-cellen for
C; (for i=s), vil C; 0g C, vaere to hjprner i samme Krarfu-celle.

Hvis kuglepakningen er tilfeldig, sddan atbkuglecentrene G befinder sig i tilfldige positioner,

-galder endvidere, svarende til DS5:

KS K, er et simpleks med hjprner i n+1 kuglecentre C,.

Beviser for K1-KS5 findes i appendix A.

~ Voronoi-celler vs. Radikalplans-celler

'Et eksempel p3 forskellene mellem Vorono‘x‘—cel:ler og Delaunay-celler pd den ene side og
Radikalplans—celler og Krarfu-celler p& den anden side ses afbildet p3 figur 1.13 og 1.14. -~ -

g

Figur 1.13 Skitse af Voronoi-celler (fuldt optrukne
linier) og Delaunay-celler (stiplede linier) for kugler

med forskellige storrelser. Det ses at sidefladerne i -

Voronoi-cellerne ligger inde i de store af kugleme.

Porestgrrelsesfordeling

Figur 1.14 Radikalplans-celler (fuldt optrukne linier)
og Krarfu-celler (stiplede linier) for kugler med
forskellige sterrelser. Det ses at Krarfu-cellerne ikke
bliver de samme som Delaunay-cellerne p2 den anden
figur.

Bernal foreslog omkring 1960, at man i stedet for at kigge pd arrangementet af kuglecentrene
valgte at kigge p3 fordelingen af stprrelserne af porerne mellem kuglerne.

Radius af en pore mellem kuglerne i en kuglepakning blev sat til at vaere radius af den stprste
kugle, der kunne lzgges ind i poren. Bernal interesserede sig altsd i dette tilfeide ikke for de
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Kapitel 1 Introduktion til kuglepakning

sammenhangende kanaler, der fremkommer mellem kuglerne i en n~dimensional pakning, hvor
nz3, men kun for storrelserne af porerne mellem kuglerne.

Det er klart, at hvis man har med en regelmassig kuglepakning at gore, bliver porestprrelses—
fordelingen diskret. ,

For en tilfaldig pakning bliver det mere interessant at se pd porestgrrelsesfordelingen, idet der
sd fas flere forskellige porestgrrelser. Set fra et fysisk synspunkt vil porestgrrelsesfordelingen
for en tilfzldig kuglepakning strengt taget altid blive diskret, da man kun kan betragte et
endelngt antal kugler:

For at kunne kortla:gge Voronoi-cellerne, Delaunay—-cellerne eller porestorrelsesfordelingen i
en kuglepakning er man nedt til at kende centrumkoordinater og radius for hver enkelt kugle
i pakningen. Dette er ikke noget problem, hvis man har med en regelmassig kuglepakning eller
en computersimuleret pakning at gere. Hvis man derimod har med en virkelig tilfzldig
kuglepakning at gore, volder dette punkt problemer, da det er et kolossalt arbejde at méle og
beregne centrumkoordinaterne for samtlige kugler.

Radialfordelingsfunktion

En radialfordelingsfunktion for punkter i et rum beskriver fordelingen af punkter i forskellige
afstande fra et tilfeldigt valgt centralt punkt.

Radialfordelingsfunktionen giver farre oplysninger om pakningens struktur, end for eksempel
Radikalplans-diagrammet til pakningen gor. En kuglepakning kan for eksempel ikke fastlagges
entydigt ud fra dens radialfordelingsfunktion, som den kan ud fra dens Radikalplans-diagram,
da der hgrer adskillige kuglepakninger til hver radialfordelingsfunktion. Radialfordelings—
funktionen har til gengzld den fordel, at den forholdsvis let kan bestemmes ad eksperimentel
vej, da det ikke er nedvendigt at kende positionerne af alle kuglecentrene for at finde
funktionen.

Vi vil ikke her komme ind pd, hvordan radialfordelingsfunktionen bliver bestemt eksperimentelt,
men blot nzvne, at den via en Fourier-transformation kan udledes fra resultaterne af
diffraktionsmélinger pa det betragtede stof [30].

Det er kun muligt at opstille analytiske udtryk for radialfordelingsfunktioner i enkelte tilfazlde.
Vi vil kort omtale to af disse tilfelde. I det ene betragtes punkter, der er tilfeldigt spredt i
rummet, mens det andet drejer sig om punkter, der befinder sig i en gitterstruktur.

Radialfordelingsfunktion for punkter tilfzldigt spredt i rummet

Der betragtes en familie af k punkter P,, som er tilfzldigt spredt i rummet og har koordinat-
vektorerne R,. Det antages, at tztheden per volumen-enhed er n. Det forventede antal punkter
i en kugleskal med tykkelsen dr, lagt omkring et tilfaldigt valgt punkt, bliver si:

Sz (dr = dninridr (1.29)

hvoraf det sluttes, at det forventede antal punkter i radius r fra det valgte centrale punkt bliver
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Matematisk repragsentation af kuglepakninger : ‘ ‘ 1.4

ugpuing?) = 4mmr? | ' (1.30)

hvilket netop er udtrykket for radialfordelingsfunktionen for punkter tilfldigt spredt i rummet
[30]. Strengt taget er funktionen en sandsynhghedstaethedsfunktxon, men det kaldes den sjzldent
blandt fysikere.

Radialfordelingsfunktionen for punkter i en gitterstruktur
Hvis der betragtes punkter i en gitterstruktur, vil radialfordelingsfunktionen’ vare nul alle

vegne undtaget i de bestemte afstande 1, hvor der er punkter. Disse bestemte afstande kaldes.
skaller.

" Ien given radius 1; kan der enten vare Z; punkter eller ingen punkter, hvilket kan udtrykkes pa
folgende vis:

JyueD) = Y Z(N3(,R) . (1.31)
i . .

hvor funktionéen 8(r,R,) er en gaffelfunktion, der er defineret som fgiger

1 for r=R, : ' )
6("DR5) {Ofor r#R (1 32)

hvor Z, er antallet af punkter i den givne skal [30].

Radialfordelingsfunktioner for kuglepakmnger

For kuglepakninger ses pd kuglernes centre i stedet for de punkter, der betragtedes i
ovenstdende. Radialfordelingsfunktionen for kugler i gitterpakninger kan naturligvis bestemmes
teoretisk, mens radialfordelingsfunktionerne for tilfxldige kuglepakninger md bestemmes
eksperimentelt. Hvis kuglerne er hirde, ma der i tilfeldige kuglepakninger komme en lidt hgjere
grad af orden, end der er for punkter i helt tilfeldige positioner, da afstanden mellem to
kuglecentre minimalt m& vere summen af deres radier. Dette afspejler sig i radialfordelings-
funktionen. Hvis man betragter radialfordelingsfunktionen for en tilfeldig monodispers
kuglepakning, vil man for eksempel se, at for sma r ser det ud til, at pakningen har skal-struktur
(radialfordelingsfunktionen ligner altsd f,,(r)), mens radialfordelingsfunktionen for sterre r
konvergerer mod radialfordelingsfunktionen for punkter i tilfeeldige positioner (f,e;4i5(1))-

1.5 Opsamling

Hensigten med kapitlet har varet at forklare, hvad en kuglepakning er og at prasentere noget
af den teori, der eksisterer, og nogle metoder til at beskrive og karakterisere kuglepakninger. Vi
synes, at dette hgrer med blandt de vigtigste forudsztninger for at beskaftige sig med

1: Burde retteligt kaldes radialtetheden.
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Kapitel 1 " introduktion til kuglepakning

kuglepakning p et teoretisk plan. Teorien og metoderne kan, set ud fra et teoretisk synspunkt,
benyttes til alle slags kuglepakninger, regelmassige som tilfaldige, monodisperse som
_polydisperse. Det forekommer dog klart, at flere af metoderne bygger p3, at man allerede har
et vist kendskab til kuglepakningerne. Det kan, hvis man for eksempel har med en tredimensio-
nal tilfzldig kuglepakning at gore, godt vare et stort arbejde bare at fi indsamlet tilstrekkeligt
med oplysninger til; at de beskrevne metoder overhovedet kan benyttes. Hvis man derimod har
med regelmassige kuglepakninger at gore, er det straks meget lettere at give en fyldestggrende
beskrivelse af en given pakning.
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- Kapitel 2

' ‘Regelmaessige kuglepakninger

Matematisk set er det de regelmassige kuglepakninger, som er lettest at behandle, da de - som
betegnelsen siger — er regelmassige. Regelmassige kuglepakninger kan vare monodisperse
sdvel som polydisperse, men vi vil i dette kapitel hovedsageligt beskaftige os med de
monodisperse. '

2.1 Hvad er en regelmassig kuglepakning?

En regelmassig kuglepakning blev pd side 12 defineret som en pakning, hvor man, iéngs en
hvilken som helst linie trukket gennem pakningen, vil se et menster, der gentager sig selv,
- forudsat at pakningen er tilstrzkkelig stor. '

Gitterpakninger

Der findes en szrlig kategori af regelmassige
kuglepakninger, der kaldes gitterpakninger. I et
gitterpakninger skal der ligge et kuglecentrum i 4 '
origo, hvilket altid kan opnds ved at flytte Figur 2.1 En-dimensional kuglepakning, dvs. ﬁakning
koordinatsystemet, og der skal eksistere en af liniestykker, p = 1.

enhedscelle. Enhedscellen kaldes i nogle tilfzlde

for den fundamentale parallelotop.

Figur 2.2 Kubisk pakning, p ~ 0,7854. Figur 2.3 Hexagonal pakning, p ~ 0,9068.
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Kapitel 2 Regelmaessige kuglepakninger

Definition:

En enhedscelle i en n~dimensional kuglepakning er en celle, der udspeendes af et set af n
lineert uafhengige basisvektorer (v, v,... v,) gdende mellem par af kuglecentre, ved hjelp af
hvilke man kan angive centrum af enhver kugle som u = kv, +ksv,+... +k,v,, hvor k,€Z.

Enhedscellen indeholder kugledele som sammenlagt svarer til precis én kugle og kan siges at
vare en art byggesten, idet man kun behover at beskrive enhedscellen for en given gitterpakning
for at reprsentere hele pakningen [8].

At enhedscellen sammenlagt indeholder precist én kugle ses let i to dimensioner, hvor e~
nhedscellen indeholder fire kugleudsnit p3 tilsammen 360°, da summen af vinkler i et rektangel
er 360°. Man kan pé samme mide argumentere for, at enhedsceller i hgjere dimensioner ogsd
indeholder netop én kugle.

Pakninger i én dimension bestir som nzvnt tidligere af liniestykker. Den éndimensionale
enhedscelle er sdledes bestemt ved lzngden af den udspzndende vektor. Den tztteste pakning
opnas med en vektor, der har lengden 2r, dvs. kuglerne er skubbet helt tat sammen og giver
en tethed pad 7 (se figur 2.1).

P3 figur 2.2 og 2.3 ses to almindelige gitterpakninger i to dimensioner, hvor enhedscellen og
basisvektorerne er indtegnet. Figur 2.2 viser den kubiske pakning og figur 2.3 den hexagonale
pakning, som vi senere skal se er den tztteste i to dimensioner. Navnene henviser enten til de
pigzldende pakningers Voronoi-celler eller deres kontakttal. '

En gitterpakning er altid regelmassig, men ikke alle
regelmassige pakninger har en enhedscelle. Et eksempel er
den trigonale pakning, som ses p3 figur 2.4. Den er tyde-
ligvis regelmassig, men det er hverken muligt at finde en
ikke-overlappende enhedscelle eller et st basisvektorer.
Voronoi-cellerne er her ligesidede trekanter.

Tatheden af en gitterpakning er let at udregne selv i hgjere
dimensioner, da enhedscellen som fgr nzvnt sammenlagt
indeholder pracis én kugle. Tatheden i en gitterpakning er Figur 2.4 Den trigonale pakming,
generelt givet ved P = 0,6045.

volumenet af en kugle 2.1
volumenet af enhedscellen

p=

hvor volumenet af enhedscellen kan beregnes som determinanten af de basisvektorer, der
udspander den.
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Rogers' ovre graense 2.2

2.2 Rogers' gvre granse

Et af de interessante aspekter ved regelmassige kuglepakninger er at finde den tztteste
kuglepakning i en given dimension, men det er faktisk kun i én, to og tre dimensioner at man
ved, hvilken regelmassig pakning, som er den tatteste. Derimod ved man i alle dimensioner
noget om, hvor stor tztheden maksimalt kan vare. Dette beror pd, at C.A. Rogers i 1958 viste,
at der findes en gvre granse for, hvor tztte kuglepakninger kan vare, som er ganske enkel at
forstd i to og tre dimensioner. Rogers' argument gik p4, at tager man tre todimensionale kugler,
kan de ikke bringes tzttere p& hinanden end vist pd figur 2.5, uden at de overlapper hinanden,
si den maksimale tzthed i to dimensioner kan udregnes til

1 x-1?

o = 3(: kugle volumen) - - - 0,9068 . 2.2)
areal af trekant 1432 :

2

hvor kuglens radius er sat til 1, hvilket medferer, at sidelaangdeh i

trekanten bliver 2 og hgjden dermed 3. Denne tzthed er den
maksimale tzthed i to dimensioner. Det ses, at den hexagonale pakning
pa figur 2.3 netop er opbygget pi denne mide. Den hexagonale
~ pakning har altsd tetheden p ~ 0,9068.

P4 tilsvarende vis kan den maksimale taethed i tre dimensioner findes.’
Vi tager fire kugler. De tre placeres i nederste lag som vist p3 figur
2.5, mens den fjerde legges ovenpd i det hul, som de tre danner.

Figur 2.5 llustration - af
Rogers' grznse. g

Tilsammen udger kuglecentrene et tetraeder, og igen kan man p4 ingen mide f& kuglerne tzttere

sammen. Den maksimale tathed i tre dimensioner kan udregnes til ca. 0,7796.

Vi vil ikke udlede Rogers' formel generelt men blot referere til T.M. Thompson [29], som
bemarker, at den kan skrives

JECPEIE |
Prmas = —(—"—;?—("')—"-f.(n) o | ' (23)

221 (B4l
(2+ )

For at f (n) kan bestemmes, m3 F (a) forst defineres rekursivt:

F, (a) = ; f F,_(B) d® ' ' (2.4)

arcsec(n)
2

(sec 2P = sec(20)-2 og F,(a)=Fy(a)=1). S4 er f(sec 2a) = F,(a) [29, p.67].
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Selvom Rogers' grense angiver den maksimale tzthed i en given dimension, er det ikke sikkert,
at den kan nds. For eksempel har J.H. Lindsey II i 1986 2ndret grensen i tre dimensioner til ca.
0,7784, hvilket er en nedskrivning pi ca..0,15% [21].

PA figur 2.6 og figur 2.7 illustreres, hvorledes Rogers' grense for tatheden falder som funktion
af antallet af dimensioner. Derudover er ogsd indtegnet de tatteste kendte pakninger for de givne
dimensioner. Det ses, at de to kurver ikke folges. Dette beror dels p4, at der ikke er forsket lige
meget i alle dimensioner, og dels p at Rogers' grense i mange tilfzlde ikke er mulig at ni.

ratmt Testheder S Tastheder

"1\ Rogers grssnse og opniede tastheder 1 Rogers gremnae og opniade tastheder
7 ~—— Rogers grmnes T — Pogen e
R-Sne— 1 * Cprads weheder

° :lnﬁhholul\;iuhﬂn?rilh-—n
s 7 0 1 n

TaTaTalaltolral1al1aT1a 20! 22T 2¢ Dimension
- 1T 9 i 7 9 n n 1 8 8 7 ®» N B

7 N n

Figur 2.6 Diagram over tztheden som funktion af Figur 2.7 Diagram over Rogers' gvre grznse som
dimensionen (linezre akser). funktion af dimensionen (logaritmisk 2.akse).

2.3 Txtteste regelmeassige pakninger i to og tre dimensioner

I dette afsnit vil det blive vist, at den hexagonale pakning er den tztteste to-dimensionale
pakning, og at den fladecentrerede kubiske pakning er den tatteste tre—dimensionale pakning.

I to dimensioner er problemet simpelt. Den hexagonale pakning er opbygget af to~dimensionale
simplekser som dem, der blev beskrevet i afsnittet om Rogers' gvre granse. Den hexagonale
pakning ma altsd vere den tztteste todimensionale pakning, idet dens txthed er den samme som
Rogers' gvre granse i to dimensioner.

I tre dimensioner er problemet lidt mere kompliceret, for da det ikke er muligt at pakke et rum
helt tzt med tetraedere, er det ikke muligt at nd Rogers' gvre granse.

Umiddelbart ser den fladecentrerede kubiske pakning maske ud til at vare pakket af tetraedere
og dermed vere lige s tat, som Rogers' granse foreskriver, men hvis man starter med at pakke
det nederste lag som i den hexagonale pakning, vil man opdage, at ndr naste lag skal lzgges,
vil der kun vare plads til en kugle i hver anden rekke af huller (se figur 2.3 og figur 2.8). Dette
er et udtryk for, at man ikke med denne pakning ndr Rogers' gvre grense.

I det folgende vil det blive bevist, at den fladecentrerede kubiske pakning er den tatteste
regelmassige tredimensionale pakning. Det er ikke s ligetil at vise, at man ikke kan lave en
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Jeetteste regelmeessige pakninger i to og tre dimensioner . 2.3

semiregelmassig eller uregelmassig pakning, der er tattere end den fladecentrerede kubiske
pakning.

Ideen i beviset er taget fra H.S.M. Coxeter [9].

Bevis

I stedet for at betragte selve kuglepakningen betragtes det tredimensionale gitter, der er fastlagt
ud fra kuglernes centre (se figur 2.8).

Figur 2.8 Tegning af to Jag i gitteret i den fladecentrerede kubiske pakning, hvor hjernerne i det fuldt optrukne
gitter markerer kuglecentre i et lag og hjememe i det stiplede gitter angiver kuglecentre i det nzste lag.

En enhedscelle i et sddant gitter er defineret som den mindste celle, der kan udspzndes af tre
linezrt uafhangige vektorer mellem par af gitterpunkter. Volumenet af enhedscellen, kaldet J,
kan beregnes som determinanten af de tre lineart vafhxngige vektorer, f.eks. AB, AC og AD.
Det gitter, der har den mindste enhedscelle, kaldes det kritiske gitter, og det er dette gitter, der
giver centrumkoordinaterne til den tatteste kuglepakning. Dette skyldes, at jo mindre
enhedscellen er, des tzttere er kuglepakningen, jvf. (2.1).

Gitteret vil have en vis minimumsafstand ¢ mellem et par af gitterpunkter.

Betragt punktet A p3 ovenstdende figur. Hvis B er det punkt, der ligger tattest pd A, er l&engden
|AB| = c. C er et af de gitterpunkter udenfor linien gennem AB, som ligger tattest pd A,
lengden |AC| kaldes b, hvor bzc, og desuden kaldes |BC| for a. Disse tre punkter kan altid
valges, sd vinklen A og siderne opfylder fplgende relationer
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Asn/2,azbzcoga’®sb®+ck

Lad A vare arealet af trekanten ABC, og lad R vare radius i trekantens omskrevne cirkel.

A har storrelsen [27j

A= %Jfa’b’ + 2a%c? + 2b%? - g* - b* - ¢ (2.5)

Mens R har storrelsen [27]

R = abc ' | (26)
4A

Parallelt med planen, hvor ABC ligger, er der en anden plan,Ai hvilken punktet D ligger, hvis
vinkelrette projektion D, ind pd ABC-planen befinder sig inde i trekanten ABC. (Hvis det ikke
skulle ligge der, kan man altid valge et A' i stedet for A og skifte ABC ud med A'BC, hvor D,
sd i stedet ma ligge). Lengden [DD, | kaldes d. Idet

Vs = -;-Ad @7

fis

i

J = 61ad = 28d (28)

hvor J var volumenet af enhedscellen.

Da b var valgt som den nastkorteste afstand mellem A og et andet punkt, (den korteste afstand
var ¢), m3 det gzlde, at |AD|, |BD| og |CD| alle er stgrre end eller lig med b.

Der kan valges et hjorne i trekanten ABC, sddan at
afstanden mellem D, og hjornet er R, hvis D, ligger
i trekantens centrum og ellers mindre end R (se figur
2.9).

Dette betyder, at det for mindst én af kanterne AD,
BD eller CD, lengden af kanten kaldes h, vil gzlde
at

R*+d*2h*2b® «~ R*+d:b? 29)

hvor lighedstegnet kun gzlder, ndr D, ligger i trekan~
tens centrum, og h=b.

Figur 2.9 Da hele trekanten er dekket af cirk-
Jeme med radius R, ses det at, lige meget hvor
i trekanten D, befinder sig, vil afstanden til
mindst et af hjermerne veere mindre end eller lig
R. :
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Sammenholdes (2.8) og (2.9) fis -

 J? = 2AdP 2 4A% (b -R?) = 4A%? - 4A%R?

& %b’(za’b’ +2a%? + 2bzc2 -a* - - C‘) - —a zbzc (2.10)
= i—b’(zazb’ +a%?% + 2b%% -a* - b* - ¢Y
hvilket kan omskrives til

J? = 4A%2 » -;—::‘

¢ 12207 - A8 + 26H + Lp¥a? - BT ¢ € - 0 2 3¢° 11
dabzc,ax2bogb?+c?aza’

Det gjaldt om at minimere volumenet af enhedscellen J. Det ses sdledes, at J er minimal for J?
= 1/2<®. Ulighedstegnene i ovenstdende uhgheder kan alts3 erstattes med lighedstegn nir b =
c og b?* = R? + d? og nir enten :

i)a=b, dvs. nar vinklen A er n/3, og trekanten ABC er ligesidet eller

ii) a’ = b’ + c?, dvs. ndr vinklen A er n/2.

Figur 2.10 Til venstre ses en pakning svarende til i) og til hejre en pakning svarende til ii).

Der er alts3 tilsyneladende to kritiske gitre, som hver iszr fastlzgger den mindste enhedscelle.
Hjornerne i trekanten i) kan beskrives ved hjzlp af de kartesiske koordinater .
A = (0,0,0), B = (0,1,1), C = (1,0,1) og D = (1,1,0)

Gitteret udspazndes altsd af vektorerne
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Kapitel 2 : Regelmaessige kuglepakninger
g = (0,1,1), 1o = (1,0,1) og 1, = (1,1,0)

Det ses, at mengden af gitterpunkter er lig mangden af punkter hvor hver koordinat er et heltal
og hvor summen af koordinaterne er lige. )

Hjornerne i trekanten ii) kan beskrives vha. fplgende kartesiske koordinater .
A = (0,0,0), B = (0,1,1), C = (0,1,-1) og D = (1,1,0)
B og D kan v&lges som feor. C vil ligge i samme plan, y-z-planen, som B men st3 vinkelret pd

B, alts3 f3s ovenstdende.

Det ses, at meangden af gitterpunkter i gitter ii) ligesom i gitter i) er mangden af punkter, hvor
hver koordinat er et heltal, og hvor summen af koordinaterne er lige. De to gitre m alts3 vare
identiske. I ovenstdende figurer vil de blot vare set fra to forskellige sider.

Konklusionen er altsd, at det gitter, som kaldes "det fladecentrerede kubiske gitter", er det eneste
kritiske gitter i tre dimensioner.

Da afstanden mellem gitterpunkterne i ovenstiende gitter er 2, vil man, hvis man lzgger

kugler med radius -\;-2 = j i hvert gitterpunkt, f& den tatteste regelmassige tredimensionale

kuglepakning. Kuglepakningen svarende til ovenstiende gitter viser sig at vaere den flade- |
centrerede kubiske pakning.

Da vi nu har fundet basisvektorerne for enhedscellen til den fladecentrerede kubiske pakning,
er det let at beregne denne paknings tathed.

Volumenet af enhedscellen kan beregnes som determinanten til basisvektorerne, og volumenet

af en kugle med radius 7'!- beregnes p3 szdvanlig vis, s der fis

I
(\/5) 3 2\/5 = 0,7405
011 2 (2.12)
101

110

2.4 Polydisperse pakninger

For at f4 kuglepakningsmodeller til at passe bedre til det, der modelleres, er det ofte ngdvendigt
at operere med flere forskellige storrelser kugler, da idealiseringen ellers bliver for "grov". I
dette afsnit vil vi se pd, hvilke tetheder der kan opnds ved at benytte flere kuglestorrelser.

1 det to~dimensionale tilfzlde vil vi se pd den hexagonale pakning (se figur 2.3). For at de smd
kugler passer ind mellem de store, skal de have radius
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2/3 - 10,1547 : (213)

hvor. -/' er afstanden fra et hjorne af trekanten til dens centrum (se

figur 2.11). Ud fra figur 2.3 ses det, at der kan ligge to kugler med | -
denne radius i porerne i enhedscellen. For hver stor kugle i den
hexagonale pakning er der altsd plads til to smd. Txtheden af en
hexagonal pakning, hvor der ligger en lille kugle i hver af porerne .
mellem de store kugler kan beregnes som summen af volumenet af de Figur  2.11  Polydispers
smi kugler og volumenet af den store kugle, divideret med volumenet pakning.

af enhedscellen. Taxtheden bliver

12+ 2r3/3 - 1)
o= + ‘lt(’ 1) » 09503 ) , . (2.14)
2/3 '

Hvis denne proces med at lzgge sma& kugler, der passer pracist i porerne i pakningen, gentages
med ni forskellige storrelser kugler opnds en densitet p& 0,9898 [15].

En anden metode til at ggre pakningen tzttere er at udfylde pladsen mellem kuglerne med nogle

- meget smi kugler, der i porerne kan pakke sig med en lige s& stor tzthed som den oprindelige
pakning. Dette vil give en pakningstzthed pd p' = 1-(1-p)", hvor 1-p er porgsiteten af den

.oprmdelnge pakning og n angiver hvor mange gange processen gentages. Gores det med bare
to storrelser kugler, bliver tatheden p'~0,9913.

1 det tredimensionale tilfzlde i en fladecentreret kubisk pakning er der to typer porer. I den
mindste af disse er der plads til en kugle med radius 0,2247 gange de store kuglers radius. Ved
at legge en lille kugle i hvert hul i pakningen opnds en tzthed pd 0,77, hvor den almindelige
fladecentrerede kubiske pakning har en tzthed pi 0,74. Beregningerne ses i appendiks B. “

2.5 Anvendelser

Der findes mange anvendelsesomrader for regelmassige kuglepakninger. I det folgende skal blot
omtales to. ' '

N-dimensionale pakningers anvendelse i kodningsteori

I dette afsnit vil vi kort forklare lidt om kodningsteori, da gode koder er &kvivalente med tatte
regelmassige kuglepakninger, og mange af de kendte pakninger i hgjere dimensioner er fundet
ved spgning efter gode koder.

Kodningsteori har sit udspring i radiokommunikation, hvor der kan opsta fejl ved datatransmis-
sion. Nir digitale signaler, bestdende af O'er og 1'er, sendes gennem diverse ledninger og
elektroniske komponenter, er der ofte "stgj", som bevirker, at nogle af 1'erne bliver @ndret til
0'er og omvendt. Derfor vil man gerne sende informationen i en sddan form, at det er muligt at
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se, om der opstar fejl. Der findes flere simple metoder til at opdage en enkelt fejl, for eksempel
ved paritets—check, hvor der tilfgjes et 0, hvis summen af de binzre tal i koden er lige, og 1,
hvis summen er ulige. Tager vi en kode p fire tal, som kan beskrive 2‘=16 mulige symboler,
bliver 1010 kodet som 10100 og 1110 som 11101. P4 denne made kan man opdage, hvis der
sker en enkelt fejl sdsom 11100, der ikke er en kode, da 141+1+0+0=1 (mod 2). En anden
metode er gentagelses~koden, hvor den sendte information gentages et antal gange. Tager vi en
firetupel og gentager den én gang, bliver 1010 sendt som 10101010 og 1110 som 11101110.
Denne metode er dog ikke szrligt stabil, da to fejl nogle gange kan resultere i en anden tilladt
kode. '

Disse metoder kan kun opdage en enkelt fejl, og det er ikke muligt at rette denne fejl. For at
finde frem til, hvor mange fejl en bestemt kode kan opdage eller rette indferes et mél for
afstanden mellem forskellige koder, som et mél for hvor mange bitforskelle, der adskiller to
tilladte koder. Denne afstand kaldes Hamming-afstanden, D, og er defineret som antallet af
pladser, hvorpd to koder er forskellige, D(1110,1100)=1 og D(1110,0001)=4. Laver vi nu koder
med tretupler, men tillader kun koderne (000) og (111) far vi altsd en Hamming-afstand pé tre.
Afbilder vi dette i et koordinatsystem, som pd figur 2.12, far
vi,.at de mulige koder er hjgrner i en enhedskube, og de to
tilladte koder er i diametralt modsatte hjgrner. Opstar der én
fejl, kan det ses som en flytning af et hjorne til et af de tre
nzrmeste hjgrner, hvor det altsd kun er den ene koordinat, som
adskiller sig fra det oprindelige. Nu har vi faktisk fundet en
fejlrettende kode, s& lznge der kun sker én fejl, for afstanden
til den anden tilladte kode er to, og det er derfor ikke muligt,
at det er den anden kode, der er sendt. Vil vi gerne kunne
tillade to fejl, m& vi for eksempel benytte femtuplerne 00000
og 11111 med Hamming afstand fem. Skulle der alligevel Figwr 2.12 Illustration af Hamming-
opstd tre fejl er vi lige vidt, da det lige sd vel kan vare det afstanden mellem tilladte koder.

ene som det andet.

Normalt bruges ikke gentagelses-kode men mere avancerede beregninger (som regel udvidelser
af paritetsmetoden).

Som det fremgdr kommer man hurtigt op i hgje dimensioner, hvis man vil lave nogle lidt
avancerede koder, men hvad har det med kuglepakning at gere? Jo, hvis vi forventer "stgjen”
til ¢ (den maksimale teoretiske grense for € er 0,5, dvs. at der er under 50% sandsynlighed for
at hvert enkelt tal i koden &ndres, normalt er € meget mindre) kan vi lzgge en kugle med radius
¢ omkring hver tilladt kode. Det vi s3 gnsker er at pakke disse kugler s tzt som muligt, da det
betyder, at vi bruger flest mulig tal til reel information og dermed farrest mulig til kontrol.
Dette er enskvardigt, da vi gerne vil sende mest mulig information pd kortest mulig tid [29,

pp-1-14].
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Regelmaessige kuglepakningers anvendelse i krystallografi

De regelmassige kuglepakninger benyttes, som vi lige har set, i kodningsteori, men de finder
ogsd anvendelse indenfor krystallografi. Krystaller bestar af regelmassige pakninger af atomer
eller molekyler uden dog nedvendigvis at vare gitterpakninger. Nar krystaller dannes, soger de
ikke at blive s& tette som muligt, i den forstand at afstanden mellem atomerne er s& kort som
mulig, men sdledes at energien bliver lavest mulig, og energi kan betragtes som et afstandsmal.

2.6 Opsamling

I dette kapitel har vi presenteret nogle af de resultater, der haves fra arbejdet med regelmassige
kuglepakninger. Vi har langt fra beskrevet alle resultater. Der er masser at tage af, men en del
af dem forekom irrelevante i forhold til vores projektarbejde. Regelmassige kuglepakninger er,
set fra et matematisk synspunkt, et interessant omrade. For det fgrste har det vist sig at vare et
slags knudepunkt for flere forskellige omrdder indenfor matematikken, et knudepunkt hvor
‘blandt andet gruppeteori og geometri modes [19]. For det andet har der vist sig at vere mange
overraskende anvendelser af teorien for regelmassige kuglepakninger. Blandt andet af denne
grund er omridet efterhinden temmelig velundersegt. I det teoretiske arbejde med tilfxldige
kuglepakninger er der i hgj grad blevet taget udgangspunkt i den teori, der har varet for
regelmassige kuglepakninger, Sdledes er flere af de metoder, man tidligere med stor succes har
- kunnet bruge til at karakterisere regelmassige kuglepakninger (Voronoi-diagrammer, kendskab
" til enhedsceller osv.), i de seneste 3r blevet forspgt oversat til tilfaldige kuglepakninger, men
arbejdet med dette er langt fra fardigt. Vi vil forsage at przsentere nogle af de opr;éede
" resultater i det folgende kapitel. -
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Kapitel 3
Tilfeldige pakninger

De tidligere afsnit har hovedsageligt behandlet regelmassige kuglepakninger, dvs. pakninger,
som opbygges ved gentagelse af et menster. Dette kapitel vil behandle tilfeldige - eller
uregelmassige - kuglepakninger.

Som navnet siger, dannes disse kuglepakninger ved en eller anden form for tilfzldig proces,
siledes at strukturen er uden gentagelse i enhver retning. De pakninger, der bliver behandlet i
dette afsnit, vil desuden vere sammenhzngende.

Tilfaldige pakninger er rent matematisk et svarere angribeligt omrdde end regelmassige
pakninger, fordi tilfeldighed er et uhdndterligt begreb. Af denne grund forspges pakningerne
oftere behandlet eksperimentelt eller ved simulation end teoretisk, og derfor er der i dette kapitel
tale om beskrivelser af virkelige pakninger, der er fundet ved eksperimenter eller. computer-
simulerede pakninger, og de formler og ovrige‘ resultater, der nzvnes, er nazsten alle empirisk
bestemte. '

I dette kapitel vil vi forspge at beskrive nogle af problemerne med tilfeldige kuglepakninger,
og princippet i nogle af de eksisterende metoder til behandling af disse vil blive gennemgset.
Kapitlet bygger i vid udstrzkning p& Randall M. Germans bog Particle Packing Characteristics
[15].

3.1 Monodisperse tilfldige pakninger

Tilfxldige pakninger kan ofte karakteriseres ved nogle af de samme egenskaber, som bliver
anvendt til at karakterisere regelmassige pakninger. Det giver for eksempel god mening at tale
om en tilfeldig kuglepaknings pakningstzthed og porgsitet. Men mens man for en regelmassig
kuglepakning kunne beregne disse stgrrelser teoretisk, mé de ofte bestemmes empirisk, ndr man
har med tilfzldige kuglepakninger at gere. Tilsvarende kan man, for en regelmassig
kuglepakning, beregne kontakttallene, mens man, ndr man har med tilfzldige pakninger at gere,
mi tzlle hvor mange kontakter, hver enkelt kugle har, og derefter lave en fordeling af
kontakttal, hvor det for hvert kontakttal angives, hvor mange kugler i pakningen, der har netop
dette antal naboer.

For at man til en kuglepakning kan konstruere Voronoi-celler, Delaunay-celler, Radikalplans-
celler og Krarfu—-celler krzver det endvidere, at man kender eller kan beregne centrumkoordina-
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terne for enhver kugle i pakningen. Dette er ogsé langt mere overkommeligt for regelmassige
end for tilfxldige pakninger.

Bernals bergmte pakninger

En af de mest kendte udforskninger af tilfzldige kuglepakninger blev foretaget af fysikeren J.D.
Bernal i 1960 [4]. Bernal gik til kuglepakningsproblemerne p4 en meget direkte mide: Han tog
et par tusind metalkugler med radius pd 1/4 tomme og pakkede dem i en beholder. Han sikrede
sig,-at pakningen blev tilfzldig, ved simpelthen at hzlde kuglerne ned i beholderen og ryste dem
sammen. Pakningen fik s en tzthed pi 0,62, hvilket maltes ved vagtforpgelse ved vandop-
fyldning.

For at kunne telle kuglernes kontakttal haldte han sort blak ned i beholderen, som efter nogen
tid blev tomt for blek igen. P4 grund af blzkkets overfladespending blev rester af det tilbage
ved kontaktpunkterne mellem kuglerne. Efter nogen tids terring kunne kuglerne pilles fra
hinanden og kontaktpunkterne tzlles. Bernal skelnede mellem bergringskontakter (zgte
kontakter) og nzre kontakter. For zgte kontakter ville blakket have lejret sig i en ring omkring
kontaktpunktet. Ved de nzre kontakter (mindre end 5% af kuglediameteren) var blakket i en
plet, hvis storrelse afhang af afstanden (se figur 3.1). I figur 3.2 ses fordelingen af antallet af
bergringskontakter og nare kontakter. De nazre kontakter kan fortolkes som potentielle
kontakter, som ville blive til bergringskontakter, hvis kuglerne ikke var harde og blev presset
yderligere sammen.

Bernals pakninger er nermest blevet en de facto standard for, hvordan en tilfldig pakning ber
vare. Hvis man laver computersimuleringer af tilfxldige pakninger, sammenlignes tatheden,
fordelingen af kontakttal, radialdistributionen osv. altid med Bernals resultater, for man foretager
yderligere underspgelser. Det underspges sdledes om pakningen er tilfaldig pd samme mide som
Bernals pakning.

~ue  Bernals pakninger
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Legse og teette tilfeeldige pakninger

En af de ting, som Bernal og andre forskere p3 dette omride var enige om, var, at man skal
skelne mellem to former for tilfzldige monodisperse pakninger. Disse er defineret ved den
maide, de bliver fremstillet:

De lgse pakninger fremkommer ved at hzlde kugler sammen i en eller anden beholder uden at
udsztte dem for pres eller bevagelse. De lgseste pakninger opnds ved, at kuglerne én for én
triller ned over de andre kugler og leegger sig til rette. Pakninger med en tzthed lavere end 0,6
kaldes lpse pakninger. Store lgse pakninger vil ofte vare tzttere i bunden pga. gravitation.
Stabile lgse pakninger forekommer helt ned til tztheder p& 0,15 [15]. :

De teette pakhinger fremkommer fra de lgse ved, at man ryster dem eller udsztter dem for tryk,
dog uden at kuglerne deformeres. Tatte pakninger opnar tztheder pd omkring 0,61-0,64.

‘Det menes, at den tztteste tilfzldige pakning har en densitet pd 0,637, hvilket pudsigt nok svarer
til ca. 2 [15).

) ‘Bernals pakninger var af den tztte type, men han beskaftigede sig ogsd med lgse pakninger.
. Blandt andet undersggte han en lps pakning med tazthed 0,6 fremstillet af Dr. Scott {4].
Fordelingen af kontakttal for denne pakning ses i figur 3.3. B

Som det ses, er det gennemsnitlige kontakttal for de lpse pakninger lavere end for de taztte.
Ligesom for regelmassige pakninger gzlder dette bortset fra nogle enkelte undtagelser.
Bernal udviklede ved en anden lejlighed en teknik til opmdling af kuglecentrene i,;n
tredimensional kuglépakning. En tilfxldig pakning af metalkugler blev lavet p samme made
som i ovennzvnte forspg. Derefter blev pakningen indstgbt i paraffin, sidan at siden af
beholderen kunne fjernes. Kuglerne blev én for én afdakket, og deres centre mélt ved h]a’.lp af

noget dertil udviklet optisk udstyr [25].

Scott udferte i 1962 en sddan opmaling pa et par tusinde kugler i en tat tilfaldig pakning. ud
fra de indsamlede data kunne en rekke egenskaber ved pakningen beregnes.

Blandt andet beregnedes radialdistributionsfunktionen, som ses i figur 3.4. Kurven viser n plottet
mod r, hvor n er antallet af kuglecentre per volumenenhed som funktion af r. Ved at dividere
med 4nr? nzrmer funktionen sig en konstant vardi for store vardier af r. Distributionen er et
gennemsnit af beregninger fra 25 forskellige kuglecentre, hvorfor verdierne er angivet med
intervaller svarende til standardafvigelsen’.

1: Funktionen er forskellig fra definitionen pd side 26, idet der er divideret med 4nr’. Herved fis en egentlig
tethedsfunktion for kuglecentrene i rummet. .
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Figur 3.3 Fordelingen af bererings- og nxre kontakter Figur 3.4 Radialdistributionen beregnet af Scott ud fra
for Scotts lgse pakning. Det gennemsnitlige kontakttal en opmAling af 1000 kugler [25].
er 7,1 totalt og 5,5 for beroringskontakter [4].

3.2 Metoder til beskrivelse af tilfeeldige pakninger

Hvis man kender centrumkoordinaterne for alle kuglerne i en monodispers pakning, kan man
bestemme det til pakningen hgrende Voronoi-diagram. Ud fra Voronoi-diagrammet kan det
tilhgrende Delaunay-diagram s3 bestemmes.

Om man finder det mest givtigt at betragte Voronoi-diagrammet eller Delaunay-diagrammet
til en kuglepakning afhenger af, hvilke af pakningens egenskaber man er interesseret i at
undersoge.

Vdronoi-cellen giver oplysninger om en kugles lokale omgivelser. De oplysninger man fra
Voronoi-cellen fir om en kugles naboer, kan for eksempel vare med til at give et fingerpeg om,
hvad der vil ske, hvis pakningen trykkes yderligere sammen [11].

Er man derimod interesseret i at underspge porestorrelsesfordelingen i en kuglepakning, er det
oplagt at underspge de til pakningen hgrende Delaunay-celler, da disse netop udtrykker
porestgrrelserne. J.L. Finney pdpeger, at der ogs2 er den fordel ved Delaunay-celler at man, da
cellerne i en given dimension topologisk set vil vare ens’, idet de alle er simplekser af
dimension n, kan nejes med at se pd sidelengdefordelingen af cellerne, ndr man vil karakterisere
en given pakning [11]. Det ses desuden direkte ud fra sidelengderne i Delaunay-cellerne, hvilke
kugler der rgrer hinanden, og hvilke der ikke gor (ndr der er tale om monodisperse pakninger).
Hvis man vil lave en helt simpel sammenligning af sidelangderne, kan man ngjes med at opdele
dem i to klasser; korte og lange, angivet ud fra en gre&nse-lengde. Sidelengdefordelingen kan
endvidere bruges som et mél for, hvor uregelmassig en pakning er, idet regelmassige pakninger
har en karakteristisk sidelangdefordeling [11].

1: Dette gzlder dog kun, hvis pakningen er tilf2ldig, hvilket er en felge af s®tning DS pé side 20.
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- I skemaet nedenfor ses en optlling af sidelengder i en virkelig pakning (reference modellen’)
og ien computersimuleret pakning. 0LK6 betyder, at der ikke er nogen lange sider og seks korte
- “sider, og tilsvarende betyder 3LK3, at cellen har tre lange~ og tre korte sider. Ud fra skemaet
kan man se, at modellen ikke giver den samme tilfzldighed som den virkelige pakning, og en
nzrmere analyse har vist, at cellerne fra den virkelige pakning har et mindre volumen {11].

Dette er altsd et eksempel pi, at celleopdelingen for en kuglepakning giver noget viden omen
af pakningens egenskaber, nemlig dens grad af tilfeldighed. Dette er ogsd et eksempel pa, at
teoretisk kuglepakningsteori kan benyttes pd simulerede pakninger. Ligeledes kan Voronoi-,
Delaunay-, Radikalplans- og Krarfu~diagrammerne give information om de enkelte
kuglepakninger. Indtil videre er disse hovedsageligt til beskrivelse af faste stoffer, men det vil
miske med tiden vise sig, at de ogs3 kan bruges i andre sammenhange, som endnu ikke er
fundet p4 grund af den relativt korte tid, man har arbejdet med dem. | ‘

ﬂ Delaunay-celle klasser Antal i simuleret pakning Antal i reference model ]
v OLK6 ‘ 246 » ' 56 ]l
;_ ILks | 1383 785 |
. 2LK4 | 3466 I
» 3LK3 4612 - 6107 ||
1 4LK2 | 3484 T 3653 ) ||
n  5LK1 s o |
H: 6LKO . - - 234 o 54 _____JJ

- Eksperimentel behandling af tilfzldige pakninger
At underspge virkelige tilfzldige kuglepakninger eksperimentelt har nok varet en af de mest
givende tilgangsvinkler til tilfxldige pakninger, da man, som tidligere omtalt, har problemer med
at reprasentere tilfaldighed pd en matematisk tilfredsstillende mide. Men man kan nasten
forestille sig, hvor kolossalt et stykke arbejde det har varet at kortlegge en kuglepakning som
den, Bernal og hans folk har beskzftiget sig med, og der er da, - sd vidt vi er orienteret - heller
ikke nogen, der har forsegt at gore forspget efter’.

Computersimuleringer

Der er derimod flere, der har forsegt at lave computersimuleringer af tilfzldige kuglepakninger
[15). Det er klart, at der ville vare mange fordele forbundet med at have en virkelighedstro
simuleringsmetode for tilfeldige kuglepakninger, idet man s3 helt kunne slippe for selve

1: Reference modellen, som formentlig er Bernals pakning, er undersegt i en engelsk Ph.D. afhandling fra 1989.

2: Bernal og Scott kortlagde da ogs3 "kun” én hver.

45




Kapitel 3 Tilfeeldige kualepakninger

kortlzgningen af kuglepakningen. Man mé selvfplgelig forst have nogle data fra eksperimenter
for at kunne kontrollere om en simuleringsmodel stemmer overens med virkeligheden, men nér
dette forst er gjort, er det let at lave de efterfolgende simuleringer.

I en computersimuleret pakning ville man hurtigt kunne foretage ®ndringer af parametre, sddan
at man kunne opni nye pakninger. Det ville altsd blive meget mere overkommeligt at foretage
en underspgelse af pakningerne, end det er at gore det eksperimentelt.

Metoder til comp}rxtersimrtrnlering'

Nér man vil lave en computersimulering af tilfzldige pakninger, findes der to principper, som
ofte benyttes til placering af kuglerne.

Ifplge det forste princip placeres centrene tilfzldigt i rummet (det angivne volumen), indtil der
ikke er plads til flere. Hvis en kugle bliver placeret; s3ledes at den overlapper andre kugler,
fiernes den igen. Nir kuglerne er placeret, kan man begynde at forskyde dem, sdledes at
pakningen bliver tzttere eller man kan blot bruge pakningen, som den er.

Det andet princip lader kuglerne falde i et tyngdefelt, der enten kan vare almindeligt eller
centralt, hvor kuglerne falder ind mod centrum af pakningen. Man lader hver kugle falde i feltet,
indtil den opfylder stabilitetskravet, som i tre dimensioner er tre kontakter.

Metoderne kan bruges i alle dimensioner, men giver dog forskellige resultater. For eksempel
giver gravitation 100% tztte pakninger i én dimension, mens dette aldrig kan opnis i tre
dimensioner.

Det er imidlertid ikke helt enkelt at designe simuleringer, s3 de svarer til virkelige pakninger.
Der er gjort flere forspg pa det, men indtil nu har man ikke kunnet lave en computersimulering,
som giver en pakning, der er tilfzldig pd samme méde som Bernals pakning [15].

3.3 Polydisperse pakninger

Indtil nu har der varet fokuseret pd monodisperse pakninger, dvs, pakninger, hvor kuglerne er
omtrent lige store (matematisk set behandles de som varende lige store). Hensigten med dette
afsnit er at beskrive opferslen af pakninger med kugler i forskellige sterrelsesklasser, hvor
kuglerne inden for hver stgrrelsesklasse er omtrent lige store.

Der er, sd vidt vi er orienteret, endnu ingen, der har forspgt at lave et forsgg svarende til
Bernals, blot med polydisperse kugler. Og den matematiske behandling af emnet er om muligt
endnu mere mangelfuld, end den matematiske behandling af monodisperse tilfeldige pakninger.
Da det endvidere endnu ikke har varet muligt at lave tilfredsstillende computersimuleringer af
monodisperse tilfzldige pakninger, kan man nasten forestille sig, at arbejdet med computersi-
muleringer af tilfzldige polydisperse pakninger, har veret endnu mindre resultatgivende.

46



Polydisperse pakninger . 3.3

Derimod er der masser af andre slags resultater at tage af, da man mange forskellige steder
steder p3 noget, som man kan karakterisere som polydisperse tilfzldige pakninger. For eksempel
skal asfalt, for at den er anvendelig som vejbelzgning, indeholde en bestemt kornstprrelsesfor—
deling, som her i landet er fastsat af Vejdirektoratet, og der findes tilsvarende regler/normer
indenfor betonbranchen [2]. For beton er normerne fastsat sdledes, at de tilladte kornstgrrelses-
fordelinger giver sterst mulig tzthed og stabilitet, mens der indenfor asfalt—-omradet ogsa er krav
til porgsiteten, da regnvand skal kunne lgbe igennem asfaltlaget i stedet for at lgbe hen over,
sddan at regnglatte veje kan undgis. Moderne stgjdezmpende asfaltbelzgning er meget porgs,
da den derved kan absorbere dzkstgj, men man har problemer med, at porerne efter et par ar
stopper til med dakrester og mister sin stgjdempende effekt.

Bimodale pakninger

For pakninger, der indeholder to sterrelser kugler, gzlder det, at stprre stprrelsesforhold
medforer stgrre pakningstzthed. Dette er let at indse, da det betyder, at de sm4 kugler kan pakke
sig bedre mellem de store kugler, jo mindre de er. |

‘Relativt kontakttal
1,0
L-L
05—
LS
S-S
0,0 l L !
0,0 0,2 04 0,6 08 1,0
Brokdel af smé kugler

Figur 3.5 Kontakttallet fordelt pd kontakttypeme L-~L, L-S og S-S som
funktion af andelen af smi partikler i blandingen, hvor starrelsesforholdet
mellem store og smi kugler er 1:5 [15].

En analyse af kontakttallet for store og smd partikler i computersimulerede bimodale pakninger
viser, at de store partikler har stgrre kontakttal. Indtegnes analysen af fordelingen af '
kontakttallet pd de tre kontakttyper L-L, L-S, S-S (L = large, S = small) i et koordinatsystem
fis en kurve svarende til den, der ses pa figur 3.5 [15].

47
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For at opnd en god pakning af bimodale blandinger ber stgrrelsesforholdet valges stgrre end
1:20. S& vil en blanding af 73% store og 27% sm3 partikler give en densitet pd 0,86 (under.
antagelse af at de to partikeltyper hver for sig giver en pakning pa 0,637) [15].

Trimodale pakninger

En metode til at afbilde trimodale pakninger pd
er at indtegne et densitetskort i et trekantsdia-
gram. I en ligesidet trekant tegnes iso-linier for
tetheden som funktion af den forholdsmassige
sammensatning af de tre bestanddele (se figur
3.6).

Den maksimale tathed for blandinger af tre
storrelser har vist sig - ligesom for to sterrelser
- at vere med storst volumendel (eller vagtdel)
af store partikler. Forholdet afheznger af for-
holdet mellem partikelstgrrelserne, Der kanogsd | Smal Large
forekomme tilfzlde, hvor den optimale sam-
mensatning kun involverer to af partikelstprrel-
serne.

Figur 3.6 Densitetskort for blandinger af tre partikel--
sterrelser.

Der er lavet en interessant underspgelse over densiteten af blandinger med to, tre og fire -
partikelstprrelser, som funktion af forholdet mellem den sterste og den mindste partikeltype. Af
den fremgdr det, at tetheden af trimodale blandinger overgdr de bimodale, nir sterst/mindst-
forholdet kommer over 1:10%. Tztheden af de trimodale bliver til gengeld overglet af de
quadromodale, ndr forholdet overstiger 1:10* [15].

Der er lavet enkelte analytiske underspgelser af den optimale sammensatning af trimodale
blandinger. Hvis f.eks. forholdet mellem partikelstgrrelserne er 25:5:1 er den eksperimentelt
péviste optimale blanding ca. 69% store, ca. 9% mellem og ca. 22% sma (i volumen/vagt). Det
giver en tzthed pd 0,85. Hvis man betragter grensetilfaldet, hvor sterrelsesforholdet gir mod
uendelig, har man approksimeret, at en blanding med 67,1% store, 24,2% mellem og 8,7% smé
skulle give en optimal densitet pi 0,926. Den gvre txthedsgranse for uendelige storrelsesforhold
kan, hvis man antager at alle tre kuglestprrelser pakker sig optimalt (p ~ 2/x), beregnes som

1- (1 - %)’ = 0,95 (3.1)

Formlen fremkommer ved at antage porgsiteten pd 1-2/n, der fremkommer ved en paknings-
tzthed pd 2/n. Denne porgsitet mindskes tre gange i alt, og endelig traekkes den fra 1 for at f
tztheden.

Der er ogsd lavet underspgelser af kontakttallets afthengighed af sammensztningen. Dette kan
ogsd tegnes pd iso-kurve-form, men der skal nu ét diagram til for hver partikelstorrelse, idet
de har vidt forskellige kontakttal.
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De store partikler har naturligvis sterre kontakttal end de mellemste, og de meliemste har igen
storre kontakttal end de sm (se figur 3.7).

Medium

Figur 3.7 Kontakttal for de tre partikelstorrelser som funktion af sammensztningen af trimodale blandinger. Det
gennemsnitlige kontakttal for alle sammensatninger er cirka seks.

Jo flere storrelser, der er involveret, med et fast forhold fra storrelse til stgrrelse, jo tettere |
pakninger kan opnis. Siledes er der fundet pakninger med fem komponenter med tatheder p3
op mod 0,99 [15].

- Kontinuerte stgrrelsesfordelinger

© Ud fra ovenstiende kan man nazsten gatte pointen i kontinuerte fordelinger: Jo mere spredt

'Y

partikelstorrelsesfordelingen er, jo stgrre bliver pakningstaztheden.

" Der har varet foreslaet forskeilige mader at beskrive fordelingerne pd. En, som mdske

forekommer naturlig, er normalfordelingen, men denne indeholder jo en vis sandsynlighed for
kugler med negativ radius. Derfor bruger man som regel log-normal fordelingen:

Px) = —) 'exp[ - (";;‘)2) , (32)
oy2n 202

hvor P(x) er sandsynligheden for at finde en partikel med stgrrelsen x=In(D), hvor D er
partikelstorrelsen. Middelvardien for storrelsen er

T= h(ﬁ) : (3.3)
Spredningen o er bestemt ved

o=l (_’1) | (3.4)
DSO

hvor D, er partikelstgrrelsen ved w procent i den kumulative stgrrelsesfordeling.
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Mange virkeligt forekommende partikelstprrelsesfordelinger har vist sig at kunne approksimeres
med log-normal fordelingen. '

3.4 Anvendelsesomrider for tilfeeldige pakninger

Kuglepakninger, tilf£ldige som regelmassige, kan med succes bruges som beskrivelsesmodel
for-faste stoffer, blandinger af pulvere osv. [11].

For eksempel kan nzvnes, at argon, nir det er pd krystallinsk form, har atomerne arrangeret i
en fladecentreret kubisk pakning. Forpgelsen af argons volumen, nir det gir fra krystallinsk
form til vaskeform, er ca. 16%, hvilket ses at svare til forpgelsen af txtheden fra en tat
tilfldig pakning (0,64) til den fladecentrerede kubiske pakning (0,74).

En af de ting, som Scott fandt ud af gennem sit kortlegningsarbejde, var, at radialfordelingen
af kuglecentre i zdelgasserne helium, neon og argon er den samme (indenfor méleusikkerheden)
som for en tilfxldig tet kuglepakning [24].

Kuglepakningsteori benyttes ogs3 ved sgjlechromatografi i biologi. Hvis man vil separere
proteiner fra sma molekyler kan dette ggres ved hjzlp af sgjlechromatografi (gel-filtrerings-
chromatografi). Proven tilszttes i toppen af sgjlen, der bestdr af porpse perler i form af
uoplgselige men hydrerede polymerer. P2 grund af perlernes porgsitet vil de sm& molekyler dels
befinde sig i selve oplesningen og dels inden i perlerne, mens de store molekyler kun vil vere
mellem perlerne. De store molekyler vil synke hurtigere gennem sg@jlen, og man opndr derved
en udskillelse efter stgrrelse [28 & 14].

3.5 Opsamling

De tilfeldige pakninger er et omrdde, som er przget af eksperimenter og computersimuleringer,
da det er matematisk svart tilgengeligt. Dette indebzrer, at den viden, der er om emnet, er
temmelig spredt, da den afhanger af hvilke eksperimenter, der er udfert, og hvilke simuleringer
der er foretaget. Computersimuleringerne har desuden ofte den fejl, at de har svaert ved at
efterligne virkelige tilfeldige pakninger. Det er endnu ikke lykkedes at lave en simulering, hvor
bide radialdistributionen og taztheden svarer til Bernals, som er blevet standarden indenfor
tilfeldige pakninger. Opdelingen i celler er vigtig for karakterisering af pakninger, og kan
formentlig benyttes indenfor mange omrdder. Siledes mener Finney, at det vil vare interessant
at udforske sammenhzngen mellem celleopdelingen og termodynamikken [14].
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Kapitel 4
Beskrivelse af

bremseklodsproblemet

Da resten af projektet i vid udstrzkning omhandler lgsning af Teknologisk's problem mbht.
forbedring af pulverstgbte bremseklodser, vil vi i dette kapitel gore nzrmere rede for, hvem der
stir bag projektet, hvilke processer, der indgar i produktionen, og hvilke krav der stilles. Hvor
intet andet er nzvnt, stammer oplysningerne fra samtaler med Niels Bramsg og Knud Strande

- fra Teknologisk.

4.1 Bremseklodser

Der er tale om et produktudviklings-projekt, hvor Roulunds Fabriker og Teknologisk
samarbejder om udvikling af en ny type bremseklodser til biler og lastbiler. Teknologiék erhyret
af Roulunds Fabriker, da de p4 afdelingen for industriel metallurgi er i besiddelse af-ekspertise
og varktgj til fremstilling af produkter i sintret metal. '

For man i 1988 forbed asbest i bremseklodser, benyttede man asbestfibre som hovedingrediens
i bremseklodser, da de har egenskaber, som ger dem yderst velegnede til formalet. Under
bremsning omdannes bilens kinetiske energi til varme via friktion mellem bremseskiver og
bremseklodser (hhv. bremsetromler og bremsebakker). Bremserne har ved "normal" korsel en
temperatur pd 300-400°C og kan under bremsning komme op pd omkring 1000°C. Asbest er
velegnet, da det kan tile meget hpje temperaturer, det er varmeisolerende, det har en stabil
friktionskoefficient, og det er blpdere end jern. Varmeisoleringsevnen er vigtig, da man under
f.eks. bjergkersel ellers risikerer, at bremsevasken bliver kogende, hvilket kan medforer
bremsesvigt, og at det er blgdere end jern er ogsa vigtigt, da man gerne vil undg3 for stort slid
pd bremseskiven [3]. Bremseklodser er en blanding af op imod 20 forskellige materialer
sammenholdt af et termohzrdende plastmateriale. Tidligere udgjorde asbest ca. halvdelen af det
samlede materiale. Kobber indgik formentlig ogsd som en hovedbestanddel og méske noget
friktionsgivende kvartspulver, men de konkrete blandinger er selvfelgelig fabrikshemmeligheder
[1 & 3]. De bremseklodser, man benytter i dag, er en blanding af alverdens ting, men de
vigtigste erstatningsmidler for asbestfibre er stiluld (semimetalliske belzgninger), glasfibre,
keramiske fibre (metaloxider), mineralfibre (f.eks. Rockwool) og plastfibre (f.cks. Kevlar) [3].
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Det nye i det, som Teknologisk laver, er, at de har forspgt at blande jernpulver, jernfibre og
noget andet, da jern har en stor friktionskoefficient. For at undga for stort slid pd bremseskiven
er man dog ngdt til at blande en pasta i, der har de;i egenskab, at den nedsztter sliddet uden at
nedsatte friktionen vasentligt. Desverre har pastaen vist sig umulig at blande i fra starten, da
den brender vak under sintringen, sd Teknologisk har uden held forspgt at presse pastaen ind
i den feerdigbehandlede klods sammen med et bindemiddel. Grunden, til at det ikke kan lade sig
gore, er antagelig, at porerne er for sma til, at pastaen, der har en partikelstgrrelse pd 1-10 pm,
kan passere - det er vel at marke ikke fordi klodsen ikke er porgs nok, da den kun har en
tethed pd ca. 50-70%. Teknologisk er interesseret i, om vi kan udregne porestorrelses-
fordelingen i deres pulverblandinger, siledes at de i forste omgang kan f& et overblik over,
hvilke pulvere det vil vaere muligt at presse pastaen igennem. Det er selvfplgelig ikke .'muligt
at udtale sig entydigt, om det vil vere muligt at presse pastaen igennem en given pakning ud
fra poresterrelsesfordelingen, da vi ikke ved hvilken indflydelse en lille andel af for sm& huller
vil have for den samlede gennemtrangelighed. N&r modellen for porestprrelsesfordelingen forst
er lavet, vil det ogsd vere muligt at sige, hvad &ndringer i partikelstprrelsesfordelingen vil
medfore. ' ‘

4.2 Produktion

Det materiale, som Teknologisk i forste omgang vil bruge til de nye forsgg, er et - for dem -
helt ukendt pulver, og de har derfor ikke nogen forsggsresultater, vi kan benytte. I de forspg,
som de udfprte tidligere, bestod materialet af blandinger af fibre, kugleformede partikler og
andre former for partikler, s derfor er det ogsd svart umiddelbart at overfpre data fra de forspg,
de allerede har lavet, til den opgave, som vi er blevet bedt om at lgse. Alligevel ma vi bruge
nogle af disse data for overhovedet at have noget at arbejde med.

Det metalpulver, som Teknologisk helst vil anvende, er et ferrit-pulver
(over 99,7% Fe), kaldet Hogands ABC 100.30, bestdende af til-
nazrmelsesvis runde partikler (se figur 4.1). Partiklerne er dog ikke lige
store, men har fplgende sterrelsesfordeling (stgrrelserne angiver
partiklernes diameter):

>212 um 0,0%

180-212 pm 1,0% Figur 4.1 Forstprrelse af en
150-180 um 9,7% ABC 100.30 partikel.
106-150 um 23,8%

75-106 um 22,1%

45-75 ym 27,4%

<45 um 16,0%
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Storrelsesfordelingen er angivet i vagtprocent. Hoganis ABC 100.30 er blot ét pulver blandt
mange, sd vi har valgt ogsd at se pd kugle- og porestgrrelsesfordelingen i et pulver kaldet M
20/80-19. Hoganis ABC 100.30 har den fordel med hensyn til modellering, at det er et af de
pulvere, hvor partiklerne er mest kugleformede. De data, der navnes i det fplgende, vil dels
gzlde specifikt for Hoganis ABC 100.30, dels vare data, som vi har f3et oplyst af Teknologisk.

Pulvermetallurgi er en teknik, der iszr benyttes til fremstillihg af varkte) som et alternativ til
stebning. Ved stgbning tager man noget metal, smelter det og hzlder det i en stgbeform. Ved
sintring indgir der flere processer. Udgangspunktet er forskellige slags metalpulvere. De er
specielt fremstillet til formalet og bestdr som regel hovedsageligt af ét grundstof og er tilsat en
blanding af andre grundstoffer, de fleste dog kun i meget smd mangder, dvs. under 1%.
Pulveret bestar af sm4 partikler i forskellige sterrelser og former i en sainmensaetning, som gor,
at man kan opni meget hoje tztheder. Forste ‘skridt er at blande pulveret, s§ man har en
homogen blanding. Dette gores p& Teknologisk i en special-konstrueret blandemaskine, og det
fastslis ved skgn, hvorndr blandingen er homogen. Hvis der f.eks. er fibre i blandingen, skal
man vare yderst forsigtig, ndr man temmer blanderen, idet man let risikerer, at de fine partikler
drysser ud ferst, og fibrene bliver tilbage i maskinen, og man har s3 ikke l&ngere en homogen
blanding. Dernast h&ldes blandingen i en form, der er smurt for at nédsatte friktionen mellem
pulver og form. Man kan ogs tilsztte forskellige midler til selve blandihgen for at mindske
friktionen mellem partiklerne. Det lgse pulver har typisk en tzthed pd 40%, mens det efter
presning kan n3 en tathed pa helt op til 96% . For at opnd si store tztheder skal trykket dog
vare ca. 800 MPa, hvilket svarer til ca. 8 t/cm?. Presningen sker ved tryk bdde oppefra og
nedefra for at sikre en ensartet sammenpresning. I vores tilfzlde ved vi endnu ikke hvor stort
et tryk, der skal anvendes, men normalt opererer Teknologisk med tryk mellem 100 MPa og 500
MPa. Teknologisk vil ogsd lave nogle forsgg, hvor pulveret slet ikke presses, men blot sintres
for at undersgge, hvad der skal til for at opnd et passende kontakttal.

Sintring er en metode til at f& partiklerne i de pressede emner til at henge sammen. Processen
foregdr i en ovn, hvor emnet "bages" ved forskellige temperaturer. Eksempelvis er de data, der
er nzvnt ovenfor opndet ved sintring i 30 minutter ved 1120°C, men det er ogsd almindeligt,
at sintringen foregdr i intervaller af varierende l2ngde og temperatur. Da de nazvnte data er for
et jernpulver, skal temperaturen pd 1120°C ses i forhold til jerns smeltepunkt p& 1540°C, s der
er ikke tale om en egentlig sammensmeltning, men derimod om sammenfgjning ved
rekrystallisation og diffusion. Ved diffusion vil nogle af atomerne, is®r dem pd overfladen af
partiklerne, begynde at bevage sig rundt og derved skabe kontakt partiklerne imellem. Der er
tre faktorer, der er afggrende for, hvad der sker, og hvilke egenskaber man opndr. Den
temperatur, som man varmer op til, kaldes holdetemperaturen (jvf. de for nzvnte 1120°C) og
er bestemmende for hvilke typer af krystaller, der dannes. Holdetiden er den tid, emnet udsattes
for holdetemperaturen (jvf. de 30 min.) og er afggrende for hvor store krystaller, der dannes ved
rekrystallisation. Der sker det, at krystallerne har en vis overfladespending, som de hele tide
spger at mindske, s3ledes at forholdet mellem krystaloverflade og krystalvolumen bliver s lille
som muligt, og diffusionen gor, at de kan opnd dette ved at "vokse sammen". Dette betyder; at
kontakttallet har stor indflydelse pd, hvor meget pakningen krymper under sintringen, da det
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netop er kontakterne, som gor, at partiklerne kan "vokse sammen" [15]. Kelehastigheden, som
er et udtryk for, hvor hurtigt emnet afkegles til stuetemperatur, er bestemmende for, om
krystallerne dannes pé,den rette mide, eller om de overmattes, hvilket skyldes for hurtig
afkeling [1 & 17). ’

For at undg&,'at partiklerne ndr at oxidere, inden emnet er ferdigbehandlet, tilsztter man en
beskyttelsesgas under sintringen i form af nitrogen eller en syntetisk gas. Brint bruges ogsa som
beskyttelsesgas, men nitrogen er at foretraekke, da den er billigere.

Under sintringen kan emnet krympe op til 25%, men pd Teknologisk bliver emnets volumen
normalt kun 1-2% mindre. Hvad der sker p& mikroskopisk plan under sintringen, kan ses p3
figur 4.2, der er et snit gennem en kuglepakning pa forskellige stadier under sintringen. Udover
at partiklerne danner storre kontaktflader og derved @ndrer form, sker der selvfolgelig ogsd en
&ndring af porernes form, og da partiklerne "flyder lidt ud" ved kontaktfladerne, bliver porerne
runde i stedet for den stjerneformede facon, de havde tidligere. De uregelmassigheder, som kan
ses pd figur 4.1, vil formentlig forsvinde under sintringen pd grund af partiklernes over-
fladespaznding, og derved give dem en mere reguler form.

Figur 4.2 Fra venstre mod hgjre ses, hvorledes porerne @®ndre facon under
sintringen [16].

Efter presningen hanger emnet s3 meget sammen, at det kan tages ud af formen og transporteres
uden at g i stykker, men det er stadig ikke szrlig stzrkt og taler kun trzk pi ca. 10-40 N/mm?
(100-400 kg/cm?). Efter sintring bliver trakstyrken op til cirka ti gange s3 stor, dvs. ca. 300
N/mm? (3 t/cm?).

Andring af kuglestgrrelsesfordeling

Hvis det viser sig, at Hoganis ABC 100.30 ikke giver den rigtige porestorrelsesfordeling med
den for nzvnte kuglestorrelsesfordeling er Teknologisk i besiddelse af sigter, sdledes at de kan
sortere fplgende kornstorrelser fra:
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20—»63 um

63-90 um

90-125 um

125-180 pm

180-250 pm

250-355 pm

355-710 pm

~ Disse sigtestprrelser er et udtryk for, hvad Teknologisk allerede har. Det er selvfplgelig muligt
at kobe andre storrelser eller sdgar at.fi pulveret leveret fra Hoganis med den ¢nskede
storrelsesfordeling. Inden man gir s vidt, vil det nok vare rart at have set resultater, der
bekrzfter formodningen om, at det kan betale sig at investere i nye sigter.

Pastaen, der skal presses ind i pakningen, er en blanding af partikler, der nedsatter sliddet, og
et bindemiddel, der skal holde partiklerne fast. Den indeholder partikler i sterrelsesordenen 1-10
um og det skal derfor, i den endelige pakhing, gerne vere sddan, at de mindste porer, eller i
hvert fald kun en lille del af det samlede antal porer, er ca. 1,5 til 2 gange s stor, dvs. ca. 15-
20 pum eller mere.

- 4.3 Opsamling

Teknologisk's problem er at sikre, at deres pulverblandinger indeholder tilstrekkelig mange store
porer, s§ den friktionsnedszttende pasta kan presses igennem. Der er flere muligheder for at

" opni, at porerne i pakningen bliver store nok, og den mest simple vil vare blot at benytte et
pulver med en tilstrekkelig stor partikelstorrelse. Hvis alle partikler er store, fir pakningen dog
ikke den pnskede egenskab, nemlig at kunne indeholde en jevn fordelt pasta, idet den vil ligge
i nbgle store, men f3, porer. Et andet krav er, at der skal vare et tilstrekkeligt stort gennemsnit-
ligt kontakttal, og dette sikres bedst med en vis spredning i pulverets partikelstorrelse. De smé
partikler vil legge sig mellem de store og sikre et hgjt gennemsnitligt kontakttal, og jo mindre
de mindste partikler er, desto storre bliver kontakttallet. Derfor er det alts3 onskeligt, at
pakningen indeholder smé partikler, uden at de dog bliver for sma.

Dette leder os frem til at lave en model for hvilken porestprrelsesfordeling, man kan forvente
ud fra en given partikelstprrelsesfordeling. Dette vil vi gore ved at antage, at partiklerne i
pulveret er kugleformede og benytte os af de egenskaber vi kender fra kuglepakningsteorien.
Modellen vil blive gennemgaet i nzste kapitel.
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Kapitel 5
Modeludvikling

I dette kapitel analyseres det foreliggende problem, og der foretages en rzkke nedvendige
antagelser og simplificeringer. Derefter opbygges en model for udregning af poresterrelses-
fordelinger pa grundlag af kuglestgrreisesfordelinger, og modellen evalueres ~ bdde med hensyn
til teoretisk validitet og praktisk anvendelighed.

5.1 Systemafgransning og grundleggende antagelser

_Formél

Som beskrevet i forrige kapitel var det oprindelige onske fra Teknologisk's side en model, som
kunne fortzlle, hvordan partikelstprrelsesfordelingen skal vare, hvis man vil opnd en_bestemt
‘porestorrelsesfordeling og stabilitet. Der er dog flere grunde til at @ndre pd denne milsztning.
For det forste er det ikke relevant at fremstille en ganske bestemt porestprrelsesfordeling. Det
er den minimale poresterrelse, der er problemet. Desuden kan en given porestprrelsesfordeling
opnis pa flere mider, idet forskellige konstellationer af kugler kan give samme stprrelse porer.
Dermed ville afbildningen ikke blive enentydig. Og endelig er vi ikke i stand til at sige noget
szrligt om stabiliteten, da det mest drejer sig om materialeegenskaber. Stabiliteten hanger dog
til dels sammen med kontakttallet. '

Derfor er modellens formal dei omvendte, nemlig at fortzlle, hvordan porestorrelsesfordelingen
- afhaznger af partikelstgrrelsesfordelingen. P4 den made kan modellen for en given kuglestorrel-
sesfordeling udtale sig om pakningens anvendelighed.

Milet er en sandsynlighedsmodel for fordelingen af porestgrrelser i en tilfzldig polydispers
kuglepakning ud fra fordelingen af kuglestorrelser i pakningen.

Analyse og forsimpling

Det er ikke storrelsen af porerne i gengs forstand, der skal findes, men derimod storrelsen af
de kanaler, som forbinder porerne. De vil fremover blive kaldt porekanaler. Disse Kan
reprzsenteres ved Krarfu-cellernes sideflader. Det er dog ikke denne tilgangsvinkel, vi vil
benytte her. I stedet betragtes stprrelsen af de huller, der forekommer mellem de forskellige ‘
konstellationer af tre kugler, som omkranser en porekanal. Herved overser vi selvfolgelig det
faktum, at der forekommer porekanaler omkranset af fire eller flere kugler, men da disse kanaler
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vil vare storre end de tilsvarende for en vilkirlig kombination af tre af de omkransende kugler,
vil dette vare en tilnzrmelse i den sikre retning.

Den forste vasentlige forsimpling er, at partiklerne betragtes idealiseret som kugler. Modellen
tager ikke hejde for partiklernes afvigelse fra kugleform. Desuden antager vi, at materialet ikke
presses og sintres mere, end at partiklerne stadig kan betragtes som kugler.

Derudover antagés det, at kugleblandihgen er homogen, siledes at der ikke er forskel i
sterrelsesfordelingen i forskellige dele af pakningen, og at pakningen har samme tethed overait.

Dernzst antages det, at kuglestorrélsesfor,@lelingenfangives som relative hyppigheder i intervaller,
og at partiklerne indenfor de enkelte intervaller er fordelt symmetrisk, siledes at gennemsnits—
radius af kuglerne i et interval er lig intervalmidtpunktet. : '

Matematificering

Storrelsen af hver partikel er entydigt bestemt ud fra dens radius. Partiklerne er inddelt i n
storrelsesintervaller, nummereret fra 1 til n. Gennemsnitsradius for en storrelsesklasse i szttes
til R;. Gennemsnitsradius for hele pakningen er 1. Hyppigheden af en storrelsesklasse szttes til
p(R,). Der gzlder selvfplgelig, at

iP(R) e 1 ] 5.1

i=1

Sterrelsen af en porekanal er defineret som radius af den storste kugle, som kan passere, dvs.
radius af den indskrevne cirkel i det todimensionale snit gennem de omkransende kuglers centre.

5.2 Modellen

Ideen i vores model er at beregne den relative hyppighed af forskellige konstellationer af tre
kugler og dermed af de tilhgrende porekanalstgrrelser, Hyppigheden af en porekanal er det
samme som hyppigheden af konstellationen af de tre kuglestorrelser, som omgiver porekanalen.

Hyppigheden af en s&dan konstellation afhznger dels af hyppigheden af de tre kugletyper, og
dels af disse kugletypers kontakttal. Store kugler har som beskrevet i kapitel 3 stgrre kontakttal
end smd i polydisperse pakninger. En kugle med stort kontakttal vil siledes indgd i flere
konstellationer end en lille med f4 kontakter. Derfor foretager vi en vagtning af kuglernes
hyppigheder, s&ledes at vi fir hyppigheden af en kontakt, hvor en kugle med radius R; indgdr.
Denne hyppighed p'(R,) beregnes som hyppigheden af kuglen gange kuglens kontakttal divideret
med summen af de enkelte kuglers hyppigheder ganget med deres kontakttal.
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P(R)N(R) | |
P'(R) = —_—R'—R'— (5.2)

Y P(R)N(R)
=

At tre kugler af givne storrelser er naboer, anskues nu som tre indbyrdes uafhzngige simultane
hxzndelser. Hyppigheden af en konstellation af tre kugler er da blot produktet af de tre
kuglesterrelsers vaegtede hyppigheder p'.

P(R)P(R)p(R,)N(R)N(R)N(R,)

¥(R.R,R,) = p'(R) p'(R) P'(R,) = (5.3)

] 3
' EP(R.)N(R,.))
=1

_ Rakkefolgen af de tre argumenter er, som det ses, underordnet. For at fi den reelle hyppighed
af en bestemt konstellation af tre kuglestprrelser skal man derfor summere resultatet ved alle
ordningsmuligheder af de tre stgrrelser. Hvis der er tale om tre forskellige storrelser, skal
resultatet sdledes ganges med 6. Hvis de tre storrelser er ens, skal der kun ganges med 1.

For at dette er en xgte sandsynlighedsfunktion, skal det galde at

Y(R,R,R)20 og Y Y(RR,R)=1 | . | (54
. 1sijksn . .

Det ses, at dette er tilfzldet, ved at sztte pi fzlles brokstreg-og gange nazvneren ud. Hvert led
i den derved fremkomne sum svarer til et led i tzlleren, hvorved summen bliver 1.

Vi mangler nu at bestemme kontakttallet N(R;) og en formei for ‘porekanalens stgrrelse som
funktion af de tre kuglers radius. -

- Dezkningsgrad

I forbindelse med beregning af kontakttallet
har vi brug for en ny kuglepakningsegenskab,
som vi vil kalde dekningsgraden af en kugle.
Dazkningsgraden af en kugle er den brgkdel af
kuglens overflade, som er "skygget" af de
rorende nabokugler. Bidraget til daknings-
graden fra hver nabokugle i to dimensioner

gennem kuglens centrum, sdledes at disse
linier er tangenter til nabokuglen (se figur
5.1). Dzkningsbidraget fra hver nabokugle
beregnes, og summen af disse divideres med Figur 5.1 Dkningsbidraget i to dimensioner. Dzknings~

kuglens totale overflade. Herved fis et tal bidraget 6 udregnes for hver kugle, og summen divideres
mellem 0 og 1. med hele overfladen, dvs. 2.

Det antages nu, at dzkningsgraden er den samme for alle kuglerne i en given pakning, ogsa
selvom pakningen er polydispers. Dette kan med rimelighed antages, da store kugler har mange
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kontakter (til store og smi) og stor overflade, mens sma kugler har f& kontakter (til store og
'sma) og lille overflade.

Dakningsgraden for en kugle med radius R er lig kontakttallet N(R) gange dzkningsbidraget
fra hver af nabokuglerne, som alle antages at have radius r

Yy=N®R)yY, = NR =% - (55)

¥

Der skal nu beregnes et udtryk for y,, siledes at der fis et udtryk for N(R).

Dzkningsbidrag

Dzkningsbidraget fra en enkelt nabokugle er som sagt den brgkdel af kuglens overflade, som
er "skygget" af denne nabokugle. I stedet for at beregne brgkdelen af kuglens egen overflade,
betragtes en kugleskal gennem naboernes indbyrdes kontaktpunkter, og det udregnes hvor stor
‘en del af denne kugleskals overflade, der ligger inde i nabokuglen. Dette er tydeligvis den
samme brgkdel men er nemmere at beregne. Figur 5.2 og 5.3 viser todimensionale snit af
situationen.

Figur 5.2 Beregning af radius af kugleskallen, som gir Figur 5.3 Beregning af dekningsbidraget fra en enkelt
gennem kontaktpunkterne mellem nabokuglerne og nabokugle. Dette er bestemt ud fra h og r'.

vinklen 6 mellem to kontaktpunkter. Figuren viser et

todimensionalt snit gennem de tre kuglecentre.

Radius r' af kugleskallen gennem nabokuglernes kontaktpunkter fis ved

r! = J(R+rY*-r? = |R2+2Rr (5-:6)

Nu beregnes arealet af det stykke af kuglen med radius r', som ligger inden i kuglen med radius
1. Dette er overfladen af en kalot pd kuglens overflade med radius r' og hgjde h.

Forst beregnes vinklen 6:

8 = arcsin Rrr &N))
+
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. Dernast beregnes lengden | af liniestykket fra centrum af kuglen med radius r' til midtpunktet

af kalottens "bund".
1 =71’ cosb : ) (5.8
Hojden h af kalotten er da forskellen mellem r' og 1.

h=r'-l=r"~r"cos® = (1 - cos) r’

(5.9)
S er (l - cosarcsin-_ ) =7 (l-‘/l (b’))
Arealet A, af kalotten er
A, =2xr'h = 2np'? (1 -1 ;'-')’) | - G0
Da arealet A af hele kugleskallen er
A= 41:'./1 ) (511)

er d=kningsbidraget y, givet ved

:-lh-

Y, =

'2( m i(‘m) | o | (5:.1?)

Kontakttallet
Ved at indsztte (5.12) i (5.5) fis

2y

— ' (5.13)
1-1-35f ' ~

Vi har sdledes en sammenhzng mellem kuglestgrrelsen og kontakttallet. Dakningsgraden
(konstanten y) er ikke kendt, men da udtrykket skal bruges til en relativ vegtning, betyder denne
konstant ingenting.

N(R) =

For at benytte udtrykket for N(R), som jo forudsaztter, at alle nabokugler har samme storrelse,
antager vi, at (5.13) ogs3 gaxlder for en tilfeldig polydispers pakning, hvor radius har
middelvardi T, dvs. for en kugle med radius R; med naboer, der har gennemsnitlig storrelse T.
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<Herved fis
2y

1 - ' l_(x".?)z

Porekanalernes st¢rrelser

Efter at have fundet sandsynlighederne for de forskelhge konstellatloner skal dxsse omregnes til
de tilsvarende porestprrelser. :

NR) = - , | (514)

Storrelsen Q(R;R;,R)) af en pore omkranset af kugler med radius R;, R, og R, kan udregnes ved
folgende formel (se appendiks C): - :

1
QR R R = | 5.15
.l.;_l_*l... R‘+R+Rk (5.15)
R R R, RRR, '

Omregning fra vaegt til antalsprocent

Datamaterialet for jernpartiklerne angiver partiklernes fordeling i vasgtprocent Da vi i den
foreliggende model arbejder med kugleantal, har vi brug for en omregningsformel fra
vagtprocent til antalsprocent. Dette kan gores ved simpelthen at vegte de enkelte hyppigheder
i forhold til kuglernes rumfang.

p_ R
P_= —'—""—— (5.16)

,.2 PR

Resumé af model
Modellens hoveddele er altsd folgende:

1. Omregning fra vegtprocent til antalsprocent.

2. Udregning af kontakttallet som funktion af kuglestgrrelsen

3. En formel for hyppigheden af en given konstellation af tre kugler.
4. En formel for poresterrelsen for en given konstellation af tre kugler.

Ved hjzlp af disse fire dele kan der beregnes porestprrelsesfordelinger ud fra forskellige
kuglestorrelsesfordelinger. Derved kan man beregne, hvor stor en del af porerne, der er mindre
end en given stprrelse og dermed, om pakningen er tilstrzkkelig gennemtrzngelig.

Beregningsmetode

Vi vil kort beskrive fremgangsmaden i det computerprogram vi har lavet til at udfere modellens
beregninger.

62




43

Modellen . ' . 5.2

Ferst indlzses partiklernes data fra en tekstfil. Denne ihdeholder diameteren af de forskellige
storrelsesklasser samt deres vagtmassige andel af partiklerne. Disse omregnes til antalsfordeling
ved hj=lp af formel (5.16). '

Dernxst beregnes kontakttallene for de forskellige stgrrelsesklasser (5.13). Summen af
hyppighederne vegtes med deres kontakttal og bruges til beregning af de vagtede hyppxgheder
(5.2).

Nu dannes en liste over alle konstellationer (ikke-ordnede kombinationer) af tre storrelses-
klasser, og hyppigheden af hver af disse konstellationer beregnes vha. formel (5.3).

Endelig beregnes porestorrelsen af hver af konstellationerne med formel (5.15).

Programmets output bestdr dels af en liste med radius af de enkelte porekanaler samt disses
hyppighed, dels af en liste med den antalsmassige fordeling og kontakttal for de enkelte
partikelstorrelser.

53 Matematlsk modellerlngsarbejde

I det falgende vil nogle begreber og sammenhznge angﬁende matematiske modeller bhve
forklaret i relation til vores eget modelarbejde. -

Hvad er en matematisk model?

En model er en forsimpling af en del af virkeligheden, som reprasenterer de for formélet
vigtigste egenskaber ved vukehghedsomr&det Forsimplingerne har det formal at skabe overblik

. og frasortere ungdvendig information.

"En model er en repraesentation (ved hjeelp af en eller anden form for midler) af et
kompliceret omrdde af virkeligheden, med henblik pé at f& indfanget treek ved virkelig -
heden, som ellers er for vanskeligt tilgeengelige eller uhdndterlige."” _ [18,p.7]

Man inddeler ofte modeller efter de midler, der benyttes i representationen. Sdledes tales om
henholdsvis fysiske og symbolske modeller (hertil horer de matematiske). I en matematisk

- model er virkelighedsomrddets egenskaber reprazsenteret i matematiske strukturer som

ligningssystemer og lignende.

Matematiske modelkategorier®

Matematiske modeller horer til den anvendte matematik, da ethvert virkelighedsomradde ma
regnes som befindende sig udenfor matematikken. Der er dog stor forskel pd modellernes
forma3l, idet der kan vare tale om erkendelsesmodeller (kaldet deskriptive modeller), for

1: I litteraturen findes mange forskellige inddelinger af modeller. Den her beskrevne inddeling stammer fra et tidligere
RUC-projekt [20] og er baseret p3 tre bager om matematiske modeller.
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eksempel fysiske stoffers struktur, lgsning af konkrete problemer (kaldet preeskriptive
modeller), for eksempel planlagning af produktionsprocesser, eller om forudsigelser af
konsekvenserne af en given handling (kaldet praediktive modeller), for eksempel gkonomiske
eller gkologiske prognoser. Ofte er en model en blanding af disse kategorier. For eksempel kan
en deskriptiv model ofte benyttes til prediktive formal.

Vores egen model er et eksempel p3 en blandet model. Selve modellen kan siges at vere en
prediktiv model, idet den forudsiger, hvilken porestgrrelsesfordeling man opnér, hvis man
benytter en bestemt kuglestprrelsesfordeling. Men formdlet er i hej grad praskriptivt, idet
modellens mal er at kunne-finde frem til en anvendelig kuglestorrelsesfordeling. Det deskriptive
indhold af modellen er pd et meget groft plan, idet modellen ikke indeholder en matematisk
beskrivelse af de processer, der indgdr i kuglepakningen, men kun en sandsynligheds-behéndling
af udfaldet.

Man skelner ogs3 ofte mellem teoretiske modeller og ad hoc modeller. Teoretiske modeller
bygger pé et teoretisk fundament og har et stort erfaringsgrundlag angiende samspillet mellem
empiri og teori, som er med til at s13 deres styrke fast. Ad hoc modeller er derimod skreddersyet
til den aktuelle problemstilling, og den ngdvendige empiri hentes fra de gjeblikkelige forhold.
1 varste fald bygger ad hoc modeller pd antagelser, som ikke er fuldstzndigt verificerede.

Vores model er en ad hoc model, idet den ikke bygger pa et velunderbygget teoretisk fundament,
men nzrmere pad en rakke mere eller mindre lgse antagelser. Konsekvenserne af nogle af disse
antagelser vil vi se nzrmere pa senere i kapitlet.

Endelig tales om deterministiske og stokastiske modeller. Stokastiske modeller benyttes, nar
visse data eller processer i virkelighedsomradet er resultatet af en rekke tilfzldige handelser,
og sdledes er udsat for tilfeldige variationer af en vis stgrrelsesorden. Hvis dette ikke er
tilfaldet, kaldes modellen deterministisk. Ofte bygges deterministiske modeller over stokastiske
fznomener, idet der ses bort fra variationerne, eller de medtages som usikkerhedsfaktorer.

Det er klart, at der indgdr mange stokastiske processer ved blanding, presning og sintring af
partikler. Men det er umuligt at foretage en fuldstzendig undersggelse og beskrivelse af alle
disse, endsige bygge dem sammen i en overskuelig model. Vi har valgt at betragte problemet
pa et makroskopisk plan, idet vi antager, at partiklernes konstellationer forekommer fuldstzndigt
tilfzldigt, og at denne tilfeldighed blandt andet medfgrer, at dekningsgraden er konstant for alle
kuglestorrelser. Men dette udelukker ikke den kendsgerning, at modellen bygger pa en stokastisk
antagelse, og blot betragter udfaldet af de stokastiske processer pd et kombinatorisk plan.

Modelleringsprocessen for en matematisk model

Det er klart, at der ikke findes en komplet opskrift for, hvordan en matematisk model
konstrueres. Men der kan udstikkes en rxkke retningslinjer for hvilke ting, der ber indgi i
modelarbejdet. I dette afsnit beskrives én af de strategier, som modelarbejdet kan udferes efter.

Modelarbejdet kan overordnet inddeles i tre faser : formuleringsfasen, behandlingsfasen og
evalueringsfasen [22].
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I formuleringsfasen startes der med en prﬁ}cis formulering af modellens formdl, herunder
modellens gnskede pracision og generalitet.

- Herefter udferes en systemafgransning, hvor det udsnit af virkelighedsomrddet, som modellen
skal omhandle, udvalges. Hertil horer ogsd valg af synsvinkel (fysisk, geometrisk, ekonomisk
el.lign.). Allerede pd dette trin bortskares store mzngder information, som anses for mindre
vasentlig, forvmende eller direkte overflpdig.

Nu foretages en analyse af det valgte system, dvs. de objekter og sammenhange, som mdgér
'i modellen, identificeres og reprzsenteres ved matematiske strukturer. For at gere modellen
overskuelig og muhg at behandle foretages en rakke vasentlige forsxmplmger Disse skal man
huske at medtage i den senere evaluering af modellen.

1 behandlingsfasen benyttes den opstillede model til at forsege at finde en losning pd det
oprindelige problem. Dette kan enten ske ved at fremstille en algoritme til beregning af

. resultater ud fra modellen (iszr i praskriptive ng prediktive modeller) eller der kan benyttes
analytiske metoder til uddragning af ny viden fra de opstillede strukturer (iszr i deskriptive
modeller). Endelig kan der foretages egentlige simuleringer, hvor strukturerne beregnes numerisk
som en direkte parallel til virkeligheden. ' v o

_Ofte kan det vare mbdvendlgt at foretage yderligere. forsxmplmger i behandlmgsfasen ndr der
~ opstar problemer. : . . ,

- I evalueringsfasen vurderes modellen, dels ud fra rent teoretiske kriterier og dels i forhold til
resultater fra det oprindelige virkelighedsomrade. I vurderingen md der tages skyldigt hensyn

- til de grundantagelser, som blev gjort i formuleringsfasen.

Selvfplgelig foregir modelleringen ikke som en strgmlinet proces gennem de tre faser. Det er
ofte nodvendigt at vende tilbage til en tidligere fase og foretage @ndringer og justeringer eller
fjerne nogle af de foretagne antagelser og begrensninger. Iszr fra behandlingsfasen ma man ofte
vende tilbage til formuleringsfasen. '

v5.4 Teoretisk evaluering af modellens Validitet

I dette afsnit vil vi forsgge at argumentere for, at modellen er matematisk konsistent, hvilket vil
sige, at de tre formler, der indgar i modellen, alle opferer sig pant i de definitionsm&ngder, vi
betragter.

Forst vil vi se pd udtrykket for kontakttallet som funktion af sterrelsen af en given kugle.
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Udtrykket lyder

2y
v : (5.17)
1- 1-(-’ ) : :
r+R,
Det ses, at da det for dakningsgraden y altid gzlder, -at Osy<1, og da udtrykket under
kvadratrodstegnet altid er et tal mellem 0 og 1, vil udtrykket for N(R)) altid blive positivt.

MR -

Det ses endvidere, at hvis radius af R; gdr mod uendelig, vil kontakttallet ligeledes g4 mod
uendelig, og at hvis R; gﬁr mod 0, vil kontakttallet g4 mod 2y. Begge dele forekommer megetf
rimelige. Derudover ses det, at N(Rl) er en jevnt voksende funktion for voksende R;, idet dens -
afledede med hensyn til R; altid er positiv.

Differentialkvotienten bliver

dN(R) - 2¢7?

"

At-formlen til beregning af hyppigheden af en given konstellation af kugler ogsd opferer sig
pxnt folger af, at den kun kan producere sandsynligheder, der ligger mellem 0 og 1,

(5.18)

Hyppigheden af en given konstellation af tre kugler beregnes ud fra udtrykket

_ P(R)P(R)p(R)N(R)N(R)N(R,)

n 3 (5.19)
(E p(R.)N(R.))

mel

¥(R.R.R)

Da alle faktorerne er positive, vil produktet af dem ogs3 altid blive positivt. Da summen over
sandsynlighederne for alle tznkelige konstellationer er 1, jevnfer

Y Y(R,R,R) =1 (5.20)
1si),ksn

ses det, at funktionen er en sandsynlighedsfunktion p3 udfaldsrummet {1, ..., n}’.

Ud fra (5.19) ses det endvidere, at der kun kan forekomme konstellationer af kugler, som er til
stede i fordelingen.

Hvis man havde med en kontinuert kuglestprrelsesfordeling at gare, ville udtrykket (5.19) i
stedet blive

P(RDP(R)P(RYN(RIN(R,)N(Ry)
(L‘p(mN(R)dR)’

.¥(R,,R,,R)) = (5.21)

hvilket der ikke er problemer forbundet med, idet bdde p(R) og N(R) er kontinuerte, integrable
funktioner for O<R;.
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At dette er en sandsynlighedsta:thedsfunktion ses ud fra, at
[ [ ¥ (R, Ry, R)dR, dR,dR,

[7[ [P (RYP(R)IP(R)N(R)N(R,)N(R,)dR, R, dR, (5.22)
([ ptRNRIAR]

som, da det tredobbelte integral separerer i hhv. R,, R, og R;, kan skrives

[P(RINR)AR, [ "p(R)N(R,)dR, [ "p(R)N(R,)dR,
=1

_ (5.23)
(L'p(k)N(R)dR)’

Formlen til beregning af stgrrelsen Q(R;,R;,R,) af en pore omkranset af kugler med radius R;,
R; og R, onsker vi ikke at undersgge nzrmere, da den er fremkommet ved rent geometriske
‘betragtninger uafhazngige af den gvrige model. '

I modellen er de ovenfor beskrevne funktioner sammensat pa f(algende' méde: Forst beregnes en

kontakttalsfordeling ud fra kuglestorrelsesfordelingen. Ud fra kontakttalsfordelingen beregnes
- sandsynlighedsfordelingen for konstellationer af tre kugler. Til sidst bcrégnes porestorrelses—

fordelingen ud fra denne sandsynlighedstethedsfunktion. :

‘Modellen ser ud til at veere sammensat af funktioner, der alle har de egenskaber, vi gnsker af
dem i de relevante definitionsrria:ngder, Modellen ser endvidere ud til at' vare sammensat af
disse funktioner pd en médde, som heller ikke vil volde problemer. Si alt i alt er det ikke i vores
generelle analyse lykkedes os at finde inkonsistenser i modellen.

3.5 Praktisk vurdering af model

Sammenligning med computermodel

Som en del af underspgelsen af vores model vil vi sammenligne med en model fra litteraturen
[15]. Vi har anvendt modellen pd en teoretisk kugleblanding af kun to stgrrelsesklasser med
storrelsesforholdet 1:5 og udregnet kontakttallene mellem store kugler, mellem smé kugler og
mellem store og sma kugler for forskellige blandingsforhold (5% intervaller). Dermed kan vi
fremstille en kurve af samme type som €n, der er fremstillet med en anden model. Hvis de to
resultater stemmer rimeligt overens, kan det ses som en delvis verificering af vores model. Dog
er den anden model ikke nedvendigvis helt overensstemmende med virkeligheden.

1 figur 5.4 og 5.5 ses kontakttallenes fordeling pa store og sma kugler fra hhv. Germans Particle
Packing Characteristics og fra vores model.

Som det ses, er de to kurver ikke helt ens, men der er en stor kvalitativ lighed i forlpbene. Det
ser dog ud til, at vores model i forhold til den anden undervurderer de sma kuglers indbyrdes
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kontakter. Men overordnet stemmer modellerne godt overens. Dette er jo ikke nogen verifikation
af vores model, eftersom sammenligningsmodellen ikke er verificeret tilstraekkeligt.

P s Kontakter
e St Eordek pd store og amb Kugler
100 .. — 8
® — L8
(L8 ® -
),
os|- ©
(" ®©
L
® .
s ® - A
M ar s 18 w7 |
Brokcial of emd kagler ° . b X el o s

Figur 5.4 Kontakttal for to kuglestgrrelser i en til- Figur 5.5 Kontaktta]l for to sterrelser kugler i en
feldig pakning [15] (L = store, S = Sm#i). Kuglernes tilfzldig pakning udregnet med vores egen model for
storrelsesforhold er 1:5. kugler i storrelsesforholdet 1:5.

Praktiske modelovervejelser

1 ciétte afsnit vil vi diskutere, hvordan modellens resultater skal fortolkes, og hvilke forbehold
man skal tage ved anvendelse af modellen.

For smai porer

Selvom der er en vis brgkdel af porerne, som er mindre end den kritiske granse, er pakningen
ikke nedvendigvis ubrugelig. Pastaen kan godt trenge igennem pakningen, selvom enkelte porer
er tilstoppet. Sporgsmélet er bare, hvor stor en brpkdel af porerne, der m3 vare tilstoppet.

Dette problem minder om problemerne indenfor den sdkaldte perkolationsteori. Perkolations—
teorien beskzftiger sig med konnektiviteten af tilfzldigt udtyndede net. Hvis man for eksempel
har et kvadratisk netvark, hvor man klipper tilfzldigt udvalgte forbindelser over, vil netvarket
blive usammenhangende, nir netop 50% af forbindelserne er fjernet [30]. Denne grense kaldes
perkolationsgrensen. Den varierer med netvarkets dimension og antallet af forbindelser mellem
de enkelte knuder fra starten.

I vores tilfzlde udgeres netvarket af porekanalerne, og knuderne er siledes de enkelte porer,
som pastaen skal kunne lgbe rundt til. For at pastaen kan komme rundt i alle porer, skal
porestrukturen vare sammenhazngende. Men ikke nok med det. Da pastaen presses ind fra én
side ved hjzlp af tryk, kan partiklerne i pastaen ikke bevage sig baglens. Dette stiller storre
krav til porestrukturen og er derfor et specialtilfelde, som ikke er behandlet af den traditionelle
perkolationsteori. Det ligger derfor uden for dette projekts grenser at underspge denne granse,
men vi gatter pd, at hvis maksimalt 10% af porekanalerne er for smd, vil pakningen vare
tilstrekkelig permeabel.
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Stabilitet

Modellen siger ikke noget direkte om stabiliteten af materialet, hvilket heller ikke var medtaget
som en del af formilet. Men hvis dzkningsgraden y er kendt, kan modellen give en kontakttals-
fordeling, som kan bruges som et tilnzrmet mil for stabiliteten, idet hgjt kontakttal eger
stabiliteten. ' '

Dzkningsgraden kunne bestemmes ud fra simuleringer eller ved eksperimentelt arbejde, hvorved
antagelsen om konstant dazkningsgrad for alle kugler i en given pakning ligeledes kunne
kontrolleres.

Partiklernes form

Vi antog fra starten, at partiklerne var kugleformede. Da dette kun er en tilnzrmelse, er det vard
at overveje, hvordan partiklernes afvigelser fra kugleform pavirker porestgrrelsesfordelingen.
Ovale partikler giver anledning til bdde stgrre og mindre pdfer, s& det er svart at sige, hvad
resultatet bliver. o

Noget andet er partiklernes meget ujezvne overflade. Den gor, at de sma partikler i pastaen skal
have noget ekstra plads for at kunne komme igennem en porekanal uden at hznge fast.
Diameteren af partiklerne i pastaen skennes af Teknologisk at vere maksimalt 10 um. For at
have en vis sikkerhed for permeabiliteten sztter vi den kritiske grense for porediameteren til
20 um. '

Komprimering

Den kritiske granse nzvnt ovenfor forudsatter, at partiklerne ikke er komprimeret vasentligt.
Pulveret starter som en lgs tilfzldig pakning (ca. 40% tzthed). Ved en let komprimering (til
cirka 70% af oprindeligt volumen) bliver pakningen gjort til en teet tilfzldig pakning (ca. 70% ).
Yderligere komprimering deformerer partiklerne, hvorved porerne @ndrer sig.

Hvis man forestillede sig en linexr deformation af hele strukturen, ville det vzre let at regne
ud, hvor meget mindre porerne ville blive. Men selve partiklerne bliver ikke tzttere, og derfor
‘er der ikke tale om en linezr deformation.

'Man kunne alternativt forestille sig en linezr deformation af porerne, hvilket vil sige, at
komprimeringsgraden blev skaleret relativt til porgsiteten, og porestprrelserne modificeret ud
fra dette. Herved undlader man s at tznke pd selve deformationen af partiklerne, som jo ndrer
formen af porerne. ' '

I alle tilfzlde vil en kraftig deformation medfgre, at modellen bliver meget uprzcis.

Sintring

Under sintring kan man risikere, at porerne skifter form i en sddan grad, at der ikke l&ngere kan
tales om en kuglepakning, s3 modellen bliver ubrugelig. Heldigvis har det vist sig (jvf. kapitel -
4), at radius af porerne ikke bliver vasentligt mindre under en sintring, forudsat at pakningen
er en tzt pakning fra starten, hvilket jo opnds ved komprimeringen [16].
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5.6 Modelresultater

I dette afsnit beskrives de beregninger, vi har foretaget med modellen pd de to pulvertyper ABC
100.30 og M20/80-19.

ABC 100.30

Storrelsesfordelingen for ABC 100.30 ses i figur 5.6. Den beregnede porestorrelsesfordeling i
figur 5.7 viser, at denne pakning ikke kan bruges, da over 95% af porekanalerne er under 10um
i radius, dvs. de er for sma til, at pastapartiklerne kan passere. Selv hvis partiklernes overflader
var helt regelmassige ville ca. 80% af porekanalerne vare for sm3 (mindre end Sum).

ABC 100.30
Partikelsterrelser
100
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- 704
.. 60
£ 50
40+
301
m-
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Figur 5.6 Partikelstorrelsesfordelingen for pulveret ABC 100.30.
Andenaksen angiver den antalsmassige fordeling.

ABC 100.30
Porestorrelser
100
m.
» 804
¢
§ 70
3
£ 601
g o
L
304
x LA T ¥ L] ¥ L) ¥ 1 L ¥ R L} L] ¥ k)
2 4 6 8§ 10 12 14 t6 18 20
1E6m

Figur 5.7 Fordeling af porekanalsterrelser for en pakning af ABC
100.30.
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-1 figur 5.8 ses porestorrelsesfordelingen for en ndret ABC 100.30-pakning, hvor alle partikler
med radius mindre end 53 um er sorteret fra. Som det ses, er der nu ingen porekanaler, der er

mindre end 10 um, men til gengzld er det ogsd ca. 98% af partiklerne (antal), der er sorteret
fra!

ABC 100.30 *
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Figur 5.8 Fordeling af porekanalstorrelser for en zndret ABC 100.30
pakning, hvor alle partikler under 53 um radius er sorteret fra.

© M20/80-19

Tilsvarende resultater for pulveret M20/80-19 (partikelstprrelsesfordelingen ses i figur 5.9) kan
ses i figur 5.10. Det ses, at kun omkring 8% af porekanalerne er for smé, og der skulle derfor
vare en god chance for, at en pakning med denne type pulver kan anvendes. Til gengzld er
- partiklerne i M20/80-19 ikke nar sd kugleformede som i ABC 100.30, og _modellén er dermed
“ mindre sikker for dette pulvef. Desuden egner M20/80-19 sig ikke sd godt til bremseklodser,
" da det har et hpjt kulstofindhold og derfor er meget blpdere end rent ferrit—pulver.

M 20/80-19

Eartikelstarrelser
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Figur 5.9 Pantikelstgrrelsesfordeling (antal) for.pulveret
M 20/80-19.
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M 20/80-19
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Figur 5.10 Fordeling af porekanalstarrelser for pulveret
M 20/80-19.

5.7 Opsamling

Som det méiske anes, er underspgelsen af vores model ikke fuldstzndig, hverken hvad angér
dens validitet og dens anvendelighed til lgsning af bremseklodsproblemer. Det sidste skyldes
mest de manglende resultater fra laboratoriet pd Teknologisk.

At vi ikke pd forhind kan konkludere noget angiende modellens validitet skyldes forst og
fremmest den manglende teori pd omridet. Vi kan ikke foretage en teoretisk sammenligning med
den eksisterende viden om tilfaldige kuglepakninger, da den eksisterende viden for storstedelens
vedkommende har eksperimentel karakter.

Men vores forspg pa teoretisk falsificering er i det mindste ikke lykkedes, idet der ikke blev
fundet nogen inkonsistenser i modellens opbygning.

Med en model af den forhdndenvarende slags, hvor det teoretiske valideringsgrundlag er yderst
begrenset, kan modellens gyldighed udelukkende afgpres ved sammenligninger mellem
modellens resultater og erfaringer eller mélinger fra virkelighedsomradet.

En yderligere validering m3 derfor bero p grundige sammenligninger med eksperimentelle data
eller med pélidelige simuleringer. En mulighed for eksperimentel sammenligning er at lave en
principmodel med kugler i en hdndterlig sterrelse og for en tilfzldig pakning af disse tzlle op,
hvordan fordelingen af konstellationer er. P4 denne mide ville man f3 en idé om rimeligheden
af én af de mest centrale (og usikre) dele af modellen, nemlig antagelsen om fuldstandig
uafhzngighed mellem de forskellige kugleplaceringer.
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Diskussion

Kuglepakningsteori

I det folgende vil vi forspge at karakterisere kuglepakningsteoriens status, dens placering i
matematikken og de faggrupper, som beskzftiger sig med den. Disse ting kan bruges til at
forklare nogle af de problemer, vi er stodt md i med vores modelarbejde.

For det forste kan man sige, at kuglepakningsteorien er en relativt ny gren af matematikken og
fysikken, idet den - udover de f3 teoretiske spekulationer pd Newtons tid - ferst er blevet
udviklet fra midten af dette drhundrede. De regelmassige pakninger kom der skub i med
udbredelsen af datatransmission, som medferte behov for fejlrettende koder, mens den

eksperimentelle behandling blev aktiveret i 60'erne med Bernals pakninger. Der er sdledes ikke

nogen lang tradition indenfor dette felt.

Matematisk set har det altid varet de regelmassige kuglepakninger, der har veret de mest
interessante. Matematikerne har beskzftiget sig med regelmassige kuglepakninger dels p8 grund
af deres skonhed og dels pa grund af deres evne til at reproducere teoretiske resultater fra andre
dele af den "rene" matematik (f.eks. gruppeteori). Regelmassige kuglepakninger .er et
knudepunkt, hvor mange forskellige grene af matematikken lgber sammen (f.eks. gruppeteon
og geometri) [19].

Derimod har fysikere og ingeniorer altid interesseret sig mere for de tilfzldige kuglepakninger
pi grund af deres lighed med ikke-krystallinske stoffer. Deres tilgang til problemerne er oftest
eksperimentel, og den viden, der findes indenfor tilfzldige kuglepakninger, bygger ikke pa noget
solidt teoretisk fundament. Den matematik, som anvendes her, kommer - ligesom for de

regelmassige pakninger - fra mange forskellige grene af matematikken. Teori og praksis gir

endnu ikke op i en hgjere enhed p&d samme méde som for regelmassige pakninger. Tvartimod
vil forskellige modeller for tilfxldige kuglepakninger ofte give forskellige typer informationer,
som ikke altid stemmer fuldstzndigt overens. ’

De eksperimentelt arbejdende har hos matematikerne efterlyst teori til stotte af deres arbejde,
mens matematikerne har forspgt at "oversaztte" noget af teorien for regelmassige kuglepakninger
til virkelige situationer. Men da faggrupperne, fysikerne og ingenigrerne pd den ene side og
matematikerne p3 den anden side, har haft vidt forskellige udgangspunkter, har der varet en
kioft mellem teori og praksis. v

To omrider, som adskiller sig fra denne tendens, skal nzvnes.
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Det ene er krystallografien, hvor fysikere i nogen udstrzkning har kunnet anvende de
regelmassige kuglepakningers teori til at behandle og forstd forskellige krystalstrukturer.

Det andet er kodningsteorien, hvor computeringenigrer og dataloger har kunnet samarbejde med
kuglepakningsteoretikere om pakninger i hgjere dimensioner.

I begge eksempler drejer det sig om omrider, som i forvejen har varet tettere forbundet, end
den praktiske ingeniprvidenskab og matematikken er det, og begge omrdder har anvendt teori
for regelmassige kuglepakninger. Krystaller har i lengere tid varet behandlet med matematiske
metoder, og dataloger har altid brugt matematik i vid udstrekning. '

Klgften mellem teori og empiri — mellem teoretikerne og praktikerne ~ indenfor kuglepaknings-
teori (for tilfeldige kuglepakninger) har gjort det svart for os at finde et egnet problem at lave
en model over. I projektets indledende fase, hvor vi ledte efter et problem, stgdte vi pd mange
pastdet kuglepakningsrelaterede problemer, som vi fandt ret spekulative. Men ogsé det teoretiske
arbejde i kapitel 1, 2 og 3 har voldt problemer, idet kilderne til viden om regelmassige hhv.
uregelmassige pakninger er af s3 forskellig karakter, at det ofte var en svar opgave, at fa det
til at give mening sammen. I en del tilfalde er materialet om tilfeldige kuglepakninger heller
ikke fyldestgorende, s3 vi har madttet foretage vores egen vurdering af mange af forfatternes
udéégn. De vurderinger vi har gjort, er foretaget ud fra vores egen teoretiske viden om emnet.

Man kan, efter at have lzst vores modelafsnit, indvende, at vi ikke har anvendt szrlig meget af
den teori, der blev przsenteret i de to forste kapitler. Vi mener dog ikke, at vi kunne have
undvazret den teoretiske del, for selvom vi ikke direkte anvender den i modelafsnittet, er det den
teoretiske baggrundsviden, der har gjort os i stand til at lave en model.

Men kloften genfindes altsd i dette projekt, idet der er et skel mellem de to forste kapitler og
de resterende fire, da det ikke er meget af teorien fra kapitel 1 og 2, der anvendes direkte,
hverken i kapitel 3 eller til vores modelbygning.

Kuglepakningsmodel

Den model, som vi har lavet, er en ad hoc model, idet den i hpjere grad bygger pd antagelser
end pé et teoretisk fundament. Det var vores gnske fra starten at lave modellen sd teoribaseret
som muligt, og dermed ogsa s& generel som muligt, men vi mente ikke, at vi umiddelbart kunne
bruge den kendte teori. Derfor er modellen hovedsageligt bygget ud fra antagelser, som vi fandt
rimelige i forhold til den kendte teori. Nogle af antagelserne er mere lgst funderet end andre,
hvilket er meget normalt, ndr empiri og teori ikke understgtter hinanden. Modelarbejde er
afhzngigt af det genstandsomrdde, det forspger at modellere. Det ses ofte, at jo bedre omradet
er underspgt empirisk og teoretisk, des mindre er klgften mellem teori og empiri.

Et af udgangspunkterne for dette projekt var, som vi skrev i indledningen, at vi ville anvende
kuglepakningsteori pé et praktisk problem, og derved ville en af sidegevinsterne vare at skabe
en forbindelse mellem de to omrider. Men da afstanden viste sig at vare for stor, endte vi med
en ad hoc model, og vi har derfor ikke formadet at give et synligt bidrag til mindskelse af gabet
mellem omraderne.
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Man kan umiddelbart undre sig over, hvad gevinsten ved modellen er, da den viden, der kan fis
ud fra den, groft ségt er, at Teknologisk skal sigte de mindste kuglestorrelser fra i deres
- pulverblandinger, hvilket vi sddan set allerede vidste fra starten, da den mindste porestorrelse
afhznger af de mindste kugler. En af fordelene ved at lave modellen var imidlertid, at vi blev
i stand til at give et mere nuanceret billede af, hvor fplsom porestorreisesfordelingen er overfor
sterrelsen og mangden af de mindste partikler. Derudover har vi ogsa fiet sat en sterrelsesorden
p3 kontakttallet, og dette er ogsd vigtigt i forhold til de eksperimenter, som Teknologisk skal
i gang med. For at pakningerne egner sig som bremseklodser er det vigtigt, at de er stabile, og
stabiliteten afh@nger i hej grad af et hgjt gennemsnitligt kontakttal.

Eksperimenter

En af metoderne til at verificere en model er ved at prove, om dens forudsigelser stemmer
- overens med virkeligheden. Det kan vi desvarre ikke gore, da vi endnu ikke ved nok om
virkelighedsomradet. Det er ikke muligt for os at afgere, om for eksempel dekningsgraden i en
-tilfeldig pakning er konstant for alle kuglestarrelser, som vi antager.

" Det eneste konkrete, som vi har at bedemme modellen ud fra, er, om der er overensstemmelse
., mellem, hvorndr vi, ud fra modellen, anser det for muligt at presse pasta gennem pakningen, og
hvornér det i virkeligheden er muligt. Vi havde hébet, at Teknologisk kunne nd at foretage en
sddan underspgelse, inden vi skulle afslutte projektarbejdet, men det viste sig desvarre ikke
‘muligt. Derimod lavede Teknologisk to prgver; en af ABC 100.30 og en af M 20/80-19.
Proverne blev hverken presset eller sintret, men partiklerne blev bundet sammen ved hjzlp af
vandglas. De skar provemé igennem og fotograferede snitfladerne. Det er ikke muligt

- > umiddelbart at tolke s3 meget ud fra et snit i en polydispers pakning, da man ikke kan vide, hvor

. snittet gar gennem de enkelte partikler. Man kan f.eks. ikke vide om en lille partikel pé billedet
i virkeligheden er en lille partikel med et snit gennem centrum, eller om det er en stor partikel
med et snit ner kanten. En metode til at tolke billederne vil vare at benytte sig af stereologi.
Stereologi er en gren af matematikken, ved hjzlp af hvilken man - ud fra forskellige snit i et
stof og ved hjzlp af forskellige transformationer - kan udregne den indre struktur'i stoffet.

Vi har desvarre ikke ndet at analysere billederne, da de ikke ndede at blive fremkaldt inden
rapportens trykning. ’

Fremtidige arbejder

Hvis man valger at arbejde videre med netop dette emne, er der flere aspekter, det kunne vare
interessant at tage fat pa. Det vil formentligt vare overkommeligt at lave en computersimulering
til at efterprove to ting: Om det er rimeligt at antage, at dekningsgraden er konstant, og om den
overordnede model passer. Vi har tidligere skrevet, at det er svart at lave computersimuleringer,
der stemmer fuldstendig overens med virkeligheden, men przcis overensstemmelse med
virkeligheden er miske knap si nedvendig i dette tilfelde, hvis man blot kunne opnd at
pakningen havde en tzthed, der svarede til de virkelige, og at man havde nogenlunde kontrol
med kuglesterrelsesfordelingen. Var disse to kriterier dpfyldt, ville man kunne f3 udregnet
samtlige porestprrelser i pakningen og dazkningsgraden for hver enkelt kugle, og selvom
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radialfordelingsfunktionen ikke ville vare den helt rigtige, ville det i det mindste kunne give et
fingerpeg om modellens gyldighed.

Ved at benytte stereologi pa billederne fra Teknologisk ville det vare muligt at kunne f& noget
information, dels generelt om polydisperse pakninger, dels om hvor vidt vores model med

rimelighed kunne forudsige porestorrelsesfordelingen ud fra partikelstorrelsesfordelingen. Det

ville veere en naturlig folge at forsege denne tilgangsvinkel, hvis der skulle arbejdes videre med

problemet. ’

Da vi i den indledende projektfase sogte et relevant praktisk problem, havde vi kontakt med
firmaet Leca, der blandt andet laver rislefiltre af Lecasten. De bestr af en beholder, der er fyldt
med Lecasten. Spildevandet ledes ind i toppen af beholderen, partiklerne skilles fra ned gennem
filteret og det rensede vand forlader beholderen i bunden. Leca har problemer med at filtrene
stopper til i toppen, og man udnytter derved ikke hele filtrets kapacitet. Da rislefiltre kan
anskues som kuglepakninger, var Leca interesseret i, at vi arbejdede med dette problem, hvilket
vi altsd valgte ikke at ggre. Umiddelbart virker det problem, vi har arbejdet med for
Teknologisk, beslzgtet med Lecas problem, og man vil méske med held kunne anvende den
samme model.

Opsamling

Vi ndede nasten s& langt med modellen, som vi havde sat os som méil. Der er lgse ender med
hensyn til valideringen af modellen, som vi ikke har kunnet nd at f4 undersggt, men overordnet
har vi lavet en model, der ud fra en partikelstgrrelsesfordeling kan beregne porestgrrelses-
fordelingen. I forhold til det, som Teknologisk snskede, er modellen ikke ferdigudviklet, da der
mangler et par vigtige ting; bl.a. at underspge hvad der sker med kuglepakningen under presning
og sintring. Hvis Teknologisk vil anvende modellen, som den er, krzver det, at de manuelt
forspger at fitte sig frem til, hvilken indflydelse presning og sintring har, og om hvor mange
procent af porerne, der md vare under 20 um (og i @vrigt ogsd om 20 um er den rigtige
granse).

Vi har fundet det interessant, at omridet matematisk set er s alsidigt, da det som studerende
er sjzldent at opleve s3 mange matematiske discipliner komme i spil samtidigt. Den matematik,
som vi har stgdt pd gennem arbejdet med projektet, har bdde varet geometri, statistik/sandsyn~
lighedsregning, konveksitetsteori, linezr algebra (regelmassige kuglepakninger kan represen—
teres pd matrixform) og almindelig matematisk analyse.

Projektet er atypisk, i forhold til hvad vi ellers har lavet af projekter, af den grund, at vi
tidligere har lagt os tzttere op af mere velundersggte og mere teoretiske omrdder og derved fiet
en_mere naturlig sammenhzng mellem de forskellige dele af projektarbejdet. Derimod er
pro}ektet nok typisk, for hvordan der arbejdes med matematiske modeller udenfor studiemassige
sammenhange. | mange situationer er der ikke nogen specialiseret teori for lige netop det
omrdde, der arbejdes med, og man mé derfor "ldne" teori fra andre - mere velunderspgte -
omrider som man kan stette sig til, ndr man skal lave en model.
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Appendix A
Beviser for sztninger
i kapitel 1

A.l1 Beviser for szet_nihgerne V1-VS§, side 18

Beviserne stammer fra [23].
V1  V, er en konveks polytop’ indeholdende P; i sit indre.

. Bevis: Da V1 er fxllesm&ngden af et endéligt antal, nemlig k-1, lukkede halvrum H(P,,P;), alle
indeholdende P, i deres indre, md V, dels vere en konveks polytop og dels indeholde P; i sit
indre. ) : o

V2  Polytopen V; er ubegreenset, hvis og kun hvis P, tilhgrer randen af det konvekse hylstér
til P;'erne.

Bevis: Man skal altsd vise, at fplgende to sztninger-er akvivalente:
a) Vi) er begrenset
~b) P, tilhprer ikke randen 4C af det konvekse hylster C af Pj'erne.

Forst kan det bemarkes, at et punkt P, € 8C, hvis og kuh hvis der eksisterer en stpttehyperplan
H gennem P;, sidan at alle Pj'erne ligger pd samme side af H {7].

a) = B) Det antages, at V, er begrznset. Lad H' vere en vilkérlig hyperplan gennem P, og lad
D vare en vilkérlig halvlinie gennem P, hvor D ¢ H'. Da V, er begrznset, m& D npdvendigvis
skxre en af V's sider F; i et punkt y € V, n V. y tilhgrer altsd den bisekterende hyperplan
mellem P, og P;, hvilket er ensbetydende med, at der ligger et punkt P; pd samme side af H' som
D. P4 tilsvarende vis kan der, under forudsztning af at V, er begrenset, argumenteres for, at der
ogsd ma ligge et punkt P, pd den anden side af H'. Nar der ligger punkter pd begge sider af H',

1: Med polytop menes her en — ikke nedvendigvis begranset - lukket konveks mangde, som er fallesmzngden af et
endeligt antal lukkede halvrum. I andre sammenh®nge bruges polytop som et strengere begreb nemlig et konvekst hylster
af et endeligt .antal punkter, hvorved mangden nedvendigvis er begranset.
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Appendix A : Beviser for seetninger i kapite! 1

kan H' ikke vare en stettehyperplan H. Hvilket
medferer at P, € oC.

b) = a) Det antages; at P, € 9C, hvilket er ensbe-
tydende med, at der ikke kan findes en stottehyper—
plan H gennem P,. Lad D, som fer, vaere en vilkarlig
halvlinie gennem P,, der ikke er indeholdt i hyper~
planen H' gennem P,. Det drejer sig s om at vise, at
V, er begrznset, hvilket ogsd kan formuleres som, at
det er en umulighed, at D C V,.

Da H' per hypotese ikke er en stpttehyperplan, mi der eksistere et punkt P; pd samme side af
H' som D. Det medforer, at der eksisterer et punkt y, hvor y € D N V;, hvilket igen medforer,
at D ¢V, [23]. ]

V3 . Hvis P, er et af de punkter, der er 1eettest pd P; (for s=i), vil en af V's sider stpde op til
den hyperplan, der bisekterer linien mellem P; og P,

Be?is: Lad y vere midtpunktet mellem P, og P,. Man har si, at
d(y,P;) = d(y,P,) s d(y,P), for alle r',

og altsd at

yEV,.NV,

hvilket er ensbetydende med, at en af V,'s sider steder op til den hyperplan, der bisekterer linien
mellem P; og P,. o

V4  Voronoi-cellerne udfylder hele R, dvs.

CJV, = R" (A1)
i=1

og det indre af polytoperne V; overlapper ikke hinanden.

Bevis: Idet -
V, = {x € R" | dx,P) < d(x,P), Vj } (A2)
kan man valge et P, siledes at

d(x,P) < mjin{ d(x,P) ) (A3)

1: P, betegner altsd de punkter, der ikke er nabopunkter til P,
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Beviser for seetningerne V1-V5 : A1

og derfor
Vs, 3P, : xeV, | (A4)

Voronoi-diagrammet udfylder derfor hele R°, og ud fra felgende udtryk for det indre af
Voronoi-cellerne

V,={xeR | dxP) <dxP),Vj*i} (A.5)
ses det, at Voronoi-cellerne ikke kan overlappe hinanden. a

Hvis man havde med punkter i tilfzldige positioner at gore, gjaldt endvidere:

V5  Ethvert hjornepunkt i V, er felles for preecist n+1 polytoper V, og preecist n+1 kanter af
dimension n-1. : '

Bevis: Det kan uden tab af generalitet antages, at de m Voronoi—celler omkring et hjgrnepunkt

er nummereret sdledes, at fladerne bliver F,,, F,5,... Fy_ym, Fo, hvor F;; er bisektionsplanen for

linien mellem P; og P;. Skaringen mellem m hyperplaner arrangeret pd ovennzvnte méde vil
hojest have kodimensionen m-1, hvilket let kan vises vha. linezr algebra.

Da et hjgrnepunkt i Voronoi-diagrammet har kodimehsionen n, m3 det altsd mindst skulle
galde, at nsm-1 hvilket er ensbetydende med at ' i}

i) man+1.

Der skal alts3, for at hjernepunktet er et hjernepunkt, stode mindst n+1 Voronoi-celler op til
-punktet.

P4 den anden side gzlder ogs, jevnfer definitionen pa tilfeldige punkter pd side 12, at der ikke
mé& kunne findes kugleoverflader indeholdende mere end n+1 af punkterne P, Da afstanden fra
et hjornepunkt i Voronoi-diagrammet til hvert af de punkter P, hvis Voronoi-celler stpder op
til det pdgzldende hjornepunkt, er den samme, vil den kugle, hvis centrum ligger i hjorne-
punktet, og som gir igennem et af de tzttest beliggende punkter P;, ogsa gd igennem de ovrige
P;'er, hvis Voronoi-celler stgder op til pakningen. Da antallet af punkter i kugleoverfladen skal
vare mindre end eller lig n+1, fas

ii) m=n+1
hvilket sammenholdt med i) giver, at antallet af polytoper V;, der steder op til et givent

hjernepunkt, er n+1.

Det ses, at da kanterne omkring et givent hjgrnepunkt kan nummereres F,,, F,;,... Fu_y ) Futs
og hvis m=n+1, s vil antallet af kanter ogs blive n+1. o

A.2 Beviser for sztningerne D1-DS, side 19

Beviserne har vi selv konstrueret.
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Appendix A —_Beviser for satninger i kapitel 1

D1 D, er en konveks polytop af dimension n.

Bevis: Da D, er det konvekse hylster til et endeligt antal, nemlig m punkter P;, hvoraf der findes
pracist n+1, der er affint uafhzngige, er det klart, at D; m& vare en konveks polytop med
dimensionen n. o

D2  Hver Delaunay-celle D, er tilknyttet netop ét hjgrnepunkt H, og der er tilknyttet netop
et hjprnepunkt til hver Delaunay-celle

Bevis: Det gzlder alts3 om at bevise folgende to péstande:
i) Der horer netop €t hjgrnepunkt H; til hver Delaunay-celle D,.

Hvis en Delaunay-celle skulle here til to forskellige hjprnepunkter H; og H; pd én gang, ville
det f3 den konsekvens, at de punkter P, som Delaunay-cellen var det konvekse hylster af, alle
skulle ligge pd den bisekterende hyperplan mellem punkterne H; og H;. Det bisekterende
hyperplan har imidlertid kun dimension n-1, og da Delaunay-cellen skal have dimension n, kan
dette ikke lade sig gore.

ii) Der herer netop én Delaunay~-celle D, til hvert hjgrnepunkt H,.

Dette ses umiddelbart ud fra definitionen af Delaunay-celien. o

D3  Delaunaycellerne udfylder hele det konvekse hylster af punkterne P,,...,P,, dvs.

L‘JD‘ = conviP,,...,P} (A-6)

og derfor ikke hele K.

Bevis: Da de m punkter, som D, er det konvekse hylster af, er en delmangde af alle de til
Voronoi—diagrammet knyttede punkter, alts8 {P,,..., P }C{P,, ..., P,} ses det, at ogsd
conv{P,,...., P;}Cconv{P,, ..., P, }.

Idet Delaunay~cellerne er de konvekse hylstre af de punkter P, der ligger tattest pd et givent
hjorne, m4 endvidere Delaunay-cellerne udfylde hele conv{P,, ..., P,}. Da conv{P,, ..., P} ikke
udfylder hele R®, kan Delaunay-cellerne heller ikke udfylde hele R°, o

D4 Hvis P, er et af de punkter, der ligger t@ttest pd P; og i=s, vil P, og P, vaere to hjgrner
i samme Delaunay -celle.

Bevis: Det indre af enhver af Delaunaycellerne D, tilhgrer det indre af det konvekse hylster til
punkterne Py,...,P;. Randen af det konvekse hylster til punkterne P,,...,P, udgeres af sideflader
til Delaunaycellerne D;. Hvis P, er et af de punkter, der ligger tattest pd P, vil den bisekterende
hyperplan pé linien mellem P; og P,, udgere en af sidefladerne i Voronoi~-diagrammet. Det
betyder, at samme bisekterende hyperplan vil gd igennem et af hjernerne H; i Voronoi-
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Beviser for seetningerne D1-DS : - A2

diagrammet og dermed, at Voronoi-cellerne herende til P, og P, steder op til samme
hjernepunkt. Ud fra definitionen af Delaunay-cellen ses det, at P, og P, s3 md vare hjorner i
samme Delaunay-celle. o

Hvis punkterne P, befinder sig i tilfzldige positioner, vil endvidere gzlde
DS D, er et simpleks med hjprner i n+1 punkter P,

Bevis: Ifplge VS stpder der pracist n+1 Voronoi-celler op til hvert hjgrnepunkt i Voronoi-
diagrammet, nir punkterne P, befinder sig i tilfzldige positioner. Derfor ma den tilhgrende
Delaunay-celle ogsd vare det konvekse hylster af n+1 punkter P;,, og dermed er Delaunay-
cellen et simpleks. S o

A.3 Beviser for setningerne R1-RS5, side 23

" Disse beviser har vi selv konstrueret.
R1 R, er en konveks polytop indeholdende C, i sit indre.

R2  Polytopen R; er uafgrenset, hvis og kun hvis C; tilhprer randen af det konvekse hylster
til R/'erne. _

Beviser: Der kan benyttes fuldstzndig det samme bevis, som blev brugt til at vise. hhv. V1 og
V2. | '

R3  Hvis C, er et af de punkter, der er ta@ttest pd C; (for s=i), vil en af R,'s sider stpde op til
den radikale plan hgrende til kuglerne med centrene C, og C,

Bevis: Beviset for denne sztning kan ogsd gennemfgres pd nasten samme mide som beviset
for V3, |

Lad y vare skzringen mellem den radikale plan til kuglerne med centrene C; og C, og
forbindelseslinien mellem C,; og C,. Det galder si, at

2 2 _ 2 2 2 _ 2
d, +r -1, dy+r, -1

dC) = —— og d(y,C,) = (A7)
is

og da d(C,C,)) = d(C,y)+d(y,C,) = d(y,C,) for ethvert andet C, m& yERR,, hvilket er det
. samme som at sige, at en af R/'s sider stgder op til den radikale plan hgrende til kuglerne med
centre i henholdsvis C; og C,. : o
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Appendix A ] , Beviser for szetninger i kapitel 1 -
R4  Radikalplans-cellerne udfylder hele R", dvs.

& - - -
U R =R - i ) ) (A8
i=1

og det indre af polytoperne R; overlapper ikke hinanden.
Bevis: Idet '

I T

(]
kan det sluttes, at Radikalplans-diagrammet udfylder hele R".

Da det endvidere gzlder, at
d(C,C) = d(Cpy) + d(y,C)(A.10)

fremgér det, at Radikalplans-cellerne ikke kan overlappe hinanden. o

Hvis man havde med punkter i tilfldige positioner at gore, ville endvidere glde:

RS  Ethvert hjprnepunkt i R, er felles for praecist n+1 polytoper R; og preecist n+1 kanter af
dimension n-1.

Bevis: Beviset for RS forlgber fuldstendig parallelt med beviset for V5.

A.4 Beviser for setningerne K1-KS, side 25

K1 K, er en konveks polytop af dimension n.

K2 Hver Krarfu-celler er tilknyttet netop et hjgrnepunkt H, i Radikalplans—-diagrammet, og
der er tilknyttet netop et hjgrnepunke til hver Krarfu-celle.

K3 Randen af det konvekse hylster til punkterne C,...,C, udgpres af sideflader til Krarfu-
cellerne K,

K4  Hvis P, er et af de punkter, hvis Radikalplans-celle stpder op til Radikalplans-cellen for
C, (for i=s), vil C; og C, veere to hjprner i samme Krarfu-celle.

Hvis kuglepakningen er tilfzldig, sidan at kuglecentrene C; befinder sig i tilfzldige positioner,
gelder endvidere:

KS K, er et simpleks med hjgrner i n+1 kuglecentre C,
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Beviser for disse sztninger forlgber fuldstzndig-parallelt med beviserne for sztningerne D1-
DS. Den eneste andring er, at de bisekterende hyperplaner fra Voronoi-diagrammet her skal
erstattes med Radikale planer, og at hjernepunkterne i Voronoi-diagrammet skal udskiftes med
hjernepunkterne i Radikalplans-diagrammet.
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Appendix B
Porerne i den fladecentrerede
kubiske kuglepakning

I det folgende vil vi beregne stprrelsen og antallet af porerne i den ﬂadecentrerede kubiske
pakning og derudfra beregne den taathedsforogelse, som kan opnds ved at placere sma kugler
i samtlige porer.

. Som det ses ud fra figur B.1, er der to typer porer i den fladecentrerede kubiske pakning. Vi
kalder dem pore A og pore B.

Figur B.1 A og B angiver placermgen af de to
forskellige typer af porer.

Om pore A

Pore A fis de steder i pakningen, hvor fire kugler sxttes sammen som et tetraeder.
Kuglerne antages at have radius 1.
Kugle 1 har centrum i ¢, = (0,0,0)
Kugle 2. har centrum i ¢, = (2,0,0)

Kugle 3 har centrumi €3 = ( ,1’ 2905(%), 0 ) = ( 1,30 )
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Figur B.2 De nzrmeste kugler omkring pore A. Figur B.3 De nzrmeste kugler omkring pore B.

Kugle 4 har centrum i

c4=(l,%cos(%),‘/§)=(l’_\la_’ 2)

Centrum af dette tetraeder vil ligge i

Ci+Cy+Cy+C
¢, = L 23 4=(11 1)

4 ’ '59 'ﬁ
Afstanden mellem origo og c, bliver s v(3/2). Hvis der skal lzgges en lille kugle ind i centrum
af tetraederet, kan den altsd hgjst have radius

re = 2 -1 =024 (B.1)

Om pore B

Centrene for det nederste lag kugler er placeret i x-y-planet, sddan at kuglen C har centrum i
O. Det ses ud fra tegningen, at centrum af pore B, cg, vil have x-koordinaten 0, y-koordinat
svarende til centrum for trekanten ABC, og z-koordinat midt mellem det gverste og det nederste
lag kugler.

= (0 38.47)

Afstanden mellem O og cg bliver s& V2, hvilket betyder, at den lille kugle maksimalt kan have
radius

rp =2 - 1 =0,4142 (B.2)
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Antallet af porer i kuglepakningen

Voronoi-cellen i denne pakning er et thombisk dodekaeder. Det har 14 hjorner svarende til, at
der er 14 porer rundt om hver kugle.

Otte af disse hjorner udgeres af samlingen af de stumpe vinkler af hver tre rhomber (se figur
1.7 p8 side 19). Til hvert hjgrne af denne type, vil der i kuglepakmngen stede tre andre hjorner
af samme type. Dette svarer til en pore af type A.

De resterende seks hjorner udgeres af sm3 pyramidetoppe. Op til hvert af de seks hjorner, der
har form som pyramidetoppe, m& der stpde fem andre tilsvarende pyramidetoppe. I en
kuglepakning svarer dette til en pore af type B.

For hver kugle i kuglepakningen er der altsd 8/4 = 2 porer af type A 0g.6/6 = 1 pore af type B.

Da pore A er den mindste af de to typer, skal man, hvis man vil lave en tzt regelmassig
kuglepakning med to stgrrelser kugler, tage tre sma kugler af en stprrelse, s de passer ind i pore
A, for hver stor kugle man tager.

Forholdet mellem radius af den store kugle og radius af den lille kugle er ca. 0,2247, dvs. at 7
forholdet mellem volumenet af den lille kugle og volumenet af den store kugle bliver
(0,2247)°~0,0114.

Da der kun er brug for 3 smé kugler for hver stor kugle,'skal man til hver volumendel store
" kugler bruge 0,0341 volumendel sm3 kugler. '

Txtheden af den fladecentrerede kubiske pakning med en stprrelse kugler var ca. 0,7405.
* Taxtheden af den samme pakning, hvor der er lagt en lille kugle ind i hver af porerne, vil blive
- cirka 0,7405-1,0341 = 0,7657, hvilket altsd giver en forpgelse af-tztheden pé ca 3,4%.
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Appendix C
Stgrrelsen af en porekanal

Her folger beregningen af formlen for radius af en porekanal omkranset af tre kugler, som
anvendes i modellen i kapitel S. Situationen ses pd figur C.1. Beviset er skrevet ud fra nogle
noter fra vores vejleder, Mogens Niss. ‘

De tre kugler har kendte radier a, b og ¢. Opgaven er at finde radius x af den indre rorings-
cirkel.

Figur C.1 Tre cirkler med radius a, b og c og Figur C.2 To nabokugler med radius a og b
den indre reringscirkel med radius x. placeret i et koordinatsystem. Enhver kugle,
som rerer ved de to kugler vil have centrum pé
den stiplede kurve (som er en hyperbelgren).
Givet de to kugler med radius a og b placeres disse i et koordinatsystem, som vist pd figur C.2.
De to kugler har altsd centrumkoordinaterne (p,q)=(0,0) og (r.s)=(a+b,0).

Nu vil det gzlde for enhver kugle med radius y, som bergrer disse to, at afstanden til denne
kugles centrum fra de to andre kuglers centre er hhv. a+y og b+y. Det vil sige, at centrum-
koordinaterne (v,w) for kuglen med radius y opfylder

(v-0)? + (w-0) = (a+y) ‘ (C.1)

(v-(a+b))? + w-0)* = (b+y)? (C2)
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Den sidste kan omskrives til

~2v(@+b) + v + WP + (@+b = (b+y)2 - ] (C3)
Ved mdsa:ttelse af (C. 1) fas
2v(a+b) = (@a+b)* + (a+y)* - (b+y)’
2, b2+ 2ab+a’+y*+2ay-y®-b?-2b
2a(a+b) + 2y(a-b) (C4)

|
a-b
a+b

v=y

Dette indszttes nu i (C.1):

-b 2
a+y + 2ay = ( +a)+w2

a+b
CS
é(a'b)z zay 2 ( )
(a +b)2 a+b
Heri isoleres w*
2
2 _ 21_(a-b) (l_a-b)
v y( (a+b)? * 2ay a+b
- y2 4ab | y 4ab (C.6)
. (a+b)> ~a+b
= 4aby (a+b+y)
(a+by? ¢
og hermed haves
w= t-‘-z% aby(a+b+y) (C.7)

Nu har vi siledes centrumkoordinaterne (v,w) for en cirkel med radius y, som rerer de to
eksisterende cirkler. Den tredje af cirklerne, den med radius ¢, opfylder som tidligere nzvnt
dette og har derfor koordinaterne

a-b 2

+a, —=—\abc@a+b+c) ) (C.8)
a+b a+b

(t,u) = ( ¢
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Ogsa den lille cirkel med radills X, som rgrer de tre andre cirkler, skal opfylde dette, og derfor
har den koordinaterne: '

(V,W) = (xa-b +a, —-2— GbX(a"‘b"'x) ) (C.g)
a+b a+b

Samtidig skal det galde, at afstanden fra den lille cirkels centrum til centrum af cirklen med
radius ¢ skal vare c+x, dvs.

2 ,
((c-x}a-b) + ( 2 )z(Jabc(a +b+¢) - yabx@+b+x)) = (c+x)? (C.10)
a+b a+b

hvilket ved en lang og omstazndelig omregning leder frem til andengradsligningen
[4a%b%c(@+b+c) - (ab(a¥b)-c(a2+b2))2] x2 _
+ [2abc(a+b)2aba+b+c) - (ab(a+b) - c(@*+b?))] x (C.11)
- a®?%%@+b? = 0 . |
Denne viser sig at have diskriminanten
D = 16a*b3c3(@a+b)* (a+b+c) | o (C12)

Hermed har vi andengradsligningens lgsninger

-2abc(a+b)2ab(a+b+c) - (ab(a+b)-c(a®*+b?)] + yD
' 2(4a%b?c(@+b+c) - (ab(a+b)-c(a®+b?Hf)

-abc(a+b)*(ab +ac + bc)) + 2abe(a 4b)’¢abc(a’+b+c)
(a+b)2[2Jabc(a +b+c)-(ab+ac +bc)] [2Jabc(a +b+c)+(ab+ac +bc)]

- abc[ab+ac +bc+ 2y/abc(a +b+c)] ,
[db+ac +bc +24/abc(a +b+c)] [ab+ac +bc-2y/abc(a +b+c)]

abe _
ab+ac+bc +2\Jabc(a+b+c)

1

(C.13)
1 1 1 a+b+c
et |
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De to lgsninger for andengradsligningen er da

1 :
X, = - . } . .
' l+lr"+l +2 [92bec 7 (€14
e b ¢ abe
% = ——1 |
1,1,1 g [athec (C.13)
a b ¢ abe

Losning x, er selvf@lgeiig kun gyidig, nér den er positiv (der er rii:ke mening i at tale om negativ
radius). At der kan vzre to lgsninger til problemet illustreres i figur C.3, hvor det ogsd ses, at
det er den mindste af de to lgsninger, der er den sggte, dvs. x,.

Figur C.3 Muligheden for to lgsninger til
problemet.

Den endelige lgsning er da:

1
X =
1,1,1 o [asbee (C16)
a b ¢ abe
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