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. Abstract

Projektrapporten bestar af tre dele, der alle indeholder en beskrivelse
af nogle stokastiske modeller. De tre dele er fglgende:

- Casinospil
- Poissonprocesser
- Stokastiske epidemimodeller

I hver af de tre dele ser vi pa et eller flere virkelighedsomrader. Det
undersgges hvori det stokastiske i feenomenet bestar og hvorledes det
stokastiske element ggres til genstand for matematisk modellering. Vi
beskriver endvidere, hvordan det er muligt at finde et mgnster i til-
feeldighederne og udtrykke dette med en sandsynlighedsfordeling. Vi
undersgger hvad modellerne kan bruges til, dels ved at give eksempler
pa spergsmal, der kan stilles til disse og hvilke svar de giver og dels ved
at se pa i hvilke situationer, de er interessante. Med udgangspunkt i de
valgte modeller har vi kort skitseret, hvilke valideringsmuligheder der
er for disse.




Forord

Dette 2. modul projekt er udarbejdet ved matematikoverbygningen pa
IMFUFA, RUC. Projektrapporten er et oversigtsprojekt omhandlende
stokastiske modeller.

Modulkravet til 2. modul lyder som fglger:

I dette modul behandles matematiske modeller opstillet til at repree-
sentere og bearbejde genstandsomrader uden for matematikken selv.
Der kan bade vare tale om en underspgelse og vurdering af eksiste-
rende modeller/modeltyper og om selvstandig opstilling og analyse af
modeller eller modeldele.

Projektgruppen bestar af medlemmer der i gjeblikket laeser pa 3. eller
4. ar. Vi har haft forskellige kurser, men har alle fulgt de to emne-
kredse linezr algebra og ikke-linezre strukturer fra analysen pa ma-
tematikoverbygningen. Endvidere har dele af gruppen haft geometri
og matematikkens grundbegreber. Ingen af gruppemedlemmerne har
fulgt statistik og sandsynlighedsregning pa overbygningen. Hvad angar
tidligere projekter pa matematikoverbygningen, sa har sterstedelen af
gruppen et 1. modul projekt bag sig. Gruppens medlemmer kombine-
rer matematik med et af fire folgende overbygningsfag: datalogi, fysik,
miljgbiologi og molekyleerbiologi.

Projektrapporten er udarbejdet af:

Birthe Friis

Lisbeth Helmgaard

Kristina Charlotte Jakobsen
Marina Mosbak Johannessen
Lotte Ludvigsen

Mette Hass Nielsen

Tusind tak til vores vejleder Mogens Niss for hans uundveerlige stgtte
og engagement undervejs i projektforlgbet.

Derudover vil vi gerne rette en tak til Viggo Andreasen for hans hjzlp-
somhed i forbindelse med perspektiverne i stokastiske epidemimodeller.
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Kapitel 1
-Indledniﬁg

Denne projektrapport indeholder en modelanalytisk gennemgang af sto-
kastiske modeller. Der bliver forsggt at give en bred indfgring i sand-
synlighedsteoretiske og modelanalytiske betragtninger.

Der eksisterer en dybtliggende filosofisk og videnskabsteoretisk diskus-
sion om, hvorvidt der findes feenomener, der i egentlig forstand kan
betegnes som vearende tilfeldige eller om det man opfatter som tilfzel-
digt blot er udtryk for utilstreekkelig indsigt i de bagvedliggende me-
kanismer. Uanset om et fanomen er stokastisk af natur eller om man
anlagger en stokastisk synsvinkel, er den modelleringsmaessige konse-
kvens i stokastiske modeller den samme og vi har derfor valgt ikke at
inddrage denne diskussion i projektrapporten.

Stokastiske modeller anvendes til at beskrive sandsynlighederne for at
tilfeldige heendelser indtreffer. Sandsynligheden for at en hendelse
indtraffer kan vaere stor eller lille, men kan ikke overszttes til et ud-
sagn om, hvorvidt haendelsen vil indtraffe eller ¢j. Selvom man kender
de foregdende tilstande, s3 er det ikke muligt med sikkerhed at forud-
sige de kommende heandelser. Der kan derfor ikke anvendes stokastiske
modeller til at bestemme om en handelse vil indtraeffe; hertil kan kun
bruges deterministiske modeller. Det er heri den grundlaeggende forskel
mellem de to former for modeller bestar. Ved at benytte sig af stokas-
tiske modeller er det siledes muligt at stille andre slags spgrgsmal til
virkelighedsomradet end-det er tilfeldet med deterministiske modeller.

I forbindelse med anvendelse af stokastiske mod'eller eller i det hele
taget sandsynlighedsregning, spger man at fastleegge en sandsynlighed
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4 : Indledning

for en hendelse. Bag dette ligger en antagelse om, hvordan man over-
hovedet kan tilleegge en handelse en sandsynlighed. Man forestiller sig,
- at man kan foretage en uendelig mengde eksperimenter af helt samme
karakter. Hvor hyppigt en handelse forekommer i forsggsrazkken kan
opfattes som den relative hyppighed for en h&ndelse i andre lignende
forsgg af endelig varighed. Den relative hyppighed kan sa oversattes
til sandsynligheden for samme heandelse i ét forsgg. '

Stokastiske modeller anvendes inden for mange virkelighedsomrader,
men har groft set kun to forskellige former for formal: forstaelse eller
handling. Nar det drejer sig om forstaelsesmodeller er formalet fra mo-
delbyggerens side at opna en indsigt i hvilke stokastiske mekanismer,
der influerer pa systemet og hvilke konsekvenser de har. Ved at opstille
en stokastisk model over systemet kan man ggre sig forhabninger om
at forsta de forskellige faktorers indflydelse. Handlingsmodeller bygges
med det formal, at man som modelbruger pa baggrund af modellen
pnsker at vurdere, hvorledes man skal handle. Der vil ud over disse
to adskilte formal naturligvis ogsa eksistere modeller, hvis formal er en
blanding af forstaelse og handling. Uanset modellens formal opererer
den inden for en indskrenket ramme. I arbejdet med modeller ma man
derfor ggre sig disse rammer klart.

Selvom feenomener umiddelbart virker tilfzeldige, viser det sig ofte, at
det er muligt at finde et mgnster i tilfeldigheden. En stokastisk vari-
erende stgrrelse siges at fglge en vis sandsynlighedsfordeling. Hvilken
sandsynlighedsfordeling, der er tale om i det enkelte tilfeelde afhenger
af, hvilke antagelser eller erfaringer der kan ggres om handelsessitua-
tionen. Man kan saledes ved at analysere en handelsessituation habe
at udtale sig om, hvilken fordeling den stokastiske variabel forventes at
folge. :

Formal

Ved semestrets start havde vi ingen anden viden om sandsynligheds-
regning end det man larer i gymnasiet. Vi gnskede derfor at udarbejde
et projekt, der hverken var specifikt eller dybdegaende, men snarere et
oversigtsprojekt, sadan at vi kunne opna en bred forstaelse. Som pro-
jektgruppe har vi vaeret interesseret i at klarleegge forskellige aspekter
af det at modellere tilfzeldige hendelser. Nedenstaende er en beskrivelse
af det vi i den forbindelse har fundet mest interessant at beskzftige os



med.

Det er en del af vores formdl gennem projektarbejdet at opni en
forstaelse af grundlaget for sandsynlighedsmodellering med hensynta-
gen til virkelighedsforestillinger om stokasticitet. Yderligere gnsker vi
en forstaelse af stokastisk modellering af fznomener med stokastisk
indhold.. Via en modelanalyse af forskellige stokastiske haendelser gn-
sker vi saledes at blive i stand til at identificere stokastiske elementer
og tilhgrende fordelinger. Endelig giver behandlingen af modellerne os
forhabentlig et analyseveerktgj, der kan benyttes i andre modelsammen-
heenge.

Vi har valgt at opna dette formal ved at undersage folgende spgrgsmal:

Problemformulering

e Hvorledes kan tilfaeldige feenomener ggres til genstand for mate-
matisk modellering?

o Pa hvilken made optrader forskellige trak af stokastiske elemen-
ter i modeller inden for forskellige virkelighedsomrader?

¢ Hvordan kan man bedpmme stokastiske modeller og hvori bestar
deres anvendelighed?

Metode

Vi vil i dette afsnit forklare, hvordan vi har valgt at arbejde mod be-
svarelsen af ovenstéende problemformulering og dermed begrunde pro-
jektrapportens indhold og opbygning.-

Som navnt var det vores intention at lave et oversigtsprojekt. Det
var derfor vores idé at finde nogle stokastiske modeller, som var forskel-
lige og ogsa daekkede forskellige fordelinger inden for sandsynligheds-
regningen. Pa denne baggrund var det vores gnske at udvelge nogle
genstands- og fagomrader inden for de stokastlske modeller, som ville
give os det pnskede overblik.

Vi stillede flere krav til disse omrader: For det forste ¢nskede vi at fa
forskellige omrader inden for forskellige naturvidenskabelige discipliner
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reprasenteret. Dette krav opstod bade pa grund af det oversigtsmaes-
sige aspekt, som vi gnskede at projektet skulle fa og dels var det fra
projektarbejdets start vort gnske at fa tilgodeset gruppemedlemmernes-
kombinationsfag, som er datalogi, fysik og biologi. Dette viste sig ikke
at blive tilfeldet, men herom senere. Derudover var det et krav, at
omradet skulle vare forholdsvis let tilgengeligt fagligt set, hvor fagligt
ikke refererer til matematikken, men til det fagomrade modellen be-
handler. .

Som naevnt kom projektet ikke til at indeholde stokastiske modeller fra
hvert af de tre naturvidenskabelige omrader datalogi, fysik og biologi."
Det endte med, at kun et af de oprindelige omrader var tilbage, nemlig’
biologi (epidemier). Det var ikke muligt for os at finde et emne inden
for datalogien, der havde en problemstilling, som i alle henseender var
passende til vores formal. Hvad angar fysikken, sa blev det undervejs
sadan at det fysiske emne skulle veare et, der blev beskrevet ved hjelp
af en sandsynlighedsfordeling, som endnu ikke indgik i projektet. Vi
valgte at denne sandsynlighedsfordeling skulle vare Poissonfordelingen
- og dermed ogsa eksponentialfordelingen, som det vil vise sig i kapitel
2 - idet den er yderst anvendt. Det viste sig, at vi var ude af stand til
at finde et omrade, der havde en for os passende sveerheds- og detalje-
ringsgrad matematisk set. I stedet valgte vi derfor at beskeftige os med
dette emne pa en anden made, nemlig ved at lave en mere dybtgaende
teoretisk gennemgang og herefter blot give eksempler pa, hvad og hvor-
ledes man kan modellere og rent faktisk ggr det. Det sidste emne som
vi valgte var casinospil. Dette valg skyldtes hovedsageligt, at det var
gennem spillelidenskab sandsynlighedsteorien opstod.

Efter saledes at have andret vores planer holdt vi dog fast i at ville
behandle tre omrader, som sa blev fglgende

o Casinospil
¢ Poissonprocesser

¢ Epidemimodeller
Kort om kapitlernes indhold
¢ Casinospil

Dette kapitel starter med en kort historisk skitsering af sandsyn-
lighedsregningens oprindelse. Derefter folger et generelt afsnit



om roulettespil og en introduktion til den spilleform, der beteg-
nes red-sort. Herefter behandler vi forskellige strategier for at
spille red-sort alt afheengig af malet med at spille. Strategierne
er det sakaldte udstregningssystem, martingale og bold (betyder
modig pa engelsk). Endelig beskaftiger vi os med the gambler’s
ruin, som er et udtryk for sandsynligheden for at ga fallit.

¢ Poissonprocesser

Som allerede nzvnt indeholder dette kapitel en forholdsvis omfat-
tende gennemgang af teorien bag Poissonprocesser. Heriblandt er
f.eks udledningen af sandsynlighedsfordelingen for antal ankom-
ster og for ventetiden mellem to pa hinanden fglgende ankomster,
der viser sig at vaere henholdsvis Poissonfordelingen og ekspo-
nentialfordelingen. Udover den homogene Poissonproces vil det
generelle teoriafsnit ogsa omhandle forskellige former for inho-
mogene Poissonprocesser. Yderligere vil det generelle afsnit kort
skitsere to former for Poissonprocesser; fadsels- og dgdsprocesser
“samt koteori. Herefter har vi dels for at vise mangfoldigheden af
mulige anvendelsesomrader og dels for at vise hvorledes man i en
enkelt situation alt atheengig af interesse kan anskue situationen
pa forskellige mader valgt at medtage tre eksempler. Kapitlet vil
slutte af med omtalen af to konkrete cases, hvor man rent fak-
tisk har forsggt at modellere virkelige situationer ved hjzlp af
Poissonprocesser. '

¢ Epidemimodeller
Formalet med de stokastiske epidemimodeller er at fa et billede af
epidemiers udvikling; en sandsynlighedsfordeling over antal mod-

* tagelige til neaeste tidspunkt. Epidemierne, som modelleres, fglger
et S — I — R - forlgb (S: susceptible/ modtagelig, I: infec-
ted/ smittet, R: removed/ fjernet i betydningen immun, isoleret
eller dgd). Forst indeholder kapitlet lidt generelt om disse mo-
deller. Herefter fglger gennemgangen af en model over generelle
epidemier, som er en kontinuert model. Enkelte sygdomme har
karakteristika, der ggr det mere naturligt at beskrive dem ved en
diskret model; den sakaldte Reed-Frost model. Endelig er der
en kort beskrivelse af Greenwood modellen, som er en simplere
udgave af Reed-Frost.

Efter hvert kapitel vil vi i en opsamling forsgge at resumere pointerne
i teksten samt foretage en vurdering af modellerne i overensstemmelse
med projektets problemformulering. Der vil sa i diskussionen til sidst




8 Indledning

i projektrapporten blive fart en mere generel diskussion baseret hoved-
sageligt pa disse opsamlinger.



Kapitel 2
Casinospil

Sandsynlighedsregning udspringer oprindeligt fra lysten til at forsta og
- vinde spil baseret pa tilfaeldigheder. Hasardspil er per definition stokas-
tisk, idet man som spiller ikke har nogen indflydelse pa de kommende
udfald. For at opna en forstaelse af stokastiske modeller har vi derfor
fundet det oplagt at kigge pa konkrete former for hasardspil.

I midten af 1600-tallet levede en velanset spiller Chevalier de Méré. Han
tjente gennem en arrazzkke mange penge pa terningkast ved at pasta,
at ud af fire kast ville mindst en vare en sekser. Han mente, at hvis
han pastod, han ud af 24 kast med to terninger mindst en gang ville
sla dobbelt seks, ville sandsynligheden for at vinde vzre den samme.
Men han tabte penge pa veeddemal af denne type og bad derfor den be-
remte matematiker Blaise Pascal om at forklare hvorfor. Lgsningen pa
de Méré’s problem blev fundet af Pascal i 1654 og nedskrevet i et brev
til Pierre de Fermat, med hvem han korresponderede. Under arbejdet
med problemet udvikledes binomialfordelingen og ideen om sandsyn-
ligheder. :

Forklaringen pa de Méré’s problem er fglgende:

At ikke sla en sekser ud af fire slag svarer til at kaste 1,2,3,4 eller
5 alle fire gange. For hvert slag sker dette med sandsynligheden 2 og
saledes er sandsynligheden for, at det sker ved alle fire terningkast (2)*.
Altsa er sandsynligheden for at sla en sekser ud af fire slag 1 — (g)“,

6
hvilket stemmer overens med det folgende.




10 __ Casinospil -

Sandsynligheden for at antallet af succes’er i n slag, S,, er lig ¢ af-
haenger af folgende elementer:

1. Sapdsynlighedén for at z bestemte ternihgkast bliver en sekser er
(5)

2. Sandsynligheden for at resten (n — 1) ikke bliver en sekser, ($)"~*

3. Antal mader hvorpa de 7 kan udpeges blandt n kast, dvs antal

kombinationer af ¢ elementer udtaget af n,

Punkt 3 er en kombinatorisk specifikation, mens punkt 1 og 2 involverer
stokastiske handelser. '

Der er to mulige udfald for hver terning; sekser eller ikke sekser. Om
en terning viser en sekser er uafheengigt af de gvrige terningers ud-
fald. Processen kan derfor opfattes som en serie gentagelser af samme
'forsgg’, der sker under ensartede ydre rammer. Under disse omsten-
digheder fglger S, binomialfordelingen.

Samlet kan sandsynligheden for S, = i derfor udtrykkes som:

P(S. =i} = (’;)(%r‘(g)"-*, i=1m (21)

En anden made at opna 1 — (2)* er ved at benytte ovenstiende formel.
Sandsynligheden for at fa mindst en sekser kan ogsd udtrykkes som
summen af sandsynligheden for at fa netop 1, netop 2, netop 3 og

netop 4.
ZP =1 = (1)@
= 1= () ey

- (gy (2:2)

4

Sandsynligheden for at fa en sekser ud af fire slag bliver saledes det
samme som ved den fgrste beregningsmetode, nemlig 1 — (3)* =

0,51775--.. Chevalier de Méré havde derfor ret i, at det kunne be-
tale sig at indga veeddemal af denne slags.



2.1 Roulettespil 11

At ikke sla dobbelt seks med to terninger er en hzndelse, der forekom-
mer med sandsynligheden 2 for hvert dobbeltkast. Derfor er sandsyn-
ligheden for at det sker i 24 dobbeltkast lig (22)?* . Benyttes (2.1) pa
samme made som fgr, er sandsynligheden for at opna dobbelt seks ud af
24 slag saledes lig 1 — (32)? = 0,4914 - - -. Sandsynligheden for at vinde
de to forskellige vaeddemal er derfor ikke den samme og da sandsynlig-
heden for dobbelt seks i 24 forsgg er mindre end ; er dette forklaringen
pa, at de Méré i det lange Igb tabte penge pa dette veeddemal.

De to ovenstaende udtryk beskriver altsa hyppigheden for gevinst. At
kende denne hyppighed for succes var interessant for de Méré, fordi han
spillede sa mange spil. En sddan model er ogsa relevant for en casino-
ejer, som gnsker at fa et indtryk af den forventede indkomst over et
langt tidsrum.

Som spiller kan man derimod ikke benytte denne model sa direkte som
casinoejeren. Selvom der er é chance for, at terningen bliver en sekser,
kan det ikke med bestemthed havdes, at ved seks kast vil netop én
terning vise en sekser. Spillereglerne for hasardspil, der findes pa ca-
sinoer, er selviglgelig konstrueret siledes, at hyppigheden for succes er
ufavorabel for spilleren. Det, man som spiller derfor gnsker at vide, er
sandsynligheden for at man pa trods af disse ufavorable odds alligevel
vinder; det vil altsa sige sandsynligheden for at en marginalsituation
opstar. '

2.1 Roulettespil

Vi kunne tage udgangspunkt i om man overhovedet skal spille roulette
eller ej, men det vil vi ikke beskaftige os med. Vi tager i stedet ud-
gangspunkt i den situation, hvor spilleren allerede har besluttet sig for
at spille. Valger man at spille, gnsker man naturligvis at optimere sin
mulighed for at vinde. Dette ggres ved at lede efter et bestemt men-
ster; en strategi at spille efter. Vi har valgt at beskrive nogle forskellige
strategier, der er mulige at fglge, nar man spiller roulettespil. For at
lette forstaelsen af disse strategier vil vi fgrst beskrive, hvordan man
spiller roulette.
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Figur 2.1: lllustation af et roulettebord [Ombré, 1991}

En roulette bestar af et hjul med 37 eller 38 fordybninger (afhangig
af om rouletten er europaisk eller amerikansk). De 36 fordybninger er
nummereret fra 1-36, hvoraf halvdelen er rode og den anden halvdel
er sorte. Derudover eksisterer et gront felt 0 (og desuden 00, hvis det
er amerikansk). Vi vil her kun beskaftige os med den europeiske rou-
lette, hvor der altsa eksisterer 37 felter. En kugle roterer i rouletten og
falder til ro i en af fordybningerne. Inden kuglen sattes i gang skal hver
spiller have tilkendegivet sin melding. Spilleren kan valge at satse pa
flere forskellige mader - enten en gruppe af tal, eksempelvis alle de rgde
eller tallene fra 1-18, eller man kan satse pa et enkelt tal. Det er tilladt
at lave flere meldinger i et spil, eksempelvis pa 1, 4, og alle de sorte
felter. Tilbagebetalingen i tilfeelde af succes fastlaegges af casinoet og
afhaenger af sandsynligheden for succes.
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Modelleringer af hasardspil er forholdsvis simple, idet spillet er en kon-
strueret virkelighed. De kan beskrives ved en stokastisk proces nasten
uden informationstab.

I et spil indgar to grundparametre - en, der beskriver sandsynligheden
for succes og en, der fastlaegger tilbagebetalingen i tilfaelde af succes.
Der er forskel pd hvordan de to parametre er fastlagt. Tilbagebetalings-
parameteren er fastlagt pa forhand ved konvention og er altsa en direkte
del af virkeligheden. Sandsynligheden for succes i ét forsgg betegnes p
og fastlaeggelsen af denne parameter er sket ved en forudgaende prin-
cipmodel og derefter overfart til det enkelte spil. Nar man modellerer
roulettespil er det underforstaet, at sandsynligheden for hver af de 37
udfald er lige stor. Desuden er det en grundantagelse, at kuglen lander
i et felt uafthangigt af, hvor den landede i det foregaende spil. De fpl-
gende modeller bygger alle pa denne bagvedliggende principmodel og
der er saledes ikke tale om en fysisk model af roulettehjulet. Som en del
af principmodellen antages det saledes, at der ikke snydes. Dette kan
underseges pa mekanisk eller statistisk vis, men i modelantagelserne er
der set bort fra ydre pavirkninger, sasom om roulettehjulet er skevt.
Den ideelle spillesituation udggres saledes af principmodellen samt af
spillereglerne, der blandt andet bestemmer gevinsten ved succes og en
pvre/ nedre granse for indsats. :

Rgd-sort

At spille rgd-sort er principielt det samme som at spille lige-ulige eller
1-18 / 19-36 (se figur 2.1), da der er lige stor sandsynlighed for et rgdt
som for et ulige tal. I det kommende afsnit vil vi blot benytte 'r¢d-sort’
som betegnelse for spil af denne type. I rad-sort spilles ikke pa bestemte
numre, men pa enten rgd eller sort; hvis kuglen falder i en henholdsvis
red eller sort fordybning, har man altsd vundet. Det antages, at der
er tale om en ideel spillesituation, hvilket betyder, at sandsynligheden
for at fa red er den samme som for at fa sort. Denne sandsynlighed
er mindre end 1, idet O-feltet er grant. Der eksisterer specielle regler
for hvad der sker med den samlede indsats i tilflde af, at kuglen lan-
der i 0. Disse regler kan variere for de enkelte casinoer; eksempelvis
er det nogle steder sadan at hele den samlede indsats tilfalder casinoet
og andre steder sadan at spillere, der har satset pa rgd-sort skal lade
deres melding og indsats vaere uforandret til et ekstra spil. Et spil, hvor
sandsynligheden for gevinst er mindre end 1, betegnes 'subfair’. Som
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navnt lander kuglen i et felt uafhangigt af det foregdende felt. Dette
er dog ikke ngdvendigvis det samme som at hvert spil er uafhengigt
af det foregaende. Netop i tilfeeldet med 0 er det nastkommende spil
ikke npdvendigvis uafhangigt af det foregaende. De modeller som vi
vil behandle bygger alle pd den antagelse, at man i tilfeelde af 0 taber
sin indsats.. Dermed er det ene spil uafhangigt af det andet. I den situ-
ation vi gnsker at modellere galder det, at man ved succes far udbetalt
2 gange indsatsen og at man ved fiasko taber hele indsatsen. Endelig
er det et krav, at man ikke ma satse flere penge end man besidder.

Som spiller kan man eksempelvis satte sig folgende forskellige mal:

1. Man gnsker at spille, indtil man har opnaet et tilpas stort over-
skud.

2. Man ¢nsker at opna en pa forhand fastlagt formue.

3. Man ¢nsker at spille, til man blot har opnaet et overskud.

Det i 1 skitserede mal er af meget subjektiv karakter, idet spilleren
kan endre opfattelse af 'tilpas’. Malet er ikke veldefineret og mangler
saledes yderligere praecisering for at kunne modelleres. Vi gnsker at
beskrive nogle strategier for, hvordan man skal spille, hvis man har 2
eller 3 som mal. Det skal pointeres, at det for de kommende strategier
er en forudsatning, at i fald man som spiller besidder den indsats, som
strategien byder en at satse, sa er det muligt at satse dem. Der tages
altsa ikke hgjde for den situation, at der pa virkelige casinoer findes
bade en gvre granse for indsats, et sakaldt loft og en nedre granse, som
i det mindste sattes af den laveste mentenhed. Ofte vil bundgraensen
dog vare fastsat af den billigste jeton.

2.2 Strategier for rgd-sort

I dette afsnit vil vi gennemga nogle af de mest anvendte strategier.
Vi har taget udgangspunkt i rgd-sort, men det skal nevnes at strate-
gierne ogsa er anvendelige i en mere generel ramme, der dog kan variere
fra strategi til strategi. Vi forudseetter at der ikke sattes nogle ydre
begransninger for strategiernes udfgrelsesmuligheder.
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Udstregningssystemet

Udstregningssystemet kunne intuitivt set ligne en sikker strategi, nar
man ¢nsker at opna en pa forhand fastlagt formue; der er saledes tale
om et mal af typen 2. Inden spillet begynder, fastsztter spilleren det
belgb, hun gnsker at vinde, men stiller ingen betingelser pa antallet af
spil dette matte kraeve. Derefter opstilles en rakke af vilkarligt mange
positive tal, hvis samlede sum giver det gnskede belgb. Det fgrste og
sidste tal i raekken summeres og denne sum er indsatsen. Vindes spillet,
udstreges disse to tal i reekken. Tabes spillet, tilfgjes summen af de to
tal bagest 1 raekken. Den naeste indsats vil sa igen vare summen af det
forste og sidste tal. Hvis raekken pa et tidspunkt kun bestar af et enkelt
tal, er dette tal den naste indsats. Summen af rakken viser altsa til
ethvert tidspunkt, hvor meget man mangler at vinde for at opna sit
mal.

Onsker man eksempelvis at vinde 21 enheder, kan rakken se ud pa
folgende made: 4 71 3 4 2. Den forste indsats vil sa veere 4 + 2 = 6.
Hvis spillet vindes, vil naeste rakke se saledes ud: 7 1 3 4. Tabes spillet
derimod, vil raekken se sadan ud: 4 713 4 2 6. Spillet fortszettes, til
der ikke er flere tal i rekken, hvorved spilleren har opnaet sit mal.

Det skal lige naevnes, at vi i litteraturen ikke har fundet en matematisk
teori bag denne strategi. Intuitivt virker strategien dog sikker, givet at
man har uendelig mange penge og spil til sin radighed.

Martingale strategien

En velkendt sikker strategi er martingale strategien. Malet er at spille
indtil man har opnaet et overskud, altsa et mal af formen 3. Grund-
ideen i denne strategi er at fordoble sin indsats, nar man taber og stoppe
forste gang man vinder.

Lad n = 1,2,--- veere antallet af spil og z; spillerens formue efter ¢
spil. Det antages yderligere, at man efter et vundet spil far udbetalt
det dobbelte af sin indsats, det vil sige at tilbagebetalingsparameteren
er 2.

Antag for eksempel, at man spiller roulette og vélger at spille pa red
hver gang. Begyndelsesindsatsen er zo. Vindes det fgrste spil stopper
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man spillet og har nu formuen 2z,. Man har nu naet det gnskede mal,
nemlig et overskud; dette overskud er lig begyndelsesindsatsen. Taber
man derimod det forste spil, satser man z, = 2z¢ neaste gang. Vindes
dette spil, far man udbetalt 2z, = 4z¢. Da man samlet har satset 3z,
har man nu et overskud pa z, og stopper spillet. Hvis man taber bade
forste og andet. spil har man mistet z¢ + =, = 3o og skal derfor satse
z9 = 2z; = 4z i tredie spil. Saledes fortseettes spillet med en fordob-
ling af den forrige indsats hver gang der tabes. Sa snart et spil vindes,
stoppes spillet og spilleren har opnaet et overskud, der altid vil vaere
lig begyndelsesindsatsen. Da sandsynligheden for at fa fiasko n gange 1
trek ((1—p)") gar mod 0 for n gaende mod oo, er martingale en sikker
strategi, nar man har som mal at opna et overskud.

Bold strategien

Det skal naevnes, at dette afsnit kraftigt bygger pa fremstillingen i [Ja-
cobs, 1992] og at enkelte passager vil vare direkte oversat herfra. Der-
udover bygger afsnittet pa gennemgang ved vores vejleder.

Situationen er fglgende: Man har et givet startbelgb, som man ¢n-
sker at omdanne til en storre fastlagt formue. Dette er saledes et mal
af typen 2. Spergsmalet er, hvorledes man skal spille, sadan at sand-
synligheden for at opna denne malformue er stgrst mulig. I red-sort,
hvor odds’ene som navnt er fikserede og subfair og hvor alle spil er ind-
byrdes uafhzngige af hinanden, vil vi vise, at det er optimalt at spille
modigt, den sakaldte 'bold’ strategi.

Bold strategien er at satse den akkumulerede formue, indtil man
har opnaet mindst halvdelen af sin malformue, hvorefter indsatsen er
saledes, at vinder man, sa har man opnaet sit mal. (I tilfeldet rgd-sort,
hvor gevinsten er det dobbelte af indsatsen, betyder det, at man efter
at have opnaet mindst halvdelen af sin malformue skal satse det man
mangler i at have opnaet sit mal.) Taber man et spil efter at have naet
halvdelen, fortsztter man med at satse sin formue, indtil man igen har
opnaet halvdelen af malet. Dette er en teoretisk betragtning, som ikke
altid er mulig i en reel spillesituation, men den teoretiske analyse af
bold strategien forudsatter, at indsatsen kan vaere et hvilket som helst
reelt tal. Derudover forudsattes det, at spilleren spiller n spil.
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At denne strategi er optimal er ikke umiddelbart indlysende. Vi vil
nu vise at under visse forudsatninger vil den vere det.

Vi vil starte med at oversatte strategien til. matematik. I modellen
indgar to parametre r og p. Parameteren r er en invers vindings-rate;
hvis spilleren i et forseg satser s og vinder far hun udbetalt 2. Sand-
synligheden for succes i ét spil betegnes p. Betingelserne for, at bold er
en optimal strategi er, at p < 1 og r > 1. (Dette er tilfzldet i rgd-sort,
hvor r = J og p = 18). Det er i denne strategi tilladt for spilleren
at satse en hvilken som helst del e af sin samlede formue a. Safremt
spilleren satser e er der to mulige nye formuer efter spillet:

a — e i tilfeelde af fiasko.

a—e+ £ =a+ Lei tilfelde af succes.

Vi indferer folgende notation p = 1 — p og ¥ = 1 — r og kan derfor
omskrive de to mulige formuer til :

a — e i tilfeelde af fiasko: sandsynlighed p

a + Ze i tilfelde af succes: sandsynlighed p.
Vi vil normere malformuen til at vare lig 1.
‘En strategi for sadan en model med et bestemt antal forsgg n er en
funktion ¢(a, k), der er defineret for reelle tal @ > 0 og hele tal k > 0
og som tilfredsstiller ¢(a, k) < a overalt. Denne funktion forteller spil-

leren, at hvis formuen er a og der er k spil forude, sats da e = ¢(a, k).

Vi kan nu for r = } formalisere bold strategien til dette udtryk.

a hvisa<%
@P%P(a,k)=¢ 1—a hvisi<ac<l
0 hvisa > 1

Denne funktion/ strategi afhzenger ikke af k, men denne notation be-
nyttes da andre strategier kan afhaenge af k. Specifikationen ¢(a, k) = 0
for @ > 1 betyder, at man har naet sit mal og skal stoppe spillet.

‘Sandsynligheden for at overleve, altsa na sit mal, efter n spil, nar man
spiller bold og har en given begyndelsesformue a, betegnes PEOLD(q),
hvad vil PB3LP(a) vare?
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For 0 < a < } overlever man, netop hvis man vinder det fgrste spil
(sandsynlighed p, resulterende formue 2a) og derefter overlever yder-
ligere n spil: overlevelse sker med sandsynlighed pPE9LP(24)

For % < a < 1 overlever man, hvis en af fslgende to situationer fo- -
rekommer: 1) Man vinder det fgrste spil. Dette sker med sandsynlig-
heden p og den resulterende formue er 1. 2) Man taber det farste spil
(sandsynlighed p, resulterende formue a — (1 —a) = 2a -1 € [0, %[)
og overlever sa de naste n spil. Sandsynligheden for denne hendelse
er pPBOLD(2q — 1). Da de to handelser er disjunkte, skal sandsynlig-

hederne adderes for at f& den samlede sandsynlighed.

Folgende rekursionsformel udtrykker dette.

pPBOLD(2q) for0<a<}
PESP(a) = { p+pPEOLP(2a~1) for L <a <1
1 fora>1

Efter at have beskrevet situationen for r = 1 gnsker vi nu at generalisere
dette til en vilkarlig strategi ¢ og en generel situation, hvor parametrene
p og r ligger mellem 0 og 1. Sandsynligheden for at overleve n spil
forudsat man fglger strategien ¢ betegnes P?. Hvis man starter med
en indsats ¢(a,n + 1) og vinder forste spil, sa opnas en ny formue pa
a + Zp(a,n + 1) og man overlever kun hvis strategien ¢ ggr at man
overlever i n forsgg startende derfra. Sandsynligheden for dette er

pPf(a+ Sso(a,n + 1))

Hvis man derimod taber det fgrste spil, har man en ny formue pa
a — p(a,n + 1) > 0 og overlever med sandsynligheden

pPl(a—¢(a,n +1))
Dette medfgrer fglgende rekursionsformel

Pla(a) = pPi(a+Zp(an+1))
+ pP?(a — p(a,n + 1)) n=01,.- (2.3)

Denne rekursionsformel er generel for alle strategier.
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Definition Lad 0 < p, r < 1. En strategi ¢ siges at vare optimal
for et casino beskrevet ved parametrene p, r og for n spil, hvis

PHa)2PYa) . a20 (2.4)
for alle strategier .

Vi gnsker i resten af dette afsnit at vise, at bold strategien altid er
optimal, hvis n < 2. Derudover vil vi vise, at bold er optimal for
n > 3, hvis p < § og r > 1. Sidstnavnte inkluderer rgd-sort.

Vi vil nu indfere notationen ¢B9LP(qa) i stedet for ©POLP(a, k), da
bold strategien ikke afhanger af k. Vi definerer

for0<a<r

a
©POLP(a) = f(l1-a) forr<ax<l
0 fora>1

L(1—a) fremkommer ved fglgende overvejelser: hvis man har en formue
 a mangler man 1 — a for at have naet sit mal. Valger man at satse
e mangler man yderligere e og gevinsten ved succes skal derfor vere
(1—a)+e. Dette opnas ved at satse e = 1=3*€ som er lig med L(1-a).

Vi vil nu generalisere rekursionsformlen for specialtilfeeldet r = % (md-
sort). Bemeerk, at vi nu i stedet for PBOLD indfgrer notationen P,.

pF.(2) for0<a<r
Poji(a) = p+pPa(%F) forr<a< (2.5)
1 - fora>1

Det kan konstateres, at P,(a) er en svagt voksende funktion for a > 0.
Dette er en iagttagelse som vi senere vil fa brug for og derfor har valgt
at vise.

Bevis :

0 for0<a<l
n=0: Po(a)={1 fora;I
pPo(?) for0<a<r
n=1: Pla)=( p+pPo(3) forr<a<l
1 fora>1
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Benytter vi nu formlen for Py(a) kan det ovenstaende udtryk reduceres
til
0 for 0755 a<r
n=1: Pla)=< p forr<ac<l
1 fora>1

Vi vil nu lave et induktionsbevis, hvor antagelsen er at P,(a) < P,(b)
for alle a < b og hvor vi pa denne baggrund gnsker at vise, at sa er det
ogsa sandt for n + 1.

Vi kan opsplitte i folgende tre situationer:

1. For a < b < r gelder
Pryi(a) = pPy(2),ideta <r
Da P, er en svagt voksende funktion fas felgende ullghed
pPa($ )<PP( ) = P (b)
Samlet har vi nu i dette tilfzelde vist at P,,H( ) € Poya(b).

2. For a < r < b geelder
Pn+l(b) =p +ﬁPn(b—:-_t)s da' b 2 r
Benyttes at sidste led pa hgjresiden er ikke-negativt, opnas
P+ oP.(}5) 2 p
Idet vzerdien af en sandsynlighed er et ikke-negativt tal <1 gel-
der fglgende ulighed
p 2 pPu(2) = Pryi(a)
Vi har siledes vist, at Po4q(b) > Poy1(a).

3. For r € a < b kan man ved at benytte de samme overvejelser som
il.og?2 fa fo)lgende ulighed
Pas1(b) = p + 5Pa(%55) 2 p + HPA(25) = Paya(a)
Det gzelder altsa at Pn.H(b) > Pri1(a).

Vi har nu undersggt for alle tre mulige situationer og kan derfor kon-

kludere, at hvis P, er svagt voksende, sa er P,,; ogsa svagt voksende.
a

Vores fgrste mal er at vise, at bold er en optimal strategi for n = 0,1, 2.
For at kunne dette er vi ngdt til at indfere to lemmaer. Uligheden som
opskrives i lemmaerne betyder, at sandsynligheden for at overleve nar
man satser et vilkarligt e er mindre end hvis man satser e = pB9LP(q),
altsa folger bold strategien. Kan vi vise at disse lemmaer gelder for
n = 0,1,2, sa har vi vist det gnskede.
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Lemma 2.1
Hvis0 <e<a, a+fe>1,si gelder

PPa(a+2e) 4 PPaa =€) S Pan(@)  (n=0,1:)  (+)

Pointen er at indsatsen e ikke er knyttet til en strategi.

Bevis : De tre udsagn r < 1,a > e og a + e > 1 medforer

l. a=ra+7a>ra+fe=r(a+Le)>r og siledes er
Pu(a+le)=1, og Pnui(a)=p+pPu(%F)

F

2.a—e=2~-Z(a+e) < 55

Da P, er en svagt voksende funktion, medforer det at

r a-—r V
PPn(a+;6)+}-7Pn(a—e)SP+an( 7 )=Pn+l(a)
O
Lemma 2.2
Hvis0 <e<a, n=0ellern=1, sa
PPa(a+ =€) + FPu(a =€) < Pani(a) (*)

Bevis : Tilfzldet a + §e > 1 blev behandlet i lemma 2.1.
Hvis a + Ze < 1, s er a < 1 og derfor Po(a + Ze) = 0 = Py(a — e).
Séledes geelder det for n'= 0 at

7‘. o
pPo(a + Ze) + pPofa —¢) < Pi(a)
For n = 1 opdeler vi i to tilfelde:
a<r Sier Pi(a—e)=0o0ga+le="otlc Lratla 2

og saledes er )
pPi(a+ Le) + FPi(a — €) = pPi(a + Ze) < pPi() = Py(a)
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a>r Saer P(a) > p. Fraa+ Ze <1 udledes at Pi(a + Ze) < p og
a—e<a+ §e < 1 og dermed P;(a — e€) < p. Dette medfgrer
pPi(a+ le)+pPi(a—e) < pp+ pp =p < Py(a)

0

Vi har nu opskrevet og bevist de to lemmaer og kan derfor nu ved
hjalp af lemma 2.1 og lemma 2.2 bevise fglgende satning.

Sztning 2.3

Bold strategien er optimal forn = 0,1, 2.

Bevis : For n = 0 er alle P{ ens uanset strategi, sa derfor er bold
optimal i dette tilfeelde. Med udganspunkt i at bold er optimal for
n = 0,1 vil vi nu ved et induktionsbevis godtggre at bold er optimal
for n, sa er den ogsa optimal for n + 1. Vi benytter os forst af den
generelle rekursionsformel (2.3)

Pin(a) = pPL(a+ ~p(an+1))
+ PP (a — p(a,n + 1))
PPala + Spl(a,n + 1))
+ pPa(a = p(a,n +1))

IA

Denne ulighed galder, idet bold antages at vere optimal for n. Vi
setter nu e = p(a,n + 1) < a og anvender lemma 2.2, hvorved det fas
at det ovenstaende udtryk er

S Pn+l(a’)

Da denne ulighed er sand for n = 0,1 er den ogsa sand for n = 2 og
dermed er satningen bevist.
a

Til bade lemma 2.1 og 2.2 hgrer visse betingelser, der skal opfyldes,
for at den ulighed (), der viser at bold er en optimal strategi, er sand.
I beviset til seetning 2.3 anvender vi et induktionsbevis, der viser at er
denne ulighed sand for n medferer det at den ogsa er sand for n + 1.
Undervejs i dette induktionsbevis benyttedes lemma 2.2 og vi kan der-
for kun bevise at det galder for n op til 2. Det vi derfor ensker nu
er at vise at uligheden ikke kun gelder for a + Ze > 1 (betingelsen i
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lemma 2.1), men ogsa for a + Ze < 1. Kan vi vise dette, er betingel-
sen sa at sige ikke l&ngere en betingelse og vi kan derfor benytte os
af induktionsbeviset, som sa ikke kun kan anvendes for n = 2 men for
alle n. I sa fald har vi vist at uligheden geelder for 0 < e < a og for
alle n = 0,1,--- og dermed at bold er en optimal strategi for alle n,
nar p < 3 <r. For vi er i stand til at vise dette, ma vi endnu engang
benytte os af et lemma.

Lemma 2.4
Ladn € {0,1,---},p < } < r og antag, at

PPa(a+ Ze) +pPua =) S Prn(@) (0Se<a) (o

S3 gaelder at for alle a, 8,7, sddan at 0 < B < a < v skal folgende
udsagn gelde

P(Pa(@) + Pa(B)) € Papa((r — FJy + Fa + 8)) (2.6)
og
B(P(@) + PalB) S (= p) 4 Pl = Ay + 7(a 4 B)  (27)
Bevis : Vi>starter som navnt med at antage, at 0 < 8 < a < 4. St
@z ra+7f og e=r(a-p)

Dette medfgrer

a+:e=aoga—e=ﬂ
r

Nu medferer (x), at
pPu(a) + pPa(B) £ Popa(ra +78) . (2.8)
Da r > 1 medfgrer r > 7, geelder at
ra+#8 = (r - f)a+f(a+ B) < (r - 7)y + 7(a + §) (2.9)

Idet P4, er en svagt voksende funktion opnas

pPo(a) + pPu(B) € Popa((r — 7)y + 7(a + B)) - (2.10)
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Dap< % og P jo er defineret som p=1—per p < p. Dette medfgrer
at venstresiden i (2.10) er > p(P.(a) + P.(8)), hvilket beviser (2.6).
For at opna udsagn (2.7) observerer vi

B(Pn(a) + Pu(B)) = (p—p)Pa(a) + (pPa(a) + pPa(B))
< (p=p) + Pusr(ra+7B) (ved (2.8))
S (P—-p)+ Pusa((r = F)y +7(a + F))

Sidstnavnte fas ved (2.9) og ved at P,,, er en svagt voksende funktion.
a

Bevis : Vi vil nu bevise
pP.(a + Ee)+ﬁPn(a—e) < Poji(a) (n=0,1,--+)

Tilfeeldet n = 0 er vist gennem lemma 2.2. Beviset vil vare et induk-
tionsbevis, hvor vi antager at udsagnet er sandt for n og e¢nsker at vise
at det i sa tilfalde ogsa er sandt for n + 1.

Lad 0 € e < a. Lemma 2.1 gjaldt for tilfzeldet a + fe > 1. Derfor

antages nu, at a + fe < 1. Vi opdeler dette i fslgende fire undertil-
feelde.

1. a+ §e <r

2.a<r<a+’e

.a—-e<r<a

4. r<a—ce
Vi har fundet det for omfattende at medtage beviset for alle ovennavnte
tilfeelde og har derfor valgt kun at medtage beviset for et enkelt tilfeelde,
nemlig for 3, da det er her alle lemmaerne anvendes. (Er man interes-

seret i beviset for de tre andre tilfeelde henvises til p. 228ff i [Jacobs,
1992]) '
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Vi starter med at bruge rekursionsformlen (2.5), som medfgrer

T
pPryi(a + ;6) + pPrsi(a —€)

(a+Ze)-r a-

)) + PpPu(

%)
)

p(p + pPa(

) (a+Ze)—r a—e
P+ PP(Pn(_F)——) + P

Vi anvender nu lemma 2.4 med

Yy =
a =

,B =

1
(a+-::e)—r
r
a-—e
T

r—r4+r T
(—= —)
_ T r r
r—r+a+-e—r+4+-a-— -e
T r r
T _ ra+4+ra _ a _
a+-a—-r1= - r=—-=-r
r r T
a a-—r
-—14+r= +r
ro. T

Formel (2.7) i lemma 2.4 og rekursionsformlen medfgrer

.F
pPrii(a + ;e) +pPrsi(a—e)

((1_+§__Q;7‘_)+Pn(a—e

a-—r

P’ + Bp( Pu( )

r

+7))

P’ + p((p — p) + Pua(

r

. r
PP+ pPrja( —+ r)

a-—rT

pp + p(p + pPa( = ))

a—r
5p (AT
p+ ppPa( = )
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Men

a—r 1 _ r r r
- = —(ra+7a)—-=a—-e+e+-a—-
r F r
= (a—e€e)+=-(a+-€)—<
(a=€)+ 2o+ e) -
ror
< r+-—z-=r
FoT

- tillader os at fortsaette

a—r

a-—r
P+ ppPu(——) = p+ pPon( ) = Paya(a)

r
Vi har nu bevist at bold er en optimal strategi for alle n i tilfzelde 3. De
andre tilfaelde foregar pa nogenlunde tilsvarende made. Vi tillader os
nu at konkludere at bold er en optimal strategi for n = 0,1, -- under
de opstillede forudsatninger. 7 O

2.3 The gambler’s ruin

"The gambler’s ruin’ er en klassisk problemstilling, der omhandler sand-
synligheden for at en spiller bliver ruineret. Man gnsker pa baggrund
af spillerens begyndelsesformue og gnskede malformue at vurdere sand-
synligheden for, at hun pa et eller andet tidspunkt gar fallit, givet at
hun felger en vis pa forhand fastlagt strategi.

Situationen er fglgende: en spiller mgder op med en formue, som er
mindre end hendes malformue. Hun satser hele tiden én enhed. Stra-
tegien, der bestemmer indsatsen, er altsa en konstant funktion. Vinder
hun et spil, far hun to enheder i gevinst. Taber hun derimod spillet,
mistes hele indsatsen. Spilleren fortsetter med at spille, indtil hun en-
ten har opnaet sit mal eller ikke har flere penge at satse. Vi gnsker nu
et udtryk for sandsynligheden for, at spilleren gar fallit.

I det foregaende afsnit om bold strategien var det formalet at vise,
at bold var en optimal strategi nar man havde det mal at opna en
pa forhand fastlagt formue i et givet antal spil. Her er situationen en
lidt anden, idet strategien allerede er fastlagt og antallet af spil ikke
er begrenset. Det vi derimod gnsker at vide er sandsynligheden for at
spilleren gar fallit, forudsat at hun fglger strategien. Givet man gnsker
at spille et spil, der opfylder betingelserne kan man saledes benytte the
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gambler’s ruin til at vurdere i hvilket spil, sandsynligheden for at gi
fallit er mindst.

I dette afsnit vil vi saledes beskrive en model, der udtrykker sand-
synligheden for at blive ruineret, nar sandsynligheden p for at vinde ét
spil er forskellig fra 1. Udledningen af denne model og modellen, hvor
p= % findes i appendix.

Vi forestiller os en spiller, der gnsker at erhverve sig en formue pa
N enheder, hvoraf spilleren i forvejen har formuen £ < N. Spilleren
gar pa casino og spiller gentagne gange et hasardspil med en indsats pa
én enhed per spil. Sandsynligheden for gevinst er p, hvor p €]0,1].

Der kan indtraffe folgende to heendelser i hvert spil: enten vinder spil-
leren og modtager yderligere én enhed fra banken eller spilleren taber
og mister den satsede enhed. Det antages, at spilleren fortsaetter indtil
-én af to begivenheder indtraffer: enten har spilleren opnaet en formue
pa N enheder eller spilleren er ruineret.

Til ‘at bestemme sandsynligheden for at spilleren bliver ruineret, op-
stilles folgende model, der er rekursiv i k.

Lad A(k) betegne den hendelse, at spilleren pa et tidspunkt bliver
ruineret, hvor k er begyndelsesformuen. Det antages saledes, at N er
et fast tal, der er bestemt ud fra problemstillingen og at & kan variere i
{0,1,..., N}. Lad desuden B vzre udtryk for den haendelse, at spilleren
far gevinst i det forste spil. Den komplementzre handelse til B, B, er
saledes udtryk for den handelse, at spilleren ikke far gevinst i forste
spil. '

‘For nemheds skyld indfgrer vi folgende notation: P(A(k)) = P, der
er sandsynligheden for ruin med begyndelsesformuen k. P, = 1, da
spilleren er ruineret fra starten og derfor ikke har noget at spille for.
Py = 0, da spilleren fra starten har opnéet sit mal og derfor ikke be-
hgver at spille. For alle andre k € {1,2,.., N — 1} har vi:

P = P(A(k)) = P([BN A(K)] U [BN A(K))) .

der er sandsynligheden for, at spilleren vinder fgrste spil og bliver rui-
neret pa lang sigt eller spilleren taber fgrste spil og bliver ruineret pa
lang sigt. Da disse to handelser er disjunkte i og med man ikke bade
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kan tabe og vinde det forste spil pa samme tid, kan P, skrives som
summen af sandsynlighederne for hver af hzndelserne:

P, = P(A(k) N B) + P(A(k)n B)
Vi kan siledes ' omskrive ovenstaende udtryk for P; til:
P. = P(A(k) | B) P(B) + P(A(k) | B) P(B) (2.11)

Vi vil lade P(B) = p (sandsynligheden for gevinst i ét spil) og

P(B) = (1 - p).

P(A(k) | B) er sandsynligheden for, at spilleren bliver ruineret, nar
begyndelsesformuen er k enheder og det er givet, at spilleren vinder
det fgrste spil. Situationen er altsa den, at spilleren efter det fagrste -
spil har k + 1 enheder, hvorefter der spgrges om sandsynligheden for,
at spilleren bliver ruineret. Sandsynligheden for at en spiller bliver ru-
ineret, nar formuen er k + 1 enheder er jo P(A(k+ 1)) = Piyq. Vi har
altsa P(A(k)| B) = Pry1.

I den anden situation har spilleren tabt det fgrste spil; dvs formuen
er pa k — 1 enheder. Derefter spgrges der om sandsynligheden for,
at spilleren bliver ruineret. Dette forer til fglgende sammenhang:
P(A(k) | B) = P(A(k — 1)) = Pi_;. Ved indsattelse i (2.11) far
vi fglgende udtryk : '

Py = Peyy p+ Pia(1 - p)

Dette er en rekursionsformel, hvor k € {l,é,...N -1}, B, =1 og
Py =0.

Opgaven er at bestemme sandsynligheden for at blive ruineret for alle
k ud fra dette ligningssystem, der er en differensligning. Denne diffe-
rensligning er udledt 1 appendix, og lgsningen bliver:

(5R)* = (BN 1
P = 1_(%2)1\, forp;é§ (2.12)

'Ifglge definitionen pa betinget sandsynlighed galder det, at P(A(k) N B) =
P(A(k) | B) P(B)
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Hvis p = } = 1 — p, ma sagen af tekniske arsager gribes an pa en lidt
anden made. I sa fald bliver lgsningen

Po=l-%  forp=g (2.13)
Spiller man kun et fastsat antal spil, kan man ikke direkte anvende
denne model, idet den beskriver sandsynligheden for at ga fallit over et
. leengerevarende forlgb. Modellen kan dog anvendes, hvis man antager
at det enkelte spil overtager sandsynligheden og denne verdi benyttes
sa som en form for odds. Nedenstaende er et eksempel pa hvordan the
gambler’s ruin kan benyttes.

Anvendelse af The Gambler’s Ruin pa roulette

Modellen for the gambler’s ruin er meget fglsom for verdien af p, hvil-
ket ses af de fglgende to eksempler. I ferste eksempel har vil valgt
europaisk roulette hvor sandsynligheden for at vinde, nar man spiller
rgd-sort er 2. I andet eksempel har vi valgt p = ;. Vi valger et fast
N = 1000 og lader k variere. :

Py =1 ’ Pioo =0,9
Psoo = 1 : Psgo = 0,5
Pogo = 0,996 . Pao =0,1
P990=0,418 P990=0,01
Pogs = 0,237 Pogs = 0,005
Pogg = 0,053 Page = 0,001

Ud fra disse beregningseksempler ses det, at selv om en spillers be-
gyndelsesformue er tet pa det forudbestemte mal, er sandsynligheden
for at blive ruineret bemarkelsesveerdig stor, nar p < 3.

Tilsvarende beregninger kan udfgres for andre spil, der opfylder de for-
nzvnte spilleregler. Det er pa denne made muligt at vurdere sandsyn-
ligheden for at ga fallit i forskellige spil og dermed foretage en sammen-
ligning.

2.4 Delkonklusion

Den virkelighedssituation vi har behandlet i dette kapitel bestar af flere
faktorer - et roulettehjul og en kugle, der lander i et af felterne samt
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spilleregler for minimum og maximum indsats, tilbagebetaling, spiller-
nes indsats mm.

Spilleregler og tilbagebetaling er omstandigheder, der forholdsvis nemt
og uden informationstab kan oversattes til den matematiske verden.
Man kan sige at de pa forhand er fastlagt ved konvention. De egentlige
vanskeligheder bestar i at fa-modelleret den del af virkeligheden, der
ikke pa forhand er fastlagt. I tilfzldet roulettespil drejer det sig f.eks
om hvor kuglen vil lande. Dette er et stokastisk element, da det ikke er
muligt at forudsige, hvad handelsen vil blive. Man har istedet mulighed
for at angive en sandsynlighed for hver enkelt af de mulige hendelser.
Disse sandsynligheder afhenger af de fysiske rammer eksperimentet
udspiller sig inden for. De afggrende faktorer er f.eks roulettehjulets
snurren, kuglens bevaegelse osv. Via en principmodel er det bestemt,
at sandsynligheden for at kuglen lander i et felt er lige stor for alle
felter. Denne principmodel udggr en del af idealiseringen fra virkelig-
hed til det matematiske univers. Derudover antages det, at hvert spil
er uafhengigt af de foregaende spil. Givet disse idealiseringer er man
saledes i stand til at modellere det virkelighedsomrade, der udggres af
roulettespillet. Det skal navnes, at man i stedet for en principmodel
kunne have valgt at udarbejde en fysisk model til at fastleegge sand-
synlighederne. En sadan fysisk model ville krave adgang til egentlige
data.

Taenker man pa roulettespil pa et casino er der flere stokastiske element-
er involveret. Vi har i kapitlet koncentreret os om at se situationen fra
en spillers synspunkt og ggr man det bestar systemet udelukkende af
det naevnte stokastisk element, nemlig hvor kuglen vil lande.

Ser man i stedet situationen ikke fra en spillers men fra casinoets side
er situationen ikke den samme. Hvor kuglen vil lande er stadig et
stokastisk element, men ikke leengere det eneste. Fra casinoets syns-
punkt er ogsa spillernes opfersel stokastisk; hvilke felter de vil spille
pa og med hvilken indsats, altsa deres strategi. Hver enkelt spiller ved
hvorledes hun vil opfgre sig, men da hendes spil er uathangigt af de
andre spilleres spil er dette element uden betydning for hver enkelt spil-
ler. (Uatheengigheden skyldes at tilbagebetalingsparameteren er fast og
ikke athaenger af hvor mange spillere, der spiller pa det samme.) Dette
element er derimod ikke uinteressant for casinoet, der vil vare interes-
seret i at kunne vurdere deres geesters spillestrategi og pa denne made
ogsa vurdere sandsynligheden for ikke at have nok penge til at udbetale
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alle gevinster.

Da vi i selve kapitlet kun har beskzftiget os med spillerens synsvin-
kel vil resten af delkonklusionen kun omhandle denne form for model.

Nar man ved hjelp af de ovenstdende idealiseringer har faet reprasen-
teret virkelighedsomradet har man mulighed for at spgrge, om sand-
synligheden for at man efter k ens forsgg har haft succes i n tilfeelde.
Hertil benyttes binomialmodellen. For at kunne benytte binomialmo-
dellen skal situationen opfylde to vigtige forudsatninger; dels skal der
veere uafhengighed mellem hendelserne og dels er der kun to mulige
heendelser (succes og fiasko). Binomialmodellen giver imidlertid ikke
svar pa sandsynligheden for at man har niet det fastsatte mal. Dertil
har man behov for at kende spillestrategien. Med kendskab til strate-
gien har man nu mulighed for at spgrge om sandsynligheden for at man
efter k forseg har naet malet.

Modeller udggr saledes grundlaget for en beslutning onﬁ, hvorledes der
skal ageres; der er altsa tale om en handlingsrettet model.

Bag hver af de behandlede strategier ligger nogle antagelser om spille-
reglerne, om spillerens gkonomiske startsituation og hendes intentioner
med spillet. Generelt gelder det for alle spillestrategierne at der fot-
ventes, at det er tilladt at satse det belgb, som strategien pabyder en.
Dette vil ikke altid kunne lade sig gore i realiteten, idet der fra casinoets
side er lagt en begraensning for anvendelsen af disse strategier. Denne
begraensning bestar i at der er fastlagt et gvre loft for indsatsen. Der-
udover er der en tilsvarende begransning i form af en mindsteindsats,
hvilket betyder at det ikke altid vil veere muligt at satse det belab,
strategien byder pa grund af casinoets mindste 'mgntfod’, jeton. Er
Jetonen med den mindste veerdi eksempelvis 20 kr vaerd, kan man kun
opna malformuer, som er et multiplum af 20 kr. Udover casinoets be-
greensninger eksisterer der yderligere en begransende faktor, idet man
som spiller af naturlige arsager ikke kan spille uendeligt mange spil.

Strategien valges udfra det mal spilleren har og til hver strategi he-
rer visse forudsatninger.

. Udstregmngssystemet
Her er malet at opna en pa forhand fastlagt malformue men
der er ingen fast startformue. Som spiller har man en uendelig
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raekke sp;il til sinﬁrédighedi Opskri; en raeki(e tal, hvis sum er lig

malformuen. Sats derefter summen af de to yderste tal og spil
indtil der ikke star flere tal i rakken eller indtil fallit.

Martingale

Har man som mal blot at opna et overskud virker martingale som
en sikker strategi forudsat at man har en uendelig formue og en
uendelig maengde spil til sin radighed. Hver gang et spil tabes,
satses det dobbelte af fgr; stop efter farste vundne spil.

Bold

Er malet at opna en pa forhand fastlagt formue udfra en given
startformue og n antal spil til radighed er bold en optimal strategi.
Sats den akkumulerede formue, indtil ! af malformuen er opnaet.
Sats herefter et sadant beleb, at malformuen vil veere opnaet i
tilfelde af et vundet spil.

The gambler’s ruin

For at the gambler’s ruin kan udtale sig om sandsynligheden for
at ga fallit kraves en fast start- og malformue og vilkarligt mange
spil til radighed. The gambler’s ruin bygger pa den strategi at der
i hvert spil satses netop én enhed og at et vundet spil medfgrer
en gevinst pa én enhed.

Selvom der som netop navnt til visse af strategierne hgrer forudsztnin-
ger, der ikke er opnaelige i virkeligheden (eksempelvis uendelig startfor-
mue og uendelig mange spil til radighed), kan man som spiller alligevel
bruge vurderingen af disse strategier. En beskrivelse, som den vi har
foretaget 1 projektrapporten, vil nemlig give et vink om, hvorvidt en
strategi kan betragtes som verende forholdsvis sikker.



Kapitel 3
Poissonprocesser

Vi har i foregdende kapitel benyttet os af binomialfordelingen, der er
en stokastisk model for tzlling af handelser, der foregar til diskret tid.
Poissonprocesser er ligeledes stokastiske modeller af denne type, dog
~ med visse forskelle, deriblandt at Poissonprocesser foregar til kontinu-
ert tid.

En stokastisk proces og dermed ogsa en Poissonproces er en matematisk
model for stokastiske fanomener, der optrader i tiden (ved tiden skal
ikke kun forstas egentlig tid, men ogsa former for idealiseret tid, sdsom
leengde). Nar man vil beskrive, hvorledes denne proces er indrettet, ma
man se pa de tidsafhaengige stokastiske variable, der indgar i modellen
og deres fordelinger. Fordelingerne er en beskrivelse af med hvilken
sandsynlighed forskellige udfald forekommer. Nar vi i dette kapitel gn-
sker at beskrive Poissonprocesser hgrer det derfor ogsd med, hvorledes
de stokastiske variable fordeles.

Poissonprocesser anvendes i forbindelse med telling af handelser, der
indtreeffer pa tilfeldige tidspunkter i et kontinuert tidsspektrum, neer-
mere bestemt [0,00(. Handelserne tilhgrende disjunkte tidsintervaller -
antages at vare uafhengige af hinanden og kan opfattes som ankom-
ster. Man kan i forbindelse med ankomstsituationer gnske at kende
sandsynligheden for forskellige haendelser. Spgrgsmalene, som man ved
hjelp af modellen gnsker at fa svar pa, falder i to kategorier: en, hvor
det er antallet af haendelser, der er interessant og en, hvor det er ti-
den, der er interessant. Tiden kan i denne forbindelse vaere enten et
ankomsttidspunkt eller en ventetid mellem to ankomster.

33
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Vi vil i dette kapitel starte med at se pa sandsynlighedsfordelingen for
den stokastiske variabel, der beskriver antallet af haendelser i tidsinter-
vallet [0,t]. Dette gores ved at udlede denne sandsynlighedsfordeling,
som viser sig at vere Poissonfordelingen. Derefter vil vi beskaftige os
med sandsynlighedsfordelingen for den anden stokastiske variabel, altsa
den der beskriver ankomst- og ventetider. Denne sandsynlighedsforde-
ling viser sig at vaere eksponentialfordelingen. Disse to sandsynligheds-
fordelinger er karakteristiske for den homogene Poissonproces.

Efter afsnittet om sandsynlighedsfordelinger vil vi udvide modellen til

ogsa at omfatte inhomogene Poissonprocesser og ligeledes kort skitsere

ideen i punktprocesser. For at introducere nogle af de synsvinkler man
kan anlagge til virkelighedsomradet har vi medtaget to modelkatego-

rier inden for Poissonprocesser; fgdsels- og dgdsprocesser samt keoteori.

Vi har ligeledes medtaget en rekke af sma eksempler, som en slags de-

monstration af hvor vidtspezndende Poissonprocesser er. Gennem disse

eksempler vil vi samtidig synliggere, hvordan en situation kan inde-

holde forskellige problemstillinger.

Til sidst i kapitlet har vi omtalt to cases, der viser situationer, hvor
Poissonprocesser er blevet benyttet til at modellere virkelige fzenomen-
er og ikke blot er blevet brugt som skrivebordsmodeller.

3.1 Sandsynlighedsfordelinger

Poissonfordelingen

Vi har i dette afsnit fortrinsvis stgttet os til vores vejleders introduktion
til teorien. Dette specielt med henblik pa at opstille sandsynligheds-
funktionen for Poissonprocessen.

Man ¢nsker en model, der beskriver sandsynligheden for, at = antal
haendelser er indtruffet til et fast tidspunkt ¢.

Lad A betegne en handelse og lad den stokastiske variabel X (t) angive
antallet af gange handelsen A er indtruffet til og med tiden ¢. For at
opstille modellen, der skal beskrive disse situationer, er det ngdvendigt
at gore nogle forudseetninger. Vi har i overensstemmelse med sadvanlig
praksis valgt at gere folgende fire.
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1. X(0) = 0.

2. Antallet af forekomster af A i disjunkte tidsintervaller er indbyr-
des uafhangige. '

3. Sandsynligheden for at A indtreffer netop en gang i tidsintervallet
Jt,t + k] (hvor h er et lille tidsskridt) er tilnzrmelsesvis propor-
tional med intervallengden og desuden uafhzngig af t. Denne
sandsynlighed antages siledes at have formen Ak + o(k), hvor A
kaldes intensiteten. '

4. Sandsynligheden for at A forekommer mere end én gang i et lille
interval med leengden h er o(h). '

Vi gnsker nu at kende fordelingen af antallet af forekomster af A til og
med tidspunktet ¢, altsa

P(z) = P{X(t) =z}

til ethvert tidspunkt ¢ og for z = 0,1,2,---.

Vi betragter nu heaendelsen {X(t + h) = r}. Denne handelse kan op-
deles i tre handelser:

1. Alle z handelser er sket i intervallet [0, ] og der sker saledes ikke
flere haendelser i naste interval J¢,t + h].

2. Der er sket z — 1 heendelser i [0,t] og én handelse i ¢, t.+ h].

3. Der er forekommet faerre end r — 1 haendelser i [0,¢] og resten
(mindst to) af haendelserne forekommer saledes i Jt,t + h).

Samlet kan sandsynligheden for hendelsen {X (t + k) = =} derfor ud-
trykkes som:

P{X(t+h)=1z}=P({X(t) =z, ingen hendelser i |t,t + A]}
U{X(t) =z — 1, én haendelse i J¢,t + A]}
U{X(t) <z —1, resteni]t,t + h]})
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Da de tre handelser er disjunkte geelder fglgende:

- Pn(z) = P{X(t+h) =12z} _
= P{X(t) = z, ingen handelser i ]t,t + A]}
+P{X(t) = = — 1, én heendelse i ]t, + h]}
+P{X(t) <z -1, resteni]t,t + h]}
= PB,+ PB;+ PB;

Sandsynlighederne for de enkelte hzndelser PB,, PB, og PB; er be-
stemt saledes (undervejs har vi benyttet, at der for uafhengige haen-
delser geelder, at sandsynlighederne multipliceres):

PB, = P{X(t) =z, ingen hendelser i ]t,t + h]}
P{X(t) = z} P{ingen hendelser i t,t + h]}
P(z)(1 — P{én hendelse indtraffer i Jt,t + h|})
P,(z)(1 = AR + o(R))

PB; = P{X(t)=z -1, netop énilt,t+ h]}
P{X(t) =z~ 1} P{netop énilt,t + h]}
P,(z — 1) (P{én hendelse indtreffer i Jt,t + h]}
— P{hendelse sker to eller flere gange i Jt,t + A]})
Pz = 1) (Ah + o(h) — o(h))
Pi(z — 1) (M + o(h))

PBy = P{X(t)<z -1, restenilt,t+h]})

— z_: P{X(t) =j} P{resteni]t,t + h]})

-2

= S R() o(h)

=0

= o(h)
Samlet har vi nu:

Pyw(z) = PBy+ PBy+ PB,
P(z) (1 = A +o(h)) + Pz — 1) (M + o(h)) + o(h)
= P(z) (1= Ah)+ Pz — 1) \h + o(h)
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Vi gnsker nu at udtrykke dette som en differenskvotient.

* Pus(z) — P(2)
h

hvorz =1,2,---.

= AP.(z = 1) = AP,(z) + o(1) (3.1)

Vi antager, at den funktion, der fgrer t over i P(z) er differentiabel
for ethvert £ = 0,1,--.. Hvis vi lader h — 0, vil (3.1) ga mod differen-
tialkvotienten ' ' ‘

dPt(.'L'
dt

S

F(z) =

= AP(z—-1)=AP(z), =12, (3.2)

Bevis : Vi gnsker nu ved induktion at finde et udtryk, der beskriver
sandsynligheden for, at handelsen A til og med tiden t er forekommet
netop = gange. Dette udtryk er lig formel (3.6), som vi altsd nu vil
vise.

Forst undersgges startbetingelsen z = 0. I denne situation er bade

P.BQ og PB3 llg 0‘, si

hvilket medfgrer

dP,(0)

o = —AR(0) © (3.3)

F/(0) =

Den generelle lgsning til (3.3) er
P(0) = ce™

Da Py(0) = P{X(0) =0} =1 er ¢ = 1, hvilket betyder, at
P(0) = e M

Dette er altsa startbetingelsen og da vi har nu gjort rede for, hvad der
sker i tilfzldet z = 0 og kan saledes vende tilbage til dlfferentlalllgmn-
gen for z = 1,2,

Vi vil nu antage at f¢lgendeAudsagn er sandt.

P(z-1)=e™ ((zﬁ_)—zl-% (3.4)
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Ovenstaende udtryk indsettes nu i (3.2)

(At)x—l
(z —1)!

P/(z) = =APi(z) + de™ (3.5)

Dette udtryk er en 1. ordens lineer inhomogen differentialligning, hvis
lgsning vi gnsker at bestemme.

En l.ordens linezr inhomogen diﬂ‘erenti&lligning af formen
y'(t) = a(t)y(t) + b(t)
har den generelle lgsning
y(t) = e (c 4+ / b(u)e~ A du),  hvor A(t) = / a(u)du

For overskuelighedens skyld vil vi skrive, hvad y(t), a(t) og b(t) er i
vores tilfeelde; nemlig

y(t) = Pfz)
a(t) = =X
_ e (M)
b(t) = e -1
Indsettes dette i den generelle lgsningsformel fas
_ oA e (ADTTy
Pt(l‘) = e t(C+/A6 t(—x——l)!etdt)
Y ()1
= e (c+/)\ - 1)!dt)
Y (At)*
= e (e z! )
Ved indsettelse af t = 0 fas, at ¢ = 0, og udtrykket bliver saledes
At)*
P(z) = e M) I!) (3.6)

Ovenstaende ligning udtrykker sandsynligheden for at heendelsen A til
og med tiden t er forekommet netop z gange. Denne sandsynlighed
siges at veere Poissonfordelt med en parameter, som er intensiteten A
gange den forlgbne tid t. o
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Den generelle Poissonfordeling, der er uafhangig af tiden og hvor pa-
rameteren derfor betegnes med u > 0, er

P(z) = -“",, £=0,1,2--- SENEY o

For at godtggre, at der er tale om en sandsynllghedsfunktlon vil vi vise
at sandsynligheden summerer til 1.

oo

IR S S

=0 z=0 z=0

Poissonfordelingens middelverdi

Poissonfordelingens middelvaerdi kan udregnes pa f¢lgende made.

E(X) = Y zert

Poissonfordelingen bruges til at angive sandsynligheden for, at der til
en fastlagt tid er indtruffet et vist antal haendelser. Man kan ogsa an-
dre synsvinkel og i stedet gnske at kende sandsynligheden for diverse
vente- og ankomsttider for heendelser. Disse vente-/ ankomsttider mel-
lem Poissonfordelte handelser er eksponentialfordelt.

Eksponentialfordelingen

Vi vil i dette afsnit vise den ovenstaende pastand, nemlig at vente-
og ankomsttiderne mellem Poissonfordelte hendelser er eksponential-
fordelte. For at vise dette er vi fgrst ngdt til at indfgre begreberne
teetheds- og fordelingsfunktioner.

Vi gnsker at kende sandsynligheden for, at en handelse sker i konti-
nuert tid indenfor et bestemt tidsinterval, altsd P{X € |s,t]}. Forst
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bestemmes sandsynligheden for, at handelsen er indtruffet til og med
tiden t, P{X € ] — oo,t]}. Denne funktion kaldes fordelingsfunk-

tionen F(t), det vil sige F(t) = P{X € ] — o0,t]}. Problemet er nu
reduceret til kun at afheenge af t og ikke ogsa af s. Fordelingsfunktionen
har fglgende karakteristika:

o F(t) er svagt voksende, dvs at ¢, < t, = F(t;) < F(t2).
e F er kontinuert fra hgjre.
e F(t) = 1 fort — oo.

o F(t) =0 fort — —oo.

De fordelingsfunktioner vi arbejder med er differentiable pa ner i en-
delig mange punkter; er dette tilfzeldet eksisterer F'(t) = f(t) i alle
andre end disse punkter, hvor f(t) betegnes teethedsfunktionen for
F. Teaethedsfunktionen er karakteriseret ved nedenstaende:

e f(t) er ikke negativ.
o Integralet af f er lig 1.

o f er integrabel pa ethvert interval.

Der er altsa etableret fplgende sammenheng mellem tztheds- og for-
delingsfunktionen:

F = [ s

Vi kan nu bestemme det gnskede, nemlig P{X € ]s,]}.

P{X €]s,t]} = P{X€]—-o00,t]} - P{X €]-00,s]}
) — F(s)

F(t
- / ' f(u)du

Sandsynligheden for, at X ligger i intervallet [s,t], er saledes lig inte-
gralet af teethedsfunktionen over intervallet.
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b

b

Figur 3.1: lllustration af eksponentialfordelingens tathedsfunktion

Hvis.en funktion har de egenskaber, der er karakteristiske for en forde-

- lingsfunktion ved man, at der er tale om en fordelingsfunktion for en
stokastisk variabel. Tilsvarende gzlder, at eksisterer der en funktion
med de egenskaber en tathedsfunktion har, er det en tzthedsfunktion
for en tilhgrende fordelingsfunktion.

Specifikt gelder, at eksponentialfordelingen med paraméter A har en
tethedsfunktion, der er defineret pa folgende vis:

Ae ™ t>0
f(t)‘{‘o t<0

- Om tethedsfunktionen gzlder, at [ f(t) dt = 1.

Efter at have klarlagt disse begreber kan vi saledes vise, at ventetid-
erne mellem Poissonfordelte ankomster er eksponentialfordelt.

Bevis : Vi forestiller os nu, at vi har en ankomstsituation, der er
Poissonfordelt med parameter A.

(At)*

P{X(t) =z} = P(z) = e~ =
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Vi indfgrer en ny stokastisk variabel Y, der er ventetiden inden fgrste
ankomst. Denne stokastiske variabel lader vi lgbe fra det tidspunkt,
~ ‘hvor ankomsten straks sker til det tidspunkt, hvor den aldrig vil fore-
komme, det vil sige, at Y € [0,00[. Hvis Y < t, betyder det, at den
forste ankomst sker fgr tiden t. Omvendt betyder Y > ¢, at den for-
ste ankomst fgrst indtreeffer efter tiden t, hvilket ogsa kan udtrykkes
som X (t) = 0, da X(t) er Poissonfordelt. Fordelingsfunktion for Y er
saledes

F(t)=P{Y <t} = 1-P{Y >t}
= 1- P{X(t) =0}
= l1—e™M
Ovenstaende udtryk geelder for t > 0 og fordelingsfunktionen kan derfor
skrives som

l—e t>0
F(t)={0 t<0

Fordelingsfunktionen er differentiabel overalt pa neer i 0.

Dette giver den tilhgrende tzethedsfunktion, der ser saledes ud

=t
Fo=f0={,"" {2}

Dette er netop definitionen pa eksponentialfordelingens tathedsfunk-
tion og ventetiden til den fgrste Poissonfordelte ankomst er derfor eks-
ponentialfordelt. Q

Vi har nu vist, at har vi en Poissonfordelt ankomstsituation, da er ven-
tetiderne mellem ankomsterne eksponentialfordelt. Tilsvarende gelder,
at antallet af ankomster, hvis ventetider er eksponentialfordelt, er Pois-
sonfordelt, hvilket vi dog ikke vil vise.

Da de to fordelinger optrader pa denne made, siger man, at Poisson-
og eksponentialfordelingen er hinandens duale. Saledes bestar en Pois-
sonproces af to typer stokastiske variable; antallet af ankomster, der er
Poissonfordelt og ankomst-/ ventetider, der er eksponentialfordelt.

Eksponentialfordelingen er af natur "hukommelseslgs’. I praksis bety-
der dette, at sandsynligheden for at vente en bestemt tid er uafhzngig
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af, om man allerede har ventet og i sa fald hvor l&nge. Dette betyder,
at fordelingen indtil fgrste ankomst er den samme som fra f¢rste til
anden ankomst og sa fremdeles.

Matematisk kan dette udtrykkes som:

En stokastisk variabel Y siges at vaere hukommelseslgs, hvis fglgende
er opfyldt

P{Y>s+t|Y >t}= P{Y > s} for allest >0 (3.8)

Bevis : Lader vi Y betegne levetiden for et ’individ’, hvor individ kan
deekke over forskellige feenomener eksempelvis partikler, sa udtrykker
ovenstaende ligning sandsynligheden for, at individet lever i mere end
8 + t timer givet, at det har overlevet i mere end t timer. Dette er lig
med sandsynligheden for, at individet lever i mere end s timer. Med
andre ord; hvis individet har overlevet til tid ¢, sa er fordelingen af
den tid individet endnu har at leve i det samme som den oprindelige
levetidsfordeling. Dette betyder, at individet ikke kan huske, at det
allerede har overlevet tiden t. : :

Betingelsen i (3.8) kan omskrives til

P{Y>s+t NY>t}
P{Y >t}

= P{Y > s}

eller !
P{Y > s+t}=P{Y > s} P{Y >t}

For eksponentialfordelingen betyder dette, at e=*(s+*) = g=22¢=At hyjl-
ket er et korrekt udsagn. Pa baggrund af dette fglger det at eksponen-
‘tialfordelte stokastiske variable er hukommelseslgse. o

da{Y >s+t NY >t}={Y >s+1}
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'Eksponentiaﬁordelingens middelverdi

Indtil nu har vi behandlet to forékellige problemstillinger - et omhand-
lende antal handelser og et omhandlende ventetider. Vi kunne desuden
gnske at kende fordelingens middelveerdi. For en stokastisk variabel

med taethed f(z) er middelveerdien E(X) = [* z f(z) dz. For eks-
ponentialfordelingen er middelvardien

E(X)= / z N dz
0
Ved partiel integration fas let

E(X)=

> |

Dette var hvad man kunne forvente; nar A er det gennemsnitlige an-
tal ankomster per tidsenhed, sa er afstanden mellem to p& hinanden
folgende ankomster lig 3.

3.2 Inhomogene Poissonprocesser

De ovenstaende udledninger og overvejelser gzlder for homogene Pois-
sonprocesser, nar intensiteten blot var konstant. Vi vil i dette afsnit
behandle situationer, hvor intensiteten ikke er konstant, men derimod
afhaenger af tiden eller tilstanden. I disse tilfelde kaldes Poissonpro-
cessen inhomogen.

Tidsafhzengige Poissonprocesser

I de tilfeelde hvor intensiteten afhaenger af tiden og derfor betegnes A(t)
bliver ankomstprocessen en Poissonproces med parameter fot Au) du.
Dette kan udledes pa felgende vis:

Hvis vi i ligning (3.2) erstatter A med A(t) fas

P{(z) = Rd(f) = Mt)P(z — 1) — A(t) P(z) (3.9)
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Under antagelse af, at A er integrabel, hvilket i praksis er opfyldt, hvis
A'er (stykkevis) kontinuert, definerer vi nu

t
= / A(u)du, hvilket medferer ¢'(t) = A(t)
0

Benyttes denne nye funktion kan (3.9) skrives som
P/(z) = —¢'(t)Pi(z) + ¢'(t)P(z ~ 1) (3.10)

Ovenstaende ligning er en 1. ordens linezr inhomogen differentiallig-
ning. Denne ligning kan lgses efter samme metode som ligning (3.2) i
den tidsuafheengige Poissonproces. Da intensiteten her er tidsafhaengig
spiller f M(u)du = ¢(t) rollen af At.’

Ved induktion fas saledes felgende ﬁdtryk

| P(z) = e—¢(1)¢_(t)_i

z!

Tidligere definerede vi ¢(t ) til at vere fo u)du og saledes kan vi
opskrive det endelige udtryk for sandsynllghedsfunktlonen for den
sakaldte tidsafhangige Poissonproces.

Wdu f u)du)* :
Piz) = ¢ Jo e Lo AUIT A 1Y
I den inhomogene Poissonproces er parameteren saledes fo u)du. Be-
merk, at den inhomogene Poissonproces kan opfattes som en genera-
lisering af den homogene idet felgende geelder: Er A konstant, vil det
medfgre, at j;) u)du = At.

Man kan ogsa forestille sig den situation, at intensiteten ikke er kon-
stant i hele tidsperioden, men at perioden kan opdeles i intervaller, hvor
intensiteten tilnaermelsesvis er tidsuafhangig og dermed konstant. Pe-
rioden er da opdelt i intervaller, hvori antallet af handelser er Poisson-
fordelte. Saledes er det nogle gange muligt at opsplitte en inhomogen
Poissonproces til en reekke homogene Poissonprocesser.

Udover den tidsafhangige intensitet, som medfgrer en inhomogen Pois-
sonproces er der ogsa andre komplikationer, som kan resultere i en
inhomogen Poissonproces. Et eksempel pa en sadan situation er to-
tilstandsprocessen. '
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To-tilstandsprocesser

En proces, der kun kan befinde sig i to féiskellige tilstande, kaldes en
to-tilstandsproces. Denne type processer vil vi beskrive ved hjzlp af et
forholdsvis generelt eksempel, der bygger pé en note fra vores vejleder.

Situationen er fglgende: Vi antager, at telefonopkald ankommer til en

central og at antallet af opkald er Poissonfordelt med parameter A. Te--
lefonlinien kan befinde sig i en af to tilstande: optaget eller fri. Er linien

optaget, bortfalder opkaldet. Erlinien derimod fri, begynder samtalen,

hvis leengde antages at vare eksponentialfordelt med parameter u. Vi

gnsker at omformulere sidstnzvnte antagelse, sadan at ogsa den har en

sammenhang med Poissonfordelingen. Dette gores ved at opfatte op-

heret af telefonsamtalen som en Poissonfordelt ankomstsituation med
intensitet u. Saledes er denne inhomogene Poissonproces sammensat af

to homogene Poissonprocesser.

Den tilstand at linien er fri betegnes A og den tilstand at linien er
optaget betegnes B. Vi gnsker nu at bestemme fglgende sandsynlig-
heder:

P44(t) = sandsynligheden for at linien er fri til tid ¢, givet at den var
fri til tid 0.

P4p(t) = sandsynligheden for at linien er optaget til tid ¢, givet at den
var fri til tid 0.
=1 — Pya(t)

De to sandsynligheder Pg4(t) og Pgg(t) er defineret pa tilsvarende vis.
Vi har dog valgt kun at finde udtryk for Ps4(t) og Pap(t).

Vi betragter sandsynligheden P44(t + k), hvor h er udtryk for en lille
tilvaekst i tid. Den haendelse, at linien er fri til tid ¢t + A, givet at den
var fri til tid 0 (altsa handelse AA), kan indtreffe pa en af folgende to
disjunkte mader:

- Linien var bade fri til tiden t og i intervallet ]t,t + A].

- Linien var optaget til tiden ¢, men blev fri i intervallet |¢,t + A].

I begge tilfzelde er forudsat, at linien var fri til tid 0. Den anden mulige
handelse, at linien udover at veere fri til tid ¢ og tid t + A har veeret
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optaget i et delinterval af ]t,t + k], antages at indtreffe med sandsyn-
ligheden o(h). Der kan derfor ses bort fra dette tilfalde.
De to disjunkte heendelser kan skrives saledes?

P{fri til tid ¢ og fri i |¢,¢ + ] | fri til tid ¢ = 0}
= P{fri til tid ¢ | fri til tid 0}

P{ingen opkald i J¢,t + A] | fri til tid 0 og til tid ¢}
= Paa(t)(1 — Ah + o(h))

P{optaget til tid t og fri i J¢,t + h] | fri til tid ¢ = 0}
= P{optaget til tid ¢ | fri til tid 0}
P{opher at samtale i ]¢,¢ + h] | fri til tid 0, optaget til ¢}
= Pap(t)(ph + o(h))
Samlet betyder dette at

Paa(t+h) = (1= M+ o(h)) Paa(t

+(rh + o(h)) Pap(t)
+o(h)

Vi danner nu som sadvanlig differenskvotienten

PAA(t + h)— PAA—(t) .
h

= —APaa(t) + pPas(t) + o(1)
= —(A+ p)Paa(t) + p +o(1)

Lader vi nu h — 0, fas folgende 1. ordens linezre inhomogene differen-
tialligning

Pia(t) = —(A + p)Paa(t) + 4,
som har lgsningen |

e~ (M)t

I A
Paa(t) =
aa(t) /\+lt+)\+#

2Vi har her benyttet den generelle egenskab, at

P(ANBNC)
P(C)
P(A|BNC) P(BNC)
P(C)
P(A|BNC) P(B|C)

P(AnB|C)
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(Vi har her benyttet, at Pys(0) = 1)

Ved at anvende, at PAB(i) =1 — Pya(t), fas at

A )
T A+u A4

PAB(t) e-(/\+ﬂ)l

Vi gnsker nu et udtryk forjfgraensevaerdierne og lader derfor t — oo,
hvorved fglgende udtryk opnas :

.PAA(t) -

fort — o

M
)+

fort = oo

Pas(t) — A4 pu

For lige at opsummere: Vi har nu fundet udtryk for fglgende to sand-
synligheder - sandsynligheden for at linien er fri til tid ¢, givet at den
var fri til tid 0 samt sandsynligheden for at linien er optaget til tid t,
givet at den var fri til tid 0. Vi har gennem forklaringen benyttet os af
eksemplet om telefonlinier, men udledt formlerne sidan at de galder
generelt for analoge situationer. :

Vi har i de ovenstaende afsnit beskaftiget os med bade den tidsu-
afhangige (‘almindelige’) samt de mere avancerede Poissonprocesser,
nemlig den tidsafhangige og to-tilstandsprocessen. De to sidstnaevnte
er eksempler pa, hvorledes der kan opsta situationer som ggr at man
har brug for mere komplicerede Poissonprocesser. Pa denne made kan
det blive ngdvendigt at udvide modellen, sadan at den omfatter flere
forskellige situationer.

3.3 Kort om punktprocesser

Poissonprocesser er en del af en stgrre gruppe processer, der betegnes
punktprocesser. Vi vil derfor her meget kort gere rede for hvad en
punktproces er.

Punktprocesser bruges saedvanligvis til at beskrive hzndelser, der fo-
regar rumligt. Man teenker altsa pa enheder, der er spredt tilfeldigt i
rummet. Ved rummet forstas seedvanligvis det 2- eller 3-dimensionale
rum, men betegnelsen dakker ogsa bade det 1- og det n-dimensionale
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rum. Fremgangsmaden er at inddele rummet i mindre lige store
omrader, hvor der til hvert lille omrade forsgges fastlagt en stokastisk
variabel, der betegner antallet af handelser/ forekomster: Hver af disse
stokastiske variable forudsattes at vare uafhzengige af hinanden og
ydermere at have den samme fordeling (ligelig fordeling).

De stokastiske variable siges at udggre en (Poisson) punktproces med

intensitet A over det samlede rum, hvis de opfylder de fglgende egen-
skaber ‘ )

1. Har to delomrader det samme areal (i tilfzlde af at rummet er
2-dimensionalt), sa er de to tilhgrende stokastiske variable ligeligt
~ fordelt.

2. Er to omrader disjunkte, sa er de to tilhgrende stokastiske variable
uafhangige. '

3. Der eksisterer en konstant ) saledes, at den stokastiske variabel
over et delomrade er Poissonfordelt med parameteren A gange
arealet af delomradet. ‘

Séledes er intensiteten A lig det gennemsnitlige antal af handelser/
forekomster per arealenhed. Bemerk at dette er til forskel fra den al-
mindelige Poissonfordeling (der ikke inddrager flere dimensioner), hvor
intensiteten er et mal per tidsenhed.

3.4 To modelkategorier

I dette afsnit vil vi behandle to typiske modelkategorier inden for Pois-
sonprocesser; fgdsels- og dgdsprocesser samt kgteori.

Vi vil ikke behandle disse to grene af Poissonprocesserne matematisk,
men kun kort introducere begreberne. Fgdsels- og dédsprocesser samt
koteori anvendes i et utal af virkelighedssituationer, hvor der benyttes
Poissonmodeller, hvilket kan ses i afsnittet med eksempler.
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Fgdsels- og dgdsprocesser

En fgdsels- og dedsproces er et system, hvis tilstand til ethvert tids-
punkt er reprasenteret ved antallet af individer eller objekter i system-
et. Nar systemet &ndrer tilstand, ma det kun ske i ét trin ad gangen
og det sker ved at individer fgdes eller dgr. Processen er diskret, men
forlgber i kontinuert tid.

Betegnelsen fgdsel deekker over faanomener, hvor der tilfgres nye individ-
er/ objekter til et system. Dette kan eksempelvis veare, ndr mennesker
og dyr fedes, produktion af forbrugsgenstande eller ankomster af ting
der skal repareres pa et varksted. Ved en dod forstas handelser, der
gor at individer/ objekter forsvinder ud af systemet. Som eksempel
pa denne type hendelse kan naevnes dedsfald, afsluttet betjening i en
forretning, en elektrisk pare der springer eller en maskine der pludselig
gar i sta.

Grundideen bag fedsels- og dedsprocesser er, at sterrelsen af en po-
pulation varierer pa en tilfzldig made. Det betyder, at man i prin-
cippet ikke har andet kendskab til systemet end antallet af individer.
De stokastiske variable i systemet er antallet af individer, antallet af
fodsler og antallet af dgdsfald. De stokastiske variable er uafhangige,
hvilket betyder at individerne i systemet ikke er pavirket af tidligere
handelser. Saledes er ventetiden mellem to fgdsler eller to degdsfald
eksponentialfordelt med parametren A for fgdsler og p for dedsfald. Da
ventetiden mellem handelserne er eksponentialfordelt, har vi tidligere
vist, at sa er antallet af hendelser Poissonfordelt.

Den ovenfor beskrevede proces kaldes en generel fgdsels- og dedspro-
ces. Den proces kan simplificeres eller udbygges alt athaengig af hvilken
virkelighedssituation man gnsker at beskrive.

En simpel udgave af fddsels- og dedsprocesser er den rene fpdselspro-
ces, hvor det antages, at en fgdsel er den eneste tenkelige handelse.
Konsekvensen af dette vil vere, at lader man tiden ga mod uendelig,
vil det forventede antal fgdsler ogsd ga mod uendelig.

Analogt hermed findes ogsa en ren dgdsproces, der beskriver et sy-
stem, hvori der kun indgar dedsfald. Nar processen starter vil der veare
et givet antal individer. Dette antal vil sa aftage mod 0, nar tiden gar
mod uendelig.
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Kgteori

Ved en k¢ forstas en ordnet fglge af elementer, der hver befinder sig i
en venteposition. Vi vil beskaftige os med den klasse af modeller inden
for keteorien, hvor det antages, at kunder ankommer til et sted, hvor
de kan betjenes af ekspedienter.

Vi vil her understrege, at terminologien kunder og ekspedienter ikke
ma tages for bogstaveligt. Kgteorien kan anvendes pa systemer, hvor
kunderne er mennesker, biler, maskiner, telefonopkald og andet. Kun-
der er altsa en metaforisk beskrivelse af de objekter, der stiller sig i kg
for at blive ekspederet. Ekspedienterne kan vere varksteder, parke-
ringspladser, laeger og lignende. Kgsystemet er en fallesbetegnelse for
alle serviceorganer, uanset om kgdannelsen i sedvanlig forstand kan

finde sted.

Nar kunderne ankommer til betjeningsstedet, stiller de sig i k¢ og ven-
ter indtil det bliver deres tur. Systemet forudsatter, at kunder har
uendelig talmodighed og derfor ikke forlader kgen, for de er blevet eks-
pederet. Nar betjeningen er afsluttet antages det, at kunderne udgar
af systemet. »

Kbsystemer

"I det simpleste system er der én kg og et individ til at betjene kunderne.
Vi antager, at de kunder, der ankommer, alle stiller sig i kg, uanset
leengden af denne og at de betjenes i den raekkefelge de er ankommet.
Man kunne ogsa have valgt et system med en anden kadisciplin. Eksem-
pelvis kunne den rakkefslge kunderne bliver betjent i veere tilfzeldig.
Man kunne ogsa have valgt at betjene den sidst ankomne fgrst. Denne
betjeningsorden ggr sig f.eks gzldende indenfor industrien, hvor opma-
gasinering af objekter af samme type i en lagerhal har karakter af, at
det sidst ankomne star fgrst for og det derfor vil lette arbejdsbyrden at
tage dette objekt farst.

Det antages endvidere, at ankomsterne er uafhangige af hinanden og at
tidsrummene mellem ankomsterne er eksponentialfordelte. Ankomstin-
tensiteten vil blive betegnet med A. Betjeningsintensiteten u antages at
have samme egenskaber. Vi har saledes et system, der opfylder kravene
til at veere en to-tilstandsproces. |
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Systemet betegnes som et M/M/1-kesystem, hvor M’erne refererer til
det faktum, at bade ankomsterne og afslutningen af betjening sker uaf-
hangigt af hinanden. Systemet har derfor ingen hukommelse, hvilket
betegnes som en Markovegenskab, derfor M’erne. Ettallet henviser til,
at der er én til at betjene. For et system af denne type bgr der stilles
det krav at A < pu, da keen ellers vil blive uendelig lang, hvis tiden gar
mod uendelig.

Dette simple system kan udvides ved at forgge antallet af ekspedienter
til at betjene de indkommende kunder. Vi har siledes det klassiske
M/M/s-system; et system, der er organiseret med s parallelle betje-
ningskanaler.

De to Poissonprocesser vi kort har behandlet i dette afsnit ses ofte
i samme virkelighedssituation. Et eksempel herpa er objekter, der star
1 ko 1 et system og venter pa at blive ekspederet. Deres ankomst kan
opfattes som en fgdselsproces og deres fardigbetjening som en deds-
proces. Pa det niveau vi har behandlet fgdsels- og dgdsprocesser samt
keteori pa kan de betragtes som vaerende akvivalente. Folgende afsnit
vil give et bedre billede af sadanne situationer.

3.5 Eksempler

Tidligere 1 kapitlet har vi postuleret, at Poissonprocesser optraeder i
modelleringen af alle mulige afskygninger af virkelighedssituationer. Vi
vil derfor i dette afsnit give nogle eksempler pa forskellige problem-
omrader, der giver anledning til Poissonprocesser. Eksemplerne skal
endvidere tydeligggre, hvor forskelligt man kan vzlge at anskue den
samme situation, idet man kan gnske at fa svar pa forskellige spgrgsmal
vedrgrende systemet. Afhaengig af den valgte indgang giver systemet
udslag i forskellige former for Poissonprocesser.

Afsnittet er opdelt saledes, at hver del reprasenterer en ny situation.
Hver situation bliver behandlet med forskellige indgangsvinkler. Alt ef-
ter den problemstilling, der snskes behandlet, vil vi ggre rede for hvilken
type Poissonproces, dette giver anledning til. Der vil i de kommende
eksempler vare tale om forenklinger af situationerne.
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Maskinreparationer

Situationen udspiller sig i en fabrikshal med M maskiner, der hver anta-
geligvis pa et tidspunkt vil bryde sammen. Antag, at den tid en maskine
arbejder, for den bryder sammen er ekspontialfordelt med middelvaer-
dien i og tiden, det tager at reparere maskinen, er eksponentialfordelt
med middelvardien 2.

Hvis man eksempelvis gnsker at kende sandsynligheden for at der er
z antal maskiner, der er funktionsdygtige til tiden t, giver dette an-
ledning til en fodsels- og dedsproces, hvor maskinen 'fgdes’, nir den
indkebes og 'der’, nar den gar i stykker og genfades, nir den repareres.

Hvis man derimod ¢nsker at kende middellevetiden for en maskine,
kunne problemstillingen beskrives ved en ventetidsproces. Maskinen
venter sa at sige pa at ga i stykker.

Er man interesseret i at vide, hvor tit det kan forventes at maskinerne
vil ga i stykker og om det derfor er ngdvendigt ligefrem at ansatte
en reparatgr, eller om man kan nejes med at tilkalde en udefra er det
ankomsten af maskinnedbrud man er interesseret i. Der er i denne si-
tuation tale om en ankomstproces, hvor det er maskinnedbrudene, der
“ankommer. o

Antag, at der pa fabrikken er ansat en reparatgr til at reparere alle
de maskiner, der gar i stykker og at han reparerer dem efter tur. Det
kunne da som arbejder ved en bestemt maskine vere interessant at
vide til hvilken tid, man kunne forvente, at ens maskine ville vaere
funktionsdygtig igen. Denne formulering af situationen giver anledning
til en M/M/1 keproces, hvor maskinerne star i ke til reparation ved
mekanikeren.

Populationsudvikling

Modellering af populationsudvikling er et vigtigt. grundlag for en lang
rekke beslutningsprocesser; eksempelvis i kommuners og amters plan-
legning af byggeprojekter; oprettelse af institutionspladser og lignende.

Befolkningsudviklingen i et land kan valges at anskues som en Poisson-
proces. Situationen er at der bliver fadt nogle individer og der er nogle
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individer, der dgr. Det antages, at ethvert individ i populationen fedes
med en eksponentialfordelt intensitet A og dgr med en eksponentialfor-
delt intensitet . Man kan dog havde, at denne modelleringsform ikke
umiddelbart er hensigtsmassig, da individerne ikke kan siges at vare
hukommelsesigse med hensyn til deres fortid (alder).

Prdbiematikken kunne f.eks veere i forbindelse med familieplanleegning
i u-landene, hvor man gnsker at kende befolkningstallet pa et tidspunkt
to. Dette vil give anledning til en fgdsels- og dedsproces.

Set fra et forsikringsselskabs synspunkt, er det menneskernes levetid,
man er interesseret i, idet der enskes at fastlaegge pramien ved en
livsforsikring. Dermed bliver mennesket et objekt, der gennemgar en
livsproces. Systemet giver anledning til en ventetidsproces, hvilket kan
opfattes som at mennesket venter pa at dg.

Denne situation kan ogsa velges at anskues som en ankomstproces,
altsa en ren fpdselsproces. Hvis man eksempelvis gnsker at fastlegge
behovet for at uddanne jordmedre, skal man kende fordelingen af an-
tallet af fgdsler over tiden. Derved bliver ankomsten af en fodsel af
afggrende betydning.

Den samme type af spgrgsmal kunne man selviglgelig velge at stille
om mange forskellige former for populationer f.eks mikroorganismer.

Kgsituation

Situationen pa eksempelvis et postkontor er at kunderne ankommer,
vaelger en ekspeditionskasse og derefter bliver betjent enten med det
samme eller efter at have staet i kg i en tid.

Systemet er en klassisk kgsituation, hvor det antages at kundernes an-
komsttider er Poissonfordelte med intensiteten )\ og ekspeditionstiden
er eksponentialfordelt med intensiteten p.

Er man interesseret i at vide hvor lang tid kunderne kommer til at
sta i kg, er der tale om et ventetidsproblem. Tiden, der gar fra en kun-
des ankomst til ekspedition, antages ofte at vaere eksponentialfordelt.
Denne problemstillingen giver anledning til en ventetidsproces.
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Vil man derimod undersgge antallet af ekspeditioner eller l&ngden af
kgen, det pageeldende posthus har i Igbet af en dag, er det ankomsten
af kunder til posthuset, der er afgsrende. Denne problemstilling giver
udslag i en ankomstproces. Der kan vare tale om to slags systemer;
enten et system med én lang k¢, hvor kunderne trekker et nummer
eller et system, hvor kunderne stiller sig i k¢ ved hver kasse.

En anden problemstilling er posthusets kapacitet rent stgrrelsesmaes-
sigt; om der er plads til deres kundekreds. Hvis ankomstintensiteten
som antaget har veerdien A, er det middelantallet af kunder man er
interesseret i. Dette giver anledning til en fgdsels- og dedsproces, hvor
man ser pa kunder der kommer og gar. I virkeligheden er ankomstti-
derne pa posthusene nok ikke tidsuafhaengige. Der er tydeligvis forskel
pa behovet for plads pa posthuset i de forskellige perioder pa dagen og
'pa maneden. Omkring den 1. i hver méned vil der vare storst pres pa
posthuset. Man bliver derfor nok ngdt til at antage at intensiteten er
tidsafheengig, hvorfor der er tale om en inhomogen Poissonproces. Hvis
man ogsa gnsker at dekke situationen omkring den 1. ma maneden ind-
deles i intervaller og de forskellige nu konstante intensiteter defineres:

Radioaktivt henfald

Et radioaktivt praparats henfald kan beskrives ved en Poissonproces.
De enkelte henfald sker uafhengigt af hinanden og registreres af en
geigertzller. Ankomsttiderne er Poissonfordelte med intensiteten A og
tiden mellem registrerede henfald er eksponentialfordelt med middel-

vaerdien i

Alt afheengig af spgrgsmalene kan denne situation betragtes som en
ankomstproces, hvor antallet af a og 3 partikler til geigertalleren teel-
les og en ventetidsproces, hvor tiden mellem ankomsterne registreres.

Punktprocesser

Under anden verdenskrig blev det sydlige London gentagende gange
bombet. For at finde ud af om nogle dele af det sydlige London blev
ramt flere gange end andre, deltes omréadet i mindre omrader. Nedslag-

ene af bomber blev sa talt i de enkelte omrader. Dette eksempel er en -
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to-dimensional punktproces.

Andre eksempler pa punktprocesser er fordelingen af stjerner og galak--
ser i rummet, fordelingen af planter og dyr og af bakterier i en petriskal.

3.6 To cases

I dette afsnit vil vi se lidt naermere pa to cases, hvor Poissonprocesser er
blevet forspgt anvendt som model til beskrivelse af faktiske faenomener
i virkelige situationer. De adskiller sig saledes fra de foregdende eksem-
pler ved ikke at beskaftige sig med lige sa idealiserede situationer. De
to cases er:

e Fordelingen af telefonopkald.

e Fordelingen af oversvgmmelse ved stormflod.

Dette afsnit indledes med en beskrivelse af de rammer, situationerne
udspilles i. Vi vil herefter komme ind pa hvilke antagelser, der ggres
for at situationerne er mulige at modellere og specielt med hensyn til
de spegrgsmal, der gnskes besvaret i forhold til de to cases. Tilsidst vil
vi ridse op, hvilke overvejelser der har varet omkring overensstemmelse
mellem virkelighed og modelverden.

Telefonopkald

Inden for behandlingen af problemer vedrerende telefonopkald bliver
Poissonprocesser ofte anvendt til at illustrere og beskrive forskellige
relevante situationer. I Danmark er Poissonfordelingen siledes blevet
anvendt siden 1909 til dette formal [Brockmeyer, 1948]. Ifglge [Fel-
ler, 1968] underspgte man problemer vedrgrende antallet af linier og
venteinstallationer, leenge for teorien om stokastiske processer var til
radighed. Disse problemer var desuden en af hovedarsagerne til, at
teorien blev udviklet.
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" Skitsering af situationen

En telefonlinie repraesenterer et fysisk system med to mulige tilstande;
optaget (Ep) eller fri (Ey). Der er altsa tale om en to-tilstandsproces.
Dette telefonsystem kan kun benyttes af én person ad gangen. Bestar
systemet af flere linier, antages disse at veere ens og laengden af de
enkelte telefonsamtaler vil ikke afhaenge af det totale antal. Et tele-
fonsystem, der bestar af endelig mange linier og altsd har begranset
kapacitet, bliver sommetider udnyttet maksimalt. En kunde, der rin-
ger op i en sadan situation, vil saledes blive afvist. Hvadenten kunden
forsgger igen eller lader vare, sa er der ikke nogen kg i fysisk forstand.
Der findes ogsa typer af situationer, hvor vi kan tale om eksistens af
keer. Dette vil veere tilfaldet, hvis folk ringer over noteringen. Syste-
met kan sédledes befinde sig i yderligere en tilstand, hvorfor. vi har et
tre-tilstandssystem.

Et system med én telefonlinie
I det fglgende afsnit har vi primart benyttet [Feller, 1968].

Lad os betragte én telefonsamtale set fra de involverede parters syns-
punkt og lad os antage, at leengden af denne nedvendigvis er et heltal
udtrykt i sekunder. Vi behandler lngden af telefonsamtalen som en
stokastisk variabel X. Nar linien er optaget, vil sandsynligheden for
en zndring i tilstanden afhaenge af, hvor l&nge samtalen har stiet pa.
Fortiden har saledes en indflydelse pa fremtiden, og processen er derfor
ikke en Markovproces.

De to personer, der fgrer samtalen, kan godt have et kendskab til lzeng-
den af denne, fordi de kender hensigten med den, i hvertfald efter de
indledende bemarkninger. Sa for dem er leengden af telefonsamtalen
ikke uatheengig af den allerede forlgbne samtale. Nar vi siledes antager,
at leengden af telefonsamtalen er uafhaengig af den allerede forlgbne tid,
er det i forhold til en udenforstaende, der ikke har kendskab til sam-
talens indhold. En udenforstaende, der evt har interesse i samtalens
ophgr, vil saledes ikke have mulighed for at vurdere hvornar den ender.
Situationen kan fra denne synsvinkel opfattes som, at der hvert sekund
vil blive besluttet om samtalen skal fortsztte pa baggrund af et kast
med en megnt. Det bliver saledes en diskret tidsmodel.
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Vi har nu en fglge af Bernoulli forsgg > med sandsynligheden p for
succes, der bliver dannet med intensiteten en per sekund og fortseetter
indtil ferste succes. Dette betyder at samtalen afsluttes, nar den farste
succes optrader. Succesen afhanger af om mentkastet bliver plat eller
krone. I denne situation vil den totale l&engde af telefonsamtalen have
en geometrisk fordeling * P, = p(I=p)"~!, hvor P, er sandsynligheden
for at samtalen slutter i n'te sekund. Nar linien er optaget, er sand-
synligheden for, at den forbliver optaget i mere end et sekund 1 — p,
og sandsynligheden for tilstandsendringen Eo — E; i naste trin er p.
Disse sandsynligheder er nu uafhangige af, hvor lenge telefonsamtalen
har forlgbet. ‘ '

Hvis vi ikke leengere gnsker at benytte en diskret tidsparameter, er
det ngdvendigt at arbejde med kontinuerte stokastiske variable. Den
rolle den geometriske fordeling spillede for ventetiderne, overtages nu af
eksponentialfordelingen. Denne fordeling er den eneste, der er hukom-
melseslgs. Med andre ord har vi, at sandsynligheden for at en samtale,
der forlgber til tiden z og fortsatter udover r + h, er uafhaengig af den
allerede forlgbne telefonsamtale. Man kan vise, at det galder hvis og
kun hvis sandsynligheden for at samtalen forlgber mere end ¢ tidsen-
heder er givet ved eksponentialfunktionen e~**. Denne eksponentielle
varighedsfordeling (levetiden) er netop o-leddet i Poissonfordelingen,
dvs ventetiden indtil den forste forandring optraeder, hvor A er intensi-
teten for afslutning af samtaler.

I og med at der er tale om en ventetid indtil forste hendelse indtraefler,
vil der saledes ikke indtrzffe nogle handelser i denne periode. Dette
betyder, at sandsynligheden for at vi skal vente t tidsenheder er den

3Bernoulli forsgg: Et Bernoulli forsgg er et forsgg, hvor der er to mulige udfald,
A (succes) og ikke-A (fiasko). En fglge af Bernoulli forseg, der er uafhangige, og
hvor successandsynligheden p er den samme i alle forsag, kaldes kort en folge af
Bernoulli forseg.

*Geometrisk fordeling: Den geometriske fordeling kaldes ofte for en diskret ven-
tetidsfordeling (svarer til den kontinuerte eksponentialfordeling) og grunden hertil
er fglgende: Der udfgres en rakke forsgg under identiske betingelser, uathzngigt af
hinanden; en handelse A har sandsynligheden p for at indtraeffe i det enkelte for-
spg. Hvis vi definerer en stokastisk variabel X ved X = k hvis handelsen indtrafer
forste gang i forsgg nr. k, s har X fordelingen

Pe=P(X=k)=p(1-p)*~', keN
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samme som sandsynligheden for at der ikke indtraffer nogle haendelser
i de t tidsenheder.

Fordelingen er analog, hvis der er tale om tilstandsandringen E, — E,,
blot er intensitet for afslutning af samtaler erstattet med intensiteten
af pabegyndte samtaler, p.

Et system med n telefonlinier

For personer ansat ved telefonvaesenet er det desuden interessant at
vide i hvilken grad systemet bliver udnyttet, og om der ber laves flere
telefonlinier. Man er saledes interesseret i at kende sandsynligheden
for, at z haendelser indtreffer til tiden t, P(X = ). Vi har saledes et
telefonsystem med n linier, hvor n > z. Hvis £ > n betyder det, at
der er flere opkald end linier og at nogle bliver afvist. @nsker man en
kapacitetsbetragtning ma man kende sandsynligheden for denne mar-
ginalsituation. Den stokastiske variabel er nu ikke laengere et udtryk
for tiden, men for et antal.

Da vi ved, at ventetiden er eksponentialfordelt, og at handelserne er
uafhengige af hinanden, er denne sandsynlighed givet ved Poissonfor-
delingen med tidsuafhengig intensitet, altsa P;(z) = e“%’

Sammenhzang mellem modeller og virkelighed

Ifglge [Feller, 1968] er der mange malinger, der har vist, at varighed-
en af telefonsamtaler i byer fglger eksponentialfordelingen med, som
han betegner det, overraskende ngjagtighed. For.udenrigssamtaler er
varigheden ofte 3 min. Denne regelmassighed gor, at systemet ikke
leengere fplger en Poissonproces. Der er desuden andre afvigelser fra
forudsatningerne. Eksempelvis vil intensiteten af telefonopkald tiltage
1 situationer, hvor der sker noget uventet. Dette kunne f.eks vere i
forbindelse med jordskelv med telefonopkald til forskellig formidlende
medier eller i forbindelse med uventede regnbyger, hvor intensiteten af
antallet af opkald til taxicentraler vil stige. Derudover vil varigheden af
opkald fra telefonbokse kunne grupperes efter bestemte lngder. Dette
skyldes, at man bliver afbrudt efter at have talt for 1 kr, 2 kr osv.
Opkald fra grupper af telefonbokse kan desuden ikke siges at veere uaf-
hangige af hinanden, da en fri telefon hurtigt vil blive optaget igen, da
det er sjeeldent, man star og venter pa at en bestemt telefon bliver fri,
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hvis der er en anden ledig.

Et andet feenomen inden for dette virkelighedsomrade, der i praksis
har vist sig at passe godt pa en Poissonproces, er opkald til forkerte te-
lefonnumre. Men det kan ikke undre s meget for disse forkerte opkald
foretages jo netop uden overlaeg og er dermed indbyrdes uathengige.

Stormflodsrisiko

Dette afsnit bygger pa [Jensen, 1959] og [Hansen, 1974].

I 1959 afsluttede davarende lektor Arne Jensen en undersggelse af
stormflodsforholdene ved Se¢ndre Limfjord. Undersggelsen udarbejdede
han for det offentlige nedsatte Thyborgnudvalg, der stod overfor en be-
slutning om at bygge et digeanlaeg til 8 mio. kr.

Arne Jensens formal med undersggelsen var at fastleegge en digehgjde,
saledes at sandsynligheden for oversvgammelse blev passende lille.

Den fgrhen anvendte strategi ved digebygning var at bygge digerne
sa hgje, at de netop kunne modsta en stormflod svarende til den veer-
ste forekommende stormflod i den foregaende periode, eventuelt med
en lille sikkerhedsmargin. Arne Jensen skriver, at hvis sikkerhedsmar-
ginen er lille medfgrer denne strategi, at risikoen for oversvemmelse af
diget i en kommende periode af samme lengde er cirka 50%.

Den acceptable stgrrelse af sandsynligheden for oversvgmmelse beslut-
tes politisk. Den foretages pa baggrund af omkostningerne ved et di-
gebyggeri, dels de menneskelige omkostninger og dels de gkonomiske;
hvad koster digeanlaegget at bygge og vedligeholde i forhold til udgift-
erne ved de oversvgmmelser, der eventuelt sker. Denne problematik vil
vi dog ikke komme yderligere ind pa.

Der er to problemer i at fastlegge en digehgjde. For det fgrste skal
man vide, hvor tit der kommer storme ved vestkysten. Dette skyldes
at det kun er i tilfelde af storme, der kan forekomme stormfloder. For
det andet er det npdvendigt at vide, hvor ofte der under en storm er
risikofyldte hgjvande. Derved bliver processen sammensat af hvor ofte
der er stormflod og det maksimale hgjvande under en stormflod.
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I et forspg pa at bestemme fordelingen af de to stokastiske variable (an-
tallet af stormfloder og stormflodernes maksimale hgjvande), blev der
i undersggelsen inddraget observationsmateriale af de maksimale hgj-
- vande fra forskellige steder langs den jyske vestkyst fra de foregaende
20-70 ar alt afhaengig af lokalitet. |

Man ma for at kunne benytte disse data forudsette, at den jyske vest-
kyst kan opfattes som en helhed, bade med hensyn til forholdene ved
hgjvande og vindstyrkens fordeling.

Fer antallet af stormfloder kan telles ma det forst vedtages, hvad man
forstar ved en stormflod. Den definition, der benyttes i underspgelsen
er, at hvis vandstanden i en periode ligger i en bestemt hgjde over den
normale vandstand ved hgjvande er der tale om en stormflod. Vand-
standen ma godt falde under denne hgjde, hvis det blot er for en kort
periode.

For at der kan vare tale om en ankomst af stormfloder ma man.an-
tage, at varigheden af en stormflod er sa lille i forhold til tidsafstanden
mellem to stormfloder, at en stormflod kan betragtes som en punkt-
begivenhed. Denne antagelse begrundes med, at tidsafstanden mellem
stormfloder erfaringsmaessigt er si stor, at de meteorologiske forhold,
der skaber dem, fysisk set er uafhangige. Saledes er ogsa stormfloderne
uafhangige af hinanden. -

Hvis processen skal kunne beskrives ved en Poissonproces ma der yder-
ligere antages, at ankomsten af stormfloder er Poissonfordelt med en
fzlles intensitet A for hele vestkysten. Da antallet af stormfloder varie-
rer med arstiderne, kan man ikke tale om, at ankomsterne er uathangige
at tiden, hvilket jo er et krav, nar der er tale om en homogen Poisson-
proces. I praksis har man har omgaet dette problem ved at se bort fra
sommerperioden (april- september) i datamaterialet.

For hver stormflod kan man tale om et eksperiment, som gar ud pa
at fastleegge den maksimale hgjvande. Da man skal kunne tale om en
gentagelse af et ensartet 'eksperiment’, ma der gelde to ting, dels at
vandstandsfordelingen ikke zndrer sig fra ar til ar og dels ma det anta-
ges, at stormflodernes maksimale vandhgjde er uafhengige stokastiske
variable. For at den sidste antagelse er rimelig, bgr de meteorologi-
ske forhold, der forarsager stormfloder, vare ens hver gang. Man har
derfor klassificeret stormfloderne udfra et sason- og vindretningssyns-
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rpunkt. Inden for hver klasse kan eksperimentet opfattes som udfert
-under samme ydre omstzndigheder. Hver klasse af stokastiske variable
‘har en tilhgrende fordelingsfunktion F.

Med udgangpunkt i disse antagelser er det muligt at finde en forde-

lingsfunktion for stormflodernes maksimale hgjvande, hvilket gor det
muligt at bestemme sandsynligheden for oversvgmmelse af det plan-
lagte dige.

3.7 Delkonklusion

Vi vil i dette afsnit foretage en opsamling af kapitlet om Poissonpro-
cesser. Da det ikke har samme karakter som det forrige kapitel, vil
opsamlingen naturligvis afspejle dette forhold. Vi kan ikke pa samme
made tage udgangpunkt i en case, men vi vil forsege at ggre tilsvarende
betragtninger ud fra den generelle teori.

Man kan stille spgrgsmalet: 'Hvad skaber en Poissonproces?’ Vi vil
starte med at kigge pa, hvilke forudsatninger, der ligger bag en Pois-
sonproces og dermed skal kunne genfindes i et virkelighedsomrade for at
det er modellerbart inden for denne modelramme. Som beskrevet i ka-
pitlet (afsnittet omhandlende Poissonfordelingen) eksisterer der nogle
antagelser, som skal vere opfyldt i tilfzlde af en Poissonproces. En
vigtig antagelse er at heendelser i disjunkte tidsintervaller skal veaere
uafthangige af hinanden. Ligeledes er forudsztningen om proportiona-
litet mellem sandsynligheden for at en hendelse indtraffer i1 et interval
og intervallets langde en vigtig antagelse (geelder for bade den homo-
gene og inhomogene proces med henholdsvis proportionalitetsfaktor A
og A(t)). Man kan saledes havde, at det er disse to forudsatninger,
der er de 'svare’, hvor de to resterende antagelser er af mere teknisk
karakter. Endnu en antagelse, der dog ikke er opskrevet som en sadan,
er at sandsynlighedsfunktionen der fgrer t over i p,(z) skal veere diffe-
rentiabel - ogsa denne antagelse betegnes som varende teknisk.

Endnu en vigtig antagelse, der dog optrader mere implicit, er at han-
delserne skal kunne opfattes som punktbegivenheder. Det betyder, at
handelsen skal vare af kort varighed set i forhold til den betragtede
tidsperiode.

Det er sadan, at nar man har opstillet disse fire forudsatninger, sa
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opstar Poissonfordelingen automatisk forstaet pa den made, at det ikke
er ngdvendigt med supplerende antagelser undervejs. Det betyder, at
man udelukkende pa baggrund af de fire forudsztninger er i stand til at
finde en sandsynlighedsfordeling. Poissonfordelingen er sandsynligheds-
fordelingen for antallet af hendelser. @nsker man ogsa en sandsynlig-
hedsfordeling for ventetiden mellem to pa hinanden fglgende handelser,
opnar man direkte uden yderligere antagelser eksponentialfordelingen.
Opfylder en idealiseret virkelighedssituation de fire forudsatninger, kan
feenomenet beskrives ved en Poissonproces. Det modsatte kan dog ikke
umiddelbart sluttes. Man kan udtrykke det sddan, at pa baggrund af
de fire forudseetninger fglger de to sandsynlighedsfordelinger, Poisson-
og eksponentialfordelingen automatisk. I virkelighedsomrader, der kan
beskrives ved Poissonprocesser, er det saledes muligt at finde et bag-
vedliggende mgnster i tilfzldigheden:.

Udover den homogene Poissonproces har vi i dette kapitel ogsa beskeef-
tiget os med forskellige former for inhomogene Poissonprocesser - pro-
cessen med tidsafheengig intensitet og to-tilstandsprocessen. Disse ge-
neraliseringer er eksempler pa komplikationer i et virkelighedsomrade,
der kraever en udvidelse af modellen hv1s man gnsker at inddrage kom-
pleksiteten i systemet.

Né&r man ensker at modellere en virkelighedssituation, ma man vurdere
om den opfylder de forudsatninger, der er karakteristisk for processen.
Det vil i tilfeeldet Poissonprocesser hovedsageligt vere de to navnte
'sveere’ forudsaetninger. Derudover eksisterer der for den homogene
Poissonproces det krav, at intensiteten A skal veere uafheangig af tiden.

Hvorvidt situationen umiddelbart opfylder forudsatningerne og er hvad
man kunne kalde direkte modellerbart eller om der skal foretages en
yderligere idealisering varierer fra virkelighedsomrade til virkeligheds-
omrade. Er der tale om en idealisering ma man i hvert tilfelde afheengig
af hensigten med modellen vurdere om en sidan idealisering er rimelig
at foretage. Hvad angar inhomogene Poissonprocesser med tidsafhaeng-
ig intensitet, vil der nogle gange foretages en approksimation til flere
homogene Poissonprocesser med tidsuafhangig intensitet. Ogsa i dette
tilfzlde ma det vurderes om en sadan approksimation er rimelig.

Vi har i dette kapitel ved hjelp af en raekke eksempler forsggt at de-
monstrere raekkevidden af Poissonprocesser. Det viste sig, at selvom
eksemplerne udspillede sig i vidt forskellige miljger og omhandlede vidt
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forskellige problemstillinger, havde de tydeligvis en rakke fallestrak.
Systemerne tegner et billede af haendelser, hvis antal er Poissonfordelte
og hvor ventetiden mellem to pa hinanden fglgende handelser er eks-
ponentialfordelt. Om hendelserne si er en fgdsel eller en enhed, der
ankommer; en dgd eller en ekspedition, der afsluttes er principielt li-
gegyldigt. Overordnet er den matematiske ramme for systemet den
samme.

Opfattes Poissonprocessen som en overordnet modelklasse, sa kan ek-
sempelvis bade homogene og inhomogene varianter af fgdsels- og deds-
processer, keteori og to-tilstandsproceser opfattes som modelkatego-
rier, der fordi haendelserne opfylder forudsatningerne falder inden for
samme modelklasse. Disse modelkategorier kan narmest opfattes som
forskellige anskuelsesformer med hver sin synsvinkel og hovedinteresse.
Saledes eksisterer der forskellige ha@ndelser og dermed modelkategorier,
der pa grund af deres opfgrsel falder inden for samme overordnede mo-
delklasse og derfor beskrives ved hjzlp af den samme matematik.



Kapitel 4

Stokastiske epidemimodeller

I dette kapitel behandler vi det tredie emneomrade; stokastiske epi-
- demimodeller. Vi har valgt at beskeftige os med tre forskellige mo-
deller, hvoraf en er kontinuert og to er diskrete; henholdsvis modellen
over generelle epidemier, Reed-Frost og Greenwood modellerne. De to
forstnaevnte modeller er oprindeligt blevet udviklet hovedsageligt med
det formal at kunne modellere epidemier af drabeoverfgrte infektioner
mellem mennesker. Greenwood modellen adskiller sig dog herfra, men
beskriver ogsa kun infektioner mellem mennesker.

4.1 Generelt om stokastiske epidemimo-
deller |

I deterministiske epidemimodeller kan man med udgangspunkt i en gi-
ven begyndelsestilstand i princippet bestemme de fremtidige tilstande.

Dette ggres ved at opstille ligninger, der beskriver systemets indre dy- -

namik; integrere med hensyn til tiden og pa denne mide fastlegge en
veerdi for hver af de kommende tilstande. I stokastiske epidemimodeller
forsgger man derimod at inddrage tilfzldighedsmekanismer, saledes at
man kun kan udtale sig om sandsynligheden for at en tilstand har en
vis veerdi. Formalet med de stokastiske epidemimodeller er overordnet
at beskrive sandsynligheden for at en epidemi har et bestemt udvik-
lingsforlgb. Dette kan f.eks vare geografisk eller i forhold til varighed
og antal syge. De modeller, som vi har valgt at behandle, kan kun ud-
tale sig om sandsynligheden for epidemiens sterrelse (det totale antal
af syge i populationen) i forhold til tiden. De vil blandt andet kunne
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bruges til besvarelse af spgrgsmalet '"Med udgangspunkt i en given si--
tuation, hvor stor er sa sandsynligheden for, at der i naste situation vil

vaere z antal modtagelige?’ '
De stokastiske epidemimodeller, vi har valgt at beskrive, er dels mo-
dellen over generelle epidemier, som er en kontinuert model og dels
Reed-Frost og Greenwood, der begge er diskrete modeller. Hvilken af
modellerne, der valges til at beskrive en epidemis udvikling, afhanger
af forskellige faktorer. Sygdommens forlgb og dens smittemekanisme
kan vere sadan, at de med rette kan antages at vare enten diskrete
eller kontinuerte. Det kan ogsa vare tilfldet, at data om epidemiens
udvikling indberettes enten til diskret eller kontinuert tid. Det spil-
ler ligeledes en afggrende rolle for valg af modeltype, hvilke spegrgsmal
man ¢nsker besvaret via modellerne. Endelig har rent matematiske/
tekniske overvejelser en indflydelse pa dette valg, idet det nogle gange
vil veere lettere at drage konklusioner fra den ene model end fra den
anden.

De ovennavnte modeller tager udgangspunkt i epidemier, der er karak-
teriseret ved, at individer, der betragtes som havende overstaet smitte-
perioden, ikke l&ngere har indflydelse pa epidemiens videre udvikling.
Dette sker, hvis individet dgr, bliver isoleret eller bliver immunt. Der
er altsa ikke tale om, at man kan fa den samme sygdom mere end en
gang i forhold til den tidshorisont, som epidemien dakker. Epidemier
af denne type siges at folge et

S—-I1—-R

forlgb, hvor S, I og R star for henholdsvis susceptible (modtagellg)
infected (smittet) og removed (fjernet).

Som det ses pa figur 4.1 er latensperioden den periode, der forlgber
fra individet bliver smittet til det er i stand til at overfgre smitte til
andre. Inkubationsperioden er perioden fra smittetidspunktet til de far-
ste sygdomssymptomer. Det skal bemaerkes, at et individ i I-gruppen i
disse modeller regnes for at veere ikke kun smittet, men ogsa smittende.
Denne antagelse gor sig galdende for de tre modeller, som dette kapitel
omhandler. Desuden antages det, at den samlede populationsstgrrelse
N = S+ I+ R er konstant, hvilket vil sige, at modellen ikke medtager
eventuelle fgdsler, tilflytninger osv.
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latensperioden smittende immun .

inkubationsperioden symptomer rask

Figur 4.1: lllustration af et sygdomsforlgb

Derudover er det en vigtig antagelse, at populationen blander sig homo-
gent og bestar af homogene individer. Dette er et led i modeldannelsen,
idet man antager, at en vis brekdel af den samlede population bliver
. smittet. Denne brekdel bliver overfort til ogsa at vaere hvert enkelt
individs brgkdel, forstaet pa den made at brekdelen bliver 'oversat’ til
sandsynllghed for inficering per individ. Da brokdelen deles ligeligt ud
pa hele populationen, betyder det, at alle individer har samme sandsyn-
lighed for at blive ramt af sygdommen. Saledes farer dette til antagelsen
om, at populationen er homogen og ligeledes blander sig homogent.

4.2 Den kontinuerte epidemimodel

Udledningen af den kontinuerte model bygger pa noter skrevet af vor
vejleder.

Dette afsnit omhandler den stokastiske kontinuerte model, der forste
gang blev prasenteret i 1927 af W.0. Kermack og A.G. McKendrick i
en deterministisk udgave og i 1949 pa stokastisk vis af M.S. Bartlett.
Den stokastiske model over generelle epidemier er bl.a. karakteriseret
ved, at de tidspunkter, hvor der indtraffer epidemisk relevante begi-
venheder, opfattes som kontinuert forlebende. Denne egenskab ger, at
det ikke er ngdvendigt at tage hensyn til varigheden af de forskellige
stadier i sygdomsforlgbet. Man kan sd at sige 'stikke en sonde’ ind i’
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populationen pa et givet tidspunkt, og hvert individ vil sa befinde sig i
en af de for et S — I — R epidemiforlgbs karakteristiske kategorier.

Modellen er bygget over et sat af stokastiske variable, som til et gi-
vet starttidspunkt kan fastlaegges vilkarligt.

De stokastiske variable i modellen ér:

e S(t), som er antallet af modtagelige til tid t.
e I(t), som er antallet af smittende til tid .

o R(t), som er antallet af immune til tid ¢.

Modellen antager, at et individ forlader gruppen S i det gjeblik indivi-
det bliver inficeret. Saledes er personer, der befinder sig i latensperio-
den og derfor ikke er smittende, indeholdt i I og betegnes derfor som
varende smittende. Dette til trods for at det forholder sig anderledes
i realiteten. Det skal fastslas, at gruppen R bestaende af fjernede indi-
vider ikke er interessant fra et modelsynspunkt.

Vi skal fastleegge P{(S(t + h) = s,I(t + h) = i)}, der er sandsyn-
ligheden for, at antallet af modtagelige er s og antallet af smittede er
¢ til tidspunktet t + h, hvor s og ¢ er hele positive tal og h er en lille
tilvaekst i tiden.

Det antages, at h kan velges saledes, at der i hvert tidsskridt kun
indtrafter én af nedenstaende tre handelser, og at netop én af disse
indtreeffer. Handelserne er konstrueret saledes, at maksimalt ét indi-
vid skifter kategori (S — I,I — R) i det korte tidsinterval ]i,t + h] .
Hvilke vaerdier h kan antage afhanger af den aktuelle epidemis natur;
h antages dog at vaere opadtil begranset.

Hvis der til tiden t + h skal gelde, at S(t + h) = s, I(t + h) = ¢
ma der i intervallet )t,t + h] vaere sket en af tre folgende haendelser.

1. Der smittes netop ét individ og ingen smittede bliver immune.
Dette betyder at til tiden ter S(t) =s+1og I(t)=t—1o0gi
intervallet ]t,t + h] 'mistes’ en modtagelig og 'vindes’ en smittet.
Denne hzndelse har sandsynligheden:

P{S(t)=s+1,I(t) =i — 1 og netop én ny smittet i ]¢,t + h]}
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Handelser _Til tiden t | intervallet ]t,t+h)

S(t) = s+1 .

1 . Netop én ny smittet
Yt) = i-1

Co§(t) =

2 (t)=s Netop én ny immun
I(t) =i+ ‘

3 S(=s Ingen forandring
1([) =i

Figur 4.2: Ovenstiende skema illustrerer, hvilke vaerdier S og I har til
tiden t og hvad der sker i intervallet |t,t + h] i forhold til de handelser,
der kan indtraffe for at S(t + h) =sog I(t + h) =i.

. 2. Ingen individer smittes og netop ét individ bliver immunt. Til
tiden t er antallet af modtagelige og smittede saledes S(t) = s
og I(t) = i+ 1. I intervallet ]¢,t + h| er antallet af modtagelige
konstant og der 'mistes’ en smittet. '

Denne handelse har sandsynligheden: '
P{S(t)=s,1(t) =1+ 1 og netop én ny immun i |t,t + h|}

3. Ingen individer smittes og ingen smittede bliver immune, altsa
ingen forandring. Det vil sige at til tiden t er S(t) = s og I(t) = 1.
Denne handelse har sandsynligheden:

P{S(t) = s,I(t) =i og ingen forandring i ]¢,t + h]}.

Da hendelserne er disjunkte, vil den samlede sandsynlighed vare lig
summen af sandsynlighederne for hver af hzndelserne. Vi har altsa
folgende udtryk:
P{S(t+h)=s,I(t+h) =1}
= P{S(t)=s+1,I(t) =i -1, netop én ny smittet i |t,t + ]}
+P{S(t) = s,I(t) =i+ 1, netop én ny immun i ¢, ¢ + A}
+P{S(t) = s,I(t) = 1, ingen forandring i J¢,t + h]}
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For yderligere at fastleegge P{S(t + h) = s,I(t + h) = i} er det ned-
vendigt at gere folgende antagelser:

ad 1.

Produktet af antallet af modtagelige (s ¥ 1), antallet af smittede (i —1)
til tid ¢ og intervallengden h udtrykker antallet af mulige mgder mel-
lem modtagelige og smittende i ]t,t+ h]. Proportionalitetsfaktoren, der
ikke afhanger af antal modtagelige og antal smittende, betegnes med
B og er et udtryk for smitteraten. I smitteraten er implicit indbygget
brgkdelen af realiserede mgder, hvor let smitten overfgres, samt anden
form for indflydelse. Da individer, der befinder sig i latensperioden,
medregnes i I gruppen, er det med til at gere smitteraten mindre end
den virkelige smitterate. Hver af disse navnte faktorer er reprasente-
ret med en brgkdel, der tilsammen giver 3 . Det vil dermed sige, at
sandsynligheden, for at en modtagelig bliver smittet, er udtrykt ved en
brgk. Dette fgrer til falgende udtryk:

P{S(t)=s+1,I(t) =1 -1, netop én ny smittet i |¢,t + h]}
= P{St)=s+1,I(t)=1-1}
P{netop én ny smittet i Jt,t + h] | S(t) = s+ 1,1(t) =7 -1}
= P{S(t)=s+1,I(t)=i-1} (B(s+1)(i = 1)k + o(h))

ad 2.

Sandsynligheden for at netop ét individ bliver immunt i ]¢,t + h] er
tilneermelsesvis proportional med antallet af smittende (z + 1) til tid
t og intervallengden h. Proportionalitetsfaktoren betegnes med v og
er et udtryk for immunitetsraten. Immunitetsraten afhanger blandt
andet af, hvor meget smitte de inficerede individer har i sig, men ikke
af antallet af smittende. De forskellige stgrrelser, der kan siges at indga
i immunitetsraten er hver iszr reprasenteret ved en brgkdel, der til-
sammen giver 7. Det vil med andre ord sige, at sandsynligheden for at
netop ét individ bliver immunt, er udtrykt ved en brgk. Dette farer til
felgende udtryk:

P{S(t) =s,I(t) =i+ 1, netop én ny immun i Jt,t + h]}
= P{S(t)=s,I(t)=1i+1}
P{netop én ny immuni Jt,t + h] | S(t) = s,I(t) =i + 1}
P{S(t)=s,I(t) =i+ 1} (v(: + 1)k + o(h))
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ad 3.

Sandsynligheden for at der ikke sker nogen forandring er lig med én
minus sandsynligheden for forandring (den komplementzre handelse).
Sandsynligheden for forandring svarer til summen af sandsynlighederne
for forandring ud fra det givne udgangspunkt, det vil sige sandsynlig-
heden for én ny smittet plus sandsynligheden for én ny immun. Disse
sandsynligheder er udtrykt under hendelse 1 og 2, blot er antallet af
- modtagelige s og antallet af smittede i. Dette forer til fglgende udtryk:

P{S(t) = s,1(t) =1, ingen forandring i ]t,t + h}}
= P{S(t) =s,I(t) =1} '
P{ingen forandring i Jt,t + k] | S(¢t) = s, I(t) =i}
= P{S(t) =s,1(t) =1:}(1 — P{forandring}) _
P{S(t) = s,I(t) =i}(1 — (P{én ny smittet} + P{én ny immun})).
P{S(t) =s,I(t) =i}(1 = (Bsi +vi)h + o(h))

Den samlede sandsynlighed til tid t + A bliver siledes:

P{S(t+h)=s,I(t+ k) = ¢}
= P{S(t)=s+1,I(t)=i—1}(B(s + 1)(i = 1)k + o(h))
+P{S(t) = s,1(t) =i + 1}(7(i + 1)k + o(h))
+P{S(t) = s,1(t) = 1}(1 — (Bsi + 7i)h + o(h))

Selvom modellen er bygget pad den antagelse, at kun én af de i for-
hold til modellen interessante haendelser indtraeffer i ¢, ¢ + k] er der dog
stadig en lille sandsynlighed for, at to eller flere heendelser optreaeder i
samme tidsinterval. Netop dette tilfeelde tager fejlleddene o(k) hgjde
for i ovenstaende udtryk for hendelserne.

Vi indfgrer nu fglgende notation:
P{S(t) = s,I(t) =i} = pi(s,1)

Den samlede sandsynlighed bliver da:
Pen(s,2) = p(s+ 1,0 = 1)(B(s + 1)(i — 1)k + o(k))

+pi(s,i+ 1)(7(i + 1) + o(h))
© +pe(s,3)(1 = (Bsi + vi)h + o(h))
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Dette kan omskrives til:

Pean(s,t) — pe(s, 1)

n = B(s+1)(i—1)pi(s +1,i=1)

+v(z + )pe(s,2 + 1)
—w@+%mum
+o(1)

Under antagelse af differentiabilitet af funktionen, der fgrer t — p,(s, 1)
for alle s, 7, far vifor h — 0

dp(s,1)
dt

= B(s+1)(i—1)p(s+1,i—1)

+5(2 + Dpe(s,2 + 1) (4.1)
—m@+%mu@

I begyndelsestilstanden, altsa for t = 0 og under antagelse af at S(0) = s
og I(0) = 1, vil nogle af de storrelser, der udtrykker antallet af modta-
gelige og smittede i haendelse 1 og 2 til tid ¢ ikke vaere mulige. Eksem-
pelvis kan antallet af modtagelige ikke veere s + 1, nar vi har antaget,
at de er s. Resultatet af dette bliver, at udtrykkene for handelse 1 og
2 elimineres.

Vi har saledes fglgende differentialligning for begyndelsestilstanden:

) = —psti+ Dips)

Desuden ma sandsynligheden for at tilstanden er som antaget vare 1.
Det betyder, at po(s,i) = 1.

Denne ligning udtrykker en differentialligningsmodel for den generelle
epidemi.

Den kontinuerte model kan ikke lgses analytisk, og man ma derfor gore
det pa en anden made, eksempelvis numerisk. Forudsat at a, 3 og v
er kendte lgses den for alle veerdier af (s,7). Man opnar saledes ikke et
funktionsudtryk for ssmmenheng mellem parametre og resultat.
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4.3 Diskrete epidemimodeller

Dette afsnit omhandler to af de mest anvendte stokastiske diskrete epi-
demimodeller; Reed-Frost og Greenwood. Vi vil farst behandle Reed-
Frost modellen for derefter kort at beskrive, hvorledes Greenwood mo-
dellen afviger fra Reed-Frost.

Reed-Frost modellen

Reed-Frost modellen blev udarbejdet af Lowell J. Reed og Wade Hamp-
ton Frost omkring 1928, hvor de brugte den til undervisning i stokasti-
ske heendelser. Den er dog fgrst blevet nedskrevet i 1942, men ikke af
Reed og Frost selv.

I forbindelse med de diskrete modeller antages det, at alle interessante
handelser sker pa allerede identificerede tidspunkter i sygdomsforlgbet.
Dette er i modsatning til den kontinuerte model, hvor de interessante
heendelser kan ske pa et vilkarligt tidspunkt.

I Reed-Frost modellen er smitteperioden reduceret til et enkelt punkt.
Det er altsa ikke vigtigt for modellen, hvornar i smitteperioden man

har udviklet evnen til at smitte, blot at man har. Tidsskridtet mellem
hver smitteperiode er sygdommens latensperiode,  der ér perioden fra

man bliver smittet til man er i stand til at smitte andre (se figur 4.1).

Saledes vil et individ, der er blevet smittet, ga direkte fra at veere i

tilstand S i den ene smitteperiode til tilstand I i naste. Tilsvarende

vil et individ, der har overstaet smitteperioden ga fra gruppen I til R.

Man kan derfor undersgge fordelingen af S, I og R efter hver overstiet

- latensperiode. Der tales her om den nzaste generation i epidemien.

Med startpunkt i et enkelt tilfaelde i en lukket population vil de nye
tilfelde opstd som en kade af stadier/ generationer. I den diskrete
model indgar den faktiske varighed af de forskellige perioder ikke. Der
stilles derimod andre krav til modellerne. Da latensperioden’ benyttes
som afstanden mellem to generationer i Reed-Frost modellen, skal den
vare tilnzrmelsesvis konstant. Samtidig er det ogsa ngdvendigt med
en kortvarig smitteperiode, da den skal kunne opfattes som et punkt.
Modellen kan med udgangspunkt i generation n’s opdeling af individer
1 de tre grupper S, I og R beskrive sandsynligheden for, at den fglgende
generation n + 1 har en bestemt opdeling.
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Figur 4.3: Figuren viser en fiktiv udvikling for en epidemi, der har et
S — I — R forlgb (bdde Reed-Frost og Greenwood).

Det, man typisk onsker at kende, er n@rmere bestemt sandsynligheden
for, at der er k modtagelige i naste generation. Tallet k er en verdi
for antallet af modtagelige til tiden n + 1. Det betyder, at k enten kan
vaere S, eller mindre, idet antallet af modtagelige falder som epidemien
forleber. Saledes tilhgrer k heltallene fra 0 til S,,.

Sn, In og Rn betegner individerne i de forskellige kategorier i den n’te
generation. Lad p betegne sandsynligheden for at et bestemt mod-
tageligt individ i en generation har effektiv kontakt med en bestemt
smittende. Saledes er sandsynligheden for at det pageldende individ
undgar smitte fra en given smittende lig 1 — p. Sandsynligheden for at
en modtagelig undgar kontakt med alle smittende er

gn = (1 - p)ln

Hvorved 1 — ¢, angiver sandsynligheden for at en given modtagelig
bliver smittet.
Sandsynligheden for at S,4, er lig k afheenger af folgende elementer:
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1. sandsynligheden for at k givne individer undgar at blive smittet,
(qn)k

2. sandsynligheden for at resten af individerne (S, — k) bliver smit-
tet, (1 — g,)5—*

3. antal mader hvorpa de k kan udpeges blandt S,, dvs antal kom-

binationer af k elementer udtaget af S, ( i" )

Punkt 3 er en kombinatorisk specifikation, mens handelse 1 og 2 re-
praesenterer stokastiske faenomener. 2 :

Der er to mulige udfald for hvert modtageligt individ; smittet eller ikke
smittet. Sandsynligheden for om et individ bliver smittet eller undgar
smitte er uafheengig af, hvad der sker med de gvrige individer. Proces-
sen kan derfor opfattes som en serie gentagelser af samme 'forsgg’, der
sker under ensartede ydre rammer. Under disse omstendigheder falger
S» binomialfordelingen, der er benyttet tidligere i kapitel 2.

Samlet kan sandsynligheden for S,41 = k, hvor k = 0,---, 5, séiledes
udtrykkes som:

Psw=t = (7 )@ra-a™*

Det er denne ligning, der definerer Reed-Frost modellen. Parametrene .
S, og qn er afggrende for formen af binomialfordelingen. I Reed-Frost
modellen er parametrene S, og ¢, afhzngige af tiden, de er derfor 1
princippet forskellige for ethvert n. Derudover afhanger sandsynlig-
heden for S,41 = k af den foregdende tilstand, idet S, og ¢, indgar
i ligning (4.2). Saledes bliver Reed-Frost modellen en kade af bino-
mialfordelinger, én til hvert diskret tidspunkt, hvorfor den ogsa tit gar
under betegnelsen kadebinomialmodellen. Det er ikke kun sandsyn-
lighedsfordelingen, der andrer sig; ogsa dens tilstandsrum zendrer sig,
idet S, ikke vokser men typisk falder, som epidemien skrider frem.

Tilstanden til tiden n 4 1 afhanger udelukkende af tilstanden til ti-
den n og ikke af de gvrige foregaende tilstande. En proces med denne
egenskab betegnes en Markovproces. Markovprocesser, som foregar i
diskret tid, betegnes Markovkader og Reed-Frost modellen er saledes
en Markovkade. Modellen kan naturligvis kun anvendes, hvis der har
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~ kendskab en 'begyndelseso;;ieling. Denne opdeling vil have indirekte
indflydelse pa de efterfglgende opdelinger.

Greenwood

Greenwood modellen er formuleret i 1931, hvilket er sket uafhaengigt af
~ Reed-Frost modellen og er en alternativ keedebinomialmodel. I Reed-
Frost modellen afhanger en modtageligs risiko for at blive udsat for
effektiv kontakt blandt andet af antallet af smittende, dvs at g, vari-
erer for hvert n. Dette er ikke tilfeeldet for Greenwood modellen; her
afheaenger sandsynligheden for at et givent individ bliver inficeret ikke af
antallet af smittede. Dette betyder, at g, er konstant, hvorfor den be-
tegnes q. Saledes er sandsynligheden for, at en given modtagelig bliver
smittet, 1 — ¢, hvor det i Reed-Frost var 1 — ¢,. Greenwood modellen
ser saledes ud

P{Sn1 =k} = ( 5,;" )qk(l —q)™* (4.3)

Brugen af Greenwood modellen i stedet for Reed-Frost kan i nogle til-
feelde betragtes som en praktisk approximation. Den kan ogsa benyttes
som bedre egnet til en sygdom, hvor overfgrslen af infektion hovedsa-
geligt afhanger af individets modtagelighed og ikke af antallet af smit-
tede, idet den smittedes evne til at smitte ikke er relevant. Dette vil
veere tilfeeldet med sygdomme, hvor smitbarheden ikke knytter sig til
antallet af smittede, men til det omgivende miljg, f.eks via luften eller
linned.

4.4 Modellernes anvendelsesomrade

Modellerne vi har behandlet i dette kapitel anvendes som tidligere
neavnt til at beskrive et epidemiforlgb. Den generelle model har som
navnet antyder et bredt anvendelsesomrade. Den kan sa at sige benyt-
tes til enhver epidemi ogsa i de tilfelde, hvor de diskrete modeller ikke
kan. Dette skyldes, at de diskrete modeller har visse krav til sygdoms-
forlgbet, der ger at de ikke altid kan bruges. Pa grund af disse krav
kan de diskrete modeller kun benyttes til beskrivelse af sygdomme med
konstant latens- og inkubationsperiode og kort smitteperiode. De kan
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saledes ikke benyttes til at beskrive sygdomme, der har varierende smit-
teperioder eller sygdomme, hvor symptomerne ikke er synlige. Eksem-
pler pa sygdomme, der kan beskrives ved hjalp af Reed-Frost modellen
er maslinger, rgde hunde og skoldkopper. Sygdomme med lzngereva-
rende smitteperiode, der saledes ikke kan opfattes som et punkt, kan
i stedet repreesenteres ved hjalp af modellen over generelle epidemier.
Et eksempel pa dette er kgnssygdomme, hvor et smittet individ er i
stand til at smitte andre indtil en medicinsk behandling er afsluttet. -

Endelig kan modellen over generelle epidemier ogsa anvendes som en
approximation af den diskrete model i tilfzlde, hvor dette vil veere mere
hensigtsmaessigt. Grunden til dette kan vere af enten datamassig eller
matematisk/ teknisk karakter.

4.5 Delkonklusion

' I dette kapitel behandler vi tre stokastiske epidemimodeller, der beskri-
ver epidemier med et S — I — R forlgb. De forsgger alle at beskrive en
virkelighedssituation, hvor en smitteoverfgrsel finder sted og de smit-
tende bliver fjernet. Det stokastiske element der forsgges modelleret
bestar i, om/ hvornar et modtageligt individ har effektiv kontakt med
en smittet og hvor lang tid der gar inden individet bliver fjernet. Om
der er effektiv kontakt er bestemt af flere stokastiske handelser: den ra-
ske skal mede den smittende, den syge skal vare tilstrakkelig inficeret
til at kunne overfore smitte, viruset skal overfgres og den modtagelige
skal udvikle et sygdomsforlgb. Det stokastiske element er saledes sam-
mensat af bade adfeerdsmeessige og fysiologiske faktorer, der hver for
sig rummer yderligere elementer af stokasticitet.

I forbindelse med fastleeggelse af sandsynligheden for effektiv kontakt
bliver der i de beskrevne modeller foretaget en idealisering af virkelighe-
den. En del af denne idealisering bestar i at der gores nogle antagelser
om populationen. Den skal blande sig homogent og alle individer skal
have lige stor sandsynlighed for at blive smittet. Desuden antages det,
at systemet er lukket.

Vi behandler to forskellige modeltyper; en kontinuert og en diskret.
I den kontinuerte model er det muligt til ethvert tidspunkt at fastlegge
antallet af individer i hver af de tre grupper, S, I og R. Denne model
kan benyttes til at beskrive alle former for epidemier. Den diskrete
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model kan kun anvendes, hvis sygdommene opfylder visse krav. Disse
krav er som navnt i kapitlet: konstant latens- og inkubationsperiode
og relativ kort smitteperiode. I de diskrete epidemimodeller kan man
fastlegge sandsynligheden for at der til en bestemt generation er et
bestemt antal modtagelige individer.

Pa Statens Seruminstitut har man arbejdet med stokastiske epidemi-
modeller, men kun i forbindelse med forstaelse af sygdomsmekanismer.
Nar de ikke har brugt modellerne i forbindelse med udvikling af hand-
lingsplaner, skyldes det blandt andet, at virkefeltet er begranset til sma
lukkede samfund. De antagelser der kraeves opfyldt fer de stokastiske
modeller er anvendelige er for grove til at de kan benyttes til beskrivelse
af en epidemis udvikling i en meget stor population.

I de epidemimodeller, vi behandler, er sandsynligheden for at en modta-
gelig bliver smittet ens for alle individerne og uafhzengig af tidspunktet
i epidemiforlgbet. I virkeligheden er denne sandsynlighed sammensat
af et utal af andre stokastiske variable. Dels er det forskelligt hvor
godt et immunforsvar de forskellige individer har og dels varierer det
enkelte individs immunforsvar med tiden alt afheengig af individets fy-
siske tilstand; om det har sovet nok, spist sundt mm. Desuden er
sandsynlighed-en for at mgde en smittende afhzengig af de enkelte indi-
viders sociale adferd. I modellerne opererer man med en middelvaerdi
af alle disse variable. Denne idealisering geres selvom man ved at de
ovenneavnte faktorer har stor betydning for om et individ bliver smit-
tet.

Der eksisterer saledes stokastiske elementer i virkelighedsomradet, som
de i projektrapporten behandlede stokastiske epidemimodeller ikke ind-
drager. Disse stokastiske elementer omgas ved at forudsatte at popu-
lationen er homogen. Dermed er et vigtigt stokastisk aspekt udeladt i
modelleringen.

Stokastiske epidemimodeller er pa grund af de navnte forhold ikke
brugbare til at undersgge, hvordan en epidemi udvikler sig i store popu-
lationer. Her benytter man primart deterministiske epidemimodeller.
Na&r man undersgger meget store populationer vil spredningen nemlig
blive forholdsvis lille, hvorfor man lige sa godt kan benytte gennemsnit-
tet.
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De stokastiske epidemimodeller bliver derfor hovedsageligt anvendt til
at fastlegge parametre for hver modellerbar sygdom. Disse parame-
tre kan s3 anvendes i deterministiske epidemimodeller. Maden dette
gores pa er ved at bruge den stokastiske epidemimodel pa mange sma
husstande af 3-5 personer. Man underspger hvordan smitten spredes
i den lille population, nar et individ har faet tilfert smitte udefra. I
husstande er virkelighedssituationen tattere pa de antagelser, der gar
forud for modelbygningen. Det kan med rimelighed antages at en fa-
milie bevaeger sig homogent. Endvidere kan man med stor sikkerhed
sige, at ‘de er underlagt det samme miljg og har nogenlunde ens im-
munforsvar, da de far samme kost og har en del af samme arvemasse.
Nar parametrene fra mange sma husstande er fastlagt overszttes disse
til parametre for en stprre population, hvorefter de indsattes i en de-
terministisk model. ‘

De situationer hvor en stokastisk epidemimodel bliver interessant er,
hvis man vil undersgge sandsynligheden for at en sygdom vil ’overleve’
selvom den er aftagende og dermed kunne forarsage en ny epidemi. For
at besvare dette spgrgsmal kunne man nu vende situationen en om-
gang og se det fra virusets synsvinkel (da modellerne kun omhandler
drabeoverfgrte infektioner mellem mennesker). Dette ggres inden for
teoretisk biologi, hvor man interesserer sig for sandsynligheden for at
et virus overlever mellem to pa hinanden folgende epidemier. Man mai
den forbindelse interessere sig for hvilke faktorer i omgivelserne, der be-
virker at et virus overlever og har mulighed for at formere sig. Saledes
kan man ved at undersege dette aspekt opna en indsigt i, hvorfor en
sygdom ikke uddgr efter en epidemi, men derimod til stadighed kan
komme igen. I forsgg pa at opna en bedre forstaelse af epidemierne,
har der rundt om i verden veret forsggt at anlaegge forskellige syns-
vinkler pa epidemiforlgb.

Onsker man en stgrre anvendelighed af stokastiske epidemimodeller
og dermed en bedre overensstemmelse med virkeligheden kraever det
saledes en kraftig udbygning af modellerne. Der er derfor gjort forsgg
pa at gere modellerne mere virkelighedsnere, ved dels at indlaegge vari-
ation i individernes modtagelighed, gare modtageligheden afhzngig af
arstider og dels ved at gere individernes risiko for at mgde en smittet
afheengig af den sociale omgangkreds. Man forseger saledes at inddrage
flere stokastiske elementer i de modeller, vi har behandlet.
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Kapitel 5
]jiskuSsion

Umiddelbart kunne det maske nok synes paradoksalt, at virkelighedssi-
tuationer hvori der optraeder tilfzldige fanomener forseges modelleret
1 den strengt logiske matematiske verden. Vi har igennem denne pro-
jektrapport forsggt at beskrive hvordan denne oversattelse kan forega
og hvordan tilfzeldighedselementet optraeder i den matematiske model.
Samtidig har vi set pa hvordan modeller af denne karakter kan bedem-
mes og anvendes enten til forstaelse af virkelighedssituationen eller til
problemlgsning. '

Som ferste led i oversaettelsen ma man danne sig et billede af hvori til-
feeldigheden bestar. Stokasticiteten i tilfeldige feenomener er bestemt
af mange forskellige omstzndigheder. Nar disse ydre faktorer @ndres
har det indflydelse pa f&nomenets adferd. Hvordan faenomenet opferer
“sig under denne indflydelse er ikke til at forudsige, hvorfor fznomenet
synes tilfaeldigt. Selvom virkelighedssituationen er kompleks og haen-
delserne ikke pa forhand kan bestemmes, betyder det ikke ngdvendigvis
at der er lige stor sandsynlighed for alle handelserne. Nogle heendelser
kan forekomme hyppigere end andre og derfor vare mere sandsynlige.

En af de grundlaggende antagelser i modelleringen af stokastiske fano-
mener er, at faenomenet-er af repetetiv karakter. Pa denne made kan
man opfatte handelserne som resultat af ensartede forsgg, udfert under
samme forudsatninger. Med dette udgangspunkt kan man sgge efter
et menster 1 tilfeldigheden.

Med udgangspunkt i de spgrgsmal man onsker at fa besvaret, iden-
tificerer man de stokastiske variable, som har betydning for den situa-

81
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tion man gnsker at modellere. Nogle af de stokastiske variable varierer
maske sa lidt, at man velger at fastleegge dem deterministisk. Man har
saledes valgt at se situationen fra en bestemt synsvinkel, hvilket afspej-
ler sig 1 de forudseetninger man kan antage om systemet. I kapitel 2 om
casinospil er de stokastiske variable blevet udvalgt ud fra hvad der er
interessant for spilleren, nemlig hvorvidt kuglen vil lande i det felt man
" har satset pa. Med denne indgangsvinkel tages der ikke hgjde for hvor-
dan de gvrige spillere g¢r deres indsatser og hvor mange der kommer
pa casinoet. Valget ville vaere anderledes, hvis virkelighedssituationen
blev anskuet fra casinoets side. I kapitlet om Poissonprocesser ser vi
ligeledes hvordan samme virkelighedssituation kan anskues pa forskellig
vis. Derved @ndres valget af de stokastiske variable alt afhangig af om
man gnsker at kende antallet af ankomster, om man til et bestemt tids-
punkt gnsker at kende antallet af individer eller om det er ventetiden
mellem ankomsterne man er interesseret i. Modellerne bliver udformet
pa en sadan made at de begrznses til kun at beskrive det aspekt af
virkelighedssituationen, der har relevans for brugeren.

De stokastiske variable er den grundleggende bestandel af stokasti-
ske modeller. Den stokastiske variabel er en funktion, der er beskrevet
ved sin fordeling. Fordelingen for en stokastisk variabel er en mate-
matisk kontruktion, hvorigennem man sgger at beskrive en regularitet
i haendelserne. Fordelingsfunktionen bestemmes udfra en betragtning
af de forudsatninger, der kan stilles til systemet. Vi har igennem vo-
res projektrapport stgdt pa tre fordelingstyper; binomialfordelingen,
Poissonfordelingen og eksponentialfordelingen, der repraesenterer et va-
rierende szt af forudsetninger. Man kan med kendskab til fordelingen
udtale sig om sandsynligheden for at den stokastiske variabel til et be-
stemt tidspunkt har en bestemt verdi.

En del af en modelanalyse bestar i at vurdere, hvilke idealiseringer
der er sket idet man gar fra virkeligheden til det matematiske univers.
Man vurderer sa at sige ’afstanden’ fra virkeligheden til matematikken.
Det hgrer ogsa med at vurdere om disse simplificeringer er rimelige og
hvilke konsekvenser de medfgrer. Casinospil, der kan opfattes som en
konstrueret virkelighed, er det omrade hvor denne afstand er mindst.
For et roulettehjul vil simplificeringen blot besta i at haevde, at sand-
synligheden for at kuglen i et roulettehjul lander pa et tal er lige stor
for alle tal og at spillene er uafhangige.

Nar man anvender Poissonprocessen til at beskrive sandsynligheden
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for en heaendelse, skal hendelsen opfylde en rakke krav. Sadvanligvis
vil man kun benytte Poissonprocessen til at beskrive fanomenet, hvis
det tilnzermelsesvis opfylder disse krav. I sa fald er afstanden fra vir-
keligheden til den model, der skal beskrive virkeligheden ikke lang.

For epidemimodeller er sagen derimod lidt anderledes. Der er her tale
om en model, der forsgger at modellere en kompleks situation og resul-
tatet bliver, at der foretages nogle simplificeringer, som maske er for
grove. For den kontinuerte epidemimodel har vi imidlertid ikke fundet
- en generel forskrift for fordelingsfunktionen, hvorfor man ikke kan sige
noget konkret om fordelingen af sandsynlighederne.

" Denne afstand mellem den virkelige og den matematiske verden bety-
der noget for hvor godt fordelingen beskriver menstret i tilfaldigheden
og er derfor et udtryk for, hvor stor anvendelse modellen har.

Anvendelsesmuligheder

Som vi har set i projektrapporten, bliver stokastiske modeller anvendt i
mange forskellige sammenhange; inden for forskellige omrader og med
forskelligt formal. Vi vil i dette afsnit se pa, om der kan siges noget
generelt om den type af spgrgmal stokastiske modeller kan besvare.

De stokastiske modeller angiver sandsynligheder for at et eksperiment
leder til bestemte hendelser. Et af de afggrende aspekter er, at man
ikke nedvendigvis altid er interesseret i at kende den 'gennemsnitlige’
handelse. Denne kan med en vis afvigelse bestemmes ved en determi-
nistisk indgangsvinkel. Man gnsker derimod at kende sandsynligheden
for at det netop vil blive denne handelse eller maske snarere risikoen/
chancen for at forsgget vil resultere i et af de sjaldnere tilflde. Ge-
nerelt kan det siges om stokastiske modeller, at de kan benyttes til at
beskrive marginalsituationerne. Dette er eksempelvis tydeligt at se i
tilfeeldet med casinospil. Typisk vil spilleren ikke opna sit mal, men
hun gnsker at vide, hvad sandsynligheden er for at hun ggr det allige-
vel. Samme problematik er at se i casen om stormfloderne. Den typiske
stormflod vil ligge under digehgjden, men det interessante er sandsyn-
ligheden for at den pa et eller andet tidspunkt vil ligge over.

Stokastiske modeller kan fungere bade som forstielses- og som hand-
lingsmodeller alt efter virkelighedsomrade og synsvinkel. Eksempelvis
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kan modelleringen af roulettespil karakteriseres som en typisk hand-
lingsmodel, hvorimod epidemimodeller er en modeltype, der som pri-
mart formal har forstaelse. :

Der har i de beskrevne modeller varet en tydelig forskel pa afstand
mellem: virkelighedsomrade og det modellerbare system. Som skrevet
i det foregaende afsnit afspejler dette forhold sig i projektrapportens
opbygning. Der er ingen tvivl om at jo stgrre denne afstand bliver des
mere har man idealiseret virkeligheden for at opna et modellerbart sy-
stem og dermed risikerer man at systemet ikke beskriver situationen
godt nok. Det ma naturligvis i hvert tilfalde vurderes, om idealiserin-
gerne er for grove eller om de kan antages at vere rimelige. En sadan
vurdering afhanger af formalet med modellen og dermed hvor ngjagtigt
et resultat, man som modelbygger og -bruger gnsker.

Verificering

Dette afsnit vil omhandle en diskussion af de problemer, der opstar i
forseget pa verificering af stokastiske modeller. Vi vil ikke verificere
de enkelte modeller der er behandlet i projektrapporten, men istedet
diskutere hvordan man kan verificere dem. Som det forste i dette afsnit
vil vi kort ridse de generelle verifikationsmulighederne for stokastiske
modeller op. Derefter vil vi se pa mulighederne for at bedemme de
modeller vi har beskaftiget os med.

Der er to hovedkategorier af verifikationsmuligheder, den kvalitative
og den kvantitative, der bedsmmer henholdsvis modelklassen og para-
metrene. En model skal gennem begge tests for at man kan sige, at
den tilnermelsesvis er verificeret. Forst vil vi beskeftige os med den
kvalitative modelverificering, da dette logisk vil veere det fgrste skridt
i modelbyggerens arbejde.

Modeller hviler i forskellig grad pa videnskabelig teori inden for det
omrade, de beskriver. Har modelbyggeren ikke tilstraekkelig teori til
radighed ma modellen bygges udfra fornuftsmaessige betragtninger.
Dette har en konsekvens for de forudsatninger modellen er bygget over
og forudseetningerne vil derfor vaere af forskellig teoretisk og fornufts-
maessig karakter.

I den kvalitative bedéemmelse konfronterer man om muligt modellen
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med allerede etableret teori, hvor man eksempelvis undersgger om mo-
dellen kommer i modstrid med gzldende love. Derudover ma de anta-
gelser og idealiseringer man har foretaget vurderes. Disse overvejelser
sker pa et rent tankemeessigt plan, hvor man trazkker pa sin viden om
det virkelighedsomrade som modellen skal beskrive eller benytter almin-
- delig sund fornuft. Dette foregar ud fra en betragtning om modellens
hensigt og hvilke faktorer, der har afggrende indvirkning pa handelses-
forlgbet. Hvis man har vurderet at modellen hviler pa nogle rimelige
antagelser og idealiseringer, ma man foretage en overordnet matema-
tisk -analyse af modellen. '

Hvis denne model skal have en anvendelsesverdi ma der indsattes fak-
tiske tal. Disse parametre kan fremkomme pa forskellig vis. Enten
forekommer de i virkeligheden, kan bestemmes ved en principmodel el-
ler forekommer som en naturlig fglge i selve opbygningen af modellen.

Hvis modellen ikke er blevet falsificeret pa det kvalitative grundlag,

udsattes den for endnu en test. I den kvantitative modelverificering er-

det ikke kun modellens skelet, der bedsmmes, men ogsa de fastlagte pa-

rametre. Modellen er nu istand til at frembringe faktiske vaerdier, der-

er sammenlignelige med virkeligheden i fald der eksisterer observerede
data. Dette udger en statistisk testsituation. Der anvendes en hypo-
tetisk deduktiv metode, hvor man vurderer modellens konsekvenser i
forhold til virkeligheden. Er der ikke overensstemmelse mellem konse-
kvenser og virkelighed, vil man enten forkaste modellen eller forsege at
tilpasse parametrene. Desuden kan man forsgge sig med at eftervise
modellen empirisk. En egentlig verifikation kan der derimod ikke blive
tale om, men snarere en godtggrelse af at modellen endnu ikke er fals-
ificeret. Salange man ikke kan falsificere modellen, accepteres den.

I kapitel 2 har vi beskeftiget os med matematikken bag bold og the
gambler’s ruin. Den kvalitative vurdering af disse er at vurdere om de
regelsat der ligger til grund for modellen kan overholdes i virkeligheds-
situationer, herunder antagelsen om at der er uafhengighed mellem
spillene. De indgaende parametre i bold og the gambler’s ruin er re-
prasenteret ved en sandsynlighed der er fastlagt udfra en principmodel.
Ved en kvantitativ vurdering af disse kan der foretages en rakke ens-
artede eksperimenter. Resultatet sammenlignes med de parametre der

er fastlagt udfra principmodellen og man kan derefter verificere eller

falsificere de teoretiske parametre.
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For roulettespil kan antagelsen, om at sandsynligheden for at kuglen -
lander i hvert af felterne er den samme, godt vare sand, selvom kuglen

i 10 ud af 10 forsgg lander i samme felt. Sandsynligheden for denne -
handelse er dog sa lille, at en falsificering pa dette grundlag vil veere
rimelig. Er modellen bygget pa forkerte antagelser, kan resultaterne af
et eksperiment godt se fornuftige ud. Selvom-hjulet er skaevt og et af
felterne er klistret kan kuglen godt lande i forskellige felter 20 gange i
trek.

Som ovenstaende giver et indtryk af, er det ngdvendigt at have uen-
delig mange forsgg til radighed for at man med sikkerhed kan afggre
om principmodellen stemmer overens med virkeligheden. Dette er af
fysiske arsager kun tilnzermelsesvis muligt, idet der kun kan udferes et
endeligt antal forseg. Da et roulettehjul har en simpel konstruktion
kan parametrene ogsa bestemmes ved at opstille en mekanisk model,
der pa baggrund af de fysiske love og sammenhange udtrykker kuglens
beveegelse i forhold til hjulet og pa den made fa flere af de fysiske fak-
torer med.

I dette kapitel har vi desuden beskaftiget os med de to sikre stra-
tegier; udstregningssystemet og martingale. 1 martingale sker denne
vurdering udfra en betragtning af at sandsynligheden for at ga fallit
gar mod nul nar antallet af spil gir mod uendelig. Selvom vi ikke be-
handler udstregningssystemet matematisk er det muligt at vurdere den
som sikker ved brug af sund fornuft.

I kapitel 3 der omhandler Poissonprocesser, er de grundlzggende an-
tagelser, at der er uafhzngighed mellem handelserne og at der er et
proportionalt forhold mellem sandsynligheden for at en hzndelse ind-
treeffer i et interval og intervallets l&ngde. Ved en kvalitativ vurdering
af Poissonprocesser er det nedvendigt at undersgge, om faenomerne op-
fylder disse krav. Hvis antagelserne ikke overholdes i et rimeligt omfang
vil modellen ikke kunne anvendes, men dog er sma afvigelser acceptable.
I den kvantitative vurdering er fastleeggelsen af intensiteterne af afge-
rende betydning. Disse er fastlagt pa baggrund af faktiske malinger, der
afhenger af situationen. Er disse fastlagt forkert vil der ikke laengere
vaere en sammenhang mellem virkelighed og model. Konsekvensen af
dette vil vaere at man enten forkaster modellen eller prgver at fa et bedre
billede af intensiteterne ved at foretage flere malinger, da dataindsam-
lingen maske er foretaget pa et tidspunkt, der ikke er repraesentativt for
den generelle situation. I de to cases, der omhandler telefonopkald og
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stormfloder, er der foretaget en indsamling af data til brug i modellen.

Kapitel 4 indeholder modeller der beskriver epidemi-forlab. De situ-
ationer disse modeller beskriver er meget komplekse, bade i forhold til
modellernes skelet og de indgaende parametre. Det vil derfor ikke veere
muligt at eftervise modellerne empirisk. For at vurdere kvaliteten af
disse modeller ma man have indsigt i mekanismerne i de enkelte syg-
domme, desuden om det er en rimelig antagelse, at individernes faerden
og fysiske tilstand er homogen. Parametrene der indgar i modellerne
kan fastleegges udfra tidligere epidemier; disse er smitteraten og im-
munitetsraten. For at verificere modellernes resultat kraver det, at
man har meget datamateriale til radighed, og “at dette datamatenale
er opsamlet for epidemier af samme type og under samme betingelser.
Da kravene til datamaterialet saledes er meget stramme og sjeldent
vil foreligge i denne form, kan man istedet prgve at fitte de relevante
parametre.

For stokastiske modeller er svaret angivet som en sandsynlighed, dvs
at der er en vis chance for at handelsen indtraffer. Deri ligger, at der
ogsa kan vere sket alt muligt andet inden for modellens rammer. Som
ovenstaende giver udtryk for er det ikke ligetil at eftervise en stokastisk
model empirisk. Selvom man har foretaget fornuftige antagelser om
systemet, kan handelserne i en raekke af eksperimenter i en lang peri-
ode synes at tegne et forkert billede. Man kan derfor'ikke pa.samme
made som for deterministiske modeller udfere et eksperiment og pa
baggrund af afvigelsen mellem de beregnede og observerede resultater
konkludere om den matematiske model er en fornuftlg beskrivelse af
virkelighedssituationen.

Modelleringen

I dette afsnit vil vi komme med nogle matematiske betragtninger om de
stokastiske modeller vi har behandlet i projektrapporten; se pa hvilken
type modeller vi er kommet i bergring med og hvordan vi har behandlet
dem matematisk.

De modeller vi har bergrt i projektrapporten har alle udspillet sig i
forhold til tiden, omend idealiseret tid. I casino kapitlet var det tidslige
aspekt antal spil. I kapitlet om Poissonprocesser sa vi mange eksem-
pler pa fenomener, der &ndredes i forhold til reel tid. I de diskrete
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modeller udviklede epidemierne sig derimod i forhold til generationer
i epidemiforlgbet. At det lige netop blev dynamiske modeller vi kom
til at arbejde med var ikke et bevidst valg og er heller ikke reglen for
stokastiske feenomener. Der er mange tilfeldige handelser, der ikke
udspiller sig i forhold til tiden; eksempelvis ville en undersggelse af den
aktuelle hgjdefordeling-i en befolkning ikke kreve en dynamisk model.
Nar tilfeldet ville at vi skulle arbejde med dynamiske modeller skyl-
des det maske nok, at de umiddelbart virker mere spaendende og mere
uforudsigelige.

Et andet generelt trek ved det matematiske modelapparat, vi har be-
nyttet i de tre kapitler, er rekursionfunktioner. I kapitel 2 sa vi rekur-
sionsfunktionen anvendt til at godtgere at bold strategien var optimal.
Ved hjelp af rekursion kunne man til ethvert antal spil n angive sand-
synligheden for overlevelse athangig af formuen ved start og af forlgbet
af det fgrste spil sammenholdt med resterende n — 1. I forbindelse med
Poissonprocessen var det selve modelopstillingen, der var baseret pa
rekursion idet der var tale om en overgang fra ¢ til t + h. [ epidemi-
modellerne kan man haevde at det rekursive element er mere oplagt,
da man til hvert tidspunkt har en fordeling af individer i $-, I- og R-
kategorierne og at overgangen til naste tidspunkt ngdvendigvis ma ske
ved rekursion.

Vi kan ikke ud fra dynamikken og rekursionen konkludere noget ge-
nerelt om stokastiske modeller, men blot gere den observation at det
for de i projektrapporten behandlede modeller har forholdt sig pa oven-
navnte made.




Kapitel 6
Konklusion

Vi vil her forsgge at konkludere pa selve projektrapporten og vil for lige
endnu en gang at ridse hovedspgrgsmalene op starte med at gentage
problemformuleringen. ‘ .

e Hvorledes kan tilfeldige fenomener ggres til genstand for mate-
matisk modellering?

o Pa hvilken made optrader forskellige traek af stokastiske elemen-
ter 1 modeller inden for forskellige virkelighedsomrader?

e Hvordan kan man bedgmme stokastiske modeller og hvori bestar
anvendeligheden?

Nar et virkelighedsomrade, hvori der optreeder tilfeldige feenomener,
_skal beskrives ved matematiske modeller, md man som udgangspunkt
forsege at identificere det stokastiske element der er arsag til tilfeeldig-
heden. Stokastiske variable er et sat af funktioner, med hvilke man ma
forsgge at beskrive det stokastiske element. For hver af de stokastiske
variable sgges en regularitet, der kan beskrives ved en stringent mate-
matisk notationsform. Mgnsteret af den stokastiske variabel fastlegges
ved en matematisk konstrueret fordelingsfunktion. Alt afheengig af de
antagelser der kan forudszttes om systemet, siges den stokastiske va-
riabel at fglge en bestemt fordeling. Det betyder, at man i tilknytning
til de forhold man finder for den stokastiske variabel valger den forde-
lingsfunktion, der er bédst egnet til at karakterisere netop disse forhold.
I denne oversattelse vil der naturligvis veere tale om en vis idealisering
og det ma naturligvis vurderes om det informationstab, der forekommer
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er rimeligt. Fordelingsfunktionen antages at indeholde alt sandsynlig-
hedsteoretisk information om den stokastiske variable, hvorfor det er
muligt at beregne sandsynligheden for at den stokastiske variabel an-
tager en bestemt verdi.

Ved modellering af stokastiske feenomener tilsigtes en idealiseret situa-
tionsbeskrivelse, saledes at kun de vasentlige stokastiske variable med-
tages i systemet. Man kan opfatte et virkelighedsomrade som bestaende
af flere forskellige stokastiske variable, der alt athengig af synsvinkel
kan indga i det modellerbare system. Hvilke stokastiske variable, der
indgar i modellen, afhanger altsa af hensigten med modellen; hvad man
som modelbruger er interesseret i at vide om virkelighedsomradet. Pa
baggrund af den anlagte synsvinkel, vurderer man som modelbygger,
hvilke aspekter af virkelighedsomradet der er relevante at medtage i sin
modellering og hvilke der ikke er.

For at en model kan siges at vare om ikke verificeret sa ihvertfald ac-
cepteret skal dem gennemga to forskellige former for bed¢gmmelse; den
kvalitative og den kvantitative. Som neevnt er det umuligt at verificere
en stokastisk model, men det kan ihvertfald stilles som rimelige krav til
en god model, at den dels hviler pa et stabilt teoretisk fundament og
tilneermelsesvis tegner samme megnster som observationer i virkelighe-
den.

Man kan alt atheengig af interesse have forskellige formal med modelle-
ring af stokastiske feenomener; forstaelse og handling. Vi har i projektet
set eksempler pa begge typer. Nar man i oversattelsen fra virkelighed
til matematisk model foretager en idealisering, vil der opsta en afstand
mellem virkelighedsomradet og det system, der reprasenterer det. Jo
kortere denne afstand er des mere pracist beskriver modellen det sto-
kastiske fzznomen og bliver dermed ogsa mere anvendelig. Er afstanden
for lang vil der ikke veere overensstemmelse mellem den stokastiske va-
riabels fordeling og det mgnster, man kan finde i virkelighedsomradet.
Med kendskab til fordelingsfunktionen kan man bestemme sandsynlig-
heden for at den stokastiske variabel til et bestemt tidspunkt antager
en given vardi. Typisk vil de stokastiske modeller derfor anvendes til
at beskrive sandsynligheden for at en marginalsituation opstar.
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Appen}iix

The gambler’s ruin

I dette afsnit udleder vi lgsningen til modellen, der udtrykker sand-
synligheden for at blive ruineret, nar en spillers begyndelsesformue og
mal pa forhand er fastlagt. Desuden antages det at spillerens strategi
er at satse én enhed hver gang, at gevinsten er to enheder, og at hun
spiller til hun har naet sit mal eller er blevet ruineret. Afsnittet bygger
kraftigt pa materiale udarbejdet af vores vejleder.

Med udgangspunkt i rekursionsformlen, der er udledt i afsnit 2.3, vil
vi forst undersege, om der findes nogen lgsninger, som er lokalt kon-
stante, dvs saledes at P, = Pn4 for m € {1,2,...N — 1}, da det kan
fa konsekvenser senere i udledningen af P;.

Hvis det er tilfeldet at P, = P4 sa

P = Popp+Pra(l-p)e

Pn = Pap+Pri(l-p)&
Pp—Pnap = Pn,(l-p)&
Pn(l=p) = Pn_1(l-p)

Da 1 — p er forskellig fra 0 er
P = m-—1

Ved gentagelse af dette argument fremkommer:
P,=P,1=--=F=1

Endvidere ma der gelde, at

Pm+1 = Pm+2p+Pm(1 _P) Ao
Pm+l = Pm+2p+ Pm+1(1 -P) hid
Pm+l - Pm+l(1 "P) = Pm+2p

Dap#0er
Pm+l = m42
Ved atter at gentage dette argument fremkommer:

Pm= m+1 = m+2="‘=PN=O
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hvilket er i modstrid med det foregaende, da P, = 1. Der eksisterer
altsa ingen lokalt konstante lgsninger til differensligningen.

Man_ kunne sa forestille sig, at Ppnyy = Pm-1. 1 det tilfzelde vil vi
have : '

P, = Poup+ Pnaa(l—-p) e
Pm = Ijm--lp'i'-Pm—l(]-"'p)<=>
P, = P,

Det giver en lokal konstant lgsning til differensligningen, og dette har
"vi netop vist i det foregdende ikke er tilfzldet. S& det galder, at
Prt1 # Ppoy form e {1,2,---N —1}. ‘

Der kan nu sperges, om der sa er forskellige slags lasninger til diffe-
rensligningen. Vi antager, at Py,---, P, -+, Py og P§,---, P, , P}
er to forskellige lgsninger. '

£

Det geelder for k € {1,2,---,N — 1} at

P, = Piap+ Pia(l -p) &
P. = Pioy +p(Peyr — Pia) &
Pi— Py = p(Piy1— FPoa) ©
P - Py

= kT Tkl (61
P Pryr — Py (6.1)

og pa tilsvarende made

P,: = P,:+1p+P,:_l(l—p)¢)

B -F,
p = ATkl (62)
Pk+1—Pk-1 )

Her ses det, at Piy) nedvendigvis ma vere forskellig fra P, og P/,
forskellig fra P,_,, da vi ellers far 0 i naevneren.

For k = N — 1 har vi ved brug af (6.1) og (6.2)

_ Py_y— Py,
P Py — Py_;
og
» Py_, — Py_,

Py —Py_,




Da Py =0
Py_y — Pn_; _1- Py,
—PN_2 PN—2
og
P} P} P}
N-1 : N—2¢>p_1_ llv-x
- P
N-2 N=-2
Dvs
I—PN'1 = I—P,-lﬁ
Prn_2 PN—z
Pn_; Pl'V—l
Pn_; PIIV-z
Ved omordning fas
Pn_y _ Pnv_y
Py_, Py_,

Py _ ° s Pyn.
Seettes a = 7= er altsa ogsa z—= =a
Py Py_s

For k = N — 2 har vi ved brug af (6.1) og (6.2)

PN-2—PN—3 - Pl’v-z“Pll\J—a
Pn_1— Pn_3 Py_y—Py_;

Ved indsettelse af Py_; = aPy_, fremkommer

a,Pj,V_2 - PN_3 N P}lv_z - P,N_3
; - pr '
aPy_,—Pn-z Py, — Py_;

der ved udregning og omordning giver Py_3 = a P} _5.

Pa tilsvarende made fortsattes og vi opnar at
P, =aP), for ke {l,2,..,N -1}

Da vi imidlertid ogsa har
Py = Pp+ Fo(1 - p)

betyder det at

P, — Pyp _ aP| —aP)p _ a(P, — P}p) _

=Py =
! 0 1-p l1-p 1-p

aPy=a
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Daa=1harvi b= F, P = P|,---,Pv = P}, der findes altsa kun
én lgsning til differensligningen.

Vi vil nu undersgge, om der findes lgsninger af formen
P. = a+ Bk ke {0,1,---,N}

for passende konstanter a,, ¢ > 0. Denne lgsningsform har vi faet
opgivet til at veere et rimeligt geet i forhold til teorien om differenslig-
ninger. Vi vil derfor ikke g ind i argumentation for brugen af den.

For at P tilfredsstiller differensligningen skal den opfylde:

atpct = (a+BH)p+(at Bt (1-p) &
a+ B = ap+a(l —p)+ Bt p+pE (1 -p) &
a—a+pc = ap—ap+ ptlp+ 8L 1-p) &
Bk = BH*p+ BNl - p)

Ved division med Ac*~! fremkommer -
c=cp+(1-p)
Ved lgsning af denne andengradsligning far vi

1£(1-4p(1 -p)'/? _ 14((2p—1)H)"?
2p - 2p ‘

1+(2p-1) 1

-—2p—. = 1-p

P

cC =

Der er to losninger, hvis p forskellig fra .
For ¢ = 1 er P, = a + 8 (der er konstant), men det har vi jo vist,

at Py ikke er. Derfor er den lgsning ikke interessant. Den eneste tilba-
geverende mulighed er saledes:

1._
Pk=a+ﬂ(—l—,—’3)*, ke{0,1,-,N}
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Hvis begyndelsesbetingelserne P, = 1 og Pv = 0 skal vare opfyldt,

ma
Po = 1=0+,5¢>
a = 1-7
og
Py = =a+ﬂ(1—;£)"¢
0 = 1—ﬂ+ﬂ(1—;—’3)”®
B = 148DV e
B-B=EY = 1o
p
l-pN
1-(—5)N) =1
B(1—( " )™) &
1
T Ty
Alt i alt har vi vist, at
B 1 1 1-pk
R Tyt e =
p - GG
1— (RN
p = (5B)F — (BN
1 — (=)~

P

der er lgsningen for p # %

Hvisp =3 =1-p,

ma sagen gribes an pa en anden made. Diffe-

rensligningen vil fa fglgende udseende

P =

!
2

(Pesr + Peoy), k€ {1,2,---,N}

2P = Py + Py
Pipyyn— P = Po— P,

hvilket viser, at differensen mellem to pa hinanden felgende led er ens
og dermed konstant. Vi har saledes
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Ppy—FP=FP-PFP,,=---=P-F&
Popi=Pc+(Pk=Py)=-=P+(PA-PF)=P+ (A -1)

Specielt er sa
Pz = P1+(P1—1)=2(P1—1)+1
P = P2+(P1—1)<=> -
Py = 2A-D)+(A-1)+1=3P -1)+1

6g ved induktion

Pe=k(PL=1)+1, ke{0,1,---,N}
Idet0=PN=N(P1—1)+1¢$—#=P1—1,er
1
Pl:l_N

s& for p = 3 er Igsningen
P o= kP -1)+1e
1
P = k(—ﬁ)+1¢>
k

Pk = I—N

Da P.=1- % for p = %, ma vi undersege, om P; i den generelle

situation, dvs for p # %, gar imod 1 — ﬁ for p — %, da P; skal vere
kontinuert.

For p — 3 i den generelle situation, gar P — 1 — £, idet
k _ N
%?:T —-1- 'N for z -1
hvor
1- 1
z= (—p) —1 for p— =
P 2

Til at finde ovenstiende graensevardi for £ — 1, har vi benyttet
L’Hépitals regel, da for z = 1

(z*—2M)=0 og 1-2zV)=0
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Vi har altsa

kzk-1 — NzN-1 * I
—NZN"I =1—W—’1—N orz— 1

Det vil sige Pi er kontinuert.

Vi har nu vist, at der eksisterer en lgsning for enhver vaerdi af p.
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