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Abstract

Projektet er en beskrivelse af to matemstiske

forskningstraditioner, samt det traditionsskifte de

reprasenterer. F¢grst eksemplifiseres de to traditioner ved to
originaltekster fra 1748 og 1817. De valgte tekster er af
henholdsvis Leonhard Euler og Bernard Bolzano. Disse tekster
supleret med andenhdndslitteratur danner grundlaget for en
karakteristik og sammenligning af de to perioder. Herefter
gennemgds Teun Koetsiers modifikation af Imre Lakatos teori for
videnskabelig udvikling og Thomas S. Kuhns teori for samme. De to
videnskabsteorier sammenholdes, og forskelle og ligheder ridses
op. :

Endeligt beskrives den udvikling, der kommer til udtryk, ved
sammenligning af de to traditioner ved hjalp af det
videnskabsteoretiske begrebsapparat. Herunder s¢ges en forklaring
pd hvorfor Bolzano var prazmatur i forhold til den tradition han
tilh¢rer.
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Kapitel 1
Indledning

Dette er et 1.moduls matematikprojekt. Det behandler som sadan ma-
tematikkens natur og indretning som videnskabsfag. pa en sadan made.
at den videnskabsteoretiske status og historiske udvikling belyses. !

Vores projekt gar ud pa at give et billede af udviklingen inden for
den matematiske analyse ud fra sammenligning af to historiske pe-
rioder. Perioderne beskrives forst generelt ved hjelp af matematik-
historisk andenh&ndslitteratur, hvorefter karakteristikken underbygges
. ved gennemgang af to konkrete historiske tekster. De tekster, vi har
valgt, er brudstykker af Leonhard Eulers "Introductio” (1748) og Ber-
nard Bolzanos "Rein analytischer Beveis” (1817). Herefter gennemgas
to forskellige teorier for videnskabens udvikling: Teun Koetsiers "La-
katos’s Philosophy of Mathematics” og Thomas S. Kuhns "Videnska-
bens revolutioner”. De to videnskabsteorier sammenholdes, og forskelle
og ligheder ridses op. Endelig beskrives den udvikling, der kommer til
udtryk ved sammenligning af de to traditioner, ved hjzlp af det viden-
skabsteoretiske begrebsapparat.

1.1 Argumentation for emnevalg

Det overordnede emne har vi valgt dels ud fra modulbindinger og dels
af interesse. Udover at de valgte perioder repraesenterer et markant

1Studieordningen for matematik, RUC 1991
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6 ~ KAPITEL 1

. spring i den matematiske udvikling, er de ogsa interessante i sig selv. _
1700-tallet er maske den mest produktive periode i matematikkens hi-
storie. Der kom langt flere matematikere, og det matematiske emne-
- omrade blev markant udvidet. Funktionsbegrebet og integral- og dif-
ferentialregningen opstod, og geometrien blev forkastet som grundlag
for matematikken til fordel for algebraen. At vi har ladet Euler reprze-
sentere denne periode, kraver ikke mange argumenter. Han er uomtvi-
steligt den tids mest markante og betydningsfulde matematiker. Han
havde en fantastisk matematisk produktion, og en altdominerende ind-
flydelse pa den matematiske samtid og eftertid. Er man i tvivl herom,
kan man sla op i1 den nzrmeste formelsamling, og talle hvor mange
formler, der er opkaldt efter Euler. "Introductio” har vi valgt, fordi det
er et af Eulers hovedvarker, og fordi det omhandler funktionsbegrebet,
som havde vores oprindelige interesse.

I den anden periode vi har valgt, forsggte man at "rydde op” efter den
voldsomme aktivitet, der havde veret i 1700-tallet. Da var alting gaet
sa hurtigt, at man ikke altid havde faet grundlaget i orden. Dette gjorde
at der opstod fejl eller ”paradokser”, man ikke kunne forklare. Disse
problemer sogte man i starten af 1800-tallet at komme til livs, ved at
benytte en langt strengere metode, samt nye og mere pracist definerede
begreber. Man koncentrerede sig i hgj grad om at give stringente bevi-
ser for gammelkendte sztninger, der for havde staet ubeviste eller med
mangelfuld bevisferelse. Man sggte at gere matematikken konsistent,
og skabte med de nye begreber grundlaget for den moderne analyse.
Som repraesentant for denne periode har vi valgt Bolzano. Dette har vi
gjort velvidende, at han faktisk er en smule for tidligt placeret i forhold
til perioden, som man almindeligvis regner for at starte med Cauchys
"Course d’Analyse” fra 1821. At vi alligevel har valgt Bolzano frem for
Cauchy, skyldes at vi finder ham mere interessant. Dels fordi han, bolt
med "Rein analytischer Beveis” fra 1817, giver det forste succesfulde
forspg pa at skabe strenghed i analysen, og pa den made var tidligere
ude end Cauchy med samme budskab, og dels fordi han er mindre kendt
og beskrevet end Cauchy. Herudover synes vi, det er interessant hvorfor
det blev Cauchy og ikke Bolzano, der blev manden bag denne periode.
Vi vi] altsa gennem Euler og Bolzano karakterisere to perioder i hi-
storien, der hver for sig representerer en vigtig side af matematikkens
udvikling; at sgge nye resultater samt at skabe konsistens og et hold-
bart grundlag for matematikken.

Overgangen fra den ene periode til den anden, samt Bolzanos lidt skave
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placering i udviklingsforlgbet, vil vi sgge en forklaring pa i de viden-
skabsteorier, vi vil gennemga. At vi ikke blot har valgt en enkelt teori,
skyldes gnsket om at fa et bredere indblik i de mange forskelligartede
synsvinkler. Hermed undgar vi fra start at legge os fast pa en model,
men far derimod mulighed for at velge de begreber og forklaringer, der
passer bedst til den udvikling vi, beskriver.

Valget af de specifikke teorier skal afspejle det ontologiske modset-
ningsforhold, der i videnskabsteorien er mellem Karl Poppers falsifi-
kationisme og Kuhns sociopsykologiske teori. Under omtalen af Kuhns
teori om naturvidenskabens udvikling, har vi ofte hentet hjeelp i Herbert
Mehrtens artikel "T. S. Kuhn’s Theories and Mathematics: A Discus-
sion Paper on the "new Historiography” of Mathematics”, hvor han
forseger at tilpasse Kuhns teori specielt til matematikken. Koetsiers
teori er en videreudvikling af Imre Lakatos ideer, hvis teori igen ud-
springer af Poppers falsifikationisme. Koetsiers videreudvikling bestar
blandt andet i en tilpasning til matematikken.

Hvor Mehrtens blot foretager en tilpasning af Kuhns teori, har Ko-
etsier en selvstaendig overbygning pa Lakatos teori. Derfor vil vi i vores
arbejde referere til henholdsvis Kuhn og Koetsier, med mindre vi vil
fremdrage pointer, specielt omhandlende Lakatos eller Mehrtens. -
Det videnskabsteoretiske afsnit har en relativ stor veegt i projektet.
Dette selvfelgelig fordi vi bruger det i beskrivelsen af vores udviklings-
forleb, men 1 hej grad ogsa fordi vi har haft en selvstzendig interesse
i, at fa indblik i videnskabsteoretiske holdninger i almmdellghed og til
* matematik 1 szerdeleshed.

Slutteligt vil vi give en sammenligning af de to teorier med hensyn
~ til forskelle og ligheder, og benytte de mest anvendelige begreber, til
beskrivelse af overgangen mellem de to perioder.

1.2 Argumentation for afgrzensning

Det udviklingsforlgb vi interesserer os for, har vi valgt at beskrive ud
fra to perioder, hver repraesenteret ved én person, som igen beskrives
" ud fra ét vaerk. Det er klart, at dette betyder en voldsom afgreensning i
forhold til ideen om, at beskrive et udviklingsforlgb. Denne metode —
et stationzert evolutionsperspektiv med to fix-punkter — har vi valgt,
dels ud fra realistiske overvejelser om, hvad vi kunne na, og dels ud fra
den betragtning, at det netop er forskellen mellem de to punkter, der
har vores interesse, og saledes ikke hele den mellemliggende kronologi.
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Vi straeber saledes heller ikke mod at skabe fuldstzendige billeder af ma-

tematikken i de to perioder. Det interessante er for os at sammenligne

de to punkter, og diskutere arsagen til den udvikling, de repraesenterer.
Da det dog ikke giver mening, at betragte de to fix-punkter fuldsteen-
digt isoleret, vil vi ud over Eulers og Bolzanos tekster ogsa inddrage
nogle mere generelle matematik-historiske vaerker, og gennem dem give
beskrivelser af perioderne i et bredere perspektiv.

Som sekunder litteratur har vi hovedsageligt benyttet os af Morris
Klines "Mathematical Thought from Ancient to Modern Times”. Vel
vidende at vi ved brugen af sekunder litteratur uundgaeligt vil komme
ud i at drage konklusioner ud fra andres konklusioner, har vi alligevel
anset det for nedvendigt. Dette fordi Kline giver et overordnet bil-
lede af de to perioder, og en bred beskrivelse af overgangen og dens
irsager, som Vi af tidsmeessige arsager umuligt ville kunne foretage pa
egen hand. 7

Et andet problem i vores valg af litteratur er, at vi grundet manglende
sprogkundskaber udi latin og tysk, ikke har last de historiske tekster pa
originalsprogene. Dette skaber selviglgelig usikkerhed med hensyn til
oversattelserne. Dette problem har vi dog for Bolzanos vedkommende
segt at minimere, ved at konferere den tyske tekst ved gengivelse af
vigtige enkeltord. 1 tvivistilfelde har vi bibeholdt de tyske termer i
efterfelgende paranteser.

Med hensyn til spergsmalene i vores problemformulering, som pree-
senteres i det nedenstaende, har vi selviglgelig ogsa foretaget en del
afgreensninger. Der er masser af andre relevante og interessante pro-
blemstillinger i det emne, vi har valgt, men afgraensningen er gjort ud
fra hvad vi umiddelbart fandt mest spezendende, og hvad vi fandt reali-
stisk opnaeligt at svare pa.

1.3 Prasentation af relevante begreber

De to konkrete eksempler, som vores projekt er bygget over, er ikke
tilfeeldigt valgt. De reprasenterer som sagt to veesentlige sider af den
matematiske udvikling, og det skel vi har sat, er en normal matematik-
historisk opdeling. Da vi gennem hele projektet refererer til disse to
perioder, og da det mere er den indholdsmeessig end den tidsmaessige
forskel, vi vil beskaftige os med, har vi allerede fra start valgt, at
inddrage Koetsiers betegnelser for disse perioder. Han anvender be-
tegnelsen "forskningstradition”, som dekker over en tidsmaessigt af-
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grenset periode, karakteriseret ved et bestemt matematisk grundlag,
emneomrade og metoder og normer for bevisfgrelse.

De to eksempler, vi gennemgar, tilherer i Koetsiers termer "den forma-
listiske tradition” for den fgrste periodes vedkommende, og "den kon-
ceptuelle tradition” for den anden. Disse to betegnelser vil vi straks
adoptere.

Traditionerne er txdsmaassngt forbundet med perioden omkring Euler
og perioden efter Cauchys ”Course d’Analyse Algebrique”.

1.4 Formal

Formélet med projektet er, at karakterisere den formalistiske og den
konceptuelle tradition, specielt med henblik pa analysen. samt at at se
pa traditionsskiftet ved hjelp af Kuhn og Koetsiers teorier for viden-
skabens udvikling. Dette gjort bade generent og ved hjalp af Eulers
"Introductio” og Bolzanos "Rein analyticher Beveis”

‘Herudover har vi en selvsteendig interesse i, at beskaftige os med vi-
denskabsteri specielt rettet mod matematikken. Alt dette for at opna
stgrre indsigt, i hvordan matematiske begreber opstar og skifter karak-
ter. '

1.5 Problemformulering og teser

1.5.1 Problemformulering

1. Hvad karakteriserede den formalistiske tradition?
2. Hvad karakteriserede den konceptuelle tradition?

3. Hvorfor er Bolzano preematur i forhold til den konceptuelle tra-
dition?

4. Kan Koetsiers og/eller Kuhns videnskabsteori

(a) bidrage til besvarelsen af spgrgsmal 1 - 37
(b) give brugbare forklaringsmodeller for traditionsskiftet?
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1.5.2 Teser

Efter den forste gennemlasning af sekunder litteratur, gjorde vi os
selviglgelig nogle tanker omkring spgrgsmalene. Disse tanker og for-
modede svar har vi formuleret i nedenstaende teser. Teserne afspejler
selviglgelig spgrgsmalene, men skal ikke ses som deekkende for dem.

1. Den formalistiske tradition bar preeg af manglende strenghed i
metoden og af et pragmatisk syn pa matematikken.

2. Den konceptuelle tradition var karakteriseret ved nye begreber og
ved en mere stringent metode.

3. Koetsiers modificerede udgave af Lakatos’ teori giver en god for-
klaringsmodel for udviklingen.




Kapitel 2

Matematikken omkring 1750

Formalet med dette kapitel er at beskrive den farste af de to perioder,
vi vil beskaftige os med. Dette for at belyse spergsmalet om, hvad der
karakteriserer den formalistiske tradition.

Belysningen starter med en bred beskrivelse af matematikkens stasted
i midten af 1700-tallet. Herefter traekkes Leonhard Euler frem som
reprasentant for perioden. Som tidligere navnt er Euler en meget
central person i perioden. Reprasentative afsnit af Eulers "Introductio
in analysin infinitorum” vil blive gennemgaet som diskussionsgrundlag
for belvsning af vores spergsmal. Det er saledes ikke vores hensigt at
give et fuldstzendigt billede af matematikken i midten af 1700-tallet,
men snarere at skabe en ramme, som Euler kan relateres til.

2.1 Indledning

2.1.1 Matematikken i midten af 1700-tallet

I perioden fra midt i 1500-tallet til slutningen af 1600-tallet gennemgik
matematikken som videnskab en rivende udvikling, der pa en reekke
omrader har varet bestemmende, for dens status i dag. For at forsta
den videre udvikling, er det vigtigt at se 1700-tallets matematik som et
forspg pa i ferste omgang at "fordgje” denne nytenkning, og dernast

. — om muligt — videreudvikle teorierne.

Udbredelsen af matematikken, og det antal mennesker, der beskeefti-
gede sig med matematik, steg markant op gennem 1600-tallet. Dels

11




12 KAPITEL 2

som fglge af det generelt stigende uddannelsesniveau, der bl.a. fgrte til
oprettelsen af en raekke forskningsakademier i datidens ledende europz:-
iske lande (Italien, Frankrig, England, nuvarende Tyskland, Rusland,
m.fl.), og dels genereret af muligheden for at delagtigggre flere i sine
tanker og ideer v.h.a. bogtrykkerkunstens fremskridt.

Matematikkens beskaftigelsesomrade blev udvidet ganske voldsomt.
Den tidligere meget ensidige fokusering pa Euklidsk geometri, blev
gradvist aflast af en bred interesse for nye felter, f.eks. projektiv og
analytisk geometri, sandsynlighedsregning, og pa det mere generelle
plan funktionsbegrebet, introduceret af John Bernoulli i 1718. Den
bredere fokusering medfgrte en fundamental ombytning af geometriens
og algebraens rolle i matematikken. Mens geometrien tidligere var det
barende fundament i al matematisk tenkning, overtog algebraen nu
denne position, og henviste geometriens rolle til blot at veere konfir-
mering af algebraens resultater. Dels var (og er) algebraen langt mere
bredt anvendelig, dels viste den sig ogsa geometrien overlegen i lesning
af geometriske problemer.

Den hastige udvikling medferte ogsa, at en rakke nye begreber kom
til at dominere den matematiske verden. Det gammelkendte talbegreb,
der kun omfattede de positive, rationale tal, blev udvidet til ogsa at
omfatte de negative og de irrationale tal, og med de komplekse tals
fremkomst var talbegrebet helt andret. Udover talbegrebets sndrede
betydning, gennemtvang fremkomsten af integral- og differentialregnin-
gen i denne periode en renaissance for en meget smtalelig matematisk
disciplin; regning med uendelig sma og uendelig store stgrrelser; infini-
tisemaler.

Det langt fra intuitivt klare indhold i mange ef de nye begreber antyder
den nok vigtigste &ndring, matematikken undergik: Udgangspunktet
for matematisk virksomhed skiftede karakter. Tidligere havde al mate-
matik veret forsgg pa, at regne med og systematisere "virkeligheden”,
og havde derfor altid en reel, intuitivt klar forbindelse med virkelige for-
hold. Mange af de nye begreber umuliggjorde en fastholdelse af dette
fundament, som det eneste acceptable. Betegnelsen imaginzre tal om
den tilfgjelse til de reelle tal, der er indholdet i det komplekse talbe-
greb, siger direkte, at der er tale om noget ikke-virkeligt, konstrueret
matematik. Og hvad er den umiddelbare betydning af integralregnin-
gens sum af uendelig mange uendelig sma arealstykker? Uendelig stort,
fordi der er uendelig mange stykker? Eller uendelig smat, fordi alle
stykkerne er uendelig sma? Brug af matematik omkring ar 1700 1a pa
et abstraktionsniveau, der var milevidt fra udgangspunktet blot 150 ar
forinden.
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2.1.2 Matematikkens problemer i 1700-tallet

Sa vidt, sa godt. Man havde gradvist accepteret brugen af de nye begre-
ber, fgrst modstraebende og senere passivt. Pa trods af deres manglende
intuitive indhold viste de sig uhyre anvendelige, efterhanden som man
blev fortrolig med at regne med dem. Desuden var den gammelkendte
teoriforstaelse inkorporeret som en delmangde af den nye, og der var
saledes snarere tale om en udvidelse, end om en erstatning. Men de nye
begreber gav ogsa anledning til en lang raekke diskussioner om proble-
merne ved at verificere pastandene og anvende resultaterne.

Teoriudviklingen var afgerende andret. ldealet fra de gamle graekere
var en deduktiv bevisforelse, hvor man ud fra en raekke ubeviste grun-
dantagelser og klart definerede begreber, udleder lovmassigheder geel-
dende i mere specielle tilfzlde. Grundantagelserne er sande, fordi alle
intuitivt kan se, at "sadan er det”. ldealet var stadig det samme, men
praksis var afgorende andret. Man gennemregnede en masse eksem-
pler, og gav de fornuftige resultater, inducerede man sig frem til gene-
relt gvldige lovmaessigheder. Denne induktive metode var en naturlig
konsekvens af de mange intuitivt uforstaelige nyskabelser, hvorom det

- var vanskeligt at vise tilbage til nogle selvindlysende grundantagelser.

[...]ndr de introducerede begreber, der ikke lengere idealise-
rede umiddelbar erfaring, som de irrtationelle, negative og
komplek- se tal og differentialer og integraler, mangledé de
at indse, at disse begreber var af anderledes karakter, og de
erkendte derfor heller ikke, at den aksiomatiske udvikling
kraevede et andet grundlag end selvindlysende sandheder. !

Men ogsa de mange tydeligt anvendelige resultater var med til, om
ikke at skabe, s i det mindste at legitimere den induktive metode. Sa
leenge matematikken var produktiv og resultaterne brugbare, var der
intet incitament til at beskeftige sig med grundlagsproblemerne.

1Kline, s. 393-94
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2.2 Leonhard Euler som eksempel pa
matematikken i 1700-tallet

I dette afsnit gennemgas og kommenteres udvalgte kapitler af Eulers
"Introduction to analysis of the infinite” (her kaldet "Introductio”).
Men fgrst skal Leonhard Euler og hans vark prasenteres, hvilket vi
har valgt at gere ved hjelp af Klines fremstilling. 2

2.2.1 Hvorfor Euler?

Hvis man vil beskrive matematikken i midten af 1700-tallet er Leon-
hard Euler (1707 - 83) sveer at komme uden om. Han var uden tvivl
det arhundredes mest fremtraedende og produktive matematiker. Han
blev fgedt naer Basel, og afsluttede sin uddannelse pa universitetet i
denne by i en alder af kun femten ar. Allerede som attenarig begyndte
han at publicere, og vandt en pris fra det franske naturvidenskabe-
lige akademi. Senere blev han professor ved St. Petersborgs akademi
og arbejdede desuden i Berlin fra 1741-66, hvor han blandt andet ud-
gav "Introductio”. Han gav foreleesninger, samt arbejdede med mere
praktiske problemstillinger som f.eks. sikring og design af kanaler og
vandverker.

I 1766 vendte han tilbage til Rusland, hvor hans allerede meget svaek-
kede syn forsvandt helt. De sidste sytten ar af hans liv var han fuld-
stzendig blind. Hans gode hukommelse gjorde det dog muligt for ham
at fortseette sit arbejde.

Euler opdagede ikke nogle nye omrader af matematikken, men kom med
bemerkelsesveerdig mange nye resultater indenfor de givne rammer.
Hovedvarker 3

"Introductio in Analysin Infinitorum”(1748)
"Institutiones Calculi Differentialis”(1755)
"Institutiones Calculi Integralis” (1768 - 70)

?Ibid. s. 401-403
31bid. s. 402
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2.2.2 Hvorfor ”Introducfio”?

Vi har valgt "Introductio” som repraesentant for Euler, og dermed som
reprasentant for perioden. Verket er interessant fordi det gav grund-
laget for analysen, herunder en rakke metoder, begreber og symboler,
som hurtigt blev accepteret og optaget af samtiden, og hvoraf mange
stadig benyttes i vor tid. Fgr Euler havde matematikken stort set to
retninger: den geometriske og den algebraiske, men efter "Introductio”
"kan man tale om en selvsteendig analytisk retning. Denne friggrelse
havde bla. konsekvenser for infinitisimal- og funktionsbegrebet, da disse
indtil da havde varet formuleret og fortolket geometrisk. Om veerket
kan yderligere siges, at det er en laerebog i to bind hvori funktionsbe-
grebet er det helt centrale. Forste bind starter med en definition af
funktionsbegrebet. Herefter gives en grundig gennemgang af, hvorledes
funktioner kan transformeres, og til sidst behandles uendelige rakker,
herunder rakkeudvikling af trigonometriske funktioner. Andet bind
omhandler kurver, og giver en meget omfattende analyse af disse. Eu-
lers formal med veerket er, som det fremgar af hans indledning, at give
de studerende en sterre forstaelse for analysens grundlag. Herunder
iszer disipliner, der involverer de uendeligt sma og store storrelser, da
de studerende ifplge Euler

[...Jentertain strange ideas about the concept of the infinite,
which they must try to use. *

2.2.3 Indledning til gennemgang af udvalgte ori-
ginaltekster

De kapitler fra "Introductio” som i det fplgende skal gennemgas, er ud-
valgt ud fra ensket om at beskrive Eulers matematiske metode, hvilket
vi vil gore pa fglgende made:

Som indledning beskrives med fa ord hvad det pagaldende kapitel in-
deholder, samt hvad der i forhold til problemstillingen er interessant.
Herefter folger en gennemgang af teksten, og endeligt vil de interessante
afsnit blive analyseret og kommenteret.

De afsnit, der saledes skal analyseres og kommenteres, vil blive priorite-
ret hgjst i gennemgangen, og denne ma derfor ikke overalt opfattes som

4Euler, bind 1, indledning s. V
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et billede pa Eulers prioritering. 1 de tilfeelde, hvor hans prioriteringer
netop er det interessante, vil vi tillade os at analysere under henvisning
til originalteksten.

Analysen vil besta i "oversettelser” til moderne notation med henblik
pa at klarggre, hvor det henholdsvis gar godt og skidt uden det moderne
begrebsapparat. Desuden vil der vere tale om at fremhave manglen
pa begreber og beviser, samt hvorledes disse influerer pa resultaterne.
Kommentarerne vil gives med et mere overordnet perspektiv, for at
finde et udtryk for Eulers videnskabssyn, hvilket vi mener at kunne
afleese af hans prioriteringer.

2.3 Algebraens fundamentalsatning og
middelvaerdiszetningen

I kapitlet "Om Transformation af Funktioner”™ °, der i det folgende
skal gennemgas og kommenteres, beskriver Euler forskellige metoder til
omformning af funktioner. Herunder argumenterer han sig frem til
algebraens fundamentalsztning ved hjelp af middelveerdisetningen.
Dette benytter han som grundlag for en gennemgang af reglerne for
stambreksdekomponering.

Kapitlet er specielt valgt ud, fordi fremlagningsstilen kan sammenlig-
nes med Bolzanos bevis for samme satninger.

2.3.1 Gennemgang

Indledende pointerer Euler fordelene i at kunne transformere en funk-
tion alt efter hvad der er mest praktisk i den givne situation. Omskriv-
ning og subtitution neevnes som de to mulige metoder.

Herefter gar han neermere ind i faktorisering af polynomier.

Efter at have konstateret, at et andengradspolynomium har to lineare
fatorer og et tredjegradspolynomium tre lineaere faktorer generaliserer
han til, at et n’te gradspolynomium ma have n linezre faktorer. Han
oplyser, at disse findes ved at finde rgdder, der entén kan vere reelle
eller komplekse. Hvis der er komplekse redder, er antallet af disse lige.

5Euler. bind 1, kap. 2.
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Det vises nu, at et konjugeret par af komplekse lineare faktorer kan
skrives som et reelt andengradpolynomium. Beviset bestar i et gennem-
regnet eksempel, hvor det ses, at et polynomium med fire komplekse
redder kan skrives som et produkt af to reelle kvadratiske faktorer.
Efter dette generaliseres:

Lige meget hvor mange komplekse linezre faktorer et poly-
nomie Z af z har, kan de altid parres pa en sidan made, at
produktet af parrene er reelt.

Da antallet af komplekse rodder altid er lige — lad det
vaere 2n — er det klart, at produktet af alle disse faktorer
er reelt. Hvis der kun er to komplekse rodder, er produktet
selviplgelig reelt, og hvis der er fire komplekse faktorere kan
produktet af alle fire, som vi har set, udtrykkes som et pro-
dukt af to reelle kvadratiske faktorer af formen fz*+gz+h.
Dog er den samme bevismetode ikke holdbar for hgjere po-
tenser. lkke desto mindre er der ingen tvivl om, at den
samme egenskab gaelder for ethvert antal af komplekse fak-
torer; saledes kan n reelle kvadratiske faktorer introduceres,
istedet for 2n ‘komplekse linezre faktorer. Hermed kan en-
hver polynomiel funktion af z udtrvkkes som et produkt af
reelle faktorer, enten linezre eller kvadratiske. Det indrom-
mes at dette ikke er blevet bevist med komplet strenghed.
Dog vil sandheden i pastanden blive bestyrket [corrobora-
ted] i det fglgende, hvor funktioner af formen:

a+bz",a+bz"+c:™ a+bz" + ¢z + dz%"osu.

faktisk vil blive oplgse i sadanne reelle kvadratiske faktorer.
6

Da han_ saledes konstaterer, at han ikke uden videre kan generalisere
ud fra det ovenstaende, benytter han i det efterfelgende middelverdi-
s@tningen, der fremsettes som fglger:

Hvis den polynomielle funktion Z tager vaerdien A nar z = a
og tager vaerdien B nar z = b, sa er der en veerdi af z mellem

6Ibid. 5. 21
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a og b, for hvilken funktionen Z tager en vilkarlig bestemt
vardi mellem A og B.

Da Z er en enkeltveerdifunktion af z, er der for enhver reel
veerdi af z en reel veerdi af Z. S3 i det forste tilfeelde hvor
z = a, har Z vardien A, og i det andet tilfeelde hvor z = b
har Z vardien B; men funktionen kan ikke ga fra A til B
uden at antage alle de mellemliggende vardier. Hvis lignin-
gen Z — A = 0 har en reel rod, og der ogsa koresponderer
en reel rod til Z — B =0, sa har ligningen Z — C = 0 ogsa
en reel rod forudsat at C ligger mellem A og B. Hvis derfor
udtrykket Z — A og Z — B hver har en reel linear faktor,
sa har ethvert udtryk Z — C ogsa en reel linezer faktor nar
C ligger mellem A og B. 7

Med middelveardisatningen til hjeelp kan Euler nu vise, at en funktion
med en ulige eksponent altid vil have mindst en reel linezr faktor: En
funktion af formen

Z = z2n+1 + as?n + ﬂz'ln—l + 72271-2 + ...

vil, ndr z = o0 og z = —o0, give funktionsveerdierne Z = 00*"**! = 0o

og Z = (—00)?"*! = —o0, da kun det fgrste led vil have betydning.
Da saledes Z — 00 og Z + oo har reelle linezre rgdder, vil Z — C ogsa
have en reel lineer rod forudsat at —oo < C < oo. Derfor vil Z mindst
have en reel lineer faktor z — c.

Herefter viser Euler, at Z kan have tre, fem eller et hvilket som helst
ulige antal linezere faktorer, hvilket fgrer ham direkte til det resultat,
at antallet af komplekse rgdder altid vil veere lige. Endelig benytter
Euler dette til systematisk at gennemga reglerne for stambreksdekom-
ponering i alle teenkelige tilfelde.

2.3.2 Kommentarer

Det forste der slog os med hensyn til denne tekst var selve det emne
den tager sit udgangspunkt i, nemlig omformning af funktioner. Dette

“Ibid. s. 21-22
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udgangspunkt er i overensstemmelse med den centrale placering ma-
tematikkens praktiske aspekter havde i almindelighed. Det er derfor
ikke merkeligt, at ogsa larebgger sztter anvendelsen i centrum. Hvis,
man sammenligner med nutiden, er et sidant pragmatisk orienteret ud-
gangspunkt for et kapitel i en analysebog utznkelig. Her ville beviset
spille den centrale rolle, og det praktiske vaere henlagt til erfaringer ved
opgaveregningen.

Som det fremgar af teksten lykkes det ikke for Euler, at vise algebraens
fundamentalsetning, hvilket han ogsa selv opmerksom pa. I stedet
vil han bestyrke den gennem middelveerdisatningen, som han mener
at kunne vise. Det er imidlertid en forudseetning for at vise middel-
vaerdisetningen, at man har den moderne talforstaelse til sin radighed.
Euler har ikke dette begreb og hans bevis bygger derfor pa datidens
intuitive-geometriske forstaelse.
Euler sikrer sig at funktionen Z er en polynomiel enkeltveerdifunktion
af z. Hermed har han, at der for enhver reel vardi af z findes en reel
verdi Z. Udfra disse krav slutter han sig til middelveerdisztningen.
Kravet om at Z skal veere polynomiel szttes formentlig fordi Euler ved,
at den til Z svarende kurve da vil veere sammenhangende. Herved har
han sikret sig kontinuitet gennem geometriske overvejelser. Hvad han
mangler er derfor dels at vise, at polynomielle funktioner er kontinu- .
.erte, og dels at vise middelveerdisztningen.
En anden interessant ting at bemarke er, at Euler regner med uendelige
storrelser, som var det endelige tal. Dette ses i udtrykkene Z + oo, der
er ukorekte set fra en moderne synsvinkel. 1 en moderne formulering
af samme pastand, ville man benytte sig af graensevardibegrebet:
" Hvis Z er kontinuert og Z — foo for = — too, da antager Z alle
verdier mellem oo, og har hermed mindst en rod.

v

2.4 Eulers manipulering med uendehge
raekker

I dette afsnit gennemgas: "Eksponentiel- og logarltmefunktloner ud-
trykt gennem rakker”. 8
Euler vil i dette afsnit komme frem til reekker for henholdsvis b,

8Euler, bind 1, kap. 7
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log(1 + ) og specialtilfeeldet e?, med henblik pa approksimation.
Gennemgangen af dette kapitel skal illustrere Eulers ufuldstaendige kon-
vergensbegreb, og hans, pa trods af dette, gode resultater. Desuden vil
hans brug af uendeligt sma og store stgrrelser blive fremhavet.

2.4.1 Gennemgang

Som grundlag for de videre overerelser fastslar Euler fgrst, at hvis w
er en uendelig lille storrelse, sa gelder:

a“ =1+kw (2.1)

Og hvis a er basis for logaritmen (log) sa:
w = log(1 + kw) (2.2)

Disse udtryk fremkommer gennem fglgende overvejelser omkring uen-
deligt sma storrelser:

Da a® = 1, vokser selve vardien nar exponenten vokser,
forudsat at a er stgrre end 1. Det fplger, at hvis exponenten
er uendelig lille og positiv, sd vil veerdien ogsa overstige 1
med en uendelig lille storrelse. Lad w vere et uendeligt lille
tal, eller en brok s& lille, at selvom den ikke er lig med 0, vil
det stadig geelde, at a¥ = 1+, hvor ¢ ogsa er et uendeligt
lille tal. Fra det foregaende kapitel ved vi, at hvis i ikke
var uendelig lille sa ville w heller ikke vaere det. Det folger,
at ¥ = w, ellery > w, eller ¥ < w. Hvilken af disse der er
sand, afhznger af vardien af a, som vi endnu ikke kender,
sa vi setter Y = kw. Sa har viw = 1 + kw, og med a som
basis for logaritmen, har vi w = log(1 + kw). ®

Herefter benytter Euler (2.2) samt tidligere bestemte veerdier til at be-
stemme k, for a = 10. Vardien bliver 2.30258, hvilket senere benyttes
til at tjekke raekken for log(1 + z).

Nu findes raekken for eksponentialfunktionen b*:

9Euler, bind 1, s. 92
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Ved at opl¢ftve‘ligning (2.1) til j’te potens, fas udtrykket a’ = (1+kw),
der ved hjelp af binomialformlen omskrives til:

& - (23)

1+zj:j_(_j‘1)(f‘2) ----- (G-n+1) k

(—)

1, 1=,
1+Tk‘+ I3 Y 5
1G =106 =2)55, W=DG=2G=3) 4,

125 35 e 125 35 45

hvor = = jw er et endeligt tal hvilket medforer at j er uendelig stor, da
] — "_

Herefter forkortes udtryk (2.3) til folgende:

) k= 1252 k3.3 L4 =4
=l — - - - 24
C=ltTHrTr v 1935t (24)

Dette gores ud fra overvejelserne:

Da j er uendelig stor,-i-;—l = 1, og jo storre tal der substitu-

eres for j, jo taettere kommer vardien af broken L til 1.
Derfor, hvis j er et tal stprre end ethvert t&’lﬂ\eli"'t tal, sa

er J—— ligmed 1. Af samme grund er == =1, = 1. osv.
2 _ 1 =3 _ 1 ..
Det fa]ger at -’— =1, 5 =34 = osv. 10

_ Ved nu at substituere b = a™*

‘1 (2.3), hvor a er basis for logaritmen sa
logh = n, fas:

k2 k222 ,  k3z® \ 4.4 .
= logh logh :
=147 75 (logb)” + 55 (logh)” + 7557 (logh)”™ +

Nu findes rekken for log(1 + z):
Ferst geres antagelsen:

(1+ke)y =142 (2.5)

10]bid. s. 93-94
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og fra ligning (2.2) fas ]w = Iog(] + lcw)J Dette giver tilsammen
log(1 + z) = jw, hvor jw = z er endelig. T '

Ved passende omskrivninger opnas udtrykket:

log(l1 +1z)= %(l + :z:)} - ‘-Z:
Og ved hjzlp af binomialformlen:
1,
n+1 i) n_n __
(1+$)J-—-1+Z —:—_T)'kz = (26)
1 =1(2j =1)...(nj ~ 1)

ot , non
1+Z s kn2 =

1+ 1,.7 - 1—(-2,-‘——.1)12—{- 7

J 72

1 -1)(2-1) Ao =DZ =296 -1) 4 +

7253 7273745

Da j er uendelig stor, forkortes dette efter samme overvejelser som til
ligning (2.4). Herefter ganges med j og vi har:

L

273

Ved nu at indsatte (2.7) i (2.6) opnas det gnskede resultat:

4
. 1 . I T
](1+$)J=]+T'— —T+... (2.

[
~—

1 7 1‘2 1,3 3.4

logl+z)= (3 -5 +5——F+-) (:

o
oD
~—

Ved at seette 1 + x = a og log a = 1 fas felgende udtryk for k:

a-1 (a-=12 (a—1P® (a-1)*
k= - -
1 2 + 3 4
Euler undersgger nu resultatet fra (2.8) vha. den tidligere fundne veerdi;
k = 2.30258, nar a = 10.
Ved indsattelse har vi:

o] R

k = 230258 =

— |

9 94
—_—_— 9
+ 3~ 3 + ... (2.9)

Til dette resultat bemarker Euler:
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[...]det er vanskeligt at se hvordan dette kan lade sig gore,
da leddene i denne rzkke er stadigt voksende, og summen
af adskillige led ikke synes at narme sig nogen grense. Vi
vil snart have et svar pa dette paradoks. 1! .

Euler "lgser” paradokset pa felgende made:

14z, 2z 2 2% o7
log(1 -1 -z)=1 = (=4 — 4+ =4+ — 4+ ...
Han seetter nu:
. : -1
14T dvs. o= & (2.10)
l1—1x a—+1

Nu kan k udtrykkes som:

a-1 ' (a—1)3 (a — 1) N
a+1 3(a+1P® 53a+1)%

k=2(

og for a = 10 har vi:

LI L SN
nT3IE s T

k=9

Med dette resultat er Euler tilfreds. Han skriver:

... leddene i denne rakke aftager pa fornuftig vis, saledes at

en tilfredsstillende approksimation for k hurtigt kan opnas.
12

Endeligt behandler Euler tilfldet k = 1 & a = e, og viser ved hjzlp
af eksempler, at han nu kan approksimere logaritmen til naturlige tal.

Ubid. s. 96
2Ibid. s. 96
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2.4.2 Kommentarer

For at tydeligggre hvor Euler mangler begreber, samt hvor dette er af
betydning for resultatet, vil vi i det fglgende sa vidt det er muligt give
moderne argumenter for Eulers udregninger.

Euler benytter indirekte grenseverdibegrebet, nar han i det fgrste af-
snit regner med uendeligt sma sterrelser, og han nar da ogsa til nogle
korrekte udtryk som udgangspunkt for kapitlet. Set ud fra et moderne
synspunkt, kan han dog ikke give et tilfredsstillende argument for hold-
barheden af sin approksimation a“ = 1 + kw, hvor w er en uendelig
lille starrelse. En moderne begrundelse for. at denne approximation er
fornuftig, kunne se ud som folger:

o o) 2§ @ stola) (nfa)?

n! 1 2!

n=0

z(In 2 2YIn(a))?
z(In(a)) + (In(a)) +

=1+ z(In(a)) +( o1 3!

=1+ z(In(a)) + O(z%)

Dvs. a* = 1+ z(In(a)) for = — 0. Settes k = In(a) har vi approksima-
tionen a° =1+ kz for z = 0.

Dette svarer til Eulers formel (2.1) hvor w er uendeligt lille, og da
2(In(a)) bliver uendelig lille nar z er uendelig lille, er a¥ = 1 + ¢ lige-
ledes retfaerdiggjort. '

Det naste punkt, der kraever en kommentar er selve manipuleringen
med de uendelige reekker. Det forste der bemarkes her er, at Euler ikke
skelner mellem endelige og uendelige razkker. Han benytter saledes den
endelige binomialformel i formel 2.3, blot med j som et uendeligt stort
tal. Dette er helt analogt til hvad vi i forgaende kommentar bemaeer-
kede; at Euler regner med uendelige tal som om de var endelige.
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Det naste, der skal tages op til overvejelse, er Eulers indirekte konver-
gensovervejelser. Moderne sagt onsker han at vise, at (2.3) konvergerer
mod (2.4) altsa i moderne notation:

1+ kz + k222 + k323 k4z4
1 12

Vi ser nu pa det fjerde led:

N\ (po v
(g)(k;) _U 2_)(1‘ 1)(k:)3
J 372

123+1234+"'

og finder graensevardien for j — oc:

=20 -1,
Jm gy (k)

Ca=hu-Y o
= J_l_lglo 3 (kz)” = é—i(k:)
— som er {jerde led i (2.4). Det samme kan vises om de andre led.
Euler kommer til samme resultat ved at gere sig nogle overvejelser -
omkring uendeligt store sterrelsers dominans i forhold til endelige tal.
Han argumenterer saledes:

. 1
j-1_ . -1=5 1
=i =

Séaledes kan man pasta, at Euler har nogle indirekte konvergensoverve-
- jelser, hvilket i dette tilfzelde er tilstrakkeligt til at opna et resultat.
Efter saledes at have vist at leddene i raekken (2.3) konvergerer. mod
leddene i reekken (2.4) nar j gar mod uendelig, og da (2.4) konvergerer,
mener Euler at have bevis nok for, at rekken (2.3) konvergerer. Imid-
lertid er det ingen garanti for konvergens at de enkelte led 1 reekken
konvergerer. Vi-ma vise, at leddene hver for sig domineres af leddene i
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den konvergente rekke (2.4), dvs. ved majorantkriteriet: Det n’te led
i rekken (2.3) er mindre end n’te led i reekken (2.4), dvs:

1(1-Ha-3.(1-21)

n! n!

hvilket gaelder, da j er positiv.

For Euler opstar "paradokset”, da han efterprgver udtrykket (2.8):

o

1 n1Z"
log(1 + z) = F,Z;:(’” —=
l(:v x? + 3 7t 4o
k1 2 3 4

med vardien x = 9, der ligger udenfor reekkens konvergensinterval nem-
lig =1 < £ <1 (se nedenfor). Euler far saledes en divergent raekke som
udtryk for log(10). At Euler kalder denne fejl for et paradoks, vi-
ser tydeligt, at han ikke har et fuldstendigt konvergensbegreb. Han
fastholder i overensstemmelse med datidens ukritiske brug af uendelige
raekker, at raekken skal give mening.

Euler mener at fa lést paradokset, nar han efterfolgende manipulerer
med udtrykket sdledes at x automatisk vil ligge indenfor konvergensin-
tervallet (2.10). Han far saledes indirekte skabt et konvergensinterval,
hvilket vi ikke vil kalde en lesning pa paradokset, idet han ikke benytter
det fundne til at forklare ovenstaende uoverensstemmelse.

Rakkens (2.8) begraensede konvergensinterval opstar da Euler i (2.6)
raekkeudvikler udtrykket (1+ .T)-l'_ ved hjelp af binomialrakken. Vi fin-
der konvergensradius:

Gngr, (=D =1)(25 =1)...((n+1)j = 1)j"n!z" 41
| an =1 (=115 = 1)(25 = 1)...(nj — )i+ (n + 1)!
(n+1)j—1z,  (n+1=3)
e B
Det vil sige at konvergensradius er |[z| < 1. Dette kunne Euler af gode
grunde ikke uden et granseverdi- og konvergensbegreb.

| = |z, forn — o0

En helt anden ting man ma undres over, er Eulers generelt manglende
argumentation for korrektheden i hans metode. Her er ikke nedvendig-
vis tale om deciderede fejl, men tages det i betragtning, at her er tale
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om en larebog, virker denne mangel pafaldende. Det i denne kommen-
tar fgrst fremtrukne, er et eksempel pa dette.

Et andet eksempel er hvor Euler satter (1+kw)’ lig med 1+ z i ligning
(2.5), under forudsztning af, at z = jw er endelig uden, at argumentere
for, hvorfor dette er korrekt. En moderne argumentation er som fglger:

llm(l + kw)j = ]lm(l + E)"' = e(kz) = a°

j—oo j—oo J

hvor a* kan rekkeudvikles:

z_m(kz)"_ kz (K
G_Z n! _1+F+ 2!

n=0

t

)2

+.=14z

hvor:

= (kz)"
m=z_:1(n!)

og hvis z er endelig, da konvergerer summen, og giver saledes et ende-
ligt x. '

2.5 Eulers manipulering med uendelige
stgrrelser

I dette afsnit vil vi give en kort gennemgang af: *Om underspgelser af
grene der gdr mod uendelig”. !* Eulers hensigt er at give et overblik
over algebraiske!® udtryks opfersel i det uendelige. Afsnittet skal spe-
cielt illustrere Eulers korrekte manipulering med uendelige storrelser,
hvilket gor det muligt for ham at overskue funktioners opfersel i det
uendelige, pa trods af det manglende graensevardibegreb.

2.5.1 Gennemgang

Som basis for kapitlet, giver Euler en beskrivelse af den egenskab, han
vil undersgge, nemlig at en gren gar mod uendelig.

13Euler, bind 2, kap. 7
14Eyler, bind 1, kap.1
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Herefter afgraenser Euler sit virkefelt til udelukkende é.t veere algebrai-
ske udtryk af to variable x og y i grad n. For overskuelighedens skyld
opskriver Euler udtrykket som:

P+Q+R+S+T+..=0 (2.11)

hvor P er alle led af grad n, Q er alle led af grad n — 1, osv.
Euler betragter nu P, der har formen:

0,yn +ﬂy"'lx+7y"'2z2 +5yn-3$3+ ...{x"

For at kunne analysere sidanne udtryk konstaterer han i f{grste omgang,
at de kan omskrives vha. algebraens fundamentalsatning, hvilket vil
sige n linezere faktorer af formen (Ay + Bz), som enten er reelle eller
komplekse.

P-delen af det samlede udtryk (2.11) kan udtrykkes som produktet af
ovenstaende lineare faktorer. Hvis der er komplekse rgdder, optreeder
de i konjugerede par, og kan skrives pa formen:

A%y® — 2ABxycos¢ + Bz

Herefter gor Euler sig folgende overvejelser:

Enhver faktor af denne form er lig oo® nar x og y sattes
lig oc. da 2ABcos¢ altid er mindre end summen af de to
andre A%y? + B%x?, fordi A og B ikke er nul. Det fplger
heraf, at faktoren A’y? — 2ABzy cos¢ + B2z? ikke kan
veere lig nul, eller et endeligt tal eller en uendelig stprrelse,
siden, nar x eller y eller begge szttes lig med uendelig er
faktoren lig med oc?, som er uendeligt storre end co. '°

Euler deler nu op i felgende tilfaelde:
(1) De tilfzelde, hvor der udelukkende er komplekse rgdder.
(2) De tilfeelde, hvor der findes reelle redder.

(1) Kun komplekse rgdder:

I dette tilfelde kan udtrykket P skrives som et produkt af 3 af de
forneevnte faktorer A%2y? — 2ABxy cos ¢ + B2z?

15Fuler, bind 2, kap.7, 5.104-105
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Udtrykket bliver da lig oo™, nar x og y bliver uendelige, og
det kan ikke vaere lig en endelig stgrrelse, eller endda oo™
hvor m < n. De andre dele af ligningen, i hvilke de variable
x og y har lavere grad, kan ikke vare lig med det fprste
udtryk. Heraf fglger det, at ligningen ikke holder, hvis x
eller y eller dem begge bliver uendelige.

Med ligningen mener Euler udtrykket (2.11), og med holde mener han
at (2.11) aldrig kan opveje P, dvs. fa samme uendelighedsgrad hvis x,
y eller begge gar mod uendeligt. Ud fra disse overvejelser konkluderer
Euler, at enhver kurve hvis lignings hgjestegradsled ingen reelle redder
har, heller ikke vil have nogle grene der gar mod uendelig, og det {gl-
ger heraf, at kurverne er begransede, f.eks. cirkel eller ellipse, hvis vi
betragter et andengradspolynomium. ‘

(2) Der findes reelle rgdder

I dette tilfzelde betragter Euler fire undertilfeelde:
a) der er en reel rod
b) der er to reelle redder
¢) der er tre reelle redder
d) der er fire reelle redder, hvorved metoden for de f@]gende situationer
ogsa er skitseret.

a) Hvis det hojeste led P har en reel rod: )

I dette tilfeelde kan P omskrives til: P = (ay — bx)A, hvor M er en
- funktion af grad n — 1, som ikke har nogle lineare faktorer. Hvis x. y
eller begge bliver uendelige, da bliver M = oc™ ! og Q ligeledes oo™ !,
medens R, S, ... bliver uendelig i en mindre grad.

Det konkluderes, at udtrykket (2.11) holder, forudsat ey — bz er lig en
endelig storrelse eller forsvinder, saledes at kurven kan ga mod uende-
lig.

Euler antager nu, at ay— bz = p er en endelig storrelse, og i det fglgende
undersgges dette tilfzelde for x og y gaende mod uendelig.

-Q-R-S§..
M

pPM+Q+R+..=0&p=

Herefter rasonnerer han: _
Alle leddene R/M, S/M osv. forsvinder, nar x og y bliver uendelige, sa .

16]bid. 5. 105



- 30 KAPITEL 2

p = —Q/M, som er en-funktion af grad nul, altsa en konstant..

Den del af kurven, der gar mod uendelig (p = ax + by), hvilket er lig-
ningen for en ret linie, som hvis der fortsettes mod uendelig, falder
sammen med kurven [altsa en asymptote].

Idet kurven fortsattes i begge retninger, har den to grene der gar mod
uendelig, der falder sammen med asymptoten i begge retninger.

b) Hvis P har to reelle rgdder: '

I dette tilfelde kan P omskrives til P = (ay — bz)(cy — dz)M, hvor M
er en homogen funktion i (n — 2)’grad.

Herunder er to muligheder:

— Ferste mulighed er, at redderne er forskellige.

I dette tilfzelde viser Euler, at vi har situationen fra a), blot med den
forskel, at kurven har to forskellige asymptoter — dvs. fire grene der
gar mod uendelig. Eksempelvis giver andengradsligningen en hyperbel.
— Den anden mulighed er, at redderne er ens.

Er dette tilfzeldet, kan P omskrives saledes: P = (ay — bx)*M

I dette tilfeelde forsvinder leddene S/M, T/M osv. pa samme made som
i tilfeeldet a). Det er altsa leddene Q/M og R/M. der har betydning
for kurvens opfersel, nar x og y gar mod uendeligt. Euler kommer efter
passende omskrivninger frem til fire mulige situationer.

— polynomiets kurve har to grene, der gar mod uendelig, og dens
asymptoter er ikke rette linier, men parabler.

— kurven har to parallelle rette linier som asymptoter, dvs. fire grene,
der gar mod uendelig.

— kurven har ingen grene, der gar mod uendelig.

— de forste led Q/M og R/M er begge nul. og man ma derfor overveje
hvorledes de lavere led vil opfere sig. Under dette punkt er igen en
rekke undertilfelde.

¢) Hvis P har tre reelle redder:

Her er der tre mulige situationer med forskellige konsekvenser for kur-
verne:

— alle tre rgdder er forskellige. Dette giver tre gange den situation,
hvor der kun var én reel rod (situation a)), og hermed seks grene der
gar mod uendelig.

— to af rgdderne er ens. Dette er det samme som én gang situationen
a) og én gang situationen b). Af dette fas to grene med rette linier som
asymptoter, kombineret med en af mulighederne fra b).

— de tre rgdder er ens. Dette tilfzelde undersages efter samme metode,
som tilfeldt med de to ens reelle redder.
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d) Hvis P har fire reelle rodder:

De fleste undertilfzlde er kombinationer at nogle af de ovenstaende til-
felde:

— tre ens og en forskellig fas ved kombination af a) og c).

— to ens fas ved at kombinere b) og to gange a).

— to gange to ens fas ved at kombinere b) med sig selv.

Det eneste nye tilfzlde, der skal undersgges, er nar de alle fire er ens.

Euler stopper den systematiske gennemgang efter de fire ens reelle rad-
der. Han afrunder med en bemarkning om, at metoden til fortszttelse
nu ma vare tydeliggjort. Euler har hermed fuldfert sin oversigt over,
hvorledes objektet opferer sig i de givne situationer.

2.5.2 Kommentarer

Teksten er karakteristisk ved, at Euler tager et konkret objekt (po-
lynomier i to variable af grad n) og en egenskab (grene der gar mod -
uendelig), for derefter systematisk at gennemga alle de tilfaelde, der kan
forekomme (ingen reelle rgdder, en reell rod, to reelle redder - ens og
forskellige, tre...osv.). Saledes skabes et overblik over hvornar polyno-
“miets kurve har grene, der gar mod uendeligt, hvor mange der er, og

hvilken form de har. o

Som studerende i det 20. arhundrede mangler vi hele den formelle op-

bygning, som vi er vant til, hvor man starter med en reekke definitioner.

hvorfra man kan slutte sig frem til satninger. Hvor det nu er satnin-
gerne der er malet, er det for Euler tydeligvis de konkrete resultater
der stiles mod.

Hvis man ser bort fra det manglende granseverdibegreb, kan Euler
ikke 1 dette afsnit klantres for at vare ukorrekt. Selv om hans notation
er forskellig fra den moderne, er det i praksis den samme argumenta-
tion, vi benytter os af idag.

Nar Euler ger sig overvejelser omkring de reelle kvadratiske faktorers
. udvikling i det uendelige, siger han eksempelvis at co? er uendeligt-
sterre end oo, hvilket forer til samme konklusion, som nar vi idag siger
O(z?) > O(z). Med andre ord; z? gar hurtigere mod uendelig end x.
Det samme ggr sig gzldende i afsnittet efter, hvor Euler argumenterer
for at " dominerer ™ hvis n > m. Pga. det manglende granseveerdi-
begreb bruger han udtrykket lig med uendelig, hvor vi i dag siger gar i
mod. Dette medferer dog ikke nogle fejl. '




32 KAPITEL 2

Selvom Eulers metode og begreber set med nutidens gjne er mangel- )
fulde er hans resultater altsa ganske korrekte, og han far skabt et smukt
overblik over polynomiers opfgrsel.

2.6 Diskussion

Vi har nu forsggt at give et indblik i matematikkens stasted i midten af
1700-tallet. Forst generelt ved den brede historiske beskrivelse. Deref-
ter specifikt ved gemmemgangen af tre uddrag af Eulers "Introductio”.
Vi vil i dette afsnit ud fra det nuvaerende materiale give en karakteristik
af den formalistiske tradition.

2.6.1 Matematikkens standpunkt

Eulers produktion var fantastisk, og han skabte masser af nye resulta-
ter. Hans varker spander over store dele af den klassiske analyse, og
som sagt har hans metode, begreber og notation mange paralleller til
den moderne matematik. Eksempelvis med hensyn til infinitisemalreg-
ningen kan de overvejelser, han ggr sig omkring funktioners udvikling
1 det uendelige, oversettes direkte til O-notation. Generelt kunne man
rent handverksmaessigt utroligt meget, og med det meget svage be-
grebsapparat til radighed, er det imponerende, at de ikke begik flere
fejl end tilfzldet var. De gode resultater kan antyde, at de havde en
intuitiv forstaelse for endnu ikke definerede begreber som greenseverdi
og kontinuitet. Med hensyn til Euler ma dog tages det forbehold, at
eventuelt mislykkede regninger sandsynligvis ikke vil optreede i hans
lerebgger. En anden arsag til at det gik sa godt er, at man som regel
beskafitgede sig med meget fysikorienterede problemstillinger, hvilket
medfarte generelt "paene” udtryk. Et eksempel pa at de manglende
grundlaeggende begreber skaber problemer findes dog hvor han opfat-
ter den divergent rakke pa side 22 som et paradoks.

2.6.2 Den formalistiske traditions metode

Som vi beskrev i indledningen til dette kapitel, beerer denne tradition
praeg af den rivende udvikling med mange nye omrader og begreber,
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der var inden for matematikken. Traditionen har derfor nok i hgj grad
veeret kendetegnet ved en mangel pa en generel metode, og alment an-
erkendte regler for udgvelse af matematikken. Vi vil dog alligevel her
prove at traekke nogle af de falles karaktertraek frem, der trods alt var
i perioden. Dette vil vi ggre generelt for perioden med statte fra for-
skellige historiske beskrivelser, og specielt for Euler ud fra ovenstaende
gennemgang. '

Traditionens metode berer i hgj grad prag af, at datidens matemati-
kere ikke var rene matematikere. De var som oftest samtidig fysikere
eller en slags ingenigrer. Eller sagt pa en anden made; matematikken
producerede de som regel med henblik pa at lgse praktiske problemer
med relation til konkrete opgaver. P& den made var kriterierne for "god
matematik” eller malet for de matematiske arbejder givet som mate-
matik, der kunne anvendes og fungerede i praksis. Man havde altsa et
pragmatiske syn pa matematikken. _

De to to hovedproblemfelter i den formalistiske traditions metode var:
1) Manglende begreber og for lese definitioner pa de eksisterende.

2) Manglende stringens i1 beviserne, eller direkte udeladelse af bevisfe-
relse.

1) Begreber , »

Et vesentligt begreb udviklet i 1700-tallet er funktionsbegrebet. De .
forste speede tiltag til et funktionsbegreb var tet knyttet til geome-
trien. Man beskeftigede sig med analytiske udtryk, og de kurver de
dannede i et koordinatsystem. 1 starten af 1700-tallet opfattede man
X og y som repraesenterende variable pa de to akser i koordinatsyste-
met. Som tidligere neevnt optrader ordet funktion for ferste gang i
denne sammenheng hos Bernoulli i 1718. Pa den tid var en funktion
uformelt defineret som et analytisk udtryk, indeholdende storrelser og
konstanter, og havende en tilsvarende kurve. Der var altsa stadig tale
om en geometrisk fortolkning af begrebet. Det 1a i den stadig uformelle
og vage definition af begrebet, at funktionerne var "pane”. Hermed me-
nes, at de var kontinuerte, integrable og vilkarligt ofte differentiable.
Dette forklarer ogsa, at man p& daveerende tidspunkt ikke ansi det for
ngdvendigt at definere disse begreber selvstendigt. De grundlaggende
begreber i analysen var algebraiske udtryk, kurver samt variable og
konstante sterrelser.

I modsetning til tidligere matematik, er funktionsbegrebet helt cen-
tralt i Eulers "Introductio”, og det er her funktionen for ferste gang
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far en preecis og selvstendig definition lgsrevet fra geometrien. I farste
kapitel af "Introductio” definer Euler en funktion saledes:

En funktion af en variabel stgrrelse er et analytisk udtryk
komponeret pa en hvilken som helst made af denne variable
stgrrelse og af tal eller konstante stgrrelser. 7

Med et analytisk udtryk mener Euler forst og fremmest udtryk kombi-
neret af operationerne: addition, substraktion, multiplikation, division,
potenser og rgdder. Hertil kommer de transcendente funktioner: ex-
ponentialer, logaritmer, sinus og cosinus. !® Udtrykket en variabel
storrelse definerer han saledes:

En variabel stprrelse er en, som er ubestemt eller universiel,
og som kan antage enhver verdi.

Eulers funktionsbegreb omfatter i det vaesentlige samme funktioner som
det tidligere begreb. Hvad der gor det anderledes er, at det nu er los-
revet fra kurvebegrebet, og at begrebet nu er blevet grundlaeggende for
analysen.

Men Eulers funktionsbegreb var dog stadig ufuldstendigt. Eksempel-
vis definerer han alle kurver som kan skrives i ét analytisk udtryk som
kontinuerte, og troen pa de generelt gyldige paene egenskaber, som diffe-
rentabilitet og integrabilitet for alle funktioner, samt at alle funktioner
skulle kunne raekkeudvikles skabte naturligvis problemer.

Et andet nyt begreb var infinitisemalerne. Med hensyn til disse afspejler
det pragmatiske matematiksyn sig tydeligt. Man definerede begreberne
pa en made, sa det var hensigtsmaessigt for problemlosningen. Som sagt
var periodens metode kendetegnet ved en tro pa algebraens generalitet.
Med hensyn til infinitisemalerne, gav det sig udslag i ukritisk manipu-
leren med uendelige rakker, og i det hele taget brugte infinitesemalerne
som var de endelige stgrrelser. Fundamentet for infinitisemalregningen
var mildt sagt skrgbeligt, og definitionerne var upracise og forskellig-
artede. Pa trods heraf leerte man sig at regne med disse uendeligt store
og sma sterrelser, og man naede en lang raekke vigtige resultater: For
eksempel fandt man meget preecise vaerdier for vigtige naturkonstanter

17Euler, bind 1,s. 3
18 iitzen, s. 7
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som 7, e m.fl., og man fik tabellagt en lang rakke vigtige funktioner.
Euler er et stralende eksempel pa den pragmatiske anvendelse af infi-
nitisemalerne. Som vi har set i vores gennemgang, opererer Euler med
uendeligt store og sma tal pa en — for moderne matematikere — no-
get suspekt made. Han opfatter infinitisimalerne som eksisterende i en
absolut forstand, og han regner med disse som med reelle stgrrelser i
de situationer, hvor man nu ville benytte grensevardibegrebet. Euler
definerer de uendeligt store tal som reelt eksisterende og stgrre end alle
angivelige tal, og de uendeligt sma som varende (numerisk) mindre
end alle positive tal. Men pa trods af den suspekte metode far Euler
eksempelvis udledt rakker for a* og log(1 + x).

2) -Mangiende strenghed

Ikke kun eftertiden, men ogsa samtiden, her iblandt Berkeley ', kriti- -
serede den manglende strenghed i analysen. Berkeley kritiserede ma-
“tematikerne for at vere induktive frem for deduktive i deres metode.
Herpa er Eulers "Om transformation af funktioner” og "Om underse-
gelse af grene der gar mod uendelig” skoleeksempler. Faktisk er hele
opbygningen af "Introductio” induktiv: I modsatning til en moderne
leerebog med det formelle skelet bygget op af definitioner, satninger .
og beviser, tager Euler fat pa konkrete objekter, og lader begreber og
beviser vere implicit.

Et andet kritikpunkt fra Berkeleys side var den manglende logik i —
eller anden begrundelse for — de enkelte skridt i bevisforelsen. Iseer i
Eulers "Eksponentiel og logaritmefunktioner udtrykt gennem rakker”
optreder mange mystiske pahit, som maske er holdbare, men umiddel-
bart virker som grebet ud af den bla luft og i hvert fald for os kraever en
vderligere argumentation. Under dette kritikpunkt hgrer ogsa, at det
var normalt accepteret, at benytte sig af adhoc-lesninger. Eulers made
at komme uden om sin "paradoksale” divergente raekke, er et eksempel
herpa. At han efter denne adhoc-lgsning, som bestar i at indfgre pas-
sende band pa x, ikke gar tilbage og undersgger den inkonsistens, der
tydeligvis er i hans teori, illustrerer tydeligt den manglende stringens
i metoden. Det viser tydeligt at det var resultaterne og ikke metoden,
han interesserede sig for.

191 1734 udtaler Biskop Georg Berkeley, at den moderne analyses objekter, prin-
cipper og slutninger ikke er mere bestemt fastlagt eller indlysende deduceret, end
religiose mysterier .og trosspergsmal. (Kline, s. 427)
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- .Som et forsvar for datidens matematikere kunne man fremhave, at ma- -

tematikkens teette tilknytning til de praktiske problemstillinger gjorde,
at de matematiske objekter som regel var simple algebraiske udtryk sa
som polynomier og rationelle funktioner. De funktioner man arbejdede
med "opferte sig paent”, hvilket i realiteten gav en afgreensning af funk-
tionsbegrebet. Man kom séledes i praksis sjzldent ud i de problemer
- Berkeley, med sine krav om streng notatlon og bevisfgrelse, sggte at
gardere sig mod.

2.7 Delkonklusion

Med ovenstaende kapitel mener vi at have grundlag for, at give et svar
pa spergsmalet om, hvad der karakteriserede den formalistiske tradi-

- tionm:

Vi kan konkludere, at den formahstlsl\e tradition tydeligvis bar preeg
af manglende stringens i metoden og af et pragmatisk syn pa det ma-
tematiske videnskabelige arbejde.

Den manglende strenghed i forhold til moderne metodologi bestod i
grundtrek i manglende eller lest definerede begreber, og i manglende
eller induktiv argumentation og bevisferelse.

Denne manglende stringens kan forklares ud fra {glgende tre forhold:
1) Udviklingen og tilpasningen af begreber kunne ikke fglge med den
rivende strgm af ny matematik.

2) De intuitivt uforstaelige nyskabelser gjorde det vanskeligt at fast-
holde idealet om, at kunne fére beviserne tilbage til selvindlysende
sandheder.

3) Den pragmatiske holdning gjorde, at der med de mange nye og ty-
dehgt anvendelige resultater, ikke var noget incitament txl at bekymre
sig om metodens stringens.

Den pragmatiske holdning gav sig udslag i en resultat-fikseret ude-
velse af matematikken, og ofte i manglende interesse for teorierne bag
resultaterne, nar fgrst disse var opnaet. Et eksempel er Eulers adhoc-
lpsning. Denne pragmatisme kan forklares ved fglgende to forhold: 1)
Matematikerne var ofte ogsa fysikere eller ingenigrer, og havde som
sddan en masse praktiske problemstillinger at anvende matematikken
pa. Matematikken var altsd mere et redskabsfag og mindre en selv-
steendig disciplin, end tilfeldet er idag. Derfor var det resultaterne, og
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ikke teorierne, der var i centrum. 2) Som vi har nzvnt et par gange,
skete der i denne periode store fremskridt inden for matematikken. Den
nye teknik gav bestandigt nye resultater. Selvom man vidste at der var
grundlaggende problemer, var det vanskeligt — om ikke dumt — ikke
at veere pragmatiker, men argumentere for at metoden var forkert og
burde andres, og herved bremse resultatstrgmmen.

De kritiske rgster, der var (blandt andet fra Berkeley), fik svar pa tiltale, -
~ og nedenstdende citat mener vi giver et godt billede, af den generelle
holdning i perioden:

Det er ikke overraskende, at Euklid tager besvaret med at
bevise. at to cirkler der skarer hinanden, ikke har samme
centrum og at summen af siderne i en trekant, der er in-
deholdt i en anden trekant, er mindre end den samme sum
i den yderste af trekanterne. Denne geometer [Euklid] var
ngdt til at overbevise de obsternasige sofister, der glorifice-
rede enhver fornzgtelse af de mest indlysende sandheder.
Geometrien matte derfor. ligesom logikken, hvile pa formel
raesonneren for at kunne tilbagevise ordklpverne [...] Men

_ situationen har andret sig: alle overvejelser om, hvor langt
man kan komme med sund fornuft, tjener kun til at skjule
sandheden og bekyvmre laeseren. Disse overvejelser ser man
derfor bort fra nu om dage. *°

Denne holdning kan vi som moderne matematikere selvielgelig ikke
erkleere os enige i, men pa daverende tidspunkt var den bade forstaelig
og rigtig. Havde Euler ikke taget skyklapperne pa og arbejdet videre
trods inkonsistenser og fejl, kan man seette spergsmalstegn ved om der
overhoved, havde veeret en analyse for eftertiden at skabe strenghed i.
Men problemer var der, og strenghed skulle der til for at lgse dem.
Denne proces vil vi beskrive i det naste kapitel.

20Citat af Clairaut (1741), Christensen, s. 136
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Kapitel 3

Matematikken i forste
halvdel af 1800-tallet |

Vi har i vores projektrapport valgt forst at fokusere pa to forskellige
perioder reprasenterende, to forskellige traditioner 1 den matematiske
historie, for derefter at beskrive den udvikling, disse perioder udtryk-
ker. Den forste periode beskrev vi i kapitel 2 med Euler som en meget
karakteristisk repraesentant. Den anden periode har vi valgt at beskrive
gennem Bernard Bolzano (1781- 1848). Men i modsatning til Euler er
Bolzano ikke et typisk eksempel fra den periode han reprasenterer.
Dette er, som vi senere skal komme ind p&, fordi han tidsmeessigt er
placeret i brydningstiden mellem de to perioder. dvs. for tidligt i for-
hold til den tradition, han egentlig tilherer. For at kunne give et godt
billede af den nye tradition lesreven fra den gamle, treeder vi derfor et
skridt forbi Bolzano i tidsregningen. Dette for at beskrive traditionen
ud fra dens tyngdepunkt, og ved hjelp af nogle tidstypiske eksempler.
Det er altsa formalet med forste del af dette kapitel, at give en- generel
karakteristik af den nye tradition, sa vi har et udviklingsniveau at for-
holde Bolzano til.

I anden del af kapitlet vil vi — efter en kort biografisk praesentation —
ga over til, kun at beskeftige os med Bolzano. Dette vil vi gere gennem
hans artikel: "Rein analytischer Beveis des Lehrsatzen dass zwischen je
zwey Werthen, die ein entgegengesetzes Resultat gewahren, wenigstens
eine reelle Wurzel der gleichung liege.” (1817), hvis lange titel vi for
fremtiden vil referere til som "Rein analytischer Beveis”.

Bolzanos formal er at give et, efter egne kriterier, korrekt bevis for den
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setning, der giver navn til artiklen. Satningen siger at enhver kon-
tinuert kurve , med farst positive og derefter negative ordinater (eller
omvendt), ngdvendigvis ma skare x-aksen pa et punkt mellem disse
ordinater. Denne sztning vil vi kalde "Bolzanos sztning”.! Gennem-
gangen af artiklen falder i to dele. Denne opdeling er en direkte fglge
af Bolzanos egen opdeling af teksten i et forord og det egentlige bevis.
I forordet-udtrykker Bolzano sin utilfredshed med samtidens bevisme-
toder, og navner specielt to setninger, som mangler fuldstendigt kor-
rekte beviser. Den ene er Bolzanos satning og den anden er:

[...Jat enhver algebraisk rational integralfunktion af een va-
riabel stgrrelse, kan opdeles i reelle faktorer af forste eller
anden grad. *

Denne setning (algebraens fundamentalsatning) bygger pa Bolzanos
seetning, og kraever derfor denne bevist, for et strengt korrekt bevis kan
gennemfores.

Bolzano giver en gennemgang og kritik af tidligere forseg pa at vise
hans s@tning. Han viser bevismetodernes uholdbarhed, og argumente-
rer for en ny videnskabelig metode, hvorunder nedvendigheden af mere
strenghed i bevisferelsen, er det centrale. Efter saledes at have givet en
reekke forskrifter for den gode bevismetode, gar Bolzano, igang med at
give sit eget bevis. En gennemgang og analyse af dette bevis vil vere
malet for tredie del af dette kapitel, der munder ud i en diskussion af
Bolzanos metode, videnskabssyn og matematiske stasted. Men nu forst
en beskrivelse af perioden generelt.

3.1 Generelt om matematikken 1 fgrste
halvdel af 1800 tallet

Som omtalt i foregaende kapitel, var den ellers meget produktive ma-
tematik i 1700-tallet lgbet ind i nogle problemer.

Funktionsbegrebet, som det blev formuleret af Euler, var godt nok
korrekt i sin ordlyd, men indeholdt nogle underdefinitioner, der gav
problemer. Her tenkes pa, at man tillagde en variabel storrelse den

YInspireret af Apostol
2Bolzano, s. 159
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egenskab, at den skulle kunne antage alle veerdier®>. Herved opstod
der selviglgelig problemer, nar man talte om funktioner udenfor deres
definitionsomrade. Herudover tillagde man som navnt funktioner alle
mulige pane egenskaber. Man antog f.eks., at alle funktioner kunne
rekkeudvikles i potensrakker, uden at tage hensyn til konvergensinter-
vallet, idet man opretholdt ovenfornavnte krav til den variable ster-
relse. Herved opstod der, som vi har set i kapitel 2, paradokser og fejl
i forbindelse med brugen af divergente rekker. Funktioner blev ogsa
automatisk tillagt egenskaberne differentabilitet og integrabilitet, hvil-
ket selvsagt skabte problemer, ved benyttelse af funktioner uden disse
egenskaber. Endeligt var det ganske simpelt uklart, hvad man egentlig
mente med kontinuitet, differentiabilitet, integrabilitet myv.

Forste halvdel af 1800-tallet er karakteristisk ved. at matematikerne ud-
trykker utilfredshed med den matematiske metode og analysens mang-
lende grundlag. De prever at lose ovennavnte problemer, ved at indfere
nye begreber og definitioner, og ved at benytte sig af en langt strengere
metode end i 1700 tallet. .

Udover at fa preeciseret funktionshegrebet, var det iser granseveardi-
begrebet, der manglede, for at lgse datidens grundlaggende problemer.
Introduktionen af greenseverdibegrebet smitter af pa snart sagt alle
omrader af analysen. Med denne forstaelse er der ikke langt til et
moderne konvergenshegreb, der gor der muligt, at overskue brugen af
uendelige reekker. Muligheden for en mere streng behandling af infiniti-
semaler abnes, hvorved der dels kan gives et fundament for differential-
og integralregningen, og dels en pracis formulering af kontinuitet.

De personer, der i1 1800 tallet stod i centrum mht. indfersel af streng-
hed og nye definitioner af begreber, var Bolzano, Cauchy, Abel og Di-
richlet. Senere blev deres ideer viderefort af Weierstrass. Som Euler
var det i 1700-tallet, ma Cauchy siges at véere den centrale skikkelse
1 denne periode. Vi vil derfor i det nedenstaende koncentrere os om
Cauchys begreber og definitioner, primert hentet fra “Cours d’Analyse
algébrique” (1821). ' . :

I forbindelse med funktionsbegrebet, er den forste gennemgribende an-
dring, at man gar bort fra kravet om, at en funktion skal veere givet ved
et analytisk udtryk, og at en variabel skal kunne antage alle tenkelige
verdier. Cauchy giver i "Cours d’Analyse” fglgende definitioner af en
variabel stgrrelse:

3Liitzen, s. 9
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Man kalder en stgrrelse; som man betragter som havende
mange efter hinanden forskelligt antagede veerdier, en vari-
abel. 4 ]

Cauchy giver herefter fglgende definition pa en funktion:

Nar variable stgrrelser er sidan sammenknyttede, at man
kan slutte sig til vardien af alle de andre, nar verdien af
en af dem er givet, da opfatter man sadvanligvis disse for-
skellige storrrelser udtrykt ved hjelp af en af dem, som sa
kaldes den uafhangige variable, og de andre storrelser, der
udtrykkes ved hjeelp af den uafhanige variabel, kalder man
funktioner af denne variabel. ”®

Grensevardibegrebet bliver saledes defineret af Cauchy:

Nar veerdierne, der successivt tilskrives en bestemt variabel,
ubegraenset narmer sig en bestemt veerdi, sa de til sidst kun
afviger fra den bestemte vaerdi med sd lidt, som man pnsker,

sa kaldes den bestemte veerdi for graensen af alle de andre.
6

Som beskrevet er gransevardibegrebet en vital del af det nye be-
grebsapparat. Ovennavnte definition gjorde. at det ikke laengere var
nedvendigt, at opfatte infinitisemalerne som absolutte storrelser, som
Euler gjorde. Cauchy giver ud fra graensevardibegrebet folgende de-
finition, der ikke tager stilling, til om der faktisk eksisterer uendelige
sma storrelser:

[...]Jen variabel stgrrelse bliver uendelig lille, nar dens nu-
meriske veerdi aftager ubegranset sa den konvergerer mod
gransen nul. 7

4Cauchy i Kline 5.950

51bid.

SCauchy i Christensen, s. 168
“Ibid, s. 169
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Videre benytter Cauchy sit greensevaerdibegreb til at definere konver-
gens og divergens af uendelige raekker. En fglge af stgrrelser (som ogsa
kan vere funktioner)

Ug, Uy, U2, ...

kaldes ifglge Cauchy konvergent, hvis summen
Sn=uo+ u; +uz+...upy

narmer sig en bestemt graense. Hvis ikke, kaldes den divergent. Dette
svarer helt til den moderne formulering af, at en uendelig reekke kon-
vergerer, hvis den n’te partialsum er konvergent.

Da Cauchy som en del af kravet om strenghed i analysen ikke tillader
brugen af de divergente rakker, bliver gransevardibegrebet gennem
definitionen af kontinuitet betydende for hvilke matematiske objekter,
der tillades. I forhold til Eulers tid, hvor de matematiske objekter blot
var funktioner, der altid kunne raekkeudvikles, er der her sket en vee-
sentlig indskreenkning. - -_

Til slut vil vi prasentere Cauchys kontinuitetshegreb, som ogsa indi-
rekte hviler pa grenseverdibegrebet.

Funktionen f(z) vil veere kontinuert med hensyvn til x mel-
lem de givne graenser, hvis der mellem disse graenser gelder,
at en uendelig lille tilvaekst i den variable altid medfprer en
uendelig lille tilvaekst i funktionen selv. Vi siger ogsa at en
funktion f(xz) er en kontinuert funktion af x i omegnen af en
bestemt veerdi af x, s leenge den [funktionen] er kontinuert
‘mellem de to greanser af x, der indeslutter den givne verdi,
lige meget hvor tat de kommer til hinanden. 8

Euler og hans samtids intuitive opfattelse af kontinuitet som en sam-
" menhangende kurve, blev saledes af Cauchy erstattet af en langt mere -
pracis analytisk definition. Saledes fik Cauchy med indferslen af graen-
seveerdibegrebet strammet op pa en lang rekke begreber.

Selvfglgelig er der ikke tale om, at der pa en gang bliver skabt et fun-
dament for matematisk analyse, som vi kender det idag. Snarere er der
tale om en gradvis formning, saledes at de fgrste beskrivelser af de nye
begreber blot bestar i upracise verbale formuleringer, set i forhold til
moderne standard. Eksempelvis bruger Cauchy udtryk som "na uen-

" "N

delig”, "sa lille som man gnsker” og "en variabel nar sin greense”. Men

8Cauchy i Kline s. 951
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_ selv om Cauchys grensevardibegreb er sprogligt formuleret, er det dog
~ ganske preecist defineret, og ikke langt fra det, vi bruger idag. Weier-
strass star for den sidste precision, idet han indferte € § — notationen.
Hvad der efter Cauchy stadig manglede, for at skabe den stringente ana-
lyse, var hovedsagligt fuldsteendiggerelsen af talystemet med de reelle
tal. [Eren for dette kan igen tilskrives Weierstrass, der under foreles-
ninger i 1860’erne udledte en af flere nutidigt brugte definitioner af de
reelle tal. ?

3.2 Bolzano som eksempel paA matema-
tikken i fgrste halvdel af 1800-tallet

Som sagt var Bolzano ikke typisk for den periode han reprasenterer.
Han er interessant, fordi han tidligt kommer med nogle resultater, som
bla. Cauchy senere bliver kendt for. Herudover finder vi ham speen-
dende, fordi han ikke er sa gennemlast og bearbejdet, som andre af den
tids matematikere (lzes: Cauchy).

3.2.1 Bernard Bolzano

Biografi:!° Bernard Bolzano var fedt i Pragh i 1781. Han tog studen-
tereksamen i 1796, og blev samme ar optaget pa det filosofiske fakultet
pa Praghs Universitet. Her studerede han filosofi, fysik og matema-
tik. Hans interesse for matematik blev blandt andet inspireret af A.
G. Kastner ') som beskafigede sig med at bevise s@tninger, der al-
mindeligvis blev anset for at veere indlysende. Dette for at klargere
hvilke antagelser disse szetninger byggede pa. Efter at have afsluttet sit
studie pa det filosofiske fakultet, begyndte Bolzano at studere teologi.
Efter endt eksamen i 1804, modtog han et nyoprettet professorat i re-
ligionsfilosofi ved Praghs Universitet. Her var han meget vellidt af de
studerende, og respekteret af kollegerne. Imidlertid havde den tjekkiske
kejser primart oprettet professorater, for at teekkes de gammelkatolske
magthavere i et forsgg pa, at beskytte sig mod oplysningstidens nye
ideer. Dette skabte problemer for Bolzano, da han holdningsmassigt

9Kline, s. 987
19Djctionary, s. 273-275
1A G. Kastner: " Anfangsgriinde der Matematik”.
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tilhgrte oplysningstiden. I 1816 blev en anklage for keetteri fgrt imod
ham i retten i Wien, hvilket medferte hans afskedigelse fra universitetet
i 1819. Samtidig blev det ham forbudt at publicere, og han blev sat un-
der politiovervagning. Dette varede ved indtil 1825. Delvist fra 1823,
og permanent fra 1831, trak Bolzano sig tilbage, og boede hos nogle
venner pa et landsted i det sydlige Bohmen. 1 1842 vendte han tilbage
til Pragh, hvor han indtil sin ded i 1848 fortsatte sine studier i matema-
tik og filosofi. I sin karriere beskftigede Bolzano sig hovedsalig med
sociale, etiske og relegigse emner, men han havde en stor interesse for
filosofi, videnskabens metodologi og iszr for matematik og logik. Et af
det matematiske samfunds hovedproblemer i den tid var, at fa skabt et
solidt fundament for den matematiske analyse. Som fgr naevnt beskaef-
tigede ogsa Bolzano sig med dette emne: Hans filosofiske uddannelse
gjorde det klart for ham, at det var ngdvendigt at skabe klare begreber
og logisk reesonnering, ved at starte fra ikke-reducerbare antagelser, og
ved kun at benytte egenskaber, som ligger i begrebernes definitioner.
Denne metode, og hans filosofiske angrebsvinkel, hjalp ham til at fa vist -
utilstreekkelige funderinger og ukorrekte antagelser i gammelkendte be-
viser. Bolzano udgav i perioden 1816-17 sine tre vasentligste tekster
pa dette omrade, nemlig: "Der binomische Lehrsatz” 2, ”Die drey Pro-
bleme der Rectification” 13, og til sidst "Rein analytischer Beweis”, som
vi har valgt. at beskaftige os med.

Selv om Bolzano prasenterede flere banebrydende resultater, og selvom
hans metode var radikalt anderledes end hans samtids, tiltrak han sig
som navnt ikke storre opmarksomhed fra den matematiske omverden.
og han havde ingen direkte indflydelse pa udviklingen af matematikken.

Et lille kuriosum

Hvorvidt Bolzanos vaerker var sa ukendte, som det almindeligvis anta-
ges, betvivles af Gerd Schubring i en artikel i "Historia Matematica”.!4

122Der binomische Lehrsatz und als Folgerung aus ihm der polynomischer und
die Reihen, die zur Berechung der Logarithmen und Exponentialgrossen dienen,
genauer als bisher erwiesen.” Pragh: Enders (1816)

137 Dje drey Probleme der Rectification, der, Complanation und der Cubirung,
ohne Betrachtung des Unendlich Kleinen, ohne die Annahmen des Archimedes,
und ohne irgend eine nicht streng erweisliche Voraussetzung gelost; zugleich als
Probe einer ganzlichen Umstaltung der Raumwissenschaft,allen Mathematikern zur
Priifung vorgelegt.” Leipzig: Kummer (1817)

14Schubring
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Dette begrunder han med, at han har fundet-Bolzanos tre negleveer-
ker fra 1816/1817 anmeldt i et ledende tysk tidsskrift (JALZ) fra 1823.
Anmeldelsen, der er indleveret til redaktionen allerede i 1821, og sig-
neret med et "A”;er sandsynligvis skrevet af den indflydelsesrige pro-
fessor i matematik i Aschaffenburg; Johan Josef Ignaz von Hoffmann.
Hoffmann beskriver Bolzano som en sandhedssgger og en streng tan-
ker. Om varkerneskriver han, at de er ualmindelige, baseret pa rigide
begreber, viser konsistent tankegang, og at de omhandler de mest be-
tydningsfulde matematiske teorier. Hoffmann ér klar over, at Bolzanos
publikationer ikke har faet vid udbredelse, og han forsgger at skabe
opmarksomhed omkring dem. Samtidig opfordrer han Bolzano til at
fortseette sin forskning i matematikkens grundlag. Schubring fremsaet-
ter den hypotese, at nogen har tilskyndet Hoffmann til at skrive anmel-
delsen, i et forsgg pa at forbedre Bolzanos personlige situation.

Ud over 1 Hoffmanns artikel, er Bolzano naevnt af N. H. Abel (1802-

29), der i sin dagbog fra Berlin (1825-26) noterer, at have last nogle af
Bolzanos publikationer og fremheever i denne forbindelse at, "Bolzano
er en klog mand”.

3.3 Bolzanos kritik af 1700-tallets bevis-
metoder.

Som sagt starter Bolzano sin artikel med en kritisk gennemgang af de
tidligere forsgg pa at bevise det vi kalder "Bolzanos setning”. Vi vil
i dette afsnit gengive nogle af hans eksempler, hvorefter vi vil opsum-
mere hans kritikpunkter. Disse kritikpunkter afspejler igen Bolzanos
egen holdning til, hvad der er den korrekte matematiske metode.

3.3.1 Gennemgang af artiklens fgrste del

Bolzano giver sin kritik af datidens bevismetoder gennen en rakke ek-
sempler: Den mest almindelige bevismetode er ifalge Bolzano, at refe-
rere til den geometriske sandhed.

Denne argumentation kritiserer Bolzano som felger:
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[...]det er dbenbart, at det er et utileligt anstgd imod den
gode metode, at ville udlede sandheder om den rene (eller
generelle) matematik (dvs. aritmetik, algebra og analyse),
fra betragtninger tilhgrendeen alene anvendt (eller speciel)
del, nemlig geometrien.
Hvis man mener, at videnskabens beviser ikke kun skal give
"-sikkerhed [Gewibmachung], men narmere en begrundelse,
dvs. prasentationer af den objektive grund til den aktuelle
sandhed, sa er det indlysende, at det strengt videnskabelige
bevis, eller den objektive begrundelse for en sandhed, som
galder lige for alle storrelser, om de eksisterer i rummet
eller ej, umuligt kan ligge i en sandhed, som kun holder for
storrelser, som er i rummet. °

Bolzano mener, at et geometrisk bevis bade i dette og 1 de fleste andre’
tilfaelde faktisk er cirkuleert. For her benytter man en geometrisk sand-
hed til at bevise en generel sandhed, som faktisk skulle benyttes til at
udlede den geometriske.

" Den gode metode med hensyn til matematisk bevisfarelse, er altsa for
Bolzano den deduktive bevisforelse. Man ber slutte fra det generelle til
det specielle, og ikke, som i et geometrisk bevis, fra et enkelttilfeelde til
en almen lov.

En anden fejlagtig bevismetode er at bygge et bevis pa et kontinuitets-
- begreb, der indeholder begreberne tid og bevagelse.
Bolzano giver eksemplet:

Hvis to funktioner fx og ¢x. [...] @ndres ifolge loven om
kontinuitet, og hvis for ¢ = a, fa < ¢a, men for z = B,
fB > ¢B, sa ma der vare en verdi u mellem a 'og B for -
hvilken fu = ¢u. For hvis man forestiller sig, at den vari-
able stgrrelse x i begge funktioner gradvist tager alle veer-
dier mellem o og f3, og at de begge tager samme veerdi til
samme tid, sd vil fr < ¢z i begyndelsen af denne konti-
nuerte gndring i x, og fx > ¢z til slut. Men da begge
funktioner, i kraft af deres kontinuitet, forst ma ga gennem
alle mellemliggende veerdier, for de kan na en hgjere veardi,

15Bolzano, s. 161
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" mé der vare et:zzne]lemliggende ;gifdspunkt, til hvilket de er
~ens. 16 '

Men, argumenterer Bolzano, begreberne tid og rum er lige sa frem-
mede for generel matematik som rumbegrebet, og er saledes heller ikke
acceptable i bevisfgrelsen. Disse begreber har deres berettigelse i il-
lustrerende eksempler, men eksemplerne ma aldrig blive sat i stedet
for beviset, og det vasentlige i en deduktion ma ikke baseres pa den
rene metaforiske brug af fraser eller deres relaterede ideer. Til sammen-
ligning med det ukorrekte kontinuitetsbegreb i det ovenstaende bevis,
giver Bolzano sin egen definition:

[...]Jat en funktion fz zndres i henhold til loven om konti-

~ nuitet for alle veerdier af = [...] betyder blot: hvis z er en
sadan verdi, kan forskellen f(z +w) — fz gores mindre end
enhver given stprrelse, forudsat at w kan veelges sa lille, som
vi gnsker. 7

Bolzano omskriver den ukorrekte definition af kontinuitet med sin egen
notation. og viser herved, at definitionen i realiteten blot er et special-
tilfeelde af den setning der skal vises. For:

[...Jen kontinuert funktion er en. der ikke nar en hgjere verdi
uden fprst at ga gennem alle lavere veerdier '®

kan omskrives til:

[...]f(z + nA z) kan tage enhver veerdi mellem fz og f(z +
A z) nér n tager en vilkarlig veerdi mellem 0 og 1, *®

161bid. s. 161
171bid. 5. 162
181hid.
191bid.
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-og hvis M er en storrelse mellem fz og f(z + A z), sa er pastanden; at
der er en vaerdi af n mellem 0 og 1 for hvilken f(z + Az) = M, kun et
specialtilfzlde af den seetning, der skal vises, hvor den ene funktion har
den konstante veerdi M. Som sadan kan denne definition af kontinuitet
ikke bruges i bevisfgrelsen, men skal derimod udledes af den generelle
s@tning. Det vildledende i hele beviset skyldes ifglge Bolzano hoved-
sagligt inddragelsen af tidsbegrebet. For hvis det var udeladt, ville det
straks kunne ses, at beviset intet andet er end en omskrivning af den
setning, der skal vises.

Med dette eksempel pointerer Bolzano vigtigheden af, at benytte gene-
relle og veldefinerede begreber i bevisforelsen. Ved at benytte begreber
som rum, tid og bevagelse, risikerer man nemt, enten at havne i en -
induktiv bevisfarelse, som i forste eksempel, eller som her, blot at fa
omformuleret og gentaget den lov man vil vise.

Det sidste af Bolzanos eksempler pa mislykkede beviser vi har valgt at
tage med, er at udlede Bolzanos s&tning fra algebraens fundamental-
s@tning. _
Det er klart, skriver Bolzano, at er algebraens fundamentalsatning ac-
cepteret, kan Bolzanos s@tning sluttes derfra. Men da fundamentalsat-
ningen er udtryk for en meget mere kompleks sandhed end Bolzanos
seetning, er det ikke en streng videnskabelig metode, at fore beviserne
i denne rekkefplge. Derimod ber man basere algebraens fundamental-
seetning pa Bolzanos satning.

Efter al denne meget generelle kritik af samtidens bevismetoder, slutter
Bolzano sin indledning med felgende:

Saledes er alle tidligere beviser for den sztning, som gi-
ver navnet til denne afhandling, mangelfulde. Neervarende,
som jeg her forelagger til bedpmmelse af de lzrde, indehol-
der, smigrer jeg mig, ikke blot en sikkergprelse [Gewissma-
chung], men ogsa den objektive begrundelse for den sand-

hed, der skal bevises, dvs. det er korrekt videnskabeligt.
20 ,

2%Ibid. s. 165-166
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3.3.2 Kommentarer

Opsummerende kan siges at Bolzanos kritik af datidens bevisfgrelse
omhandler tre hovedpunkter:

1. Cirkuler bevisfgrelse. Man benyttede det, der skulle bevises, i
bevisfgrelsen. :

2. Induktiv bevisfgrelse. Man byggede et generelt bevis pa argu-
mentation ud fra specialtilfeelde.

3. Mangel pa generelle og veldefinerede begreber i bevisforelsen.

Det vil altsa sige, at Bolzano pleederer for den ubetinget deduktive
~ bevismetode, hvor de grundlzeggende begreber er klart og entydigt de-
finerede.

Nu vil vi gennemga beviset for Bolzanos satning. Med dette vi se, om
Bolzano selv formar at leve op til de — i forhold til samtiden — radikalt
anderledes og meget restrektive krav til den matematiske metode.

3.4 Bolzanos bevis

Som en naturlig konsekvens af hans kritik af de hidtidigt gennemferte
forsgg pa et bevis for middelvardisetningen, er Bolzanos eget bevis
bygget meget grundigt op. Mest interessant er praeciseringen i1 ma-
tematiske termer af tidligere korrekte, men sprogligt lest formulerede
pastande. Men ogsa hvad angar den rent formmaessige udvelgelse af
stoffet, er opbygningen logisk og meget grundig. nogen steder ligefrem
omstzendelig.

Bevisdelen af Bolzanos artikel bestar af 18 nummererede afsnit. Med
den fgromtalte definition af kontinuitet i mende, starter han med en
kort diskussion af uendelige reekker. Dette leder op til formuleringen
af et konvergenskriterie (teorem 1), der bruges i beviset for artiklens
to naste teoremer: Teorem 2, der postulerer eksistensen af mindste
overtal for en begrenset mangde, og teorem 3; middelveardisatningen.
Til slut — i det 4. og 5. teorem — viser Bolzano, at polynomier er
kontinuerte funktioner, samt den “skrabede” udgave af algebraens fun-
damentalsatning; Bolzanos s®tning, anvendt pa polynomier.

Vores gennemgang vil, med afsnit 7 som en undtagelse. veere et forsog
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pa at illustrere dels den ggede strenghed og erkendelse af grundlags-
problemerne i matematikken set i forhold til midt i 1700-tallet, dels
Bolzanos fremsynethed, set i forhold til hans samtidige. Afsnit 7 er det
afsnit, vi tilleegger storst betydning, da der her er en fejl i Bolzanos
bevisfgrelse — artiklens eneste med betydning videre frem i teksten.
Da vi mener, at fejlen er meget illustrerende for datidens manglende
forstaelse af de reelle tal, har vi valgt at fgige gennemgangen af Bol-
zanos bevis for teorem 1 op med en redeggrelse for de antagelser om
tallenes opbygning, der ligger til grund for et moderne bevis, efterfulgt
af et sadant bevis.

3.4.1 Uendelige raekker

Afsnit 1 omhandler summen af en raekke, der betegner den succesive
sum af leddene i en talfelge. Den simple pointe, der her anferes, er at en
-“sadan reekke bade afhanger af antallet af led i sekvensen, og af vardien
af de enkelte led. Beskrivelsen af en sadan reekke skal derfor bade
indeholde oplysning om verdien af den variable stgrrelse, og antallet
af led i summationen. Bolzano bruger derfor notationen Fr.z om en
rekke med r led, der alle athenger af veerdien af den variable storrelse
x. Moderne betegnes dette den n'te partialsum:

Faz) = ) filz)
1=0

Afsnit 2 nevner de muligheder, der er for &ndringen af en rakke ved
tilféjelse af et endeligt antal led. Denne andring kan vere

[...] en konstant storrelse (nemlig hvis leddene i raekken alle
er ens), men kan ogsa vere variabel. I det sidste tilfelde
kan &ndringen vere en storrelse, der vokser i en periode og

falder i en periode, eller en der vokser eller falder konstant.
21

Med moderne sproghbrug kan sterrelsen af de enkelte led i sekvensen
altsa veere konstant, alternerende, eller monotont voksende eller afta-
- gende. Som eksempel nevner Bolzano den geometriske raekke

a+ae+ael+aed+ .. (3.1)

21Bolzano, s. 169




52 KAPITEL 3

hvilken han udnaevner til at vaere voksende i tilvaekst (svarende til hvad
vi kalder numerisk voksende) hvis e > % 1, og aftagende i tilvaekst hvis
e < % 1. Med nutidig sprogbrug formuleres de tilsvarende krav |e| > 1
h.hv. |e] < 1. . :

Bolzanos notation adskiller sig pa dette punkt ikke fra datidens standar-
der. Det var normalt kun at bruge ulighedstegn, om forholdet mellem
storrelsen af flere veerdier-uden hensyntagen til fortegnet, og ikke som
nu om placeringen pa en tallinie. Sa nar Bolzano og hans samtidige
skriver x > -1, ville vi nutildags udtrykke samme forhold x < -1.%2

Afsnit 3 starter med i almindelige vendinger at postulere, at kon-
stante eller monotont voksende led 1 en sekvens, summeret vil blive
“sterre end enhver given sterrelse hvis der fortsettes leenge nok”?3[med
at summere]. Altsa en sproglig formulering af divergens, der ogsa var
velkendt af Bolzanos samtidige. Det interessante er derfor ogsa, at
Bolzano efterfslgende giver et matematisk bevis for pastanden 2*:

Antag at en rakke vokser med en storrelse (storre eller lig)
d for hver n led, og at det kraeves at raeekken gores stgrre end
en given veerdi D. Man behpver s blot tage et helt antal r
der er (stprre eller lig) £ og udvide raekken med r - n led.
Herved opnas en stigning. der er

Eller med moderne notation:
vD 3r : F.(z) > D.

Her er altsa forste eksempel pa den ggede strenghed, Bolzano kraever
bibragt den matematiske bevisforelse.

Afsnit 4 er blot en konstatering af, at der ogsa er raekker, der er opadtil
begransede, uanset hvor langt de fortszttes. Som eksempel naevnes den
alternerende reekke med konstante led

a —a+a—a+ - (3.2)

22Note 4 til Steve Russ’ oversattelse af Bolzanos artikel til engelsk. Russ [1], s.
183

23Bolzano, s. 169-70

*Ibid., s. 170
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der pastas opadtil begranset af a. Dette forudsatter imidlertid at
leddenes rzkkefelge ikke @ndres, hvilket Bolzano og hans samtidige
tilsyneladende overser. Eksempelvis kunne vi velge at skrive de tre
ferste positive led op fgrst. Hvis vi herefter tager skiftevis et negativt
og et positivt led, gor fortszttelsen i det uendelige, at vi stadig far alle
led med. Hvis vi lader fodtegnet betegne det enkelte leds nummer i den
oprindelige rekke (3.2), far vi

a; + a3 + (a5 — az) + (a7 — aq) + - = 2a

Det antal led med samme fortegn vi starter med, afggr altsa veerdien af
reekken (3.2). Hvis vi tillader, at leddenes reekkefolge ndres, er denne
rekke altsa divergent!

Da fejlslutningen ikke bruges i den videre bevisgang, er den uden be-
tydning for resten af artiklen. Men det viser tydeligt, at man (endnu)
ikke havde fuldt overblik over de specielle regneregler, der galder for
regning med uendelige rakker.

I afsnit 5 og 6 introducerer Bolzano hvad han selv kalder en “specielt
interessant” klasse af rakker. Sprogligt karakteriseres disse raekker i
afsnit 5 ved, at de udover den — i foregaende afsnit — introducerede
(opadtil) begraensethed har-den egenskab at A

[.:.] endringen i verdi (voksende eller faldende) forarsaget
af enhver videre fortsaettelse af led altid forbliver mindre end
en bestemt storrelse, der selv kan velges sa lille som onsket.
forudsat raekken har varet fortsat langt nok inden.?®

Dette er en i moderne forstand meget los karakteristik af fundamental-
folger (se senere). Ikke desto mindre antyder den systematiske tilgang
til reekker, og den “specielle interesse” omkring dem, der “klemmer
sammen”, at Bolzano, pa trods af det manglende fuldstandige over-
blik, afsnit 4 tydeligger, var kommet langt videre end 1700-tallets brug
af uendelige rakker i naer sagt alle sammenhange og varianter. Som
resten af artiklen er et godt eksempel pa, indskrenkes brugen nu til
uendelige reekker med bestemte karakteristika; i forste omgang altsa
begraensethed og “sammenklemning af halen”.

31bid., s. 170




54 KAPITEL 3

Resten af afsnit 5 er et vel gennemfgrt bevis for, at den geometriske
rekke (afsnit 2) med aftagende led har disse egenskaber. Selve bevis-
gangen var velkendt allerede for denne-artikel (Bolzano henviser selv til
hans egen “Der bionomische Lehrsatz”). Herudover er det interessant
at konstatere, at afsnittet afsluttes med fplgende sproglige argumente-
ren:

[...] Dette [evnen til at “klemme halen sammen”] ma gaelde
endnu kraftigere for rakker, hvis led aftager hurtigere end
leddene i en aftagende geometrisk udvikling.?¢

Altsa en tidlig udgave af sammenligningskriteriet for konvergens!

Afsnit 6 er den forventelige matematiske precisering af, hvad der
forstas ved at “klemme halen sammen”. Med notationen F,z fra afsnit
1 om summen af de forste n led i en fglge, introducerer Bolzano hvad
han selv kalder "reekker af summer af de tidligere reekker”:

Fl.’L', FZI, F3I, ey FnIT, ey Fn+r.T.

Med moderne sprogbrug er der tale om en folge af partialsummer.
Om en sadan sekvens skriver Bolzano:

Her har vi antaget den specielle egenskab, at forskellen mel-
lem det n’te led F,x og ethvert senere led F,.,x (uanset
hvor langt fra det n’te led) forbliver mindre end enhver gi-
ven storrelse, hvis n tages stor nok i forste omgang.?”

Denne karakteristik af hvad vi kalder en fundamentalfglge (ff) eller —
som et eksempel pa Bolzanos upaagtethed — Cauchy-falge, er helt i
overensstemmelse med moderne forstaelse. Men hvad angar klarhed
i udtryksformen, mangler der stadig noget i forhold til den moderne
formulering, der involverer en — pa Bolzanos tid — ukendt brug af ¢ -
“gymnastik”:

Ve > 03N, : Vr € NyVn> N, = |[Fogr(x) — Fo(z) | < ¢
‘ (3.3)

26Bolzano, s. 171
27Ibid., s. 171
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Denne yderligere pracisering viser imidlertid “blot”, at udviklingen —
som omtalt i indledningen — er fortsat efter Bolzano. Med vores per-
spektiv, er det mere interessant at sammenholde formuleringen i afsnit
6 med 1700-tallets “matematiske sprogbrug”. Set i dette lys, er al-
ene Bolzanos langt hen ad vejen vellykkede forsgg pa at formulere sine
pastande og beviser i matematiske termer, en markant videreudvikling
af matematikken. Euler og hans samtidige ville sikkert have stillet sig
tilfreds med den rent sproglige formulering i afsnit 5.

Med en naturlige tendens til at huske de fejl, vi med vores nutidige ma-
tematikforstaelse mener, der er i teksten, er det vigtigt at have denne
tilbageskuende tilgang i baghovedet, nar vi nu i gennemgangen af naste
afsnit kritiserer Bolzanos bevisfarelse.

3.4.2 Teorem 1: Fundamentalfglger konvergerer

Teorem 1 1 afsnit 7 siger i al sin enkelthed, at de ovenfor definerede
fundamentalfolger altid konvergerer mod en og kun en konstant veerdi.

Bolzanos bevis

Bolzanos bevis falder i to dele:

1. Enhver ff konvergerer mod en konstant sterrelse X.

2. Et sadant X er unikt.
Péstand 1 bevises som folger:

Det er klart fra afsnit 6, at en serie som den beskrevet i
teoremet er mulig. Ydermere er der bestemt ikke noget
umnuligt i at antage eksistensen af stprrelsen X som leddene
i reekken narmer sig vilkarligt teet, forudsat storrelsen ikke
antages at vare unik og invariabel. For hvis det er en va-
riabel storrelse kan den, selviplgelig, altid valges sa den
er tilfredsstillende neer, eller endda pracis det samme som.
leddet F,z med hvilken den sammenlignes. Men antagelsen
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om en invariabel stgrrelse med denne egenskab af nzerhed til
leddene i vores serie er ikke umulig, fordi med denne anta-
gelse er det muligt at bestemme storrelsen sa ngjagtigt som
pnsket. For antag det er kraevet, at X bestemmes sa ngjag-
tigt, at forskellen fra den sande verdi af X [limes-vaerdien]
ikke overstiger en lille given stgrrelse d. Da ser man blot
i den givne rakke efter et led F,z med den egenskab, at
ethvert efterfplgende led F, .,z afviger med mindre end %d.
Der ma vare et sadant F,z efter antagelse. Jeg siger nu,
at verdien af F,z hgjest afviger fra den sande veerdi af X
med +d. For hvis r pges vilkarligt, med det samme n, kan
forskellen X — Fo4,x = =w gores sa lille som gnsket.
Men forskellen F,x — F,,.x forbliver altid < =+d, uanset
hvor stor r veelges. Derfor ma forskellen

X — For = (X — Four) — (Far = Foprr) (3.4)

altid veere < +(d + ). Men siden dette for det samme n
er en konstant storrelse. og w kan gores sa lille som pnsket
ved at gge r, ma X — F,r vare < =+d. For hvis den
[forskellen] var stprre og. for eksempel, lig +(d + ¢€), ville
det vare umuligt for relationen d+e < d+w, det vil sige
[©] e < w, at holde hvis w reduceres yderligere.

Derfor afviger den sande vaerdi af X hgpjest d fra vardien
af leddet F,r. og kan derfor bestemmes sa npjagtigt som
kreevet, siden d kan gores vilkarligt lille. Der er, derfor, en
reel storrelse hvilken leddene i raekken, hvis den fortsettes
leenge nok, naermer sig sa taet som pnsket.

Kommentarerne til denne bevisferelse skal vi snart komme tilbage til.

Pastand nr. 2; at konvergenspunktet er unikt, bevises ved modstrid:
Antages det, at der er to forskellige konvergenspunkter, X og Y, skal
forskellene X — Fo4,x = wogl — Foi.7r = w; begge kunne gores
vilkarligt sma ved at gge r. Det samme skal derfor gzlde for differencen
X — Y = w — w, hvilket er i modstrid med at X # Y. Det er
derfor ngdvendigt at antage at X = Y.

Dette er et vel gennemfort modstridsbevis helt i overensstemmelse med
moderne bevisteknik.

28]bid., s. 172
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Kommentarer og manglende forudsztninger

Med moderne sprogbrug bygger beviset for pastand 1 pa to grenseveer-
dibetragtninger:

lim[Foz — Fagrz) = 0 (3.5)
im[X — Fuyz) = 0 (3.6)

"Graensevardibetragtningen i (3.5) svarer til Bolzanos “d-betragtning”,
og bygger pa en antagelse om, at vi har med den i afsnit 6 definerede
fundamentalfglge at gore, hvad Bolzano ogsa udtrykkeligt ger opmaeerk-
som pa. Altsa ingen problemer her.

Vanskelighederne kommer i argumentationen for greenseveerdien i (3.6);
“w-betragtningen”, og gar i to retninger: -

— Den forste vanskelighed er en. abenlys bevisteknisk fejl, Bolzano
laver: I forsoget pa at bevise, at X — F,z kan gores vilkarligt lille
nar n — 0o, bruger han som en selvfelgelighed — uden videre bevis
eller argumentation — at det samme er tilfzeldet for differensen X —
Fr4,z, nu med r som den gaende parameter. 1 begge tilfzelde er der
imidlertid tale om differensen mellem det samme tal X og raekken F(x).
og i begge tilfeelde betragtes raekken, nar antallet af led er gaende mod
oc. Det er derfor uden betydning for reekken (og dermed afvigelsen
fra det konstante X), om man adderer eller subtraherer et vilkarligt
endeligt antal led fer denne “vandring mod uendeligt” begyndes. Med
andre ord: ’

rlirgo[X - Foprr) =0 & nlino];['\, — For] =0
Hvis man laser teksten ordret som den star skrevet, kan der saledes ikke
vaere tvivl om, at Bolzano her falder i den “feelde”, han i indledningen
s& rigtigt kritiserer sine kolleger for: Cirkulaer bevisforelse!

— Den anden vanskelighed drejer sig om, hvad baggrunden er for, at en
sa rutineret matematiker som Bolzano skriver noget, der direkte laest sa
benlyst er i modstrid med hans egne grundprincipper for matematisk
tankegang.

Her ma der, som det oftest er tilfaldet ved historisk baggrundsanalyse,
blive tale om fortolkning. Vi kan ikke sa skrasikkert som ovenfor kon-
kludere direkte ud fra teksten. Men to forhold taler for, at en korrekt
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beskrivelse af Bolzanos matematik-forstaelse ma tage udgangspunkt i,
at der bag “w-betragtningen” ligger overvejelser, der ikke kommer til
udtryk i det skrevne, hvorfor artiklen her ikke skal laeses sa ordret, som
det er gjort ovenfor:

For det fgrste virker det usandsynligt, at den ellers sa form-stringente
Bolzano ureflekteret skulle have lavet en sadan fejl. Han ma have
“teenkt noget mellem de skrevne linier”. Det “noget” har han sa enten
glemt at skrive ned, eller — nok mere sandsynligt — ikke haft tilstraek-
keligt overblik over til at kunne formulere sig pa skrift.

For det andet viser det sig, at “w-betragtningen” ogsa er en del af et
moderne bevis, blot med en helt essentiel pracisering af, hvornar der er
tale om reelle tal, og hvornar vi begranser os til at se pa det rationale
tallegeme.

Dette forhold; at moderne teori understetter pastanden om, at Bolzano
havde en dybere forstaelse end det skrevne viser, mener vi gelder hele
gangen i beviset for teorem 1. For at kunne argumentere videre for
denne pastand, samt mere precist vise hvor Bolzano “falder igennem”,
vil vi nu give et moderne bevis for, at reelle ff konvergerer mod et reelt
tal, tillempet formmaessigt for at lette en efterfolgende sammenligning
med Bolzano’s bevis.

Et moderne bevis

Vi ser pa en fundamentalfglge af reelle tal; (a,).

Alle disse reelle tal repraesenteres — per definition — af akvivalens-
klasser af rationale fundamentalfolger, og alle sadanne akvivalensklas-
ser repraesenterer et reelt tal. Vi vil dog. for at teekkes Bolzano. nejes
med at se pa en enkelt rational ff (se figur). Det vil sige:

an =~ (tax)k 5 tagx € @ (3.7)

(tnx)k er en f, der konvergerer mod a,. Der geelder altsa:
Ve > 0INVE >2 N : |an — tax| < € (3.8)
Hvis vi veelger at lade (¢, k), representere a, betyder (3.8):

Ve > 0INVEk > N INLVI > Neg t|tas — tax| < € (3.9)
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Figur 3.1: Reelle tal a, reprasenteret af fundamentalfgiger af rationale
tal (t,x)k

~ Nu defineres det haturlige tal &, sa
lan = tan, | < 277 (3.10)

For et givet n er k, altsa nummeret pa det led i ff (¢, 1 )x efter hvilket at
regne “halen™ er mindre end 27" (se figur). Et sadant k, findes ifelge
(3.8). Funktionen 27" er valgt vilkarligt si den har lutter positive
funktionsveerdier, og aftager monotont mod 0 for voksende n.

Betragtes nu talfelgen (s,), defineret ved
Sn = thk, VYn € N

Far vi i det endelige bevis brug for at vide, at (s,) bestemmer et reelt
tal. Pr. definition skal vi derfor vise at

(sn) er en fundamentalf@lge pa Q
Bevis:

Idet r repreesenterer en endelig tilveekst i parametervardien, settes i
det folgende r € N, .

(3.11)

|Sn — sn+r I = I tn,kn - tﬂ+"',kn+r

| tn.kn —an + Qn — Qn4r + Apygr — tn+r,k,,+,

S |tn,kn —an | + lan — Qny4r | + lan+r - tn+r.kn+,

Vealg et N sa for n og (n+r) > N galder
|tnke —an| < €/3 (3.12)
|an —ansr| < €/3 . (3.13)
< €/3 T (3.14)

|an+r = lngrdnge
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(3.12) og (3:14) er mulige ifolge (3.10), blot N vaelges s& 2°V < ¢/3
" (og dermed 2=(N*7) < ¢/3). (3.13) er mulig fordi (a,) er en ff.
Hermed er det bevist, at (s,) er en ff pd Q:

Ve > 0IN.Vn > N, & |Sn—5nsr] < €/34+¢€/3+¢/3 = €, ged.

 Med denne viden om s, kan vi nu definere det reelle tal a >~ (s,).
- D.v.s. aer lig det reelle tal, som fundamentalfglgen s, bestemmer.

Hermed er vi klar til at bevise den oprindelige pastand:
Den reelle fundamentalfolge a, konvergerer mod det reelle tal a
Mere preecist formuleret skal vi altsa vise, at

Ye > 03N Vn > N, : |a — a,| < ¢

Bevis:

|(1 — Sn4r + Sn4r = Qdp l (315)

la —a,| =
S la—'sn-i—rl + |3n+r-an|

Velg et N sa for n, (n+r) > N galder

la — sner| < €/2 (3.16)
| Sp4r —an| < €/2 (3.17)

(3.16) muligggres umiddelbart af, at a er defineret som det reelle tal
den rationale ff (s,) bestemmer.

(3.17) felger af (3.10) ved indszttelse af definitionen pa s,; s, =
tnk., samt at vi har vist at s, er en ff. Blot skal vi her analogt til
argumentationen omkring (3.12) og (3.13) veelge et N s3 27V < ¢/2.
I begge tilfzelde kommer det foranstaende hjalpe-bevis altsa i spil.
Hermed har vi vist hvad vi skulle: '

Ve > 03N Vn > N, : e — an| € €/2 4+ €/2 = ¢ , ged.
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Sammenlignende kommentarer

I hvor hej grad Bolzano havde en — set med moderne gine — korrekt
forstaelse af tallenes opbygning, har i de senere ar veeret diskuteret me-
get blandt historisk interesserede matematikere. I en artikel om Bol-
zano, og det nytenkende i hans matematikforstaelse, gor forfatteren,
Steve Russ, opmerksom pa, at mange af disse kommentatorer er enige
om, at der selviglgelig er en logisk fejl i Bolzanos bevis, men at han
kom sa langt det var muligt uden den ngdvendige definition af de reelle
tal. Selv argumenterer Steve Russ for, at det ligevel kunne forholde
sig som naevnt tidligere; at Bolzano havde den korrekte forstae]se blot
uden at kunne formulere den pa skrift.. Russ skriver:

Snarere end at bega en logisk fejl, Bolzano bade argumen-
terede for og paberabte sig en dvb indsigt i tallenes natur,
nemlig, at “en korrekt opfattelse™ af tal er en, efter hvilken
enhver B-fplge [Russ’ navn for fundamentalfplger] har en
greenseveerdi. At bruge en sadan opfattelse som en essentiel
del af et bevis, taler bade sammenligning med at tage eksi-
stensen af en sadan granse til sig som et axiom. og med at
introducere en definition gennem specielle uendelige raekker
(snit eller akvivalens-klasser). Fordi vi ikke kan habe pa
at kunne give formelle beviser for konsistensen af sidanne
axiomer eller definitioner. er konsistensen i deres introduk-
tion en overbevisning, grundet i den almindelige intuition.
eller indsigt, som de indeholder. Dette er, selvipigelig. ikke
for at fornagte nodvendigheden af en definitorisk, eller axio-
matisk, indfaldsvinkel til reelle tal, men for at pointere, at
de kun er det formelle sidestykke til afgerende intuition om-
kring tal, hvilket ogsd ma have veeret erfaret af blandt andre
Dedekind og Cantor meget senere i arhundredet. Bolzanos
"bevis” er nyttigt, preecis fordi det lykkes pa et uformelt
plan, og derigennem overbevisende peger pa egenskaberne
kreevet af et formelt tal-begreb. *°

At vi i hvert tilfeelde delvist er enige med Steve Russ i hans fremstilling
af Bolzanos “dybe indsigt og intuition”, er allerede fremgaet tidligere.
Det virker dog temmelig overdrevet, nar Russ fremforer, at Bolzano

29Russ (1992), s. 50-51
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“bade argumenterede for og paberabte sig en dyb indsigt i tallenes na-
tur”. Russ ophgjer for et gjeblik sin egen overbevisning til at veere
en logisk konklusion ved gennemlasning af Bolzanos tekst, og glemmer
herved, at der, som navnt tidligere, udelukkende er tale om fortolkning
i sager som denne.

Lad os for at pracisere vores standpunkt i denne diskussion, tage ud-
gangspunkt i, hvad der er premisserne for det moderne bevis, og sa
vurdere, i hvilken grad vi ved positiv laesning af Bolzano’s bevis kan se

disse praemisser treede frem pa eller mellem linierne.

Det er ikke nogen tilfeldighed, at det i det moderne bevis er fremhae-
vet, hvorvidt der er tale om rationale eller reelle tal. Hele pointen i
dette bevis er, at vi omformulerer spergsmal vedrerende de reelle tal til
tilsvarende sporgsmal vedregrende ff af rationale tal. Dette tallegemes
egenskaber er sa forudsat bekendt, hvorfor vi kan konkludere her, og sa
fore konklusionerne tilbage til det reelle tallegeme.

Mere konkret bygger det moderne bevis pa tre antagelser, der alle er
ngdvendige for at kunne gennemf{ere et korrekt bevis:

1. Vi har en fundamentalfelge af reelle tal a,.

[S]

. Alle reelle tal kan fremstilles som fundamentalfolger af rationale
tal.

3. Alle fundamentalfolger af rationale tal bestemmer et reelt tal.

1. antagelse gor Bolzano udtrykkeligt opmerksom pa, bortset fra at
han ikke preeciserer, hvilken talmangde han betragter.

2. og 3. antagelse har Bolzano ikke. De udtrykker med moderne tal-
forstaelse selveste definitionen af de reelle tal (den mest brugte af mange
&kvivalente udleegninger), forste gang fremfort af Cantor i 1883:

Jeg kommer nu til den tredie definitionsform af de reelle tal
[...]- Jeg fordrer, efter angivelse af et vilkarligt lille rationalt
tal €, at man kan udelukke et endeligt antal led fra meeng-
den [d.v.s. en tallpige], si de tiloversblivende led parvis har
en forskel, hvis absolutte storrelse er mindre end e.
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Enhver sidan mangde, som ogsa kan karakteriseres ved kra-
vet

lim(a,4, — a,) = 0 (for vilkarligt u)

V=00 .

kalder jeg en fundamentalfplge, og tilordner den et — ved
den defineret — tal b, for hvilket man sagar hensigtsmassigt
kan bruge selve tegnet (a,) [...].%

En sa klart artikuleret talforstaelse, kan vi umuligt tillegge Bolzano.
Sa var han aldrig havnet i den tidligere omtalte cirkulare bevisforelse
(se side 57). Det interessante er imidlertid, at det har kunnet lade sig
gore at udforme et moderne bevis, der pa de vasentlige punkter kun
adskiller sig fra Bolzanos bevis ved preaciseringen af hvilket tallegeme,
der arbejdes i.
For eksempel bliver Bolzanos intetsigende indledning til afsnittet om
variable granseverdier (se side 55) til en vigtig pointe, hvis det tilfe-
jes, at den variable storrelse, vi altid kan betragte som graenseverdien,
er et led i en rational talfelge, og derfor selv rational, hvorimod Bol-
zano’s “Kkonstante storrelse” — greenseveerdien — er reel.
Et vigtigt sted, hvor det samme gor sig geldende, er Bolzano’s kon-
statering; “hvis r eges vilkarligt, med det samme n, kan forskellen
X - F.4x = w geres sa lille som onsket” (sekvens fra citatet
side 53). Det er Bolzanos grundleggende antagelse for hans egentlige
bevis. Det samme er imidlertid tilfeeldet i det moderne bevis, blot med
den tilfejelse, at F,4,z er en ff af rationale tal, og udgangspunktet er
at bevise, at ogsa fI af reelle tal konvergerer mod et reelt tal.
Med dette udgangspunkt bliver Bolzanos hovedligning (vores ligning
3.4) .

X -, FnT = (-\’ - Fn+r$) - (F,,.’I - Fn+r1)

helt analog til vores ligning 3.15
la —an| = [a=snsr + Snir — an |

idet Fo4,x sa er en rational f[, F,z en reel ff, og X et reelt tal.

Det indikerer efter vores mening kraftigt, at Bolzano forstod mere end
han kunne skrive ned, nar han — som antydet ovenfor — tydeligvis
ville have veeret i stand til at gennemfgre et moderne bevis, blot han
havde haft den moderne aksiomatiske talforstaelse at stotte sig til.

30Cantor, s. 186
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Han kunne have taget et andet (og forkert) udgangspunkt for sit bevis,
hvilket ville have fjernet enhver tanke om fremsynethed. Men nar han
undlader dette, kan man nesten heore ham tilfgje: “Her mangler et eks-
plicit formuleret udgangspunkt. Jeg ved det. Det ma komme senere,
nar overblikket tillader det. Men beviset skal have denne form!”

Han ville derfor sikkert give Cantor ret, nar sidstnazvnte i samme ar-
tikel, hvor han prasenterer den citerede definition af de reelle tal, gor
opmerksom pa, at irrationelle greenseverdier for ff — d.v.s. hele R som
“veerdimangde” — fgrst eksisterer logisk med en sidan definition;*
man ma definere sine begreber, for man arbejder med dem!

3.4.3 Tilbage i sporet

Ovenstaende har vi argumenteret for, at Bolzano i beviset for teorem
1 ryger ind i nogle fundamentale problemer. Hvis han — som vi mener
det er tilfzldet — har haft en korrekt fornemmelse for sammenhangen
mellem de forskellige tallegemer, er det mildest talt meget taget artik-
uleret. Det forer ham uvagerligt til for en stund at falde af det “spor”,
han har anvist sig selv og sine kolleger som vejen frem; strenghed i
analvsen.

Det ma imidlertid ikke fjerne det helhedsindtryk, man far ved at lese
hele teksten i sammenheng: Set tilbageskuende. har Bolzano selv bi-
bragt analysen en vasentlig pget strenghed, hvad bade de seks forste
afsnit, og den resterende del af teksten viser.

Afsnit 8 omhandler de tal, Bolzano karakteriserer som de nejagtigt
bestemmelige; de rationale tal. Han ger sa opmarksom pa, at ogsa
fundamentalfolger (ff) med et uendeligt antal led forskelligt fra nul kan
vere rationale. Som eksempel navnes den geometriske raekke

107" + 1072 + 1072 4 ---.-. -

O] -

Moderne ville pointen lyde, at de rationale tal ikke er begraenset til de
endelige, men til de periodiske decimalbrgker. '

31Kline, s. 983
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Afsnit 9 er blot en opsummering af det foregaende: Den i afsnit 6
definerede fundamentalfglge har, som vist i afsnit 7 (?), en og kun en
konstant graenseverdi.

Afsnit 10 er en pointering af, at den egenskab, der i afsnit 5 og 6
definerede ff; de “klemmer halen sammen”, ikke kan erstattes af et
betydeligt mindre restriktivt krav, om blot at have aftagende led. Det
skyldes, at aftagende led i en talfglge ikke medfgrer konvergens af den
tilsvarende raekke. Som et eksempel pa dette, nazvner Bolzano den
harmoniske raekke :

1 1 , =1
1 + §+Z+ ...... [_2—1]

n=1

| =

der ogsé for Bolzanos artikel var kendt divergent.
Med moderne talforstaelse kan det virke overfledigt, at komme med
denne pointe. 1 1700-tallet var fortroligheden med infinitisemaler imid-

lertid sa ringe, at mange prominente matematikere fortsatte med at

seette biimplikation mellem aftagende led og konvergens. Dette pa trods
af, at det var blevet modbevist allerede i 1300-tallet, og igen taget op
sidst i 1600-tallet af Bernoulli-bredrene.® Bolzano har derfor sikkert
folt et behov for at markere, at han tilherte “strammerne” hvad angar
brugen af uendelige raekker. |

3.4.4 Teorem 2: Eksistensen af supremum for en
begraenset mangde

Efter disse kommentarer, skal Bolzano nu til at bruge resultatet fra
afsnit 7: At alle fundamentalfglger af reelle tal konvergerer. Nar dette
sker, vil det mangelfulde bevis for teorem 1 vise sig igen. Men da kon-
sekvenserne heraf allerede er diskuteret grundigt igennem, vil vi videre
frem i bevisgangen blot antage, at den variable stgrrelse (x) er et reelt
tal, og at teorem 1 er bevist for dette tallegeme.

Med dette udgangspunkt, er det efterfgplgende bevis en paradeopvisning
fra Bolzanos side i smuk, stringent matematisk bevisferelse.

32Kline, s. 437-43
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Efter i afsnit 11-at have argumenteret for; at det er Igsningen pa et -
reelt forekommende problem, der fglger, indleder Bolzano afsnit 12
med en sproglig formulering af teorem 2:

Hvis en egenskab M ikke gaelder for alle veerdier af en vari-
abel x, men dog galder for alle vardier, der er mindre end
et givet u, sa er der altid en stprrelse U, der er den stgrste

for hvilken det kan heaevdes, at alle mindre x har egenskaben
M.33

Teoremet siger, at alle opadtil begreensede mengder af formen z €
] — co. U] har et mindste overtal — et supremum. Formuleret med
moderne matematisk sprogbrug. kunne det for eksempel se saledes ud:

Teorem 2

Hvis M er en egenskab ved reelle tal, R, som opfylder:

1. 37 € R -~ M(x)

2. JuVr : r€]-occ.ul = M(z)
Da gelder:

A.3UVr i z€)l—oc, Ul = M)

B.VYV:(V2UAVz:z€]l-0.V[= Mz)) = V=U

Bolzanos bevis forlgber helt som et moderne bevis vil ggre det. Vi kan
derfor blot lane os tilbage i stolen og nyde det. Det eneste, der adskil-
ler vores gennemgang fra Bolzanos er, at Bolzano forklarer sig endnu
grundigere, end vi i en moderne gennemgang finder det nedvendigt.
Vi tillader os at antage visse vendinger og procedurer, der nutildags
er standarder, for velkendte, og vil derfor af pladshensyn sammenfatte
Bolzanos argumentation, selvfolgelig uden at andre pa hverken prin-
cippet eller notationen. Herudover felger vi Bolzanos disposition med

3Bolzano, 5. 174
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fem underpunkter.
Bevis:

Af forudseztningerne 1 og 2 fglger, at der ma eksistere et tal u + D; D
> 0, for hvilket M ikke gzlder for alle x < u + D. Vi leder nu efter U
pa intervallet { u; u + D [ v.h.a. succesiv bisektion:

1. Ved bisektion fas delepunkterne u + D/2%F ; k = 1,2,3,... . For
hvert af disse delepunkter undersgges nu, hvorvidt M gealder for
alle x < u + D/2*. Svares benazgtende pa alle disse spgrgsmal, vil
alle lgsningsforslag U = u + d; d > 0 blive medt af en modstrid,
idet u + D/2™ < u + d blot m velges tilstraekkelig stor. Hermed
er det givet at u = U — mindste overtal. : ’

2. Hvis u ikke er mindste overtal, fas ved et passende antal bisektio-
ner en ny “kandidat”; u-+ D/2™, idet det nu ma geelde, at x = u
+ D/2™-1 opfylder forudsztning 1, og u erstattet af u + D/2™
opfylder forudsetning 2. Ved ny bisektion underseges nu inter-
vallet [u + D/2™; u + D/2™"! [ ved at se pa delepunkterne u +
D/2™ + D/2m*" ;' n = 1,2,3,... . Hvis ingen af disse delepunkter
opfylder at M galder for alle  j u + D/2™ + D/2™*", er det med
argumenter analoge til ovenstaende givet at u + D/2™ = U.

3. Er u + D/2™ heller ikke mindste overtal ma en ny “kandidat”
veere fundet: u + D/2™ + D/2™*" hvor n betegner et passende
antal bisektioner af intervallet [ u.+ D/2™; u + D/2™"1 .

4. Fortseettes pa denne made sker et af to:

(a) En veerdi u + D/2™ + D/27*" 4 .. + D/2mHF7 viser
sig at vaere mindste overtal.

(b) Det er muligt at gentage processen et vilkarligt stort antal
gange uden at finde en veerdi for U.

5. I tilfelde (a) er teoremet allerede bevist. I tilfeelde (b) benyttes,
atu+ D/2™ + D/2m+" 4 ... 4+ D/2mtnt+r 4 tilherer klassen
af raekker beskrevet i afsnit 5 {fundamentalfglger], der, som vist
i afsnit 7 [?!], har en og kun en starrelse, til hvilken reekken kan
komme vilkarligt teet [konvergenspunkt]. - '

At denne storrelse er U vises ved modstrid: Bade en antagelse
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om et mindre stgrste overtal, U - 6, og et sterre, U + ¢, kommer
i modstrid med forudsaetningen (b) om, at fortsat bisektion af
hhwv. [U-6 U)og[U; U+ €] er mulig, og vil bringe os
vilkarligt taet pa U.

Hermed er det vist, at alle opadtil begraensede mengder har et mindste
overtal, qed.

Kommentarer

Vores kommentarer gar pa den sproglige grundighed i beviset. Det er
tydeligt, at Bolzano savner en bredt accepteret terminologi for det, han
godt ved beviset star og falder med; konvergensbegrebet. Han klarer
sig som naevnt flot igennem uden, men argumenterne bliver flere steder
sa omsteandelige, at det naesten slgrer tankegangen.

Udover det ufuldsteendige begrebsapparat, kan omstendeligheden ogsa
skyldes Bolzanos oppositionelle position. Han vil for enhver pris undga
beskyldninger om bevisfgrelse v.h.a. intuition, hvilket gor, at han gen-
tager selv de mest letforstaelige pointer, frem for at henvise tilbage i
teksten eller blot forudsatte det bekendt.

Bolzanos kommentarer er indeholdt i afsnit 13 og 14, og gar pa fejlag-
tige fortolkninger af teoremet.

Afsnit 13 taler om den ofte forekommende misfortolkning; at begraen-
sede mengder altid har en stersteveerdi. Dette ville vi moderne ud-
trykke som, at supremum altid er lig maximum. Det vi] svare til, at
bisektionen altid fgrer til situationen i 4(a). Som et eksempel pa, at
dette ikke er tilfzeldet, altsa at 4(b) er reelt forekommende, navner
Bolzano asymptotisk tilnarmelse.

Afsnit 14 er et af de steder i beviset, hvor Bolzano direkte eksempli-
ficerer tekstens indledende beskyldninger om mangelfulde beviser hos
hans samtidige. Man kunne betragte teorem 2 som trivielt udfra fel-
gende betragtning: “Hvis U ikke eksisterede, ville u kunne valges storre
og sterre, og dermed ville mengden M vare ubegranset.” Dette vil
imidlertid ifplge Bolzano veere baseret pa en skjult antagelse om, at
en stgrrelse, der altid kan veelges sterre, kan blive vilkarlig stor. Han
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modbeviser hurtigt ideen, ved at komme med en konvergent geome-
trisk raeekke som modeksempel, hvorefter han afslutter med fslgende
kommentar: '

Vi ville end ikke nzvne en s let skelnelig fejl, hvis ikke
matematikere gjorde sig skyldige i den fra tid til anden.>

3.4.5 Middelveerdisatningen, kontinuitet og Bol-
zanos satning

Nu skal Bolzano til at bringe “loven om kontinuitet” (se side 48) i spil.
Den er det barende element resten af vejen op til artiklens endelige
mal; beviset for udgave af algebraens fundamentalsatning, vi har kaldt
Bolzanossetning, anvendt pa polynomier (se side 40). Forst bruges
kontinuitetsegenskaben til at bevise middelvardiseetningen, sa bevises
det, at polynomier er kontinuerte, og slutteligt giver en kombination af
disse to resultater uden meget vderligere arbejde det gnskede bevis.
Da kommentarerne til de resterende afsnit vil veere omtrent de samme,
som dem der blev knyttet til teorem 2, har vi valgt ikke at gennemga
teksten linie for linie. Dette ma ikke forstas som, at det er mindre
interessant matematik der prasenteres. Argumentationen er blot sa
stringent og lige til, at det ikke giver anledning til mange bemaerknin-
ger, hverken fra os eller fra Bolzano selv. Vi vil i stedet koncentrere
os om, at forklare strukturen i — og tankegangen bag de resterende
beviser.

Teorem 3: Middelverdisztningen
Afsnit 15 er fremsattelse af og bevis for middelvardisatningen:

Hvis to funktioner af x, fx og ¢x, varierer ifgige loven om
kontinuitet enten for alle vardier af x eller kun for dem, der
ligger mellem a og B, og hvis fa < ¢a og f3 > ¢f3, sa er
der altid en bestemt vardi af x mellem a og j, for hvilken
fx = ¢x.

34Bolzano, s. 177
3%Ibid., s. 177
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Bolzano deler sit bevis op i fire dele alt efter fortegnene pa o og S.
Forst antages bade a og 3 positive. Bolzano ser pa den tilvakst w, det
er muligt at legge til a under bibeholdelse af egenskaben f(a + w) <
#(a + w). P.g.a. kontinuiteten af bade f og ¢, ma der vare et interval
omkring a, hvor w har denne egenskab; M(w). Af f(8) > ¢(8) felger
imidlertid, at der ogsa eksisterer et w hvor M ikke geelder. Af teorem 2
folger derfor, at M har et mindste overtal U.

Nu ser Bolzano pa vardien x = a + U — f(a+U) < ¢(a+U) umu-
ligggres af, at U er det mindste overtal, da kontinuiteten af f og ¢ i
sa fald ville muligggre et stgrre U. Tilsvarende umuligger kontinuiteten
at f(a+U) > ¢(a+U), da det ville muligggre en x-veerdi mellem a og
a+U hvor M ikke gzlder, hvilket er i strid med, at U er et overtal for
M. Eneste tilbagevaerende mulighed er f(a+U) = ¢(a+U). Hermed har
Bolzano vist, at x = a + U medferer f(x) = ¢(x).

Til sidst omtaler Bolzano tilfeeldene a og B begge negative (II), en-
ten a eller 8 er nul (III) og o og # med modsat fortegn (IV). At han
finder dette nedvendigt skyldes, at ulighedstegnene i teoremet som om-
talt under afsnit 2 omhandler den numeriske vaerdi af henholdsvis fx
og ¢x. Herved bliver relationerne mellem fx og ¢x regnet med fortegn,
“spejlet” omkring ordinat-aksen, hvorfor Bolzano redeger for, hvilke
fortegnsandringer af w, U, m.v. der skal til, for at argumentationen
ogsa holder i de sidste tre tilfalde.

Afsnit 16 er en understregning af, at teorem 3 ikke pastar, der kun er
en enkelt x-vardi for hvilken f(x) = ¢(x). Tvertimod folger det, at der
vil veere mindst en sadan x-vardi. ogsa i et e.v.t. efterfelgende interval

[ B; x ] hvor f(x) < &(x).

Teorem 4: Polynomiers kontinuitet

Bolzano formulerer teoremet saledes:

Enhver funktion af formen a + bx™ + ca™ + ... + px', i
hvilken m,n,...,r betegner hele positive eksponenter, er en
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" stgrrelse, der varierer ifglge loven om kontinuitet for alle
veerdier af x. 36

Et moderne bevis for, at en funktion er kontinuert, tager udgangs-
punkt i &ndringen i funktionsvaerdi ved en lille 2ndring af argumentet
i forhold til et givet udgangspunkt. Da den definition af kontinuitet,
Bolzano bruger (se side 48), kun adskiller sig fra en moderne definition
ved dens fremstilling i delvist sproglige termer, er det derfor knap sa
overraskende, at han ggr det samme: -
Bolzano lader argumentet endre sig fra x til x+w [svarende til, hvad vi
nutildags benzvner é; radius i intervallet omkring x]. Herved andres
funktionsveerdien med

bl(z+w)™ — z"‘-] +c[(z4+w)" = 2" ]+ ... + p[(z+w) = z"] (3.18)

Ved hjelp af binomialformlen ganger Bolzano nu dette udtryk ud, og
far en lang reekke led, der alle indeholder w i mindst 1. potens. Bolzano
kan derfor s@tte w udenfor parantes. For fastholdt x og w far summen
af leddene i parantesens numeriske vaerdi en endelig positiv veerdi, S,
der naturligt vil vaere overtal for summen af leddene regnet med for-
tegn.

For alle teenkelige vaerdier af x vil S vere en aftagende funktion af w.
Hvis det kraves, at sndringen i funktionsveerdi (3.18) gores mindre
end D [svarende til hvad vi nutildags benaevner e€; radius i intervallet
omkring f(x)], kan vi derfor blot velge et w < D/S. Hermed har vi
sikret os, at w -+ § < D, hvilket sa ogsa ma gelde for den faktiske
&ndring, der jo blev vurderet opad ved w - S.

Teorem 5: Bolzanos satning

Efter saledes at have vist middelvaerdisztningen og polynomiers kon-
tinuitet, er arbejdet med et rent analytisk bevis for Bolzanos sztning
reelt tilendebragt. Selve sztningen;

hvis en .funktion af formen

™ 4 az™' + ba"? 4+ - 4 pz + q, (3.19)

36Ibid.. s. 180
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i hvilken n betegner et helt positivt tal, er positiv for x =
a og negativ for x = 3, sa har ligningen '

" +ar"' + b2 4+ - 4+ pr 4+ qg=0

mindst en reel rod liggende mellem a og 8. ¥

er blot et specialtilfelde af middelvaerdisztningen hvor f(x)-er nulfunk-
tionen (x-aksen) og ¢(x)-er polynomiet (3.19).

Bolzanos bevis i afsnit 18 er — for at slutte i karakteristisk stil — en
anelse mere omstendeligt, men korrekt og velargumenteret. Han ser
pa de positive og de negative led i polynomiet adskilt. Ved nu at lade
polynomiet med lutter positive led spille rollen af f og polynomiet med
lutter negative led agere ¢, har Bolzano faet tilpasset det oprindelige
polynomium (3.19) til middelveardisztningen:

(3.19) < 0 & f(z) < d(x)

og
(3.19) > 0 & f(x) > o(x)

Efter til slut igen omhyggeligt at have redegjort for konsekvenserne af
a og (3's fortegnsskift, slutter Bolzano sin gennemgang.

3.5 Diskussion

Den spredte kritik, der allerede i midten af 1700-tallet var af den forma-
listiske tradition, var i starten af 1800-tallet blevet langt mere alminde-
lig. Man kritiserede den matematiske metode og analysens manglende
grundlag. Kritikken udmyntede sig i en raekke nye begreber og revi-
sioner af de gammelkendte, hvilket var en forudsztning for den langt
strengere metode man gnskede. De nye begreber og den nye metode
er hovedkernen i den nye tradition, hvilket navnet "den konceptuelle
tradition” ogsa antyder. Formalet med dette kapitel var at give en ka-
rakteristik af den conceptuelle tradition. Dette har vi forst gjort ud
fra dens (iseer Cauchys) begreber. Derefter har vi, med Bolzanos "Rein

37Ibid., s. 181
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analytischer Beveis” som et konkret eksempel, forsegt at beskrive tra-
ditionens metode.

Dette skulle give os grundlag for at kunne besvare det andet spgrgsmal
i problemformuleringen om, hvad der karakteriserede den konceptuelle
tradition. Med gennemgangen af Bolzanos tekst, har vi det ekstra
formal, at argumentere for hans tilhgrsforhold til den nye tradition.

3.5.1 Begreber

Den stigende utilfredshed med den matematiske metode og analysens
manglende grundlag, resulterede som sagt i en reekke nye begreber og
mere pracise definitioner af de gamle. De to vesentligste begreber vi
har beskrevet er Cauchys funktionshegreb og grenseverdibegreb.

Funktionsbegrebet. som det er defineret hos Cauchy, er et eksempel
pa et begreb, hvis definition er blevet strammet op i forhold til Eulers
definition (side 34). Definitionen indeholder ikke leengere uprecise ven-
dinger som komponeret pa en hvilken som helst made. eller udefinerede
underbegreber som et analytisk udtrvk. '

Ud over at ga bort fra at definere en funktion som et analytisk udtryk
frafalder Cauchy ogsé kravet om. at en variabel skal kunne tage alle
vardier.

Greensevardibegrebet er et eksempel pa et nyt begreb, der opstar i for-
seget pa at skabe strenghed. Begrebet (se side 42) defineres af Cauchy.
Dette begreb abner blandt andet muligheden for en mere streng be-
handling af infinitisemalerne, hvormed Eulers intetsigende definition
(side 35) erstattes af Cauchys (side 42). Greensevardibegrebet (eller
— for Bolzanos vedkommende — den uudtalte idé om graenser) mu-
liggjorde ogsa den preecise definition af kontinuitet. Cauchys definition
(side 43) og Bolzanos (side 48), star i skarp kontrast til Eulers definition
af kontinuitet, som geldende for alle funktioner blot de kan beskrives
ved ét analytisk udtryk. ' ’

Disse nye definitioner var helt nadvendige for at kunne skabe den streng-
hed. man enskede.
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3.5.2 Bolzano i den konceptuelle tradition

Bolzanos umiddelbare formal med "Rein analytischer Beveis” er at give
et strengt analytisk bevis for "Bolzanos setning”, hvilket er et ned-
vendigt skridt pa vejen til beviset for algebraens fundamentalseetning.
Af indledningen fremgar det tydeligt, at Bolzanos formal pa et mere
overordnet plan er, at agitere for en strengere metode i almindelighed.
Dette provokeret af de mange "paradokser” og fejl, der var pa grund af
tidens metode.

Altsa allerede hensigten med artiklen placerer tydeligvis Bolzano i den
nye tradition. Men heller ikke den faktiske tekst efterlader nogen tvivl
herom:

I indledningen til artiklen kommer Bolzano med en lang rakke eksem-
pler pa fejlagtige og mangelfulde beviser for "Bolzanos satning”. De
vaesentligste fejl er: den cirkulere bevisferelse, den induktive bevisfo-
relse og manglen pa generelle og veldefinerede hegreber.

Disse fejl kommer Bolzano i det store hele uden om i sit eget bevis.
Dog er der en undtagelse i afsnit 7, hvor han giver sit bevis for at fun-
damentalfglger konvergerer. Her er det, hvis man laser teksten ordret,
at Bolzano begar sin bergmte fejl, der bestar i en cirkuler bevisforelse.
For at redde Bolzano forsegte vi os i stedet med en positiv fortolkning
af bevisferelsen. Det viste sig, at vi kunne opstille et moderne bevis helt
analogt med Bolzanos, blot med den (essentielle) forskel, at vi eksplicit
skelnede mellem brugen af reelle og rationale tal. Havde han haft den
moderne aksiomatiske forstaelse af reelle tal som fundamentalfelger af
rationale tal, havde han ubetvivleligt kunnet gennemfere det korrekte
bevis. Dette faktum, samt vor utilbgjlighed til at tilskrive Bolzano en
sa abenlys fejl, er hvad der underbygger vor tro pa, at Bolzano havde
en korrekt forstaelse af sammenhangen mellem de rationale og reelle
tal. Vi indremmer dog, at dette er en tro, der hviler pa en ret velvillig
fortolkning, og at Bolzano i givet fald pa dette punkt har formuleret
sig meget utydeligt.

Bolzanos metode

Ud over de @ndrede begreber, bestar den nye tradition som sagt i en
langt mere streng metode end man sa i 1700-tallet. Dette har vi ek-
semplifiseret ved Bolzanos bevis.

Bolzanos lange indledning illustrerer med al enskelig tydelighed, at han
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bekymrede sig om metoden. Bolzanos opfattelse af den korrekte mate-
matiske metode har vi beskrevet som den strengt deduktive, hvor man
slutter fra generelle szetninger til de mere specielle, og hvor de begre-
ber, der deduceres ud fr, er klart definerede. Som farste konsekvens af
denne holdning, giver Bolzano i sin indledning en definition pa kontinu-
itet, hvilket er en ngdvendig forudsztning for gennemfgrelsen af hans
bevis. Dette er den forste — i moderne forstand — korrekte definition,
hvilket viser, hvor radikalt nytezenkende Bolzanos metode var.
Metoden i selve bevisfgrelsen lever fint op til hans idealer. Beviset er
logisk og meget omhyggeligt opbygget. Han starter med en definition af
reekker og.deres summer, og fortsztter med en omhyggelig beskrivelse
af forskellige egenskaber ved sadanne rakker. Som et eksempel pa den
pgede strenghed i forhold til 1700-tallet, treekker vi frem, at Bolzano
finder det nedvendigt at bevise at reekker med konstante eller monotont
voksende led vil divergere. Dette bevis ville Euler sandsynligvis ikke
tenke pa at fore. '

Bolzano karakteriserer i afsnit 6 hvad vi nu forstar som fundamental-
folger, og i afsnit 7 giver han sit bevis for, at disse konvergerer. Her
opstar sa den velkendte fejl, men resten af beviset glider smertefrit for
Bolzano, og han demonstrerer smukke stringente beviser for middel-
vardisetningen og for "Bolzanos satning”.

Bolzanos grundlag og metode i forhold til Eulers

Lad os preve at tydeliggore Euler og Bolzanos meget forskellige grund-
lag og metode, ved at se pa en konkret sag. de begge beskaftiger sig
med: Beviset for middelveerdisaetningen.

Det fremgar af kommentaren til Eulers bevis for middelverdisatningen,
at han ikke kan vise denne, pa samme made som Bolzano.

Han er henstillet til at bygge sit bevis pa intuitive geometriske overve-
jelser. Han indskranker sig til at betragte polynomielle funktioner, og
mener dermed at have sikkerhed for "kontinuitet” og hermed middel-
vardisztningen. '

Med sin formulering af kontinuitet i moderne forstand, er Bolzano langt
bedre stillet. Han kan ga generelt til varks, og vise middelveerdisat-
ningen for alle kontinuerte funktioner, for derefter at indskrzenke sig til
de polynomielle og blot vise , at disse er kontinuerte. Det interessante
i forhold til deres metode, er ikke sa meget den forskellige betydning,
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ordet kontinuitet havde, men snarere at Bolzano beviser-polynomiers
kontinuitet, mens Euler blot konstaterer dette som en selviglgelig ting.

3.6 Delkonklusion

Vores svar pa spgrgsmalet om, hvad der karakteriserer den konceptuelle
tradition, kan opsummeres i to punkter. Den konceptuelle tradition kan
beskrives ud fra:

1. de nyve begreber og mere pracise definitioner pa de de gamle samt

2. den mere stringente metode, som de nye definitioner gav mulig-

hed for.

Til spergsmalet om, hvad der fremprovokerede denne udvikling fra den
gamle til den nye tradition, kan siges:

De begreber og den metode, som udger kernen i den konceptuelle tradi-
tion. opstod i et forseg pa at efterkomme den voksende kritik. Kritikken
bundede i de fejl og den inkonsistens, der tydeligvis var i 1700 tallets
analyse. Det var altsa disse fejl og kritikken, som udsprang heraf, der
fremprovokerede udviklingen.

Men inkonsistens og fejl. samt kritik heraf, var der ogsa tidligere i den
formalistiske tradition. Derfor efterlader dette svar blot et nyt abent
spergsmal: Hvorfor sker der denne forskydning i prioriteringen fra re-
sultaterne til strengheden, som overgangen fra den formalistiske til den
conceptuelle tradition kan karakteriseres ved? Dette vil vi preve at
svare pa, ved hjalp af det begrebsapparat vi opstiller i kapitel 4.

Ud over at fa svar pa ovenstaende helt konkrete spergsmal, haber vi
samtidig ved hjelp af de videnskabsteoretiske termer, at kunne give en
mere pracis karakteristik af de to traditioner.

Et andet formal med dette kapitel var at argumentere for,at Bolzano
tilhgrer den conceptuelle tradition. Argumenterne herfor kan vi opsum-
mere til,at:
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— Bolzanos matematiske sprogbrug, hvor det igennem det meste af be-
viset, lykkes ham at formulere sine sztninger og beviser i matematiske
termer, -

— hans ve]definerede begreber, her bla. definitionen af kontmultet

— og hans metode, den strengt deduktive og meget moderne,

alle er markante videreudviklinger af matematikken fra 1700 - tallet.
Med dette kan der ikke vare nogen tvivl om, at Bolzano trods tidspunk-
tet for hans vigtigeste artikler klart tilhgrer den konceptuelle tradition.
Denne konstatering leder naturligt hen til spgrgsmalet om, hvorfor Bol-
zano ligger skaevt placeret i forhold til en tradition, han sa tydeligt
tilherer? Eller sagt med andre ord; hvorfor startede den konceptuelle -
tradition ikke med Bolzano men ferst med Cauch) 7 _
Ogsa dette sporgsmal vil vi sege at finde svar pa vel hjaelp af viden-
skabsteorierne. '




Kapitel 4

Teorier om Videﬁskabens
udvikling |

‘Som grundlag for diskussion af vores eksempler, og den udvikling hvori
de indgar, vil vi i dette kapitel gennemga to teorier, der giver forkla-
ringer pa videnskabens udvikling. Der er her tale om Teun Koetsiers
og Thomas Kuhns teorier. '

Koetsier modificerer Lakatos teori specielt med henblik pa matematik
1 bogen * Lakatos Philosophy of Mathematics: A historical Approach™.
Gennemgangen af denne modifikation vil tage sit udgangspunkt i La-
katos teori, sa at det fremgar hvilke tilfgjelser og andringer Koetsier
giver. I forbindelse med Kuhn, er der ikke tale om egentlige &ndrin-
ger i Herbert Mehrtens artikel “T.S. Kuhn’s teories and matematics:
a discussion paper on the "new historiography” of matematics™. Men
artiklen indeholder en anvendelse af Kuhn specielt pa matematik. og
den kan derfor hjlpe os pa vej i det diskuterende afsnit, og vil ferst
blive inddraget der. ‘ ,
Alt 1 alt vil dette kapitel indeholde; forst nogle indledende bemaerk-
ninger vedrerende matematisk videnskabsfilosofi, for at plasere Lakatos
og Kuhn i en stgrre sammenhang; herefter en gennemgang af Lakatos
teori og Koetsiers modifikation, dette efterfulgt af Kunhs teori. En-
deligt tages de to teorier op i forhold til hinanden, med den hensigt
at fremhave de filosofiske holdningsforskelle. Dette punkt har ikke en
direkte relevans for den efterfglgende brug af begreberne. Alligevel har
vi valgt at tage det med, dels af umiddelbar interesse, og dels for at
klargere, hvordan og hvorfor teorierne ser ud, som de ger. Dette for
at det i sidste ende star klart, hvilke videnskabsteoretiske overvejelser.

79
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der ligger bag vores-beskrivelse og konklusion. -

4.1 Indledning

Nar man gnsker at forklare, hvordan videnskaben eller specielt mate-
matikken udvikler sig, er det ngdvendigt at have en holdning til, hvad
videnskab/matematik er, herunder hvilke mal, der styrer udviklingen.
For at holde rede pa alle de spgrgsmal, man kunne tanke sig at stille,
opdeles de sdvanligvis i ontologiske, epistemologiske og metodologiske
spprgsmal. Ontologien vedrerer den opfattelse, den givne teori har om
verdens beskaffenhed. Det vil f.eks. sige en holdning til, hvorvidt der
eksisterer en objektiv virkelighed uafheengigt af mennesket. I umiddel-
bar felge heraf, ma vi sperge os selv, hvordan den givne teori opfatter
menneskets muligheder for at opna sikker viden. De sporgsmal, dette
store emne indeholder, behandles i epistemologien, hvor den givne teori,
sa at sige, opstiller kriteriet for videnskabelighed. Endeligt vil der veere
en metode der benyttes i praksis, og nogle argumenter for, at denne er
1 overensstemmelse med kriterierne for videnskabelighed. Disse regler,
og argumenter herfor. er den givne teoris metodologi.

Disse termer vil blive benyttet i det folgende, hvor vi bla. vil se, hvorle-
des nogle moderne matematisk-videnskabsfilosofiske retninger adskiller
sig 1 deres holdninger. Vi har valgt tre hovedretninger, der tilsammen
giver et nogenlunde billede af de forskellige mader, man kan opfatte
matematikken pa. De benavnes her realisme, formalisme og quasi-
empirisme.

En teori for matematikkens udvikling ma have en holdning til, hvad
matematisk sandhed er, og til hvori et matematisk objekt bestar. 1
forhold til dette grundlaggende ontologiske spergsmal, er realisterne af
den holdning, at matematiske objekter eksisterer uafhengigt af men-
nesket. De mener saledes, at en matematisk sztning er sand, hvis den
beskriver virkelige matematiske objekter.

Som eksempel pa en realist kan nevnes Kurt Godel (1906-1978). Han
er af den opfattelse, at der findes virkelige mengdeteoretiske objekter,
og at det er muligt at finde matematiske axiomer, som giver en sand be-
skrivelse af disse. Denne aksiomering af mangdeteori, skal ifelge Godel
baseres pa iterativ fremstilling af meangder.



AFSNIT 4.1 : 81

Neglen til de virkelige mangdeteoretiske objekter findes, ifolge Godel,
" i matematisk intuition, saledes at vores fundamentale matematiske for-
modninger, dvs. aksiomerne, ofte "tvinger sig ind pa os som varende
sande”!. Blandt andet siger han:

[...] de gennerelle matematiske objekter ma bare vere
tilstraekkeligt klare for os, til at vi kan genkende deres
palydende, og sandheden af aksiomerne, som de angar [...]
! .

Godel fortsatter,og siger om intuitionen at den

. er tilstraekkelig klar til at producere mangdeteoretiske
aksiomer og en dben mangde af udviddelser af dem™

?

Endeligt mener Gédel, at disse mangdeteoretiske aksiomer er tilstreek-
keligt til at bevise a.]]e.de seetninger, man har fundet pa indtil nu. -

De ontologiske og epistemologiske holdninger, der kommer til udtryk
her, leder til den slutning, at realisternes metode ma betegnes som de-
duktiv. Udfra nogle {a selv-evidente og hermed sande aksiomer, kan de
matematiske satninger bevises ved deduktion. Disse sa@tninger giver
saledes — i kraft af deres oprindelse — sikker viden om virkeligheden.

Formalisternes metode er ligeledes deduktiv, idet den bestar i opstilling
af aksiomer, og beviser af seetninger udfra disse. Imidlertid adskiller de
sig pa helt afgerende vis fra realisterne, med hensyn til det ontologiske
spergsmal. De mener, at sande matematiske s@tninger er dem, der kan
* vises udfra aksiomerne, men de tager afstand fra aksiomernes forbin-
delse med virkeligheden. 1 overensstemmelse med afvisningen af det.
ontologiske spergsmal, er de moderne formalister af den holdning, at
de matematiske termer ikke betegner noget bestemt. Formler er blot
inskriptioner af tegn pa papir, og omhandler ikke noget bestemt traek
ved virkeligheden. Matematikken kan benyttes til at beskrive virkelig-
heden, men kan ogsa godt betragtes som adskilt herfra.

1Maddy s.1133
2Gédel | Maddy s.1133
3Ibid 5.1133
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David Hilbert (1862-1943) er formalismens grundlaegger. Hans opfat-
telse af, hvad det matematiske videnskabskriterie skal besta i, kan op-
deles i to punkter. For det forste skal et matematisk system veaere
konsistent, dvs. fri for logisk modstrid, og for det andet skal de ak-
siomer, der opstilles, vaelges saledes at systemet er anvendeligt. Denne
anvendelighed kan enten forstas som et indre matematisk anliggende,
eller i forhold til andre fag. Hvis disse to forudsatninger er opfyldt, er
der altsa ifglge Hilbert tale om god, matematisk videnskabelighed.
Som fglge af det fgrstneevnte punkt i Hilberts program, var det hans
ambition at vise med finitte metoder, at det matematiske system in-
deholdende infinitte procedurer er konsistent. Hvis han saledes havde
kunne vise, at det matematisk system er sandt i sig selv, ville det legeti-
mere fomalismens afstandtagen fra spgrgsmal vedrerende matematiske
objekters forbindelse med virkeligheden.

Denne ambition matte imidlertid opgives, da Godel i 1931 viste umu-
ligheden heraf.

Gédels ufuldsteendighedsstninger kan formuleres intuitivt som felger:

Hvis T er en formaliseret teori, som er konsistent, og som
er steerk nok til at tillade Godel-nummerering

1. Da findes der i T intutivt sande satninger, som hverken
kan bevises eller modbevises.

2. Da findes en formel i T (konst), som udtrykker T’s kon-
sistens. Men konst kan hverken bevises eller modbevises.

Det vil med andre ord sige, at det er umuligt indenfor en konsistent
teori af en vis komplekssitet, at vise denne teoris konsistens. Hvis kon-
sistensen skal vises, kraever det en starkere teori, og man er saledes lige
vidt.

Alt i alt kan det siges, at bade realister og formalister tror pa den
deduktive metode, og eksistensen af erkenselsesteoretisk sikker mate-
matisk viden, selvom deres begrundelser herfor er vidt forskellige.

Der er formuleringer i Bolzanos tekst, der tyder pa, at han — ligesom
realisterne og formalisterne — tror pa sikker matematisk viden. Han
taler om, at den korrekte matematiske metode giver en objektiv be-
grundelse for en matematisk s@tning eller teori (jvf citat side 49). Nar
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Bolzano saledes haevder, at der findes en objektiv begrundelse, kan det
tolkes som en realistisk holdning.

Quasi-empiristerne, til hvilke bade Lakatos og Koetsier hgrer, adskiller
sig netop pa dette punkt. De mener, at matematikken er fejlbarlig,
idet de opfatter matematik som en empirisk videnskab pa linje med
de klassiske naturvidenskaber. Lakatos afstandtagen fra den deduktive
metode, fremgar af folgende citat af Koetsier:

Formodninger og beviser er efter Lakatos mening gat og
spekulationer. Et bevis bestar ikke i deduktion fra endegyl-
digt sande aksiomer, men er en oplpsning af formodninger
til delformodninger. Derfor ma beviser underkastes strenge
provelser.

Hvis matematikken indeholder empiriske elementer giver disse mulig-
© hed for verfikation og falsifikation. Ved hjeelp af disse mekanismer kan
gives et kriterie for videnskabelighed, uden at tage stilling til det onto-
logiske problem, hvilket er karakteristisk for Lakatos (og Popper).
Problemet for quasi-empiristerne bestar nu i at forklare, hvori matema-
tikkens empiri bestar. Er det en empiri matematikken har i sig selv?
“eller er det qua sin egenskab som redskabsfag? - eller skal der taenkes i
intuitive baner, bare med en anden vinkel end Godels? '

Udover de ovenfor navnte reprasentanter, skal kort navnes Nicolas D.
Goodman. Dette blot for at tydeligere en quasi-empiriske holdning.
- Goodman star for tankegangen 1 en meget radikal form. Han siger
direkte, at matematik er en naturvidenskab af stor generalitet og ar-
gumenterer for, at matematisk analyse forer til sikker viden, ved at
sammenligne med fysik:

Centrale dele af matematisk analyse er blandt de mest te-
stede, og mest fuldkomment udviklede dele af naturviden-
skab. Vi skal prgve at vise, at matematik er lige sa godt
underbygget som de mest sikre dele af fysikken, ikke at den
er bedre underbygget.®

1Koetsier 5.24
5Goodman s.185
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‘Goodman beskriver matematiske-objekter som former af f.eks fysiske
systemer. Disse former er karakteristiske ved deres abstraktionsniveau
og generalitet, hvilket ifglge Goodman kan sammenlignes med den ab-
straktion og generalisation, der gores indenfor fysikken selv. Eksempel-
vis siger han:

Fysikere, der studerer systemer, der folger Laplaces ligning,
ma tale om felter og krafter og potentialer. Matematikere
der studerer systemer, der opfylder Laplaces ligninger, ma
tale om funktioner og vektorer og tal [...] Forskellen findes
ikke i emnet, men i generalitetsniveauet.®

Hvis matematikkens og fysikkens emne saledes er det samme, ma det
sluttes, at matematikkens empiri skal findes gennem dens egenskab som
-redskabsfag, dvs. i de andre naturvidenskaber. Matematik er en generel
del af de andre naturvidenskaber, og retfaerdiggeres gennem dens evne
til at skabe resultater indenfor disse:

Matemetisk analyse opstod for at impdekomme behovene
indenfor geometri og fvsik, og den er stadig starkt bundet
til disse fag. Den arbejder med matematiske former af be-
vaegelse i tid og rum. Den bliver dagligt anvendt i naesten
alle de seripse videnskaber. vi har, lige fra hojenergi-fysik og
populations-biologi til pkonomi. Resultaterne, der er opnéet
gennem dens midler, er indeholdt i den teknologi. vi bru-
ger dagligt, fra skyskrabere, broer og biler til computere og
lasere. Vi har ingen anden teori, som ikke bare er en del
af folklore eller almindelig fornuft, der er sa bredt eller sa
dybt testet. Matematisk analyse er vores mest palidelige og
hgjest udviklede teori om mysteriet i den ydre virkelighed,
i hvilken vi befinder os.”

Goodman ender saledes med et pragmatisk synspunkt.

Med konklussionen pa kapitel 2 in mende, bemarkes det, at Euler og
hans samtidige ma have haft en opfattelse af matematikken, som i hej

51bid s 191
"Goodman s.192
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grad minder om Goodmans pragmatisme.

Goodmans pragmatiske holdning er, som vi skal se, ikke generel for
quasi-empiristerne. Men idet vi vender tilbage til en mere detaljeret be-
skrivelse af opfattelsen, som den fremstar hos Lakatos og Koetsier, skal
dette ikke foregribes. I stedet bevager vi os nu vk fra den strengt ma-
tematiske videnskabsfilosofi, og over i naturvidenskabsfilosofien. Dette
for kort at se pa det videnskabskriterie, som Lakatos fgrste metodologi
tager sit udgangspunkt i; falsifikationismen.

Den falsifikationistiske opfattelse al naturvidenskaben blev iszr frem-
fort af Popper som modsztnning til verifikationismen, hvilken han me-
ner al kunne tilbagevise. Kriteriet for videnskabelighed er ifslge fals-
ifikationismen, at kun de teorier, der kan vare i strid med empiriske
data. vil veere falsificerbare og ma derfor accepteres og gives status som
videnskabelige. »
Kriteriet bygger pa den opfattelse, at al viden er af hypotetisk og kor-
righel natur, og at den videnskabelige udvikling bestar i en uendelig
raekke af revisioner, hvor en teori udskiftes med en anden mindre dﬁriig
teori. Der er med andre ord tale om en sggen efter fejl gennem gisninger
og gendrivelser, hvor kun de bedst egnede teorier vil overleve. En sadan
metodologi skulle ifelge Popper kunne sikre, at videnskabelige teorier
bliver en stadig bedre tilnzrmelse til sandheden. Han fremhaever, i
overensstemmelse med sin afvisning af ontologien, at dette synspunkt
ikke er videnskabeligt, og at endegyldigt sande teorier aldrig vil kunne
opnas. Det vil med andre ord sige, at tilnarmelsen er en uendelig pro-
ces. _
Popper mener, som udlgb af disse tanker, at jo flere falsifikatorer en
teori indeholder og hermed overlever, jo bedre er den. Herudover kan
der argumenteres for, at selv om teorien skulle blive forkastet, vil den -
derigennem bidrage til vores viden, og saledes alligevel have sterre in-
formationsvardi end en teori med fa fasifikatorer. Sidstneevnte kan jo
tenkes blot at besta pa grund af de fa falsifikatorer. Poppers falsifika-
tionisme indeholder altsa det synspunkt, at dynamikken er uundveerlig
for den videnskabelige udvikling og tilneermelse til sandheden.®

Det er som modsatning til Popper, at Thomas S. Kuhn treeder ind
1 sammenheangen. Modsatningsforholdet opstar pa trods af, at Pop-
pers og Kuhns udgangspunkter pa visse punkter-er ens. Her tankes
specielt pa, at begge teorier er opger med positivismens beskrivelse af

8Andersen s. 99-108
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videnskabelig udvikling som en kummulativ proces. Kuhns bog " Vi-
denskabelige revolutioner” er saledes ikke skrevet direkte i opposition
til Popper, men hovedsagelig som et opger med positivismens opfattelse
af videnskaben. Alligevel kom falsifikationisterne i vanskeligheder som
folge af Kuhns udtalelser. Det er derfor naturligt for os at se, hvorledes
de to teorier evt. kan supplere hinanden i en belysning af overgangen
fra_den formalistiske til den konceptuelle tradition.

Som det fremgar af ovenstaende, tager Kuhn med sin socio-psykologiske
teori afstand fra bade falsifikation og verifikation, som centrale elemen-
ter til forstaelse af videnskabelig udvikling.

Poppers falsifikationsteori er ifglge Kuhn i strid med, hvad historien
viser. For det fgrste viser historien, at falsifikation ikke altid medferer
mere information. For det andet er det sket, at tecrier er blevet udskif-
tet uden forst at veere blevet testede. Det vil altsa sige. at falsifikation
ifolge Kuhn ikke er en ngdvendig forudsatning for hverken videnskabe-
lighed eller videnskabelig udvikling.

Der hvor falsifikation spiller en rolle, er i den enkelte forskers arbejde
og specielt 1 normalevidenskabelige perioder. Det er et af de storste
kritikpunkter Kuhn fremsatter, at Popper tilsyneladende generaliserer
udfra mekanismer, der kun er at finde i ovenstaende sammenhang, til
hele den videnskabelige udvikling.

Popper har fejlet ved at overfpre udvalgte karakteristika ved
hverdagsforskning til de lejlighedsvis forekommende revolu-
tionzre perioder, i hvilke videnskabelig udvikling er mest
indlysende, og ved derefter at ignorere hverdagsforetagenet
fuldstendigt. Han har specielt sogt at lpse problemet ved-
rprende valg af teori i en revolutioner periode, gennem et
logisk kriterie, som kun er fuldt anvendeligt. nar en teori
allerede kan forudsattes. °

Under gennemgangen af hovedtrakkene i Kuhns teori senere i dette
kapitel, vil Kuhns egne bud pa, hvorledes videnskaben udvikler sig,
fremga. Men nu hvor det nok sterste stridspunkt er ridset op, er det
interessant at bemaerke, at Kuhn selv fremhaver de mange ligheder, der
ogsa er mellem ham og Popper. Begge beskaftiger sig med videnskaben
som en dynamisk proces, og ger det ved at studere historien. Begge
afviser de, at videnskaben udvikler sig ved tilvekst, og fremhaver den

®Kuhn (3] s.19
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revolutioneere proces, hvor en teori udskiftes med en anden kompert-
ibel teori. Som bremseklods i processen, fremhaver de begge gamle
teoriers manglende evne til at tage udfordringen op. Herudover star de
begge i opposition til nogle af positivismens grundleggende teser. De
mener herunder begge, at positivisterne forveksler videnskabelige ob-
servationer med videnskabelige teorier, og afviser troen pa et neutralt
observationssprog, samt at videnskabens mal er at forklare observerede
feenomener i termer af virkelige objekter.!®

Af disse ligheder fremgar det, at udgangspunktet for henholdsvis Kuhns
og Poppers teorier har en raekke fzllesnavnere, der gor det endnu mere
interessant at sidestille de to. Det kunne i denne forbindelse havdes,
at de to teorier pa nogle punkter kan ses som forskellige tolkninger af
de samme historiske data. Kuhn siger selv i denne forbindelse:

[...] vores intentioner er ofte helt forskellige, nar vi siger
de samme ting. Selv om vores fremgangsmader [lines] er
de samme, er de fremstillinger, der kommer ud af det, ikke
ens. Det er derfor jeg snarere vil kalde det, der adskiller os,
et gestalt skift end en uenighed, og det er ogsd derfor jeg
er radvild og forvirret [mtngued] over. hvordan jeg bedst
forklarer det der adskiller os.! :

Kuhn ger i det ovenstaende opmarksom pa. at videnskabsteoretikere er
underlagt den subjektivitet, der er forbundet med tolkning af historien.
Den forsigtighed, der kan komme ud af denne bevidsthed, er karakte-
ristisk for Kuhn. Ikke at forsta saledes. at det er en bremse, men blot
pa en sadan made, at han ger opmerksom pa, at det nedvendigvis er
en subjektiv sandhed, han fremstiller.

Kuhn er ogs3 interessant specifikt i forhold til Lakatos, idet sidstnavnte
modificerer sin fgrste teori til noget, der i hgj grad tager hensyn til
ovenstaende kritik fra Kuhns side.

Da vi nu har faet placeret henholdsvis Lakatos, Koetsier og Kuhn i
et stgrre perspektiv, vil vi ga videre til den egentlige gennemgang af
teorierne. '

0lbid 5. 1-2
"bid 5.3
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4.2 Koetsiers vridenskabsteoretiske for-
staelse med baggrund i Lakatos

I det fglgende gennemgas Lakatos teori for videnskabens udvikling, ef-
terfulgt af Koetsiers modifikation. Fremstillingen af Lakatos bygger pa
Koetsiers beskrivelse.

Imre Lakatos

Lakatos, Imre (1922-1974) Professor i logik ved London School of Eco-
nomics fra 1969, men forst og fremmest matematisk og naturvidenska-
belig videnskabsfilosof.

Han blev fgdt i Ungarn og havde jediske redder. Pa grund af sin je-
diske herkomst, matte han leve skjult i besattelsestiden under anden
verdenskrig, og bla. skifte navn. Senere blev han arresteret af stalin-
styret, og matte tilbringe fire ar i feengsel. Efter dette fangselsophold
begyndte hans akademiske karriere, idet han fik et job som oversaetter
af vigtige matematiske skrifter til ungarnsk ved Mathematical Research
Institute of the Hungarian Academy of Science. Her stiftede han be-
kendtskab med verker, der kom til at spille en stor rolle for hans senere
arbejde. Specielt kan navnes Gvorgy Polyas "How to Solve it”. Polyva
skriver i forordet til denne bog:

Matematik, som den bliver prasenteret ved den Euklidi-
ske forstaelse, fremstar som en systematisk. deduktiv vi-
denskab; men i praksis er matematikken en eksperimentel,
induktiv videnskab.'?

Det er ogsa i denne periode Lakatos stgder pa den teori, der kom til at
pavirke hans eget arbejde mest, nemlig Poppers teori om falsifikatio-
nisme. Lakatos mpdte begge disse personer efter han ankom til Vesten,
og inspirationen styrkedes herved.

Lakatos er udvalgt som delgrundlag for vores diskussion, fordi han var
den forste, der beskrev matematik som quasi-empirisk videnskab.

12International 5.399
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Lakatos har udviklet to teorier for videnskabens udvikling: Farst " The
Methodology of Proofs and Refutations” (MP&R) (1963-64) og se-
nere "The Methodology of Scientific Research Programmes” (MSRP)
(1970). MP&R er et forsgg fra Lakatos side pa at tilpasse Poppers
falsifikationisme til matematikken. MSRP er en teori for videnskabens
udvikling som hele, og indeholder falsifikationisme i en svagere grad.
MSRP udformede sig efter en diskussion pa Berdford College i London
i 1965, hvor blandt andre Kuhn var til stede. MSRP er den mest inter-
essante, idet Lakatos med denne teori tager hgjde for berettiget kritik
fra Kuhns side. Med andre ord; MSRP er dén mest gennemarbejdede
af teorierne. Det var Lakatos hensigt at tilpasse sin nye teori til ma-
tematik, men han naede det ikke for sin ded. Det er denne tilpasning
Koetsier tager op i "Lakatos’ Philosophy of Matematics™, og som vi
skal stifte bekendtskab med.

Hovedtrakkene i Lakatos videnskabsteori kan ifalge Koetsier opdeles i
" en falsifikationstese og en rationalitetstese, der henholdsvis giver hold-
ningen til matematiske teoriers status og til den matematiske metode:
Falsifikationstesen siger, i overensstemmelse med Popper, at alle viden-
skabelige teorier er af hypotetisk karakter, og at de derved kan veltes.
Rationalitetstesen gar ud pa, at udviklingen pa trods heraf ikke er til-
“feeldig, men folger visse metodiske rationalitetsnormer. ’

Lakatos argumenter -fremkommer gennem studier af. hvad han kalder
rationelle rekonstruktioner. Dette begreb dakker over en beskrivelse
(rekonstruktion) af en reekke matematiske handlinger, der har fundet
sted, og som eksplicit er baseret pa en metode (et rationelt regelset).
Det vil sige, at Lakatos seger at vise sine teser ved at rekonstruere
historiske forlgb, saledes at de stemmer overens med disse. En frem-
gangsmade han er blevet kritiseret for pa grund af den meget subjektive
karakter. Han koncentrerer sig imidlertid om at skabe sin udviklings-
teori, ikke om at diskutere, hvad den objektive historie kan fortzlle, og
~ hvorvidt vi har tilgang til denne. Hans metode er i overensstemmelse
med falsifikationismen, der jo legger veegt pa udviklingens dynamik.
Den dynamik, der skabes gennem dristige hypoteser, kritik afvisninger
osv., skaber vejen mod sandheden. Lakatos afviser saledes de ontologi-
ske spgrgsmal som meningslose.




90 KAPITEL 4

4.2.1 (MP&R) Bevis-og gendrivelse

Lakatos hovedformal i denne periode er, at overfgre Poppers falsifika-
tionisme pa matematik gennem studiet af rationelle rekonstruktioner.
Hans hovedpointe er, at matematik er en quasi-empirisk videnskab, og
han skriver om en sadan videnskabs metode:

Det begynder med problemer fulgt af dristige lgsninger, sa
provelser og forkastning. Fremgangen er dristig spekula-
tion, kritik, kontroverser mellem rivaliserende teorier, pro-
blemskift. Opmearksomheden er altid rettet mod de uklare
grenser. Sloganet er udvikling og permanent revolution,
ikke fundament og ophobning af ubestridelige sandheder.®

Som det fremgar af ovenstaende, star Lakatos i opposition til den fe-
romtalte positivistiske opfattelse, idet han fremhaever, at videnskaben
ikke udvikler sig kumulativt. Lakatos pointering af falsificerbarhed,
som en forudsatning for udviklingen, er ligeledes i overensstemmelse
med Popper. Det er en forudsatning fordi, udviklingen fremkommer
ved fremstilling af dristige hypoteser, der preves af og eventuelt for-
kastes. Ligesom Popper mener Lakatos altsa, at en teori er bedre, jo
flere falsifikatorer den har, idet han laegger vaegt pa, at spekulationen
ma vere dristig. Udover pavirkningen fra Popper, der er dominerende
og tydelig. indeholder Lakatos teori det for omtalte rationelle element.
Dette kommer til udtryk i nedenstaende citat i hans vending "bevis og
forkastelsens logik™.

Dens [ En rekonstruktions| mest eerbare mal, er at udvikle
det synspunkt, at uformel quasi-empirisk matematik ikke
udvikler sig gennem et monotont voksende antal af ubet-
vivleligt opstillede teorier, men gennem den uophgprlige for-
bedring af gzt ved spekulation og kritik, gennem bevis og
forkastelsens logik.!

Koetsier mener ikke, at de rationelle rekonstruktioner, stemmer over-
ens med historien, fordi den kronologiske orden i udviklingsfolgbet er
forkert!s.

131 akatos i Koetsier 5.23

14Lakatos i Koetsier 5.22
15K oetsier .5.42
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Desuden kritiserer Koetsier den starke fallibilisme. Hvis denne meto-
dologi skal gennemferes, vil det formodentlig fore til, at alle teorier ma
forkastes. Og som blandt andre Koetsier selv fremhever, er det meget
sjzldent forekommende, at en teori forkastes helt.

Vi bemarker her, at Koetsiers og Kuhns kritik er, om ikke ens, sa i
hvert tilfeelde overlappende. '

Lakatos vil sikkert vaere enig med Koetsier og Kuhn et langt stykke af
vejen. Dette vil fremga af det kommende afsnit, hvor Lakatos videre-
udviklede teori skal gennemgas.

4.2.2 (MSRP)
Videnskabelig Forskmngsprogram-metodo-
logi

Med MSRP gnsker Lakatos at omformulere sin teori, sa den tager hgjde
for Kuhns kritik. Denne kritik gar, som neevnt indledningsvis, i hoved-
trek ud pa, at falsifikationismen er i uoverensstemmelse med viden-
skabshistorien. Der er ikke tale om en fuldstendig tilpasning til Kuhn,
men man kan sige at Lakatos gor op med den naive falsifikationisme. 1
MSRP taler Lakatos ikke langere om teorier som de basale elementer,
der skal bedemmes. I stedet indferes begrebet forskningsprogrammer,
der resulterer i1 en mangde teorier i1 en tidsperiode. Med den svagere
falsifikationisme og det nye begreb forskningsprogrammer, fjerner La-
katos sig fra Popper, men tilnarmer sig Kuhn.

Der skal endeligt mindes om, at MSRP primeert er udviklet ud fra na-
turvidenskaberne, g ikke direkte for matematikken.

Vi vil nu gennemga denne teori med kyndig hjalp fra I\oetqler og Heine
Andersen.

Et forskningsprogram bestar af en succesiv rekke af videnskabelige te-
orier. Disse teorier er bundet sammen af nogle fellesnaevnere, nogle
fundamentale forudsetninger eller grundhypoteser, samt en metodo-
logi. Grundlaget kalder Lakatos for Hard Core, -den harde kerne.
Med den harde kerne som grundlag, kan der udvikles en keade af stadig
mere komplicerede modeller af virkeligheden. Indenfor matematikken
vil den harde kerne besta i det aksomatiske grundlag et begrebsappa-
rat, samt en given metode. 1 Lakatos termonologi tilhérer henholdsvis
Euler og Bolzano/Cauchy to forskellige forskningsprogrammer.
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Den-harde kerne pa Eulers tid indeholder eksempelvis den fundamentale
forudsaetning, at der ingen principiel forskel er pa at regne med uen-
delige og endelige raekker, og i denne forbindelse at uendelige summer
altid-er meningsfulde. Desuden kan nzvnes det Eulerske funktionsbe-
greb, som tillagde funktioner har alle mulige p2ne egenskaber. Desuden
indeholder kernen en metodologi, der er karakteristisk ved regning med
infinitisemaler, som ormidet var endelige-tal, samt en flittig brug af uen-
delige rackker uden hensyn til konvergensintervaller.

I tiden omkring Cauchy kan de fundamentale forudsaetninger eksempli-
ficeres ved graensevardibegrebet og kontinuitetsbegrebet samt et funk-
tionsbegreb, der ikke laengere var knyttet til analytiske udtryk. Meto-
den kan betegnes som strengt deduktiv, Eksempelvis benyttes greense-
vardiovervejelser, hvor man for. benyttede "regning med infinitisema-

”

ler”.

Omkring denne harde kerne opstar — som en naturlig del af den vi-
denskabelige proces — hvad Lakatos kalder et Protective Belt, -et be-
skyttende balte, bestaende af en raekke hjelpehypoteser, der beskytter
den harde kerne mod falsificering. En af de beskyttende mekanismer.
der trader i kraft, nar der opstar problemer, er monsterbarring. Hvis
der f.eks. gives et modeksempel til en given teori eller stning, vil man
ved monsterbarring forsta en justering af definitionen pa det objekt,
som s&tningen eller teorien omhandler. Justeringen bestar i at gore
modeksemplet til et monster, der ikke herer med og som aldrig skulle
here med , til meengden af objekter, som den givne sztning eller teori
henviser til.

Eulers ”Introduktio” indeholder et eksempel pa den beskyttende effekt.
Nar han saledes stgder ind i "paradokset” med den divergente rakke
(side 22), resulterer det ikke i en underspggelse af hans manipulationer
og evt. forkastelse af disse. Han arbejder tvartimod videre med sine
manipulationer, der jo er kendetegnende for hans metode, og nar til et
resultat, som retfaerdiggres gennem afprgvning. Saledes efterlader han
den divergente raekke som et monster, der ikke har relevans for resul-
tatet.

Pa Bolzanos tid er det sveert at tale om beskyttelsesbzlte, idet den
harde kerne endnu ikke er feerdigbygget.

Lakatos beskriver et succesfuldt forskningsprogram som et med mange
arbejdsomrader og mange spargsmal, altsa stor aktivitet i det beskyt-
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tende balte. Noget af denne aktivitet skabes af forskningsprogrammet
selv, idet der opstar nye spergsmal og nye arbejdsomrader op under
arbejdet i det beskyttende balte. Denne selvdrevne kraft kan fa pro-
grammet til at zndre kurs, sa de emner og spergsmal, der i starten
var de vigtigste, bliver sekundare i forhold til nye og mere spandende
omrader.

Hvis man ender med at lgse mere interessante prob]emer end dem man
startede med, kalder Lakatos det et progressivt problemskifte, og hvis
tilfzldet er omvendt et degenererende problemskifte. ‘Med andre ord
kan det siges, at forskningsprogrammet er progressivt sa leenge modi-
fikationerne af det beskyttende bzlte ikke er ad hoc, dvs. at de hy-
poteser, der opstilles, ikke skal have som mal kun at lase et bestemt
problem uden at kunne afproeves pa anden made. Derimod skal de in-
deholde et stigende antal resultater i form af forudsigelser. Af disse
forudsigelser ma i det mindste nogle af dem modsta gentagende fals-
ifikationsforseg. Omvendt er et degenererende forskningsprogram et,
hvor antallet af forudsigelser er faldende og der i hejere grad opstilles
ad hoc-hypoteser. ‘ . '

Eulers losning pa "paradokset”, ma siges at vere ad hoc, da den kun
har til formal at lese et konkret problem. Heri l)ggex desuden at los-
ningen ikke skaber ny erkendelse.

Det der styrer forandringen, er det heuristiske element i Lakatos teori.
Han taler om henholdsvis positiv og negativ heuristik. Hermed menes
altsa nogle positive og negative anvisninger, for hvordan et forsknings-
program ma modificeres og videreudvikles, sa de nye empiriske emne-
omrader kan behandles inden for dette.

Det er eksempelvis en negativ heuristisk regel, at man ikke forkaster
den harde kerne, i fald der skulle opsta inkonsistens i programmet. og
en teori ma falsificeres. I stedet ma man modificere hypoteserne i be-
skyttelsesbeltet, sa de er i overensstemmelse med empirien. Herom et
citat at Lakatos:

Et forskningsprograms negative heuristik forbyder os at be-
nytte modus tollens pa den harde kerne. I stedet ma vi
bruge vores opfindsomhed og snilde til at tydeliggere eller
endda opfinde hjelpe-hypoteser, som former et beskyttende
balte omkring kernen, og vi ma omaddressere modus tollens
til disse. Det er dette beskvttelsesbalte af hjeelpehypoteser,
der skal modsta mangden af provelser og justeres. korrige-
res eller maske enda helt erstattes, for at beskvtte den pa
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denne made hardede kerne.'®

Lakatos pointe er at give et bud pa, hvornar det er rimeligt at holde fast
ved en grundantagelse, man har defineret som ”ikke-falsificerbar”. Hans
svar er, at hvis forskningsprogrammet er progressivt, ber man beholde
den-harde kerne pa trods af eventuelle problemer. Er-forskningspro-
grammet derimod degenererende er Lakatos mere tvivlende. Et sadant
forskningsprogram vil, alligevel forsvinde og der ma saledes foretages
et valg. Valget vil afhenge af eventuelt konkurrerende forskningspro-
grammer. Der foretages saledes en sammenligning mellem rivaliserende
forskningsprogrammer, og det er denne vurdering, der indeholder det
rationelle element, som sikrer den stadige bedring af teoriernes tilnaer-
melse til sandheden.

Ogsa MSRP er blevet kritiseret pga. Lakatos metode, der stadig inde-
holder nogle problemer i forbindelse med forholdet mellem videnskab-
steori og videnskabshistorie. Som tidligere navnt bekymrer Lakatos sig
ikke synderligt om forholdet mellem historisk materiale og fortolkning
heraf. Imidlertid vil en tilfredsstillende fremstilling af problemerne ved
den hermaneutiske cirkel give stof til et projekt for sig. Det skal derfor
blot navnes her, at Koetsier afslutter sin behandling af problemerne
med at sige, at de kan minimeres. men aldrig helt lgses. Derefter ind-
remmer han at antage en pragmatisk holdning til problemerne, og gar
derefter igang med at beskrive sin modifikation.

4.2.3 Koetsiers modifikation af Lakatos MP&R
og MSRP

Koetsiers modifikation skal dels ses som en tilpasning til de specielle
forhold, der gor sig gazldende for matematik, dels som et forsgg pa at
indfgre baide MP&R og MSRP i en stgrre sammenhangende teori.

Koetsier indfgrer dels nogle niveauer i det videnskabelige samfund, og
dels nogle grader af falsifikation. Disse forskellige niveaudelinger skal
ses i sammenheang, og udspringer af Koetsiers kritik af Lakatos. Han
fastslar som hovedsynspunkt at MP&R ikke kan forklare udviklingens

t6 Andersen s.115
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dynamik, hvis matematikken betragtes som helhed, idet den er for dra-
stisk 1 sit forsgg pa at overfgre en falsifikationisme i ”poppersk” forstand
pa matematiken. I MSRP, der primart er bygget op omkring natur-
videnskaberne, far Lakatos ikke handteret spgrgsmalet, om hvorvidt
matematikken er falsificerbar. Dette problem prgver Koetsier at lgse
ved at splitte Lakatos falsifikationstese op i to 1"

Steerk falsifikations tese: Udfra dette synspunkt er matematikken fals-
ificerbar i "poppersk” forstand, eller i lige sa hgj grad som naturvi-
denskaberne. Dette pa trods af den forskel der er i forholdet til empi-
rien mellem naturvidenskab og matematik. En hel teori kan ifglge den
steerke falibilisme i princippet forkastes fuldstandigt, eller vi kan med
andre ord ikke veere sikre pa, at noget er sandt overhovedet. ‘
Her fgjer Koetsier til, at hvis matematikken er steerkt falibilistisk, ma
det betyde, at den kontinuitet og akkumulation af sandhed, som vi op-
lever, i1 princippet kan veere fuldstendig tilfeeldig.

Svag falsifikations tese: Ifglge denne er matematiske teorier ikke afvise-
lige som helheder. Endring bestar i forfining eller modifikation, ikke i
forkastelse af en teori frem for en anden. Fra den nye teoris synsvinkel
ser den gamle uperfekt og ensidig ud, men aldrig forkert.

Ifelge den svage falsifikation er den kontinuitet og akkumulation af
sandheder i matematikken, som faktisk opleves, ikke tilfaldig. Den
er 1 overensstemmelse med matematikkens natur.

Envidere har Koetsier en opdelingen af det videnskabelige samfund i et
mikro- og et makro-niveau:

Mikroniveauet er det niveau, hvor den enkelte forsker arbejder. Over-
vejelserne pa dette niveau er kortsigtede, og genstandsomradet er be-
grenset. Koetsier mener, at teorierne pa mikroniveauet kan forkastes
helt, og at der i denne forstand er tale om steerk falsifikation pa dette
niveau. Koetsier knytter saledes Lakatos MP&R til mikroniveauet.
Makroniveauet er niveauet for planer og strategier for det matematiske
samfund som hele. Her er der tale om en svag falsifikation, og Lakatos
MSRP kan knyttes til dette niveau, idet man her beskytter den harde
kerne.

Som argumentation for sin modifikation skriver Koetsier !, at MSRP
er skrevet nasten udelukkende med henblik pa naturvidenskaben, og at
det ikke er trivielt at overfere den direkte pa matematikken. Dette vil
ifslge Koetsier kraeve, at begreberne hard kerne, beskyttelsesbalte og

1 Koetsier s.45-46
18K getsier 5.69
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" positiv heuristik defineres specielt for matematikken. Samtidig ma man
kunne skelne mellem teoretisk og empirisk fremskridt, og give eksem-
pler pa konkurrerende forskningsprogrammer indenfor matematikken.
~ “Aksiomer, der anses for at veare sande (en form for hard kerne), er
der nok af. Problematisk bliver det dog at give eksempler pa beskyt-
telsesbzelter og heuristik. Og mere vanskeligt bliver det at identificere
det empiriske fremskridt, da der ikke er nogen klar analog til empiri
i matematikken. Der er ogsi bemarkelsesveaerdigt fa konkurrerende
forskningsprogrammer. Saledes, konkluderer Koetsier, er det ngdven-
digt at modificere MSRP, hvis den skal bruges pa matematikken.

(MMRT) Metodologi for matematisk forskningstradition

Koetsier modificerer Lakatos MSRP til MMRT: metodologi for mate-
matisk forskningstradition. Han opdeler Lakatos forskningsprogram i
to begreber'®; forskningstradition og forskningsprojekt.

Et forskningsprojekt er en slags mikroniveau for forskningstraditionen.
Matematikere arbejder pa konkrete forskningsprojekter. De kan ka-
rakteriseres ved deres heuristiske enhed, og de kan som regel beskrives
som hgrende under bestemte forskningstraditioner. Forskningsprojek-
ter styres af nogle forudkendte mal, og nogle ideer til lesninger. De vee-
sentlige forskningsprojekter reprasenterer altid noget nyt og genialt, og
det er disse, der udger det dynamiske element i forskningstraditionen.
Bolzanos tekst er et eksempel pa et forskningsprojekt, hoerende under
den konceptuelle tradition. Det forudkendte mal er et strengt bevis for
"Bolzanos satning”. Dette mal er i overensstemmelse med traditionen.
men ikke dikteret af denne, idet Bolzano er for sin tid.

En forskningstradition er en gruppe forskningsaktiviteter i en tids-
meessig afgreenset periode. Den karakteriseres ved et bestemt ma-
tematisk grundlag (definitioner og aksiomer), bestemte emneomrader
og bestemte metoder og normer for bevisfgrelse. En matematisk
forskningstradition kan identificeres ved at undersgge, hvilke matema-
tiske objekter og hvilke aspekter ved disse objekter, der behandles, og
hvilken metode, der benyttes.

De to perioder, vi beskeftiger os med, reprasenterer som antaget pa
forhand to forskellige matematiske forskningstraditioner.

19K oetsier 5.151-53



AFSNIT 4.2 -~ 97

1 MSRP skelner Lakatos ikke mellem hypoteser og teoremer. Inden for
MMRT er der dog veesentlig forskel, da teoremerne er hypoteser, der
er ‘bevist inden for en bestemt tradition. Det vil sige, at teoremerne
men ikke ngdvendigvis hypoteserne vil ndre karakter ved skift fra en
tradition til en anden. P& den vis kan man beskrive en matematisk
forskningstradition som en bestemt made at se pa, forklare og bruge
hvad man anser som varende matematiske facts.

Algebraens fundamentalsatning og middelvardisatningen er eksempler
pa hypoteser, der ikke &ndrede sig ved overgangen fra den formalistiske
til den konceptuelle tradition. Derimod &ndrede beviserne og dermed
teoremerne sig. '

Fremskridt og rationalitet ifslge MMRT

Som det ogsa var tilfeldet for Lakatos, er Koetsiers mal at beskrive
rationaliteten i matematikkens udvikling. Her er der to spergsmal, der
gor sig geldende: Hvad skaber fremskridt i matematikken? og efter
hvilke kriterier foretager et rationelt matematisk samfund valg mellem
flere forskellige konkurrerende forskningsprojekter?

Fremskridt i en tradition bestar i produktionen af hypoteser og sat-
ninger. For at udforme hypoteser og finde beviser, benyttes nogle
. traditions-uafhaengige heuristiske regler. Der er eksempelvis reglerne
- beskrevet i MP&R; bevis og forkastelse, som det foregar pa mikro-
niveau inden for de enkelte forskningsprojekter. Samtidig er der dog de
regler, som afhenger af de grundleggende antagelser og bevismetoder,
som karakteriserer den pageldende tradition. Et eksempel herpa er,
at man inden for den konceptuelle tradition benyttede graensevaerdibe-
grebet, nar der opereredes med uendelige storrelser, hvorimod man i
den formalistiske tradition regnede med dem stort set som med ende-
lige tal. Sammenspillet mellem de traditionsafhangige og -uafheengige
regler skaber hypoteser og beviser, og dermed fremskridt.
Forskningsprojekterne kan deles op i to kategorier: Dem, der passer
fuldsteendigt ind i en given tradition, og dem som — selv om de ud-
springer af en tradition — alligevel afviger.

Det er de sidstnavnte, der har betydning for udviklingen af forskning-
straditionerne. Inden for en tradition vil der altid vare nogen, der
beskaftiger sig med at gere traditionens grundlag sa solidt og strengt
defineret som muligt. Det er primart sadanne grundlagsorienterede
projekter, der — hvis de har succes — kan lede til modifikation af den
tradition, de udspringer af. Hvis de adskiller sig meget, kan de fore
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til nye og rivaliserende traditioner. Projekter der medfgrer indtroduk-
tion af ny notation, kan ogsa @ndre traditionen eller resultere i en ny
tradition. Dette eventuelt pa trods af, at projektet ikke fra start var
grundlagsorienteret, eller sigtede pa at revidere traditionen. En mate-
matisk forskningstradition er saledes ikke endegyldig, men kan andres
med tiden eller udkonkurreres af andre forskningstraditioner.

Som eksempler pa grundlagsorienterede forskningsprojekter kan nev-
nes Bolzanos bevis og medfglgende definitioner, og Cauchys ”Course
d’Analyse Algébrique”. '

Eulers "introduktio” kan ogsa betegnes som varende grundlagsorien-
teret, set iforhold til den tradition han tilherer. Dette fremgar i hans
indledning til vaerket, hvor han udtrykker enske at skabe klarhed over
deciplinen "regning med infinitisemaler”.

Efter hvilken rationalitet valges der sa mellem konkurrerende forsk-
ningsprojekter og forskningstraditioner?

Ifglge Lakatos metodologi er det de mest progressive programmer. der
foretreekkes. Begrebet progressive programmer splitter han op i to:
De teoretisk og de empirisk progressive, hvor forstnaevnte er dem der,
forudsiger nye sandheder, og sidstnzvnte er dem, hvor sandhederne
ogsa bekraftes af erfaringerne.

Denne definition af progressivitet skaber imidlertid problemer, nar den
anvendes pa matematikken, som jo ikke direkte har nogen empiri.
Losningen pa dette er ifolge Koetsier (og Lakatos) at matematikken er
quasi-empirisk. Matematiske saetninger er udtryk for vores erfaringer
(her snarere andelige end fysiske erfaringer). Disse erfaringer bliver ikke
accepteret uden videre; de bliver efterpravet, nar det findes pakraevet
pa samme made som inden for "zgte” empiriske videnskaber.
Matematisk fremskridt inden for forskningsprojekter og -traditioner
kan defineres ud fra vagten af de hypoteser og teorier, der produce-
res. Veagten er en bred betegnelse for kvalitet, vigtighed og des lige.
For at afklare dette begreb naermere, opstiller Koetsier en liste over fak-
torer, der har indflydelse pd vagten?®: 1)FEkstern succes, dvs. hvis en
seetning lgser nogle problemer uden for projektets domane. 2) Hvis en
seetning lgser problemer inden for projektets domeene, har det ligeledes
en positiv indflydelse pa veaegten. 3) Hvis nogle satninger i en given
teori forgges i vaegt, da vil de andre satninger i teorien ogsa vinde i
vaegt. 4) I konkurrencesituationer mellem to teorier eller traditioner,
vil seetninger, der er bevist i sammenhang med det ene projekt (eller en
tradition) og ikke af den anden, vinde i vagt. 5) Hvis et gat forventes

20K petsier 5.170
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at veere nemt at bevise, men viser sig at veere meget svaert, vinder det
i veegt. 6) Hvis andre i fortiden forgaves har provet at bevise et get,
vinder det 1 vagt. ,

Derimod har det en negativ indflydelse, hvis et projekt eller en tradi-
tion er plaget af "meta-problemer”.

Herudover navnes faktorer som gkonomi, simpelhed, elegance, har-
moni, systematik osv.

Alle disse faktorer, (og formentlig flere til), har altsa betydning for,
hvorvidt et forskningsprogram eller en forskningstradition er progres-
sivt eller ej. Hermed har alle disse faktorer indflydelse pa hvilket valg,
der tages i en situation med flere konkurrerende programmer eller tra-
ditioner.

Med alt dette in mende vil det veere pa sin plads, at fremhzve Koetsiers
beskrivelse af matematisk ratonalitet:

Matematisk rationalitet er ikke en beregnelig rationalitet,
men er mere som rettens rationalitet [the rationality of the
court room], hvor der vejes for og imod *!

Afsluttende bemaérkninger .

Efter at have opstillet sin teori, tester Koetsier dens forklaringskraft
pa nogle rationelle rekonstruktioner af udviklingsforleb. Et af disse
udviklingsforleb er netop overgangen fra den formalistiske til den kon-
ceptuelle tradition. Dette vil vi som fér neevnt stotte os til 1 kapitel
5, hvor begrebernes forklaringskraft underseges i forhold til den givne
periode. : '
Efter at Koetsier har testet sin teori, konkluderer han, ferst pa ratio-
nalitetstesen: .

Matematisk rationalitet bestar i MP&R pd mikroniveauet
og MMRT pa makroniveauet [dvs. gennem vagtning], idet
matematikkens udvikling kan rekonstrueres succesfuldt ved
hjzlp af disse metodologier.??

211bid.s.161
22K oetsier 5.277
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Herefter konkluderer Koetsier pa det andet punkt i Lakatos teori; fals-
ifikations tesen. Det sker i forste omgang med udgangspunkt i de ra-
tionelle rekonstruktioner. Pa makroniveauet er der ifglge Koetsier tale
om svag falsifikation i den betydning, at den foregiende tradition er in-
korporeret i den nye, og saledes ikke forkastes fuldstandigt. Betragtes
derimod mikroniveauet, er der tale om en stzrkere falsifikation, hvor
setninger og beviser kan erstattes fuldstzendigt. Dog siger han:

Falsifikation i matematik ser ud til at besta i det faktum, at
resultater er falsifiserbare i den forstand, at efter en proces
af begrebslig rafinering af den fundamentale notation, er
holdbarhedsomradet for disse resultater maske afgreenset.
Angaende falsifikation gor det pjensynligt ingen veesentlig
forskel, om en seztning erstattes af en bedre satning ifolge
MP&R, eller om den erstattes pa grund af et traditionsskift
ifolge MMRT.®

Efter saledes at have konkluderet, gar Koetsier ind i en diskussion af
falsifikation i matematikken generelt, men med udgangspunkt i mate-
matikken i 1900-tallet. Denne diskussion leder ham ud i tanker, hvor
han tangerer savel en pragmatisk som en realistisk holdning. Koetsier
skriver:

Den hyppige forekomst af uafthzngige opdagelser [af de
samme ting], og den hyppige forekomst af ekstern succes
(det er den uforudsete anvendelse af en teori udenfor dens
domzne), kan efter min mening kun forstas som en bekraef-
tigelse af det faktum, at vi i matematikken har at gore med
et genstandsomrade, der indeholder et element af objektivt
traditionsuafhaengigt eksistens.?*

Koetsier udleder saledes en realistisk holdning af matematikkens anven-
delsesorienterede aspekt og eksistensen af kumuleret matematisk viden.
Herved er han kommet i problemer — han skriver:

28K oetsier 5.279
24K oetsier 5.285
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Imidlertid bliver man straks stillet overfor sveere spprgsmal,
nar man antager, at der eksisterer matematiske facts, der
til en vis grad er traditionsuafhengige. Det er bemaerkel-
sesvaerdigt, at vores undersggelse af matematikkens ratio-
nalitet og falsifikation inspireret af Lakatos, bringer os til-
bage til de klassiske problemer i matematisk videnskabsfilo-
sofi. Hvordan skal vi karakterisere disse matematiske facts?
Hvad er deres forbindelse med fysiske facts? Vi har adgang
til fysiske facts gennem vores sanser. Hvorledes har vi ad-
gang til matematiske facts? Disse er svaere spprgsmal, og
tilfredsstillende svar findes ikke.?

~ Herved er Koetsier sa at sige tilbage ved udgangspunktet. P& trods
heraf holder han fast ved, at matematik er quasi-empirisk, men han
formulerer sig mere og mere svagt i disse afsluttende bemarkninger
.og det er svart at findée ud af, hvad han egentlig mener. Dette er
selviglgelig i overensstemmelse med, at han fremheaver mangelen pi .
tilfredsstillende svar pa de klassiske filosofiske problemer.

. Alt i alt lykkes det ikkée Koetsier at praecisere, hvori den svage falsi- -
fikation bestar. Koetsier efterlader det med andre ord som et abent
spergsmal, hvori det empiriske bestar, hvis matematikken er quasi-
empirisk.

4.3 Kuhns videnskabssyn

Nu forlader vi Lakatos og Koetsiers falsifikationistiske ideer om viden-
skaben, og springer til en gennemgang af Kuhns bog "Videnskabens
revolutioner”. ‘

Som nevnt i indledningen til dette kapitel, kom falsifikationisterne i
vanskeligheder pa grund af Kuhns kritik. Denne kritiks hovedpointe er,
at falsifikationismen er i uoverensstemmelse med videnskabshistorien.
Derfor er det naturligt at vaelge Kuhns fremstilling af videnskabens
- udvikling som alternativ til Koetsier. Dette med henblik pa at opna
et sa bredt favnende begrebsapparat som muligt, men ogsa fordi det
er speendende at sammenholde en vidererudviklet falsifikationisme som
Koetsiers med Kuhns ligeledes videreudviklede teori.

251bid 5.285
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4.3.1 Thomas S. Kuhn

Thomas S. Kuhn (fgdt 1922) er oprindeligt uddannet fysiker fra Har-
vard University. Efter endt kandidateksamen i 1948 fortsatte han
samme sted som Junior Fellow frem til 1951. -1 fglge Kuhn selv, var
det denne frihedsperiode, der gav ham mulighed for for fgrste gang
at ga i dybden med et aspekt af hans videnskabelige uddannelse, der
lzenge havde interesseret ham som hobby; videnskabshistorie, i sarde-
leshed de filosofiske aspekter af dette emne.?® Herefter forlod Kuhn
den teoretiske fysik, og beskzftigede sig i arene frem til 1958 med at
undervise i videnskabshistorie. Sidelsbende hermed beskaftigede han
sig med psykologi, sociologi, sprogpsykologi og andre omrader uden di-
rekte tilknytning til videnskabshistorien.

Denne emnemassige mangfoldighed gjorde Kuhn opmaerksom pa det,
der fa ar senere skulle blive hjornestenen i hans fremferte alternative
fremstilling af videnskabens udvikling: Den tatte sammenhaeng mel-
lem videnskaben og dens udevere pa den ene side, og det usynlige net
af normer, standarder, metodologisk indoktrinering. social savel som
faglig opdragelse m.v. pa den anden side.

Ferst 1 1958 fik han imidlertid igen mulighed for fuldt og helt at beskaef-
tige sig med disse tanker og ideer. Det skete efter en invitation til at
tilbringe et ar ved The Center for Advanced Studies in the Behavioral
Sciences. Her fik Kuhn tid til at fa sa meget struktur pa sine ideer, at
han fa ar efter, i 1962, udgav " Videnskabens revolutioner”, hvor hans
teori om videnskabens udvikling forste gang fremstilles samlet.

Bogen har i aller hgjeste grad varet diskuteret lige siden dens udgi-
velse. Her kan eksempelvis navnes bogen "Criticism and the Growth
of Knowledge”, hvori bade Popper, Lakatos og Kuhn giver deres indleg
i den debat, der tager sit udgangspunkt i forskelle og ligheder mellem
Popper og Kuhn. For vi kan tage del i denne debat, ma vi imidlertid
preesentere Kuhn og hans teori.

4.3.2 Kuhns teori i hovedtrak
Videnskabelige samfund

Kuhn skriver om opholdet pa The Center for Advanced Studies in the
Behavioral Sciences i forordet til sin bog. Ferst skriver han om den

26Kuhn [1], s. 34-35 (forord)
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navnte mulighed for at koncentrere sig om videnskabsteorien. Herefter
tilfgjer han:

Endnu vigtigere var det dog, at jeg ved at tilbringe et ar i en
gruppe, som hovedsageligt bestod af samfundsforskere, blev
stillet overfor uventede problemer med forskellene mellem
sadanne grupper, og de grupper af naturvidenskabsmaend,
jeg var blevet uddannet blandt. Iszr blev jeg slaet af an-
tallet og omfanget af meningsforskelle mellem samfundsvi-
denskabsmend om karakteren af tilladelige videnskabelige
problemer og metoder. Bade historien og min erfaring fik
mig til at tvivle pa, om naturvidenskabens dvrkere har fa-
stere eller mere konstante svar pa den slags sporgsmal end
deres kolleger i samfundsvidenskaberne. Men af en eller an-
den grund fremkalder arbejdet i astronomi. fvsik, kemi eller
biologi alligevel sjeeldent de diskussioner om grundlaggende
ting, som idag ofte svnes at vere en speciel sygdom blandt
psvkologer og sociologer.*” '

Denne oplevelse far naturligt Kuhn til at fundere over, hvilke forskelle
pa natur- og samfundsvidenskab, der ligger til grund for denne meget.
forskellige dyrkelse af metodologiske diskussioner.

Den gengse popperske forklaring kunne vare som felger: Samfunds-
videnskaben omhandler noget sa foranderligt som samfundet og dets
indbyggere, hvorfor bade problemer og metoder naturligt ma revide-
res lebende med disse stgrrelsers forandring, og derfor meget bliver
et sporgsmal om den enkelte videnskabsmands subjektive bedemmelse.
Naturvidenskaben omhandler derimod den — set i dette teoretiske per-
spektiv — uforanderlige sterrelse naturen, hvorfor de empiriske data. en
given teori skal sammenlignes med, ikke giver anledning til synderlig
diskussion. Naturvidenskabelige problemer og metoders tilladelighed
er derfor alene karakteriseret ved, at de muligger sammenligning med
“den virkelige verden”; de skal veere falsificerbare (se side 83).

En sadan metodologisk tese om, hvad man kunne kalde “naturvidenska-
bens uafhengighed”, far naturligt denne til at fremsta som et isoleret
og rent rationelt foretagende. Ifglge Kuhn er dette helt uden hold i
virkeligheden. Det er felles for al videnskab, ogsa naturvidenskaben,
at den kun fremstar rationel set i en videre sammenhang bestaende af

27Ibid., s. 35
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videnskabsmandenes psyke, sprog, vaner-osv. Disse.er i alt vasentligt
bestemt af, at videnskabsmandene uddannes og lever blandt ligesin-
dede, og altsi er en del af en storre eller mindre videnskabelig gruppe
et videnskabeligt samfund. 28

Paradigme, faglig matrix og normalvidenskab

Men hvad er det sa for karakteristika ved naturvidenskab, der forarsager
den ofte manglende diskussion af grundlaeggende ting? Kuhn fgrer det
selv tilbage til den epistemologiske tilgang, det enkelte videnskabelige
samfund har til sit fagomrade. Hvor samfundsvidenskaben er helt pa
det rene med, at den “sandhed”, man seger, er et subjektivt spergsmal,
der nadvendigvis ma skifte med tiden, er de enkelte naturvidenskabe-
lige samfund oftest styret af et paradigme. Ved et paradigme forstar
Kuhn i ferste omgang et tidligere anerkendt forskningsresultat, som
har felgende to egenskaber: For det forste har det ydet noget, som er
tilstraekkeligt enestaende til at traekke en stabil gruppe af tilhangere
vak fra konkurrerende videnskabelige aktiviteter. For det andet er det
tilstrekkelig uafsluttet til at overlade lesningen af en lang reekke pro-
blemer til den nye gruppe udevere. 2°

Et sadant paradigme satter efter Kuhns mening standarder for bade
problemer, metoder og mulige lesninger for den videnskabelige gruppe
— det videnskabelige samfund — som paradigmet samler. I labet af
bogen kommer Kuhn mere og mere til at identificere et paradigme med
disse standarder, hvilket giver en del sprogforvirring. For at precisere
sammenhangen, lader Kuhn derfor paradigme, i den egentlige betyd-
ning af “menstereksempel”, indga som en del af et nyt begreb; en faglig
matrix. Dette begreb prasenteres 1 bogens efterskrift fra 1969, efter-
fulgt af en gennemgang af de — efter Kuhns mening — fire vigtigste
elementer:*°

e Symbolske generalisationer. Hermed tenker Kuhn pa de elemen-
ter i den faglige matrix, som er formelle, eller som let kan for-
maliseres. For at forklare begrebet neermere nzevner Kuhn, at
man relativt nemt kan laere dem udenad, men forst forstar dem

28ndledning af Knud Haakonsson i Kuhn [1],s. 7.
2%Kuhn (1), s. 48
30bid., s. 188-93
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' rigtigt, ndr man kan bruge dem i praksis. Et eksempel fra “vores
- verden” er den sammenheng mellem forskellige grupper af tal,
der — omend forskellig over tid — udtrykkes med ideen om en
funktionel afbildning. A
Mehrtens erstatter de symbolske generelisationer I sin tilpasning
af Kuhns teori til matematik, erstatter Mehrtens de symbolske
generalisationer med begreber. Et eksempel pa et begreb inden-
for den formalistiske tradition er Eulers funktionsbegreb. For den
konceptuelle traditions vedkommende er greenseveardibegrebet og
kontinuitetsbegrebet vigtige eksempler. ‘ ’

e Tro pa bestemte modeller. Kuhn bruger her modelbegrebet bredt,

sa det ogsa omhandler brugen af analogier og metaforer, samt
mere overordnede trosopfattelser lige fra heuristiske til ontologi-
ske modeller.
Et eksempel herpa er Eulers tro pa, at man kan benytte uende-
lige reekker pa samme made som endelige. For bolzanos vedkom-
mende indsnavres dette til troen pa brug af konvergente rakker.
Desuden kan fremhaeves Bolzanos mere overordnede tro pa den
deduktive metode.

e Veardier. Det vere sig veerdien af hele teorier, af forudsigelser, af

" praesentationen af videnskabelige emner, osv. Vardier skal forstas
i betydningen ideelle fordringer, som videnskaben straber efter at
leve op til. Da der saledes ikke er tale om absolutte krav, kan der
opsta situationer, hvor videnskaben ikke er i stand til at leve op
til disse fordringer. Her taenkes pa situationer, hvor der opstar
problemer der ikke kan leses. Disse problemer kaldes anomalier
og afviger altsa fra de idelle fordringer - veerdierne.
Som et eksempel pa en anomali pa Eulers tid, kan navnes di-
vergente raekker. Som set side 22 kan Euler ikke forsta, hvori
paradokset (den divergente reekke) bestér, og i den forstand leser
han ikke sit problem, men efterlader det som en anomali.
Mange verdier er fzlles for sa godt som alle teorier; de skal vere
modsigelsesfrie og plausible, sa vidt muligt enkle, og deres forud-
sigelser skal veere ngjagtige. Sadanne vardier skaber fallesfolelse
blandt alle grupper af videnskabsmend. Der er imidlertid ogsa
en lang rakke af veerdier, der er med til at konstituere det en-
kelte videnskabelige samfund. For eksempel var man 1 1700-tallets
matematik gaet bort fra grundveerdien om intuitivt forstaelige te-
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orier, og holdt sig nu-til teoriernes praktiske anvendelighed som
primart vurderingsgrundlag (se afsnit 2.1.1). I forbindelse med
Eulers paradoks, kan det siges at vardien anvendelighed teller
hgjere end forklaring. Dette fremgar nar han siger, at han lg-
ser paradokset gennem fortsat manipulation, og nar det gnskede
resultat, men uden at give en forklaring pa problemet. Indenfor
1800-tallets matematik, hvor strenghed-i analysen bliver en meget
vigtig veerdi, ma man formode, at de havde reageret pa et sadant
paradoks ved at sgge i grundlaget. Eksempelvis skelner allerede
Bolzano mellem divergente og konvergente rakker.

e Paradigmer, her som navnt brugt i betydningen “normdannende
menstereksempel”. Et eksempel fra Kuhn’s verden, fysikken. er
Newton’s Principia. Et oplagt eksempel fra matematikkens ver-
den er Euklids elementer eller — i forbindelse med dette projekt
— Cauchys bog "Course d’Analyse Algébrique”.

Alle elementerne i den faglige matrix er med til at fastleegge retnings-
linier for det videnskabelige arbejde indenfor et givet videnskabeligt
samfund. Det afgranses hvilke typer af “gader”, det er interessant at
fa svar pa (veerdier), at der hojst sandsynligt findes svar pa disse gader
(tro pa fzlles modeller), samt metoder hvormed man kan arbejde pa at
finde disse svar (paradigmet). Det videnskabelige arbejde bestar sa i at
lgse disse gader. Lykkes det ikke, vil det i ferste omgang blive tilskrevet
mangel pa talmodighed eller intelligens hos de pageldende forskere.
Mehrtens mener, at der ber tilfejes en faktor til Kuhns teori. Han
fremhaver den eksterne sociale baggrund, dvs. udefrakommende poli-
tiske og sociale pavirkninger. Konkret i forhold til vores to traditioner
mener han, at overgangens beliggenhed i perioden mellem Euler og Bol-
zano primart skyldes, at antallet af universiteter steg markant i denne
periode. Herved blev det muligt, ja endda nedvendigt i relation til
undervisning, at vende nzsen indad, og som universitetsmatematiker
ernzre sig ved grundlagsorienteret beskaftigelse med matematik med
stor vaegt pa strenghed i analysen. 3

Forskning, som hviler fast pa en given faglig matrix, kalder Kuhn nor-
malvidenskab. Om sammenhengen her skriver han:

Mennesker, hvis forskning hviler pa felles paradigmer [fag-
lig matrix], er forpligtet af de samme regler og normer for

31 Mehrtens., s. 314
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videnskabeligt arbejde. Denne forpligtelse, og den tilsyne-
ladende enighed den bevirker, er forudsatningen for nor-
malvidenskaben, dvs. for skabelsen og fortsattelsen af en
bestemt forskningstradition.3?

Normalvidenskaben fungerer altsa, fordi det falles grundlag ger det
muligt ikke at skulle “starte med Adam og Eva” hver gang et forsk-
ningsprojekt indledes. Ved at have givet svarene pa, hvad man matte
anse som vasentlige grundlagsproblemer, muligger den faglige matrix
en utrolig effektiv videre forskning (gédelasning). Kuhn anser derfor
heller ikke normalvidenskabens ofte manglende ontologiske, epistemo-
logiske og metodologiske overvejelser som varende en svaghed. Tveert-
~ imod. Han anbefaler de arbejdende videnskabsmaend at holde sig til
normalvidenskaben sa vidt, det overhovedet er muligt. Hvis man har
et velsmurt maskineri, der kan svare pa de spergsmal man kommer med.
hvorfor sa begynde at skille maskinen ad, med fare for ikke at kunne
samle den igen?

Det bemerkes her. at Eulers made at lese sit paladol\s pa er helt i

overensstemmelse med Ixuhns anbefalinger.

Nye teoriers fremkomst; krise og revolution

Hermed nermer vi os et punkt, der afgerende skiller Kuhn fra La-
katos; det ontologiske grundsyn. Falsifikationisterne laegger som tid-
ligere omtalt hovedvagten pa gendrivelsen af allerede eksisterende
pastande/beviser, idet denne proces forer videnskaben videre ad “den
uendelige vej mod den sande opfattelse af verdens indretning”. Dette
ma nedvendigvis forkastes af Kuhn. En vurdering af. hvilken opfat-
telse, der er den sande, krever et neutralt iagttagelsessprog. Det er
i sig selv en umulighed, idet ogsa dette sprog ma hvile pa en rekke
grundantagelser — en faglig matrix, hvorved neutraliteten forsvinder.3?

Kuhn fornzgter altsa, at man kan fa adgang til sand viden. Herved

mangler vi stadig at fa forklaret to vigtige spgrgsmal, for vi kan sige vi -

har en sammenhangende teori: Hvorledes opstar en faglig matrix? og
hvordan foregdr overgangen fra en faglig matrix til en anden?

32Kuhn {1], s49
331bid.. s. 209
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Her er paradigme (i betydningen “mgnstereksempel”) det -afggrende
begreb. Ifglge Knud Haakonssen®® mener Kuhn, at ogsa perioden fgr
en faglig matrix dannes ofte vil indeholde elementer af felles vaerdier,
sprog og opfattelsesmader mellem flere rivaliserende skoler af filosofisk
tilsnit. Altsa nogle af de vigtigste elementer i den faglige matrix. Men
de mangler et paradigme, som kan samle alle de rxva.llserende parter tll
‘et sammenhaengende videnskabeligt samfund.

Det samme ggr sig geldende ved overgangen mellem to faglige matricer
nar der opstar anomalier, dvs. nar et videnskabeligt samfund meder
problemer, det ikke kan lgse. Da vil anomalierne i fgrste omgang blot
blive lagt hen i bunken af “gader”, og altsa blive accepteret som et hid-
til ulest problem. Men situationen kan skifte karakter, hvis det samme
problem viser sig igen gang pa gang, hvis problemet angar centrale led
i den faglige matrix, der konstituerer det videnskabelige samfund, el-
ler evt. hvis problemet fremfores af szrligt prominente medlemmer af
det videnskabelige samfund. 1 sa fald kan man risikere, at en del af
medlemmerne af det videnskabelige samfund holder op med at tro pa
paradigmet som menstereksempel. Disse forskere vil sa fa folgeskab af
flere, efterhanden som paradigmets utilstraekkelighed tvdeliggares vder-
ligere, og efterhanden som det socialt, politisk og evt. religisst bliver
mere og mere legitimt at vaere tvivlende. Hermed er den faglige matrix
brudt sammen, og Kuhn snakker om, at det videnskabelige samfund
er i krise. Med andre ord; nar elementerne i den faglige matrix har en
darlig konstellation, er det videnskabelige samfund i krise.

Et sammenbrud er som regel en langstrakt proces. Det tager forst
fart, nar der viser sig et nyt og alternativt videnskabeligt resultat, som
formar at fa i det mindste nogle fa forskere til at tro pa det som et
paradigme. Herefter folger sa en periode med rivaliserende grupper af
tilhaengere af de to paradigmer. En sadan rivalisering kalder Kuhn en
videnskabelig revolution.

Rationalitet og relativisme

Revolutionsperioden afsluttes ved, at et af de nye paradigmer viser sig
i stand til at traekke videnskabsmandende bort fra rivaliserende skoler,
saledes at der dannes et nyt sammenhangende videnskabeligt samfund.

3bid., s. 16-17
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Mange af det gamle paradigmes reprasentanter lader sig dog aldrig
overbevise. Det er primert de zldre videnskabsmand, for hvem det
gamle paradigmes standarder er blevet en livsform. For dem bliver
det et spgrgsmal om, at “deres” paradigme d¢r méd dem. Men de
- yngre videnskabsmaend, der har en klarere bevidsthed om, at det gamle
paradigme er ved at bryde sammen - Hvad styrer deres overbevisning?
Her er Kuhn blevet mgdt med voldsom kritik. Mange af kritikerne
mener, at hans teori om den manglende tilgang til "sand” viden farer til
en pastand om, at al videnskabelig udvikling er irrationel, og at enhver
vurdering af eventuelle fremskridt er relativistisk. En sadan holdning
er i uoverensstemmelse med den akkumulation af viden, som historien
viser os er faktisk forekommende. Kuhn imedegar denne kritik i sit
efterskrift til "videnskabens revolutioner”, hvor han bl.a. skriver:

Lad os forestille os et udviklingstrae, der fremstiller ud-
viklingen af de moderne specialvidenskaber fra deres fal-
les oprindelse i f.eks. primitiv naturfilosofi og teknik. En
linje trukket op gennem dette tree uden nogen sving bagud
lige fra stammen til spidsen af en eller anden gren, ville
spore en rakkefplge af teorier, som var forbundet ved op-
rindelse. Hvis vi betragter to tilfaldige teorier af denne art.
som er valgt ved punkter. der ikke er for ner deres oprin-
delse, sa skulle det vare let at opstille en raekke kriterier.
somn ville sette en uafhangig iagttager i stand til at skelne
den tidligere fra den senere teori igen og igen. Blandt de
nyttigste ville veere: npjagtighed i forudsigelse, isaer med
kvantitative forudsigelser: forholdet mellem specialiserede
og dagligdags emner; antallet af forskellige problemer, der
er Ipst. Sadanne vardier som enkelthed, omfang og forene-
lighed med andre specialomrader ville vaere mindre nyttige
til dette formal, om erid de ogsa er vigtige bestemmelser ved
det videnskabelige liv. Disse lister er endnu ikke alt, hvad
der er pakraevet, men jeg er ikke i tvivl om, at de kan fyldes
ud. Hvis de kan det, sa er videnskabelig udvikling ligesom
den biologiske en ensrettet og irreversibel proces. Senere vi-
denskabelige teorier er bedre end tidligere til at lpse gader i
de ofte helt forskellige situationer, de anvendes pa. Dette er
ikke en relativists synspunkt, og det viser, i hvilken forstand
jeg med overbevisning tror pa videnskabeligt fremskridt.3®

331bid., s. 208-9
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Essensen af hans .imgdegaelse er fglgende: Kuhn holder (selviglgelig)
fast ved sit ontologiske grundsyn, og ved sin teori om, at en lang raekke
faktorer udenfor den egentlige videnskabelige verden pavirker udviklin-
gen. Men det betyder ikke, at-videnskaben ikke kan have noget rationelt
vurderingsgrundlag. Blot at det ikke er flest muligt modstaede falsifi-
katorer, der styrer rationaliteten.

4.4 Forskelle og ligheder pa et overord-
net plan

Efter nu at have gennemgaet de tre videnskabsteorier, vil det veere pa
sin plads at tage traden op fra indledningen, for at fa mulighed for at
diskutere af teorierne i forhold til hinanden. Dette skal ses i sammen-
heeng med, at vi i det felgende vil benytte teorierne, uden hensyntagen
til de videnskabsteoretiske diskussionsspergsmal, der ligger bag. Der-
for tages denne diskussion nu, sa den videnskabsteoretiske baggrund
for vores beskrivelse kommer til at fremsta klart, inden beskrivelsen
pabegyndes.

Som sagt har modsatningsforholdet, mellem pa den ene side Poppers
falsifikationisme-teori og pa den anden side Kuhns teori, givet anledning
til mange diskussioner. Af disse har bla. Lakatos ladet sig inspirere og
pa nogle punkter overbevise, hvilket vi allerede har gjort opmarksom
pa. Hvad der maske fremgar mindre tydeligt er, at Kuhn ogsa har
afpudset sit standpunkt. Og hvad med Koetsier; hvilke forskelle og lig-
heder i forhold til Kuhn efterlader hans teori? Det er disse tilpasninger,
og de diskussionspunkter de stadig efterlader, der er emnet for dette
afsnit.

I indledningen til dette kapitel blev det fremheevet, at Poppers og
Kuhns udgangspunkter pa mange mader er ens, men at falsifikatio-
nisterne pa trods heraf kom i vanskeligheder pa grund af Kuhns kritik.
Denne kritik skal kort ridses op igen, da den har betydning for den
tilpasning der finder sted.

Ifglge Kuhn viser videnskabshistorien, at falsifikation ikke er en ngdven-
dig forudseetning for videnskabelighed og videnskabelig udvikling. Han
mener derimod, at den falsifikationistiske metode er et logisk kriterie,
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der er knyttet til den enkelte videnskabsmands arbejde i de normalvi-
denskabelige perioder. Dette fordi et logisk kriterie kraever et "falles
sprog”, eller for at benytte Kuhns eget begreb, en falles faglig matrix,
der ikke er til stede i revolutionere perioder. Som felge af denne op-
fattelse mener Kuhn, at Popper begar en fejl, ved at’fremheeve denne
metode som det styrende element for videnskabelig udvikling i krise-
perioder. Popper overfgrer altsa ifslge Kuhn karakteristika ved nor-
malvidenskabelige perioder til de revolutionare perioder, for derefter
at glemme de normalvidenskabelige perioders betydning. '
Popper indrgmmer i forhold til denne kritik, at normalvidenskaben ek-
sisterer, men hans reaktion er idealistisk. Han mener ikke at man ber
tilstreebe normalvidenskab, da han forbinder denne med en fuldstaen-
dig ukritisk holdning til det videnskabelige arbejde. En holdning der
nedvendigvis er negativ udfra et falsifikationistisk synspunkt. Popper
beskriver Kuhns teori som en historisk realisme® og fremhaver, at for-
skellen mellem de to ligger i, at han ikke er relativist, men tror pa en
"absolut” eller’ obJel\txv sandhed®".
Popper reagerer altsa pa Kuhns teori, som var den en videnskabelig
metodelaere. Dette skal ses i sammenhang med, at Poppers ontologi-
ske holdning ger det muligt at stille nogle krav til, hvad videnskaben
ber, der ikke ngdvendigvis er i overensstemmelse med hvad videnska-
ben er. Kuhn mener i denne sammenhaeng, at man ikke skal skelne
mellem "bor” og "er”. og prever at integrere begge i sin teori. Kuhns
argumentation for denne skelnen er dog ikke helt holdbar, og Popper
har sdledes ramt Kuhn pa et omt punkt.®®
Ved at skelne mellem "er” og "ber”, kommer Popper sa at 51ge uden
om Kuhns kritik vedrerende falsxﬁkatxomsmens uoverensstemmelse med
virkeligheden. Popper @ndrer saledes heller ikke holdning som falge af
de mange diskussioner med udgangspunkt i modsatningen Popper —
Kuhn.
Dette er imidlertid tilfeeldet for Lakatos, hvis forste teori, er helt i
overensstemmelse med Poppers falsifikationisme. MP&R er saledes en
beskrivelse af matematikken hvori det fremhaeves, at fremskridt ud-
springer af falsifikation. Med MSRP tilneermer Lakatos sig Kuhn pa
en lang raekke afggrende punkter. Ved at indfere begrebet hard kerne
(side 91) som fellesnzevner for en rakke teorier i en tidsperiode, ta-
ger han dele af Kuhns faglige matrix til sig. Begge taler de nu om et
fzlles grundlag og metode, der er karakteristiske for en raekke teorier i

36Popper s.55
37Ibid s.56
38Haakonsen i indledningen til Kuhn (1] s.21
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en tidsperiode. I lighed med Kuhn fremhaver Lakatos, at denne harde
kerne beskyttes mod falsifikation. Hermed har Lakatos taget et skridt
vek fra den steerke falsifiktionisme, idet man ifslge MSRP ikke skal
afvise teorier fuldstaendigt, nar der eventuelt viser sig at vere proble-
mer. Den afggrende forskel mellem Lakatos og Kuhn kommmer bedst
til udtryk i deres beskrivelse af overgangen fra et forskningsprogram
eller paradigme til et andet. Lakatos mener at udvalgelsen sker gen-
nem en rationel proces, der sikrer at videnskaben er en stadig bedre
tilnzrmelse til den "absolutte sandhed”. P& dette punkt fastholder La-
katos altsa falsifikationismens ontologiske grundholdning. I den fgrste
udgivelse af ”Videnskabens revolutioner” afviser Kuhn fuldstaendigt, at
diskussionen mellem to paradigmer kan vare rationel. "Kampen” og
dens afgerelse kan umuligt vere et spgrgsmal om logik, da.

To paradigmer er nemlig ikke alene to forskellige teorier,
men to forskellige sprog, to forskellige mader at se verden
pa, og dermed to forskellige verdener. Der gives derfor ikke
nogen objektiv og falles malestok til at sammenligne dem
udfra; specielt findes ikke et iagttagelsessprog, som er neu-
tralt og uathaengigt af paradigmer. Dette betyder for Kuhn,
at diskussion mellem to paradigmer aldrig kan blive en ra-
tionel diskussion, og valget imellem dem for sa vidt ma veaere
et irrationelt spring.®®

Kuhn har som neevnt modtaget meget kritik i forbindelse med oven-
nzvnte punkt. Hvis valg af paradigmer er en irrationel proces, kan
Kuhn ikke argumentere for de fremskridt og den kumulation af viden,
som faktisk har fundet sted.

Dette kritikpunkt tager Kuhn hejde for i efterskriftet til den senere
udgivelse af hans bog, hvilket fremgar af gennemgangen side 109. Han
indrgmmer her, at der findes et grundlag for en rationel diskussion,
der ger det muligt at veelge en teori, der i hgjere grad er i stand til
at lgse gader. Han afviser i samme andedrag, at rationaliteten bestar
i en afvejning af fa eller mange falsifikatorer. Istedet naevner han ting
som stgrre ngjagtighed i forudsigelse, forholdet mellem specialiserede
og dagligdags emner, antallet af forskellige problemer, der er lgst, en-
kelhed osv..

Kuhn har altsa tilnzermet sig i den forstand, at videnskabelig udvik-
ling er en kumulativ proces i det omfang, at fremskridtet kan beskrives

391bid. s. 17
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udfra nogle vaerdier. Disse verdier er imidlertid ikke objektive, og der
er derfor ikke tale om en stadig tilnarmelse til en "absolut sandhed”,
men om en voksende evne til at lgse gader. Kuhn holder altsa, fast ved
sit ontologiske grundsynspunkt. Hermed kan rationalitet og fremskridt
udelukkende ses i forhold til veerdier, som vi selv har skabt.

Idet vi nu mangler at se pa forskelle og ligheder mellem Koetsier og
Kuhn, er det oplagt at sammenligne ovenstaende med hvad Koetsier
kalder vaegtning. Som navnt i gennemgangen side 98, beskriver Ko-

“etsier matematisk rationalitet som en diskussion i en retssag. De for-
skellige teorier og sztninger bedemmes i denne retsag ud fra vaegten.
Den matematiske rationalitet er ifolge Koetsier med til at skabe frem-
skridt, nar en forskningstradition skal veelges frem for en anden.

Denne tilsyneladende enighed mellem Koetsier og Kuhn om hvilke fak-
torer der sikrer, at man kan tale om fremskridt, er ikke tilsigtet. Kuhn

beskriver naturvidenskaberne med udgangspunkt i en ontologisk hold-

ning, der tager afstand fra at rationalitet og fremskridt kan forholdes

til en "objektiv virkelighed”. Derfor fremhever han faktorer der er su-

bjektivt veerdiladede. Koetsier kommer til samme resultat fordi han er

tvunget ud i at se bort fra "virkeligheden”, idet matematikken ikke har

nogen empiri. _

Koetsier og Kuhn kommer altsa til det samme resultat ud fra vidt for-
skellige udgangspunkter. Der er derfor heller ikke tale om en tilsigtet
tilneermelse fra Koetsiers side, og han er formentlig ikke selv klar over-
ligheden. At han ikke er opmeerksom pa, at hans beskrivelse minder
om Kuhns, kan bestyrkes i hans afvisning af Kuhns teori®. |

En vigtig pointe i forbindelse med ligheden mellem Koetsier og Kuhn
er, at den kun fremkommer, hvis Koetsier betragtes udfra sin rationa-
litetstese. Sammenholdes derimod hans falsifikationstese med Kuhns
fremstilling af fremskridt, er de uenige. Imidlertid er det netop i for-
bindelse med falsifikationstesen, at Koetsier kommer i problemer. Dette
idet han, som vi har set, ikke far defineret hvori den svage falsifikation
bestar, eller den matematiske empiri, om man vil. I denne forbindelse
kan man spegrge sig selv, hvorledes Koetsier kan adskille den rationalitet,
udfra hvilken den bedste teori velges, fra det svage falsifikationskrite-
rie, der jo netop anviser hvornar en given teori skal forkastes til fordel

40K oetsier 5.200-203
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for en anden. Eller med andre ord; hvis der foretages en rationel udval-
gelse mellem konkurrerende forskningsprogrammer, hvornar falsifiseres
der da? — er det ikke netop hvis en teori velges ud fra vagten at en
anden kastes bort (falsifiseres "svagt”)? Lgsningen pa Koetsiers proble-
mer kan saledes findes i hans egen teori. Hvis han havde undladt den
skarpe adskillelse af rationalitet og falsifikation og istedet havde sagt,
at den svage falsifikation er styret af veaegten af de forskellige teorier,
var han ikke endt i de grundlaggende ontologiske spgrgsmal, om hvilke
han skriver, at der ikke findes nogle tilfredsstillende svar.

Et andet punkt hvor Koetsier tilnzermer sig Kuhn, er hans opdeling
af det videnskabelige samfund i niveauer. Hos Koetsier er niveauerne
beskrevet direkte, som et mikroniveau og et makroniveauet, hvor der
steerke falsifikation kun forekommer pa mikroniveauet. Denne opde-
ling kan tages som udtryk for en tilnaermelse til Kuhn, hvis den ses i
sammenhang med et af Kuhns kritikpunkter i forbindelse med Popper.
Kuhn mener som navnt, at Popper overferer karakteristika ved hver-
dagsforskningen hos den enkelte videnskabsmand (steerk falsifikation
pa mikroniveauet) i den normalvidenskabelige periode, til videnskabe-
lige revolutioner, der angar hele den faglige matrix (makroniveauet).
Koetsiers niveauer, der er en videreforsel af Lakatos henvisning af fals-
ifikation til det beskyttende balde, tager hgjde for dele af denne kritik.
Tilbage bliver Kuhns distinktion mellem normalvidenskablige perioder
og krise/revolutionaere perioder. Her tilnaermer Lakatos og Koetsier
sig ikke. De fastholder et mere kontinuert udviklingsbillede, der i over-
ensstemmelse med Poppers beskrivelse af videnskaben, som en lang
diskussion.

Alt i alt kan det siges, at Koetsier og Kuhn trods tilnzermelser stadig
er uenige om de ontologiske spergsmal. Hvis holdningerne sattes pa
spidsen, er Kuhns holdning at videnskabelig viden og udvikling er og
bliver noget relativt i og med at den er knyttet til den faglige matrix,
og der kan derfor kun tales om fremskridt i betydningen lgsning af flere
gader. Koetsier fastholder, i modsaetning hertil, at der findes et krite-
rie, der kan pejle videnskaben hen mod en "absolut” sandhed.

Som sagt vil vi i1 det fplgende benytte Koetsiers og Kuhns teorier og
begreber uden at diskutere de underliggende filosofiske uenigheder, der
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kommer til udtryk i ovenstaende.
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Kapitel 5

Opsummering, diskussion og'
konklusion |

5.1 Opsummering

Kapitel 2 var et forseg pa at karakterisere den formalistiske tradition,
dels ud fra sekundere kilder og dels ved at tage udvalgte tekststykker
af Leonhard Euler som illustrative eksempler.

Det blev, ved hjzlp af sekundzere kilder, beskrevet. at Euler var spandt
ud af to karakteristiske trek ved den tids matematik: For det forste
idealet fra de gamle greekere om en deduktiv bevisferelse. For det andet
den pragmatiske holdning, der udsprang af den store succes matema-
tikken havde som redskabsfag for en lang reekke tekniske discipliner.
Udover gode og mange resultater gav fokuseringen pa anvendelse imid-
lertid ogsa problemer. Der blev arbejdet videre med nye omrader, for
de gamle var ordentlig grundfestet. Og de nedvendige begreber var
ofte ikke defineret, og i hvert tilfeelde aldrig enslydende hos alle mate-
matikere. Dette spandingsfelt forte til en lang raekke ad hoc-lesninger
og efterfglgende induktive “Erasmus Montanus-argumenter”. Selv om
man uden tvivl var klar over, at der var grundleeggende problemer, var
disse et mindre onde set i lyset af de mange nye resultater.

Dette pragmatiske syn pa matematikken kom ligeledes til udtryk i de
udvagte dele af Eulers "Introduktio”. Blandt andet fremhavede vi det
sted, hvor Euler "lgser paradokset” gennem fortsat resultatorienterede
manipulationer. Desuden er det overordnede indtryk af teksten ogsa,
at den er resultatorienteret. Dog skal det tilfajes, at Euler for sa vidt
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streber efter strenghed og pracision. Her teenkes f.eks pa hans defi-
nition af en funktion, en variabel sterrelse osv.. Eulers "Introduktio”
afspejlede altsd i hgj grad tidens "spzndingsfelt”. '
Alt i alt konkluderede vi, at den formalistiske tradition i hgj grad var
karakteriseret af manglende strenghed i metoden og af et pragmatisk
syn pa matematikken.

Kapitel 3 omhandlede den fgrste del af 1800-tallet. Her beskrev vi
ved hjzlp af sekundeere kilder, hvordan den matematiske metode radi-
kalt havde &ndret sig. En voksende utilfredshed med de problemer, der
var opstdet som fglge af det utilstraekkelige grundlag, medfgrte at en
stor del af arbejdet koncentreredes om, at skabe mulighed for en stren-
gere tilgang til analysen. Dette arbejde bestod primeert i at indfere en
reekke nye begreber og definitioner, og stramme op om dem, der allerede
var kendt, men formuleret pa for lost et grundlag. Cauchys definitio-
ner af h.h.v. funktions- og greensevaerdibegrebet blev trukket frem som
klassiske eksempler pa periodens nve definitioner. Klassiske skal forstas
i den betydning, at eftertiden betragter Cauchy "Cours d’analyse Al-
gebrique” som menstereksemplet for det kommende arbejde indenfor
matematikken. Dette i overensstemmelse med samtidens reaktion pa
Cauchys arbejde.

I den efterfolgende gennemgang af et eksempel pa periodens metode,
tog vi imidlertid fat i en artikel af Bernard Bolzano. der tidsmaessigt er
placeret for Cauchy. Denne artikel viste sig at stemme fint overens med
den generelle beskrivelse af den nye tradition. For det ferste fremgar
det tydeligt i Bolzanos kritik af tidligere beviser, at han lagde vagt
pa en opstramning af den matematiske metode. For det andet lykkes
det ham gennem det meste af beviset, at formulere sine definitioner og
seetninger klart i matematiske termer. For det tredje er hans metode
strengt deduktiv. Herudfra konkluderede vi, at Bolzano tilhgrer den
konceptuelle tradition, og hermed at han var prematur i forhold til tra-
ditionen, der forst anses for at starte efter ham.

Alt i alt kunne vi give fglgende svar pa spgrgsmalet om, hvad der ka-
rakteriserede den konceptuelle tradition: Traditionen er karakteriseret
ved en rakke nye begreber, mere praecise definitioner pa de gamle, og
ved en mere stringent metode. Pa spgrgsmalet om hvad der frempro-
vokerede denne udvikling, svarede vi, at det gjorde den stigende kritik
af problemerne og det heraf fglgende krav om strenghed.

Tilbage stod s& det abne spgrgsmal om, hvad det var der gjorde, at
problemerne nu vejede tungere end kravet om resultater. Dette, samt
spergsmalet om hvorfor Bolzano var pr@matur i forhold til den koncept-
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uelle tradition, ledte os naturligt over i kapitlet om videnskabsteoretiske
forklaringsmodeller for videnskabens udvikling.

I kapitel 4 konstaterede vi, at der var mange ligheder mellem Ko-
etsiers og Kuhns teorier for videnskabelig udvikling. Mange af deres
begreber i forbindelse med en stationaer beskrivelse af videnskaben daek-
ker over de samme ting. Det blev desuden pointeret, at disse ligheder
er fremkommet ved en gradvis indsnavring af gabet mellem Poppers
falsifikationisme og Kuhns tidlige socio-psykologiske teori.

I spgrgsmalet om videnskabelige fremskridt endte Koetsier og Kuhn
med bade at vere enige og uenige. Hvis Koetsier betragtes ud fra sin
rationalitetstese, er de enige et langt stykke af vejen. Dette i1 forbin-
delse med beskrivelsen af de faktorer, en rationel udvelgelse sker pa
baggrund af. Kuhn fastholder imidlertid distinktionen mellem normal-
videnskabelige og revolutionare perioder, og knytter fremdrift til den
normalvidenskabelige periode. Koetsier knvtter derimod fremdriften

til de progressive forskningsprogrammer og fastholder sin falsifikations- -

tese. -

Alt'i alt efterlod diskussionen nogle forskelle pa det ontologiske plan.
Kuhn fastholder at videnskabelig viden og udvikling er relativ, i og med
at den er knyttet til den faglige matrix og at der kun kan tales om frem-
skridt i betydningen lesning af flere gader. Som modsetning hertil tror
Koetsier, at der findes et kriterie, der kan pejle videnskaben hen mod
en "absolut” sandhed. Han fastholder derfor ogsi, at matematikken
er quasi-empirisk, selv om det ikke lykkes ham at preecisere, hvori det
empiriske bestar.

5.2 Diskussion

De generelle beskrivelser af henholdsvis den formalistiske og den kon-
ceptuelle tradition, viste sig alt i alt at stemme fint overens med de
udvalgte eksempler. Tilbage star nu at benytte det videnskabsteoreti-
ske begrebsapparat til en forfinelse af karakteristikken af de to perioder.
Herved vil begrebsapparatet blive sat i gang saledes at en diskussion
af overgangen kan tages. De diskussionsspergsmal, der har relevans i
forhold til det billede, vi allerede har tegnet, er dels en forklaring pa
hvad der gjorde, at problemerne begyndte at veje hojere end resulta-
terne og dels hvorfor Bolzano var praematur i forhold til den tradition
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_han tilhgrer.

5.2.1 Karakteristik af den formalistiske og den
conceptuelle forskningstradition

I det fglgende vil vi benytte og diskutere de begreber, der har relevans i
~ forbindelse med en forfinelse af karakteristikken af de to forskningstra-
ditioner.

Forskningstradition og videnskabeligt samfund

Disse begreber er overlappende i den forstand, at bade forskningstradi-
tioner og videnskabelige samfund beskrives som overordnede bevagelige
storrelser, der er pavirket af savel indre som ydre faktorer. Herudover
dakker begge begreber over en falles overbevisning hos alle de viden-
skabsmand, der er medlemmer af det/den.

Denne fzlles overbevisning beskrives i de to teorier som henholdsvis
den harde kerne og den faglige matrix.

Héird kerne + beskyttende balte/faglig matrix

At begreberne héard kerne og faglig matrix har mange lighedspunkter.
er allerede antydet med de {zlles eksempler, der blev naevnt under
gennemgangen 1 forrige kapitel. Hvor Lakatos/Koetsier neevner fun-
damentale forudsztninger og metodologi som elementer af den harde
kerne, na@vner Kuhn symbolske generellisationer, tro pa bestemte mo-
deller, veerdier og paradigme som kardinalpunkter i den faglige matrix.
Begreberne er dog stadig forskellige, idet Kuhns faglige matrix implicit
indeholder hans relativistiske syn pa videnskaben, idet han taler om
"tro” pa modeller og "verdier”.

Den generelle beskrivelse af den harde kerne/faglige matrix er helt i
overensstemmelse med vores tidligere konklusioner vedrgrende h.h.v.
Euler og Bolzanos arbejde. Blot kan begreberne give en forfinet formu-
lering:
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Bade Koetsier (Lakatos) og Kuhn har ideen om, at videnskabsmeend
oftest vil beskytte deres harde kerne/faglige matrix. Dette faenomen
er hos Lakatos knyttet til "det beskyttende balte ”. Eulers lgsning pa
sit “paradoks” er tidligere trukket frem som illustration af, at denne
karakteristik 1 hgj grad gzlder ham. For at eksemplificere at vi ogsa
mener det gelder Bolzano, ma vi tage udgangspunkt i teorien om, at
han havde en intuitiv korrekt forstaelse af de reelle tal. I sa tilfeelde er
han klar over, at der mangler noget, for at beviset kan siges at vere
helt igennem strengt. Den manglende omtale af det problem, han har,
kan ses som beskyttelse af hans fordring om klarhed i bevisfgrelsen.

Symbolske generalisationer og begrebsapparat’

Nar Kuhn taler om symbolske generalisationer og Koetsier om akso-
matisk grundlag eller begrebsapparat kan det opfattes som det samme
karakteristika. Forskellen ligger i, at Koetsier udelukkende betragter
matematik. I denne forbindelse kan det.navnes, at Mehrtens, 1 sin
tilpasning af Kuhns teori til matematik, netop beskriver begreber som
afleser for symbolske generalisationer, .

At Euler og Bolzano havde hver deres begrebsapparat, er uden for di-
skussion. Opfattelsen af, hvad en funktion er og mere specifikt kontinu-
itetsbegrebet zndrede sig. Herudover hav de den konceptuelle tradition
begreber, som den formalistiske ikke havde — gransevardibegrebet er
her et vigtigt eksempel.

Tro pa bestemte modeller

Under gennemgangen fremgik det, at Kuhn her bruger modelbegrebet
meget bredt. Som et eksempel pa en meget generel model nzvnte vi
Bolzanos tro pa den deduktive opbygning af matematikken, og som
et eksempel pa en mere handfast heuristisk model, har vi netop igen
omtalt Eulers uforbeholdne manipulering med uendelige raekker. Som
parallel hertil kan neevnes Bolzanos tro pa at det er nedvendigt, at be-
graense sig til de konvergente raekker.

Tro pa bestemte modeller er altsa ogsa i vores tilfzelde et karakteristika
ved de to forskningstraditioner. (koetsiers metodologi kan ses som en
variant af eller indeholdt i dette begreb).
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Ud fra disse elementer i den faglige matrix / harde kerne kan vi be-
krafte, at der er tale om to forskellige forskningstraditioner De har
forskelligt begrebsapparat, forskellige metoder, og tror pa forskellige
modeller.

Hertil kunne tilfgjes Mehrtens pointering af forskellen i de eksterne for-
hold. Iforhold til vores eksempler og den gvrige belysning af vores case,
har vi‘ikke grundlag for at bedgmme denne faktors indvirken. Vi-kan
blot konstatere, at det umiddelbart lyder fornuftigt, og at det et punkt
der kunne vere interessant at undersgge narmere.

Fremdrift — Normalvidenskab, rationalitet og falsifikation pa
microniveauet

Kuhns begreb normalvidenskab er et generelt udtryk for, at videnskabs-
mend, der tilhgrer et videnskabeligt samfund, er koncentreret om at
lese “gader”. Det gelder ogsa i matematik, omend “gaderne” her er
af en lidt anden karakter, end gaderne i empiriske videnskaber som
fysik, kemi m.v. I relation til dette er forskningsprojekter blot en be-
skrivelse af arbejdet med sadanne gader under pavirkning af den givne
forskningstradition / det givne videnskabelige samfund.

Kuhns omtale af normalvidenskaben som det mest progressive stade
i udviklingsprocessen, forklarer fint 1700-tallets mange nye resultater.
Det er tydeligt, at den brede enighed om nytten af at manipulere med
uendelige rekker, og accepten af adhoc-lgsninger som videnskabeligt
holdbare, var en forudsatning for Eulers tro pa sine resultater, og hans
umiddelbare fremstilling af dem. Uden disse faktorer, havde “paradok-
set” med stor sandsynlighed afstedkommet en forkastelse af teorien. 1
forhold til dette, ma det afvises at der er tale om staerk falsxﬁkatlon
som vejen til fremskridt pa mikroniveauet.

Det er allerede tidligere konkluderet, at generalitet og anvendelighed
var afggrende fordringer i den formalistiske tradition, og strenghed i
bevisfgrelsen var det i den konceptuelle.

At dette er ofte forekommende vaerdier, pointerer Koetsier ved at nzvne
dem blandt sine mal for vaegten af setninger og beviser. Pa dette
punkt, der angar hvad Kuhn generelt ville kalde udvelgelsen af interes-
sante gader, opnar Koetsier en vaesentlig fordel ved at koncentrere sig
om udvelgelseskriterierne pa ét fagomrade. Pointeringen af, at tidligere
mislykkede forsgg eger veegten af et bevis nar det endelig accepteres som
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vellykket!, er siledes uhyre relevant i vores tilfelde. Nar Bolzano i sin
indledning navner tidligere mislykkede beviser af "Bolzanos setning”
som en vaesentlig grund til sit eget emnevalg, og vi ved, at Euler ogsa
forgaeves har forsggt sig, kan det saledes ikke skyldes manglende inter-
esse for selve beviset, at artiklen ikke fik mere opmaerksomhed.
Bolzanos bevis skulle saledes ifslge Koetsier vaegte til fordel for den
koncepuelle tradition i en rationel udvzalgelsesprocess.

5.2.2 Skiftet fra den formalistiske til den kon-
ceptuelle tradition

Overgangen

Beskrivelserne i kapitel 2 og 3 forte til den konklussion, at problemerne
i den formalistiske tradition virker som en afgerende faktor ved over-
gangen fra den formalistiske til den konceptuelle tradition.

Af diskussionen i afsnit 4.4 fremgar det, at Koetsier fastholder falsifica-
tion i en svag form som baggrunden for forkastelse af teorier. Dette pa
trods af sin rationalitetstese. Herved kommer han i problemer. Falsifi-
kationstesen afkreever ham en redegerelse for den matematiske empiri,
der falsificeres i forhold til, hvilket han indremmer ikke at kunne give.

Dette problem slipper Kuhn uden om med sit anomali-begreb. Den.

“virkelighed”, der her skaber problemer, er indeholdt i den faglige ma-
trix. Sa leenge de lgste gader langt overstiger anomalierne, vil det be-
skyttende balte kunne opsluge dem, som tilfeeldet var, da Euler udgav
“Introductio” i1 1748. Overgangen til den konceptuelle tradition sker,
fordi anomalierne nar op pa et uacceptabelt hgjt antal. og begvnder at
vedrgre grundlaeggende ting 1 den faglige matrix. Efter vores mening

har Kuhns teori her et vasentligt fortrin, 1 og med den i modsaetning -

til Koetsiers rummer en mulig forklaring pa overgangen.

Eulers ad-hoc lesning viser os, at anomali-begrebet faktisk eksisterer i
den forstand, at Euler ikke lpser det grundlaeggende problem bag ”pa-
radokset”, men sa at sige efterlader det som et tankevaekkende faktum.
Herudover kan der ikke vere nogen tvivl om, at anomalien fare til
vanskeligheder i1 den faglige matrix. Her tznkes specielt pa den tro,
at uendelige summer altid giver mening, hvilket igen falder tilbage pa
funktionshegrebet. Det er saledes nemt at forestille sig processen nar

1Koetsier, s. 170
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forst den er i gang. Mere vanskeligt er det imidlertid stadig at be-
dgmme, hvor mange anomalier der skal til, eller hvor grundlaggende
de ting, anfaegter skal veere.

Som et eksempel pa en reaktion pa problemerne har vi Bolzano. Han
kritiserer tidligere bevismetoder, eller med andre ord; han angriber vig-
tige dele af tidligere faglige matricer. Denne boren i grundlaget kan ses
som et gnske om at komme anomalier til livs.

Vores materiale er desveerre for snavert til at vi kan argumentere for,
hvorvidt der er tale om en revolution 1 Kuhnsk forstand, eller en uen-
delig "diskussion” i overensstemmelse med Koetsiers falsifikations- og
rationalitetstese.

I en diskution af, hvorfor Bolzano var prematur, kommer begreber og
paradigmer som elementer i den faglige matrix os til stor hjelp:

Paradigmer

I karakteristikken af paradigme-begrebets snaevre betydning af
menster-eksempel, fremhaever Kuhn dets serstatus i1 forhold til de
gvrige elementer i matricen. Hovedparten af de ovrige elementer vil
ifslge Kuhn ogsa vere til stede, for et videnskabeligt samfund/en
forskningstradition konstitueres. Dette sker forst med fremkomsten
af et forskningsvaerk, der far rollen af menstereksempel. Denne be-
skrivelse er helt i overensstemmelse med situationen omkring Bolzano.
Han havde bade verdier og faste arbejdsmodeller, der svarede til de
senere udnavnte karakteristika ved den konceptuelle tradition. Men
forst med fremkomsten af Cauchys bog “Course d’Analyse Algebrique”
i 1821, fik man et veerk, der kunne samle traditionen.

Bolzano var altsa przematur, fordi han havde de “rigtige” ideer, men
ikke skabte veerk, der fik status af paradigme!

Begreber

Til et fyldestggrende svar hdrer nu at forklare, hvorfor “Course
d’Analyse Algébrique”, og ikke noget Bolzano skrev, blev det nye pa-
radigme. Her vil vi fremdrage forhold:

For det ferste, fremstillingen af de nye tanker og ideer. I forhold til Bol-
zano og Cauchy, er det ikke sa meget den forstaelse, der ligger bag det
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enkelte begreb, der er det afggrende. De havde begge to en glimrende
og enslydende forstaelse for graenseverdier og funktioner, og de kun
fire ar, der var mellem udgivelsen af “Rein Analytischer Beweis™ (1817)
og “Course d’Analyse Algebrique” (1821), usandsynligger tidsfaktoren
som det afggrende. Det afggrende er den klare og preecise fremstilling
Cauchy giver af f.eks grensevardibegrebet. Hermed gjorde han det
nemt for sine samtidige at optage hans anskuelse af tingene. En sadan
"letlaeselighed” kan man darligt tillegge Bolzano. For hans vedkom-
mende skulle man, selv med vores moderne bagklogskab til radighed, af
og til nzrlase hans fremstilling s det graenser til overfortolkning, for
at vride den samme information ud af ham. I den forbindelse kan man
forestille sig, at hans samtidige ma have haft meget store problemer
med at forsta hans ideer.
For det andet var omfanget og “pr-arbejdet” bag de to udgivelser vidt
forskellig. Cauchys fremstilling var en samlet beskrivelse af hele ana-
lysen i en stor bog, mens Bolzano kun behandlede dele af analysen,
der blev offentliggjort i mindre artikler. Opmarksomheden om hver
enkelt af Bolzanos udgivelser, har derfor haft svart ved at male sig
" med Cauchys. Dette nok i forste omgang pa grund af forskellen i om-
fang. Bolzano fik saledes ret i sine bange anelser. nar han i slutningen
af indledningen til “Rein Analytischer Beweis™ skriver om sine sma
publikationer: A

Hvis jeg skulle fortsztte pa denne vis, hvilket for mig vir-
ker som det bedste, er den eneste tjeneste, jeg ma bede
offentligheden om, at denne ene artikel ikke bliver overset
pa grund af dens ringe omfang, men snarere underspgt med
al mulig strenghed, og at resultatet af denne underspgelse
gores offentlig kendt. Pa denne made kan eventuelle uklar-
heder forklares tydeligt, og hvad der er helt forkert vil blive
trukket tilbage. Jo for sandhed og korrekthed opnar generel
accept, jo bedre. ?

Havde vi varet en del af Bolzanos offentlighed, skulle vi gerne bruge
endog serdeles god tid pa at diskutere talforstaelse med ham, for blot
at fa styret lidt af vores nysgerrighed!

2Bolzano, s. 168
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5.3 - Konklusion

Spergsmal 1: Hvad karakteriserede den formalistiske tradition?

Den generelle beskrivelse og den konkrete gennemgang af dele af Eulers
“Introductio” bekraftiger hinanden i, at traditionen kan karakteriseres
ved en kollosal produktion af nye teorier, resultater og konkret anven-
delige matematiske redskaber, samt et manglende fundament for den
bagvedliggende analyse:

Vasentlige begreber som funktion og kontinuitet var mangelfuldt de-
finerede, og definitionerne var ofte baseret pa geometrisk intuitive
forstaelser. Granseveerdibegrebet var slet ikke defineret.

Metoden bestod i hej grad i algebraisk manipulation med uendelige
rekker. Man troede pa, at alle funktioner kunne raekkeudvikles i po-
tensrzkker, og man overvejede ikke konvergens-intervaller. Herudover
regnede man ubegranset med infinitisemalerne som om de var endelige
sterrelser. Pa trods af, at man tilstrabte strenghed var metoden ofte in-
duktiv eller bundede i geometriske argumentationer. Man accepterede
sandsynliggjorte teorier hvor egentlige beviser ikke kunne gennemfores.
Traditionens veaerdier 1a i en tro pa algebraens generalitet. Hertil kom-
mer, at anvendeligheden af teorierne, og de konkrete resultater almin-
deligvis blev vagtet hojere end stringente beviser.

Ovenstaende bekrafter vores forste tese om, at den formalistiske tradi-
tion bar preeg af manglende strenghed i metoden og af et pragmatisk syn
pa matematikken. Samtidig har det videnskabsteoretiske begrebsappa-
rat muliggjort en mere systematisk fremstilling af den indledende, lidt
lese forestilling.

Spergsmal 2: Hvad karakteriserede den konceptuelle tradition?

Den konceptuelle tradition er karakteriseret ved ensket om at skabe
strenghed i analysen. Dette onske gav sig udslag i mange nye og mere
praecist definerede begreber, der muliggjorde indfrielsen af dette gnske.
Begreberne funktion og kontinuitet fik strenge, generelle definitioner,
og grensevardibegrebet blev eksplicit defineret.

Traditionens metode var strengt aksiomatisk deduktiv. Hvor man for
regnede ukritisk med uendelige raekker, indskreenkede man nu brugen
til de konvergente, og man brugte graenseveaerdisovervejelser frem for at
regne med infinitisemaler.

Veardierne var praget af gnsket om strenghed i ana]ysen Stringente
beviser blev sat i hejsaedet, og arbejdet med at skabe konsistens i ana-
lysen havde hegj prioritet.
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Den sekundere tekst og Bolzanos “Rein analytischer Beveis” under-
statter hinanden pa ovenstaende punkter, hvilket bekrzfter vores an-
den tese om, at den konceptuelle tradition var karakteriseret ved nye
begreber, og ved en mere streng metode. Igen har videnskabsteorien
systematiseret denne inledende tro.

Spergsmal 3: Hvorfor var Bolzano praematur i forhold til den kon-
ceptuelle tradition? '

At Bolzano tilhgrer den konceptuelle tradition, konkluderer vi pa bag-
grund af artiklens udtrykte gnske om, at skabe en strengere metode,
samt ud fra artiklens pracise definitioner af tidligere vagt formulerede
begreber. I forhold til traditionens begyndelse med Cauchy i 1821, er
Bolzano derfor preematur med artiklens udgivelse i 1817. Hvorfor Bol-
zano var prematur, eller hvorfor traditionen ferst skiftede med Cauchy,
kravede en naermere videnskabsteoretisk analyse. Her kan Kuhns para-
digmebegreb give en forklaring. Traditionen skiftede ikke med Bolzano.
fordi hans produktion ikke blev betragtet som det menstereksempel,
. der skal til for at samle en ny tradition. Dette gjorde derimod Cauchys
verk “Course d’Analyse Algebrique”. '

Som arsag til, at Cauchys og ikke Bolzanos produktion blev betragtet
som et paradigme, navner vi to forhold:

— Pa trods af den ensartede forstaelse, fremstar begreberne direkte
. formuleret, systematisk og let tilgeengelige i Cauchys fremstilling, hvor-
imod flere af Bolzanos begreber kun fremstar implicit.

— “Course d'Analyse Algebrique” er en samlet generel fremstilling af
forstaelsen af analysen, hverimod “Rein analytischer Beweis” var en ud
af flere korte artikler, som tilsammen kun dazkkede dele af analysen.
Cauchys udgivelse kreevede derfor storre opmarksomhed af det mate-
matiske samfund end Bolzanos.

Spergsmal 4: Kan Koetsier og/eller Kuhns videnskabsteori

(a) bidrage til besvarelsen af sporgsmal 1 - 37

(b) give brugbare forklaringsmodeller for traditionsskiftet?

ad a ‘

I besvarelsen af spergsmal 1 og 2 kan videnskabsteorien ikke bidrage di-
rekte til den konkrete karakteristik af de to traditioner. Derimod giver
den et begrebsapparat til generel beskrivelse af traditioner. og dermed
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hjalp til en systematiseret karakteristik. En udbygning af vores ka-
rateristik af den formalistiske tradition, kunne vere at lede efter det
paradigme, der startede traditionen, hvilket imidlertid ville krave et
tidligere udgangspunkt end vores. ' '
Den formalistiske og den konceptuelle traditions begreber, metoder og
veerdier var vesentligt forskellige. Da dette er grundelementer i teo-
riernes falles beskrivelse af en tradition, kan vi derfor bekrzfte vores
antagelse om, at vi har beskzftiget os med to forskellige traditioner.
Af svaret pa spgrgsmal 3 fremgar det, at videnskabsteorierne her var
det afggrende element.

ad b

Bade Koetsier og Kuhn giver forklaringsmodeller for udviklingen mel-
lem to traditioner. Som en konsekvens af vores stationzre evolution-
sperspektiv, er vores materiale dog ikke bredt nok til at vi kan give en
vurdering af, hvorvidt den fortlebende udvikling sker ifplge en af disse
teorier. Eksemplet Bolzano bekrafter dog Kuhns pastand om, at selve
gennembruddet for den nye tradition sker som felge af et paradigmes
fremkomst.
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122/86 "N THE MECHANISM OF GLASS IONIC OONDUCTIVITY".

123/86

Af: Jeppe C. Dyre.

"GYMWASIEFYSIKKEN OG DEN STORE VERTEN".

~ Fysiklererforeningen, IMFUFA, RIC.

124/86

"OPGAVESAMLING I MATEMATIK".

~ Samtlige opgaver stillet i tiden 1974-jan. 1986.

125/86

126/86

127/86

-

128/86

- Cox's regressionsmodel anvendt pd

"OVBY stanet - en effektiv fotametrisk spektral-
Xlassifikation af B-,A~ og F-stjerner".
Projektrapport af: Birger Lundgren.

"OM UDVIKLINGEN AF DEMN SPECIELLE RELATIVITETSTEORI".
Projektrapoort af: Lise Odgaard & Linda Szkotak Jensen
Vejledere: Yarin ‘Beyer & Stig Andur Pedersen.

"GALOIS' BIDRAG.TIL UDVIILINGEN AF DFN ABSTRAXTE
ALGERRA" .

Projektrapport af: Pernille Sand, leine Larsen &
Lars Frandsen. .

Vejleder: Mogens Niss.

"SMAKRYB" -~ am ikke-standard analyse.
Projektrapport af: Niels Jergensen & Mikael Klintorp.
Vejleder: Jeppe Dyre.

129/86 "PFRYSICS IN SOCIETY"
Projektrapport af: Mikael Wennerberg Johansen, Poul Kat-

130/86

131/86

132/86

133/86

134,87

135/87

136/87

137/87

Lecture Notes 1983 (198¢€)
Af: Bent Sgrensen

"Studies in wind Power"
Af: Bent Serensen

"FYSIK OG SXAMFUND" - Et integreret fysik/historie-
projekt om naturanskuelsens historiske udvikling
og dens samfundsmassige betingethed.
Projektrapport af: Jakob Heckscher,
Andy Wiered.

Vejledere: Jens Hoyrup,
Jens Hejgaard Jensen.

Seren Brend,

Jorgen Vogelius,

"FYSIK OG DANNELSE"
Projektrapport af: Seren Brond, Andy Wierccc.
Vejledere: Karin Beyer, Jergen Vogelius.

"CHERNOBYL ACCIDENT: ASSESSING TRE DATA.
ENERGY SERIES NO. 15.
AF: Bent Sorensen,.

" A - - - - — - — -

"THE D.C. AND THE A.C. ELECTRICAL TRANSPORT IN AsSeTe SYSTEY
Authors: M.B.El-Den, N.B.Olsen, Ib Hest Pederser,
Petr Viscor

"INTUITIONISTISK MATEMATIKS METODER OG ERKENDELSES-
TBORET1SKE FORUDSETNINGER"

MASTEMATIKSPECIALE: Claus Larsen
Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen

"Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristendommens
forste og andet mede med grask filosofi”

Projektrapport af Frank Colding Ludvigsen

Vejledere: Historie: Ib Thiersen
Fysik: Jens Hejgaard Jensen

"HOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING 1 UORDNEDVE
FASTE STOFFER" - Resume af licentiatafhandling

Af:
Vejledere:

Jeppe Dyre

Niels Boye Olsen og
Peder Voetmann Christiansen.
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.138/87 "JOSEPHSON EFFECT AND CIRCLE MAP.*

Paper presented at The ‘International
Workshop ‘on Teaching Nonlinear Phenomena
.at Universities and Schools, "Chaos in

Education". Balaton, Hungary, 26 April-2 May 1987.

By: Peder Voetmann Christiansen

13987 "Machbarkeit nichtbeherrschbarer Technik
durch Fortschritte in der Erkennbarkeit
der Natur"”

Af: Bernhelm Booss-Bavnbek
Martin Bohle-Carbonell

140/87 "ON THE TOPCQLOGY OF SPACES OF HOLOMORPHIC MAPS"

By: Jens Gravesen

141/87 "RADIOMETERS UDVIKLING AF BLODGASAPPARATUR ~
ET TEXNOLOGIHISTORISK PROJEKT"
" * "Projektrapport af Finn C. Physant
vejleder: 1b Thiersen

142/87 "The Calderdn Projektor for Operators With
Splitting Elliptic Symbols"

by: Bernhelm Booss~Bavnbek og
Krzysztof P. Wojciechowski

143/87 "Kursusmateriale til Matematik pd NAT-BAS"

af: Mogens Brun Heefelt

144/87 "Context and Non-Locality - A Peircean Approach

Paper presented at the Symposium on the :
Foundations of Modern Physics The Copenhagen
Interpretation 60 Years after the Camo Lecture.
Joensuu, Finland, 6 - 8 august 1987.

By: Peder Voetmann Christiansen

145/87 "AIMS AND SCOPE OF APPLICATIONS AND
MODELLING IN MATHEMATICS CURRICULA"

Manuscript of a plenary lecture delivered at
ICMTA 3, Kassel, FRG 8.-11.9.1987

By: Mogens Niss

. 146/87 "BESTEMMELSE AF BULKRESISTIVITETEN I SILICIUM"
- en ny frekvensbaseret milemetode.
Fysikspeciale af Jan Vedde
Vejledere: Niels Boye Olsen & Petr Visdor

147/87 "Rapport om BIS pd NAT-BAS"
redigeret af: Mogens Brun Heefelt

148/87 "Naturvidenskabsundervisning med
Samfundsperspektiv'

af: Peter Colding-Jergensen DLH
Albert Chr. Paulsen
149/87 "In-Situ Measurements of the density of amorphous
germanium prepared in ultra high vacuum"
by: Petr ViScor
150/87 "Structure and the Existence.of the first sharp

diffraction peak in amorphous germanium
prepared in UHV and measured in-situ"

by: Petr Vi%&or

151/87 "DYNAMISK PROGRAMMERING"

Matematikprojekt af:
Birgit Andresen, Keld Nielsen og Jimmy Staal

Vejleder: Mogens Niss

152/87

“PSEUDO-DIFFERENTIAL PROJECTIONS AND THE TOPOLOGY
OF CERTAIN SPACES OF ELLIPTIC BOUNDARY VALUE
PROBLEMS"

by: Bernhelm Booss-Bavnbek
Krzysztof P. Wojciechowski

153/88

154/88

"HALVLEDERTEKNOLOGIENS UDVIKLING MELLEM MILITARE
OG CIVILE KREFTER"

Et eksempel pd humanistisk teknologihistorie
Historiespeciale

Af: Hans Hedal
Vejleder: Ib Thiersen

"MASTER EQUATION APPROACH TO VISCOUS LIQUIDS AND
THE GLASS TRANSITION"

. By: Jeppe Dyre

155/88

156/88

157/88

158/88

1%9/88

160/8¢8

161/88

162/88

163/88

164/88

165/88

"A NOTE ON THE ACTION bF THE POISSON SOLUTION
OPERATOR TO THE DIRICHLET PROBLEM FOR A FORMALLY
SELFADJOINT DIFFERENTIAL OPERATOR"

by: Michael Pedersen

“THE RANDOM FREE ENERGY BARRIER MODEL FOR AC
CONDUCTION IN DISORDERED SOLIDS“

by: Jeppe C. Dyre

" STABILIZATION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY FINITE DIMENSIONAL BOUNDARY FEEDBACK CONTROL:
A pseudo-differential. approach."”

by: Michael Pedersen

i

"UNIFIED FORMALISM FOR EXCESS CURRENT NCISE IN
RANDOM WALK MODELS" :

by: Jeppe Dyre

“STUDIES IN SOLAR ENERGY"

by: Bent Serensen

"LOOP GROUPS AND INSTANTONS IN DIMENSION TwQ"

by: Jens Gravesen

"PSEUDC-DIFFERENTIAL PERTURBATIONS AND STABILIZATION
OF DISTRIBUTED PARAMETER SYSTEMS: '

Dirichlet feedback control problems"

by: Michael Pedersen

“PIGER & FYSIK - 0OG MEGET MERE"
AF: Karin Beyer, Sussanne Blegaa, Birthe Olsen,
Jette Reich , Mette Vedelsby

“EN MATEMATISK MODEL TIL BESTEMMELSE AF
PERMEABILITETEN FOR BLOD-NETHINDE-BARRIEREN"

Af: Finn Langberg, Michael Jarden, Lars Frellesen

Vejleder: Jesper lLarsen

"Vurdering af matematisk teknologi
Technology Assessment
Technikfolgenabschatzung"

Af: Bernhelm Booss-Bavnbek, Glen Pate med
Martin Bohle-Carbonell og Jens Hejgaard Jensen

"COMPLEX STRUCTURES IN THE NASH-MOSER CATEGORY"

by: Jens Gravesen




166/88 “Grundbegreber i Sandsynligheds-
regningen"

Af: Jergen Larsen

167a/88 "BASISSTATISTIK 1. Diskrete modeller"
Af: Jergen Larsen

167b/88 “BASISSTATISTIK 2. Kontinuerte
modeller”

Af: Jorgen Larsen

168/88 “OVERFLADEN AF PLANETEN MARS"
Laboratorie-gimulering og MARS-analoger
undersegt ved Mossbauerspektroskopi.

Fysikspeciale af:
Birger Lundgren

Vejleder: Jens Martin Knudsen
Fys.Lab./HCO

169/88 “CHARLES S. PEIRCE: MURSTEN O0G MPRTEL
TIL EN METAFYSIK."

Fem artikler fra tidsskriftet "The Monist"
1891-93.
Introduktion og overszttelse:

Peder Voetmann Christéansen

170/88 "OPGAVESAMLING 1 MATEMATIK"

Samtlige opgaver stillet i tiden
1874 ~ juni 1988

171/88 "The Dirac Equation with Light-Cone Data"
af: Johnny Tom Ottesen

172/88 "FYSIK OG VIRKELIGHED"

Kvantemekanikkens grundlagsproblem
i gymnasiet.

Fysikprojekt af:
Erik lund og Kurt Jensen

Vejledere: Albert Chr. Paulsen og
Peder Voetmann Christiansen

173/8% "NUMERISKE ALGORITMER"

af: Mogens Brun Heefelt

174/89 " GRAFISK FREMSTILLING AF
FRAKTALER OG KAOS™

af: Peder Voetmann Christiansen

175/88 * AN ELEMENTARY ANALYSIS OF THE TIME
DEPENDENT SPECTRUM OF THE NON-STATONARY
SOLUTION TO THE OPERATOR RICCATI EQUATICN

af: Michael Pedersen

176/89 " A MAXIUM ENTROPY ANSATZ FOR NONLINEAR
RESPONSE THEORY"

af : Jeppe Dyre

177/89 "HVAD SKAL ADAM STA MODEL TIL"

af: Morten Andersen, Ulla Engstrom,
Thomas Gravesen, Nanna Lund, Pia
Madsen, Dina Rawat, Peter Torstensen

Vejleder: Mogens Brun Heefelt

178/89 "BIOSYNTESEN AF PENICILLIN - en matematisk model"

af: Ulle Eghave Rasmussen, Hans Oxvang Mortensen,
Michael Jarden

vejleder i matematik: Jesper Larsen
biologi: Erling Lauridsen

179a/89 fLERERVEJLEDNING‘M.M. til et eksperimentelt forleb
om kaos" ' i ) - - :

af: Andy Wiered, Soren Brend og Jimmy Staal

Vejlédere: Peder Voetmann Christiansen
Karin Beyer E

179b/89 "ELEVHEFTE: Noter til et eksperimentelt kursus om
kaos"

af: Andy Wiersd, Seren Brond og Jimmy Staal

Vejledere: Peder Voetmann Christiansen
Karin Beyer

180/89 "KAOS I FYSISKE SYSTEMER eksemplificeret ved
torsions- og dobbeltpendul".

af: Andy Wiered, Seren Brend og Jimmy Staal
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

181/89 "A ZERO-PARAMETER CONSTITUTIVE RELATION FOR PURE
SHEAR VISCOELASTICITY"

by: Jeppe Dyre

183/88 "MATEMATICAL PROBLEI SOLVING, MODELLING. APPLICATIONS
AND LINKS TO OTHER SUBJECTS - State. trends and
issues in mathematics instruction

by: WERNER BLUM, Kassel (FRG) og
MOGENS NISS, Roskilde (Denmark)

184/89 “En metode til bestemmelse af den frekvensafhengige
varme{ylde af en underafkelet vaske ved glasoverganger.

af: Tage Emil Christensen

185/90 "EN NESTEN PERIODISK H1STORIE"
Et aatematisk projekt
af: Steen Grode og Thomas Jessen

Vejleder: Jacob Jacobsen

186/90 "RITUAL OG RATIONALITET i videnskabers udvikling"
redigeret af Arne Jakobsen og Stig Andur Pedersen

187/90 “RSA - et kryptografisk system" o
af: Annemette Sofie Olufsen, Lars Frellesen
og Ole Maller Nielsen

Vejledere: Michael Pedersen og Finn Munk -

188/90 “FERMICONDENSATION - AN ALROST IDE/L GLASS TRANSITIOi™
by: Jeppe Dyre

189/90 "DATAMATER I MATFMATIKUNDERVISNINGEN P&
GYMNASIET OG HOJERE LEREANSTALTER

af: Finn Langberg
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190/90 “FIVE REQUIREMENTS FOR AN
APPROXIMATE NONLINEAR RESPONSE
THEORY"

by: Jeppe Dyre

191/90 “MOORE COHOMOLOGY, PRINCIPAL
. BUNDLES AND ACTIONS OF GROUPS
ON C*~ALGEBRAS"

by: lain Raeburn and Dana P. Williams

192/80 ‘"Age-dependent host mortality in the
dynamics of endemic infectious diseases
and
SIR-models of the epidemiology and natural
selection of co-circulating influenza virus
with vartial cross-immunity"

by: Viggo Andreasen

193/90 "Causal and Diagnostic Reasoning"

by: Stig Andur Pedersen

184a/90 "DETERMINISTISK KAOS"

Projektrapport af : Frank Olsen

1945/90 * "DETERMINISTISK KAOS"

Kerselsrapport

Projektrapport af: Frank Olsen

195/90 “STADIER PA FARADIGMETS VEI"
Et projekt om den videnskabelige udvikling
der ferte til dannelse af kvantemekanikken.

Projektrapport for 1. modul pd fysikuddan-
nelsen, skrevet af:

Arja Boisen. Thomas Houglrd. Anders Gorm
Larsen, Nicolai Ryge.

Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

196/90 "“ER KAOS N@DVENDIGT?"

- en projektrapport om kaos' paradigmatiske
status i fysikken. '

af: Johannes K. Nielsen, Jimmy Staal og
Feter Boggild

Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

197/90 "Kontrafaktiske konditionaler i HOL

af: Jesper Voetmann, Hans Oxvang Mortensen og
Aleksander Hest-Madsen

Vejleder: Stig Andur Pedersen

198/90 'Metal-Isolator-Metal systemer"
Speciale

af: Frank Olsen

199/90 "SPREDT FAGTNING" Artikelsamling
af: Jens Hojgaard Jensen

200/90 "LINEAR ALGEBRA OG ANALYSE"

Noter til den naturvidenskabelige basis-

uddannelse.
af: Mogens Niss

201/90 "Undersegelse af atomare korrelationer i
amorfe stoffer ved rentgendiffraktion”

af: Karen Birkelund og Klaus Dahl Jensen
Vejledere: Petr Viiéor, Ole Bakander

202/90 *"TEGN OG KVANTER"
Foredrag og artikler, 1971-90.

af: Peder Voetmann Christiansen

203/90 "OPGAVESAMLING I MATEMATIK" 1974-1990
afloser tekst 170/88

204/91 "ERKENDELSE OG KVANTEMEKANIK"
et Breddemodul Fysik Projekt
af: Thomas Jessen
Vejleder: Petr Viscor

205/91 "PEIRCE'S LOGIC OF VAGUENESS"

by: Claudine Engel-Tiercelin
Department of Philosophy
‘Université de Paris-1
(Panthéon-Sorbonne)

206a+b/91 "GERMANIUMBEAMANALYSE SAMT
A - GE TYNDFILMS ELERTRISKE
EGENSKABER"

Eksperimentelt Pysikspeciale
af: Jeanne Linda Mortensen
og Annette Post Nielsen
Vejleder: Petr Vigcor

207/91  "SOME REMARKS ON AC CONDUCTION ®
IN DISORDERED SOLIDE™ .

by: Jeppe C. Dyre
208791 “LANGEVIN MODELS FOR. SHEAR STRESES

FLUCTUATIONS IN FLOWS OF ViEll
ELASTIC LIQuliDe" .

by: Jeppe C. Dvre
209/91 “LORENZ GUIDE" Kompendium til den

danske fysiker Ludvig Lorenz.
1829-91.

af: Helge Kragh

210/91 "Global Dimension, Tower cof Algebras,

and Jones Index of Split Seperable

Subalgebras with Unitality Cendition.

by: Lars Kadison

211/31 "7 SANDRILENS roIiIeTzV

Veiledeve' Jesper Larsen cg Servie -
Eocee-Eavnbek

215:83 "Cueldie Komzlcgy of Triawgular Mitwx
Algeiras”
t.- Lare Kadiscv

zizer I




21491

215191

216191

“"Hellej i ®teren" - om
elektromagnetisme. Oplag
til undervisningsmateriale
i gymnasiet.

Af: Peter Gastrup,
Jeppe Guldager

Nils Kruse,
Kristian Hoppe,

Vejledere: Petr Viscor, Hans Hedal

"Physics and Technology of Metal-
insulator-Metal thin film structures
used as planar electron emitters

by: A.Delong, M.Drsticka, K.Hladil,
V.Kolarik, F.Olsen, P.Pavelka and
Petr Viscor.

“Kvantemekanik pad PC'eren"

af: Thomas Jessen

217/92

218/92

219/92

220/92

221/92

222/%2

"Two papers on APPLICATIONS AND MODELLING
IN THE MATHEMATICS CURRTCULUM"

by: Mogens Niss

“A Three-Square Theorem"

by: Lars Kadison

"RUPNOK - stationar stremning i elastiske rer"
af: Anja Boisen, Karen Birkelund, Mette Olufsen

Vejleder: Jesper lLarsen

"Automatisk diagnosticering i digitale kredsleb"”
af: Bjern Christensen, Ole Meller Nielsen

Vejleder: Stig Andur Pedersen

“A BUNDLE VALUED RADON TRANSFORM, WITH
APPLICATIONS TO INVARIANT WAVE EQUATIONS™

by: Thomas P. Branson, Gestur Olafsson and
Henrik Schlichtkrull

On the Representations of some Infirnite Dimensional
Groups and Algedbras Related to Quantum Physics

by: Johnny T. Ottesen

.
M INANC

UNIVERSAL AC CORDUCTIIVITY OF NON~MTTALLIC SOLILS AT
LOW TEMPERATURES

by Jeppe C. Dyre

"HATHODELLER" Impedansspektroskopi i ultrarent

en-krystallingk stlictum

af - Anja Boisen, Anders Gorm Larsen, Jegper Varmer,
Johannes K. Nielsew, Kit E. Hansen, Peter Boeggild
og Thomas Hougaard

Veileder- Fetr Viscor

TEE GLGEAL

"WETHODE AND MOSELS FOR ESTIMATING
TROULATICN OF STLICTEL EMISEIONS FROM INEFGY
CORVEREICON"

Lby: Bent Serencen

227/92

228/92

229/92

230/92

231A/92

231B/92

232/92

233/92

234/92

235/92

"“Computersimulering og fysik"

af: Per M.Hansen, Steffen Holm,

Peter Maibom, Mads K. Dall Petersen,
Pernille Postgaard, Thomas B.Schreder,
Ivar P. Zeck

Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

"Teknologi og historie"
Fire artikler af:

Mogens Niss, 1b Thiersen,

Hans Hedal

Jens Hoyrup,

"Masser af information uden betydning"

En diskussion af informationsteorien
i Tor Nerretranders' “Mark Verden" og
en skitse til et alternativ basserez
pd andenordens kybernetik og semiotik.

af: Soren Brier

"Vinklens tredeling - et klassisk
problem” )
et matematisk projekt af

Karen Birkelund, Bjern Christensen

Vejleder: Johnny Ottesen

"Elektrondiffusion i silicium - er
matematisk model"

af: Jesper Voetmann, Karen Birkelung,
Mette Olufsen, Ole Meller Nielser

Vejledere: Johnny Ottesen, K.B.Hansen

"Elektrondiffusion i silicium - en
matematisk model” Kildetekster

af: Jesper Voetmann, Karen Birkelund,
Mette Olufsen, Ole Moller Nielsen

Vejledere: Sohnny Otiesen, H.B.Hansen

"Undersegelse om den simultane opdagelse

af energiens bevarelse og isardeles om

de af Mayer, Colding, Joule og Helmholez

udferte arbejder"
af:

Vejleder: Dorthe Posselt

"The effect of age-dependent hos:

L.Arleth, G.I.Dybkj®r, M.T.®stergdré

mortality on the dynamics of an endemic

disease and
Instability in an SIR-model with age-
dependent susceptibility

by: Viggo Andreasen

"THE FUNCTIONAL DETERMINANT Of A FOUR-IIWERSI
BOUNDARY VALUE PROBLEM"

by: Thomas P. Branson and Petér B. Gilkey
OVERFLADESTRUKTUR OG POREUDVIKLING AF KCKS

- Medul 3 fysik projekt -
af: Thomas Jessen

ep -
AL
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236a/93

236b/93

237/93

238/93

239/93

240/93

'241,93

242,93

243/93

244/93

245a+b
/93

246/93

INTRODUKTION TIL KVANTE
HALL EFFEKTEN

af: Ania Boisen, Peter Beggild

Vejleder: Peder Voetmann Christiansen
Erland Brun Hansen

248/93

STROMSSAMMENBRUD AF KVANTE
HALL EFFEKTEN

af:
Vejleder:

Anja Boisen, Peter Beggild

Peder Voetmann Christiansen
Erland Brun Hansen

The Wedderburn principal theorem and
Shukla cohomology

af: Lars Kadison

SEMIOTIK OG SYSTEMEGENSKABER
Vektorbédnd og tensorer
af:

(2)
Peder Voetmann Christiansen

Valgsystemer - Modelbygning og analyse

Matematik 2. modul

af: Charlotte Gjerrild, Jane Hansen,
Maria Hermannsson, Allan Jprgensen.
Ragna Clauson-Kaas, Poul Llutzen

Vejleder: Mogens Niss

Patologiske eksempler.
Om sare matematiske fisks betydning for
den matematiske udvikling .

af: Claus Draby., Jern Skov Hansen, Runa
Ulsee Johansen, FPeter Meibom, Johannes
Kristoffer Nielsen ’

Vejleder: Mogens Niss

-FOTOVOLTAISK STATUSNOTAT 1

af: Bent Sorensen

Brovedligeholdelse - bevar mig vel

Analyse af Vejdirektoratets model for
optimering af broreparationer

af: Linda Kyndlev,
Tulinius, Ivar Zeck

Kare Fundal, Kamma

Vejleder: Jesper Larsen

vTANKEEKSPERIMENTER I FYSIKKEN

Et 1l.modul fysikprojekt
af: Karen Birkelund, Stine Sofia Korremann
Vejleder: Dorthe Posselt

" RADONTRANSFORMATIONEN o©ogq dens anvendelse

i CT-scanning
Projektrapport

af: Trine Andreasen, Tine Guldager Christiansen,
Nina Skov Hansen og Christine Iversen

Vejledere: Gestur Olafsson og Jesper Larsen

Time~0f-Flight malinger pA krystallinske
halvledere -
Specialerapport

af: Linda Szkotak Jensen og Lise Odgaard Gade
Vejledere: Petr Viscor og Niels Boye Olsen
HVERDAGSVIDEN OG MATEMATIK

- LEREPROCESSER I SKOLEN

af: Lena Lindenskov, Statens Humanistiske
Forskningsrdd, RUC, IMFUFA A

249/93
‘Scholz,

247,93 UNIVERSAL LOW TEMPERATURE AC CON-

DUCTIVITY OF MACROSCOPICALLY
DISORDERED NON-METALS

by: Jeppe C. Dyre

DIRAC OPERATORS AND MANIFOLDS WITH
BOUNDARY

by: B. Booss-Bavnbek, K.P.Wojciechowski

Perspectives on Teichmuller and, the
Sahresbericht Addendum to Schappacher,
et al.

by: B. Booss-Bavnbek

With comments by W.Abikoff, L.Ahlfors,
J.Cerf, P.J.Davis, W.Fuchs, F.P.Gardiner,
J.cost, CJ.-P.Kahane, R.Lohan, Ll.Lorch,
J.Radkau and T.Sodergvist



