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Abstract:

I nerverende IMFUFA-tekst foretages en beskrivelse, analyse og vurdering
af den matematiske model bag det s3kaldte prioriteringsmodul fra
Vejdirektoratets EDB-program DANBRO, som anvendes til gkonomisk
optimering af brovedligeholdelse. Den lgsningsmetode, som benyttes i
DANBRO, analyseres og vurderes, hvorefter mulighederne for en forbedring
af modulet ved anvendelse af heltalsprogrammeringsmetoder underseges.
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Forord

programmering, hvilket skulle opnds gennem underspgelse af et linezrt program-

meringsproblem fra virkelighedens verden. 1 vores s@gen efter en interessant case
ndede vi frem til Vejdirektoratet, som vi havde mistanke om brugte liner programmering i
deres forvaltning af brovedligeholdelse.

F ormélet for gruppen bag dette projekt var oprindeligt at opni et kendskab til linezr

Det viste sig imidlertid, at der snarere var tale om et heltalsprogrammeringsproblem, men da
problemstillingen ikke blev mindre interessant af den grund holdt vi fast ved denne case.
Projektet kom sdledes til at handle om den matematik, der ligger i Vejdirektoratets program,
DANBRO, der benyttes i styringen af de mange broer, som Vejdirektoratet har overopsynet med.
En varm tak rettes til Ole Kirk og Jorgen Lauridsen i Vejdirektoratet for at afsatte tid til vore
mange sporgsmal og i det hele taget udvise stor interesse for projektet.

Roskilde, januar 1993
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Indledning

de ansvar for. Sikring af, at broerne til enhver tid befinder sig i en forsvarlig stand,

krzver en neje overvigning og planlzgning. Der er bdde sikkerhedsmassige og
skonomiske hensyn at tage hpjde for, og til dette forméal har Vejdirektoratet udviklet et EDB-
system, kaldet DANBRO. I 1991 brugte Vejdirektoratet 159 mio. kr. til drift og vedligeholdelse
af de ca. 2000 broer, som de har ansvaret for, og broerne reprasenterer en vardi pd omkring
16 mia. kr. I 1992 var der afsat 143 mio. kr. til brovedligeholdelse - en bevilling der siden blev
oget med 15 mio. kr., og det er sdledes ikke helt ubetydelige belgb, der jongleres med i
forbindelse med vedligeholdelse af broerne. '

B roerne pa de danske hovedlandeveje og motorveje har Vejdirektoratet det overordne-

Ifolge Vejdirektoratets egne oplysninger [18] stdr det slgjt til med en del af de danske broer, idet
mere end 100 af dem er i dérlig forfatning og trznger til reparation, og nzrved 90 har en
utilfredsstillende bazreevne. Det generelle billede betegnes dog som acceptabelt, men der er tegn
p4, at situationen vil forvarres fremover, medmindre bevillingerne gges. Dette skyldes for det
forste, at de ménge betonbroer, der blev bygget i 60‘erne'og 70'erne, snart har ndet en alder pd
25 &r, hvilket angives som det tidspunkt, hvor de store og udgiftskrevende skader begynder at
vise sig. For det andet vil antallet af broer frem til &r 2001 pges med 159 [18]. -

Der har ikke pd noget tidspunkt varet tilstrzkkelige midler til at foretage en optimal
vedligeholdelse af broerne, hvilket vil sige udbedring af skader, s3 snart det er pdkrzvet. Det
~ har derfor varet - og er fortsat - nedvendigt at foretage en prioritering med hensyn til den
bedst udnyttelse af bevillingerne i forhold til behovet for udbédring og reparation, og med de
dystre fremtidsudsigter for broernes tilstand er behovet for en forbedret forvaltning af de
forhdndenverende midler ikke blevet mindre.

Det fornevnte DANBRO-system 14 klar i 1990, og dermed havde man det varktgj til rédighcd, ,
som skulle sikre den bedste udnyttelse af midlerne. I tiden for DANBRO skete udvalgelsen af
broer, der skulle repareres, manuelt ud fra en rundbordsdiskussion blandt ingenigrer og
pokonomisk ansvarlige, men i 1986 opstod ideen om, at der méitte kunne udarbejdes et EDB-
system til siyring og udvazlgelse. Ideen blev fulgt op, og i dag stir DANBRO til rddighed i
administrationen af landets broer.

Grundlaget i DANBRO er en database, hvor der lobende sker inddatering af oplysninger om
broernes tilstand, skader, planlagte og udferte reparationer. Herudover indeholder systemet det
sdkaldte "prioriteringsmodul”, der kan foretage en prioritering af reparationslgsninger blandt
mange alternative lgsninger, og det er denne del af DANBRO, der er genstand for nzrmere
inspektion i dette projekt.

En del af Vejdirektoratets bro-administration sker pd vegne af amter og kommuner, men nogle
broer forvaltes dog af amter og kommuner selv. Til brug herfor benytter amterne databasen fra
- DANBRO, og kommunerne har adgang til et andet databaseprogram (BroMan). Hverken amter
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Indledning

eller kommuner har brug for prioriteringsdelen, idet deres budgetter kun tillader udbedring af
s& f4 skader, at det let kan overskues uden brug af prioriteringsmodul.

Udover den praktiske brug af prioriteringsmodulet til udvalgelse af broer og tilhgrende -
reparationer, har det et mere langsigtet anvendelsesomrdde, idet det kan benyttes i forudsigelsen
af, hvor store bevillingerne ber vare, dersom ekstraudgifter i en &rrekke fremover skal
minimeres. Endvidere kan det bruges til at forudsige konsekvenser af &ndringer i bevillingerne.

Formail , , :

1 efterhdnden en del &r har matematiske modeller varet pd dagsordenen i og udenfor det
matematiske samfund. Ikke mindst i relation til brugen i politiske og pkonomiske sammenhznge,
hvor dét, at en matematisk model indgdr i argumentation og beslutningsproces, kan opfattes som
en garanti for objektivitet og troverdighed. En undersggelse af, hvorledes processen med at
udvikle modulet egentlig fandt sted, og hvordan det benyttes i dag, er derfor den ene, sekundzre
del af forméilet med dette projekt.

Den anden del af formdlet er den matematiske, og primare, side af sagen. Vejdirektoratets
fremstilling af modulet er ikke videre matematisk, hvilket der heller ikke har veret grund til, _
og formélet er at undersgge, hvilke matematiske strukturer der ligger gemt i modulet, og om en
matematisk fremstilling af Vejdirektoratets problem vil kunne gere det nemmere at finde frem
til en bedre lgsning, hvilket vil sige bedre udnyttelse af bevillingerne, end den der sker i dag.
For som landet ligger nu, er der ikke garanti for, at prioriteringsmodulet i DANBRO finder den
optimale lgsning ved prioriteringen.

Disse to formal leder frem til folgende tredelte problemformulering:

1. Hvordan foregik Vejdirektoratets modellering af prioriteringsmodulet, og hvilke fordele og
ulemper er der i modulet.

2. Hvordan kan Vejdirektoratets brovedligeholdelsesproblem omformuleres til en matematisk
model, og bliver det derved muligt at finde bedre alternative lgsningsmetoder.

3. Hvilke alternativer findes der til Vejdirektoratets lpsningsmetode, og er de bedre med hensyn
til at finde den optimale lgsning og til at vare realisérbare i praksis.

Mailigruppe
Vejdirektoratet og folk med interesse for operationsanalyse - specielt heltalsprogrammering -
og anvendelse af matematiske modeller.

Leasevejledning

Projektets forste kapitel er en indfering i matematiske modeller generelt ~ et kapitel der har
relevans i forhold til vurdering af Vejdirektoratets modelleringsproces, model og lpsnings-
metode.




Indledning

Dernast folger i kapitel 2 en ikke-matematisk beskrivelse af Vejdirektoratets prioriteringsmodul,
dets indhold og hvordan det blev til. Kapitlet afsluttes med en vurdering af modulet som model
og dets anvendelighed i praksis.

Kapitel 3, 4 og 5 er den matematiske behandling af prioriteringsmodulet, hvor der i kapitel 3
indledes med opstillingen af en matematisk model over problemstillingen og opstillingen af en
matematisk algoritme for Vejdirektoratets made at lpse problemet pd. Denne formulering ved
hjzlp af matematiske symboler er npdvendig for i sidste ende at kunne forbedre metoden.
Kapitel 4 er en fremstilling af forskellige heltalsprogiammeringsmodeller samt lpsningsalgorit-
mer herfor. En af disse metoder bliver gennemgiet nzrmere.

Endelig afsluttes i kapitel 5 med VD's problemstilling omformuleret til en heltalsprogram-
meringsmodel og lpst ved hjzlp af en forbedret version af den udvalgte algoritme fra kapitel 4.
Formalet er at finde en algoritme, der kan erstatte VD's nuverende.







Kapitel 1
Modeller

overordnede karakteristika for forskellige slags matematiske modeller, inddelt efter

F orst beskrives kort matematiske modeller i forhold til andre modeller. ‘Nogle
deres forml, omtales, og to typer optimeringsmodeller uddybes nzrmere.

Der gives dernast et bud pa den ideelle modelleringsproces, og endelig opstilles nogle metoder
til at vurdere, hvor god eller dirlig en matematisk model er. : .

1.1 Matematiske modeller

Enhver model, det vare sig en modelby eller en model over ‘ge‘nne'mstromning af vand i
Storebzlt, bestar af forsimplede antagelser om virkelighedcri. Det er der imidlertid intet galt i,
idet modellernes form3l netop er at gore modelbyggeren i stand til bedre at overskue - og
dermed forstd - komplicerede dele af virkeligheden:

"En model er en reprasentation (ved hjelp af en eller anden form for midler) af et
kompliceret omrdde af virkeligheden, med henblik pd at fa indfanget treek ved virkelig -
hedsomrddet, som ellers er for vanskeligt tilgengelige eller uhdndterlige.” ~ [8p.7]

Det, der adskiller matematiske modeller fra andre, er de midler, der benyttes i beskrivelsen af
virkeligheden. Fysiske modeller bestdr af materielle objekter, f.cks. en plastikmodel af DNA-
molekylet, mens symbolske - herunder matematiske - modeller benytter sig af symboler til
at representere virkeligheden., "

Indenfor matematikken er matematiske modeller en del af den anvendte matematik, idet
opstillingen af en matematisk model i en eller anden forstand altid sker med henblik péd
anvendelse udenfor matematikken. Formdlene kan dog vare ganske forskellige. Der kan vere
tale om at gnske erkendelse om et givet emne, for eksempel pendulets bevagelse, det kan vare
for at overskue komplicerede sammenhange, f.eks. konsekvenser af den forte fiskeripolitik, eller
det kan vare i forbindelse med lpsning af et konkret problem, f.eks.'valg af den bedste placering
af en fabrik.
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Kapitel 1 Modeller

Hvilket formél, der er tale om, er afggrende for, hvilken type model, der skal vaelges. Indenfor
matematiske modeller kan man overordnet skelne mellem folgende modeltyper':

" Praediktive modeller )

Przdiktive modeller, eller forudsigelsesmodeller, benyttes til at forudsige fremtidige handelser
eller resultater, for eksempel antallet af arbejdslgse.

Deskriptive modeller ‘

Né&r formélet er erkendelsesmassigt, benyttes deskriptive (beskrivende) modeller. Modellerne
beskriver sammenhange i systemet, og ved at £ndre parametre kan pvirkninger af systemet
undersgges. En model over Nordsgens gkosystem kan, hvis den kan reprbducere indsamlede data
om bestandene af forskellige arter, f.eks. fremsatte nye sammenhange og teorier om
fedekadernes indbyrdes forhold. En deskriptiv model er altsd en form for "eksperimentel”
matematisk model [6, p.15].

Preeskriptive modeller
Disse foreskrivende modeller kaldes ogsa optimeringsmodeller eller normative modeller [17,
p-61] og finder anvendelse, nir formalet er at blive i stand til at trzffe en afgprelse eller et valg,
ndr der er flere muligheder. En praeskriptiv model giver sdledes forslag til en lgsning.

De pradiktive og deskriptive modeller kan naturligvis ogs3 benyttes, ndr der skal trzffes
afgorelser. I sa fald treffes afgprelsen af modelbyggeren pd baggrund af modellens evne til hhv.
at forudsige eller beskrive systemets opfersel ved indsattelse af forskellige vardier.

Teoretiske vs. ad hoc modeller

En helt anden mdde at opdele matematiske modeller pd er en skelnen mellem de teoretisk
baserede modeller og ad hoc modeller opstillet til lejligheden. De teoribaserede modeller bygger
pa et bredt, teoretisk fundament og har en stor mengde empiri til rddighed, som ved modellens
hidtidige brug har veret med til at sld dens styrke og anerkendelse fast. Ad hoc modeller
derimod, tager udgangspunkt i den aktuelle situation og opstiller den matematiske model pa
baggrund heraf, og den ngdvendige empiri hentes ligeledes fra de gjeblikkelige forhold [10].

Modeldata

De variable, koefficienter og parametre - i det folgende betegnet under ét som data - der indgér
i en matematisk model, kan ogs3 vare bestemmende for valget af model. Overordnet kan der
skelnes mellem henholdsvis kontrollerbare og ukontrollerbare data [6].

De kontrollerbare data (ogsd kaldet beslutningsdata) antager vardier, som kan styres af
modellen, f.eks. hvorndr en bestemt proces skal igangsattes.

1: |litteraturen angives forskellige inddelinger af modelier. Den her beskrevne inddeling er sammenfattet fra
kilderne "Mathematical Modeling®, Andrews J.G. og Mclone, R.R.,1976, “"Concepts of Mathematical
Modelling®, Meyer, Walter J., 1985, "Decision Making, Models and Algorithms®, Gass, Saul |, 1985.
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Matematiske modeller ' 14

De ukontrollerbare data kan ikke styres af modellen, for eksempel vejrforhold, bosattelses—
menstre eller en l3nerente; altsd data, hvis vardi pd den ene eller den anden made er afhangig
af ydre forhold.

Disse ukontrollerbare data kan igen underinddeles i deterministiske og stokastiske data alt efter,
hvor nemt det er at bestemme dem. '

Antages det for muligt at bestemme de indgdende data pracist, i det mindste i teorien, kaldes
modellen for deterministisk. Hvis de variable ikke kan bestemmes pracist, enten pd grund af
praktiske vanskeligheder eller fordi de variable simpelthen er behaftet med naturlig variation
i virkeligheden, kaldes modellen stokastisk, dersom den enten specifikt tager hgjde for
variationerne eller reprasenterer de variable som statistiske stgrrelser. Forskellen mellem
_ deterministiske og stokastiske modeller er siledes spergsmilet om, hvorvidt modellen
forudsztter forudsigelighed af data, eller om den kan benyttes i sammenh&nge, hvori der indgér
elementer af tilfeeldighed [6].vEndelig er der data, som det vil vare stort set umuligt at sztte
vardi pi - hvordan for eksempel gore gleden ved fuglesang op i kroner og grer?

I forhold til valg af model kan karakteren af data spille ind pd den méde, at modelbyggeren
bevidst valger at fraskzre den del af virkelighedsomrédet, der indeholder data, som det er
vanskeligt at fastsztte. Det vil siledes oftest vre vanskeligere at medtage sterrelser, hvis vardi
afhznger af tilfzldigheder - f.eks. det daglige antal af hospitalsindlzggelser i en by - end data
der er mere uafhangige af tilfaldigheder, for eksempel den aktuelle rentefod.

I nasrvaerende rapport er problemstillingen et beslutmngsspmgsmél, hvorfor der er brug for-at
opstille en preskriptiv model, hvilket krzver brug af den matematiske disciplin operations-
‘analyse. . o Z

1.2 Operationsanalyse

Operationsanalyse (forkortes efter engelsk Operations Research til OR) er den fzliles betegnelse
for den matematiske disciplin, der har som mal at finde den bedste eller optimale lpsning til et
givet problem.

"...operations research is concerned with optimal decision making in, and modeling of,
deterministic and probabilistic systems that originate from real life. These applications which
occur in government, business, engineering, economics and the natural and social sciences
are largely characterized by the need to allocate limited resources.” [9, p.6]

Den spzde start pd udviklingen af OR fandt sted kort for 2. Verdenskrig, idet der i storre
organisationer var opstdet et behov for at udvikle en optimal ledelsesform. Udviklingen tog fart
under 2. Verdenskrig, hvor der viste sig et endnu sterre behov for at kunne optimere en indsats
og opnd maksimal indsats af de ressourcer, der var til rddighed. Formalet var at blive i stand til
at foretage en central styring af de forskellige arméers indsats, og det arbejde, der var gjort
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Kapitel 1 o i " ' Modeller

under krigen, fortsatte efter dens opher. I 1947 kunne en arbejdsgruppe nedsat af det
amerikanske luftviben under ledelse af bl.a. George B. Dantzig presentere den forste generelle,
linezre programmeringsmodel og en algoritme til dens lgsning, den sdkaldte simplex—algoritme
[2), 19) & [11). :

Line@r programmering (LP)

"Programmering" skal i denne-sammenhang ikke forstis i gangs forstand men snarere som
"planlzgning", idet der overordnet er tale om lpsning af planlegningsproblemer.

Nér problemet bestdr i-at fordele begrensede ressourcer mellem konkurrerende aktiviteter pd den
bedste — mest optimale ~ maide, kan LP benyttes {9, p.29). Forudsztningen er, at alle
sammenhange er linexre, og at man kan tale om "retlinet planlegning" [11, p.93].

Det matematiske princip i LP gér i korte trzk ud p at finde et maksimum eller et minimum for
en linexr funktion. Denne funktion optrzder under forskellige navne, for eksempel "kriterie—
funktionen" [2] og "objektfunktionen" [14]. De variable er underlagt linezre bibetingelser, der
tilsammen danner et system af linezre ligninger og uligheder. Endelig skal alle indgdende
variable vere ikke~negative. Nir maksimum spges, kan det for eksempel vare i forbindelse med
~ maksimering af profit, mens minimum kan sgges i forbindelse med omkostningsminimering. -

Den generelle opskrivning af et linezrt programmeringsproblem tager sig ud som folger:
Maksimér (minimér) kriteriefunktionen K(x):

K(x) =cx; + 5 + ... + €%,

ndr felgende begrensninger skal gzlde:

8% *+ .. +ayx + .. +a,x < b

GyX + .+ auX, ¢ v a,x, < b,

ax ..+t ax . va,x s b

a;lx,-v o * a;vx/ + ..+ a_;,x, < l;.
samt positivitetsbetingelsen (ikke-negativ):
x 2 0 forje(l,..n)
Hvis x, er negativ erstattes x, med (7-x), hvorved x," opfylder betingelsen.
Koefficienter og variable kan for eksempel tolkes séledes:
® Xx, er det antal, der produceres af vare j

® ¢, angiver, hvor meget hvert x, bidrager til kriteriefunktionen

a, angiver forbruget af ressource / ved produktion af vare j

b, angiver begrensningen pd ressource /.

14




Operationsanalyse V 1.2

Ethvert linezrt programmeringsproblem kan omskrives til standardform, som adskiller sig fra
den generelle model pé tre punkter [12, p.70]:

1. Kriteriefunktionen skal maksimeres

2. Ulighedstegn i begrensningerne erstattes med lighedstegn

3. Positivitetsbetingelsen galder alle variable. '

Herefter kan der ske losning ved hjzlp af standardalgoritmer, hvor simplex-algoritmen er den
mest udbredte.

Heltalsprogrammerlng (P efter engelsk Integer Programming)

I de tilfzlde, hvor en lgsning kun giver mening, dersom den er heltallig, foreligger der et
heltalsprogrammeringsproblem. Hvis der kun er krav om, at nogle af de variable skal vare
heltallige, er det en blandet IP-model, hvilket betegnes MIP (efter engelsk Mixed Integer
. Programming). Hvis det kreves, at alle variable antager heltalsvardier, kaldes det PIP (efter '
engelsk Pure Integer Programming). ' |

Umiddelbart kunne man forestille sig, at kravet om heltalslgsninger kunne lgses ved i forste
omgang at benytte linezr programmering uden heltalskrav og dernast foretage de npdvendige
afrundinger. Der er imidlertid ikke garanti for, at den optimale heltalslgsning findes pd denne
mdde, hvilket i nogle tilfzlde godt kan accepteres; for eksempel om der bliver produceret 1000
eller 1001 sugeror. Det vil derimod ikke vare ligegyldigt, om et tankskib skal sejle 2 eller 3 ture
over Atlanterhavet, hvorfor det i dette tilfzlde er vigtigt at finde den optimale lpsning.

Det har ikke varet muligt at udvikle en enkelt, generel metode til at lpse heltalsprogram-
meringsproblemer, og det er derfor ngdvendigt i hvert enkelt tilfzlde at vurdere, hvilken metode
det vil vare mest hensigtsmassigt at benytte. Ofte vil den tid, det tager at benytte den ene eller
den anden metode, vare af afggrende betydning for valg af metode, og det kan vare ngdvendigt
at g& p& kompromis med hensyn til at finde den optimale lgsning. Nogle af de eksisterende
metoder til lgsning af IP-problemer vil blive gennemgdet i kapitel 4.

" Der er sdledes mange elementer at tage hgjde for, ndr den helt rigtige model skal findes til et.
problem - i nzste afsnit gives et forslag til den ideale fremgangsmade for opstillingen af en
matematisk model.

1.3 Modelleringsprocessen for en matematisk model

En matematisk model kan ikke opstilles efter en endegyldig recept. Der er dog retningslinier for,
hvilke overvejelser modelbyggeren bor gere sig under processen, for at modellen kan siges at
vare gennemarbejdet. :

En af de mader, hvorpd modelleringsprocessen kan opdeles, er i 3 overordnede faser, som ses
i figur 1.1 [17].
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Modeller

1.3.1 Formuleringsfasen
Opstillingen af en model pdbegyndes, som navnt i afsnit

1.1, ndr man stir overfor en del af virkeligheden, der pd

~ grund af en hej grad af kompleksitet ikke umiddelbart
kan overskues — dette kunne f.eks. vere et umiddelbart
ulpseligt problem.

I modelleringen af problemet prover man at beskrive en
del af virkeligheden for derigennem at opn en stgrre
viden om denne. Det er hverken hensigtsmassigt eller -
muiigt at medtage hele virkeligheden i sin beskrivelse af :

problemet, da formalet jo netop er forenkling, og derfor
m& man udvalge et snzvrere virkelighedsomride,
indenfor hvilket problemet behandles.

Det er yderst vigtigt, at modellens formal er veldefineret,
da praktisk talt alle de valg, der skal foretages i proces-
sen, vil afhange af det. Hovedforma3let vil typisk vare
~ at lpse problemet med en vis usikkerhed indenfor nogle
givne rammer.

Tzt knyttet til formilet med modelleringen er den
sdkaldte systemafgransning, hvor problemet/fz2nomenet
i virkelighedsomradet afgranses til det system, der skal
arbejdes med. En systemafgrensning kunne vare at
bestemme, hvilken synsvinkel problemet skulle anskues
fra, for eksempel geografisk, gkonomisk eller sam-
fundsmassigt eller hvilken tidsmessig ramme, modellen
skal dezkke, for eksempel en tyvedrig periode.

De ydre rammer for det system, der skal modelleres, er
nu veldefinerede.

I den indre beskrivelse af systemet udvalges de objekter
og sammenhange, der skal indgé i modellen. Dette gores
forst ud fra en skelnen mellem, hvad der er vasentligt og
uvasentligt for modellen i forhold til formalet. Dernzst
skal modellen gores overskuelig og overkommelig,
hvilket indebarer, at vasentlige objekter og sammen-
heznge omformes, idealiseres eller maske helt smides
vek. Denne fase kan altsd give anledning til et reelt
informationstab.

Nu overszttes den opstillede model til modellerings-
sproget — i dette tilfelde matematik. Dette indebarer, at
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Modelleringsprocessen for en matematisk model . 3 . 1.3

objekterne karakteriseres som varende enten variable, parametre eller koefficienter, samt at
sammenhzngene mellem objekterne skrives op i en matematisk notation.

Der er nu formuleret en matematisk model for det system, der skulle modelleres. Figur 1.2
illustrerer, hvordan formuleringsfasen kan tage sig ud.

1.3.2 Behandlingsfasen

I denne fase er formilet at foretage en sidan matematisk behandling af den opstillede
matematiske model, at der p& grundlag af denne kan drages en konklusion pa problemet - med
andre ord at finde frem til en lgsningsalgoritme, som kan benyttes til at lgse det opstillede

problem’.
Matematisk model

‘Manipulering

Forinden dette finder sted, kan det vere ngdvendigt med
visse justeringer af den oprindelige model:

® Yderligere simplificering eller approksimering af dele
af modellen, s& den bliver overkommelig at lgse med
de forhdndenvarende lpsningsmetoder; for eksempel
antagelse om linearitet, hvor dette ikke er helt uom-
tvisteligt.

e Matematisk manipulering af modellen, sd den frem-
stir pd en sddan form, at den kan danne grundlag for
den lgsningsmetode (matematiske algoritme), der : ~ i
forekommer at vare mest passende. Herefter vil der ~ Algoritmisering ’
ofte ske en overszttelse af den matematiske algoritme ‘ : ‘
til en datalogisk, hvorefter der kan foretages compu-

Matematisk algoritme

tersimulering af modellen. Datalogisk algoritme
Kompleksitet _ | Implementering
Valget af lgsningsmetode er feorst og fremmest et Simulerin
spergsmil om at opfylde krav om beregningstid og imu 9

lagerkapacitet. Lagerkapaciteten er i de fleste tilfelde

mulig at lgse ad gkonomisk vej, mens beregningstiden R ltat
kan udgere et stort problem. Den tid, som det tager en esuita

algoritme at lgse et problem, udtrykkes normalt enten i

Figur 1.3 Behandlingsfasen i en model-
bygningsproces.

1: | denne gennemgang beskrivelse af matamtisk modellering ser vi bort fra sdkaldte analytiske modeller.
Behandlingsfasen for disse er selvfoigelig en del anderledes.
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tid eller i iterationer’, og den er et vigtigt kriterie til vurdering af en matematisk algoritme
sdvel som dens implementering i et program.

~ Kompleksiteten af en algoritme er et udtryk for, hvordan beregningstiden for det varste tilfalde
(worst case) udvikler sig som funktion af problemets stgrrelse, der f.eks kunne vare antallet af
variable.

~ Oftest udtrykker man kompleksiteten ved en funktion O(f(n)), hvor n er problemets storrelse,
mens f(n) er en simpel funktion af n (f.eks. polynomium eller eksponentialfunktion). F.eks.
udtrykker O(r®), at beregningstiden for det. varste tilfzlde afhznger kvadratisk af problemstor-
relsen. I udtrykket f(n) medtages altid kun-det "storste" led, dvs. det led, som dominerer, ndr n
gir mod uendelig. ’

Fire typiske kompleksitetstyper er:

1. Konstant kompleksitet O(1).

2. Logaritmisk kompleksitet Oflog(n)).
3. Polynomiel kompleksitet O(n*).

4. Eksponentiel kompleksitet Ofa").

Algoritmer med konstant, logaritmisk eller polynomiel kompleksitet kaldes under et for
polynomielle algoritmer. Disse regnes for gode, mens algoritmer med eksponentiel kompleksitet
eller varre oftest er ubrugelige, selv for mellemstore problemer. De sidste kaldes normalt for
non-polynomielle algoritmer.

Der er imidlertid ofte stor forskel pd algoritmens teoretiske kompleksitet og dens tidsforbrug i
praksis. Som et eksempel kan nzvnes, at den bergmte Simplex-algoritme til Linezr Program-
mering har eksponentiel kompleksitet i teorien, men i praksis har den gennemsnitligt polynomiel
opfersel (kaldes pa engelsk average behaviour) [13].

1.3.3 Evalueringsfasen

Her konfronteres modellen -~ eller dele af den — med det formdl den skulle opfylde i sit
virkelighedsomrdde. For eksempel kan det vurderes, hvor przcise de udkomne resultater er i
forhold til virkeligheden. Da man netop ensker resultater ved hjzlp af modellen, for
begivenhederne indtrzffer, er det imidlertid vanskeligt at vurdere graden af pracision,
medmindre man er i besiddelse af virkeligt gode data fra tidligere mélinger (dette gelder
hovedsageligt for de praskriptive og pradiktive modeller).

1: En iteration er et gennemlab af den underalgoritme, hvor den mest centrale udregning foretages. At det
baAde kan vaere svaert at definere et sidant centralt sted, og at en iteration ikke nedvendigvis tager lige
lang tid for to forskellige algoritmer betyder, at denne maleenhed indbefatter en vis usikkerhed. Det mé
dog tilfejes, at antallet af iterationer pA den anden side kan give et sammenligningsgrundlag for kersler
med én algoritme pd computere med forskellig hastighed. Derudover kan antallet af iterationer give oplys-
ninger om andre sider af metoden - f.eks. om hvor stor en del af lesningsmulighederne til et problem, der
bliver gennemseqt, for lasningen findes.
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- Hvis modellen ikke kan opfylde de krav, som formélet satte, m& modelleringsprocessen begynde
forfra enten i formulerings— eller i behandlingsfasen. A

1.3.4 Implementeringsfasen

Denne fase er ikke en egentlig del af modelleringsprocessen men er en opstilling af de
procedurer, der gor det praktisk muligt at anvende den ferdige model. Fasen er kun aktuel i de
tilffzlde, hvor modellen er anvendelsesonenteret og krazver et nzrt samarbejde mellem
modelbygger og milgruppe.

1.4 Vurdering af feerdige modeller

Nir en model er ferdigkonstrueret, skal den vurderes. En form for vurdering er - som tidligere
nzvnt - allerede foretaget i modelleringsprocessens evalueringsfase - bide i form af, at objekter
og sammenhange er blevet vurderet i forhold til det modellerede virkelighedsomrdde - og at
mange valg er taget med modellens formil in mente. -

En mélestok for, hvor godt enlmodel reprasenterer virkeligheden, er den sdkaldte validitet
(gyldighed): R

"Validity means that a convincing number of experiments assure us that the conclusions
of our analysis conform with the real-world phenomenon to within some desired-
accuracy. [15, p.6]. -

Bestemmelsen af den usikkerhed, mdenfor hvnlken modellen anses for at vare vahd er
indbefattet af en stor del subjektivitet, hvilket dog ikke forhindrer en sammenligning af ved
hvilken usikkerhed, modellerne er valide.

| Der skelnes mellem tre former for validitet [S]:

e Pradiktiv validitet; om modellen evner at forudsige forlgb/udviklinger i virkelighedsom-
rddet ~ f.eks. hvor god en militerstrategisk model var til at forudsige tabstallene ved at
benytte en bestemt taktik i et slag. |

o Replikativ validitet; hvorvidt modellens data stemmer overens med allerede eksisterende
data i virkelighedsomrddet - f.eks. om en byudviklingsmodel er i stand til at gengive
udviklingen i befolkningstallet for en by som Kgbenhavn fra ar 1900 til i dag.

Begge vurderingskriterier er rettede mod anvendelsesmodeller, idet de giver udtryk for, hvor
godt output kvantitativt svarer til observationer fra virkeligheden. Dette kaldes i [17]
nejagtighed.

e Strukturel validitet; hvor godt modellen afspejler overordnede sammenhznge og opfersler
fra virkelighedsomradet - f.eks. til bedemmelse af, hvor godt en pkonomisk model er i stand
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til at gengive, i hvilken retning privatforbruget @ndres pa baggrund af zndringer i reallen,
rentesatser o.lign.

Denne form for validitetsundersggelse vil normalt vaere aktuel for modeller, der har til formal
at give viden om et videnskabeligt f2nomen og dermed muliggere en gget erkendelse af dette.

Som det ses pd eksemplerne, er grenserne mellem de tre former for validiteter udflydende -
f.eks. kunne byudviklingsmodellen mske ogs3 bruges til bestemmelse af hvilken type funktion,
der kan beskrive indbyggertallets udvikling, hvilket oplagt er en strukturel undersogelse. Det er
derfor normalt, at en model underspges for flere slags validiteter.

En erkendelse, der kan komme til udtryk ved alle slags validitetsunderspgelser, drejer sig om,
hvorvidt de antagelser og sammenhnge, som modellen bygger p4, er korrekte. Eller med andre
ord, om modellen har fundet essensen, de vigtigste sammenhange, i det modellerede fenomen.
Dette kaldes modellens grad af deskriptiv realisme.

En models robusthed angiver, hvor fglsom modellen er overfor stgj og fejl i input-data.
Normalt vil smi fejl i den gode model give smi fejl i losningen, mens man i den darlige model
kan risikere, at smi fejl resulterer i store forandringer.

En model er generel, hvis den kan bruges i mange forskellige situationer. Dette krav vil langt
fra altid vaere aktuelt, Specielt ikke i ad hoc-modeller, der jo netop er opstillet for at kunne lose
et bestemt problem. I sddanne tilfzlde vil det nermest vare en ulempe, hvis modellen er alt for
generel [17].

Som flere gange nazvnt er det ikke nedvendigvis et médl i sig selv, at modellen kan opfylde alle
kriterier, og der kan vere tilfzlde, hvor det modsatte er mélet. Ved vurdering af VD's metode
vil alle kriterier siledes ikke indgd med lige stor vagt - f.eks. er den strukturelle validitet ikke
interessant, da problemet er overvejende anvendelsesorienteret og ikke erkendelsesmassigt.

Der er i dette kapitel fremlagt et forslag til en optimal modelopbygningsproces, efter hvilken
VD's opstilling af deres egen model vil blive vurderet i kapitel 2. Derudover vil vi selv have den
i baghovedet, ndr et matematisk alternativ skal opstilles.
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Kapitel 2
Beskrivelse af Vejdirektoratets

model og metode

‘i forbindelse med vedligeholdelse af deres broer, samt VD's egen lgsning af

D ette kapitel beskriver den problemstilling, som Vejdirektoratets broafdeling har haft
problemet, blandt andet med en gennemgang af prioriteringsmodulet i DANBRO.

Beskrivelserne er baseret pa maieriale, udleveret af VD [19] & [18], der beskriver prioriterings—
modulet, samt interview [A] med Ole Kirk (OK) og Jorn Lauridsen (JL), der'begge er ansat ved
VD og har varet involveret i opbygningen af prioriteringsmodulet. JL har endvidere indblik i
den nuAvaerende‘ brug af modulet, idet han varetager korslen af det den dag i dag. .

I kapitlet indgdr desuden supplerende oplysninger fra telefonsamtaler med OK, JL og andre
~ ansatte i VD. | : o ’

2.1 VD's behandling af problemvstil‘lingen

Overordnet er problemstillingen, at bevillingere til VD's brovedligeholdelse ikke er store nok
til, at alle broreparationer kan udferes pé det helt rigtige tidspunkt. Det vil derfor komme pé tale
at udskyde visse réparationer for at overholde bevillingsrammen, hvorfor der ma foregd en form
for prioritering af de forskellige broreparationer. En angivelse af, hvordan udbedringsarbejdet
for hver enkelt bro kan og ber udferes, kaldes en samlet prioritering. ‘

2.1.1 Den tidligere prioriteringsproces

I tiden for det var muligt at prioritere vha. prioriteringsmodulet, foregik processen med at
fastlzgge broreparationer i 3 trin [A):

Generaleftersyn

Et kort eftersyn af hver enkelt bro hvor det blev bestemt, om den var aktuel for udbedringer og
dermed et szreftersyn. Et generaleftersyn blev foretaget hvert 3-4 &r.
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Seereftersyn

Et detaljeret eftersyn af en bro med potentiale for udbedringer, hvilket bl.a. involverede analyse

af indsamlede laboratorieprever. Herefter udarbejdedes et forslag til den mest optimale

udbedringsstrategi samt prisen for at udfere denne. Smé arbejder blev desuden vurderet pd en
-skala alt efter, hvor ngdvendig en udbedring ville vare. Denne vurdering skulle danne grundlag

for den senere, samlede prioritering.

Rundbordsdiskussion

En samtale mellem 6-7 ansvarlige, hvor det blev udpeget hvilke broer, der skulle repareres -
dvs. der blev foretaget en samlet prioritering. Der var her en risiko for, at nogle af de
tilstedeverende sad og forvaltede egne interesser. Dette kunne vare i form af hensyn til miljo,
erhverv, trafiksikkerhed, egen politiske overbevisning el.lign.

P3 et tidspunkt, hvor man gik i gang med at automatisere hele det administrative arbejde
omkring brovedligeholdelse, blev det oplagt at systematisere prioriteringen og dermed muliggare
en optimering foretaget pd computer.

2.1.2 Udviklingen af VD's nuvarende prioriteringsmodul

Det var hensigten, at optimeringen skulle hjzlpe i rundbordsdiskussionen ved at fremstd som
et rimeligt udgangspunkt. Det vil sige, at princippet med general- og szreftersyn forblev det
samme - dog med en &ndring af de data, der skulle indsamles ved szreftersynet. Disse data er
beskrevet i nzste afsnit,

Under udviklingen af prioriteringsmodulet havde man folgende mél [19]:

® Der skal fastlagges en prioritering for udbedringen af en rekke bygvaerker. Summen af
udgifterne i hvert enkelt &r m4 ikke overstige bevillingen i det pidgzldende &r.

® Prioriteringen gnskes udfort sdledes, at de givne ressourcer - set ud fra et samfunds-
massigt synspunkt - udnyttes bedst muligt pi lang sigt.

® Det skal vare muligt at tage hensyn til eventuelt forhdndsprioriterede udbedringer. Det
kan f.eks. vare arbejder, der strekker sig over flere ar eller arbejder, der af sikkerheds-
hensyn skal igangsattes.

® De gkonomiske konsekvenser af ikke at kunne udfgre udbedringerne pd de optimale
tidspunkter gnskes udtrykt (konsekvensanalyse).

Selve opgaveformuleringen til prioriteringsmodulet kan udtrykkes pé folgende mide:
Find den samlede prioritering, som overholder budgettet og har de mindste pkonomiske
konsekvenser for samfundet.

22




indsamling og forbehandling af data ) _ 2.2

2.2 IndSamling og forbehandling af data

- 2.2,1 Parametre og indsamling af data

Her beskrives hvilke parametre, der indgdr i prioriteringsmodulet, samt hvilke data, der
indsamles ved et szreftersyn.

Parametre

Der er folgende overordnede parametre i prioriteringsmodulet [19]:

o Budgetirene med tilhorende bevillinger afsat til reparationsarbejder. Bevillingerne findes
ved at trekke udgifter til administration, eftersyn, ren--og vedligeholdning, forskning,
reserver med videre fra de arlige bevillinger. Ydermere fratrekkes udgifter til de skaldte
forhédndsprioriterede reparationsarbejder. Disse er arbejder, der skal udfores, hvilket kan
skyldes at:

e de er kontraktligt bundne - f.eks. sat i gang i tidligere &r,

e det er et spergsmal om trafiksikkerhed - f.eks. udskiftning af autovarn,

e der i forvejen udferes arbejde pd vejstrzkningen, sdledes at det vil vare naturligt
(billigere) at udfere broarbejder pd strekningen samtidig,

o det af andre &rsager skennes, at arbejdet skal forhindsprioriteres.

Tilbage er den del af bevillingen, som reelt kan bruges til udbednngsarbejder Det er

denne stgrrelse, der indgdr som bevilling i optimeringen.

Der optimeres over en femdrig periode, hvert ir med sit budget. Det forste ar kaldes E

prioriteringsiret, mens de efterfolgende fire kaldes budgetoversigtsarene. ‘

o Diskonteringsraten, der benyttes til frem- og tilbagediskontering af udgifter. Denne
stprrelse er udtryk for den gevinst, som man kan opn ved at udskyde en udgift ét ar, idet
pengene, rent fiktivt, kan trzkke renter. Diskonteringsraten fastsattes af finansministeriet
og er p.t. 7% p.a.

® Prisniveauet, der ud fra en fastsat dato angiver, hvilket prisindeks alle omkostninger skal
referere til. Det er normalt at sztte prisniveauet svarende til andet eller tredje kvartal i
prioriteringsaret.

Indsamling af data
Dataindsamlingen foregdr udelukkende ved de sazreftersyn, der foretages, nir en bro ved
generaleftersynet er vurderet til at vere vardig til en reparation.

Broingenieren udarbejder for hver af broens skader 1-3 strategier for udbedring af skaden. Der .
er i prioriteringsmodulet plads til uafhzngigt at behandle op til 9 skader pd hver bro. Skaderne
betragtes adskilt, som om de horte til forskellige broer. De tre strategier for en skade vil generelt
have fglgende form:
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A. Altomfattende reparation, hvor store dele af bygvarket udskiftes.
B. Reparation, hvor en omfattende reparation udferes, hvorved bygvarkets levetid forlenges

vasentligt.
C. Lappelosning, hvor der straks udferes mindre udbedringer med det formél at udskyde en
gennemgribende udbedring.

~ For alle tre strategier fastsztter broingenigren det optimale tidspunkt at pdbegynde réparations-
arbejet — et tidspunkt, der ikke nedvendigvis er det samme som prioriteringséret.

Generelt folger antallet af strategier stgrrelsen af skaden. Med andre ord-udarbejder ingenigren
kun én strategi for udbedring af skaden, hvis denne er lille, da den kun har én indlysende
strategi, hvorimod der er grund til at udarbejde op til 3 strategier for en bro, hvis skaden er stor.

Disse strategiforslag er sledes efter den rddgivende ingenigrs mening de optimale for den
enkelte bro. Denne vurdering er udelukkende baseret pd den rddgivende ingenigrs ekspertise pa
omrédet,

Radgiverens arbejde munder ud i et skema over udbedringsstrategier for hver bro, hvor alle data
er indskrevet (skema 2.1). Det ses, at der for broen i eksemplet er tale om tre forskellige
strategiforslag. ’ ‘ ' B ' ’ ’ '

I hver af disse strategier udarbejdes en plan over arbejdets forlpb, og her ud fra anslds de arlige
reparationsudgifter i en periode p& 25 Ar. '

Udover de egentlige reparationsudgifter udregnes for hvert 3r de sikaldte trafikantom-
Kostninger. Disse er et mal for, hvor meget de gener, som udbedringen - eller en udskydning
af samme - fordrsager for trafikken, koster samfundet. Hvis f.eks. broen skal afsparres for en
periode, koster det penge, at alle bilerne skal kgre en omvej. Hvis den ene kgrebane lukkes,
betyder det ekstra omkostninger, at trafikken skal vente ved en lysregulering, som serger for at
lede trafikken i begge retninger. Hvis broen m3 lukkes for tung trafik eller hgje lastbiler i en
periode, koster det penge for disse at kgre en omvej. Endelig kan trafikuheld, pga. dirlige
vejforhold ogsd bidrage til trafikantomkostninger. Enhedspriserne for udregning af trafikantom-
kostningerne beregnes og udsendes af VD's @konomisk-Statistisk Afdeling.

Endelig anslér ridgiveren en restveaerdi, som er et udtryk for, hvor meget broen er oget i vardi
i Ipbet af de 25 &r, dvs. forskellen mellem forbedringernes vardi, og vardiforringelsen af disse
forbedringer pga. slitage. Restvardien regnes med modsat fortegn af udgifterne, dvs. negativt,
da den kan siges at vare vundet gennem de 25 &r.

Herefter ansldr rddgiveren forlgbet for hver strategi i samme 25-&rige periode, hvis den
udskydes i 5 &r. 1 dette tilfxlde vil der ofte vere pgede trafikantomkostninger pga. forvaerrede
forhold, nir skaderne udvikler sig og som falge af lzngere reparationsperioder. Ligeledes bliver
reparationsudgifterne ofte hgjere pga. skadernes stigende omfang (ikke alle skader bliver dog
dyrere at udbedre med tiden). Til gengeld bliver restvzrdien som oftest storre (med negativt
fortegn), idet senere reparationer vil vere mindre nedslidte ved periodens udgang.
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-Skema 2.1 Et-eksempel pd et skema indeholdende data fra Sareftersyn af én bro [19].

Alle udgifter og verdier beregnes i nutidspriser - dvs der tages ikke hensyn til inflation eller
priszndringer grundet markedsmekanismer m.m.

e

2.2.2 Bearbejdning af data

For datamaterialet bearbejdes, indeksreguleres alle vardier i forhold til den dato, der er fastsat
af de overordnede parametre, hvilket normalt vil vare tredje kvartal i prioriteringsaret.

Ud fra en strategis udferelse pd hhv. det optimale tidspunkt og udskudt 5 ir beregnes lesninger
svarende til de mellemliggende forskydninger pd 1, 2, 3 og 4 &r. Dette gores ved en linezr
interpolation mellem vardierne for den optimale og den fem &r udskudte lpsning.

Antagelsen om et linezrt forlgb af reparationsudgifter og trafikantomkostninger i den fem-2rige
periode kan der sttes sporgsméilstegn ved. Men da skader pd beton, betonarmering, rekverk,
vejbelazgninger, sgjler, vandanlzg m.m. udvikler sig yderst forskelligt, kan enhver antagelse om
forlgbet anfagtes [A]. Det linezre forlgb har dog en rzkke fordele:

For det forste er det let-at beregne. For det andet kendes eksempler bide pd logaritmiske og
eksponentielle udviklinger af udgifter, og det linezre forlpb ma siges at havne nogenlunde i
midten ved interpolation. Dette gelder derimod ikke for extrapolation (se figur 2.2).
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P4 denne méide fis for hver strategi seks forskellige [
lgsninger, dvs. for hver reparation findes 6, 12 eller 18
lpsningsmuligheder, afhengig af antallet af strategier. '

I skema 2.2 er de seks lgsninger for én strategi skrevet op
med reparationsudgifter og trafikantomkostninger. Verdi-
erne for den gkonomisk optimale lgsning (I@sning 1) og den
fem ar udskudte (Igsning 6) er de data, som szreftersynet
har givet.

Det ses, at-skemaet er delt op i tre dele adskilt af nogle - " Interpolation Em-pohﬂ:n
"trapper". Verdierne over den ¢verste trappe kan kun L — -
indeholde trafikantomkostninger, da trappen startes lige for gﬂ:ﬁ;iﬂ;ﬂg:iﬂ:ﬁfam_
den forste reparationsudgift i Igsning 1. Disse trafikantom-  forigb.

kostninger findes for lgsning 2-5 ved for hvert &r at sztte

dem lig med omkostningen i lesning 6, hvilket afspejler, at trafikantomkostningerne er
uafhzngige af, hvilken af lgsningerne, der valges, ndr reparationsarbejdet endnu ikke er
igangsat.

Vazrdierne mellem trapperne for de 4 midterste lgsninger er fundet vha. den tidligere omtalte
linezre interpolation mellem vardierne i lgsning 1 og vardierne fem dr senere i lgsning 6.

Vardierne under den nederste trappekurve findes pd felgende méide:

® Reparationsudgifterne i 4r 21-24 i lg@sning 1 slettes og lagges til reparationsudgiften i &r
25. De fremdiskonteres ikke, da restvardien ville stige (negativt) ved at reparationerne
blev udskudt. Denne forhgjelse af restvardien ville stort set ophave forggelsen af
reparationsudgifterne, hvis de blev fremdiskonteret. Samtidig ligger fejlen 25 &r ude i
fremtiden, hvorved den har minimal betydning for lgsningens nutidsveerdi - et begreb
der bliver forklaret nedenfor.

e Trafikantomkostninger for lgsning 1 i ir 21-24 fremdiskonteres til ar 25.

® I lgsning 2-5 findes omkostningerne i r 25 ved at interpolere vandret mellem den nu
modificerede veardi for losning 1 og vardien for lpsning 6 i ar 25.

For at gore sammenligning mulig mellem de seks lgsninger, beregnes et eksakt tal, kaldet
nutidsveerdien, for hver strategi. Nutidsverdierne for hver Igsning er indsat nederst i skemaet.
Nutidsvardien beregnes som summen af alle reparationsudgifter, restvaerdier og trafikantom-
kostninger, nr de tilbagediskonteres til prioriteringsiret. Nutidsvardien fortzller siledes noget
om strategiens pris milt i forhold til nutiden, og er sdledes brugbar i en sammenligning af de
samlede udgifter for forskellige lasninger. Til tilbagediskonteringen bruges diskonteringsraten,
dvs. alle belgb multipliceres med (1+0.07)"*V, for de adderes (k er &ret, hvor udgiften
optrzder). Tilbagediskonteringen galder ogsd restverdien, der betragtes som en udgift med
negativt fortegn (dvs. svarer til en indtagt) i &r 25.
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indsamling og forbehandiing af data

2.2

Lesning 1 Lesning 2 Lesning 3 Lesning 4 Lesaing 5 Lesning 6
@kon. opt.| Udskudt 14| Udskudt 2 &r| Udskudt 3 &r| Udskudt 4 &r| Udskudt 5 & ||
Ar| Rep. Traf.| Rep. Traf. Rep. Traf. 'Rep. Traf.| Rep. Traf.{ Rep. Traf. I
1992 1 0 0 0 0 0 0 0
1993 2| 100 50 100 100 100 100 0 100
1994 3 0 ol 200 100 100 100 100 0 100
1995 4 0 0 300 150 100 100 0 100
1996 5 0 0 400 200 500 0 500
1997 6 0 0 500 250 oS00l
1998 71 200 50 600 300
1999 8 0 o| 350 100 | 0 0
2000 9 0 0 500 150|. 0 0
2001 10 0 0 | 650 200 0 0
2002 11 o 0 800 250 o .0
2003 © 12| 1000 200 950 300
2004 13 - o  of 1200 300f o -of
2005 14/ o0 o] 1400 400 } o of
2006 15| .0 0 1600 - 500 0 ’;o“
2007 16 0 0 1800 600 o 0
2008 17 o 0 2000 700
2009 18 0 0 0 0
2010 19 0 0 0 0
2011 20 0 0 0 0
J2012 21 0 0 0 0
2013 22| 200 50 0 0
2014 23 0 0 0 0
2015 24 0 0 0 0
Restverdi| =656 = 6 e 0 l
2016 25| -450 61| -540 49| 0630 37| -720 24| -810 12| -900 0
J Nut.verdi 800 1205 1556 1860 2425 2931
Skema 2.2 Beregning af udskudte lesninger for en reparationsstrategi [19].
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Man kan ud fra nutidsvardierne beregne en strafveerdi, som er de ekstra samfundsomkost-
ninger, der er forbundet med at skifte fra den optimale lpsning (lavest nutidsvardi) til en
dérligere lpsning (hojere nutidsverdi), og dermed kan man beslutte, hvilke strategier det er
billigst at udskifte. For at lette behandlingen af de 6,12 eller 18 lgsninger for hver skade sorteres
de i rekkefplge efter stigende nutidsveerdi. Derved blandes lgsningerne fra de enkelte strategier,
og herefter skelnes der ikke mellem, hvilken strategi de enkelte lgsninger stammer fra.

Inden data for lgsningerne indsattes i prioriteringsmodulet, kan en frasortering af irrelevante
strategier foretages.'Dette sker, hvis der er to Igsninger for samme skade, der har

o forste reparationsudgifter i samme d&r,

'éamtidig med at den ene af disse lwsniri’ger bide har

e lavere reparationsudgift i det pdgaldende ir og

e en lavere nutidsvardi.

Er dette opfyldt vil den strategi med lavest nutidsvardi indgd i prioriteringen, hvorimod den
anden strategi vil blive vraget. Den vragede lgsning vil ikke npdvendigvis vare den darligste,
idet der ikke under frasorteringen er taget hensyn til lesningernes udgifter i andre budgetar. Der
opstar problemer pga. dette, hvilket er forklaret nzrmere i afsnit 3.3.4.

2.3 VD's lgsningsmetode

Dette afsnit er en beskrivelse af VD's prioriteringsmetode og den &rlige gennemferelse af
prioriteringen.

VD gennemfprer en prioritering af broreparationer mindst én gang om &ret. Hver prioritering
omfatter en fem-Aars periode, i hvilken der for hvert &r er en bevilling, der skal overholdes.
Arsagen til, at man foretager prioriteringen af broreparationer over en fem-3rs periode er, at
man vil undgd, at udskydelsen af nogle reparationer vil skabe problemer med overholdelse af
budgetterne i de efterfelgende &r.

P& trods af, at prioriteringen omfatter en periode p3 fem ar, bliver der prioriteret hvert ar. Dette
gores for at tage nye broer, der er vardige til reparation, med i prioriteringen samt for at tage
hensyn til nye forh&ndsprioriteringer.

2.3.1 Genbrug af strategier

Som beskrevet i afsnit 2.2 bliver der for alle broer, der er vurderet til at skulle repareres,
udarbejdet 1-3 strategier for disse reparationer, og hver strategi kan desuden udskydes 1-5 ir.
Inden den Arlige prioritering bliver beskrevet, skal det her forklares, hvordan strategierne for en
bro kan genbruges i op til 4 &r i de &rligt tilbagevendende prioriteringer.
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Det er siledes, at en strategi, der har varet brugt i en prioritering i et &r, godt kan bruges i
prioriteringen det nzste 4r, forudsat at strategien er indeksreguleret til det nye prioriteringsar.

En sidan gammel strategi kan kun genbruges, hvis den bro, som den galder for, ikke har varet
udvalgt til reparation i prioriteringsiret ved de tidligere prioriteringer, som broen har indgdet
i. Hvis en bro ikke er blevet udvalgt til reparation senest fem &r efter det (forste) optimale ar
for en af broens strategier, da skal der udfzrdiges nye strategier for broen, xdet der ikke la:ngere
er garanti for, at de gamle strategier er aktuelle for broens skader. |

AV
Nar en gammel strategi genbruges, indeksreguleres alle belpb, undtaget trafikantomkostningerne
i &rene for det nye prioriteringsir. Belpbene indeksreguleres fra det gamle prioriteringsar til det
nye prioriteringsdr. Disse indeksregulerede lpsninger indgdr i rets prioritering pa samme vilkar
som lgsningerne, der er udarbejdet for broer, som ikke tidligere har veret med i en prioritering
- dvs. der udferes nutidsvardiberegninger osv. for disse gamle strategier som beskrevet i
foregiende afsnit. Den eneste forskel er, at belgbene i det, der var det 25. &r i det forrige
prioriteringsar, fremdiskonteres det antal &r, der er gdet, siden den pdgzldende strategi var med
‘i en prioritering forste gang. Dette gores for, at alle lgsninger, som indgdr i en prioritering,
omhandler udgifter, restvardier og nutidsvardier for de samme 25 r.

2.3.2 Den éarlige prioritering

Efter at lgsningerne for hver bro er ordnet efter nutidsvardi, siledes at nutidsvardien er

| stigende, valges den bedste lpsning for hver bro, dvs. den lgsning, der har den laveste

nutidsvardi, idet nutidsvardien anses for at vare et mal for samfundsomkostningerne ved at

udfere en given lpsning. '

4Derefter folges folgende metode: o

1. De samlede reparationsudgifter for lesningerne beregnes for hvert af de fem budgetér, og de
sammenlignes med bevillingerne. Hvis alle de samlede udgifter er mindre end de respektive
budgetter, er prioriteringen ferdig, hvorimod man fortsztter til punkt 2, hvis der er en
budgetoverskridelse i et eller flere ar.

" 2. Er der flere &r med budgetoverskridelse identificeres dret med den storste overskridelse.
For dette 3r finder man alle de broer, der har reparationsudgifter i det pdgzldende r.

3. Derefter udregnes strafkvotienten ved at skifte lpsning for hver af de fundne broer.
Strafkvotienten beregnes som den relative forskel mellem nutidsvardien for den optimale
lesning og nutidsvardien for den naste lgsning i den ordnede rakke. Nér dette er gjort, ‘
identificeres broen med den laveste strafkvotient for skift af lasning. For denne bro skiftes
der til den naste lpsning, og den hidtil optimale lpsning slettes fra listen.

4. Efter at der er omprioriteret for broen, startes der forfra i punkt 1.

En prioritering, der resulterer i, at der ikke er en overskridelse af bevillingen, vil vare den
prioritering, der valges - dog forst efter at den sagsansvarlige har vurderet, at prioriteringen af
broreparationer ikke er sat ulogisk sammen. En ulogisk sammens&tning ville f.eks v&re, hvis
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béde fugtisoleringen pd en bro og slidlaget pd den vejstrzkning, hvor broen er, skulle repareres,
og disse reparationer ikke var valgt til udforelse i det samme Ar.

Hvis der efter den sagsansvarliges skon er en ulogisk prioritering af broreparationer, kan
han/hun forhdndsprioritere de broer, som det galder for, og fratrekke reparationsudgifterne for
de valgte lpsninger fra bevillingen, hvorefter prioriteringsmodulet anvendes for de resterende
broer. )

Nér prioriteringen er fardig, afsluttes den med en konsekvensanalyse, dvs. det anslds, hvor
meget samfundet taber ved ikke at gennemfore de optimale reparationslgsninger. Sagt med andre
ord vurderes det gkonomiske tab p&-lang sigt,’som er resultatet af for sm bevillinger. Dette tab
angives som den absolutte forskel i nutidsvardi mellem den optimale prioritering og den valgte
prioritering.

2.4 VD's modelleringsproces

Afsnittet belyser processen med udviklingen af prioriteringsmodulet, og oplysningerne stammer
hovedsageligt fra interviewet med Ole Kirk (OK) og Jorn Lauridsen (JL) [A]. Vejdirektoratet
har formentlig ikke selv haft i tankerne, at der skulle opstilles en model for problemet, men det
arbejde VD har gjort i deres spgen efter en lgsning, svarer i vores terminologi til en
modelleringsproces. Den matematiske model, der ligger i denne proces, beskrives i kapitel 3.

Ideen til prioriteringsmodulet for broer udsprang af, at man i 1986 begyndte at udfardige
szreftersynsmanualer. Disse szreftersynsmanualer blev afsluttet med en pkonomisk del, hvor
man begyndte at operere med begrebet nutidsvardi som et mél for samfundets udgifter ved valg
af forskellige lesninger for broreparationer.

I den forbindelse anbefalede OK, at man gik videre med ideen om at sammenligne hvilke
lpsninger, der bedst kunne betale sig for samfundet, vha. nutidsvardierne.

Broingenigrerne begyndte derfor at overveje, hvilke krav prioriteringsmodulet skulle opfylde,
og hvordan de kunne opfyldes af modulet. Kravene - og opfyldelsen af disse — blev lgbende
forelagt OK, som gav kritik og alternative ideer til lgsning af problemerne. Her igennem
afgrensedes problemet, s& modellen
@ primart sigtede mod en pkonomisk vurdering af broreparationerne, specielt med henblik

pd den senere konsekvensanalyse,
e tog hensyn til de samfundsmassige omkostninger gennem trafikantomkostningerne,
® ikke skulle tage hensyn til bl.a. miljp og ®stetik.

Derudover opstillede broingenigrerne begransninger for modulet, Disse var bla., at
@ det ikke ville veere muligt at forudsige en skades udvikling i mere end fem &r, hvorfor det
blev den periode man brugte for udskydning af strategierne,
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e det kunne antages, at der kunne interpoleres linezrt mellem den optimale lgsning og den
fem &r udskudte, _ ‘ |

e man skulle begrense datamangden til en stprrelse, der muliggjorde en prioritering for
mange broer samtidig. Denne afgrensning kan bl.a. ses i antallet af strategier pr. bro,
antallet af lgsninger pr. strategi samt antal budgetir (nogle af disse begraensnmger er dog
sandsynligvis levn fra tidligere tiders dataindsamling).

Oprindeligt var det meningen, at man for hver bro skulle valge den lgsning, som havde den
laveste nutidsverdi, men da det viste sig, at dette ville medfore en overskridelse af bevil-
lingerne, overvejede man heltalsprogrammering for at opnd den bedste lgsning. Ved nzrmere
undersggelser fandt man frem til, at heltalsprogrammering pa dette problem ville vare umulig
at gennemfore i praksis, og man fandt i stedet frem til en optimeringsmetode, der var hurtig. At
metoden til gengzld kun delvist lpste problemet, var man klar over - det vurderedes dog, at
usikkerhederne i datamaterialet var si store, at metodens resultater var tilfredsstillende.

‘Modulet fik ikke med det samme lov til at std alene, idet der de forste to ar efter dets tilblivelse
stadigvak blev foret'aget manuelle prioriteringer af ingenigrer og ansvarlige. P4 den mide kunne
det kontrolleres, at modulet virkelig gav de onskede prioriteringer, og til alt held for
Vejdirektoratet viste det sig, at ingenimernes og de ansvarliges prioritering var stort set
sammenfaldende med modulets prioritering. Dette betod, at modulet i 1992 for forste gang blev
brugt uden den manuelle vurdermg

I relation til den i afsnit 1.4 beskrevne vurdering af ferdige modeller, svarer denne sammenlig-
- ning med manuel prioritering i nogen grad til kontrol af replikativ validitet: stemmer de data,
som modellen leverer, overens med data fra virkelighedsomrddet - data er i denne sammenhzng
prioriteringen, og den validitet, der sikres, angdr modellens evne til at erstatte den gamle
prioriteringsmetode, dvs. ingenigrernes manuelle prioritering opfattes som modellens
virkelighedsomrade. . l :

2.5 Vurdering af model og metode

Model
Da Vejdirektoratet indledte arbejdet med prioriteringsmodulet var det hovedsageligt med
anvendelsesformil for gje. Dog var der et vist hdb om, at man med tiden ville fa et indtryk af,
hvorledes skader p8 broer udvikler sig, altsd en form for erkendelsesmassigt formél. Endvidere
var der tale om en model, der skulle bruges indenfor et meget snzvert omrdde: Bedste
vedligeholdelse af broer indenfor givne budgetrammer. Da der ikke foreld nogen teori om
bygning af sddanne modeller, matte man tage udgangspunkt i egne data og erfaringer, og alt i
alt er der tydeligvis tale om en s3kaldt ad hoc model - en model opstillet til lejligheden.
Modellen er derfor meget specifik, men det er alligevel lykkedes af eksportere princippet bag
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DANBRO og dermed prioriteringsmodulet til bla. Mexico ~ modellen er altsd ikke si
specialiseret, at den er begranset til danske forhold. '

Modellen gor det muligt at overskue og vurdere flere broer og Igsninger, end det er menneske~
~ ligt muligt, og opfylder dermed det basale form3l for enhver model - forenkling af virkelig-
hedsomridet. Da den menneskelige indblanding i den endelige prioritering er blevet minimeret,
kan det forventes, at prioriteringsmodulet er mindre subjektivt og mere ensartet i sin behandling
af broerne. Dette forudsztter dog, at skaderne pd broerne er vurderet ensartet af de ingeniorer,
der foretager szreftersynene, hvilket til gengeld er mindre sikkert.

Samtidig med den opnﬁede ?orerfkling er der nafurligt nok sket en fravalgelse af elementer, som
enten er blevet anset for uvzsentlige eller ikke har kunnet medtages - alts3 et informationstab.
For eksempel kan modellen ikke medtage betydningen af forskellige miljpmassige gener, og
hvor der tidligere i kraft af rundbordsdiskussionen og den manuelle prioritering var flere
personer med til at diskutere med mere eller mindre subjektive argumenter, kan en enkelt person
i dag i princippet alene foretage forhdndsprioritering - med andre ord vil der ikke vere s
mange om at pavirke beslutningen. At elementer som miljp og ®stetik ikke er medtaget, skal
dog ikke npdvendigvis tages som udtryk for dirlig vilje hos VD, da der jo er tale om vanskeligt
kvantificérbare vardier. : - S : - : - - :

Metoden :
Metoden er forst og fremmest yderst hurtig i brug, idet det tager 10 sekunder, fra man starter
prioriteringsmodulet, til man har en samlet prioritering uden budgetoverskridelser.

At metoden er s& hurtig ger, at den er i ret hgj kurs hos de ingenigrer, der arbejder med den,
da de i lgbet af meget kort tid kan beregne, hvilke konsekvenser en begrensning/udvidelse af
budgettet vil betyde, dels for prioriteringen af broreparationer og dels for samfundsgkonomien.

Denne hurtighed er imidlertid sket pd bekostning af en garanti for at nd den optimale
prioritering. Ved det anvendte skift af lgsning for en bro, elimineres den fravalgte som
lgsningsmulighed i det videre optimeringsarbejde. Det kan ikke udelukkes, at der med
udskydelser og omrokeringer af andre broer ville vare plads til den fravalgte lgsning. Dette ma
nok betegnes som metodens mest kritisable punkt. Men selvom VD er klar over, at den optimale
losning ikke findes ved hjzlp af prioriteringsmodulet, oplyser de ikke herom i deres
informationsmateriale:

"Ved prioriteringsberegningen findes den sdkaldte optimale lpsning blandt mange
hundrede alternativer pd en sddan mdde, at DANBRO finder den lpsning, der giver den
gkonomisk bedste udnyttelse af de bevillinger, Vejdirektoratet har til rddighed til
brovedligehold.” [18, 7]

Til forsvar for, at metoden ikke med 100% sikkerhed kommer frem til den optimale prioritering,
anferer VD, at den ansldede udvikling i skadesomfang i lgbet af de fem 3r, som prioriteringen
omfatter, alligevel er behaftet med s& store usikkerheder, at det er irrelevant at bestemme den

32




Vurdering af model og metode - 25

optimale lgsning [A]. Uanset at der er tale om usikkerheder i data, m4 det dog vare bedre, at
det er den optimale lgsning, der findes.

En anden forskel fra den gamle prioriteringsmetode ligger i, at det nu er en maskine, der
foretager prioriteringerne, hvilket udover den tidsmassige forbedring medferer, at ingenigrerne
har et langt stzrkere argument, nir der skal tildeles bevillinger. Maskinerne opfattes som mindre
subjektive end mennesker, hvorfor en maskinel prioritering betragtes som frigjort fra personlige
holdninger til forurening, stpjgener, trafiksikkerhed o.lign. '

At prioriteringsmodulet skulle vare mere objektivt end ingenigrernes prioritering, kan dog
anfagtes, idet det er ingenigrer, der har udferdiget kravene til prioriteringsmodulet, hvorfor det
méi vere et udtryk for deres "subjektive meninger".

Med hensyn til beregning af strafkvotienten virker det umiddelbart ulogisk at beregne den
~relativt og ikke absolut, idet det jo er samfundsomkostningerné (de absolutte vardier), der
forspges begraznset vha. prioriteringsmodulet. Nir VD -alligevel har valgt at beregne
strafkvotienten relativt, er det fordi, de anser reparationsudgifter som investeringer af Statens
penge, og den relative strafkvotient svarer til en negativ rente pd de investerede penge. '

Der ville, hvis man regnede strafkvotienten absolut, vare fare for, at et stort antal reparationer
med lille absolut straf men med en stor relativ strafkvotient blev udskudt til fordel for en enkelt
reparation med stor absolut og lille relativ straf. Det svarer til at skulle l3ne et bestemt belgb,
hvor man kan valge mellem at 13ne dem alle til en hgj rente i én bank, der har et hgjt 13neloft,
eller 1dne det samme belgb som flere mindre 13n i forskellige banker, som har et lavere l3neloft,
men til gengald har en lavere 13nerente. Med brugen af den relative strafkvotient undgﬁs dette
problem, da man - for at blive i samme terminologi - laner i bankerne med den laveste rente,
uanset belgbets storrelse’. | -

=

2.6 Opsamlihg

Sammenfattende kan fplgende konkluderes om VD's prioriteringsmodul:

e Alti alt fungerer metoden i praksis til VD's tilfredsstillelse ~ specielt ndr usikkerhederne pd
datamaterialet tages i betragtning - og det m3 konstateres, at metodens implementering i
praksis er lykkedes. Eftersom det er de samme personer, der har udviklet model og bruger
den i det daglige, har der ikke varet problemer med misforstielser mellem modelbygger og

malgruppe.

1: Et mere indgaende studie af, hvad brugen af henholdsvis relativ og absolut strafkvotient betyder for
prioriteringen, findes i afsnit 3.3.
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Som nzvnt har VD efter modellens fardiggerelse foretaget noget, der svarer til underspgelse
af dens replikative validitet, og der er siledes opndet en form for garanti for, at modellen
ikke er helt skav at bruge i praksis. '
VD's metode finder ikke npdvendigvis frem til den optimale prioritering, og hvis der er tale
om en vasentlig forskel mellem VD's algoritme og den optimale prioritering, er det verd at
underspge, om der kan udvikles en algoritme, som kan erstatte VD's. For at vare brugbar
skal en alternativ algoritme kunne lpse problemet inden for nogle timer pd en pc, og
mulighederne for en sddan algoritme bliver undersggt senere i projektet.




Kapitel 3
‘Analyse og vurdering af
- VD's metode

lpsningsmetode beskrives som en matematisk algoritme pd denne mc_jdel. Derefter

l dette kapitel formuleres VD's model som en formel matematisk model,. og deres
analyseres metoden og de fordele‘og ulemper, den indebarer.

3.1 Opstilling af matematisk model

Det overordnede problem - hvordan vedligeholdes broer op_iimalt indenfor givne budgetrammer
- har Vejdirektoratet som tidligere nzvnt reduceret til folgende:

For hver bro skal der velges en ud af flere mulige lpsninger. Hver af disse lpsninger har en
nutidsveerdi, hvori der indgdr trafikantomkostninger - altsd et mdl for samfundets omkostninger
ved at benytte denne lpsning. Hver lpsning har sin egen udgifts[ordeling over en 25-drig
periode, og udgifterné for den valgte pfioritering, det vil sige sammensatningen af lgsninger,
md ikke overstige det budgetterede belgb i de forste fem dr. Samfundets omkostninger skal
minimeres, dvs. nutidsverdien for den valgte prioritering skal gores mindst mulig. '

, Der er séledes to sammenhange, som skal formuleres i den matematiske model:
o Reparationsudgifterne skal holdes indenfor budgettet de forste fem &r.
® Nutidsvazrdierne skal vare lavest mulige.

3.1.1 Koefficienter, variable og indeks

De koefficienter og variable, der indgar i den matematiske model, er som folger:
n = antallet af broer '

i = indekserer bronummer :

m, = antallet af lgsninger for bro i (i det konkrete problem er ms18)
m = samlede antal lgsninger for de n broer, m = m,+...+m;+...+m,

J = indekserer Igsningsnummer

¢, = nutidsvardien af Igsning j for bro /
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a,,, = reparationsudgiften i ar k for lgsning j for bro j

k = indekserer &rene
b, = budgetteti ir k
s, = variabel, som angiver nummeret pd den valgte lgsning for bro /

S = et szt af lgsninger, kaldet en samlet prioritering, S = (s,,...,s,...,S,)

Med disse parametre til rddighed kan den samlede reparationsudgift i et &r k formuleres som
en funktion a,(S), der afhenger af det valgte st af lgsninger:

a,(S) = ‘2; O, ' ’ (3.1)

Den samlede nutidsveerdi, ¢(S), athznger ligeledes af Ipsningsvalgene og kan skrives p& denne
made:

) =3 Cus, - (3.2)
=]

3.1.2 Modelformulering af VD's problem

Nu mangler der blot at blive indfgrt begrensninger pd hhv. reparationsudgifter og nutidsvardier
for at have den gnskede matematiske beskrivelse af VD's problem:

1. Budgetoverholdelse

Kravet om overholdelse af budgettet opfyldes ved, at de samlede reparationsudgifter i ar k,
a,(S), er mindre end budgettet i &r k, for alle fem budgetar:

a,(s) = éa““ <b, forke{l,.5}) (33

Der skal altsd findes en prioritering, som overholder budgetterne.
2. Minimering af nutidsverdi.
Af samtlige prioriteringer, som opfylder 3.2.3 skal den findes, som minimerer den samlede

nutidsvardi.

]
mincc(S) = min ( Y c,) (34
=]
Problemet er dernast, hvordan man skal finde frem til den optimale prioritering, og en
matematisk algoritme for Vejdirektoratets metode til at finde denne prioritering opstilles i naste
afsnit.
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3.2 Matematisk beskrivelse af VD's metode

I det folgende opskrives en algoritme for Vejdirektoratets optimeringsmetode fra afsnit 2.3,
hvilket muligger en senere analyse. Beskrivelsen benytter de i afsnit 3.1 indforte koefficienter
og variable.

3.2.1 Initialisering

For metoden kan anvendes, skal lpsningerne for hver bro vazre sorteret efter stigende
nutidsvardi, sdledes at '

€y S €y o S € Jori€ (L) | EX)

Dette muligger en prioritering af lpsningerne, idet lesningen med den laveste nutidsvardi er den,
som er bedst at valge, hvis det er muligt. Hvis det derimod ikke er muligt, er den nzstbedste
lesning den nazste i rekken, nr de er sorteret som ovenfor.

For alle broer vzlges den bedste lgsning, dvs. lgsning nummer 1.
§=(,11,.,,1) . | B o - | (3.6)

For at have et mal for, hvor dyrt det er at skifte til en darligere lgsning for den enkelte bro,
udregnes for hver bro en strafkvotient. Strafkvotienten Q, er den relative tilvekst i nutidsvardi
ved at gi fra den nuvarende til den naste losning i rakken for bro i. Hvis den nuvarende
losning er den sidste for den pdgzldende bro, szttes strafkvotienten til = for at undg, at der
skiftes til en ikke-eksisterende lpsning. At sztte verdien til "uendelig" vil i praksis sige, at man
satter verdien til et meget stort tal M, som man ved er stgrre end alle andre forekommende tal.
Vi vil dog her tillade os at benytte betegnelsen « for en sidan vardi.

€ =€
Lol A for s, <m ‘

. p i< m (3.7)
Q- “hay for i € (1,.,n} -

o Jor s, = m,

3.2.2 Frasortering af lgsninger
For VD's algoritme kores, frasorteres nogle af lgsningerne efter folgende kriterie (jvf. kap.2).

Hvis to lesninger for samme bro har forste reparationsudgift i samme &r, og den ene bade har
hejere reparationsudgift i dette &r og hpjere nutidsvardi (hgjere nummer i den sorterede rakke)
end den anden, si slettes denne Igsning:
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For j, <j, < m 08 K s §:
a,w‘=a,wz=0ﬁ»rallek<K
axu .0 A ik ® 0 3 g J, sle

Oy S Oxiy,

3.2.3 Algoritmen

I figur 3.1 ses et rutediagram for algoritmen. Numrene refererer til nedenstiende trinvise

forklaring.

Velg bedste lasning
for alle broer. -

&1

Figur 3.1 Rutediagram for VD's optimeringsalgoritme.

Trin 1 : Undersggelse af budgetoverskridelse

Det underspges, om budgettet er overskredet i et af budgetdrene med de valgte lgsninger. Lad
e,(S) vere budgetoverskridelsen i dr k med en prioritering S:

e,(S) =a,(S) -b, forkel(l.s) (3.9)
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Da skal det blot undersgges, om én af verdierne e,(S) er positiv for at finde ud af, om budgettet
er overskredet:

e,(S) > 0 for mindst ét k € (1,...5} A . (3.10)

Stopkriterie - Lgsning fundet
Hvis der ikke er overskridelse af budgettet i nogle af de fem &r, stopper algoritmen, og
lesningerne angivet af S er den fundne lpsning:

e,(S) <O foralle k € {1,..,5] = lesning fundet . . (3.11)

Trin 2 : Udvelgelse af &r til endring
Det ir u, som har den storste overskridelse, findes. Hvis to &r har samme overskridelse, vaeiges
det forste, dvs. det, som har lavest nummer:

u =min { h € {1,...,5) | ,(S) 2 ¢,(S) for alle k € (1,..5) } (3.12)

Trin 3 : Udvealgelse af bro til &ndring
For det fundne 3r u skal vzlges den bro t, som af alle broer, der bidréger til udgifterne i det

valgte r, er billigst for samfundet at skifte lgsning for. Som m&l for dette: bruges den relatlve_

nutidsvardistigning, som angives af strafkvotienten.

Forst findes alle de broer 7, som har valgt en lpsning med udgift i det pagzldende ar: -
T={ie({l.n}|aq,,>0} | (3.13)

Af mangden T findes nu den bro, som har den laveste strafkvotient. Hvis to broer har samme
strafkvotient, vaelges den med det laveste nummer:

temin{geT|Q,<Q foralleieT} | (3.14)

Trin 4 : Stopkriterie - ingen lgsning fundet
Hvis der for samtlige broer er valgt den sidste (dérligste) lpsning, og det derfor ikke er muligt
at flytte nogle lpsninger, stoppes algoritmen, og ingen lgsning er fundet.

Dette kan kontrolleres ved at se pd strafkvotienten for den bro, der blev fundet i 3.2.3. Hvis
denne strafkvotient er =, kan ingen lgsning findes.

Q, = » = ingen losning fundet (3.15) |
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Trin § : Skift af lesning
For den fundne bro skiftes til den naste lgsning i rekken, dvs. s, forhgjes med 1:

AN A 7 , ) ) ) (3.16)

Trin 6 : Iteration

Demneast gentages fra trin 1. P4 denne made f&r man losningér, som ligger tzttere og tzttere pa
det gennemfoprlige, dvs. budgetoverskridelserne €,(S) kommer tzttere pd 0. Néar et af
stopkriterierne er opfyldt, stopper algoritmen, enten fordi den har fundet en lgsning 3.2.3, eller
fordi den har opgivet at finde en lgsning 3.3.1.

3.3 Analyse af algoritmen

I dette afsnit behandles algoritmen mere indgdende. Milet er:

e at anskueliggere algoritmens made at finde lgsninger, -

@ at vise, at algoritmen ikke npdvendigvis finder den optimale lgsning,
® at vise, at algoritmen ikke altid finder en losning, selvom der er en,

@ at vise, at algoritmen har linezr kompleksitet, '

e at finde frem til forskellen mellem relativ og absolut strafberegning.

Grundlaget for behandlingen er et overskueligt eksempel.

3.3.1 Eksempel

Eksemplet indeholder kun to broer, som hver har tre lgsninger. For at simplificere eksemplet
yderligere ses kun pi et enkelt budgetdr, hvor budgetrammen er 5.

Eksemplets broer og lgsninger
De seks lpsningers reparationsudgifter i budgetéret ses i fplgende tabel:

Rep.udgifter Bro

Losning 1 2
1 4 6
2 3 3
3 0 0
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Losningerne har folgende nutidsvardier:

Nutidsverdi

Lesning

Gennemsggning af samtlige kombinationer

For vi benytter VD's algoritme pi dette eksempel, vil vi underspge samtlige lgsningskom-
binationer, si vi med sikkerhed kender den optimale lpsning. Der er i alt ni (3:3) kombinationer
af lgsningerne. ' '

I nedenstdende tabel er nutidsvardi og reparationsudgifter udregnet for alle ni kombinationer.
I spjlen OK angives, om udgifterne holder sig indenfor budgettet. '

Nutids- | Reparations- | OK
vardi udgifter .

| Kombination

| Bro1 | Bro 2

p—
[u—y
nry
o
p—
(=]

jo|lw|la|lw]|la]jw]la]o]

Det ses i tabellen, at kombinationen med lgsning 1 for bro 1 og lesning 3 for bro 2 er den
optimale prioritering, idet denne har den laveste nutidsverdi (17) af de kombinationer, som
overholder budgettet (kryds i OK).

Dette er imidlertid ikke den kombination, som VD's algoritme finder, hvilket vil fremgd af
nedenstiende gennemgang af, hvordan algoritmen behandler eksemplet.
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Beregning af strafkvotienter
For at velge lgsningsskift skal strafkvotienterne kendes..1 folgende tabel er udregnet
strafkvotienter for samtlige lgsninger: ' :

Strafkvotient

Losning

Beslutningsgraf for eksemplet

Figur 3.2 viser samtlige lpsningskombinationer i en beslutningsgraf. Tallene i knuderne er
nutidsverdier for lgsningerne. Ved siden af knuderne stdr indholdet af S i den pdgxldende
knude. S=(3,1) er sdledes den lgsning, hvor lgsning nummer 3 er valgt for bro nummer 1, og
lgsning nummer 1 er valgt for bro nummer 2.

Langs kanterne stér strafkvotienten for den lgsning, som skiftes ud. De skraverede knuder er de
gennemforlige lgsninger, dvs. lgsninger, som overholder budgettet. Den optimale lgsning er
knuden market Opt.

Den optrukne sti med pilene fra toppen af grafen til VD-knuden viser lgsningsskiftene i
nedenstiende gennemgang.

Algoritmens beregninger

Algoritmen starter med at have valgt de bedste lgsninger for begge broer, dvs. den pverste
knude, S=(1,1) er den aktuelle kombination. Da denne har en reparationsudgift pd 10, hvilket
overstiger budgettet, skal der skiftes lgsning for en af broerne. Strafkvotienterne for de valgte

lpsninger er hhv. % og -2'- Derfor valges bro 1, hvor der skiftes til lgsning 2.

Den aktuelle kombination er nu S=(2,7). Denne har en reparationsudgift pd 9, hvilket
overskrider budgettet. De aktuelle strafkvotienter er hhv. % og %, og derfor skiftes lpsning for

bro 2.

Den nuvarende kombination er S=(2,2), som har en reparationsudgift pd 6. Budgettet er altsd

stadig overskredet, og derfor skal der findes endnu en ny l@sning. Strafkvotienterne er § og %,
og derfor skiftes endnu engang lpsning pa bro 2 (som nu har Igsning 3 valgt).

Den derved opndede prioritering $=(2,3) har en reparationsudgift pd 3, hvorved budgettet
overholdes. Nutidsvaerdien for denne prioritering er 18.
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. €3

Figur 3.2 En béslutningsgraf for VD's metode anvendt p& o

broer med tre lgsninger. Figuren forklares i teksten. ‘
Konsekvensanalyse o
Den valgte prioritering har nutidsverdi 18, mens de optimale lgsninger har en samlet
nutidsvardi pd 10. Straffen er altsd 8, dvs. det begrznsede budget giver en ekstra omkostning
pd 8. '

Prioriteringsresultatet S=(2,3) fra VD's algoritme er ikke den samme som den tidligere fundne
optimale prioritering S=(7,3), som har en straf pd 7. Ved at se pd beslutningsgrafen kan det ses,
at allerede i forste iteration, hvor der skiftes lgsning for bro nummer 1, afskazres muligheden
for at nd den optimale prioritering, idet metoden kun kan bevage sig nedad i grafen svarende
til, at fravalgte lgsninger ikke kan genvalges.

3.3.2 Algoritmens konvergens

I det gennemgdede eksempel sis det, at VD's algoritme ikke fandt den optimale lgsning til
problemet. Det vil sige, at algoritmen ikke kan garantere en optimal lgsning til det opstillede
problem! Prioriteringen overholder ganske vist budgetbegrensningen, men den har en hojere
nutidsverdi end den optimale prioritering. Hvor meget hgjere nutidsvardien er, kan ikke afgores
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uden at kende den optimale. Algoritmen kan altsd ikke selv kontrollere, om den optimale
prioritering virkelig er fundet.

Hvorvidt algoritmen i det hele taget finder en mulig prioritering kan ikke pa forhdnd afgeres,
men hvis den ikke finder én, er det ikke ensbetydende med, at der ikke eksisterer en lpsning
til problemet. Dette har dog ingen betydning i praksis, hvor summen af reparationsudgifter for
de darligste lpsninger altid vil vare mindre end budgettet (da de fleste broer har en lgsning, som
slet ikke har udgifter i de forste fem &r).

3.3.3 Algoritmens kompleksitet

Kompleksiteten er - som beskrevet i kapitel 1 - beregningstiden i worst case. For VD's
algoritme er worst case, at den ikke finder en lgsning, og derfor ender med at underspge den
nederste knude i grafen. Antallet af iterationer er i dette tilfelde lig hgjden af grafen. Grafens
hpjde H-er bestemt af det totale antal lgsninger pd folgende mide:

R » :
H=Y m-1)=Y (m)-n=m-n
1=1 i=1
Grunden, til at hpjden er lig summen af m~1 og ikke blot summen af m, er, at for hver bro kan

der skiftes lgsning m,-1 gange, da lgsning 1 er valgt fra starten.

Hvis gennemsnitsantallet af lesninger pr. bro kaldes K, kan hgjden H, og dermed det maksimale
antal iterationer udtrykkes sdledes:

H=m-n=Kn-n=(X-1)n
I det gennemgéede eksempel, hvor der er to broer med tre lgsninger, er K=3 og n=2, hvilket
giver H=6-2=(3-1)2=4.

Det ses heraf, at algoritmens maksimale beregningstid afhenger linezrt af antallet af broer (H
er en funktion af n). Algoritmen har sdledes kompleksiteten O(n), hvilket som bekendt regnes
for noget af det bedste.

3.3.4 Algoritmens anvendelse pd VD's datamateriale
I det folgende beskrives VD's datamateriale samt resultater fra algoritmens anvendelse pd dette.

Datamaterialet
I VD's datamateriale fra 1992 er der data fra szreftersyn af 92 broer. Broerne, som er af meget
forskellig storrelse, har tilsammen 1038 lgsninger. Budgettet er for alle fem dr 46.085.000 kr.

Summen af nutidsvardierne for de optimale lgsninger er 307.088.538 kr. Denne kombination
overskrider budgettet i det forste &r med 15.192.058 kr (se udgiftsfordelingen pd figur 3.3).

Ved at frasortere l@sninger som beskrevet i afsnit 3.2.2 bringes antallet af lgsninger ned pa 881.
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Resultater

Vores implementering af VD's algoritme er blevet provekert pd det samlede datamateriale bade
med og uden frasortering af lgsninger. Udglftsfordelmgen for den ferdige prioritering uden
frasortering af lgsninger ses i figur 3.4. '

VD's algoritme anvendt pd det samlede datamateriale, uden frasortering af lgsninger, bruger 11
iterationer (under 1 sekund p3 en standard-pc) til at finde en prioritering. Denne prioritering har
en nutidsvaerdi p& 307.700.998 kr, hvilket giver en straf pi 612.460 kr.

Nér algoritmen anvendes pd det reducerede datamateriale efter frasortering af losninger, benytter
den ligeledes 11 iterationer, men resultatet er et andet. Nutidsvardien bliver da 307.807.531 kr.
hvilket giver en straf p& 718.993 kr. Straffen er altsd 17% hojere med dette datagrundlag, og
~ det kan derfor ikke betale sig at frasortere disse lgsninger, da reduktionen af antallet af losninger
fra 1038 til 881 ma anses for at vare en meget lille gevinst, iser eftersom algoritmen har linezr
kompleksitet (der bruges 11 iterationer i begge tilfzlde).

O3 lemrleg Kiart Pk ep tagt, : Opt lowring Tardict Tryk ue tast.
Broxr ¢ 42, Matode VD,

="

Ak

.:: :3-: 3 &4 ¥ 6 9 1011 121314 19 46 1T 18 19 30 31 22 I M|
Figur 3.3 Udgiftsfordeling for de 25 ar inden * Figur 3.4 Udgiftsfordeling for 25 &r efter prioriter—

_ prioritering (med optimale Igsninger valgt). Bud- ing uden forudgiende frasortering af lgsninger.
gettet er angivet med en streg. :

Relativ vs. absolut straf ‘

Vi har ogsd praovet at kere algoritmen med bdde relativ og absolut straf, som kriterie for
losningsskift. I figur 3.5 ses straffen for den fundne prioritering med hhv. relativ og absolut straf
for forskellige problemsterrelser (delmangder af de oprindelige 92 broer), mens antal iterationer
for algoritmen er vist i figur 3.6 (resultaterne kan ses i bilag B).

Grunden til, at beregningstiden méles i antal iterationer og ikke i f.eks. sekunder, er, at p& denne
maide kan programkersler pé forskellige maskiner (med forskellig hastighed) sammenlignes uden
problemer, omend tiden for en enkelt iteration ikke er pracis den samme for alle de forskellige
algoritmer (men i dette tilfelde er tiden den samme).

Verdien for hver enkelt prioritering er indbefattet af en stor usikkerhed i forhold til de evrige
prioriteringer foretaget med samme metode. Dette skyldes, at broerne (og dermed reparations-
udgifterne) varierer s meget i storrelse, at det ikke er muligt, at sztte bevillingerne pd en sddan
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mdde, at alle korsler har lige forhold. Bevillingerne blev fastsat efter et kriterium om, at antallet
af iterationer skulle veere jevnt stigende for algoritmen med relativ straf.,

At verdierne indenfor én metode er indbyrdes usikre, forhindrer imidlertid ikke en sammenlig-
‘ning mellem metoderne, da de har haft pracis de samme input til kersler med ens antal broer.
For at lette denne sammenligning af metoderne er resultaterne indenfor hver enkelt metode
forbundet ~ pd trods af, at der kun er foretaget korsler i de markerede punkter.

Disse bemarkninger omkring usikkerheder og sammenligningsgrundlag gelder i gvrigt ogséd
graferne i kapitel 5.

Det ses af figur 3.5, at for 4 ud af de 14 eksempler (blandt andet det samlede szt af broer) giver
den absolutte straf et bedre resultat end den relative. Men generelt ser det ud til, at der er en
tendens til, at den relative straf giver et bedre resultat.

oo Straf
Relativ og absolut Algortime

1000

“TroTam ololel Trnl Te
[ 1 18 26 38 45 80 80 Broer

Figur 3.5 Straf for prioriteringsresultater med hhv. rclativ og absolut straf-
beregning.

I figur 3.6 ses, hvordan antallet af iterationer er med de to forskellige strafberegninger. Der ses
en tydelig tendens i retning af, at den relative straf giver et lavere antal iterationer end den
absolutte, men da beregningstiden er minimal (1-2 sekunder), er det ikke af nogen betydning.

Vurdering af algoritmen

Spergsmailet er nu - uanset hvilken straftype der anvendes - hvor langt resultatet befinder sig
fra den egentlige optimale prioritering. Dette kan, som navnt tidligere, kun afgeres ved at finde
det rigtige optimum. I nzste kapitel vil vi se pd algoritmer, som finder den rigtige optimale
prioritering, og vurdere om de kan anvendes i praksis eller eventuelt kan bruges til vurdering
af VD's prioriteringsresultater.
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Figur 3.6 Antal iterationer for prioriteringen med hhv. relativ og absolut
strafberegning. ,

3.4 Opsamling

I det nzrmere studie af algoritmen er det blevet bekraftet, at VD's algoritme ikke kan garantere
at finde den egentlige optimale prioritering. Selvom vi endnu ikke ved, hvor god VD's algoritme
er til at finde en prioritering tzt pd det optimale, kan vi allerede nu konkludere folgende: _

® Der er ingen grund til at frasortere lpsninger pd den made, som VD gor. Det giver et
darligere resultat, og gevinsten i form af reduceret datamateriale er marginal og unpdvendig.

® Det ser ud til, at den relative strafkvotient er den bedste. I visse tilfzlde er den absolutte
straf vaisentligt bedre. Man kunne eventuelt forestille sig mere indviklede strafkvotientbereg-
ninger, som kunne forbedre resultatet yderligere. _

® Algoritmen er meget effektiv, og har en god evne til at lgse selv meget omfattende
prioriteringsopgaver, idet dens kompleksitet er linear i antallet af broer.
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stand til at finde et egentligt optimum, men blot en gennemforlig prioritering med
en rimelig nutidsvardi. Derimod er det en ret hurtig metode, idet den kun
gennemsegger en ganske lille del af de gennemferlige prioriteringer. Men prisen er altsd, at
prioriteringen ikke er optimal. ' '

K apitel 3 viste, at VD's metode til lasnihg af det opstillede problem ikke altid-er i

Det er derfor interessant at underspge andre metoder til lgsning af dette problem. Milet er at
finde en metode, som garanterer en optimal prioritering, og hvis effektivitet er rimelig, hvilket
vil sige, at den er praktisk gennemforlig mht. tidsforbrug.

VD's problem kan opstilles som et 0-1 heltalsproblem,'videt der er tale om et beslutnings-
problem, hvor der skal valges/fravalges (1-0) lgsninger for broerne. Metoder til lgsning af
problemet kan s3ledes findes i det matematiske emneomride, som kaldes heltalsprogrammering

(IP).

I dette kapitel gives en oversigt over omrddet, og de vigtigste algoritmer til lgsning af
almindelige IP-modeller gennemgas.

4.1 Heltalsprogrammeringsmodeller

Som nzvnt i kapitel 1 kan IP-problemer inddeles i to grupper, rene heltalsproblemer (PIP) og
blandede heltalsproblemer (MIP). I det folgende behandles udelukkende PIP-problemer, herefter
forkortet IP. '

I modsztning til LP-modeller, der kun kan behandle linezre problemer, findes der IP-modeller,
der kan behandle ikke-linezre problemer [14]. Disse IP-modeller er dog meget svare at lgse
og er uden interesse for dette projekt, da VD's problem som beskrevet i kapitel 2 er lineart.

~ Der findes ikke en generel metode til lgsning af alle IP-problemer, og der findes sdledes kun
lesninger til underklasser af problemer. I det folgende beskrives nogle typiske heltalsmodeller,
som er hentet fra [14] og [16].

Modellerne er beskrevet med henblik pd at have nogle eksempler p& IP~modeller, hvorfra stprre
eller mindre dele kan bruges, ndr VD's problem i afsnit 5.1 omskrives p en lignende form.
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Derudover kan leseren f& et indblik i de problemtyper og modeller, der findes indenfor
heltalsprogrammering.

4.1.1 En generel IP-model
Den generelle IP-model minder meget om LP-modellen presenteret i kapitel 1. Blot er der tale
om, at alle variable skal vare heltallige. ' '

Der er typisk tale om at maksimere en fortjeneste eller minimere et tab ved forhandling eller
produktion: af en. rekke varer eller tjenesteydelser.

Variable , ,
® X angiver, hvor mange enheder af den Jte vare, der f.eks. skal kobes eller produceres.

Parametre og koefficienter

® n er antal forskellige varer (eller projekter eller ydelser).

® m er antallet af ressourcer,

® ¢ er fortjeneste eller tab for den j'te vare.

® b, er den mangde af ressource /i, der er til rddighed.

® aer den Jte vares forbrug af ressource i (f.eks. penge, tid eller personale).

Kriteriefunktion
Malet er at maksimere (eller minimere) en linezr funktion:

]
maxy cx, 4.1)
Jei
Restriktioner
Der er én eller flere ressourcebegransinger pd variablene:
Ea,/x,. <b, iell.m 4.2)
jm

Og alle variable skal vare positive heltal eller 0:

x, €N, jell,.nl

Beslutningsvariable

I mange tilfzlde drejer heltalsproblemer sig ikke om at finde frem til en mangde af varer eller
lignende men derimod om at beslutte, hvorvidt en bestemt handling skal udferes. I sddanne
binzre beslutningsproblemer benytter man heltalsvariable, som kun kan antage vardierne 0 og
1 (kaldes beslutningsvariable eller 0-1 variable). VD's problem er et sidant beslutningsproblem,
og i det folgende gennemgds nogle almindelige 0-1 heltalsprogrammeringsmodeller.
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4.1.2 Knapsackmodellen

Dette er en simpel opfyldningsmodel, der fylder et lager eller lignende (f.eks. en rygszk) med
forskellige varer, sdledes at fortjenesten pa varerne bliver storst mulig. Den eneste begransning
er lagerets stgrrelse. Knapsackmodellen minder meget om den generelle IP-model, og ser
sdledes ud:

Beslutningsvariabel
z€{01}), j€ {1,...n)

® 2,..z,er beslutningsvariable for de n forskellige varer.

Z~1 angiver, at varen valges, hvorimod z=0 betyder, at varen ikke valges.f

Parametre og koefficienter

@ n er antallet af varer.

® ¢ er fortjenesten for den fte vare.
e a, er omfanget af den /te vare.

® b er lagerets storrelse.

Kriteriefunktion ‘
Restriktion |
;z:‘n:-% <b - e

Begraznsningen sikrer, at omfanget af den samlede mangde varer, der er indkebt, ikke overstiger
lagerets kapacitet b. ' '

Knapsackmodellen er utilstrzkkelig til at dekke VD's problemstilling, der omfatter fem
begrensninger (bevillingerne i de fem budgetdr), og kravet om at der skal valges én lgsning til
hver bro. I afsnit 4.1.3. og 4.1.4. gennemgds to specialiseringer af Knapsackmodellen: Set
Covering modellen, der har restriktioner, som minder om VD's, med hensyn til at der skal vare
en lesning til hver bro og Capital Budgeting, der giver mulighed for at administrere flere
budgetar.

4.1.3 Set Covering modellen

Denne modeltype beskriver et problem, hvor man f.eks. skal minimere den samlede pris for
indkeb af nogle varer (eller udforelse af nogle projekter). Nogle af varerne (projekterne) har
fxlles egenskaber, og lgsningen skal vaere siledes, at alle egenskaber er dekket. Der er ingen
begrensninger pd budget eller lagerkapacitet, men der er et endeligt antal varer.
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Beslutningsvariable
z, € {01}, j € {L..n}

~ @ Z angiver, hvorvidt vare j bliver indkebt (projekt j bliver udfort).

Parametre og koefficienter
"a, € (01}, jell,..n og ie€ll.m

a, angiver, hvorvidt vare (projekt) j har egenskab i

n'er antallet af varer (projekter).

m er antallet af egenskaber.

¢; er prisen for den /te vare (projekt).

Kriteriefunktion

.

miny" cz, (4.5)

1
" Restriktioner )
Y a; 21, i€ {1,....m} _ 4.6

i
Betingelsen sikrer, at hver egenskab er representeret mindst én gang. Dette minder om den
restriktion i VD's problem, der skal serge for, at der valges netop én lgsning for hver bro.

4.1.4 Capital budgeting

Dette er en model, der beskriver investeringsmuligheder for et eller flere ir. Formilet med
modellen er at finde den bedste kombination af investeringer, hvilket overordnet ligner
formuleringen af VD's problem.

Beslutningsvariable
z, € {0,1)

® 2, er beslutningsvariablen, der ved 1 angiver, at projekt j startes i ar k, og ved 0 angiver, at
det ikke startes i &r k.

Parametre og koefficienter

@ K angiver antallet af tidsperioder.

® mer antallet af projekter.

® ¢, er den profit, der kan opnds ved at igangsatte projekt ji dr k.

® a, angiver det indskud af kapital, der skal til for at sztte projekt ji gang i 8r k.
e b, er den kapital, der er til rddighed i ar k.
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Kriteriefunktion
maxf: Y cuts | . @.7)
k=1 Jo1
Restrik‘tionerv
i g, <1, jell,. m | : _ (4.8)

k=)

Hvert projekt j kan kun startes i ét &r.

Y a,z,sb, kell, .k} ~ -9
Jm1 : ,

De samlede udgifter for projekter, der er valgt til at blive udfert i ir k, skal vare mindre end
budgettet det pdgaldende ir.

4.1.5 Anvendelse af IP- modeller

IP-modeller finder anvendelse i mange sammenhznge, men er desvaerre en del mere
komplicerede at lase end de tilsvarende kontinuerte LP-modeller. Der er derfor brugt mange
krefter pﬁ at udvikle raffinerede algoritmer til-at lgse lP-problemer, og’i nzste afsnit vxl nogle
af de mest grundl&ggende blive beskrevet.

4.2 Heltalsprogrammeringsalgoritmer

En umiddelbar mide at lgse et IP-problem ville vare at afrunde slutresultaterne fra en
lesningsmetode, der regner med kontinuerte variable. Denne fremgangsméde vil i mange tilfzlde
. give et godt bud pd en nasten optimal lgsning - hvis altsd vardierne bliver indenfor
mulighedsomridets grenser ved denne afrunding. Dette er 'dog ikke altid tilfredsstillende,
hvorfor der er udviklet specielle metoder til lpsning af IP-problemer. I det folgende behandles
to overordnede klasser af metoder.

Snitplanmetoder

Med lgsningsmetoder baseret pd kontinuerte variable (f.eks LP) fds heltallige lgsninger. Dette
opnds ved at sztte ekstra begransninger pa variablene - dvs. der lzgges snit ind i muligheds-
omridet - indtil l@sningen er begranset til at vare heltallig [14].

Enumerationsmetoder

Man gennemseoger lgsningerne i et beslutningstre, der indeholder samtlige kombinations-
muligheder af lgsningerne.. Der benyttes en rekke metoder til begransning af antallet af
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gennemseggte [gsninger.

I det folgende forklares funktionen af disse to typér metoder.

4.2.1 Snitplanmetoder

Snitplanmetoderne blev udviklet af Ralph E. Gomory i 4rene omkring 1960 i form af det, som

man senere har kaldt Gomory's cut, der kun kan bruges pa PIP-problemer [14]. Den oprindelige

" metode var som folger [16]):

1. Les IP-problemet som-om det var et LP-problem..

2. Hvis losningen er heltallig, s3 er problemet lgst. Hvis den derimod ikke er heltallig,
lzgges der et Gomory-snit ind i mulighedsomradet. En éennemgang af, hvordan snittet
bestemmes, er i denne sammenhzng ungdvendig', men det kan vises, at hvert snit
® climinerer den optimale ikke-heltallige lgsning fra mulighedsomridet - det

reducerer sdledes mulighedsomradets areal
o ikke fjerner heltalslgsninger fra mulighedsomrddet
® gdr igennem mindst én heltalslpsning ’
3. Ga til 1. med den nye, tilsnittede model. : ' - ' :

Man bevger sig sdledes frem mod en optimal, heltallig lesning gennem de ved LP fundne
superoptimale, ikke-heltallige lgsninger, som er forholdsvis smertefrie at beregne.

Generelt begranses metoden dog af, at det ikke er muligt at give en generel bestemmelse af,
hvordan snittet legges bedst, samt at de gentagne lgsninger af problemet med kontinuerte
variable gor, at antallet af beregninger stiger voldsomt (ihvertfald mere end LP) i takt med
problemets storrelse.

Ikke alle snitplanmetoder er som Gomory's cut begrznset til PIP-problemer, men udledningen
af, hvordan snittet skal legges, er i et MIP-problem betydeligt mere kompliceret [14].

Figur 4.1 viser et eksempel p3, hvordan denne metode snitter sig vej frem til den optimale
lesning. Den forste LP-losning af problemet giver punktet LP1, der er ikke~heltalligt, hvorfor
der indlzgges snittet cutl. Herefter beregnes LP2 og cut2 indferes. Da LP3 er heltallig, er dette
det spgte optimum.

4.2.2 Explicit Enumeration

Explicit Enumeration skal ikke ses som et bud pi en lgsningsmetode men som et forstielses—
grundlag for de andre enumerationsmetoder. Princippet gir ud pd, at man nummererer samtlige
punkter i lpsningsmengden og underspger dem ét ad gangen for pd den mide at finde det
optimale.

Det var denne metode, som blev brugt til at finde den optimale lpsning i eksemplet i kapitel 3.

1. Til yderligere laasning herom kan anbefales *Heltalsprogrammering" af Seren Kruse Jakobsen (14].
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NV

Figur 4.1 Et cksempel pA Gomory's cut Figur 4.2 En del af ct beslutningstrz for et [P~problem.
som forklaret i tcksten [16]. .

Metoden har den store ulempe, at den er temmehg tldskra:vende og selv for rimeligt smé
problemer tager den meget lang tid.

Beslutningstreeer : :

Til illustration af fremgangsmaden i de enumerative metoder benyttes en beslutningsgraf som
den i figur 4.2. Den adskiller sig fra grafen i figur 3.2 ved, at det er et trz - forgreningerne
samles ikke lzngere nede i grafen. I gverste knude i trzet er der ikke taget beslutninger for
nogen af variablene. Hver gang man gir til en knude lzngere nede i trazet, fastlegger man en
vardi for én af de variable. Hvis man beveger sig opad i trzet, opgiver man de tidligere valgte
vardier for variablene. Endeknuderne i bunden af treet svarer hver til et punkt i l@snings-
mangden. |

Ud fra dette beslutningstre er det enkelt at ordne lgsningsmulighederne og underspge dem én
ad gangen - f.eks. fra venstre mod hejre i det viste trz. Det, at alle endeknuderne underspges
explicit, har givet metoden navnet.

Traet i figur 4.2 illustrerer folgende problem:

max P = 10x, + 20x,

Sx, + 8x, < 60 » (4.10)
0sx, <8, 0<x,<4 :
5 €N
Kompleksitet

Det er ud fra beslutningstraet klart, at metodens kompleksitet er eksponentiel (O(a")), da antallet
af endeknuder er eksponentielt voksende med hgjden af traet. Algoritmer med eksponentielle
kompleksiteter er som tidligere nzvnt ikke szrligt anvendelige, idet deres tidsforbrug vokser
voldsomt. Hvornér tidsforbruget bliver uacceptabelt afhanger af grundtallet (a) for eksponential-
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funktionen. Jo hejere grundtal jo mindre bliver de maksimale problemstgrrelser, som kan lgses
med algoritmen.

Som ovenfor nzvnt er Explicit Enumeration uvanvendelig i praksis. For at kunne bruge
enumerationsmetoder skal store dele af spgétrzet kunne udelukkes, sdledes at kun en lille del
af mulighederne gennemspges. Den mest generelle méide at gore dette pd er Branch & Bound
metoden.

4.2.3 Branch & Bound (B&EB)

Som navnet fonaellter, gér Branch & Bound ud pi at foretage forgrenede beslutninger (Branch),
samtidig med at der udregnes grenser (Bounds) for kriteriefunktionens vardi.

Metoden kan bruges til alle slags IP-problemer, men i visse tilfzlde er den ikke szrligt effektiv.
Der findes mange specielle méder at effektivisere B&B ved forskellige, szrlige IP-problemer,
men her vil der kun blive set pd den mest generelle form [14] & [16]. I afsnit 4.2.4 betragtes
en yderligere specialisering af den generelle B&B. Denne algoritme kaldes Implicit Enumera—-
tion, og anvendes bla. pd 0-1 IP-problemer.

Kontinuert lgsning

I B&B er fremgangsmiden normalt at lpse problemet uden heltalskrav, hvorefter lgsnings-
mangden begranses mod heltallige lpsninger. Men i stedet for - som snitplanmetoderne - at
skzre yderomrader af losningsmengden vk, serger B&B for at dele den op i omrdder, som har
" hjerner med heltalskoordinater, og dermed f3s heltallige, optimale l@sninger i disse delmzngder,
ndr problemet igen lgses som et kontinuert problem.

Forgrening

Op§plitningen af mangden sker ved forgreninger, hvor én variabels definitionsomrdde deles op
i to omrader. Der findes forskellige méder at bestemme, hvilken variabel det er mest fordelagtigt
at inddele efter. Som regel forspges at finde den opdeling, hvor der er storst forskel pd de to
delmzngder (den ene har stor chance for at indeholde optimum, mens den anden har stor chance
for at kunne forkastes).

I eksemplet ovenfor giver lgsning som kontinuert problem vardierne
zl=5,6; xz=4; P =136

Da variablen x, ikke er heltallig, kan man splitte op efter denne svarende til hhv. nedrunding
og oprunding af x, og derved f3 to delmzngder:

x, <5 og x26

Det svarer i spgetrzet (figur 4.2) til, at man skiller grenene fra gverste knude ud i to bundter
og betragter hver af disse som nye spgetraer, der behandles pd samme méide (se figur 4.3).
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4.2

P=13
x50, x4
| &) %28
Fe1% P13
(x5 x4 X8 xg 8,76
' x.;/ _ &4
P=132 Ingen
x~72 x#8 lssning
I|S7 l‘!‘
P=130 P=130
x= 7, x> 8 xe 8, xp 2,8

Figur 4.3 Beslutningstre, hvor grenene fra gverste knude er
inddelt i to grupper svarende til, at hhv. x, s Sog x, 2 6. -

Grenser

Figur 4.4 Branch & Bound-cksempel.
De tykke rammer angiver de to op-
timale lgsninger [16).

Undersogelsen af enhver delmzngde (ogsé den oprindelige) foregéf ved, at man lgser kontinuert

og underseger, om én af folgende héndelsgr optrader:

e Delmazngden er ubrugelig,' idet den ikke -indeholder nogen lgsning, som overholder

restriktionerne.

® Delmangden har en heltallig lpsning. Hvis denne er bedre end den hidtil bedste, huskes aén
.som den bedste. Hvis den er darligere, glemmes den, og hele delmangden droppes.

o Delmangden har en ikke-heltallig lgsning. Kriteriefunktionsvzrdien for den ikke-heltallige
I@sning er en pvre grense for delma:ngdexi, idet den optimale heltalslgsning ikke kan vere

bedre end den optimale, kontinuerte lgsning.

Hvis denne grense er dérligere end den hidtil bedste heltallige losning, droppes delmangden.

Hvis den derimod er bedre eller lige s& god, foretages en ny opsplitning af mzngden og hver

af de to delmengder underspges pd samme méde.

Nir der ikke er flere delm&ngder, som skal undersgges, er den optimale lqsning den bedste

heltalslgsning, som blev fundet undervejs.

I ovehst&_ende eksempel er kriteriefunktionsvzrdien 136 en @vre grense for hele problemet ved

forste lgsning som LP.

I figur 4.4 og 4.5 ses, hvordan B&B loser eksemplet ovenfor. Den forste viser et tre, som
illustrerer de enkelte opsplitninger. Den anden viser lgsningsmangden og delmangderne, som
underspges. Niveaulinierne for kriteriefunktionen er tegnet gennem de optimale lgsninger (store
prikker) til de undersogte delproblemer. Pilene angiver de heltallige losning/er.
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Figur 4.5 Ulustrerer, hvordan Branch & Bound opsplitter lesningsmangden.
Det skraverede omride er det mulige lesningsomride [16].

Kompleksitet

B&B's kompleksitet er - ligesom Explicit Enumeration - eksponentiel men med et lavere
grundtal. Det skyldes, at hvis opsplitningen i to delmangder giver et godt resultat (den ene
delmzngde kan udelukkes umiddelbart), vil antallet af knuder i gennemsnit blive halveret ved
hver opsplitning, hvilket vil give et halvt s8 stort grundtal. Men antal undersggte knuder bliver
yderligere reduceret ved, at store dele af trzet slet ikke undersoges, fordi de bliver udelukket
pga. grensekriteriet. Jo lengere algoritmen nir, des strengere bliver grznsekriteriet, og jOo mere
effektiv bliver den dermed til at skzre fra.

Af denne grund kan metodens effektivitet forbedres meget ved at starte algoritmen med et gzt
p4 kriteriefunktionsvardien, dvs. en vardi, som angiveligt ligger ret tzt pd den optimale
kriteriefunktionsvardi.

4.2.4 Implicit enumeration (IE)

Implicit enumeration er en speciel form for Branch and Bound og sdledes en enumerations-
metode, hvor lgsningsmangden spaltes op i mindre og mindre disjunkte delmangder, der under-
spges separat. Metoden bruges hovedsageligt til 0~1 IP-problemer, dvs. hvert knudepunkt i
beslutningstrzet er binzrt, svarende til at variablen har vardien 0 eller 1. Denne begrensning
pd de variable giver mulighed for en betydelig reduktion af beregningerne.

I hvert knudepunkt foretages to test med henblik pd at underspge, om det kan betale sig at gd
videre i trzet med delmzngden. Som i generel B&B bruges en sammenligning af den hidtil
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bedste vardi af kriteriefunktionen med vardien af kriteriefunktionen for den aktuelle lgsning,
og det underspges, om restriktionerne for de variable er overholdt.

Til forskel fra B&B foretages endvidere en sammenligning af kriteriefunktionens bedst mulige
vardi for den partielle lpsning med kriteriefunktionens vardi for den hidtil bedste lpsning. IE
indebzrer siledes en kraftigere beskaring af lpsningsrummet end generel B&B og er velegnet
til problemer, hvor der skal valges mellem to alternative lpsninger (enten/eller). ‘

Endelig er det i IE unpdvendigt af finde kontinuerte lgsninger ved hjelp af LP, idet de variable
kun kan antage vardien 0 eller 1.

IE p4 Knapsackmodellen , ,

I det folgende beskrives lpsningen af et 0-1 IP-problem ved brug af en grundlzggende - men
ikke generel - IE-algoritme [14]. Ved valget af separationsvariabel er brugt en specifik metode
til denne problemtype. ' :

En fordeling af de variable i fplgende tre disjunkte mmngde'r vil fremover blive kaldt en partiel
lesning:

V, er maengden af variable, hvis vardi er 13st fast p& 1.

V, er mangden af variable, hvis vardi er last fast pd 0.

V, er mangden af frie variable - dvs. variable, der stadigvak kan vzlges eller ﬁavélges'og
optimeres med hensyn til.

-

Knapsackmodellen er valgt som eksempel pd et klassisk IP-p_roblem:'

max ¢(2) = ) ¢z ,‘ z € {O,l} , jell,..nl og ¢, <0 A (4.12).

, J=1 ’ .
Yauzsb, iell,.m - - (A1)
J=1

Da alle koefficienter i kriteriefunktionen er ikke-positive, opnds maksimum ved at flytte alle
Z; tilhprende V, over i V,, da placering af en variabel i V, kun kan gere kriteriefunktionen
mindre!, Det absolutte maksimum for kriteriefunktionen, ¢(Z) opnds sdledes ved z;, = 0 for
JE{1,...,n}. Hvis dette er en lgsning pd det opstillede problem, kunne man passende sige at
problemet er trivielt eller ikke-eksisterende, men normalt vil hensynet til begrensningerne
kreve, at man yderligere finder ud af, hvilke variable der skal tilhgre V,, for at begransningerne
er opfyldt.

Den 1E-algoritme, der i det fplgende gennemgés, kan deles op i to stadier: valg af separations-
variabel og test af partiel lgsning.

1: For et ¢>0 udskiftes blot det tilherende Z, med ( 1-2,'); Dette bevirker, at bade C, og & skifter fortegn i
forhold til 2.
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1. Valg af separationsvariabel

I bestemmelsen af, hvilken af de frie variable der skal separeres efter, tilstrebes det - som
beskrevet i afsnittet om generel B&B - at vlge ¢n, der er drsag til en rigtig god og en darlig
partiel lgsning. - . . : - ! -

Valget af separationsvariabe} sker ud fra kriteriet om, at det skal vere den variabel, som det er
vigtigst at sztte til 1 i forhold til, at bevillingerne kan overholdes. Dette vurderes ud fra
folgende beregning for hver af de frie variable:

d, = ‘Z.;mm {0,u, - a,), foralleje [jl?, €V,} (4.13)
‘hvor
u =b, - Euu,e vy 8y » i €llm 4.14)

Det er sdledes kun, ndr a,>u, at rekken ibidrager til d, hvorfor den variabel, som vil vare bedst
at separere efter, vil vare det 2, der har den storste tilhgrende d-vardi, svarende til at man
kommer tattest pd at overholde begrznsningen ved, at 2, tilhgrer V,. Nir separationsvariablen
sdledes er blevet identificeret, szttes den til at tilhgre V,.

Samtidig med at separationsvariablen indlemmes i V,, huskes det, at den partielle lgsning, hvor
separationsvariablen tilherer V,, ikke er afprovet.

2. Test af partiel lgsning
Hver gang der er givet en ny partiel lgsning, undergir den to test.

Ferste test

Forst undersgges det, hvordan vardien af den @vre grense for den aktuelle partielle lgsnings
kriteriefunktion, ¢(2)%, forholder sig til den forelgbigt bedste vardi for kriteriefunktionen, ¢™.
c(2)% er givet ved:

(2" = EW’ eva € 4.15)
idet den gvre grznse findes, ndr alle frie variable szttes til 0 — dvs. overferes til V,,.

Hvis ¢(2)**<sc™ kan den partielle lgsning skrottes, og der kan nu skiftes til at underspge en
endnu ikke skrottet partiel lgsning. Dette gores ved, at den variable, man sidst har tilfpjet V,,
overfares til V,, hvorefter denne partielle lpsning afpraves (det er sdledes den sidst genererede
partielle lgsning der undersgges).

Hvis ¢(Z)*>c™", har denne partielle lpsning potentiale til at erstatte den hidtidige ¢™, og der
fortszttes til den anden test.

For en losning, der overholder restriktionerne, er fundet, kan denne test naturligvis ikke
gennemfg@res, da man ikke har et ¢™ at sammenligne med, og der testes derfor kun efter test
2, indtil ¢™ er fundet.
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Andet test

Det underspges, om den partielle losning kan overholde restriktionerne. Forst korrigeres
restriktionernes hgjresider med de led i venstresiden, der er fastldst som valgte. Denne
korrigerede vardi, u, er sdledes et udtryk for, hvor meget af ressourcen/bevillingen der er
tilbage, efter at de variable tilhgrende V, er trukket fra,

2A
u,=b, - Euu,ev.:f'u , i€ll,.m) : : (4.16)

Hvis up0 for alle /, opfylder den aktuelle partielle lgsning med alle frie variable . lig 0
restriktionerne, hvorved ¢(Z)* bliver en ny vardi for ¢™ Det blev jo i forste test konstateret,
at ¢(2)° > ¢™. Den partielle lpsning er herefter fzrdigundersagt, og der gés tilbage til den sidst
genererede, partielle lgsning. ‘

Hvis u<0 for bare ét i, er begraenSningeme forelpbigt ikke opfyldt, og det ma undersoges, om
det overhovedet er muligt for den partielle lgsning at overholde dem.

2B

Dette gores ved for hver overskredet rekke (u;<0) at sztte alle variable 2, € V, - for hvilke a,<0
- til 1 (det vil sige overfore Z til V,) og beregne den @vre granse for hpjresiderne u;:

4 = u - Y min{0a,} ) - B @y

Jet . . .
- Galder det for bare ét j, at u°?<0, kan den particlle lpsning ikke overholde begrznsningerne.
Den kan dermed skrottes, og der folges samme procedure som ved skrotning af en lgsning i den
forste test.

Hvis det for alle i gzlder, at u,”>0 er det muligt for den partielle lgsning at overholde budgettet,
og den mi specificeres nzrmere. Denne nzrmere underspgelse indebarer, at den partielle
lgsning deles op i to grene, der fremkommer ved, at en af de frie variable skal valges som
separationsvariabel, hvilket gores ved, at man gir tilbage til punkt 1 (valg af separations-
variabel).

Det kan opsummeres, at ndr det konstateres, at den aktuelle l@sning enten kan skrottes, eller at
den kan forbedre ¢™, samtidig med at begrensningerne overholdes, skal man gi tilbage i
lpsningstreet, indtil man finder en forgrening, der reprzsenterer den sidste ikke-undersogte
partielle lgsning. Dette fortsazttes, indtil alle particlle lgsninger er undersegt, hvorefter
optimeringen er fardig. I praksis holdes der styr p3, hvilke lgsninger der mangler at blive
undersegt ved at overfgre 2, til hhv. V, og V,. P4 vejen tilbage i spgetrzet foretages folgende
i hvert knudepunkt:

e Hvis z tilhgrer V,, overfpres 2, til V,, og der er givet en ny partiel lgsning, der skal
undersoges. |

e Hvis 2 tilhorer V), overferes 2, til V,, hvorefter man gdr endnu en knude tilbage i traet.
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Nér bdde V, og V, er tomme, betyder det, at alle l@sninger har varet undersggt, og optimeringen
er afsluttet.

;Denne méde at vzlge nyt delproblem ei ikke npdvendigvis den bedste, nir kompleksiteten tages
i betragtning. En bedre lgsningsmetode kunne vare at gd til en helt anden lgsning, der ser

lovende ud i stedet for til den seneste ikke-valgte losning. Denne metode ville dog krzve en
anden og mere kompliceret administration af, hvilke lgsninger der har varet underspgt.

Kompleksitet

"Da IE anvendes pé problemer med 0-1-variable, har sggetrzerne binzre forgreninger, hvilket
betyder, at antallet af knuder vokser eksponentielt med grundtallet 2. Dette er selvfplgelig et lille
grundtal, men 0-1-IP-problemer har til gengxld ofte mange variable.

Ligesom med B&B kan IE's effektivitet forbedres vasentligt med et gt, og teorien om NP-
komplette problemer’ fremsatter det resultat, at algoritmer som IE kan bringes til at give en
_lpsning (hvis den findes) i polynomiel tid, hvis den startes med et tilstrekkeligt godt get. Hvis
der derimod ikke findes en lgsning (worst case), er metoden stadig eksponentiel.

'4.2.5 IE anvendt pa et simpelt eksempel

Til illustration af IE-algoritmens principper gennemgds et eksempel. Figur 4.6 viser
beslutningstreet for de separationer, som udferes i eksemplet.

Kriteriefunktionen:
max ¢(Z) = - 2z, ~ 2, - 3z, (4.18)

Restriktioner:
-3z, -z +zy < -2
-2z, +z, < 0 (4.19)
-z -3z; s -1

1. Se eventuelt "Netvaerk" {13] bind 1 angdende NP-teorien.
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Z3=1 o z3=

Figur 4.6 Beslutningstrzet for det cksempel, som gennemgds i
teksten. De firkantede knuder opfylder ikke restriktionerne. Et
kryds angiver, at resten af undertrzet kan droppes. Den skrave-
rede knude er den optimale.

Ferste iteration

1. Da der endnu ikke er fundet et ¢™, og endnu ikke er valgt separationsvariable, gar n{ah
direkte til test 2B, hvor det underspges, om restriktionerne kan overholdes. '

W = -2 +3 +1 = 2
Wt = 0 +2 = 2
u® = -1 +3 +1 = 3

Da alle 4, > 0, kan restriktionerne overholdes, og der er derfor mening i at fortsztte, hvilket
vil sige, at man sgger en separationsvariabel.
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2. Valg af separationsvariabel.

Ved hjzlp af formlen for d, 4.2.5, valges en separationsvariabel.

0 +0 -1 = -1

3 ]
Y min (0, «, -a,}

iel

d, -

. ,
d =Y mn{0,u-a,} = -1 -1 +0 = -2
i1 :

3
dy = Y min{0,u4-a,) = -3 +0 +0 = -3
©ie

Da d, er storre end bide d, og d,, er z, den variabel, det vil vere mest fordelagtigt at
separere efter. Derfor szttes z, = 1, og lgsningen z, = 0 huskes som en ikke-provet
lpsningsmulighed.

Anden iteration

1.

Det underspges, om separationen overholder restriktionerne (test 2A).

u o= -2-(-3 = 1
= 0-(-2 = 2
= -1-0 = -l

Som det ses, er u, < 0, hvorfor restriktion tre ikke er opfyldt.

Det underspges derfor, om u,” > 0, hvilket indikerer, at der er mulighed for, at den partielle
lesning overholder budgettet (test 2B). De variable, der har negative koefficienter, overfores
til V,, de gvrige variable overfores til V,,

Ut = -1 +1 +3 =3

Da alle u® > 0, kan restriktionerne overholdes, og der er derfor mening i at fortsztte, hvilket
vil sige, at man spger efter en ny separationsvariabel (z, eller z,).

Valg af separationsvariabel

d,
d,

Da de to variable er lige gode som separationsvariable, valges Z,, da denne stir forst.

0 +0 +0
0 +0 +0

0
0

Derfor sxttes z, = 1, og lgsningen Z, = 0 huskes som en ikke-provet lgsningsmulighed.
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Tredje iteration - . A
1. Der er stadig ikke fundet et ¢™, hvorfor farste test ikke kan bruges, og der springes direkte
til test 2A, hvor det kontrolleres, om restriktionerne kan overholdes i den aktuelle separation.

u, = 2

u = 3

Uy = 0

Daalleuyz20,erz,=2,= 1. en mulig lgsning. Det er derfor ikke npdvendigt at undersoge,
om Z, = 1 er en mulig l@sning, da dette kun vil formindske kriteriefunktionens vardi. Nu kan
den hidtil bedste lgsning for kriteriefunktionen udregnes. ' ‘

c™=-2-1=-3

Det, der nu skal ske, er, at den til V, senest tilfpjede variabel skal overfores til V,, det vil i
dette eksempel sige Z,, da den endnu ikke er afprovet som mulig lgsning.

Fjerde iteration
22 = 0, Z, =1

1. Forste test kan nu anvendes, idet vi har identificeret et ™ = -3,
o(2Yt = -2>-3=c™

Dette medferer, at den 4. separation har potentiale til at erstatte den hidtidige ¢, og der
fortszttes derfor med at teste, om separationen kan overholde restriktionerne. '

2. Kontrol af om restriktionerne overholdes (test 2A).

¥, = 1
u, = 2
¥, = -1

Heraf kan det ses, at den tredje restriktion er overskredet ved 2z, = 0.

3. Det mi derfor underspges, om det overhovedet er muligt for den partielle lpsning at
overholde den tredje restriktion.

u¥=-1-(-3)=2
Heraf ses det, at separationen er mulig, og 2z, sttes til at tilhpre V,.

4. ¢(2) udregnes
o2yt = -5< -3 =c™

Den partielle lesning m& kasseres, da ¢™ er et bedre bud pd den optimale lgsning.
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Femte iteration

Dermnast proves den partielle lgsning, hvor z, tilherer V,, men denne opfylder ikke restriktio-
nerne. Derfor gds baglans gennem trzet til roden (dvs. 2, og z, overfares til V,), hvor 2,
overferes til V,,. ' :

Sjette iteration

1. Hverken test 1 eller test 2A kan gennemfores, da V, = @ (der er endnu ikke valgt en variabel
at separere efter). Man starter derfor med at undersgge, om separationen overhovedet er
mulig, test-2B.

u® = -2 -(-1) = -1

Da u,*” < 0, er separationen ikke mulig, og alle lgsninger, hvor z, tilhgrer V,, kan kasseres.
Dermed er der ikke flere partielle lgsninger, og algoritmen slutter. Den optimale lpsning
ender sdledes med at vere z, = Z, = 1, 2, = 0, med kriteriefunktionsverdien -3.

| 4.3 Opsamling

® Det er ikke lykkedes at finde en IP~model, der i sin udformning umiddelbart ser ud som
VD's. Capital Budgeting ligner mest, da det er den eneste metode, hvor der er tale om
placering af udgifter indenfor budgetter for en rekke &r.

e Snitplanmetoden er ikke blevet undersggt i detaljer, hvorfor den ikke kan udelukkes som
lgsningsmetode. Dog er det en metode, der indeholder en del beregningsmassige van-
skeligheder, hvilket gor den vanskeligere at implementere.

e Implicit enumeration er den IP-metode, der ser ud til at give de bedste muligheder for en
lpsning af problemet, da den

o er forholdsvis simpel og let at udfore,
e ofte bruges péd 0-1 IP-problemer.

® Det er givet, at IE-metoden bliver hu