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Kapitel 1
Indledning

Dette projekt er et modul 1 projekt, hvilket vil sige at det skal belyse
enten matematikkens videnskabsteoretiske status, historiske udvikling
eller samfundsmeessige placering. Vi har valgt at koncentrere os om
matematikkens historiske udvikling. v

Der kan navnes mange faktorer bade indre og ydre, som har indflydelse
pa denne udvikling. Med ydre faktorer menes forhold, som ligger uden-
for matematikken selv f.eks. politiske, skonomiske eller kulturelle. Med
indre faktorer taenkes pa forhold indenfor matematikken, som eksem-
_pelvis nar Lebesgueintegralet udspringer af et gnske om lukkethed over-
for forskellige operationer, som det tidligere begreb Riemann-integralet
ikke opfylder. :

I projektet vil vi behandle en mulig indre faktor, nemlig eksempler
der gar under betegnelsen patologiske. En forstaelse for hvad der me-
‘nes med et patologisk eksempel kan opnas ved at kigge pa, hvordan
nye matematiske begreber defineres. Grundlaget for definitionen vil
tit veere en samling velkendte matematiske objekter. Saledes forstaet,
at hvis objekterne har en rakke markante feelles egenskaber, kan disse
danne grundlag for definition af et begreb. Det er sa klart, at de op-
rindelige objekter ma falde ind under begrebet. I nogle tilfzlde er man
interesseret i at definere et generelt begreb, hvilket medferer, at andre
objekter ogsa falder ind under begrebet. Af de nye objekter vil nogle
vaere ventede, mens andre vil overraske. Jo mere startobjekterne ligner
hinanden, og jo mere markante fellesegenskaberne er, desto skarpere
bliver begrebsdefinitionerne, og desto stgrre bliver overraskelsen over at
finde et nyt objekt, som adskiller sig fra de oprindelige. Det er blandt
de overraskende objekter at de sakaldte patologiske eksempler findes.
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2 KAPITEL 1

Patologisk betyder sygelig, og med et patologisk eksempel menes et ek-
sempel som i matematisk forstand er kontraintuitivt eller paradoksalt.

I projektet vil vi sgge at definere begrebet et patologisk eksempel nzer-
mere. Det er ihvertfald sadan, at en rakke eksempler ikke ggr sig
fortjent til betegnelsen patologiske. Det er straks vearre at finde ud
af hvilke, der ggr. Dette viser sig at variere fra person til person, og
den enkelte person vil ogsa kunne skifte mening ved at arbejde med et
eksempel. '

Vi har valgt at koncentrere os om eksempler fgrst og fremmest fra ana-
lysen. Vi har desuden et enkelt eksempel fra topologien, og et enkelt,
nemlig Hausdorfls paradoks, der mest herer hjemme i geometrien. Ge-
nerel topologi kan betragtes som et grundlag for og en generalisering
af analysen. Ved at inddrage et topologisk eksempel, forsgger vi at
undersgge om en mere abstrakt teori tilfgrer andre aspekter til patolo-
gibegrebet.

Projektets mal er at afklare hvordan patologiske eksempler indgar i en
historisk sammenheng, og hvorvidt de er en motor i frembringelse af
matematiske teorier. Heri ligger, at ambitionen med projektet ikke er
at give en fyldestgorende beskrivelse af, hvad der driver matematikken,
men at isolere og belyse betydningen af én ikke serlig velbeskrevet
faktor.

Grunden til, at vi gik igang med dette projekt, var at emnet havde en
umiddelbar appel til os. Det at blive overrasket, undersgge hvorfor, og
ideen om at fra disse overraskelser at kunne sige noget om matematik-
kens udvikling var en interessant og for os ny tanke. Endvidere syntes
projektet velegnet til at give en bedre forstaelse for, hvorfor matema-
tik formuleres sa strengt. Tit nar man i et kursus bliver presenteret
for forudszetninger, der skal veere opfyldt for at en satning gelder, gor
man sig ikke den fulde betydning af disse forudsztninger klart. Arbej-
det med de patologiske eksempler mente vi, ville give os en mulighed
for at arbejde lzengere og mere selvstendigt end i en kursussituation
med enkelte, forholdsvis komplicerede beviser.

Som gruppe betragtet har vi en vis inhomogenitet i de faglige forud-
setninger, idet vi spaender fra anden ars til fjerde ars overbygningsstu-
derende.
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1.1 Problemformulering

e Hvilke former for betydning har de patdlogiske eksempler haft for
matematikkens udvikling?

o Hvorfor har patologiske eksempler haft en betydning, dvs. hvilke
egenskaber ved eksemplerne ger dem betydningsfulde ?

For at kunne tale om “patologiske eksempler”, ma vi skaffe klarhed over
hvad vi mener begrebet omfatter. Det bliver derfor en del af projektet
at definere, hvad vi forstar ved et patologisk eksempel.

1.2 Arbejdsmetode

Vi har lagt meget veegt pa arbejdet med at pracisere problemstillingen
fra starten, saledes at den problemformulering, som er fremlagt her, har
ligget fast siden midten af forlebet, som streekker sig over et semester.
For at undgd en unedig begreensning i mulighederne for at inddrage
eksempler, ved at laegge os fast pa en definition af begrebet patologisk
eksempel for tidligt, har vi holdt problemformuleringen og diskussionen
af hvad patologier er aben si langt hen af vejen som muligt. Vores
eksempler er valgt fra [Mej], [Gel] og [Ste], fordi de netop udviser de
treek, vi mener definerer patologiske eksempler, og ikke pa grundlag
af eventuelle historiske betydninger, de matte have haft. Der er dog
et metodisk problem i forhold til deres historiske betydning, idet disse
kilder netop indeholder “bergmte” eksempler.

Vi har brugt to fremgangsmader, en bredde og en dybde. Breddefrem-
gangsmaden bestar i lasning af bsger om den generelle udvikling af
matematikken, hvor vi lagger merke til, hvornar patologiske eksemp-
ler har spillet‘en rolle. 1 dybdefremgangsmaden undersgger vi enkelte
patologiske eksempler mere grundigt, iszer deres historie og patologiske
trek.
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Kapitel 2
Definition

Dette kapitel klarger og definerer de begreber, der indgar i problemfor-
muleringen, specielt defineres et patologisk eksempel. Det er naturligt,
at projektet indeholder en definition af, hvad der menes med et pa-
tologiske eksempel, idet det viser sig at vaere langtfra oplagt hvilke
eksempler der skal l\aldes pato]oglske

2.1 Historisk betydning

Nér man taler om et eksempels betydning for ‘en matematisk udvik-
ling, ma der skelnes mellem forskellige mader, som denne betydning
kan have givet sig udtryk pa. Der teenkes her iser pa, hvorvidt eksem-
plet kan siges at veere direkte eller kun indirekte arsag til en bestemt
udvikling. Med direkte arsag menes, at der pa grund af netop dette
eksempel er udfgrt matematisk arbejde. Med indirekte arsag menes,
at eksemplet har virket som inspirationskilde for nogle matematikere,
evt. ved at det har vist sig at besidde andre spzndende egenskaber,
end den der var hovedpointen, da eksemplet blev publiceret. Det vi
gerne vil opfatte som et eksempels historiske betydning er det fgrste
tilfeelde, hvor problemet ligger i at afggre, om der er tale om en direkte
arsagssammenhang.

Det er ikke nok at kunne afggre, at et eksempel har varet genstand for
en umiddelbar reaktion, og at der har varet en efterfglgende udvikling.
Der er ogséa et behov for at spge at afggre, hvori eksemplets betydning
har ligget. Dette kan ikke geres uden at foretage en fortolkning af
det foreliggende materiale, og denne fortolkning vil igen kreeve nogle
hypoteser eller ideer at fortolke efter. Det fglgende er vores hypoteser,
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6 ' KAPITEL 2

ijvor vi primzrt forestiller os tre mulige udviklingsforlgb, eksemplet kan
give anledning til:

e Eksemplet kan medfgre udvikling af ny teori, modificering eller
udvidelse af teorien. Det er klart at der kan skelnes yderligere
pa omfanget af denne udvikling, idet det ma antages at vere
interessant,: hvorvidt der er-tale om en stgrre andring; som: f.
eks. dannelse af ‘en ny teori, eller blot en beskeden modifikation
af en eksisterende.

o Eksemplet har fort til forkastelse af et begreb eller en teori. Dette
teenkes iseer at optraede i perioder, hvor en teori er under dan-
nelse, og hvor eksemplet viser egenskaber i den pt galdende te-
ori. Det vil da nok hyppigt fa betydning for udviklingen af en
erstatningsteori, og i dette tilfzelde have lighedspunkter med det
forrige punkt.

¢ Eksemplet bliver staende uden at have nogen effekt pa den teori
det omhandler, idet det ikke ser ud til at have nogen kompro-
mitterende virkning. Man kan forestille sig at denne status er
midlertidig, saledes at det pa et senere tidspunkt kan skifte til en
af de andre grupper.

2.2 Problemer ved en definition af pato-
logier

I indledningen definerede vi et patologisk eksempel, som et eksempel
som i en eller anden forstand er kontraintuitivt eller paradoksalt i ma-
tematisk forstand. Det er klart at vi ma komme med en mere pracis
definition pa det, som er objektomradet for vores projekt. Vi starter
med at bemazrke, at der er rimeligt frit spil. Begrebet patologiske ek-
sempler optrader ganske vist i enkelte kilder [Bot], [Lit], [Joh1], [Cha],
[Boy], og hvis man taler med forskellige matematikere har de ogsa en
ide om begrebet. Men vi har ikke fundet nogen, der for os har forsegt
at preecisere narmere hvad patologicitet egentlig bestar i.

Det at konstruere definitionen af et begreb, samtidig med at man vil
undersgge det objektomrade som begrebet udpeger, er en problematisk
proces. Man skal passe pa ikke bare at fitte definitionen pa en sadan
made, at ens teser bliver bekraftede. Omvendt ma definitionsproblemet
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ngdvendigvis relateres til den problemformulering, vi er igang med at
indkredse. Ud over det er der et ansvar overfor den officielle opfattelse,
der mere eller mindre veldefineret er af begrebet.

Vi vil gennem vores definition prgve at indfange de eksempler, som
vi selv synes bgr vere indeholdt i maengden af patologiske eksempler.
Dette er naturligvis ikke en fuldstzendig objektiv fremgangsmade, f.eks.
er opfattelsen af begrebet inden for gruppen ikke fuldstendig overens-
stemmende, og har tydeligvis forrykket sig under arbejdet. Men det
kan nok sjzldent lade sig gore at vaere helt objektiv med et begreb, der
ngdvendigvis ma defineres, udfra hvordan det opfattes af forskellige
mennesker. '

2.2.1 Subjektiviteteﬁ |

Begreberne “kontraintuitivt” og “paradoksalt” er til dels subjektive.
- Det samme gelder “kompliceret” og “uskent” som vi ogsa vil anvende
1 vores definition.

I matematiksamfundet som helhed er der imidlertid ogsa en opfattelse

af hvad, der er paradoksalt. Dette, mener vi, giver grundlag for at lade

det subjektive element traede lidt i baggrunden, idet der er en slags -
konsensus iblandt en given tids matematikere. Opfattelsen af hvad,

der er paradoksalt @ndrer sig med -den samlede matematiske viden,

der er tilgengelig. Dette betyder, at opfattelsen aendres, bade gennem

matematiksamfundets udvikling, og gennem den enkelte matematikers

oplearing, men til en given tid eller udvikling er der en rimelig overens-

stemmelse 1, hvad der opfattes som markeligt.

Hvis man skal kunne opfatte eksemplet som kontraintuitivt eller para-
doksalt, ma man forsta den teori eksemplet er indlejret i sa godt, at
man har nogle forventninger til eksemplet, der kan blive stgdt. Altsa
ma det forlanges at betragteren er bekendt med den teori hvor objektet
optrader. ’

Der er en tendens til, at nar man har arbejdet med, eller kendt, et pa-
tologisk eksempel et stykke tid, sa fordufter mystikken - patologiciteten
daler. Alligevel kan man stadig se de elementer, der volder problemer
ved at vaere komplicerede eller paradoksale.
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'2.2.2 Hvad vi forstar ved begrebet intuition

Vi har benyttet begrebet “kontraintuitivt” i fleeng indtil nu. I vores
definition anvendes begrebet i en-meget snaever betydning; som er vee-
sentligt anderledes end den gaengse brug af ordet. I det fglgende vil vi
indkredse hvad vi mener med begrebet kontraintuitivt. Ved intuition
forstar man-i almindelighed en umiddelbar opfattelse af en sammen-
hang eller én pludselig forstaelse af en helhed. Det vil sige, at nar man
“bruger sin intuition”, erkender man en sammenhzng uden at bruge
videnskabelig erfaring, eller logisk reesonnement.

Matematisk intuition, som vi begrzenser diskussionen til, er et snavrere
begreb pa den made, at det naturligvis kun daekker intuition om ma-
tematik. Ikke desto mindre indeholder begrebet matematisk intuition
nogle aspekter, som det almene intuitionsbegreb ikke indeholder. Det
er formentlig kun matematikere som ville sige, at det at tenke visuelt,
"1 modsatning til at veere formel i matematisk forstand, er at tzenke
intuitivt.

I “The Mathematical Experience” finder vi 6 betydninger af begrebet
intuition, som det bruges i matematisk hverdagssprog. De er her gen-
givet i forkortet udgave.

1. Intuitive is the opposite of rigorous. This usage is itself not com-
pletely clear, for the meaning of “rigorous” itself is never given
precisely...

o

Intuitive means visual. Thus intuitive topology or geometry dif-
fer from rigorous topology or geomelry in two respects. On the
one hand, the intuitive version has a meaning, a referent in the
domain of visualized curves and surfaces... On the other hand,
the visualizations may lead us to regard as obvious or selfevident
statements which are dubious or even false...

3. Intuitive means plausible or convincing in the absence of proof...

4. Intuitive means incomplete. If one takes limits under the integral
sign without using Lebesque’s theorem...

5. Intuitive means relying on a physical model, or on some leading
erample...




AFSNIT 2.2 ‘ 9

6. Intuitive means holistic or integrative as opposed to detailed or
analytic. When we think of a mathematical theory in the large,
when we see that a certain statement must be true because of the
way it would fit in with everything else we know about it, we are
reasoning “intuitively”... [Dav s 391] '

Disse eksempler pa brug af begrebet viser ikke uventet, at det ikke
er sarlig veldefineret hvad der menes, nar der siges matematisk intu-
ition, hvilket Davis og Hersh ogsa pointerer. Betydningerne ovenfor
har det tilfzlles, at de ikke indeholder nogen idé om hvilke mekanismer
der ligger bag intuitionen, altsa hvad det er der sker psykologisk nar
intuitionen v1rl\er

Passiv intuition og matematisk erfaring.

Vi skelner imellem to former for intuition; nemlig en passiv eller po-
tentiel art af intuition, som kan karakteriseres som en slags “uudtalt
forventning” , i modsatning til en aktiv eller kreativ art, som nzrmest
er en evne til at fa de rigtige ideer. '

Den kreative intuition er behandlet flere steder, blandt andet hos Po-
incaré [Poi] og Nerretranders [Ngr]. Bade Tor Ngrretranders og Henri
Poincaré beskriver situationer, hvor rigtige ideer fremkommer som pro-
dukter af ubeviste processer. Men det er egentlig ikke det intuitions- -
begreb vi har brug for. ‘ ‘

Den passive intuition er ret velbeskrevet indtil 1 g matematisk niveau,
men ikke for hgjere niveauer. Det er denne form for intuition, som vi
gerne vil henvise til med begrebet intuition. Hvad bestar denne passive
intuition s& i? Vi forestiller os.at den blandt andet bestir i nogle mo-
deller eller forestillinger som vi bruger nar vi udgver matematik, som
altsa ikke ma forveksles, hverken med selve dé matematiske modeller,
eller med praktisk anvendte modeller. Nar man lzrer matematik, ta-
ger man afsat i nogle empirisk baserede begreber som “linie”, “tal”,
“kontinuitet” og “mangde”, som danner fundament for modeller som
man bruger. Selvom den matematik, som man senere laerer, logisk set
ikke kan forventes at adlyde disse modeller, ggr man alligevel brug af
dem, fordi de virker langt hen af vejen. Samtidig justerer man dem sa
godt som man nu kan, nar man stgder pa problemstillinger hvor de ikke
virker. Modeller er det, som lgbende repraesenterer vores matematiske
- erfaring. Muligvis er et af de veesentligste elementer i ens matematik-
uddannelse, netop opgvning af evnen til at danne modeller, udfra hvilke
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man kan né frem til resultater der er “rigtige”, dvs. i overensstemmelse
med den anerkendte teori. Efterhanden som vores matematiske erfaring
omfatter mere og mere abstrakte begreber, bliver ogsa modellerne mere
abstrakte, og mindre lig objekter, som kan forekomme i naturen. Ved
matematisk erfaring forstds alt det matematik, som man har tilegnet
sig, herunder diverse klassiske eksempler og modeksempler.

Opdelingen i to former for intuition, en passiv og en aktiv, er ikke-altid
mulig, idet intuition i visse tilfzelde indeholder bade aktive og passive
elementer. Det er dog ofte muligt at bruge denne skelnen.

Inden for analyse og talrumstopologi er de omtalte modeller i hgj grad
geometrisk baserede, og specielt vil der geelde for eksemplerne i dette
projekt, at de anfaegter en eller anden geometrisk model. Men vi er ikke
interesserede i at saztte intuition lig geometrisk fortolkning, fordi det er
specielt for de to omrader, at man kan ggre sa meget brug af geometriske
argumenter. Forventninger kan eksempelvis ogsa udspringe af en slags
fornemmelse for en logisk struktur. Eller, inspireret af Poincaré, en
fornemmelse for matematisk skgnhed, forstaet pa den made, at man
forventer de resultater, der behager ens matematiske aestetik. Sa de
modeller, som vi taler om her, indeholder geometriske billeder, men er
mere end blot geometriske billeder.

At ga yderligere ind i spgrgsmalet om hvad substansen i disse modeller
er, kunne vzre interessant. Vi har en hypotese om, at patologiske
eksempler kunne vare et middel til at afdakke dette spgrgsmal, netop
fordi patologiske eksempler viser hvor modellerne kommer til kort. Vi
har dog valgt ikke at ga dybere ind i dette spgrgsmal, idet det ville
kraeve et helt projekt i sig selv.

For en dels vedkommende er brugen af disse modeller bevidst. Man
kan have en fuldstendig bevidst og endda formuleret formodning om
at et forhold ggr sig geeldende, selvom der ikke er fundet logisk belag
for dette. For eksempel at kontinuerte funktioner skulle vaere stykkevis
differentiable.

Brugen af disse modeller kan ogsa vere ubevidst. Man oplever ofte,
nar man arbejder med patologiske eksempler, at det er sveert at sprog-
liggere oplevelsen af en patologi. Det mener vi skyldes, at man ikke
er fuldt bevidst, om hvad det er for nogle forventninger, man har til
matematiske objekter i en teori. Derved kan der ske en konfronta-
tion, mellem en model og de matematiske realiteter, pa et ikke bevidst
niveau. Denne uoverensstemmelse bringes sa frem i bevidstheden, sam-
tidig med at man prgver at afklare hvori patologien ligger. Der sker ofte
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det i den forbindelse, at det kontraintuitive element til dels forsvinder
under denne proces. Man ommodellerer sin model saledes at patologien
ikke lzengere er i modstrid med modellen.

Sammenfattende kan vi sige, at den betydning, som vi gnsker at an-
vende ordet intuition i, er som fglger: Intuition forstas i det vaesentlige
som en samling modeller, som simulerer de matematiske realiteter, og
som vi lgbende sgrger for at tilpasse, sa de stemmer overens med vores
matematiske erfaring. Intuitionen er altsa dynamisk i den forstand, at
den bliver ommgbleret hele tiden. Men omvendt er det en passiv eller
latent stgrrelse idet den giver sig tilkende nar den bliver provokeret,
dvs. nar den er i opposition til de matematiske realiteter.

2.3 | Deﬁnition :

Med udgangspunkt i ovennavnte overvejelser, har vi forsggt at isolere
netop de trak, der kendetegner en patologi. Det har udmentet sig i
folgende sporgsmal, der danner grundlaget for. vores definition. Der
skelnes i vores spprgsmal mellem et eksempels pointer og selve kon-
struktionen af de matematiske objekter, der indgar i eksemplet. Hvis
vi f.eks. kigger pa Weierstrass’ funktion, er en pointe, at det er en kon-
tinuert funktion, der ikke er differentiabel nogetsteds, mens objektet
er selve funktionen. Van der Waerdens funktion er et eksempel med
den samme pointe men et andet objekt. (se afsnit 3.2 for beskrivelse af _
disse funktioner).

1. Demonstrerer eksemplet nbget kontraintuitivt eller paradoksalt?

2. Er konstruktionen af objektet i eksemplet usken, koﬁlp]i_ceret eller
resultatet af en snild ide? ‘ '

2.3.1 Det kontraintuitive og det paradoksale

Nar vi benytter bade kontraintuitiv og paradoksal er det for at forsgge
at fange sa mange facetter af begrebet som muligt. Paradoksal be-
tyder ifglge fremmedordbogen fornuftsstridigt, og dakker ofte over en
modstrid i logisk forstand. At noget er kontraintuitivt har en bredere
betydning, og rgrer ved en grundleggende etableret forestillingsverden.
I dette projekt vil vi anvende betegnelsen paradoksalt, dels om noget
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der virker logisk modstridende, dels-som en gradbgjning af kontrain-
tuitivt, saledes at hvis noget er paradoksalt er det automa,tlsk ogsa
kontraintuitivt, men ikke omvendt.

At et eksempels pointe er kontraintuitiv eller paradoksal skal ses i for-
hold til den definition af intuition vi har givet tidligere. Definitionen
indeholder et subjektivt element, men den generalitet, der ligger i at
opfatte det som noget, der mere er defineret p3 det samlede matema-
tiksamfund, end pa det enkelte individ, nedtoner dette en del. Ma-
tematiksamfundets enighed, om hvad der er kontraintuitivt, skyldes
ikke ngdvendigvis, at alle matematikere under deres indleering danner
de samme modeller, men at de pa baggrund af de anvendte modeller
opnar samme resultater.

2.3.2 Det komplicerede

Gennem vore diskussioner niede vi frem txl at det ikke er nok, at
et eksempel er paradoksalt for at veere pa.tologlsl\. Der mangler et
element, der har at ggre med eksemplets objekter. Konstruktionen af
objektet eller objektet selv skal veere kompliceret, usken eller meerkelig
i en sadan grad at man feler at begreberne er blevet vredet eller strakt.
Dette skal forstas i sa vid forstand, at det ogsa omfatter de eksempler,
hvor det komplicerede ligger 1 at fa ideen til dem, dvs. fordi dette
kraver en serlig snild ide.

Et godt eksempel pa et sidant objekt er en Hamel-basis, se afsnit 3.4.
Konstruktionen af en Hamel-basis bestar i at opfatte R, som et vektor-
rum over Q. Hele idéen om at skrive de reelle tal som linearkombina-
tioner af overtalleligt mange reelle basisvektorer med rationelle koefh-
cienter virker som en meget kompliceret og markelig made at opfatte
R pa. Da man kan benytte en Hamel-basis til at fremstille en additiv
funktion, der ikke er kontinuert, kommer hele eksemplet til at fremsta
som en meget fin patologi.

Som et eksempel pa noget der ikke opfylder kompleksitetskravet kan
nazvnes et af de tidlige eksempler fra “Reedselskabinettet” [Mej] pa
en funktion, der er kontinuert og absolut integrabel pa hele R, men
som ikke gar mod 0 for £ — oc. Funktionen konstrueres ved, at man
omkring alle de hele tal anbringer trekantede spidser, der bliver hgjere
og hpjere men smallere og smallere. Imellem spidserne er funktion 0.
Konstruktionen er lavet saledes, at arealet af spidserne bliver mindre
og mindre, selv om hgjden gar imod uendelig. Denne funktion kan
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nemt laves absolut integrabel, idet der nu i virkeligheden er tale om
en uendelig sum af spidsernes areal. Eksemplet har en kontraintuitiv
pointe, idet man umiddelbart vil synes, at absolut integrabilitet burde
kreeve at funktionen gar mod nul. Vi opfatter dog ikke konstruktionen
som kompliceret nok til at kalde eksemplet patologisk.

2.4 Opsummering

Et patologisk eksempel skal altsa bade have en kontraintuitiv pointe,
og en kompliceret konstruktion eller veere resultatet af en snild ide. Der
er et vist spillerum til at slakke pa det ene krav i situationer, hvor det
‘andet er rigeligt opfyldt, men begge elementer skal vere til stede.

Definitionen er til dels subjektiv, og dette m& der naturligvis tages
‘hensyn til i brugen.



14

KAPITEL 2




Kapitel 3
Patologiske eksempler

Kapitel 3 bestér af de valgte patologiske eksempler. Eksemplerne bliver
- forst preesenteret og gennemgéaet matematisk. Derefter bliver de pato-
logiske traek fremhaevet, og til sidst indplaceres og anskues de enkelte
eksempler, som en del af et historisk forlgb.

- Eksemplerne er:

e Claus’ funktion, som er _diskontihuert i ethvert rationalt tal og
kontinuert i ethvert irrationalt. -

e Weierstrass’ funktion, som er en kontinuert intetsteds differenti-
abel funktion. : ‘

e. Peanos kurve, som er en kontinuert kurve, der gar gennem ethvert
punkt i enhedskvadratet.

o Hamels funktion, der opfvlder f(z+y) = f(z)+ f(y) og er overalt
diskontinuert. ' .

o Cantors mengde, der er en perfekt, overtallelig, intetstedstaet
delmeangde af [0;1].

o Hausdorffs paradoks, som har som konsekvens, at enhedskuglefla-
" den kan opdeles i disjunkte maengder, der ved flytninger i rummet
kan seettes sammen til to nye enhedskugleflader.

Denne korte preesentation af eksemplerne kalder vi slagords preesen-
tationen, idet alle eksemplerne umiddelbart kan preesenteres kort med
et enkelt overraskende traeek. Ved en nazrmere gennemgang viser det

15
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sig, at det slagordsagtige traek ikke alticzi; er det mest ox}errasker:xde og
ihvertfald ikke det eneste patologiske trzk.

Tidsmaessigt streekker eksemplerne sig fra ca. 1854 til 1914. En peri-
‘ode med mange patologiske eksempler, med flere brud pad matematisk
vanetankning og med grundleggelsen af nye omrader. Det fgrste ek-
sempel Claus’ funktion mener vi ikke har haft nogen vasentlig historisk
betydning, men en funktion med samme egenskaber som Claus’funk-
tion bliver nzvnt i Riemanns doktordisputats fra 1854. Weierstrass
fremleegger sin funktion i 1872 til en foreleesning, hvilket afslutter en
diskussion, der har strakt sig lige fra det nittende arhundredes start om-
handlende sammenhzngen mellem kontinuitet og differentiabilitet af en
funktion. Disse eksempler fremkommer og herer med til den periode,
hvor den Weierstrasske analyse er ved at blive formuleret.

I en artikel fra 1883, hvor Cantor definerer en rakke topologiske og
mangdeteoretiske grundbegreber, prasenterer han Cantors mangde,
som et eksempel pa en intetsteds taet i intervallet [0, 1], perfekt maengde.
Peanos kurve publiceres i 1890 midt i en periode, hvor visse dele af
matematiksamfundet er optaget af at give en mere preaecis definition af
dimensionsbegrebet, og iseer af at afklare spprgsmalet om dimensionsbe-
grebets invarians. Begge eksempler kan siges at here med til dannelsen
af den generelle topologi, som er en generalisering af den Weierstrasske
analyse, selvom formuleringen af Peanos kurve ikke oprindeligt byggede
pa topologiske begreber.

Til at konstruere Hamels funktion fra 1905 og Hausdorfls paradoks fra
1914 benyttes i begge tilfalde udvalgsaksiomet. Dette aksiom, formu-
leret 1 1904 af Zermelo, var meget omdiskuteret i matematiksamfundet,
og Hausdorffs paradoks bliver benyttet i denne diskussion.

Vores eksempler ligger altsa fra ca 1854 til 1914, men de historiske afsnit
vil indeholde elementer fra begyndelsen af det nittende arhundrede op
til ca 1930. Det vil altid vare et valg, hvornar man skal starte og slutte
en sadan historisk gennemgang, og vores valg er motiveret af, at vi
har de enkelte eksempler og baggrunden for deres opstaen samt deres
pavirkning af matematikken som emne.

Eksemplerne optraeder i kapitlet i kronologisk orden, bortset fra at Can-
tors mangde kommer neaestsidst, som en afslutning pa de eksempler der
omhandler begreber fra analysen. Begrundelsen for at placere Cantors
mangde dér er, at vi i gennemgangen af denne udelukkende bruger
topologiske begreber, hvorfor den analyseres pa et mere abstrakt plan
end de foregaende eksempler. 1 konstruktionen af Hausdorffs paradoks
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anvendes mere grundleeggende begreber af ma:ngdeteoretlsk og geome-
trisk art, si det er naturligt at placere det tilsidst.

3.1 Claus’ funktion

Fglgende funktion er fra [Mej], hvor den ikke har noget navn, og hvor
der ikke star noget om, hvorfra den stammer. Vi har valgt at kalde den
Claus’ funktion af rent interne grunde i gruppen!. Den er medtaget
her, fordi den fint demonstrerer, hvad et patologisk eksempel er, men
vi har ikke veeret istand til at finde den anvendt nogetsteds.

Det er velkendt, at Dirichlet’s funktion givet ved :

} 1 forz € QnN(0,1]
xe(z) = {0 for z € R\QN[0,1]

er diskontinuert i alle punkter zq € [0,1], og ikke Riemann-integrabel.
Diskontinuiteten for alle punkter ses ved, at bade Q og R\Q ligger teet
i R, sa for en hvilken som helst omegn omkring et givet z, vil der altid
befinde sig bade rationale og 1rrat10nale tal indenfor omegnen, hvilket
medfgrer: :

3e €0, l[V6>031€]10-510+5[ Ixe(zo) — x@(z)|=1 > ¢

At funktionen ikke er Riemann- mtegrabe] ses ved, at supremum af
mangden af undersummer er 0, mens infimum af mengden af over-
summer er 1. (Funktionen er Lebesgue integrabel med integralet 0,
hvilket ikke er underligt, da xo(z) = 0 panar i QN [0, 1] som er tellelig
og dermed en nulmangde.)

3.1.1 Konstruktion og egenskaber

- Det passer godt med vores matematiske intuition, at en funktion der
er diskontinuert i alle punkter, heller ikke er Riemann-integrabel. Mere
overraskende er det sa, at der findes en funktion, som er diskontinuert
for alle z € Q og kontinuert for alle z € R\Q, og endvidere er Riemann-
integrabel:

1 hvisz=0
fz)y=4 ¢ hvisz=2€Q, peZ\{0}, geNog 2 uforkortelig
0 hvisz =R\Q .

" 1Han betalte mest.
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3.1.2 Kontinuitetsforhold

At funktionen er diskontinuert i ethvert punkt zo € Q ses ved, at R\Q
ligger taet 1 R, sd en hvilken som helst omegn omkring zo vil altid
indeholde 1rrat10na1e tal, hvorfor der eksisterer irrationale z, saledes at
|f(z) = f(zo)| = 5, L hvor f (zo) = ; Mere formelt kan dette skrives som:

1 : 1 1
Je € ]0; -5[ V6>03z€lzo—6z0+6: |f(.1:o) f(z)| = a— =3 >e€
Vi vil nu vise, at f(z) er kontinuert for alle z € R\Q. Lad derfor
1o € R\Q, og lad € vere givet. Ideen i beviset er, at i en vilkarlig
omegn omkring zo , = €]zo — 6,20 + [, findes der kun endeligt mange
rationale tal 5, der opfylder é > ¢. Endvidere ved vi, at der 1 omegnen
findes uendeligt mange rationale tal, og der kan findes rationale tal sa
teet pd xo, som det skal veere. Derfor kan vi veelge en mindre omegn
omkring zo, sadan at ingen af de s € Q, der opfylder % > €, er med i
omegnen, og derfor er f(z) kontinuert i zo.

For at bevise dette i detaljer konstaterer vi ferst, at der til ethverte > 0
findes et go € N, saledes at % < ¢ for alle ¢ > qo. For ethvert fast j € N
defineres

8; = min{|zo — ?—I :mEZ, hid uforkortelig}.
J

Da mazngden {% : m € Z} ligger diskret i Q findes der et mindste
element, og da o € Q, er 6; > 0 for alle j € N. Vi definerer

§=min{6; : j=1,....;q0} > 0
hvor gy € N er givet ovenfor. For ethvert x €]zg — 6,20 + 6[ fas da
f(2) = f(zo)| <ce.

Thi hvis x er irrational er venstre side lig med 0, og hvis x er rational,
er
1

|f(z) - flzo) = =~ 0=
q

1

q

hvor ¢ > g, s& % < €. At g > qo sikres af den made, hvorpa vi har
defineret 6. Da vi saledes har vist at

Vip€e R\QVe>036>0Vz €R : |zt —z0| < 6= |f(z) = f(zo)] <€

erf kontinuert i ethvert irrationalt tal.
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Integrationsforhold

Vi starter med at se pa f(z) i intervallet [0, 1], hvor vi for at vise, at
den er Riemann-integrabel, skal sammenligne over og undersummer.
Supremum af mangden af undersummer er 0, idet vi ikke kan lave no-
gen opdeling af intervallet og en dertil svarende undersum, som har en
positiv veerdi. Integrabilitetskravet bliver nu, at infimum af oversum-
merne ligeledes er 0, hvilket igen betyder, at der til ethvert ¢ > 0 skal
eksistere en opdeling, der giver anledning til en positiv oversum, der
er mindre end €. Hvis det gelder, kan forskellen mellem oversummen
og supremum af mengden af undersummer blive vilkarligt lille, hvorfor
f(z) er Riemann-integrabel med integralet [} f(z)dz = 0.

Lad € > 0 veere givet. Der findes i intervallet kun et endeligt antal m af
rationale tal 2 € Q, & uforkortelig, som opfylder ! > e. Disse tal kan
q q ' .
.derfor ordnes 1 en strengt voksende endelig talfglge, hvor endepunkterne
0 og 1 tilfgjes:
O=ri<rm<r<..... <r,m=1

Lad disse tal udggre en in’ddeling: af intervallet fra 0 til 1. ¢ vil vaere
stgrre end f (z) i hvert delinterval Iy =|rg.1,r[. Derfor kan falgende
oversum dannes:

e (ro—r)+...46-(tm—=Tmy) = E E-(rk —Tro1)
k=2
m

€- Z(Tk —lrk-1) =c.

k=2

Hermed er pastanden bevist. Det ses, at tilsvarende oversummer kan
dannes for ethvert delinterval i R. Integralet af f(z) i hele R kan —
idet f(z) > 0 for ethvert x — findes som en grenseverdi, idet man’
lader et delinterval ga imod —oo og oo:

n

m,n—00 -m TN N~ OC

Derfor er f(z) Riemann-integrabel med integralet 0.

3.1.3 Patologiske egenskaber

Hvis man prever at danne sig et billede af funktionen, nar man frem til
en overalt taet meengde af punkter pa z-aksen, hvorover der befinder sig
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_ punkter, som nar op til f(z) = 1. Punkttetheden aftager med afstan-

~ den fra z-aksen. Se figur 3.1. At en sadan funktion kan vaere kontinuert
nasten overalt og integrabel, strider imod ens fornemmelse/erfaring for,
hvad begreberne kontinuitet og integrabilitet indeholder. At man bli-
ver overrasket over funktionen tyder pa, at der ikke er harmoni mellem
den intuitive forestilling om kontinuitet og begrebet punktvis kontinu-
itet. Den intuitive forestilling er noget med, at en kontinuert funktions
graf kan tegnes uden at lgfte blyanten fra papiret, dvs. den drejer sig

~ om kontinuitet i et interval. Yderligere ligger kontinuitetspunkterne og
diskontinuitetspunkterne tet, hvilket ogsé virker “underligt”.

Ogsa for ens forestilling om integrabilitet er det overraskende, at en
- sa underligt udseende funktion viser sig at vere Riemann-integrabel.
Integralet af en funktion identificerer man med arealet mellem z-aksen
~ og funktionens graf (for en skalarfunktion af én variabel). Men hvad
~ er arealet under funktionen afbildet pa figur 3.17 At det viser sig at
vare nul, er ikke umiddelbart indlysende, men nar arealet eksisterer,
idet funktionen er integrabel, er resultatet nul, nok det intuitivt mest
rigtige.

Figur 3.1: Claus’ funktions veaerdier > &
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3.1.4 Historisk betydning

Vi har ikke fundet Claus’ funktion ved vores sggninger i matematiske
. kilder og historiebgger, og alene det faktum, at den ikke er navngi-
vet i [Mej], antyder, at den ikke vil veere nem at finde. Ifglge [Bot]
- har overvejelser omkring funktioner med samme egenskaber som Claus’
funkton, dog haft en vis betydning. I en artikel fra 1854 giver Riemann
den definition af integralet f: f(z)dz, som idag baerer hans navn. Det
gamle integralebegreb (Cauchy integralet) synes han er utilstraekkeligt,
idet det kun er brugbart, nar f(z) er kontinuert i intervallet [a, b] eller
diskontinuert i hegjst endeligt mange punkter [Bot s 243]. Som et ek-
sempel pa en funktion, der er diskontinuert i @, kontinuert i R\Q og
Riemann-integrabel, giver han felgende [Bot s 244]:

fw=y )
n=1

hvor (nz) = afstanden fra x til det nermeste heleltal, eller (n:r.)A= 0
hvis z er lige langt fra to hele tal.

3.2 Weierstrass’ funktion

Det forste eksempel pa en funktion, som er kontinuert uden at veare
differentiabel i noget punkt, blev fremsat af den tjekkiske filosof og
matematiker Bolzano i starten af 1830-erne. Weierstrass opfandt sin
funktion omkring 1872, og det er den, som vil blive behandlet her.
Den blev tilsyneladende forst publiceret i1 1875 af du Bois Reymond.
Normalt er det sadan i litteraturen; at man benytter et andet eksempel,
nemlig en funktion som blev konstrueret af van der Waerden 1 1930.
Van der Waerdens funktion er;en uniformt konvergent rakke af savtak-
funktioner, hvor der bliver kortere og kortere imellem takkerne.

f(z) = Z 107" ¢(10"x)

n=0

hvor
1 1

s(x)=3-15-=| forzel1]

‘og igvrigt er periodisk med periode 1 i hele R.
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Det fine ved denne funktion er at det er relativt let at vise, at den
ikke er differentiabel i noget punkt. Man kan nemlig med fordel be-
nytte en eksplicit decimalbrekrepreesentation af punkterne i intervallet
[0,1]. Det lidt kedelige ved den er, at den savner en egenskab, som We-
ierstrass’ konstruktion har; at vere en uniformt konvergent rakke af
funktioner med uendeligt ofte differentiable led, hvor greensefunktionen
er intetsteds differentiabel. Weierstrass’ funktion ser nemlig saledes ud:

W(z) = Zb" cos(a"nz) rhvorb < 1, aulige og ab > (§—27:-+1) (3.1)

n=0

At grensefunktionen for denne rakke er kontinuert felger af den uni-
forme konvergens, som igen folger af, at reekken er majoriseret af:

Ifglge kvotientraeekkeformlen er denne rakke uniformt konvergent nar
b < 1. At W(z) ikke er differentiabel i noget punkt er lidt sveerere at
vise.

Figur 3.2: Weierstrass' funktion

a=11 b=0.5
14
0.84
0.6
0.4
oz ‘ I ] { —
0] 1 l L AT
-0.44
-0.6-
-0.84
-1 f !

——

0 0.2 0.4 0.6 0.8




AFSNIT 3.2 _ - _ 23
3.2.1 Bevis for_ at W ikke er differentiabel

Det fglgende bevis stammer fra [Tit]. For at bevise at W ikke er diffe-
rentiabel i noget punkt starter vi med at se pa differenskvotienten for
- et givet z € R

AW, =

W(z+h)—W(z) <, cos(a"n(z+h))—cos(a™rz)
— =Y b —
n=0

Beviset gar nu ud pa at konstruere en fglge h,,, som konvergerer
mod nul pa sadan en made, at absolutvaerdien af differenskvotienten
| AW,,, | gr mod oo. W(z) er kun differentiabel i z, hvis AW,
konvergerer mod det samme reelle tal for en vilkarlig fglge hn, som
konvergerer mod nul. Fglgen h,, definerer vi siledes. Fgrst skriver vi
a™z pa formen (forklaringen fglger senere):

a"z = o + &m hvor am € N og n €] - 5, 5] (3.2)
og sa definerer vi |

. 1—&m 3 '
hm = — . . .
0< e < S | (3.3)
Det ses umiddelbart, at h,, — 0 for m — oo. Nu vil vi vise, at | AW, _ |
dominerer en divergent fglge med positive led. Det ggr vi pa den snedige

made, at vi deler reekken for AW, op i to delsummer:

f:= +i=5m+Rm

& Rum =AW, -5, »
= lRmI = |A"th - Sm' S IA"‘thl + |Sm|

Vi finder forst en gvre greense for S,, og en nedre grense for Ry, for
derefter at lave fplgende sjove vurdering:

IA‘th|2|Rm|-|SmI> Cm

hvor ¢,, er en divergent f¢lge‘med positive led. Vi vurderer S, opad
uden egentlig at benytte definitionen pa h,,. Det er nok at bemarke
at: '

| cos(a™n(z + hm)) —cos(a"rz) |=|sin(a"n(z + 6hp))a"nh, |€ a"7h,
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-idet man ifglge middelvaerdisetningen kan finde et passende €]0,1],
sa det forste lighedstegn er opfyldt. Vi kan hermed lave fglgende vur-
“dering;: '

’ m-1
a™b™ -1 (ab)™
< n_n — ]
| Sm 1€ "E=oba7r e <T T (3.4)

hvor vi benyttede kvotientrekkeformlen.

For at finde en nedre granse for R, benytter vi derimod det eksplicitte
udtryk for h,,, se formel 3.3. Ideen er, at argumentet til cos(a™n(z +
hm)) hele tiden bliver positive multipla af # med vores valg af h,,:

a’t(z+ hn) = a"""a"n(z+ hy)
" (O F m + 1 — )
= a"""r(lam +1)

Da a er et ulige tal, er a"~™ ogsa ulige. Det benytter vi til at opna:

cos(a™m(z + hp)) = cos(a” " w(am + 1)) = (=1)>"*! (3.5)

Pa lignende vis fas

cos(a"rz) = cos(a" " m(am + €m))
= cos((a" " 7(am + &m)) mod 27)
= (=1)""cos(a" "mm) (3.6)

Forstaet pa den made, at man forst kan traekke et passende helt mul-
tiplum af 27 fra argumentet til cosinusfunktionen, for derefter at tage
cosinus pa resten. Hvis a,, er lige er resten a"~"™r¢,,, og hvis a,, er
ulige er resten 7 + a"""n§,,. Ved at seette 3.5 og 3.6 ind i udtrykket
for R,, far vi

( lom+] o
R, = ——— b"{1 + cos(a" " 7ém)} (3.7

m n=m

Da alle leddene i denne sum er positive, kan vi vurdere den nedadtil
ved at betragte det forste led, hvor vi ifglge 3.2 ved at cos(nf,,) > 0:

m

2
| B |> 7= > 5(ab) (3.8)
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Sammenfattende kan vi lave en divergent fglge ¢, = (ab)"‘(% - =),
som er mindre end | AW, | for alle m.

1l'

ab—l)

2
| BWap 5] R | = | Sm [> (ab)™( -

Vores antagelser om parametrene a og b sprger for, at folgen ikke bliver
konvergent, negativ eller nul. Sa vi har altsa for ethvert z fundet en
folge hm, sa differenskvotienten' AW, (z) ikke konvergerer.

Ved hjelp af et mere moderne bevis kan man vise, at W(z) ikke er
differentiabel i noget punl\t blot ab > 1. Nar vi nu har set, hvor speciﬁkt '
dette bevis bygger pa, at parameterverdierne opfylder ab>1+3mer
det vist rimeligt at antage, at det originale bevis har lignet ovenstaende
meget. .

3.2.2 . Patblbgiske egenskaber

Det_v&sentligste patologiske trak ved Weierstrass’ funktion er, at den
ikke er differentiabel nogen steder samtidig med, at den er kontinuert
overalt. Det er givetvis en meget almindelig forestilling at ggre sig pa
et vist niveau af ens matematiske udvikling, at kontinuerte funl\tloner
er stykkevis differentiable.

Derudover er det underligt; at en uniformt konvergent rakke af pane
funktioner sa at sige “eksploderer” i grensen, altsi slet ikke bevarer
differentiabiliteten nogetsteds. Dette forekommer kontraintuitivt, fordi
forestillingen om uniform konvergens er knyttet til et geometrisk billede
af en smal slange (med bredde €), som funktionsfelgen. fgr eller siden
kommer inden for. I dette leerebogsbillede er der ikke taget hgjde for,
at denne slange kan “sno sig mere og mere”, jo smallere man ger den,
eller jo mere detaljeret man ser pa den.

- Vi tolker dette som et eksempel pa, at den model vores intuition byg-

ger pa viser sig at vere utilstrekkelig. Modellen er sammensat af den
matematiske erfaring, som vi har omkring funktionsfglger, og disse er-
faringer inkluderer en tung gruppe af fine glatte funktioner, som vi-
har mgdt i undervisningen, og som vejer godt til, nar vi skal gere os
forestillinger om uniform konvergens i almindelighed.

Weierstrass’ funktion har yderligere den egenskab, at der ikke er noget
interval, hvor den er monoton. Den er altsa et eksempel pa en kon-
struktion, hvor der er en hovedpointe, men at denne hovedpointe har
trukket andre patologiske trak med sig. ¢
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Som tidligere naevnt konstruerede van der Waerden en funktion med
samme hovedpointe som Weierstrass’. Van der Waerdens funktion har
den fordel, at pointen er meget let at bevise, men til gengeld mister
den nogle sidepointer. Derfor er van der Waerdens funktion ikke helt
sa interessant som Weierstrass’, men da hovedpointen er den samme,
vil vi stadig kalde van der Waerdens funktion for en patologi.

3.2.3 Historie

I en stor del af det nittende arhundrede troede de fleste matematikere,
at kontinuitet medfprte differentiabilitet undtagen i isolerede punkter.
En made at afklare probemet pa ville vaere at bevise satningen, en
anden ville vere at finde et modeksempel. Gennem arhundredet var der
forskellige forspg pa begge dele, men problemet blev fgrst endeligt lgst
af Weierstrass i 1872. I dette afsnit vil vi ferst beskrive denne udvikling
og derefter den forskning, der har vaeret i Weierstrass’ funktion.

Ampere var i 1806 den forste, som troede at han beviste, at en kontinu-
ert funktion altid har en endelig afledet forskellig fra nul, undtagen i et
endeligt antal punkter, hvormed han mente at, funktionen ﬂfﬁlt—f-@
forbliver endelig (ikke nul), nar i gar imod 0 undtagen for bestemte
isolerede z-veerdier. I en artikel formulerede Ampere ikke eksplicit kon-
tinuiteten af f, men forudsatter denne flere gange serligt i forbindelse
med middelvardisztningen [Cha]. At det var almindeligt accepteret,
at kontinuitet medferte differentiabilitet kan bl.a. ses af, at Amperes
resultat ifglge [Cha] var med i forskellige leerebeger “Elements du Cal-
cul Infinitésimal” af Duhamel (1856) og “Traité de Calcul différentiel et
de Calcul intégral” af Joseph Bertrand (1864). Alle beviserne begyn-
der med at forudsatte, at funktionen ikke opfylder den antagelse, der
skal bevises. De forudsatter altsa, at der eksisterer en funktion med
uendeligt mange punkter, hvor funktionen ikke har en endelig differen-
tialkvotient forskellig fra nul. Deraf udleder de, at der ma eksistere
et interval, hvor forholdet ﬂfﬂ{-’—f@ ikke har en endelig graenseverdi
forskellig fra nul, for ¢ gaende mod nul. Dette er forste fejl i beviset,
idet dette ikke behgver at vere tilfaldet, da funktionen kan have en
endelig greenseveerdi forskellig fra nul 1 en mangde, der er tet i R, og
stadigvaek have uendeligt mange punkter, hvor differentialkvotienten
ikke er endelig og forskellig fra nul. Derfor slutter de, ma grenseveer-
dien i intervallet enten vere nul eller uendelig. Dette er anden fejl
i beviset, idet differentialkvotienten ogsa kan vere ubestemt. Ved at
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bruge en form for uniform kontinuitet som de ikke har forudsat, tredie
fejl, opnaes resultatet, at funktionen ma vare konstant [Cha).

Som navnt i 3.2 er det forste eksempel pa en kontinuert ikke diffe-
rentiabel funktion, som vi har kunnet finde, konstrueret af Bolzano
[Rus][Cha] i begyndelsen af 1830-erne. Han lavede den vha. en rekur-
siv geometrisk fremgangsmade. Udgangspunktet er et polygonalt linie- -
stykke bestaende af flere rette liniestykker sat sammen. Det polygonale
stykke skal reprasentere grafen af en funktion. Hvert rette liniestykke
erstattes s3 med en mindre udgave af det polygonale stykke, siledes
at den herved fremkomne linie stadig reprasenterer grafen af en funk-
tion, men bliver mere takket. Ved at gentage denne proces igen og
igen konstrueres en fglge af polygonale liniestykker: Gransekurven vil
reprasentere grafen af en funktion, som er ikke-differentiabel. Bolzano
mente selv, at den herved fremkomne funktion kun var ikke differen-
tiabel i en overalt taet meengde, men den er faktisk ikke differentiabel
i noget punkt. Bolzanos arbejde, nedfeldet i hans manuskripter, blev
forst opdaget i 1921 af Jasek, sa det var altsa ikke kendt af hans samtid.

Riemanns funktion

f)=% “"(1_’;)
n=1

bliver ellers regnet for den farste kontinuerte funktion, der ikke er diffe-
rentiabel i en uendelig mengde af punkter. Da den ikke blev offentlig--
gjort af Riemann selv, men fremlagt i et foredrag er det usikkert, hvad
Riemann egentlig mente, funktionen var et eksempel pa. Ifglge Weier-
strass [Bot] fremlagde Riemann sin funktion i 1861, men om Riemann
mente, at funktionen var ikke differentiabel i alle punkter eller kun-i en
mangde af punkter, som er tat i R, er stadig uvist. Ifslge Weierstrass
mente Riemann det sidste, da det er let at bevise. Det fgrste mente
Weierstrass derimod ville vare meget vanskeligt at bevise, og det havde
han ret i, for i 1970 viste Gerver [Cha][Neu], at for z = ":q’f]] , hvor p og
- g er hele tal, eksisterer differentialkvotienten og er —1. A. Smith viste
11972, at for alle andre vardier af z er funktionen ikke-differentiabel

[Seg].

Efter Riemanns funktion blev der stadig arbejdet med et bevis for, at
kontinuitet medferte differentiabilitet [Bot]. I en artikel prgvede Gil-
bert at forbedre et bevis af Lamarle (1855) pa trods af modeksempler af
Hankel (1870), som han kendte til men forkastede [Cha]. Disse modek-
sempler bestod af kontinuerte funktioner, som for alle rationale vardier
af den variable ikke havde afledede. De blev konstrueret ved at fortatte
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singulariteter, forstaet siledes at udgangspunktet var en funktion, som
har singularitet i 0, f.eks.

, !
g(z) = zsin_ -
Fra dette dannede Hankel funktionen:

B f(z) _ Z g(si:zl:mm)

n>0

som for alle rationale veerdier af z ikke har afledede. Hankel ma have
forudsat en kontinuert udvidelse af f(z), saledes at f(z) er defineret i
de rationale tal. Tilsidst blev Gilbert dog overbevist om umuligheden af
at give et korrekt bevis pa grund af et eksempel af Schwarz (1873)[Cha).

Weierstrass kendte til Riemanns funktion og mente ikke, at det kunne
vare et problem at konstruere en funktion, der er ikke differentiabel i
noget punkt, og i 1872 [Rus] fremlagde han som navnt tidligere funk-
tionen

oo
flz) = Z b"cos(a"nzx).
n=0
Funktionen er den fgrste beviste kontinuerte ikke differentiable funk-
tion. Weierstrass viste, at funktionen var ikke differentiabel, nar a er et
ulige heltal, b positiv og mindre end 1, samt ab > 1 + %W. Med sit mo-
deksempel lukkede Weierstrass diskussionen om, hvorvidt kontinuitet
medfgrer differentiabilitet.

Den senere matematiske diskussion af Weierstrass’ funktion har iszer
drejet sig om at generalisere resultatet, altsa at sztte mindre band pa a
og b. Et resultat blev opnaet af Bromwich [Har], som for ab > 1+37(1—
b) viste, at differentialkvotienten i alle punkter hverken er endelig eller
uendelig. Fgr Bromwich var andre generaliseringer blevet opnaet, men
kun for den svagere restriktion at differentialkvotienten ikke er endelig
i noget punkt [Har]. I vore dage taler vi kun om differentialkvotienten,
nar greensevardien af differenskvotienten for A — 0 er endelig. Den
bedste generalisering blev opnaet af Hardy [Har] i 1916, da han viste,
at funktionen ikke havde endelig differential kvotient for 0 < b < 1,
a > 1 og ab > 1. Udover generaliseringer har man vaeret interesseret i
at finde en simplere konstruktion, og den mest anvendte blev lavet af
van der Waerden i 1930 [Mej].

Weierstrass’ funktion er et eksempel pa en patologi, som har afsluttet en
debat, idet den afgjorde spgrgsmalet om, hvorvidt kontinuitet medferer
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differentiabilitet. Der er blevet forsket i betingelserne for funktionens
parametervardier, men som inspirationskilde synes Riemanns funktion
langt rigere, netop fordi det ikke let kunne afggres, hvilke differenti-
abilitets egenskaber funktionen har. Det skal dog nevnes, at [Cha] i
sin gennemgang af den historiske udvikling af fraktalgeometriens histo-
rie tager udgangspunkt i arbejdet med kontinuerte ikke-differentiable
funktioner, heriblandt Weierstrass’ funktion. Dette kunne tyde p3, at
Weierstrass’ funktion har haft en vis betydning for denne udvikling,
ogsa fordi dens graf er en af de fgrste grafer i matematikhistorien med
fraktal dimension. Dette spor har vi dog ikke undersggt nzrmere.

‘3'.3 Peanos kurve

Peanos kurve er en kontinuert afbildning fra enhedsintervallet p3 en-
~ hedskvadratet, som kan udvides til en kontinuert afbildning fra R til
R? gennem ethvert punkt i planen. Peanos kurve kan generaliseres til
en afbildning fra enhedsintervallet til en n-dimensional enhedsterning,
saledes at man kan danne en kontinuert, surjektiv afbildning mellem
R og R". Peanos egen fremstilling i 1890 {Pea] var uden geometrisk
fortolkning. Den kom forst senere af Hilbert [Hil] dog med en lidt an-
derledes konstruktion. Ifglge [Johl] fik den originale Peanokurve forst
en geometrisk fortolkning i 1900 givet af Schonflies og E.H.Moore.
Peanos oprindelige kurve gér altsa fra J = [0,1] til [0, 1]?, er kontinuert,
og gar gennem ethvert punkt i enhedskvadratet. Nogle punkter gar den
gennem flere gange, dvs. der til et (z,y) svarer flere t-vardier.

3.3.1 Konstruktionen

Ideen i konstruktionen er at lave en ligelig fundamentalfglge af kontinu-
erte funktioner fra [0, 1] ind i [0, 1]?, hvilket er en tilstreekkelig betingelse
for, at den punktvis definerede gransefunktion er kontinuert. Yderli-
- gere konstrueres fglgen, sa alle punkter i planen rammes. Fgrste led

defineres som: ‘

fo(t) = (t,t) t€][0,1] ' (3.9)

fo er klart kontinuert, og gennemlgber diagonalen i enhedskvadratet.
Til f, opdeles enhedskvadratet i 9 kvadrater, og kurven gennemlgber
den ene diagonal i hvert kvadrat. Samtidig opdeles enhedsintervallet i
9 delintervaller [£52,£] k € {1,2,...,9}, og f afbilder det k’te interval
pa det k’te kvadrat efter figur 3.3. :




30 KAPITEL 3

Figur 3.3: De fgrste “Peanokurver”

I R O { Am

Til f, opdeles hvert af de 9 kvadrater i 9 nye kvadrater, og hvert af
de gamle kvadrater gennemlgbes, som enhedskvadratet blev det fgr.
Samtidig opdeles enhedsmterval]et 1 81 delintervaller og som for afbildes
det k’te interval (522, £]i det k’te kvadrat. Det er her vigtigt, at f,
overholder inddelingen fra fy, altsa afbilder ‘9] k] i det k’te kvadrat,
ke {1,2,...,9}. Yderligere gelder, at hvis fi(t) er et knzkpunkt, er
f(t)= fl(t) ogsa et knakpunkt.

Disse to punkter geelder for resten af folgen, som konstrueres efter det
foregaende menster, saledes at f, har 9" kvadrater med sidelangde 3=
og 9" delintervaller.

Ligelig fundamentalfglge

En ligelig fundamentalfolge pa [0,1] er defineret, som en felge f, af
begransede funktioner pa [0,1] der opfylder:

Ve>03INeNVmn2 N:|| fn = fill, <€ (3.10)

hvor

I f llee=sup | f(1) |= sup \/fi(t)2 + fa(t)? (3.11)
t€[0,1) telo,1]
idet | f(t) | er leengden af vektoren f(t) = (fi(t), f2(t)). Det vigtige
argument i beviset er, at da f overholder alle tidligere inddelinger er
der en grense for, hvor langt to led i felgen kan vere fra hinanden.
For et givet t vil de fra et vist niveau ligge i samme kvadrat. Der
valges et N si 3"Vv/2 < ¢ (dette er diagonallengden af et kvadrat
i niveau N). Til et vilkarligt ¢ findes mindst et £ € {1,..,9V}, sa
te [%'pl—, ger] Hvis m,n > N overholder f,, og f, inddelingerne fra fn,
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altsd bliver mangderne f,([%%, sw)) og f"([%’r’,& =%]) delmengder af
kvadrat k fra niveau N. Dette har kantleengde 3=V og diagonallengde
3-NV2. Afstanden mellem to punkter i kvadrat k er altsd hejst 3-V 2.
Dermed bliver: .

| o= o o= s0p | St = @) S 37MVE e (312)

Da f, siledes er en ligelig fundamentalfglge af kontinuerte funktioner,
findes graensekurven f : [0,1] — [0,1]? og er kontinuert.O

Bevis for surjektivitet

Lad (z,y) veere et vilkarligt punkt i enhedskvadratet. Sa skal vises, at
(z,y) tilhgrer f([0,1]). Da f er en kontinuert afbildning, og [0,1] er et
lukket interval, vil f([0,1]) veere lukket, og alle kontaktpunkter for f
tilhgrer dermed f([0,1]). Derfor hvis enhver omegn omkring (z,y) in-
deholder mindst et punkt tilherende f([0, 1]); vil (z,y) tilhgre f([0,1]).

Forst ses, at for et givet n vil f,’s bane et sted hejst have afstan-
den 37" til (z,y). Dette er tilfeeldet, fordi f,’s bane gar gennem to
diagonalendepunkter i hvert af kvadraterne med sidelengde 3~", som
enhedskvadratet er opdelt i. Det skal sa vises, at for et givet ¢ > 0 vil
e-omegnen af (z,y) skare f([0,1]). Valg N tilstrekkelig stor, sa:

(3.13)

ol m

e
Il fx = llx< 50837 <

Fra det fofegﬁende vides. at der findes et punkt i enhedsintervallet, s3
d((z,y), fn(to)) <3N < £. Dad(fn(t), f(1)) < § for alle t f@lger:

d((z,y), f(to) < d((z,9), Inlto))+d(fx(to), flta)) < S+5 = ¢ (3.14)

| M
lvl fn

eller
d((z,y), f(te)) < € (3.15)

og dermed skarer (z,y)’s e-omegn f([0,1]). Altsd har vi bevist at
(z,y) € f([0,1]). O |

3.3.2 Patologiske aspektér

Det patologiske trek ved Peanos kurve, som man forst bemarker, er,
at den skaber en umiddelbar sammenhang mellem en linie og en flade.
To geometriske stgrrelser man igennem ens matematikuddannelse er
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blevet vennet til at betragte, som varende af forskellig art. At grafen
for en kurve kan have et areal er yderligere overraskende, idet grafen jo
udgeres af linier, som er uendeligt tynde. Dette kan billedligt udtrykkes
ved, at Peanos kurve paviser, at det er muligt at male et endeligt areal
med en uendelig tynd pensel uden at lgfte den. At dette kraever en
uendelig lang streg, virker udfra dette billede meget logisk. Peanos
kurve-er uendelig-lang,-hvilket ses ved, at et led i fglgen af kurver f,
vil have lengden:

Aj, = 3"V2.9" = 3" V2

Herudfra ses, at nar n gar imod uendelig, vil lengden ga imod uendelig.
Endelig er Peanos kurve et eksempel pa en kontinuert funktion, hvis
graf ikke har en tangent i noget punkt.

Peanos kurve er et kompliceret matematisk objekt, selvom konstruk-
tionen af kurven ikke er serlig sveer at forsta, hvis den konstrueres
geometrisk. At fa ideen til et sadant objekt og konstruktionen af det,
ma have kraevet en ret utraditionel tankegang. I den sammenheng er
det interessant, om Peano tankte geometrisk, men valgte at beskrive
sin kurve udelukkende analytisk, eller faktisk konstruerede kurven uden
noget geometrisk billede til hjzlp.

3.3.3 Historie

For matematikerne pa Peanos tid virkede hans kurve ret chokerende
iseer pga. to egenskaber ved kurven. For det ferste at afbildningen fra
enhedsintervallet til enhedskvadratet er kontinuert, hvilket rerer ved di-
mensionsbegrebet. For det andet at kurven leber gennem ethvert punkt
i enhedskvadratet, og derved har et areal. Hvilken betydning kurven
fik for udviklingen af dimensions- og kurvebegrebet, vil vi beskrive i
dette afsnit.

Udviklingen af dimensionsbegrebet

Cantors bevis Den udvikling af dimensionsbegrebet, som Peanos
kurve er en del af, startede 1 1877 med Cantors opdagelse af, at et
lukket enhedsinterval kan afbildes bijektivt pa et lukket enhedskvadrat
eller mere generelt pa en n-dimensionel lukket enhedsterning. Dette
resultat generaliserede han umiddelbart til, at det er muligt at lave en
bijektiv afbildning mellem figurer af forskellig dimension, f.eks. kan
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en kontinuert flade afbildes bijektivt pa en kontinuert linie. Hermed
blev der stillet spgrgsmalstegn ved, overfor hvilke afbildninger en figurs
dimension er invariant.

Hvordan Cantor definerede en figur, er vi ikke helt klar over, men
det har ihvert tilfalde varet en sammenhzngende mangde af punk-
ter. Cantor og andre matematikere bruger ogsa udtrykket “continu-
ous manifold” kontinuert mangfoldighed, hvilket vi heller kan finde en
helt pracis definition af. Det er sandsynligt, at denne pracise de-

finition endnu ikke eksisterede i matematiksamfundet i slutningen af
1800-tallet.

Dimensionen af en figur var i 1877 lgst defineret som antallet af uaf-
hangige parametre, der er nedvendige for at beskrive figuren. At di-
mensionen af en figur er invariant, regnedes for Cantor for oplagt. Der
var dog ingen, der havde formuleret eksakt hvilke typer af afbildninger,
som dimensionsbegrebet var invariant overfor {Johl s 131-133] [Cha s
348-349).

At dimensionsbegrebet ikke var invariant overfor bijektive afbildninger,
var meget overraskende for matematiksamfundet og ogsa for Cantor selv
[Johl s 133]. Cantor konkluderede i forste omgang, at det klassiske di-
mensionsbegreb, baseret pa antallet af uafhangige variable ngdvendigt
for at beskrive et legeme, matte forlades og med dette et vist antal af
matematiske og filosofiske resultater [Johl s 140-141).

Her stgdte han dog pa modstand fra Dedekind, der i et brev til Cantor
d. 2/7 1877 bekrafter rigtigheden af Cantors arbejde, men fremhaver
fglgende synspunkt:

. dass die Dimensionenzahl einer stetigen Mannigfal-
tigkeit nach wie vor die erste und wichtigste Invariante der-
selben ist ... (..antallet af dimensioner af en kontinuert
mangfoldzghed er for som nu, den forste og den vigtigste af
de invariante storrelser...) [Johl s 141]

Men han tilstar at:

At antallet af dimensioner er konstant fordrer absolut et

bevis. [Cha s 349]

Han understreger diskontinuiteten af Cantors afbildning og tilfejer:
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Begrebet omhandlende antallet af dimensioner far reelt
sin invariante karakter fra den forudsetning, at afbildnin-
gen skal vere kontinuert. [Cha s 349]

Dette leder Dedekind til at formulere fglgende teorem:

Gelingt es, eine gegenseitige eindeutige und vollstindige
Correspondenz zwischen den Puncten einer stetigen Man-
nigfaltigkeit A von a Dimensionen einerseits und den Pun-
cten einer stetigen Mannigfaltigkeit B von b Dimensionen
andererseits herzustellen, so ist diese Correspondenz selbst,
wenn a und b ungleich sind, notwendig eine durchweg un-
stetige. '

(Hvis det lykkes at lave en korrespondence mellem punk-
ter tilhgrende en kontinuert mangfoldighed A med a di-
mensioner, og punkter tilhgrende en kontinuert mangfol-
dighed B med b dimensioner, der er én til €én og komplet,
md denne korrespondence nodvendigvis vere diskontinuert
overalt, hvis a er forskellig fra b.) [Johl s 141]

Dedekind havde desvarre intet bevis for dette teorem, men han formu-
lerede her forholdsvis eksakt, hvad der skal kraves af en afbildning for
at dimensionshegrebet forbliver invariant.

Ret hurtigt efter Cantors bevis i 1878 og 1879 blev der publiceret ad-
skillige beviser af “Dedekinds teorem”, der ogsa kan formuleres, som at
det ikke er muligt at lave en bijektiv og kontinuert afbildning mellem
figurer af forskellig dimension. Jacob Liroth (1844-1910), Johannes
Thomae (1840-1921), Enno Jirgens (1849-1907), Eugen Netto (1846-
1919) og Cantor bidrog. Der blev givet korrekte beviser for tilfeeldene
n=1ogm>>2 o0gn=2o0gm >3 hvor n og m er antallet af
dimensioner, men ingen formaede at lave et korrekt generelt bevis for
alle dimensioner. Netto og Cantor gav dog generelle beviser, der var ac-
cepterede som korrekte indtil 1899, hvor Jirgens kritiserede dem. Det
korrekte bevis blev givet i 1911 af L.E.J. Brouwer (1881-1966) [Joh2].

Peanos kurve. Dimensionsbegrebet var altsa meget omdiskuteret
i slutningen af det 19’ende arhundrede. Peanos kurve publiceret i 1890
bidrog til denne diskussion, idet den ligesom Cantors bijektive afbild-
ning strider imod en “naiv” geometrisk intuition. Peano selv gor dog i
sin originalartikel [Pea] opmaerksom pa, at hans kurve ikke strider imod
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Nettos bevis for umuligheden af bijektive, kontinuerte afbildinger, idet
afbildingen ikke er injektiv.

At Peanos kurve har haft betydning ses af, at Brouwer refererer til
den i en forelasning, hvor han for forste gang preasenterer sit bevis for
_ invariansen af dimensionsbegrebet:

We now come to our proper subject, viz., the problem
of the invariance of the dimension number, which had its
origin in the classical discoveries of Peano and Cantor of
about thirty years ago. For Peano has proved that, indepen-
dently of p and q, a space of p dimensions can be mapped
in a single-valued and continuous manner on a space of ¢
dimensions, and Cantor has proved that, likewise indepen-
dently of p.and q, a space of p dimensions can be mapped -
in a one-one manner on a space of ¢ dimensions. '
The old dimension concept thereby became more or less un-
.dermined; however, it would be destroyed only if one suc-
ceded in mapping a space of p dimensions in both a one-one
and a continuous manner on a space of g dimensions.

(Dette citat er oprindeligt skrevet pa hollandsk. Vi har

- valgt at bibeholde Johnsons oversettelse for at undgd over-
 sattelsesfejl.) [Joh2 s 156] o

Problemerne omkring dimensionsbegrebet viste sig at veere meget frugt-
bare for matematikken, idet de bidrog staerkt til udviklingen af topo-
‘logien. At bevise umuligheden af bijektive, kontinuerte afbildninger
mellem rum af forskellig dimension viste sig at vare meget svart in-
denfor den Weierstrassske analyse. Bade Cantor og Netto ledtes til
at indfgre topologiske begreber i deres bevis. Brouwers bevis var helt
baseret pa topologiske overvejelser.

Arbejdet med at indfgre en topologiske definition af dimensionsbegrebet
kom til at udgere en vigtig del af udviklingen af topologien.

Udviklingen af kurvebegrebet

Vi vil ikke beskrive udviklingen af kurvebegrebet nzrmere, men neg-
jes med at give et indtryk af de spergsmal og hurtige endringer,
som Peanos kurve medfgrte. En kurve regnedes for en-dimensional og
en flade for to-dimensional, og dermed herte dimensionsbetragtninger
med, nar man diskuterede kurver og flader. Derfor er pavirkningerne
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fra Peanos kurve til kurvebegrebet sammenfaldende med dimensions-
betragtningerne. '

Camille Jordan (1838-1922) havde defineret en kontinuert kurve, som
en kontinuert afbildning af et interval[Johl]. Dette opfylder Peanos
kurve, men da man ikke ville have kvadrater til at vare kurver, viste
Peano, at der var mangler ved Jordans definition. Da Peanos kurve
indeholder multiple punkter, var det fornuftigt at udelukke kurver med
denne egenskab i den nye definition. Jordan kurverne bliver sa defineret
som kontinuerte afbildninger uden multiple punkter eller de, der er en-
til-en kontinuerte billeder af et interval. Dette giver dog et nyt problem,
nemlig at definitionen er ret begranset. '

At der alligevel har vaeret noget ekstra underligt ved Peanos kurve,
kan blandt andet ses af Jordans reaktion pa Peanos bevis. Han rea-
gerede nemlig ikke selv ved at omdefinere sit kurvebegreb, og stillede
i 1894, fire ar efter Peanos offentliggarelse af sit bevis, i et tidsskrift
spergsmalet:

Kan man beskrive en funktion z = f(t), y = g(t), hvor
f og g er kontinuerte, sd kurvens areal er ubestemt ¢ [Joh2]

Jordan mente en kurve, som har den egenskab, at arealet af den maengde
som kurven indeslutter er ubestemt. Peano svarede ved at henvise til
sin kurve. For hvis et kurvestykke fra Peanos kurve forbindes med
en almindelig kurve, sa de tilsammen giver en lukket kurve, vil denne
kurves ydre areal veere storre end det indre areal. Jordan anerkendte
aldrig Peanos svar, og andrede heller ikke efter dette sit kurvebegreb,
selvom han helt sikkert har kendt til Peanos kurve.

De hurtige og direkte zndringer af kurvebegrebet efter Peanos kurve
forte ikke til en tilfredsstillende ny definition. men viste snarere, at
en helt anden indfaldsvinkel var nedvendig. Definitionen af kurver
blev et vigtigt emne for matematikere indenfor meengdelare og topo-
logi [Joh2]. Bade mangdeleren og topologien var under opbygning
omkring arhundredskiftet. Fra 1900 til 1920 var problemet med kurve-
definitionen anset for yderst vigtigt, bl.a. blev det klart, at en fuldsteen-
dig generel definition, s begrebet kunne bruges i hgjere dimensioner,
var ngdvendig. I starten af 1920-erne foregik en vigtig del af forsknin-
gen indenfor dimensionsteori ud fra kurvers topologi. Problemet var
at definere en kurve i en maengde-teoretisk topologisk teori. Vi vil dog
ikke uddybe dette i projektet.
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Vi mener at kunne se to forskellige mader, hvorpa Peanos kurve har
indvirket pa udviklingen af kurvebegrebet.- Nemlig forst som alminde-
ligt modeksempel med enkelte skaerpelser og @ndringer i definitionerne
som resultat, og senere som en abning af nye felter pa grund af de pro-
blemer, som det blev klart, der var i kurvebegrebet. Disse problemer
kunne ikke lgses med de matematiske midler, der umiddelbart var til
radighed, men maitte fgrst udvikles indenfor tilstedende omrader.

Videre udvikling

Peanos kurve blev efterfulgt af andre patologiske eksempler. Osgood la-
“vedei 1903, starkt inspireret af Peanos kurve, Osgoods kurve, som er en
kontinuert, injektiv men ikke surjektiv afbildning af enhedsintervallet
pa enhedskvadratet, hvor forskellen mellem arealet af enhedskvadratet
og arealet af kurven kan ggres vilkarligt lille. Altsa et el\sempel pa
en kurve med et areal men uden multiple punkter. Omkring &r 1900
fremkom en rekke af topologiske monstre, som bidrog til udviklingen af
dimensions- og kurvebegrebet, og dermed til udviklingen af topologien
[Joh2 s 172].

34  Hamels funktion

Hvis der for en funktion f(2) defineret pa en mangde M med en til-
knyttet addition +, som afbilder over i en anden mengde M’ ogsa
udstyret med en addition +, geelder, at f(x + y) = f(z) + f(y) for alle
x og y i M, siger man, at f(z) er additiv. Det er tydeligt, at lineere
funktioner (dem hvor f(ax + By) = af(z) + Bf(y)) er additive, og
man kunne forledes til at tro, at additive funktioner i almindelighed
er lineere. Det er de ikke. De er ikke engang kontinuerte altid. Det
viser sig faktisk, at der eksisterer en stor klasse af funktioner, som er
diskontinuerte og additive i hele R.

11905 offentliggjorde G. Hamel en artikel [Ham) med titlen: “Eine Ba-
sis aller Zahlen und die undstetigen Losungen der Funktionalgleichung
f(z +y) = f(z) + f(y)". Her viser han, at man kan danne ikke-
kontinuerte additive funktioner. Beviset for eksistensen af den sakaldte
“Hamel basis” for R er i Hamels version baseret pa velordningsprin-

cippet, som blev bevist ved brug af udvalgsaksiomet i 1904 af Zermelo
[Zer]. :
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Vglordningsprincii)pet :

For at konstruere den matematik som er anerkendt i vore dage, skal
man bruge ti mangdeteoretiske aksiomer [Hal], plus et 11. axiom, som
er et af fglgende tre &kvivalente aksiomer:

Aksiom: (Udvalgsaksiomet) Lad X vere en mengde, ‘og lad P(X)
vere familien of delmengder ¢ X. Da eksisterer der en udvalgsfunktion
pd P(X). Det vil sige en funktion ¢ : P(X)\ {0} — X, som for
ethvert Y € P(X) \ {0} afbilder Y over i et element fra Y. ¢ opfylder
altsd ¢(Y) € Y Ideen med aksiomel er, at hvis man har en familie af
mengder, sa skal man kunne velge et element fra hver af dem.

Vi indfgrer et par begreber: Ved en induktivt ordnet meengde forstas en
mangde med en ordning (X, <), som opfylder, at enhver totalt ordnet
delmangde Y har en majorant. Det er underforstaet, at delmeangden
Y skal veere totalt ordnet med hensyn til ordenen induceret fra (X, <),
og at majoranten er et element zp 1 X, som for alle y € Y opfylder
y < zo.

Et maksimalt element i X er et element zq, som ikke har nogen egentlig
majorant i X, altsd ingen majorant som er forskellig fra zo selv.

Aksiom: (Zornslemma) Enhver induktivt ordnet mengde har et mak-
simalt element.

En velordnet maengde er defineret, som en mangde med en ordning
der opfylder, at enhver delmangde indeholder et mindste element. De
eneste velordnede mangder som man kan konstruere i praksis, er de
naturlige tal N og mangder, som er &kvipotente med N. Velordnings-
setningen eller velordningsprincippet om man vil, siger underligt nok:

Aksiom: (velordningsprincippet) Enhver maengde kan udstyres med
en velordning.

Velordningsprincippet er som naevnt @kvivalent med det omstridte ud-
valgsaksiom, som igen er akvivalent med Zorns lemma. /Ekvivalens
vil i denne forbindelse sige, at givet de 10 andre mangdeteoretiske ak-
siomer [Hal], vil man opna den samme matematik, ligegyldigt hvilket
af de tre ovenstaende aksiomer man yderligere tilfgjer. Man opnar in-
gen inkonsistenser ved at tilfeje et af de tre aksiomer. I 1938 viste
Kurt Godel, at hvis der er en inkonsistens i det aksiomsystem, som
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man opnar ved at tilfgje udvalgsaksiomet til mangdelzren, er der en
inkonsistens i maengdeleren uden udvalgsaksiomet [Dav].

Vi springer beviset for &kvivalensen mellém disse tre aksiomer over, -
ikke fordi vi anser dem for trivielle, men fordi det star i mange laerebgger
for eksempel [Ped].

Det er derimod sjzldent, at man finder et bevis for eksistensen af en
Hamel-basis og konstruktionen af en ikke-kontinuert additiv funktion,
ligesom det er sjezldent, at man stgder pa referencer til Hamels egen
artikel. Set med vore dages gjne er denne ogsa uklar og utilstrakkelig.

3.4.1 Hamel-basis

I det folgende vil vi gennemga en moderne “efterrationaliseret” kon-
struktion af en Hamel-basis, som istedet for velordningssetningen hvi-
ler pa Zorns lemma. Hamels oprindelige. konstrul\tlon og bevis vil vi
treekke lidt lgst op bagefter

Konstruktion af Hamel-basen

Betragt R som et vektorrum over skalarlegemet Q. Det kan man ggre
- fordi (R,Q) opfylder axiomerne for et vektorrum: R er en Abelsk
gruppe med hensyn til addition, Q er et legeme, multiplikation af ele-
menter fra Q med elementer fra R er distributiv og associativ pa alle
teenkelige mader, og R er lukket over for multiplikation med et rationalt
- tal. ' ‘

Vi kan derfor lave linearkombinationer af reelle tal med rationale ko-
efficienter, som igen giver reelle tal, og en endelig meengde af re-
elle tal {a;,as,...,an} siges at vere lineart uafhangig, hvis ligningen
o1ay + azaz + ...+ aga, = 0, hvor a; € Q kun har lgsningen o; = 0. En
uendelig maengde siges at veere linezrt uafhangig, hvis enhver endelig
delmangde er linezrt uafhaengig.

Seatning 1: Der eksisterer en basis for R, d.v.s. der eksisterer en
lineert vafhengig mengde B af reelle tal, sa ethvert x € R kan skrives
som en entydigt bestem! endelig linearkombination af elementer fra B
med rationale kocfficienter.

Med andre ord kan z bringes pa felgende form:
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r= Za:;a; | (316)

hvor det kun er et endeligt antal koefficienter, som er forskellige fra 0.
Setning 1 fglger af den generelle setning:

Setning 2: Ethvert vekiorrum har en basis.

Bevis (for sztning 2):

Entydighed : Det ses at for et givet z, vil koefficienterne a; ngdvendigvis
vaere entydigt bestemt, hvis vi har fundet en basis. Hvis der var et
element z # 0, som kunne representeres pa to forskellige mader 3 _ a;a;
~og Y Bb;, ville Y_ aa; — Y B;b; = 0, og sé ville vores basis indeholde
en linezrt afhaengig delmeangde nemlig {a; | i € I} U{b; | j € J}, da
nogle o’er og B’er ma vare forskellige fra nul, hvis ikke r = 0.

Eksistens : Ideen 1 beviset er, at man ordner familien F af linezrt
uafhangige delmangder af vektorrummet, lad os kalde det R, efter
folgende regel (ordning ved inklusion):

r<yezrCy (3.17)

Man noterer nu fglgende: Et maksimalt element z i familien F' vil veere
basis i R. Antag nemlig at der var et element a i R, som ikke var en
linearkombination af elementer i . Da ville vi ved at tilfoje a til z,
kunne danne en linezrt uafthengig mengde y € F sa ¢ C y, men sa
y indeholdt et element a. som ikke var i z. z ville da vaere en gte
delmangde af y. Og sa ville 2 ikke vare et maximalt element i F.

Hvis F er induktivt ordnet, kan vi bruge Zorns Lemma til at slutte
eksistensen af et maksimalt element. Vi skal altsa vise, at ordningen <
er induktiv. Tag derfor en totalt ordnet delmengde D = {z;};, i € I
af F. D ma vare en familie af i sig selv linezert uafheengige mangder ,
som ligger inden i hinanden successivt, men som muligvis er overteelle-
lig. Foreningen af alle mangderne i D ma vere linezrt uafhengig, for
ellers ville der eksistere en endelig delmaengde af | J; z;, som var line-
ert afhangig, og denne maengde matte da vere indeholdt i mindst et
element i D. Sa |J; r; ma udgere en majorant for D i F.
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Derfor er F induktivt ordnet, og F vil da ifglge Zorns lemma have et
maximalt element B. Vi har hermed vist, at familien af linezrt uaf-
hangige delmangder af R indeholder et maximalt element, og hermed
at R har en basis B. O

Hamels egen konstruktion

I den omtalte artikel [Ham] gar Hamel frem pa den made, at han taenker
- sig R som velordnet. Han vealger det forste element a i R som ferste
element i basen B. Betragt mangden R \ aQ. Denne har ogsi en
velordning. Velg ferste element b og tilfe) det til basen. Fratrek nu
alle linearkombinationer af a og b fra R og velg det forste element i
denne nye velordnede meengde, og fortseet si i pvrigt pa denne made.

Hvis man tager Hamel bogstaveligt, og det skal man maske ikke, er det
svert at.overbevise sig om, at man far udtemt R pa denne made.

Hvis man forer algoritmen til ende, opnir man ved denne frem-
gangsmade en tellelig linezert uafhangig mangde By, fordi man kan
nummerere elementerne, imens man tilfgjer dem. Men mengden af
endelige delmangder i en tallelig mangde er tellelig. Og hvis vi kig-
ger pa en af disse endelige delmengder af den formodede basis By, vil
der veere telleligt mange rationale linearkombinationer af elementerne
i denne mengde.

Netop fordi B, pastas at veere en basis for R, ma der gelde at R =
\U; Ai, hvor 7 tilherer mangden af endelige delmaengder af By, og hvor
A; er meengden af linearkombinationer af elementerne i ¢ med rationale.
koefficienter. Herved bliver R en tellelig forening af tellelige maengder
og derfor selv teellelig, og det kan jo ikke passe. P& den made er beviset
ikke helt tilstreekkeligt efter vore dages standard.

Dette er formentlig en medvirkende arsag til, at for eksempel [Gell]
og [Gel2] ikke henviser til Hamels artikel, selvom de diskuterer Hamel-
baser. Det er et ikke enestaende eksempel pa, at matematikere finder
de rigtige konklusioner med utilstrakkelige argumenter. Et andet ek-
sempel, som vi er stgdt pa i vores projekt, er Nettos bevis for, -at man
ikke kan have en kontinuert bijektion mellem euklidske rum af forskellig
dimension (Se afsnit 3.3 om Peanos kurve).
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3.4.2 Hamels funktion f(z)

Da vi nu har vist, at ethvert 2 € R kan fremstilles pa formen 3.16,
kan vi fremstille et patologisk eksempel. Vi har- nu mulighed for at
“opskrive” alle elementerne i R pa fglgende form.

T = Z azia; (3.:18)

hvor az; kun er forskellig fra nul for endeligt mange led. Hvis f(zx) er
en funktion pa formen

= z aziglas) - (3.19)

hvor g(z) : B — R er en vilkarlig funktion, er f(z) additiv. Hvis
g(z) ikke er pa formen g(z) = az, hvor a € R, er f(z) ikke kontinuert
nogen steder. Funktionen f(z) bliver “ekstremt™ diskontinuert under
passende valg af g(z) : B — R. Vi skal faktisk blot valge g(z), saledes
at forholdet imellem funktionsveerdi og argument ikke er ens for kun to
tala og b1 B,

gla) , 9l g(b) (3.20)

for at sikre at graff(z) bliver tet 1 planen , 0g f(x) dermed diskontinu-
ert. At graff er teet i R? vil sige at alle punkterne i R? er kontaktpunkter
for graff. Et kontaktpunkt for graff er et punkt (z,y), som opfylder
at en hvilken som helst omegn omkring (z,y) indeholder et punkt fra
graff. g(z) skal blot vaere ikke-lineeer for at opna dette ret beset for-
blgffende resultat.

Bevis for at f(z) er diskontinuert overalt

Vi vil bevise, at f’s graf er teet i R? under de angivne omsteendigheder.
Det vil vi gere ved at betragte en delmengde af graff, nemlig den del-
mangde af R?, hvor 1. koordinaten er en rational linearkombination af
to basiselementer a og b, og 2. koordinaten er en linearkombination af
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" de samme koefficienter af g(a) og g(b). Man kan ifglge 3.19 parametri-
sere denne delmaengde af graff pa fglgende matrixligning, hvor a og 3
er rationale tal. L :

(GG = (ot o) (5 )

Vi valger (z,y) € R?, og to basiselementer a og b sorn opfylder 3.20.
Det handler herefter om, i en vilkdrlig omegn om (z,y) at finde et
element som ligger i graff. Nu bemaerker vi, at hvis vi i fgrste omgang
tillader reelle koefficienter z; og y;, sa har matrixligningen '

(otor st ) ()= (7)

gla) g(b) v ) \y

en entydig lgsning, netop nar 3.20 er opfyldt, fordi determinanten i sa
fald er forskellig fra 0, hvilket sikrer, at matricen (lad os kalde den for
A) er reguleer. Man kan sige, at matricen A repraesenterer en kontinuert
afbildning af R? over i R?, hvilket er det samme som at havde, at for
enhver omegn O omkring (z,y) kan vi finde en omegn O, omkring
(z1,71), som bliver afbildet over i O, ved afbildningen representeret
ved matricen A. Men da Q? er teet i R?, kan vi finde rationale tal-a og
B1 Oy, som bliver afbildet over i den vilkarligt valgte omegn O omkring
(z,y). Sa med rationale tal a og # kan vi komme vilkarligt teet pa (z,y)
med linearkombinationen

( g(aa) g(bb).) ( g )

Sadan nogle linearkombinationer er netop punkter i grafen for f, saien
hvilken som helst omegn omkring (z,y) kan vi finde et punkt fra grafen
for f. Hermed er det vist at alle punkter i planen er kontaktpunkter
for grafen for f, sa denne ma vere tat i R?. O

Herefter vil vi vise, at det at graff er taet i planen medfe¢rer, at den
additive funktion f ngdvendigvis ma veere diskontinuert overalt:

Vazlg et vilkarligt = i R og en omegn U om f(z). Hvis f er kontinuert,
skal vi til U kunne finde en omegn U, om z, hvis billede liggeri U. Men
da graff er tet i planen, kan vi for et passende valgt tal a € R\ U og
en omegn U, omkring a som ikke snitter U, finde y € U, sa f(y) € U,.
Hvilket til overmal sikrer, at f er diskontinuert overalt. O
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3.4.3 Patologiske egenskaber

Eksistensen af den ikke kontinuerte additive funktion f(z) virker para-
doksal fgrste gang, man stifter bekendtskab med den. Hvis man har en
funktion f: R — R, som er additiv, er den linear pa de rationale tal.
Homogeniteten indses ved et lille argument:

M = 1S =)

= 9 q
dv.s f(%) - lf(l)
s 1B = ;3 L=t
st Q) = Z;q f(l

Hvis man ikke havde hert om eksistensen af ikke kontinuerte additive
" funktioner, ville man maske tro, at kravet om additivitet for en afbild-
ning fra R ind i R var sa restriktivt, at det medfgrte linearitet, ikke
blot for Q, men for hele R.

Samtidig er der bestemt ogsd noget kompliceret ved selve konstruktio-
nen af Hamels funktion, og ved det matematiske objekt Hamels funk-
tion, som gor, at den er berettiget til at f3 betegnelsen patologisk. Man
kan i denne forbindelse hafte sig ved, at vi ikke kan give eksplicitte re-
prasentationer af Hamel-basen og Hamel-funktionen, hvilket forstarker
kompleksiteten.

Udover at det er begrebet additivitet, som man ikke pa forhand havde
erkendt rakkeviden af, viser det sig ogsa, at det er eksistensen af en
basis 1 ethvert vektorrum, som far alvorlige konsekvenser. Disse konse-
kvenser bliver man {erst klar over, nar man rent faktisk far prasenteret
et eksempel som Hamels funktion. Man kan sige, at det er Zorns lemma
og dermed udvalgsaksiomet, som river alt dette med sig. Sa udvalgs-
aksiomet er det begreb eller den definition for at holde os i vores egen
terminologi, som vi ser raekkevidden af i dette eksempel. I afsnit 3.6
ser vi pa en patologi, nemlig Hausdorffs paradoks, som virkelig viser
reekkevidden af udvalgsaksiomet.

Pa den made at selve eksistensen af Hamels funktion er kontraintui-
tiv, og at konstruktionen er kompliceret, passer funktionen med vores
definition pa et patologisk eksempel.

Det viser sig, at f(z) har flere besynderlige egenskaber. For eksempel
er det ikke alle funktioner, som er taette i planen, og det pastas i blandt
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andet [Gel2), at f(z) er en ikke-malelig funktion, som ellers ikke er -
sadan lige til at konstruere. Vi har ikke i vores projekt veret inde pa
dette. "

3.4.4 Historisk forlgb

Der har veeret et historisk forlsb omkring funktionalligningen f(z+y) =
f(z) + f(y), for Hamel udgav sin artikel [Ham)] i 1905, som vi kun
kender til gennem tidsskriftartikler. Ifglge Hamels originalartikel havde
 Cauchy vist, at den eneste kontinuerte lpsning til funktlonalllgnmgen

flz+y) = f(rr) + f(y) er
f(z) =az hvora € R

Cauchy viste desuden i 1851 at additive funktioner er rationelt homo-
gene, hvilket vil sige, at de opfylder homogemtetsbetmge]sen flaz) =

af(z) hvis a € Q [Gre).

Vektorrum

~ Ifplge [HamO)] og.[Sch] opstillede Darboux i 1875 6 aksiomer, som han
mente var tilstraekkelige til at karakterisere det, som vi kalder vektorad-
dition. De seks aksiomer er referet i disse to artikler. For at klarlagge
hvad diskussionen drejer sig om, citerer vi her aksiomerne fra [Sch):

Darboux’s aksiomer. Problemstillingen er altsi som falger: Vi har
noget, vi gor med vektorer, og som vi synes er godt, nemlig at vi laeg-
ger dem sammen koordinatvis. 1 [Sch] er vektorer det samme som 3 -
tupler med reelle komponenter. Hvordan kan vi nu med faerrest muligt
aksiomer karakterisere en komposition f(z,y) pa vektorer, som netop
har de egenskaber, som den koordinatvise addition har? Darboux fo-
reslar:

.y

1. f(2,0) = z og f er entydig

2. f(:z:,f(y,z ) = f(f(z,y),z) , associativitet
3 flz,y) = f(y,z) kommutativitet

4. f(

5. f(

z,tx) = r(1 + t) en begraenset distributivitet
Dx,Dy) = Df(x,y) D er en drejning.
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6. f(z,y) er kontinuert og endelig.

Idag bruger man 8 aksiomer til at karakterisere et vektorrum: De fire
~ fgrste Darboux aksiomer kombineret med 4 andre [Hee]. Det er muligt,
at 6 axiomer er nok, nar man samtidig siger, at vektorrummet er R®.
Artiklerne fra 1903 og 1905 indikerer, at matematikerne i Karlsruhe var
bekymrede om, hvorvidt disse 6 aksiomer var logisk uafhangige; altsd
om de i virkeligheden kunne reduceres til foreksempel 5 aksiomer, og
selviglgelig ogsa om de var tilstreekkelige. Hamel og Schur finder ud
af, at de er logisk uath®ngige, men under den betingelse at additive
funktioner ikke ngdvendigvis er kontinuerte. Vi har ikke sat os ind i,
hvordan de gor det. '

Ifglge [Gre] viste Darboux, at additive funktioner er kontinuerte, hvis de
er begrensede enten opadtil eller nedadtil pa et interval, hvilket Hamel
har varet klar over. Hamel mener [Ham0], at hvis man kan vise, at
‘additive funktioner fra R over i R er kontinuerte i almindelighed, s
kan man udelade det 6. Darboux-aksiom. Det problem optog ham
abenbart s& meget, at han fandt pa at producere sit modeksempel.

Nar bade Cauchy, Darboux og Hamel var usikre pa, hvorvidt addi-
tive funktioner er kontinuerte, tyder det pa, at tilblivelsen af Hamels
funktion er sket i en tid, hvor den ikke er kommet fuldsteendig bag pa
matematikerne. Det lader ikke til. som i tilfeeldet Weierstrass’ funk-
tion, at der er nogen som har staet frem pa forhand, og pastaet at
“monsteret” ikke kan eksistere.

Efterfglgende udvikling Hamels konstruktion har initieret en ud-
vikling. Efter opdagelsen af Hamels funktion var spegrgsmalet, hvilke
krav som man udover additiviteten skulle stille til en funktion, for at
sikre at den ville veere kontinuert. Forlpbet strakker sig frem til 1929.
I vores halvdel af arhundredet er emnet igen taget op, men under en
anden synsvinkel; nemlig i studiet af sakaldte kvasikonvekse mengder.

Der har varet matematikere som har forsket specielt i Hamel-baser
blandt andre Sierpinski 1920, Burstin 1916 og Jones 1942 [Gre] Inter-
essen har specielt samlet sig om det aspekt, at Hamel-baser kan bruges
til at konstruere ikke-malelige maengder med.

I 1913 viser Fréchet, at en malelig additiv funktion er kontinuert, og i
1924 viser Sierpinski, at en additiv funktion, som kan majoriseres af en
malelig funktion, er kontinuert [Gre].
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Der har ogsa veeret forsket i grafen for additive funktioner. 11942 fandt
Jones ud af, at grafen for en additiv (diskontinuert) funktion er totalt
usammenhzngende [Gre].

Disse oplysninger og referencer er hentet fra en artikel om “kvasikon-
vekse meangder” [Gre] 1950, som er en disciplin, der er relateret til
forskningen i additive funktioner. Vi har ikke fulgt dette op, men vi
refererer det for at vise, at der er tydelige tegn pa, at Hamels funktion
har sat en udvikling igang.

" Vi kan altsa bemeerke, at- Hamels funktion for det farste afstedkom en
udvikling bestdende i begrebsafgrensning . Man blev opmarksom pa,
at der var et problem i forventnirigerne til begrebet additivitets sam-
menheang med kontinuitet, og pravede at finde s& svage restriktioner
som muligt pa funktioner fra R over i R, der gav det gnskede begreb,
nemlig linearitet. For det andet blev der dannet en interesse for selve
patologien. Hamel-baser og Hamel-funktioner blev et forskningsfelt i
sig selv. Det kan vi godt tillade os at kalde for dannelse af ny teori.
Dog kan vi ikke tale om en verdensomvzltende teori.

3.5 Cantdr;maéngden

I forlengelse af de foregiende eksempler, som kan siges at here hjemme
i analysen, vil vi gerne praesentere et eksempel fra topologien, nemlig
Cantor-mangden C.

Det fglgende eksempel adskiller sig fra analyse-eksemplerne pa den
. made, at det patologiske objekt som er til diskussion her er en maengde,
imens objekterne i de andre eksempler er afbildninger. Man kan na-
turligvis hzvde, at mangder kan reprasenteres som afbildninger og
omvendt, men det vi vil fremhave er, at synsvinklen er anderledes.
Imidlertid er nogle af de begreber som optrzeder i det folgende, bade
substantielt og historisk knyttet til grundlaggende begreber i analysen..

Topologien er den naturlige generalisation af analysen. Vi er allerede
stgdt pa begreber som omegn, og det at en mangde er t&t i en an-
den mangde, i forbindelse med Peanos kurve og Hamels funktion. I
topologien generaliserer man disse begreber, samtidig med at man ind-
forer nogle nye, for eksempel begrebet sammenhengende mengde. Be-
greberne sigter pa at karakterisere strukturen i mangder eller rum.
Strukturen i mangderne viser sig at vaere meget afggrende for egen-
~ skaberne at de afbildninger, som man lader virke imellem mangderne.
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- Figur 3.4: Konstruktion af Cantors mangde -
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Cantor-mangden og dens patologiske egenskaber er en leg, som kan le-
ges udelukkende ved at bruge topologiske begreber langt hen ad vejen.

Motivationen for at indrage dette anderledes eksempel i projektet er,
at undersgge om vores patologibegreb, som hovedsageligt er defineret -
med henblik pi at indkredse eksempler indenfor analyse, indbefatter
Cantor-mangden. Man kunne formode, at det er en anden form for
intuition, som ger at man finder noget patologisk, nar man gar fra
analysen til den mere abstrakte teori, topologi. Nogle af de egenskaber
som Cantor-mangden har, vil vi tillade os at anfere uden at have set
beviserne.

3.5.1 Definition af Cantor-mangden C

Man kan anskueliggore C geometrisk pa folgende made: Tag enhedsin-
tervallet pa den reelle akse [0,1] = C), og fjern den miderste trediedel
)3, 2[. Herved opnas en usammenhangende mangde C,, som vi s igen
temmer ud i ved at udtage den miderste trediedel af de to tilbagevee-
rende intervaller. Herved danner vi C3, som bestar af 4 sammenhangs-
komponenter, hvor vi sa fjerner den miderste trediedel af hver, og pa
denne made tanker vi os at fortsette uendelig mange gange, se fig. 3.4.

Denne definition kan ogsa udtrykkes formelt:

C = ﬂC'p hvor
reN

U [ ‘ l\+1
kEPy_, - 31"

$?
!
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P_, = {0},
Pp—z {2372+ a3+ .- + 63 | e € {0,2}} (3.21)

Vi er tvivlende overfor hvordan Cantor oprindeligt definerede C. Ifglge
[Joh1] s 164 kunne det se ud som om Cantor forst (1883) introducerede
C ved hjelp af fglgende definition, som er &kvivalent med ovenstaende:

a C2 C3 Cn
C={z|z=—3—+§+-:3—3+~-'+§-",c€{0,2}} (3.22)

At der er tale om den samme definition kraever et bevis, som vi springer
over. Beviset kan rekvireres hos [Nis]. Fremstillingen 3.22 kan ogsa
skrives som mangden af alle trisimalbroker i [0,1], som ikke indeholder
ciferet 1. o o

| C={:]12=0,c1c03.. .3}, c€{0,2} 7(3.23)
Indekset 3 betyder, at cifrene skal fortolkes i basen 3.

3.5.2 Egenskaber ved C

Vi betragter 1 det fglgende C med topologien induceret fra R udstyret

med den euklidske metrik. Det betyder, at de Abne mangder i C er
de mangder, som er dannet ved snit mellem Cantor-mangden og abne
mengder fra [0,1]. '

C er et fuldstzendigt metrisk rum

Ifplge definition 3.21 er Cantor-maengden et (uendeligt) snit af kom-
pakte mangder. Et snit af afsluttede mangder er afsluttet, og C er
klart begreenset, sa C er selv kompakt.

Da C er afsluttet, er C et fuldstandigt metrisk rum, fordi en Cauchy-
folge i en afsluttet delmeengde af et fuldstaendigt metrisk rum konver-
gerer indenfor delmangden. Man kan ogsa sige, at enhver Cauchy fglge
i C vil have et konvergenspunkt 1 R, og hvis dette konvergenspunkt 1a i
det abne komplement til C, ville vi kunne veelge en omegn U omkring
konvergenspunktet, som ikke snitter med C, og sa ville konvergens-
punktet ikke ligge i C’s afslutning. Fra et vist led i felgen ville alle
leddene ligge i [0,1] \ C, hvilket er i modstrid med at elementerne i
Cauchy-fglgen ligger 1 C.
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C opfyld:er alle ad§kille)ses gksiomer 7

Da C er et fuldstendigt, metrisk rum opfylder C alle adskillelses ak-
siomerne T; hvor ¢ 6{1,2,2%,3,3%,4,’5} [Ste]. Dette er en af de egen-
skaber, som vi ikke er gaet dybere ind i.

C o;;fylder andet tzllelighedsaksiom

At C opfylder andet tellelighedsaksiom vil sige, at der findes en tellelig
basis for topologien. Det fglger af at [0, 1] har en tzllelig basis, nemlig
]q1, g2[ hvor ¢ og g; er rationale tal. Til enhver aben mangde i C svarer
nemlig mindst en &ben mangde i [0,1].

C er tat i sig selv.

At C er tat i sig selv vil sige, at alle punkter i C er fortetningspunkter.
Vi skal altsa vise, at til ethvert punkt 2 i C vil enhver omegn om z
indeholde mindst et punkt fra C forskelligt fra z.

Bevis: Tag derfor et punkt 2 i C. « kan skrives pa formen 3.22. Der
vil for ethvert ¢ > 0 eksistere N € N saledes at

Vi kan derfor finde y = Y %& € C forskellig fra x, som opfylder:

~d,—c = d,—c = 2
_ n n __ n~— tn
ly-zl=) 5= = 2 < 2 F<e
n=l1 n=N+1 n=N+1
idet vi for de fgrste N led velger d; = c¢;. Hermed er det bevist at
C er teet i sig selv, hvilket medferer at C er perfekt, idet en perfekt
mangde er en mangde som er afsluttet og teet i sig selv.0

Det folger ogsa umiddelbart, at C ikke er scattered, idet en scattered
mangde er en mangde, som ikke indeholder en delmaengde, der er taet
1 sig selv.
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C er intetsteds tet i [0, 1]

Hermed menes, at der ikke eksisterer en aben maengde i [0, 1], som er
indeholdt i afslutningen af C. Da C er afsluttet, er C identisk med
afslutningen af C. Vi skal altsd vise, at et vilkarligt abent interval i
[0,1] altid vil indeholde mindst et punkt, som ikke tilhgrer C. Det er
nok at vise dette for et abent interval, fordi de abne intervaller er basis
for topologien pa [0, 1).

Bevis: Valg et abent interval O i [0,1}. Hvis O ikke indeholder et
punkt i C er vi faerdige. Hvis der er et punkt z fra C 1 O, kan vi, da
C er tat i sig selv, finde et andet punkt y som ogsa ligger O. Disse to
punkters trisimalbrgkfremstillinger afviger fra hinanden pa mindst et
ciffer, for ellers ville de veere ens. Lad os sige, at de ferste gang afviger
fra hinanden pa den n’te plads, og at y er. starre end z. Sa kan de
repraesentex es pa denne made '

z=0,a1a5...04n_ 0 bn+lbn+2 --‘-3
y= O,aldg...an_l 2 Crn+1Cn42 -3
- Vi kan nu se, at for eksempel punktet
2=0,a1a7...,.7 11000 .

ikke ligger i Cantor-mangden, og opfylder r < z < y,sazsamtidig
ligger i det vilkarligt valgte interval O.

Man kan godt veare uheldig. at = ligger i Cantor-mengden selvom ét
af cifrene er et ettal, idet f.eks. z =0,a1a2...1 2 2 2...; er lig tallet
z1 = 0,a1¢2...2 00 0...;3. Hvis derimod to p& hinanden felgende cifre
er 1-taller kan dette ikke lade sig gore. Hermed har vi vist, at der
ikke er nogle ikke-tomme abne meengder i [0, 1] som er helt indeholdte
i afslutningen af C.0O

At C er intetsteds tat i [0,1] kan ogsa siges pa en mere kringlet made,
nemlig at C er en tallelig forening af intetsteds teette delmaengder af
[0,1]. Det benzevner man ogsa: C er fgrste Baire kategori i [0,1].

C er overtallelig

Dette folger af, at C er kvipotent med maengden af uendelige folger
{z:}, hvor z; € {0,1}. Vi kan konstruere en bijektion mellem de to
meengder ved hjzlp af trisimalbrgkfremstillingen af elementerne i C.
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C er anden Baire kategori i sig selv

At C er anden kategori i sig selv betyder, at den ikke er fgrste kategori
i sig selv. C kan altsa ikke skrives som en tellelig forening af intetsteds
i C tztte delmengder. Denne egenskab har vi ikke veeret i stand til at
bevise, men ethvert fuldstendigt metrisk rum har denne egenskab.

C er totalt usammenhangende

At C er totalt usammenhzngende betyder, at enhver ikke-triviel del-
mangde af C er usammenhangende. Dette er ensbetydende med, at
C’s sammenhangskomponenter (de maksimale sammenhengende del-
mangder) alle er af typen {z}. Dette kan indses ved fslgende: For en-
hver delmaengde m af C vil der for to vilkarlige punkter z,y € m hvor
z < y eksistere et punkt z € [0,1]\ C sa z < z < y. Vi kan sa valge
en aben mangde omkring a givet ved [0, z[Nm, og en aben mengde
omkring y givet ved ]z,1]N'm, som er disjunkte. Altsd er m usammen-
hangende, og da alle ikke-trivielle delmangder indeholder mindst to
elementer, vil alle ikke-trivielle delmangder vaere usammenhangende.

C er totalt separeret

Dette betyder at for to vilkarlige elementer z og y i C findes en ikke-
triviel opspaltning af C' i disjunkte abne maengder U og V,sa z eri U
ogyeriV. At C er totalt separeret felger umiddelbart af ovenstaende.

C er ikke ekstremt usammenhangende

Et Hausdorf rum S kaldes ekstremt usammenhangende, hvis to
vilkarlige disjunkte abne delmengder har disjunkte afslutninger. At
C ikke er ekstremt usammenhzngende ses ved at vaelge Uy = [0, 1[NC
og U; =]5,1]NC. U, og U, er disjunkte dbne maengder, hvor begge
mengders afslutninger indeholder § = 0,02020202...5 [Ste]

Dette er ikke de eneste patologiske egenskaber, som Cantors mangde
besidder. Nar man er {eerdig med at indplacere C i alle de kategorier
man kan finde pa inden for topologien, hvilket givetvis er flere end vi
har med her, kan man begynde at definere forskellige syge afbildninger
ved hjalp af C. Vi kan foreksempel naevne djevelens trappe [Mej], som
er en bijektiv kontinuert afbildning fra [0,1] over pa [0,1], som har
den pudsige egenskab, at den er differentiabel overalt bortset fra i en



AFSNIT 3.5 — 53

nulmangde C, med differentialkoeficient 0, mens den antager vardien
0 i punktet 0, og veerdien 1 i punktet 1.

3.5.3 Patologiske egenskaber

C har en rzkke egenskaber, som [0, 1] ogsa besidder, nemlig at den er
kompakt, et fuldstzendigt metrisk rum, overtallelig, opfylder alle ad-
skillelses aksiomer, opfylder andet tellighedsaksiom, er tat i sig selv,
er anden Baire-kategori i sig selv, ikke er ekstremt usammenhangende,
samtidig med at C er en delmengde af [0, 1]. Hvis man blot siger, at der
_ eksisterer en meengde som har disse egenskaber, er der ikke noget meer-
keligt ved det. Hvis man derneest forteeller, at C, som den er defineret
i formel 3.21, opfylder disse egenskaber, sa virker det paradoksalt.

Man kunne sporge hvilke ekstra egenskaber, vi skal udstyre C med for
at C er identisk med [0, 1]. Vi kan ihverttilfelde slutte, at hvis C var
tet i [0,1] ville fuldsteendigheden sikre dette. Man kan saledes sige
at Cantor- maengden viser os en mulighed i begrebet “et fuldstandigt
metrisk rum”, som ligger ud over de forestillinger som vi umiddelbart
gor os om dette begreb, og som nok i hej grad stammer fra R".

Hvis man sa omvendt ser pa de punkter hvor C adskiller sig fra [O 1],
har vi at C er intetsteds tat i [0, 1], totalt usammenhzngende og totalt
separeret. Udover det er der nogle egenskaber, vi ikke har navnt i
teksten. : ' ‘

Nar man herer ordene intetsteds teet i [0,1], kommer man let til at
gore sig nogle forestillinger i retning af mengder som ligger diskret i
meengden [0,1], hvilket ikke er tilfzldet med C. Nar man holder sig
definitionen af C for gje, og samtidig teenker pa, at en mangde som
er intetsteds teet i [0,1] godt kan indeholde fortztningspunkter (f.eks
meaengden {0} N {1 | n € N}, er det maske ikke sd underligt, at C kan
vare intetsteds tat i [0,1]. Men C er intetstedstet i [0,1] samtidig
med, at det er en overtallelig mangde. Dette er underligt, hvis man
sammenligner med f.eks. Q, som er tet i R men teallelig.

At C er totalt usammenhangende virker kontraintuitivt, ndr nu C er
tat i sig selv og afsluttet, hvis man for eksempel sammenligner med de
rationale tal som delmangde af de reelle tal betragtet. De rationale er
ogsa teatte i sig selv, men deres afslutning er sammenhangende.

Sammenfattende kan vi sige, at C er et eksempel med flere paradok-
ser, som kan illustreres ved at udvelge passende egenskaber, og holde
dem op imod hinanden. Pa det punkt adskiller C sig kun fra de andre
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patologier, ved at udvise relativt mange kontraintuitive aspekter. Der
hvor vi oplever at C’s egenskaber virker kontraintuitive pa os, er de ste-
der hvor vores forventninger stammende fra mere pzne punktmangder
bliver modsagt. : '

Det patologiske ved C ligger i at den har egenskéber, som man umid-

delbart synes burde udelukke hinanden, men-ogsa for en del i antallet
af egenskaber.

Konstruktionen af C er ikke meget kompliceret, men ret finurlig. Selve
det matematiske objekt C, er et underligt kompliceret objekt.

3.5.4 Historie

Vi har ikke underspgt noget om eksemplets historie, sa det at der ikke
star noget om historien omkring eksemplet, er ikke udtryk for, at der-
ikke eksisterer nogen kilder. Tvertimod formoder vi, at da eksemplet
ses 1 mange forskellige ssmmenhange, har det en omfangsrig historie.
Cantor-mangden bliver brugt som skoleeksempel inden for mal-teori,
hvor den optraeder under slagordet “en overtellelig nulmangde”. Des-
uden er den et elsket eksempel indenfor fraktalgeometri, idet C har ikke
heltallig dimension. Som fer naevnt er vi tvivlende overfor hvordan Ge-
orge Cantor oprindeligt definerede C. Vi ved dog ifglge [Johl], at han
oprindeligt fandt pa C i1 1883, efter at han havde defineret begrebet per-
fekt meengde, som et eksempel pa en delmangde af enhedsintervallet,
der er perfekt og alligevel intetsteds taet i enhedsintervallet.

3.6 Hausdorfts paradoks

For at formulere Hausdorffs paradoks behgver man nogle definitioner
af de begreber, der optrader i paradokset.

En isometri: En isometri er en afbildning T : R® — R3, der bevarer
de euklidiske afstande, dvs hvor der gelder:
Vz,y € R ||T(2) = T(y)ll2 = [l = yll

Isometrierne kan vises at vare netop alle translationer, drejninger og
spejlinger samt sammensatninger af disse.
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Kongruens: To mangder A og B i R3 siges at veere kongruente, hvis
“der findes en isometri T', saledes at A = T(B). Nar dette gelder skrives
A= B. ' :

n-kvivalens To mengder A og B i R3 siges at veere n-azkvivalente,
nir A og B henholdsvis kan opdeles i n disjunkte mangder 4, ... A,
og B, ... B,, der opfylder ' '

A=U'AjogB#UBj )
1=1 . 1=1
Vie {1...n}: A; =B,
Hvis A og B er n.-aekvi\'a.lente skriver vi

A=B

Hausdorfls paradoks er en opdeling af enhedskuglefladen S i R i dis-
junkte delmaengder kaldet A, B,C og D, hvor D er tellelig, med den
specielle egenskab at '

S=AuBUCUD

AXB=C=BUC | (3.24)

Ved brug af dette resultat, der i sig selv virker overraskende kan man -
gore det endnu verre. -1 Banach-Tarskis paradoks viser Banach og
Tarski, at man kan benytte ovenstaende til at dele enhedskuglen i 10
disjunkte mangder, hvorom det galder at de 4 af dem kan samles til
en enhedskugle, og de resterende 6 til en anden enhedskugle.
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3.6.1 Strukturen i konstruktionen
Gennemgangen folger i store tra&k Mejlbros fremstilling i [Mej).

o Der defineres to drejninger ¢ og v i rummet.
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» Mzngden G defineres som meengden af alle flytninger i rummet,

der fas ved at anvende ¢ og 1 et endelig antal gange. G er en
gruppe med kompositionen sammensztning.

7 Der konstrueres en k]a.ssedelihg af G, der opdeler den i telleligt

mange n = 1,2,... klasser G,, hvor G; indeholder de elementer
der er sammensat af netop ¢ drejninger nar disse opstilles pa en
uforkortelig form. Hermed bliver hver G; endelig.

Med afszt i denne opdeling konstrueres en-ny klassedeling, pa
tveers af den foregiende opdeling, i tre mangder G®, G® og
Gl9), siledes at: :

¢G(a) =GO ygl A z[’G(") = GO A 3G = G

Der dannes nu en ny mangde D, bestaende af alle poler til drej-
ningerne i G. Enhver af transformationerne i G er a&kvivalent med

" en enkelt drejning, hvis akse skerer origo, da den er sammensat

af lutter drejninger med denne egenskab. Denne akse vil derfor
have to skeeringspunkter med S kaldet drejningens poler. Da G er
numerabel vil D ligeledes veere det.

Der foretages en klassedeling af S\ D ved at benytte fglgende
ekvivalensrelation:

p~p & G(p)=G(p)

Med udvalgsaksiomet i handen kan man nu gere folgende: Der
defineres en mangde M indeholdende netop ét element fra hver

klasse i S\ D. Med M kan vi definere A, B og C:

A= |J oM), B= ] o(M), C= ] o(M) (3.25)

aeGla) oeGtb) ) eeGle)

der viser sig at opfylde kravet 3.24

Hermed er Hausdorffs paradoks bevist.

Konsekvenserne af Hausdorffs paradoks anskueliggeres ved at vise fol-
gende resultat, der i virkeligheden er et specialtilfaelde af Banach-
Tarskis paradoks.

¢ Man kan opdele enhedskugleﬂaden §1 7 disjunkte mzengder, hvor

de forste 4 ved flytninger i rummet kan sammensettes til en hel
enhedskugleflade S; og de andre 3 til en enhedskugleflade S, panzer
en nulmengde.
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e Endelig vises det at S\ D %‘ S, og at man derfor ved at dele de
3 mangder i 2 hver kan .ggre den sidste kugle komplet. Man har

altsa at S 'f—-; S U8y
3.6.2 Konstruktionen
Definition af drejningerne ¢ og Y

I et tredimensionalt koordinatsystem med akserne z,y og z er givet
linierne @ og ¥. ¥ er z-aksen og ® er en linie i yz-planen gennem 0,
der danner en vinkel § med ¥, hvor 6 ¢ Qr, f.eks. 6§ = 1. Se figur
3.5 Kravet til # sikrer entydighed i den made, vi senere vil opskrive

Figur 3.5: Linierne ¢ og ¥

elementerne i G pa.

De to afbildninger ¢ og 1 er drejninger om ¢ og ¥ respekt’ivf med posi-
tiv omdrejningsretning i forhold til koordinatsystemet og med felgende
definition:

‘)
Y = drejning om ¥ med vinkel %

¢ = drejning om & med vinkel »

Det bemarkes at hvis I betegner den identiske afbildning har vi at:

=i =1 (3.26)
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- Definition af G

G kan nu defineres som mengden af alle transformationer i R®, der fas
ved at anvende ¢ og ¥ et endeligt antal gange. G’ med sammensatning
som komposition er da en gruppe, hvilket kan udledes af 3.26. Desuden
kan ethvert element i G sammensattes af de fundamentale faktorer I,
é, ¢ og V2, siledes at ¢ aldrig efterfglges af ¢, samt at i og ? aldrig
efterfglges af 1 eller 2. '

Det bemarkes ved for eksempel at kigge pa et punkt p € @\ {0}, at

Y(d(p)) # ¢(¥(p)), hvilket viser at der ikke generelt galder at ¢ = ¢p
og at G derfor ikke er abelsk.

Figur 3.6 illustrerer hvorledes de fglgende opdelinger af G ser ud.

Figur 3.6: Opdelingen af G

G

o)

Gt

Y
G S
Y U U P N
I

Klassedeling i G,

G opdeles i et numerabelt antal klasser pa felgende made:

Go = {I}
Gl = {¢ad)s ¢2}
G2 = {¢¢7 1r/)2¢s ¢d’a ¢'¢’2}

G3 = {¢¢¢§ ¢d’2¢’ d"ﬁ‘/)» ¢2¢d” d’¢¢2, d’2¢¢2}

hvor hver G, 4 dannes ved at gange alle elementer i G,, der ikke be-
gynder med v eller 12 med henholdsvis ¢ eller 12 fra venstre og alle
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elementer i G, der ikke begynder med ¢ med ¢. Det ses at G, inde-
holder netop de elementer i G der er sammensat af n af drejningerne

¢, ¥ og P2

At godtggre at dette virkelig er en klassedeling, er principielt en triviel
opgave. Det hviler pa at opskrivning i fundamentale faktorer er entydig,
hvilket er sikret af valget af . Nar dette er vist skal det kontrolleres, at
G = UseN GiogatVi,j E Ng: G;NG; # 0 =1i=j, altsa at ethvert
element i G er med i pracis én G,. Bevxset bliver imidlertid ret langt,
og vi henviser derfor tl] Leif Mejlbros udmarkede fremstlllmg i [Mej].

Opdeling i G(“",.G”’) og G

Med afset i den foregdende opdeling kan vi opdele G saledes at:

G=G*uG®uyg

¢G(d) — G(b) U G(C) .d)G(a) —_ G(b) ,dl,zc(a)‘= G(C) (3 27)

hvor vi her og i det f@lgende benytter notatlonen d)G(“) for {¢o|o €
G®)} og tilsvarende for de andre.

Definitionen af G©), G® og Gl gennemfores rekursivt ved at dele de
enkelte G, klasser, hvor G(®) er U N, G!*), og analogt for G® og G©):

Gf{": {1}, 6P =G =9

* Rekursionen har fglgende skema: Antag at G&, G¥ og G er defineret
for et eller andet n € Ng. Den rekursive definition fglger da ved at
opdele elementerne i Go41 efter folgende skema, hvor “o har formen
ap” betyder at normalformen for o ser ud som ap, hvor a en enten
é, v eller 2. For p skal der galde, at den ikke begynder med noget
der kan forkortes vak sammen med a. Vi definerer da GSHZ,, G") ni1 OF

G&),:
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;la) "Hvis o har formen ¢pApeGY puttes o i Gf,bl,
1b) Hvis o har formen gpAp e GP U G(c) puttes o i Gn+1
2a)  Hvis o har formen ¢YpAp € Gl puttes o i Gf,bl,'
2b) Hvis o har formen YpAp € GW puttes o i Gn_,,1
72c) Hvis o har fofrmen ¥p Ap€E G4 puttes o i G,,_,,l
3a) Hvis o har formen ¥?pAp € el puttes o i G’,,_,,l
3b) Hvis o har formen ¥?pApe G . putteso i Gf‘ll
3c) Hvis o har formen ¥?pAp € GY puttes o i G“+l

Det ses af 1a) + 1b) at alle uforkortelige elementer der begynder med ¢
havner i enten G(®) eller G*). Der er derfor ingen elementer i G(), der
begynder med ¢, og der er derfor ikke behov for 2¢) og 3c) i definitio-
nen. De letter imidlertid arbejdet med at vise de gnskede egenskaber
ved opdelingen, og vi har derfor i lighed med Mejlbro blbeholdt dem i
definitionen.

Rekursionen kan ogsa udtrykkes mere direkte, hvor [G]4 betyder G fra-
regnet alle elementer, der begynder med ¢ og [G],, betyder G fraregnet
alle elementer, der begynder med enten 1 eller 92

Gl = S(GY UGHNe) U (GE]) U HH(GP).)
Guli = 8((GEe) Uw([GE]e) UHA(GE)y)
Gt = (G V(G

Det ses ved simpel lnspektlon at hvis G¥), G¥) o GS{:) er disjunkte vil
Gﬂl, Gf,bll og fol, ogs vre det, og da G\, GV og G{ er disjunkte
ses det let ved induktion at det gaelder for dem alle, og dermed for G(®),
G® og GO,

Denne opdeling er grundstenen i konstruktionen, idet det kraever en del
behandighed at fa opdelt G sa den opfylder 3.27.

De forste klasser fra opdelingen bliver:

Gy = {1}, Gy =0, Gy =0

Gi” =0, Gy = (9.4}, Gy = {¥?)

Gy = {¢v.49%.4%4}.G) =0, Gy = {ye)

G5Y = {4vs), Gy = {6926, vov, ¥ou?), Gy = (v2ov, ¥?¢v?)

Tilbage er kun at vise at opdelingen af G i de tre disjunkte delmangder
G, G® og G rent faktisk opfylder 3.27.
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For hver af ligningerne i 3.27 viser vi lighedstegnet ved at vise C begge
veje. Fra forste ligning far vi f.eks. fglgende: Vis at ethvert element i
#G@ ligger i GYUG), eller med andre ord at et vilkarligt element fra
G havner i G® U G') nér det ganges med ¢, og vis at alle elementer
i G UG ligger i $G(®). Med matematisk notation ser det sidan ud:

Vo e G : g0 € GO UG
A VoeG® U G :30' € G'°) : ¢a =0

Fra de to ahdre ligninger kommer fire punkter efter samme mgnster.

Som eksempel pd den anvendte argumentation v1ser vi her de to fra
den fgrste ligning:

#G) C GMUGL: Lad p € G'*), der findes da et n € Np siledes at
pE G(a Hvis n = 0 er eneste element I, og 1a) giver netop at ¢J = ¢
ligger i G® i overensstemmelse med 3.27. Da G =9 ma der derfor

gelde at p € C( )An #0=>n>1, hvorfor der ma findes et pp € Gny
saledes at en af tre muligheder er opfyldt:

al) p= ¢p, og ¥ eller ¥ er forste faktor i p;
a2) p=v¥p;, og ¢ er forste faktor i p,
ad) p=¢?p, og ¢ er {grste faktor i p;

- Argumentationen gar nu som felger:
al) Af 1b).folger at p = ¢p; € G medforer at p, € G“’), U fo)],
hvilket bétyder at ¢p = ¢?*p; = p, € G(b)l U G(C)
a2) Af 1a) folger at p = ¢p; € G\ medforer at ¢p € C,(nbl]

a3) Af 1a) folger at p = ¥2p; € G medforer at d)p € fol,.

Hvilket etablerer at oG C G(b) U G“)

#G D G®UGE: Beviset den modsatte vej benytter omtrent samme
teknik. Opgaven er at godtgere at der til ethvert element p i G® UG
findes et element p' € G(®), der opfylder

¢’ =p. ' (3.28)

Hvis p € G® U G, findes der et n € N, siledes at p € GY) U G,
da G® og G'° er disjunkte. Dette hetyder at der findes et p; € G,_1,
som opfylder en af folgende:
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ad) p = ép, og ¢ eller Y? er ir'¢rsterfaktor ip
a5) p=v¥p, og ¢ er forste faktor i p,
a6) p = ¢*p;, og ¢ er forste faktor i p;

a4) For at f3 at p € G® ng a4) ma det vare la) der er anvendt til at

bestemme p tilhgrsforhold. Deraf fglger at p, € G ogp =

opfylder da 3.28.
a5) Af 1b) og ab) felger at p' = ¢p € Gf&), og p' opfylder 3.28 idet

¢p' = ¢’p=p.
a6) Af 1b) og a6) felger at p' = ¢p € Gf,“ll og p’ opfylder 3.28 idet
¢p' = ¢’p = p.

Dette godtger inklusionen den anden vej, og vi har derfor fgrste del af
3.27. For et fuldsteendigt bevis af alle mulighederne henvises til Mejlbro
[Mej]. ‘

Dannelse af mangden D

Til at danne mangden D benytter vi felgende satning fra geometrien:

Satning 3.1

Hvis et legeme er underlagt en flytning i R, siledes at et af legemets
punkter er et fikspunkt, da er denne flytning akvivalent med en drej-
ning om en akse, der gar igennem fikspunktet.

Af dette folger det, idet alle transformationer i G har origo som fiks-
punkt, at der til enhver transformation i G \ {I} svarer en akse og en
zkvivalent drejning om denne akse, som skerer enhedskuglefladen i to
punkter, der kaldes poler. Da G er numerabel, er mangden D af alle
poler fra transformationer i G ogsa numerabel.

For enhver drejning om en akse gennem centrum, hvor drejningen ikke
er et helt multiplum af 27, er de to poler de eneste fikspunkter pa
enhedskuglen. Vi slutter derfor, at intet punkt pa S\ D er et fikspunkt
for en transformation i G\ {/}. Da transformationerne i G er entydige
galder der, at

Vpe S\ DVo,0' € G:0 # o' = o(p) # o'(p) (3.29)

Thi o(p) = o'(p) = o~ '0'(p) = p = o~ '¢’ = I, idet p ikke er en pol,
og heraf sluttes o = o'.
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Klassedeling af S\ D

Vi definerer nu G(p), hvor p € S\ D, som mengden af punkter der fas
fra punktet p ved at benytte transformationer fra G:

G(p) = {o(p)lo € G)
specielt vil p € G(j)), (e =1)

Vi vil nu gerne godtggre at relationen ~ defineret ved
p~p &G(p)=G0) p,P €S\D

er en aekvivé]eh51‘elation. Dette vises ved at indse at {G(p)lp € S\ D}
er en klassedeling af S\ D. ' '

For p,p' € S\ D har vi
G(p) = G(¢') vV G(p)N G(p) = 0

Thi hvis G(p) N G(

der opfylder oy(p) =

@ findes der to transformationer oo,04 € G,
'). For ethver o € G fas da

') #
oo(p
o(p) = 005" 00(p) = 005" o5(¥)

Settes o' = 00; o)) har vi ' € G og o(p) = o'(p'), hvilket viser
at for ethvert ¢ € G gelder at o(p) € G(p'), eller med andre ord
at G(p) € G(p'). Byttes p og p’ far vi G(p') € G(p), altsd har vi
G(p) = G(p'), hvilket viser det gnskede.

Dannelse af mangden M

Vi danner nu — ved brug af udva,lgsa.ksioh)et, — M som en mengde,
der indeholder pracis ét element fra hver klasse i ({G(p)|p € S\ D}, ~).
Sa vil

S\D =[] a(M)

idet ethvert element i S\ D ma vere i samme klasse som et element i
M, og derfor kunne frembringes som op for et ¢ € G og p € M. Det
ses let at 0 # o' = o(M)No'(M) = 0, thi antag at der for to elementer
o,0' € G gxlder at o(M)No'(M) # 0. Da findes p,p’ € M saledes at
o(p) = o'(p’), og derfor sa G(p) = G(p'), hvor p og p tilherer samme
klasse. Af definitionen pa M fas derfor, at p = p, sa o(p) = o'(p). Da
p € S\ D ikke er en pol felger o = o' af 3.29.
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Vi kaﬁ nu definere:

A= |J oM),B= | oM),C= | o(M)

oeGla) a€G(®) : oeG(¢)

Da G = G® UG® UG er en dekomposition af G i tre disjunkte
mangder, fas herved-en dekomposition af S\ D i tre disjunkte maengder:

S\D=AUBUC.
Af dette fglger derneest, at

¢(A) = BUC, ¢(A) = B, y*(4) = C, (3.30)

hvilket betyder at ,
AZB=(C=ZBUC, (3.31)

og hermed er Hausdorffs paradoks bevist.

Banach-Tarskis paradoks: Opdeling af § 1 7 mangder

Nar selve Hausdorffs paradoks er vist, er det let at lave fglgende opde-
ling af S:

Lad § = AUBUC U D vere en opdeling som ovenfor. Af paradokset
folger da, at der findes opdelinger

A=A]UA2, A,ﬂA2=0, AEA]EAQ

B=B1UB2, B]ﬂBz-_—@, BgBlng
C=01U02, C]ﬂCsz, C%‘CIEC'g

idet ¢(A) = BUC ifelge 3.30. og da ¢* = I er A = ¢(B)U ¢(C). Vi
kan derfor sette A, = ¢(B) og A; = ¢(C). Da A = B = C kan samme
opdeling af B og C laves.

Vi har derfor den disjunkte opdeling
S=A1UA2U31UBQU01 UCQUD

og setter vi

)
|

AAUBUC,UD
A,UB,UC,

N
]
Il
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folger det nasten umiddelbart at

Sl%SOgSQ%S\D

thi A= A,, B= B,, C = C, og D = D, hvilket precis er definitionen
pa 4-zkvivalens. Analogt vises S; %’ S\ D.

Altsa kan S opdeles i 7 disjunkte mangder, der ved flytninger i rummet
kan sammensattes til en hel enhedskugleflade S; og en enhedskugleflade
pa nzr en tellelig mengde.

" Dannelse af S,

Det sidste raffinement pa paradokset er, at man kan vise, at for enhver
numerabel delmangde D af enhedskuglefladen S geelder der at S\ D %’

S. Dette bevis har vi'ikke medtaget, men det er at finde i [Mej].

Med dette kan vi opdele hver af de'3 rhaengder Ay, B; og Cy'i to, og
derved frembringe en S;, saledes at det gaelder at

5'551352 A 51052=0 A S%;S]US2

3.6.3 Patologicitet

Selv om Hausdorff ikke selv mener, at hans konstruktion er et paradoks,
mener vi, at den kvalificerer til denne betegnelse i den betydning, vi
benytter begrebet.

Det er den geometriske grundopfattelse af, at en isometri er noget, der
flytter et stift legeme i rummet, der bliver stedt. Man forventer ikke, at
man ved at flytte et legeme pa en.mide kan {3 et andet legeme, mens
en anden flytning giver to sadanne legemer.

Ved en narmere analyse kan det overfgres til det, at mangderne ikke
er malelige, og at dette i virkeligheden strider mod den klassiske geo--
metriske opfattelse af, at et stift legeme naturligt har et areal. Dette
leder netop hen imod, at Hausdorff brugte sit teorem, som han kaldte
det, som argument imod eksistensen af et mal.

Banach-Tarskis udvidelse stiller dette resultat pa spidsen ved at vise,
at nar man har en sadan opskaring af enhedskuglefladen, kan man -
sammensatte den til to hele kugleflader. Dette er paradoksalt pa et
meget grundleeggende geometrisk niveau, specielt fordi isometrier nor-
malt harmonerer fint med en fysisk baseret opfattelse.
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Paradokset er et fint eksempel pa, hvad vi mener med en kompliceret
konstruktion. Konstruktionen indeholder mange skridt, der ikke hver
for sig er matematisk avancerede, men som dog tilsammen udggr en
filtret og kompliceret argumentation.

Hausdorffs paradoks har altsd bade en meget overraskende pointe og en
yderst kompliceret konstruktion, og tilfredsstiller derfor til fulde vores
patologidefinition. Selve patologien ligger i Hausdorffs paradoks, men
det bliver nemmere at indse det kontraintuitive, nar man udvider det
med Banach-Tarskis resultat.

3.6.4 Historie

Hausdorffs paradoks har nogle af sine rgdder i mengdeleren, der i
gvrigt har haft mange paradokser, sa for at sztte scenen vil der forst
blive givet en beskrivelse af den generelle udvikling af maengdelaeren.
Dernaest vil det blive beskrevet, hvordan Hausdorffs paradoks har haft
betydning for en videre udvikling af dels mangdelere, dels malteori.

Generel udvikling af mangdelaren

De fgrste skridt: Den forste til at neerme sig en teori for maengder
var Bernard Bolzano (1781-1848), i sin bog “Paradoxien des Undend-
liches”, som blev publiceret tre ar efter hans ded. Bolzano forsvarede
eksistensen af egentligt uendelige mengder, dvs. ikke nogen der bare
narmede sig uendelighed, men reelt havde uendeligt mange elementer.
Han anvendte begrebet akvivalens mellem to meangder, med hvilket
han mente det, der senere blev kaldt en-til-en afbildinger mellem ele-
menterne i to mangder, eller &kvipotens mellem mangder. Han be-
merkede, at for en uendelig mangde kan en xgte delmangde vare
&kvivalent til hele mangden, og insisterede pa, at dette matte accep-
teres [Klil s 994]. Mange af de egenskaber ved mzngder, som Bolzano
stgdte pa under sit arbejde virkede paradoksale pa ham, som det i gv-
rigt ogsa fremgar af titlen, for eksempel at meengden af alle naturlige
tal reelt er uendelig:

“Man wird in dhnlicher Weise auch zugeben, daf die
Menge aller Zahlen (der sogenannten natirlichen oder gan-
zen) unendlich sei. Aber auch dieser Satz klingt paradoz,
und wir dirfen thn eigentlich als die erste der auf dem Ge-
biete der Mathematik erscheinenden Paradozien betrachten;”
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(Man mad pa lignende vis ogsd indromme, at mengden af alle
tal (de sdkaldt naturlige eller hele) er uendelig. Men ogsd
denne setning lyder paradoksal, og vi burde egentlig betragte
det, som det forste af de paradokser, der dukker op indenfor
omrddet matematik. [Bol s 20].

I dag kan det vaere svart at forsta det standpunkt, at det kan betragtes
som paradoksalt, at der reelt er uendeligt mange naturlige tal, men pa
den tid var det absolut ikke givet.

Georg Cantor (1845-1918) regnes normalt for grundlaggeren af maeng-
delazren, [Klil] og [Dav]. I 1874 publicerede Cantor den fgrste af en
rekke artikler omhandlende teorien for endelige‘ og uendelige mangder.
Cantors arbejde tiltrak opmaerksomhed pa grnind af dets originalitet,
 men blev langtfra gjeblikkelig anerkendt af 1:::iematiksamfundet, da
det modbeviste mange ting, der for var almindeligt anerkendte. Udvik-
lingen af meaengdeleeren farte til opdagelsen af nogle ulgselige spgrgsmal,
der blev kaldt paradokser eller antinomier. Et eksempel pa disse er
Russells paradoks, der i en version af Boyer lyder: -

The town barber shaves all those, and bnly those," who do
not shave themselves. Is this barber included or not in the set
of all those who shave themselves? [Boy s 663]

Faktisk indeholdt den tidlige maengde]a:ré sa mange paradokser, at

Felix Hausdorff i sin bog “Glundzuge der Mengenlehre udgivet i 1914

karakteriserer omradet pa falgende made:

“Et felt hvor intet er selvindlysende, hvis sande pastande
ofte er paradoksale, og hvis plausible pdstande -er falske”.
[K1i2 s 204]

Udvalgsaksiomet, og hvad der videre skete : Af Cantors arbejde
er hans antagelse fra 1883, om at enhver mangde kan blive velordnet,
kaldet velordningsprincippet, nok noget af det der har haft de videste
konsekvenser. Denne antagelse blev ikke anerkendt af hans samtidige,
nok til dels fordi den blev fremsat uden bevis, og Cantor stadig ikke
ti ar senere havde fundet noget bevis for den [Moo]. Ernst Zermelo
(1871-1953) segte ogsa efter et bevis for velordningsprincippet, og i
forbindelse med dette formulerede han i 1904 som den fgrste udvalgs-
aksiomet eksplicit [Moo]. Dette aksiom var ubevidst blevet brugt i
en del matematiske beviser, sa nu matte matematikersamfundet dels
" overveje konsekvenserne af at have anvendt det, dels principielt tage
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~ stilling til, om det overhovedet skulle accepteres. Det skulle vise sig at
det var s& godt som umuligt at na til enighed om dette, faktisk blev
det, nastefter Euklids parallelaksiom, det mest omdiskuterede aksiom
nogensinde, bl.a. blev det diskuteret hvorvidt det medfgrte at meeng-
deleren blev inkonsistent [Kli2 s 210-211]. De store meningsforskelle
illustreres udmaerket med fglgende to citater:

“Senere generationerizi)il regne Cantors maengdelere for
en sygdom, som man er blevet helbredt for.” Poincaré 1908.

“Ingen skal uddrive os fra det paradis, som Cantor skabte
til 0s.” Hilbert 1926.

Begge citater er fra [Kli]. I dag er udvalgsaksiomet accepteret af langt
de fleste matematikere, og uden det ville vore dages matematik se meget
anderledes ud.

Reaktioner pd paradokser Som tidligere naevnt opstod der en del
paradokser under udviklingen af Cantors “naive” mengdelzre. Disse
paradokser blev genstand for ret kraftige reaktioner. En af de vasent-
lige var, at det blev forsggt at eliminere paradokserne ved at opstramme
begreberne i Cantors naive mangdelzre. Dette forte til aksiomatise-
ringen af mangdelaren, som Zermelo foretog i 1908, [Moo s 153], udfra
den overbevisning at paradokserne skyldtes Cantors lgse formuleringer.
Zermelos stringente version af mangdelaren udelukkede ganske rigtigt
paradokserne, men medtog til gengald udvalgsaksiomet, sa spgrgsmalet
om konsistens var ikke afklaret. Herbert Mehrtens [Meh], der ikke me-
ner, at paradokserne er en vasentlig drivkraft, skriver, (om den “pro-
duktive videnskab”):

“Die Antinomien sind fir diese Art Wissenschaft nur ein
Randproblem...” (”Antinomierne er for denne slags viden-
skab kun et randproblem”)

og citerer Gregory Moore:

“..for Zermelo the paradozes were an inessential obstacle
to be disposed of with as little fuss as possible.”

Det er dog verd at bemerke, at skent Zermelos og andre matematike-
res hensigt muligvis udelukkende var at slippe af med paradokserne, sa
var konsekvensen af deres anstrengelser en videre udvikling af meang-
delaeren.
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Hausdorffs paradoks

Skent mange havde kritiseret udvalgsaksiomet og nogle frygtede, at
det kunne fgre til modsigelser, sa var der ikke fgr 1914 noget belag
for en sddan inkonsistens. I 1914 dukkede sd noget op, der tilsyne-
ladende var et uafviseligt vidnesbyrd mod udvalgsaksiomet, nemlig
Hausdorffs paradoks. Hausdorff selv regnede dog ikke pa nogen made
sit paradoks som underminerende for udvalgsaksiomet, som han fuldt
ud accepterede, faktisk regnede han slet ikke sin konstruktion for pa- .
radoksal [Moo), og omtaler det heller ikke som et paradoks i sin artikel
[Hau] 1914. Derimod mente han, at hans teorem, som han kaldte det,
afgjorde Lebesgues malproblem pa den made, at det modbeviste eksi-
stensen af en lgsning til dette [Moo]. Dette malproblem er fremsat af
Henri Lebesgue (1875 - 1941) i hans afhandling fra 1902, omhandlende
malbarhed og integrabilitet. Han formulerede problemet som: Der sg-
ges en funktion m, sadan at for enhver begreenset delmeengde A, af R",
~er m(A) et ikke-negativt reelt tal, der opfylder folgende tre betingelser:

(i) m(A)er pvositiv for en eller anden mangde A.
(i1} Kongruente mengder har samme mal.

(iii) Malet for teelleligt mange disjunkte maengder er summen af mélene
for disse maengder (Tellelig additivitet).

For at lgse problemet introducerede Lebesgue de malelige mangder,
senere kaldet de Lebesgue-malelige, som er en samling af mangder i
R™, der opfylder ovennavnte punkter. Samtidig erkendte han, at de
malelige meengder muligvis ikke udgjorde alle begransede delmangder
af R", og derfor ikke helt loste hans malproblem [Moo s 69]. 1 1905
demonstrerede Giuseppe Vitali ved hjlp af udvalgsaksiomet eksisten-
sen af delmengder af R der ikke er Lebesgue-malelige, hvilket viste,
at Lebesgues maldefinition ikke var en lgsning til malproblemet. Le-
besgue anerkendte dog ikke resultatet, men valgte i stedet at forkaste
udvalgsaksiomet [Moo s 100].

Hausdorff bemarkede i sin bog fra 1914, at Lebesgues definition af mal
ikke tillagde enhver begranset delmangde et mal, og derfor ikke gav
en lgsning pa malproblemet, hvorefter han udfra udvalgsaksiomet viste,
at der ikke eksisterer nogen lasning til malproblemet i R" [Moo s 186].
Som fer nevnt anerkendte Lebesgue pa den anden side ikke eksistensen
af ikke-malelige meengder i R". Maske meget naturligt i betragtning af,
at det afviser hans malproblem som uleseligt. Selv mente han, at der
stadig var mulighed for en definition af mal, der ville lese problemet.
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Hausdorffs pointe var dog, at han i sit bevis ikke benyttede nogen
specifik mal-definition, f.eks. Lebesgues, men kun punkterne (i) til (iii),
sa resultatet holder, uanset hvilken definition af mal der anvendes.

Dernaest undersggte Hausdorfl, om der muligvis ville vaere en lgsning til
malproblemet, hvis betingelsen, (iii), om tallelig additivitet blev svaek-
ket til et krav om endelig additivitet. Han néede frem til, at for R®
og hgjere dimensioner éksisterede der ingen lgsning. Specielt demon-
strerede han, ved hjelp af det der senere blev kendt som Hausdorffs
paradoks, at der ikke var nogen lgsning for R?, da det ville medfere
det geometrisk paradoksale, at isometrier ikke er malbevarende. Haus-
dorff viste derimod ikke, om der udfra disse svaekkede betingelser var
en lpsning til malproblemet i det en- og todimensionale euklidske rum.

Hausdorffs paradoks farte omtrent et tiar senere til et, ifslge [Moo s
284], endnu mindre plausibelt resultat, nemlig Banach-Tarskis para-
doks. Stefan Banach (1892 - 1945) var oprindelig interesseret i at af-
gore, om der eksisterede en losning til Hausdorffs svakkede udgave af
Lebesgues malproblem, for de to resterende dimensioner. Han fandt ved
anvendelse af udvalgsaksiomet frem til, at det gjorde der! Derefter ka-
stede han sig over hvilke konsekvenser Hausdorfls paradoks havde i R®.
Omtrent samtidig med Alfred Tarski, men i gvrigt uafhangigt af denne,
fandt han frem til, at 1 R", for n > 3, er ethvert par n-dimensionale
begransede meengder med ikke-tomt indre nakvivalente, dvs. delings-
ens. Banach og Tarski udgav sammen en artikel om dette resultat,
hvor de observerede, at det medferte, at ethvert par af kugleoverflader
med forskellig radius, eller hvilkesomhelst to polyedre, er n-aekvivalente.
Iiglge Gregory Moore bliver fulgende konsekvens af dette resultat, af
senere matematikere, beskrevet som Banach-Tarskis paradoks:

“A sphere of radius r can be decomposed into a finite num-
ber of pieces and reassembled into two spheres of radius r.”
[Moo s 285]

Den fegrste til at karakterisere Hausdorffs konstruktion som et para-
doks, var Emile Borel (1871 - 1956), der var ret sikker pa at paradokset
skyldtes udvalgsaksiomet. Borel havde siden udvalgsaksiomets frem-
komst varet modstander af dets anerkendelse, og regnede nu sine tj
ars modstand for retfeerdiggjorte, og mente, at det nu var verificeret,
at anvendelse af udvalgsaksiomet fgrte til en modstrid, og derfor matte
alle indse dets ulogiske og upracise karakter. Hausdorfl var dog ikke
enig: Kilden til paradokset er enten udvalgsaksiomet eller eksistensen
af en lgsning til Lebesgues malproblem, og Hausdorff valgte at afvise
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sidstnzvnte [Moo p 188]. Hausdorffs paradoks lgste altsd ikke striden

om anerkendelse af udvalgsaksiomet, men intensiverede den snarere,

ved at blive brugt af begge sider som stotte for deres synspunkt. 11929
foreslog Von Neuman pa baggrund af Banach-Tarskis paradoks en langt
mere generel lpsning af malproblemet.

Det bgr navnes at vi ikke har sat os nzrmere ind i malteori, men blot
refererer de konsekvenser Hausdorffs paradoks har haft for udviklingen
af denne.

Sammenfatning

Generelt kan siges, at de forste paradokser indenfor maengdelare forte
til savel en opstramning som en videreudvikling af begreber indenfor
mangdeleren, resulterende i aksiomatiseringen af Cantors naive mang-
delzere. Hausdorffs paradoks var, udover brandstof til debatten om
udvalgsaksiomets anerkendelse, en vaesentlig drivkraft i udviklingen in-
denfor malteori. Desuden har det, nok pa grund af sin staerkt paradok-
sale karakter, i hpjere grad end et bevis virket som inspirationskilde for
matematikere, der har vearet interesserede i at undersege eksemplets
konsekvenser og rakkevidde. A
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Kapitel 4

‘Diskussion

4.1 Patologicitet

Vi vil i dette afsnit fgrst traekke de egenskaber op, som vi har noteret os
om de enkelte eksemplers patologicitet. Derefter vil vi soge at udtrakke
nogle fzlles karakteristiske traek, samt diskutere hvori forskellighederne
bestar. ’ I

4.1.1 Opsummering

Claus’ funktion, se afsnit 3.1, viste sig at have to kontraintuitive aspek-
ter. For det forste bererte den begrebet punktvis kontinuitet. Det viste
sig, at forestillingen om begrebet kontinuitet er sa bundet til funktioner,
hvis graf er en sammenhangende kurve i planen, at den ikke daekker alle
konsekvenser af begrebet punktvis kontinuitet. For det andet er begre-
‘bet Riemann-integrabilitet knyttet til forestillingen om arealer under
sammenhangende kurver, hvorfor det virker meerkeligt, at integralet
for Claus’ funktion kan tilskrives en verdi.

I eksemplet Weierstrass’ funktion, se afsnit 3.2, er baggrunden for det
forste patologiske trek, ligeledes for snavre forestillinger knyttet til
grafen for en kontinuert funktion som en stykkevis glat kurve. Et andet
kontraintuitivt aspekt er, at en uniformt konvergent raekke af uendeligt
ofte differentiable funktioner kan have en graensefunktion, som ikke er
differentiabel nogetsteds. Dette aspekt er ogsa knyttet til et geometrisk
billede, nemlig en ¢-slange.

Peanos kurve i afsnit 3.3 er patologisk derved, at den laver en uventet
kobling imellem linien og planen, som steder til en intuitiv opfattelse

3
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_af dimensionsbegrebet. Man kan sige, at det dels er mulighederne i, at-
linien og planen har samme kardinalitet (som vist af Cantor), og dels
reekkevidden af begrebet kontinuert kurve, som man ikke har erkendt pa

_forhdnd. Man regner simpelthen ikke med, at billedet af en kontinuert
kurve kan have-et areal, heller ikke selvom kurven er uendelig lang.

Ved fgrste bekendtskab med Hamels funktion i afsnit 3.4 er det umiddel-
bart- patologiske, at den er additiv uden at vere kontinuert, hvis man
i det hele taget har gjort sig forestillinger om det i forvejen. Under
arbejdet med den bliver man mere bekymret over et andet patologisk
traek, nemlig at der kan eksistere en funktion hvis graf er tat i planen.

Cantors mengde i afsnit 3.5 adskiller sig fra de andre eksempler dels
ved, at den er i besiddelse af en hel rakke patologiske traek, dels ved at
den begrebsopfattelse den stgder ikke er sa grundlaeggende geometrisk-
fysisk baseret.

De mest patologiske traek ved savel Hausdorfls som Banach-Tarskis
paradoks i afsnit 3.6 er, at de virker paradoksale i forhold til en grund-
leggende fysisk-geometrisk opfattelse af areal og en intuitiv opfattelse
af flytninger i rummet. Det er muligvis fordi, begreberne areal og flyt-
ning er sa empirisk grundfastet, at paradokserne, selv efter at man har
arbejdet med dem, stadig virker patologiske.

4.1.2 Feellestraek og forskelligheder ved eksemp-
lerne

Man kan notere, at det for alle eksemplerne galder, at de ikke kan
udledes alene ud fra kendskab til de patologiske egenskaber. Man kan
for eksempel ikke, udfra oplysninger om at f(a) skal vaere kontinuert og
intetsteds differentiabel, umiddelbart udlede en funktion, som opfvlder
dette. Det vil sige at for at konstruere eksemplerne, skal man i alle
tilfelde fa en temmelig god ide. Det er blandt andet dette forhold, som
vi prgver at indkredse med vores krav om kompleksitet 1 afsnit 2.4.

Men kompleksiteten ligger ogsa i, at selve konstruktionen af de objek-
ter, som udger patologierne, er indviklet. Vi har saledes bemarket, at
i alle konstruktionerne, panar Weierstrass’ og til dels Claus’ funktion,
indgar et led, hvor man eksplicit eller ved hjalp af udvalgsaksiomet op-
deler en mangde efter en maerkelig regel. For eksempel kan vi navne
konstruktionen af Peanos kurve, hvor man definerer de enkelte led i
kurvefolgen ved at blive ved med at underinddele bade enhedsinter-
vallet og enhedskvadratet efter en speciel regel, eller konstruktionen af
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Hamel-basen hvor man inddeler de reelle tal efter en seerdeles underlig
regel. Det er naturligvis ikke en egenskab som er speciel for patologiske
eksempler alene, men det er en egenskab, som ikke alle matematiske ek-
sempler har. Man skal altsa finde pa noget underligt, for at lave noget
underligt.

Alle eksemplerne kan prasenteres ved at fremhave to eller flére egen-
skaber, som intuitivt set er i modstrid med hverandre. Alle eksemplerne
anfagter et geometrisk billede, pa den made at det geometriske billede
viser sig at vaere utilstrakkeligt. Vi kan konkludere, at vi ikke har set
nogle patologier, der ikke strider imod en form for geometrisk intui-
tion. Vi mener séledes ikke, at Cantor- maengden har vist sig at vare
anderledes end de andre eksempler med hensyn til den made, hvorpa
den virker kontraintuitiv.

Af de 6 eksempler, som vi har kigget pa, har vi personligt haft sveerest
ved at acceptere og forstd Hausdorfls paradoks. Dette paradoks ad-
skiller sig fra de andre patologier ved at sa tvivl om nogle mere basale

begreber end de andre. Begreberne isometri i R*, kugleoverflade og -

areal er den type begreber, som vi i kapitel 2 benzvnte empirisk ba-

serede begreber. Disse begreber introduceres med direkte reference til

en fysisk virkelighed, og vi forventer derfor, at vi ikke kan blive snydt
pa dette omrade. Nar vi derimod ser pa Cantor-mengden eller for
eksempel Wejerstrass’ funktion, er de patologiske egenskaber af mere
abstrakt karakter. Derfor har vi lettere ved at tage disse eksempler til
efterretning. Man bliver afklaret om nogle begrebers raeekkevidde, og
forsyner dem med et advarselsskilt.

Mange af de aspekter, som vi har diskuteret under overskriften patolo-
giske egenskaber bade i rapporten og under projektarbejdet, har varet
af psykologisk art. Vi tror, at der kunne blive et spazndende og svart
projekt ud af at undersgge patologiske eksempler ud fra denne synsvin-
kel. Vi forestiller os faktisk, at patologiske eksempler kunne vare et
middel til at underspge, hvad matematisk intuition er, i og med at de
netop udpeger, hvor intuitionens granser gar.
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4.2 Diskussion af eksemplernes histori-
ske betydning

4.2.1 Opsummering af eksemplernes historiske
betydning

2.1 beskrev vi tre udviklingsforlgb, som viforestillede os, at et patolo-
gisk eksempel kunne indga i. Vi vil nu diskutere hypoteserne i forhold
til de gennemgaede eksempler. Hvor meget vi kan konkludere, om ek-
semplernes historiske betydning afhanger selvfplgelig af, hvor detaljeret
vi har veeret istand til at beskrive deres historie. Det er sandsynligt, at
yderligere underspgelse af iser Cantor-mengdens og maske ogsa Claus’
funktions historie ville have afsleret, at ogsa de har en velbeskrevet
historie. I det fglgende har vi derfor koncentreret os mest om de ek-
“sempler, som er velbeskrevne i projektet, mens vi undgar at konkludere
alt for meget om den historiske betydning af de mindre velbeskrevne
eksempler.

Eksemplet medfgrer udvikling af ny teori, modificering eller
udvidelse af teorien

Alle eksemplerne i projektet mener vi har haft en betydning for udvik-
ling af ny teori.

Der er blevet forsket videre i parametervardierne for Weierstrass’ funk-
tion, og andre matematikere f.eks. van der Waerden er blevet inspireret
af eksemplet til at lave tilsvarende konstruktioner. Weierstrass’ funk-
tion synes dog at have haft ret lille betydning for ny teoriudvikling i
forhold til de andre velbeskrevne eksempler i projektet.

Cantor-mangden og en funktion med samme egenskaber som Claus’
funktion har formodentligt haft betydning for udviklingen af henholds-
vis topologien og integralebegrebet.

Tre af eksemplerne Peanos kurve, Hamels funktion og Hausdorffs para-
doks har vearet direkte medvirkende til udviklingen af ny teori.

Peanos kurve fremkom midt i en diskussion om invariansen af dimen-
sionsbegrebet og var med til at intensivere denne. Den gav endnu et
argument for ngdvendigheden af et bevis for umuligheden af bijektive,
kontinuerte afbildninger mellem rum af forskellig dimension. Peanos
kurve var direkte arsag til overvejelser omkring og nye definitioner af
kurvebegrebet, idet man ikke onskede, at en kurve skulle have et areal.
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For at lgse de problemer bl.a. Peanos kurve rejste var det ngdven-
digt for matematikerne at indfere en rakke topologiske grundbegreber.
Herved ma Peanos kurve siges at have medvirket til grundleeggelsen af
topologien. , :

Der blev forsket videre i Hamels funktion og Hamel-baser ihvertfald
frem til 1942. Interessen drejede sig specielt om, at Hamels funktion
er en ikke malelig funktion, og hvilke krav der skulle stilles til en ad-
ditiv funktion for, at den er kontinuert. Hamels funktion havde en vis
betydning for definitionen af vektorrum, men hvordan den helt ngjag-
tigt har indvirket historisk, har vi ikke basis for at konkludere. Givet
er det dog, at hvis der ikke havde eksisteret diskontinuerte, additive
funktioner havde aksiomerne for vektorrum set anderledes ud.

Hausdorffs paradoks havde betydning for udviklingen af malteorien.
Da vi ikke har overblik over hele denne udvikling, kan vi ikke udtale os
preecist om, hvor stor denne betydning har veaeret. Udfra de historiske
kilder mener vi dog at kunne konkludere, at det har haft en vasentlig
betydning. .

Eksemplet fgrer til forkastelse af et begreb eller en teori

Da vi formulerede denne ‘hypotese, forestillede vi os, at-et eksempel _
kunne have medfort forkastelse af en teori af en vis sterrelse bestaende .
af et antal definitioner og setninger. Dette er der dog ingen af de
gennemgaede eksempler, der har gjort, idet de ikke har afsleret in--
konsistenser i de teorier, de er en del af. En forklaring pa, at denne
hypotese ikke er blevet bekraftet, kunne vere, at en teori, der bliver
forkastet, hurtigt bliver glemt, og med denne det patologiske eksempel
som har fert til forkastelsen.

Til gengald har nogle af eksemﬁlerne spillet en rolle for afvisningen af
matematiske satninger.

Weierstrass’ funktion medferte opgivelse af saetningen, der siger at kon-
tinuerte funktioner er differentiable panzr i en endelig meaengde af punk-
ter. Der var gennem det nittende arhundrede en lgbende diskussion om
rigtigheden af denne satning, som blev afsluttet med Weierstrass’ ek-
sempel.

Hausdorfls paradoks indgik i en mere kompliceret matematisk diskus-
sion-end Weierstrass’ funktion, hvor paradokset havde betydning for
polemikken om udvalgsaksiomets anerkendelse, da konstruktionen ikke
er mulig uden dette aksiom. Nogle matematikere sa paradokset, som
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argument for at der ikke eksisterede en lgsning til Hausdorffs svaekkede
version af Lebesgues malproblem, mens andre mente, at nar et sadant
paradoks var muligt matte udvalgsaksiomet forkastes. Man kan ikke
finde en generel lgsning til Lebesgues malproblem, mens det siden er
blevet vist af Kurt Gddel, at tilfgjelsen af udvalgsaksiomet ikke gor
mengdelaren inkonsistent.

Eksemplet bliver stiende uden at have nogen effekt pa den
teori det omhandler

Denne hypotese skulle oprindeligt indfange de patologiske eksempler,
som slet ikke har haft nogen paviselig indflydelse p& den bagvedliggende
teori. Hypotesen er dog ikke blevet bekraftet i projektet, idet alle eks-
emplerne i projektet i storre eller mindre grad har haft en betydning.
Dette kan maske forklares ved, at vi har beskeftiget os med kendte
- eksempler, som netop er blevet kendte, pga. de har haft en betydning.
Hypotesen virkede rimelig i starten af projektarbejdet, fordi vi for ek-
sempel i lang tid ikke kunne finde nogen historiske kilder, som omtalte
Peanos kurve.

4.2.2 Arsager til historisk betydhing

Det er kendetegnende for vores eksempler, at de ved deres fremkomst
har indgaet i diskussioner i matematiksamfundet. Alle de velbeskrevne
eksempler i projektet har gjort dette, men pa forskellig made.

Weierstrass’ konstruerede sit eksempel med specielt henblik pa at af-
slutte debatten omkring kontinuitet og differentiabilitet. Vi vil haevde,
at det netop var det kontraintuitive element i eksemplet, dvs. mod-
striden med de geometriske forestillinger af kontinuerte funktioner der
var veletablerede i matematiksamfundet, som isaer vakte opsigt. Med
andre ord er en vasentlig arsag til, at Weierstrass’ eksempel er blevet
beremt, det patologiske i eksemplet.

Hausdorff havde ligeledes en bagtanke med sit paradoks, nemlig at
demonstere eksplicit at det ikke kan lade sig gore at definere et mal i
R3, som opfylder betingelserne i Lebesgues malproblem. Diskussionen
omkring malproblemet var dog sa kompliceret og indadt, at Hausdorffs
paradoks ikke formaede at afslutte denne diskussion. Men igen vakte
eksemplet serlig opsigt, pga. at det opfattedes som paradoksalt af
datidens matematikere.
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Om Peano havde en speciel hensigt med sin kurve, har vi ikke belaeg
for at konkludere. Til gengeld virkede kurven saerdeles kontraintuitiv
pa det meste at matematiksamfundet, hvilket bl.a. Jordans uvillighed
til at acceptere kurven viser.

Den pointe, vi gerne vil have frem, er, at eksemplerne pga. deres kon-
traintuitive egenskaber tvang matematiksamfundet til at revidere ba-
sale forestillinger om matematiske begreber, hvilket gjorde, at de fik en
betydning, og stadig er velkendte idag.

I eksemplerne Weierstrass’ funktion og Hausdorffs paradoks si vi, at
den kontraintuitive pointe kunne repraesenteres ved forskellige matema-
tiske objekter. Pointen ved Hausdorffs paradoks bliver ligesa godt om
ikke bedre illustreret ved Banach-Tarskis paradoks. Hvilket objekt den
kontraintuitive pointe er reprasenteret ved, mener vi ikke, har nogen
indflydelse pa, hvorvidt eksemplet far en historisk betydning.

Vi har'set at eksemplerne er blevet taget op af andre matematikere end
deres konstrukterer. Dette kan vi se to forskellige arsager til . Enten
er der tale om et gnske om at forbedre eksemplernes argumentations-
veerdi, eller ogsa er der mere tale om at eksemplerne har en interesse
i sig selv. Som et klart eksempel pa det fgrste kan naevnes Hilberts
opfglgning af Peanos artikel. Den anden drivkraft er sveerere at pavise,
og vil i almindelighed kreaeve en dybere og mere kildener underspgelse
end den vi har foretaget. Vi mener dog at Hardys arbejde med Weier-
strass’ funktion. klart falder i denne kategori, da det blev foretaget pa
et tidspunkt, hvor Weierstrass' funktion var anerkendt som argument.

De patologiske eksempler vi har undersggt har altsa virket pa to mader.
Ferst er de brugt som et modeksempel eller et argument i en specifik
matematisk debat. Senere har de veeret en kilde til inspiration for andet
arbejde, hvor man har taget fat pa at rette op pa mangler i eksemplet,
enten ved at lave en simplere konstruktion eller ved at finde andre der
kan det samme.

4.2.3 Generalisering

I projektet har vi kun gennemgaet 6 eksempler. Spergsmalet er nu
hvorvidt de konklusioner, vi har lavet, lader sig generalisere til andre
matematiske omrader. Vi har i det ovenstaende papeget en mekanisme,
nemlig at nér eksistensen af et matematisk objekt virker kontraintui-
tivt, far det ekstra betydning. Der er ingen grund til at tro, at denne
mekanisme er speciel for analysen og den generelle topologi. Sa vi tror
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derfor, at man vil kunne genfinde mgnsteret indenfor andre grene af ma-
tematikken. Det er dog ikke sikkert, at man indenfor mere abstrakte
matematiske omrader har ligesa grundfestede forestillinger at basere
sin intuition pa.

At overveje, hvor vasentlig en drivkraft patologiske eksempler er for
udviklingen af matematikken, kraver i virkeligheden et stgrre overblik
end vi har. Vi synes dog, at vi har set, at patologiske eksempler op-
treeder i mange centrale debatter i den periode, vi har beskaftiget os
med. : . :

4.3 Konklusion

I problemformuleringen stillede vi to spergsmal om de patologiske ek-
sempler. Forst spurgte vi om, hvilke former for betydning de patologi-
ske eksempler havde haft matematikkens udvikling. Disse betydninger
delte vi i tre og fandt, at alle eksemplerne kunne siges at falde ind under
det fgrste punkt, nemlig at have haft betydning for udviklingen af ny
teori. Vores andet punkt var, om eksemplet havde fgrt til forkastelse
af et begreb eller en teori. Dette modererede vi senere til afvisning
af matematiske satninger, og fandt at bade Weierstrass’ funktion og
Hausdorfls paradoks havde haft denne slags betydning. Vores sidste
punkt var, om eksemplet var blevet stdende uden at have haft nogen
effekt pa den teori, det omhandler. Dette punkt har vi ikke kunnet be-
kraefte, men vi vil heller ikke pa baggrund af disse eksempler afvise det.
Det andet spprgsmal i problemformuleringen var: Hvorfor har patologi-
ske eksempler haft en betydning, dvs hvilke egenskaber ved eksemplerne
gor dem betydningsfulde? Her mener vi, at eksemplerne har faet ekstra
vagt og opmerksomhed pa grund af, at de rykker ved grundlaggende
intuitive forestillinger.

4.3.1 Hvad har vi leert ?

Fgrst og fremmest har vi opnaet en historisk indsigt, som udover kon-
kret viden om analysens og topologiens udvikling, indeholder den er-
kendelse, at matematiksamfundets konsensus, om hvad der er rigtigt,
kan vere forkert. Endvidere har vi ved lesning af artikler leert, at man
ikke kan tage for givet, at publicerede matematiske artikler er fejlfri
eller fuldsteendige. Vi har leert, at studiet af matematikkens historie
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rejser komplicerede metodiske problemer, som vi har haft svert ved at
takle.

Rent fagligt matematisk har vi faet skarpet vores agtpagivenhed over-
for matematiske fejlslutninger, fordi vi under arbejdet med de pato-
logiske eksempler har faet henledt opmeerksomheden pa konsekvenser
af velkendte begreber. Vi har stiftet bekendtskab med ny matematik,
f.eks. generel topologi. Vi har oplevet, at gamle begreber er faldet bedre
pa plads, nar vi har forsggt at klarggre dem for hinanden. Bl.a derfor
har gruppens inhomogenitet snarere vearet en fordel end en ulempe.
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