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Abstrakt.

Teksten falder i to dele. Forste del omhandler kaosteori;
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"There was a story about the quantum theorist w. =
Heisenberg, on his deathbed, declaring that he will
have two questions for God: Why relativity, and why -
turbulence. Heisenberg says, "I really thlnk he may -;
have an answer to the first question".!

(JTames Gleick)

Siden Landau i 1944 forsegte en forklaring pa turbulens,-
er der lobet meget vand i havet. Indenfor de sidste ca.

20 ar, er der adskillige der er kommet med mere plau51b1e
svar pé spergsmalet. Vi narmer os en mere fuldstandig
beskrivelse af naturen. Denne nye beskrivelsemade er
blevet kaldt kaosteori. Det er det, denne rapport handlef
om, : '

Rapporten er lavet pa 2. modul (dybdemodulet) pa fy51k-
uddannelsen pd RUC. Den er resultatet af et forseg pa at
fore teorien ud i praksis igen. Op gennem 1970'erne og i
starten af 1980'erne, har kaosforskningen stort set '
udelukkende drejet sig om matematiske abstraktioner
(Feigenbaum og Mandelbrot). Men der er tale om andet end
matematiske kuriositeter. De seneste &r er der blevet
brugt mange krzfter pa at finde og undersege virkelige
systemer, der opferer sig kaotisk. Til syvende og 51dst
er det jo naturen, det drejer sig om.

——— o ——

Rapporten indeholder

en fortelling om den ramme projektet er blevet til i; de
gvelser IMFUFA udbyder, og hvordan de studerende har

bidraget til dem, samt hvilke forudsatninger jeg vil
stille til leseren.

En historisk gennemgang af kaosteoriens udvikling, om

hvordan den er gdet fra at beskzftige. sig med matematiske
systemer til fysiske. Desuden en kort introduktion til
det system jeg har undersegt, torsionspendulet.
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En teoretisk gennemgang af de vigtigste begreber og
redskaber i kaosforskningen. Kaos fremstillet som orden -

kompliceret orden.

En_gennemgang af det simulerede system, torsionspendulet.
Hvordan paviser man kaos i praksis, hvilke ting fra det
matematiske kaos kan man genfinde, osv.

En kort skitsering af gvelserne og det bidrag jeg er

kommet med: En introducerende video.

Eﬁ'tilbagevénden til;birkelighéaen. Hvadfkan vi brﬁge
kaosteorien til, hvilken betydning har den for os.

Endeliq en kgrselsrapport. Udvalgte kersler, nummereret med
tal, hvorimod figurerne i hovedrapporten er nummereret med
bogstaver.

En tak til....

Peder Voetmann Christiansen
Karin Beyer

Iben Maj Christiansen

Seren Brond

Andy Wiered

Jimmy Staal

og sikkert mange flere..... .o

God forngjelse !

Frank Olsen

2. modul fysik
RUC juni 1989
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INDLEDNING

A. Baggrund

Fysik er et fagomrade, som fa ved sarligt meget om, men. .
som har betydning for de fleste gennem pavirkning af den
teknologiske og samfundsmessige udvikling. Bl.a. for at.
pavirke det forhold har jeg valgt kombinationen fysik/
kommunikation.

I efteraret 1988 og foraret 1989 har jeg forsegt at
integrere begge fag i et stykke faglig formidling. Det er
kun lykkedes i begrznset omfang. Ofte har jeg felt mig
mellem to stole, historiefortzllerens og fagdidaktiker-. .
ens. Derfor er der ikke kommet ét kombineret projekt ud-
af det. g

Mit medieprojekt forseger at beskrive det spandingsfelt,
der eksisterer omkring den faglige formidler. P& den ene
side skal han tage hensyn til en faglighed, og p& den
anden side til en modtager af informationen. Interesse-
rede henvises til rapporten "Kaos pa video", (Christian-
sen og Olsen, 1989).

Fysikprojektet er mere traditionelt; ferst vil jeg
behandle emneomradet, kaosteorierne. Det vil jeg eksem-
plificere med det praktiske arbejde omkring opstillingen
og behandlingen af en dynamisk model for et simpelt
fysisk system, torsionspendulet (en kort introduktion
gives 1 kapitlet "Indledning".

Projektet startede i "Idekatalog.....til de storre
eksperimentelle arbejder i gymnasiet":

IMUFA Roskilde Universitetscenter

Postbox 260, 4000 Roskilde

Indbydelse til gymnasieklasser.

E&z&ghmxtelka"sﬂna gvelser":

Disse eksperimentelle gvelser har en varighed pa ialt 10
timer (incl. bearbejdning af resultater) fordelt pa 2 dage.

Deltagerantallet kan vere 4-8. @velsesvejledning kan
bestilles i forvejen.




10

1) Stoffets tilstandsformer - struktur - dynamik.

Overgangen mellem uordnede (vaske, glas) og ordnede til-

standsformer (krystal). Undersggelse af glasovergangen ved -

differential termisk analyse (afkeglingskurver) med dataop-

samling. Reaktion pd elastiske, termiske og elektriske

pavirkninger.

2) Ikke-linexr dynamik, eller eksperimentelt kaos.

En rekke simple forsog med mekaniske, elektriske og visco- ’ .

elastiske systemer; der udviser kaotisk adfzrd. Metoder til
dataopsamling og simulation.

Et besgg bedes aftalt i god tid.

Kontaktperson: Peder Voetmann Christiansen, IMUFA
Tif.: 02 75 11, lokal 2478

(Ahlgren m.fl., 1988, s. 136-7)

I starten af efterarssemestret 1988 var vi 4 studerende,
der gik 1 gang med opstilling, udmdling og simulation af
disse eksperimenter. Omkring arsskiftet skiltes vore
veje. Jeg gik i gang med at lave en video, som skulle
introducere til disse forseg, mens de tre andre, Se¢ren
Brend, Jimmy Staal og Andy Wiered, arbejdede videre med
andre forseg og med at udarbejde lzrebogsmateriale,
forsegsvejledninger, osv. (Brend m.fl., 1989b).

Samarbejdet med de tre andre fysikstuderende har bestdet
i opstilling og modellering af torsionspendulet og
diskussion af resultater specielt og af kaos generelt. De
resultater, jeg vil redeggre for i denne projektrapport,
ma jeg selv tage ansvaret for.

Jeg vil senere (i kapitlet "Elevegvelserne") komme nzrmere

ind pa, hvordan videoen skal indgd i gymnasieelevernes .
forleb med kaos, ligesom jeg kort vil skitsere indholdet

i evelserne. Videoen skal ses som et stykke konkret

faglig formidling, ganske som larebogsmaterialet.

B. Forudsaztninger

Det er min intention at give en kort, generel introduk-
tion til kaosteorien. Malgruppen er den fysikkyndige, der
endnu (!) ikke har stiftet bekendtskab med teorien. jeg
har ikke til sinds at nd ud i alle kroge, men alligevel
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give en teoretisk baseret ide om kaos som kompleks-ordeﬁ}
Ved at inddrage torsionspendulet som eksempel, -skulle '
ideen ogsa gerne blive hdndgribelig.

I det folgende vil jeg altsd forudseztte en del fysisk
viden hos l&seren. Det handler fx om almindelige lineare
dynamiske systemer og deres opforsel, om konservative og
dissipative systemer, differentialligninger, transienter
og Hamiltonformalisme. Altsd emner, der ligger ud over
gymnasielt niveau. For en mere grundlzggende gennemgang
kan jeg henvise til Seren, Andy og Jimmys speciale (Brend
m.fl., 1989%a), og de indledende kapitler i Thompson og
Stewart (1986). Den lage laser vil jeg henvise til James
Gleicks bog "Kaos" (1989), som giver en medrivende
skildring af kaosteorien og dens bagmand. Jeg kan varmt
anbefale den. o

Fraktaler er et vigtigt omrade af kaosteorien. Jeg vil
ikke behandle det narmere, men forudsztte nogen kendskab
til omradet. Jeg kan henvise til Jakobsen (1989) og
Peitgen & Richter (1986).

Desuden regner jeg med, at man har set 'figentrzet' (fx fig.
9) fer, og ikke bliver overrasket over, at systemet
ferst har en periodefordoblingskaskade.

Modsztningen til de lineare systemer er de ikke-linezre,
som altsd afhznger ikke-lineart af mindst en af de
indgdende variable. Et eksempel kunne vare Helmholtz'
oscillator (1870): .

(d2x/dt2) + g*(dx/dt) + x + x2 = A*cos(w*t),

hvor x altsa indgdr ikke-lineart. Ligningssystemet er
introduceret til at modellere 'hammerens' opforsel i det
menneskelige ogre.




HVORFOR KAOSTEORI

A. Udsigelseskraft

Ideen med denne rapport er at give et indtryk af og et
eksempel pa;-hvad kaos kan va&re. Ideen kaos har:varet
genstand for:megen omtale i medierne. Desvarre af og til
sa populart, at et misbrug ligger lige for: "Ha! Man kan
ikke sige noget om noget som helst®. Afmagten overfor
teknologi og eksperter resulterer i et behov for begrun-
det afvisning. "Opgeret med den rette linies tyranni" -
eller hvad med udenadslzren: Danmarks kystlinie er sa
lang som vi vil, osv. Hvis man aldrig har forstdet det
grundlag, beslutningerne er blevet taget pa, kommer
kaosteorien til at legitimere en afvisning, nar den
udlegges som, at det kan man heller ikke.

For mig at se betyder kaosteorien det stik modsatte,
nemlig at videnskabsfolk nu kan sige endnu mere om
verden! De har manglet nogle redskaber til at beskrive
store dele af virkeligheden, men dem er de ved at udvikle
nu.

Samtidig er der sket et brud i deres opfattelse af,
hvordan verden ser ud. Og de har faet et nyt syn pa
hvordan forskellige systemer kan opfere sig. De har
fundet ud af, at virkeligheden er kaotisk. Men jeg vil
forst beskrive, hvordan det hele begyndte,1

B. Historisk udvikling

Det begyndte omkring arhundredeskiftet med den franske
fysiker, matematiker og topolog Henri Poincaré (1854-
1912) . Han undersggte de topologiske egenskaber af
dynamiske sytemers trajektorier i faserummet?. Poincarés

1 Kilderne til de historiske facts er bl.a. Gleick
(1988), Lundgvist (1988), Milloni m.fl. (1987), Sparrow
(1982) og Thompson & Stewart (1986).

2 Topologien studerer, hvad der forbliver uforandret
under forskellige afbildninger - altsd en kvalitativ
undersegelse frem for en kvantitativ.
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arbejde blev videreudviklet af G. . D. Birkhoff (1884-  -°
1944), og op gennem arhundredet kommer der f&, spredte -
bidrag (fx Liapunov i 30'erne, Peixoto (1962), Smale
(1963)), som bagefter 'passer ind' i puslespillet.

Sidelebende med det undersgger en del forskere faktisk
‘ikke-lineare ligningssystemer. Mest kendt er nok Duffing
(1918) og Rayleigh-Van der Pol (1896/1927).

Birkhoff havde en elev, som senere skulle vise sig at fa
stor betydning for udviklingen af kaosteorierne, nemlig

E. N. Lorenz. Meteorologen Lorenz publicerede i 1963 den
forste artikel, som omhandlede det, der senere blev kaldt
kaos. Desvarre blev den publiceret i et meteorologisk
tidsskrift, sd der var ingen udenfor meteorologkredse,

der bemzrkede den (Lorenz, 1963).

Senere fik "Lorenz-attraktoren" nazsten for stor opmerk-
somhed. Lorenz' ligningssystem kom fra en idealiseret
matematisk model af termisk drevet vaske-konvektion
(cylindrisk konvektions-rulle), men for de parametre, han
benyttede sig af, gav modellen ingen fysisk mening for
vaeskestrgomninger. Sa der er blevet brugt mange krafter pa
at finde virkelige systemer, hvor ligningssystemet
passer. Et eksempel er "Lorenz-vandhjulet" (Sparrow,
1982). R

Allerede i 1961 havde Lorenz set, hvor stor betydning
udgangsbetingelserne kan have for et system. Han havde
lavet en model for, hvordan vejret over USA burde opfoere
sig. Sammen med sine kolleger morede han sig med at lave
computersimulationer af den. Modellen var forholdsvis '
simpel (8 differentialligninger), men kunne alligevel
modellere skiftende vindretninger, osv. Pa et tidspunkt
ville han lave en kersel, som begyndte 'midt i' en
tidligere. Han tog de vardier, som computeren havde
skrevet ud, og tastede dem ind som startbetingelser for
den nye korsel. Han havde ikke tankt pa, at det kunne
have nogen betydning, at computeren regnede med flere
cifre (6 efter kommaet), end den skrev ud (3 efter
kommaet) .

"There's a convergence in the way things work, and
arbitrarily small influences don't blow up to have
arbitrarily large effects." Winfree.

Efter kort tid afveg den nye kersel fra den gamle. Lorenz
indsa, at meteorologiske forudsigelser aldrig ville blive
gode over lazngere tid. Pa fig. 1 er to tilsvarende
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korsler fra simulationen af torsionspendulet. Forskellen
pa udgangsbetingelserne er 1/1000000 af en radian!

Det er feorst op i 1970'erne, at der rigtig kommer gang i
kaosforskningen. Grunden er ligesd simpel, som den er
symptomatisk for samfundsudviklingen; det er ferst med
udbredelsen af de smd billige computere, pc'erne, at man
fir det nedvendige redskab til kaosforskningen. Compu-
teren er for kaosforskeren, hvad hammer og mejsel er for
billedhuggeren. . - . .

Nar computeren er blevet si udbredt, betyder det ogsa, at
mange forskellige mennesker bruger dem, pd mange forskel-
lige mader. Computeren er et stykke legetoj, der skal
underseges - hvad kan det?

James Gleick, videnskabsjournalist, har sagt, at der er
tre arsager til kaosforskningens opstden :

"For det forste er vi bl.a. pa grund af den grenne
belge begyndt at sztte pris pa den vilde natur, det
der ikke kan rubriceres eller reduceres til sine
mindste bestanddele. For det andet bliver vi nu
dagligt gennem medierne prasenteret for helhedsbil-
leder af verden pad mange forskellige niveauer. 0Og
endelig ma det navnes, at videnskabsmazndene er
begyndt at bruge computerne pd en made, der ikke

- var forudset. Meningen var, at de skulle bruges til
at le¢se konkrete opgaver. I stedet er folk begyndt
at lege med dem: Hvad ville der ske, hvis vi gjorde
sddan eller sddan. Det satter skub i fantasien."
(Information 25-4-1989)

Der gar altsa hul pd bylden i 1970°’erne, og det er to
personligheder, der sztter det hele i gang: Feigenbaum og
Mandelbrot. Feigenbaum er forst og fremmest kendt for at
arbejde med den diskrete logistiske ligning, og Mandel-
brot opdager fraktalerne.

Begge bliver de beskrevet som outsidere i den videnskabe-
lige verden, og Mandelbrot er ogsd kendt for sin insi-
sterende ubeskedenhed. Men som Gleick skriver, "the face
of genius need not always wear an Einstein's saintlike
mien".

Men der er ogsa andre bidrag, fx leder Ruelle og Takens
efter 'Landau-frekvenser' ved overgang til turbulens, men
finder ikke flere end to, hejst tre.
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Betegnelsen 'kaos' bliver introduceret af James Yorké~i ‘
1975, men vinder ikke almindelig akcept straks. Ordet er:.
tydeligvis for populert' '

Hvor man for kunne sige, at det lineazre blev forfordelt
ma man nu sige, at det ikke-linezre har fdet sin plads, i
hvert fald pa de hgjere lareanstalter.

C. Kompliceret?

Nar fysikere og matematikere har opponeret mod betegnel-
sen 'kaos', er det fordi ordet har nogle uheldige konno-
tationer. Nar vi siger, at noget er kaotisk, mener vi somn
regel, at det er uordnet. Og det fznomen, vi vil be-
skrive, er ikke uordnet, det er ikke totalt tilfaldigt. -
Det er bare en utrolig kompliceret form for orden. '

Men er den i det hele taget sa kompliceret, er det sa
utroligt svaert at forsta og beskrive? Det kommer helt an
pa, hvilken beskrivelsesmade man anvender!

Hvis vi skal beskrive Mandelbrot-mzngden i szdvanlig
forstand (Euklidsk geometri), kommer vi pa en umulig
opgave. Vi har jo set, hvordan der hele tiden dukker nye
former op, nar vi dykker ind i ma&ngden. En af de fantas-
tiske ting ved fraktaler er netop, at de nasten - og kun
nasten - gentager sig i det uendelige. Sa jo mere vi
forsterrer, jo mere vi regner, jo mere information far
vi. '

Alligevel kan denne uendelige informationsmzngde rummes i
den simple iterative ligning -

¥p+1 = (xp)2 + c,

hvor ¢ og xj er komplekse tal. Pa lignende made ma
naturen gemme pa den information, der skal til for at
opbygge de utrolige former, vi ser. Ud af blot ét =g og
én sazdcelle kommer mennesket.

Forskerne har forsegt at 'eftergere' naturen, f£x har det
veret utroligt populzrt at lave bregner vha tilfeldig-
heder (se fx forsiden af IMFUFA-text nr. 174). Heri
ligger der store muligheder for at komme til at forsta
naturen bedre.

I det hele taget er kaosforskerne kommet med mange forseg
pa at forklare fznomener, man hidtil ikke har kunnet



forklare tilfredsstillende. Jeg vil navne et enkelt:
Jordens skiftende magnetfelt.

Gennem de sidste ca. 76 mill. &r er jordens magnetfelt
vendt (180°) mindst 171 gange (Elvekjar og Degn Nielsen,
1983). Det kan man sige med sikkerhed ved at undersgge
magnetiseringen af den lava, der er strgmmet op pa
havbunden langs oceanryggene. Nar lavaen er gledende, er
den umagnetisk, og nar den sterkner, vil magnetjernstenen
(Fe304) indstille sig efter jordfeltets retning. Ved at
underspge lavaens magnetfelts retning, kan man se, at
jordfeltet har skiftet retnlng

Hidtil har man ikke haft nogen tilfredsstillende forkla-
ring pa fznomenet. Man har mattet antage, at til at
fremkalde en sd stor virkning (zndring af rotationsret-
ning af jordens flydende ydre kerne), md der vare en stor
arsag (fx meteornedslag).

Nu har kaosteorien vist os, at kaotisk opfersel er en
mulighed, og at selv den mindste @#ndring kan fere til
utrolig stor &#ndring af systemets endelige opfersel. Det
er narliggende at tro, at det er tilfazldet her.

Desuden er det et eksempel pa det paradigmebrud, som
kaosteoriens opdukken er. Hidtil har man antaget, at
store virkninger har krazvet store arsager, og det har
udelukket visse typer forklaringer. Jeg vender tilbage
til paradigmeskiftet i kapitlet "Tilbage til virkelig-
heden".

D. Fra matematisk kaos til fysiske systemer

Meget af kaoslitteraturen beskaftiger sig med 'matematisk
kaos'. Ved det forstdr jeg undersegelser af simple
ligningssystemer (1., 2., 3. orden), som enten er fik-
tive, eller udtryk for en hej grad af idealisation af
virkeligheden. Et typisk eksempel kunne vare den logi-
stiske ligning. Tilknytningen til virkeligheden er svag,
om overhovedet eksisterende.l

Man har taget et (eller flere) ligningssystem (-er) og
undersegt det 'til bunds® ved at se pa alle parameterom-
rader. Pa den made har man lart en masse om kaos gene-—

1 Jeg ser her bort fra, at denne slags modeller
faktisk i visse tilfzlde kan give en udmarket beskrivelse
og forudsigelse af virkeligheden.
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relt. Og det har vist sig, at de egenskaber, der karak—v‘
teriserer den kaotiske opfersel, er universelle. De
genfindes i alle mulige systemer. Et eksempel pa dette er
Uedas undersegelser af Duffings ligning, fig M (fx Thompson &
Stewart, 1986). Det har s varet underordnet, om lig-
-ningssystemet havde nogen tllknytnlng til virkelige

systemer.

Men hvis kaos skal vare andet end et matematisk fznomen, -
skal det vise sig i virkelige systemer og i modellerlngen
af samme. Derfor er det vigtigt at pavise og beskeftige
sig med kaos i mere komplicerede, realistiske systemer.
Kaosteorien skulle gerne vise sig at vazre nyttig pa
ingenigrniveau til styring af tekniske systemer. Se fx
Togeby (1988). o

Indtil videre ma vi holde os til simple systemer. Vi kan-
ikke skelne kaos i store, meget komplicerede systemer,
som fx vejret eller styringen af en stor virksomhed. Der
er alt for mange ting, der spiller ind, til at vi kan
skelne arsagerne til fznomenerne fra hinanden.

Det kaos, vi er interesseret i at sige noget om, er i .
virkeligheden et samspil mellem f4 parametre, og er altsa
pd sin vis ret simpelt. Det utrolige er, at det alligevel
kan give anledning til s& indviklet og forskellig opf¢r-
sel.

Et af disse simple, virkelige systemer er torsionspen-
dulet. En stor del af denne rapport handler om simulation
af en realistisk model for dette virkelige, dissipative
fysiske system.

E. Kort introduktion til torsionspendulet

Det linezre torsionspendul er et almindeligt udbredt
svingningssystem med dampning og motor. Det bruges bl.a.
til at illustrere begreber som harmonisk bevagelse,
egenfrekvens og resonans. Se figur A.

Ved at sztte et lod pa skivens rand, tilfgjer man tor-
sionspendulet et ikke-linezrt element (sin u), der kan
gore bevagelsen kaotisk.

Det er muligt at lave dataopsamling direkte fra tor-
sionspendulet vha to potentiometre (ét pa skivens aksel °
og ét pa motorens 'drivarm'), men systemet 'driver'
temmelig meget. Det varste er spzndingen over motoren,
der driver 0.1-0.2 volt. Det betyder, at det kun er
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muligt at se tre slags endelig opforsel: Periodisk
opforsel med perioden en hhv to gange motorens periode
(periode-1 og periode-2), og kaotisk opfersel.

CRVWROPVEO®D
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Figur A: Ikke-lineert torsionspendul.
(her fra Leybold-Heraeus)

En gang er det lykkedes mig at optage en periode-4 pa
video, men den driver straks vk igen - og var det nu
.ikke blot en transient? Sa resultaterne i rapporten
stammer stort set alle fra simulationen af pendulet.

En gruppe studerende pa Kebenhavns Universitet har
arbejdet udelukkende med direkte dataopsamling fra
torsionspendulet (Jensen m.fl., 1989). Vores muligheder
for direkte dataopsamling bestod i starten af almindelige
(x,¥Y)- og (x,t)- skrivere, men er siden blevet udvidet
til opsamling vha potentiometrene. Enten direkte til en
dataskerm (som det ses i videoen), eller til lagring i en
computer (men med meget beskeden kapacitet).




KAOSTEORI HVORDAN

A. Indledning

Hvad er kaos? Ofte bliver kaos defineret negativt, som
det modsatte af orden, og det er ikke alene synd; det er
ogsa forkert. Kaos er en utrolig kompleks form for orden:
I det felgende vil jeg lave et portrzt af denne orden,
som ikke umiddelbart lader sig beskrive i fa korte
setninger. Ikke endnu i hvert fald. Sa det kommer i hoj
grad til at handle om, hvad vi vil forsta ved orden,
hvordan vi kan pavise den, og hvilke udseender den kan
have, '

Forelebig vil jeg sige, at et fysisk system udviser
kaotisk adferd, hvis det aldrig gentager sig selv, og
hvis det er ekstremt folsomt overfor selv meget sma
#ndringer i begyndelsesbetingelserne. Det skal ogsa
navnes, at det er simple systemer, vi snakker om, hvis
bevegelsesligninger vi (let) kan opstille, men ikke lgse
analytisk. Vi beskaftiger os altsd med simple dynamiske
systemer, hvis opforsel er - teoretisk - beregnellg, men
ganske uforudsigeliqg..

B. Orden

Hvad forstdr vi ved orden? Populart vil man sige, at et
system er ordnet, hvis vi har styr pa, hvordan det
opferer sig. Den mest indviklede form for orden, man
hidtil har varet interesseret i at beskrive, har varet
periodisk opfersel. Det har man sa brugt til at (forsege
at) forklare forskellige fenomeners opfersel, fx arbejds-
lgshed. Her snakker man om s&sonudsving, og om noget man
kalder "udsving i de internationale konjunkturer", som
selvfelgelig svinger sammen med nationale konjunkturer,
og hvis man i hovedet skal kombinere alle disse sving-
ninger, kan jeg godt forsta, at man ikke kan fa styr pa
arbejdslesheden.

Ligeledes med fx udsving i berspriser. Nar bershandlere
insisterer pa, at bersprisers svingninger kan opfattes
som sammensat af forskellige periodiske svingninger, er
det fordi, det er den mest komplicerede form for ordnet
opfersel, de kan forestille sigqg.
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Ved orden vil jegl forsta en eller anden form for 'til-
bagevendende opfersel' ("recurrent behavior"). Umiddel-
bart kan det lyde selvimodsigende at pastd, at kaos er en
form for tilbagevendende opfgrsel, nar jeg for sagde, at
et kaotisk system aldrig gentager sig selv. Men som det
vil fremgd, er der alligevel en vis mening i det (i hvert
fald for visse typer kaotisk opfersel). Vi kan tilskrive
systemet en sakaldt kaotisk attraktor (tiltrakker), som
bevagelsen 'holder sig pa'. O0g nar vi kan vare sikre pa
det (mdske bortsetfra transienter), er der-mening i at-
sige, ;at bevagelsen er tilbagevendende. ’

Endnu har man ikke przcist kunnet definere hvilke typer
kaotisk bevagelse, der er kvalificeret som grundliggende
typer af tilbagevendende opfersel ("basic type of recur-
rent behavior"). I det feolgende vil jeg komme narmere ind
pa denne beskrivelse (hvad man vil forlange, dels af
tilbagevendende adfard, dels af en attraktor), men ferst
vil jeg se pa hvilke systemer vi overhovedet er interes-
seret 1i.

Der er ikke almindelig enighed om, hvad man skal benavne
attraktoren for et kaotisk system. I begyndelsen benavnte
man dem 'strange attractors' (introduceret af Ruelle i
1980), maske fordi man aldrig havde set s&dan nogle for.
Efterhanden som man begynder at forstar, hvordan de
dukker op, synes tilnavnet 'strange’ lidt overfledigt, og
man betegner dem nu mest som kaotiske eller fraktale
attraktorer. Som vi senere skal se refererer det fraktale
til deres topologiske struktur. Jeg foretrazkker i denne
forbindelse betegnelsen kaotisk.

C. Verden er ikke linezr; den er ikke-linea®r

Matematikeren Stanislaw Ulam har sagt, at det at kalde
studiet af kaos for "ikke-lineazr videnskab", var som at
kalde zoologi for studiet af "ikke-elefant dyr". Verden
omkring os retfardigger ikke den overvagt, studiet af de
lineare systemer har haft. Grunden har selvfelgelig
veret, at det er de ligningssystemer man (principielt)
kan lose analytisk.

1 Nu og i det folgende inspireret af bl.a. Thompson
& Stewart (1986).
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Det ikke-linezre system, der nok har varet brugt mest tid
pa, er den iterative ligning, som Mitchell Feigenbaum
(re-) lancerede i 1970'erne,

Xpn+1 = T Xp* (1-Xp),

hvor r er en konstant, og 0 < x £ 1. Denne en-dimen-
sionale afbildning kommer fra populationsbiologien, og
blev i 1845 foreslaet af P. F. Verhulst til beskrivelse -
af fluktuationer i populationen af en enkelt art med
ikke-overlappende generationer. Den er kendt som den
(iterative) logistiske ligning. Den og andre vakstmulig-
heder er glimrende behandlet af Kurt Jakobsen (1989).
For forskellige verdier af parameteren r, vil systemet
opfeore sig kaotisk. I iterative systemer er én dimension .-
altsad nok til at opna kaos. ‘

De systemer, jeg har modelleret, har varet kontinuerte,
dissipative systemer med flere dimensioner (én friheds-.
grad, men med fler-dimensionalt tilstandsrum). Som sagt
kan de linexre af slagsen principielt leses, hvilket kun
vil vare tilfzldet for meget fa af de ikke-lineare. Og af
de ikke-line®re vil jeg hovedsageligt komme ind pa dem,
der beskriver periodisk drevne mekaniske oscillatorer,
dvs dem, der kan modelleres ved 2. ordens differential-
ligninger af formen

dx/dt? + f(x,dx/dt) = Fg-sin(w-t).

Resultaterne, jeg kommer frem til, er selvfplgelig ikke

. begrznset til denne type systemer. Funktionen f(x,dx/dt).
bestemmer om systemet er linezrt eller ikke-lineart.
Ikke-lineariteterne falder i to klasser, systemer med
ikke-line®r friktion, G(dx/dt), og oscillatorer med ikke-
linear elastisk kraft, F(x) = -grad V(x), hvor V(x) er
potentialet. Det ikke-lineazre torsionspendul er et
eksempel pa det sidste, altsd en bevagelsesligning af
formen

dzu/dt? + k-du/dt + grad V(u) = A<sin(w-t),
hvor u er vinkeludsvinget. For den linezre oscillator er

F(u) = -k-u, og potentialet V(u) = 1/2-k-u?, fx som
torsionspendulet uden lod. Med lod vil potentialet vare

V(u) = 1/2-k-u? + meg-r-cos(u).

Jeg kommer nzrmere ind pd dette i kapitlet "Torsionspen-
dulet", hvor det ogsa vil vise sig at blive 1idt mere
indviklet, fordi motoren flytter ligevagtspunktet.
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"~ For at fa en komplet kvalitativ forstdelse (et 'portrat')

af systemets mulige opfeorsel, er det nedvendigt og
bekvemt at se pd systemets bevagelse i faserummet. Hele
ovelsen gar ud pa at undersege systemets topologi i
faserummet; hvilke strukturer i faserummet giver bevagel-
sen anledning til. Torsionspendulet har et 3-dimensionelt
faserum, (u,w,p), hvor u er vinkeludsvinget, w er vinkel-
hastigheden, og p er fasen af den drivende kraft, dvs
motorfasenl. Det er-det mindste antal dimensioner, der -
for et kontinuert dynamisk system kan give anledning til
kaos. - : : -

Poincaré og Bendixson beviste i starten af arhundredet,
at plane 2-dimensionale faserum kun kan give to typer af
endelig opfeorsel, ligevagt eller periodiske bevagelser.
Peixoto beviste i 1962, at i andre 2-dimensionale faserum
(fx overfladen af en torus) kan endnu en type bev&gelse
komme pa tale, kvasi-periodicitet eller nasten-periodici-
tet. Disse typer bevazgelse vil jeg behandle i naste
afsnit.

Ofte er det ikke sarlig bekvemt at have med det 3-dimen-
sionale faserum (u,w,p) at gere. Derfor projicerer man
ofte bevagelsen ind pa (u,w)=-planen, og far pa den made
en 2-dimensional projektion, et fasediagram, af det 3-
dimensionale faseportrat.

Det er vard at bemzrke, at i det 3~dimensionale faserun,
vil der aldrig vare nogle trajektorier, der krydser
hinanden. For hvis der var, ville det punkt vare én
tilstand, hvorfra to forskellige udviklinger kunne ske,
og det er umuligt eftersom systemets udvikling fra et
punkt i faserummet er entydig. Dog er det selvfeglgelig
muligt, at trajektorier asymptotisk narmer sig et lige-
vegtspunkt, eller nazrmer sig hinanden for at kere videre
i samme spor.

Nar man laver projektionen ned til det 2-dimensionale
fasediagram, betyder det sa selvfglgelig, at trajek-
torierne vil krydse hinanden. Det, at trajektorierne
aldrig krydser hinanden, viser, at man skal have et 3-
dimensionalt faserum for at opna kaos. For hvis vi kun
har én dimension, md trajektorierne enten nazrme sig et
ligevagtspunkt eller ga mod +/~ uendelig, nar de aldrig

1 pet sker, at man benytter tiden som den 3. varia-
bel, selvom den normalt ikke indgar i faserummet. Det
giver visse fordele, savel som ulemper.
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ma krydse sig selv. Hvis man har 2 dimensioner opstar
endnu en mulighed, periodisk bevagelse ('graznsecyklen')
(evt pa overfladen af en torus, kvasi-periodisk bevag-
else/cykel).

D. Tilbagevendende opfersel

Kaotisk adfazrd er ikke blot total tilfzldig, den er i hej
grad ordnet. Det ordnede bestdr bl.a. i, at bevagelsen
vil holde sig indenfor et begraznset omradde i faserummet.
For Hamilton-systemer (konservative systemer) gzlder
Liouville's teorem; at ensemble-volumenet i faserummet er
konstant. Hvis systemet er dissipativt, vil volumenet
skrumpe ind og asymptotisk nazrme sig nul. Det betyder -
ikke, at ensemblet skrumper ind til ét punkt, det kan
ligesagodt nazrme sig en overflade, eller enhver anden
mengde med volumen nul. Det er fx tilfzldet for Lorenz- .
attraktoren.

Inden vi ser pa&, hvordan man, forelebig, definerer
begrebet tilbagevendende opfersel, kan vi opstille et
hierarki over de forskellige grundliggende typer af
tilbagevendende opfersel, man kan forestille sig.

Den simpleste form for tilbagevendende opfersel er
ligevegt, og den kan vare stabil eller ustabil. Den
ustabile vil vi meget sjzldent observere, men dens
tilstedevarelse vi influere pa bevagelsen. Det udrevne
torsionspendul har ét ustabilt og to stabile ligevagts-
punkter.

V()

Figur B: Fiederpotentialet, V(u) = u® + 2.94*cos (u).

Den naste type tilbagevendende opfersel er periodisk
bevegelse, hvor systemet gentager sig pracist efter
perioden T. I fasediagrammet vil periodisk bevagelse have




en trajektorie som laver en lukket kurve, ogsa kaldet en
grznsecykel. Graznsecyklen er stabil, hvis trajektorier,
der starter i narheden af den, til sidst ender pa den. Pa
fig. 2 og 3 er der vist periodisk bevagelse og granse- -
cykel (9-cykel). )

En anden type tilbagevendende opfersel er den kvasi-
eller nasten-periodiske bevagelse. Den er blevet sammen-
sat af bevagelser med flere forskellige perioder/fre-
kvenser. -Blot man sammensatter to frekvenser, kan det —.
give et utroligt indviklet forleb, og for at finde orden
i det, ma man lave et 'power-spektrum' vha fourierana-
lyse, hvor de indgdende frekvenser, medsamt overtoner og
stodtoner ("beat-frekvenser”), vil vise sig i et diskret
spektrum.

2

10

Plw) (cm?/s?)

Figur C: Power-spektrum, diskret.

Kvasi-periodisk bevagelse er ikke przcis repetitativ,
fordi de overlejrede frekvenser er inkommensurable.
Antallet af overlejrede frekvenser kaldes graden af
kvasi-periodicitet. I fasediagrammet vil bevagelsen
'skride' og efterhdnden fylde et areal ud (evt overflade
af en torus).

I 1944 foreslog Landau, at overgang til turbulens i veske
skulle skyldes stadig flere overlejringer af frekvenser.
Denne tese holdt i utrolig lang tid, helt til 1970'erne,
hvor bade teoretiske (Ruelle, Takens, Newhouse) og
praktiske studier har vist, at mere end grad 2 kvasi-
periodicitet faktisk er sjzlden. Ofte vil man, ved
yderligere destabilisation af grad 2 kvasi-periodicitet,
ikke ga til grad 3, men til kaos. I 'power-spektret' ses
det ved, at der ikke kommer flere diskrete vardier -
spektret bliver kontinuert.
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Den sidste form for bevagelse, man vil kalde tilbagevend-
ende, er kaotisk adfzrd, eller bevagelse pa en kaotisk';7
attraktor. En kaotisk attraktor er den - stabile -
struktur, der fremkommer i faserummet, hvis vi lader
systemet udvikle sig efter eventuelle transienter. Hvis
man endelig skulle definere kaos negativt, kunne man
sige, at det var tilbagevendende opforsel, som hverken
var ligevegt, periodisk eller kvasi-periodisk.

Disse typer bevagelser kan man sammenfatte ved at sige, -
at en tilstand af et dynamisk system er tilbagevendende,
hvis man, ved at vente lange nok, kan vaere sikker pa, at
systemet vender tilbage, vilkarligt tet pa denne til-
stand. Et dynamisk system udviser tilbagevendende opfor-
sel, hvis enhver tilstand (efter transienter) er tilbage-
vendende. Man vil kunne finde forskellige typer af ,
tilbagevendende kaotisk opfersel, og vil sd& vare interes-
seret i1 at kunne gruppere dem. Hvordan er endnu ikke
afklaret. Ved en grundlzggende type tilbagevendende
opfersel vil man forsta et ensemble af tilbagevendende
tilstande, forbundet af en enkelt trajektorie af det
dynamiske system?.

Pa den made kan vi fa beskrevet kaotisk opforsel som
tilbagevendende. Enhver tilstand p& en kaotisk attraktor
vil, for eller siden, vende tilbage vilkdrlig tet pa sig
selv, men dog aldrig przcist gentage sig. Og alle til-
stande pa attraktoren vil vere forbundet af en enkelt
trajektorie (nemlig ved den simulation eller korsel vi
‘har lavet).

Denne ide om tilbagevendende opfersel kan bruges til at
observere det for dynamiske systemer. Men det er ikke
alle mulige typer af opfersel, som man ville associere
med tilbagevendende, som er dzkket ind af den. Hvis vi fx
starter to kugler pa toppen af en uendelig hej skraning,
ville de for evigt felges ad, men aldrig vende tilbage
til samme tilstand. Til beskrivelse af det tilfzlde, skal
man bruge begrebet 'ikke-vandrende' tilstand ("non-
wandering"), introduceret af Birkhoff. Hvis et system er
ikke-vandrende, har det vilkarligt tztte tilstande, sonm,
efter et stykke tid, igen vil komme vilkarligt tzt. Men
som ikke ngdvendigvis vender tilbage, tztte, pa udgangs-
tilstanden. Hvis et system er tilbagevendende, vil det

1 Jeg gor opmzrksom pa, at definitionen er proviso-
risk - vi befinder os pa et endnu ikke afklaret teoriom-
rade.
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"ogsa vere ikke-vandrende, hvorimod det modsatte ikke vil
vere tilfzldet.

" Kaos er altsd tilbagevendende opfersel i simple systemer,

som har tilfzldige aspekter sid vel som en vis orden.
Tilfzldigheden skyldes, at et kaotisk system er utroligt
' feolsomt overfor udgangsbetingelserne, og disse betingel-
ser kan man aldrig kende przcist. Med utroligt fglsomt
menes, at lesningskurverne til ét system startet i to
“tilstande, vilkarligt tazt pa hinanden, vil divergere
eksponentielt. Dette ger, at et kaotisk system er uforud-
sigeligt, pa trods af, at det er deterministisk.

E. Poincaré-snit

"Jeg har beskrevet, hvordan man kan lave en 2-dimensionel
projektion af det 3-dimensionale faserum ind pa (u,w)-

~ planen. Men der vil trajektorierne hele tiden skazre

" hinanden, og vi vil mangle informationen om sterrelsen af
den patrykte kraft (hvilket svarer til at kende motorens
fase). For lettere at kunne overskue systemets adferd,
kan man lave et Poincaré-snit. Det gar kort sagt ud pa at
se, hvor systemet er, ndr en eller anden betingelse er
opfyldt.

"Det 'agte' Poincaré-snit er en lesningskurves skaring med
et plan i faserummet (tilstandsvariabelrummet). Man skal
blot sikre sig, at planen ikke er bgjet, eller er tangent
til en trajektorie. Denne metode er bare ikke anvendeligq,
hvis man har valgt tiden som en af de variable (men er fx
udmerket til Lorenz-attraktoren). I det tilfzlde kan man
lave et 'stroboskopisk' Poincaré-snit, altsa registrere
tilstanden efter bestemte tidsintervaller, typisk efter
den patrykte periode (hvis en sadan findes). Endelig kan
man lave et 'max-plot', nar en udvalgt variabel har
maximum (fx til det magnetiske pendul).

I tilfeldet med torsionspendulet, hvor den tredje varia-
‘bel er motorfasen, er tredjeaksen 'bukket rundt' - nar
motoren har kert en periode er den tilbage i samme
position (idet F(t) = Fg-sin(wg-t)). Hvis man havde valgt
at bruge tiden som variabel, skulle man have 'klippet'’
tidsaksen af efter en periode og 'limet den fast' ved t =
0. Poincaré-snittet laves vinkelret pa motorfaseaksen,
hvilket svarer til at lave et stroboskopisk snit efter
den patrykte periode, T = 2+7/w(.

Hvis systemet er periodisk, vil det gentage sig efter den
patrykte periode, eller efter et helt multiplum af den (t
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= m*T, m hel). Man kan ikke forestille sig, at systemet
skulle gentage sig indenfor en periode, da det ville ‘
betyde, at det skulle gentage sig under forskellige
kraftpidvirkninger. Samme argument sikrer, at systemet kun
vil kunne gentage sig efter et helt multiplum af T.

\'»»)»)))))

Figur D: Torus'en.

Nu kan vi rigtig se begrundelsen for Poincaré-gnittet; vi
laver simpelthen et snit i torus'en, det viser os jo
precis hvor systemet er i (u,w)-planet. Samtidig kender.
vi den sidste information, motorens fase - den afhanger
jo af hvor vi lagger snittet (0 < fasen < 2-m). Og vi kan
fa en ide om den totale kaotiske attraktor ved at lagge
snittet forskellige steder hele vejen rundt i torussen.

Hvis bevagelsen er periodisk, vil det vise sig som n
punkter pd Poincaré-snittet, alt efter hvor mange perio-
der af den patrykte kraft, der gar, for systemet er
tilbage i samme tilstand. n perioder - n punkter. Hvis
bevegelsen er kvasi-periodisk, vil det vise sig som en
'drivende' bevagelse, som altsa nasten vender tilbage.
Det vil sa tilsidst danne en lukket kurve. Hvis systemet
er kaotisk, vil det aldrig vende tilbage til samme punkt
pa Poincaré-snittet, men vil danne en kaotisk attraktor..

F. Attraktorer

Hvis et system er kaotisk, vil det altsa aldrig vende
tilbage til samme sted i Poincaré-snittet, men alligevel
vil det holde sig indenfor et begrznset omrdde. Det kan
kun lade sig gore, hvis der foregdr en eller anden form
for 'foldning'. Den kaotisk adfzrd giver eksponentielt
divergerende trajektorier, og nar de skal holde sig
indenfor et begrznset omrade, nedvendigger det 'fold-
ning', og den foldning er tilbagevendende.

Man kan altsa ogsd karakterisere kaotisk adfard som
bevagelse pa en kaotisk attraktor. Nar bevagelsen, uden
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at gentage sig, skal holde sig indenfor et begranset
omrdde, mens tiden gar mod uendelig, md det resultere i
fraktale strukturer. Hvis vi lader simulationerne kore
lenge nok, kan vi fa former og variationer, uanset 'hvor
langt' vi dykker ind/forsterrer op. Det er kun et spgrgs-
mal om regnekraft og -nejagtighed. (Se fx figur 32-34)

Hvis man strengt skal felge definitionen pa tilbagevend-
ende opforsel, er det nedvendigt, at den kaotiske attrak-
tor er lavet af een trajektorie, altsd er startet af ét
'fro' (ét szt udgangsbetingelser). Ellers snakker matema-
tikerne om attraktor-mzngder (hvilket de strengt taget
ogsd ger, hvis der er anvendt approximationer). Hvis man
blot skal have et overblik af attraktoren, kunne man
sagtens starte flere ‘freo'; attraktoren er nemlig ro-
bust/stabil. Faktisk er det derfor, at det overhovedet
gar godt at anvende computersimulationer med dertil
heorende approximationer. Mere herom i afsnittet om
computersimulation.

Det, man leder efter, er underliggende, stabile struk-
turer; det er jo attraktorer! Lanford har (i 1981 (Mil-
loni m.fl., 1987)) givet feolgende definition af en
attraktor:

"En delmzngde X af faserummet er en attraktor hvis
1) X er invariant under udviklingen,
2) der er en omegn omkring X, som skrumper ind til
X under udviklingen,
3) ingen del af X er transient, og
4) X ikke kan dekomponeres til to ikke-overlappende
stykker."
(min overszttelse)

I daglig tale har vi en lidt leosere ide om, hvad en
attraktor er. Vi siger, at et system har en attraktor
(eller bevager sig pa en attraktor), hvis det, startet i
forskellige begyndelsesbetingelser, udvikler sig mod en
bestemt struktur i faserummet (attraktoren), for til
sidst kun at bevage sig pa denne. En attraktor kan vare
et fast punkt, en grznsecykel, en 'drift-ring' (den
drivende ring fra en kvasiperiodisk bevagelse) eller en
kaotisk attraktor. Endelig kan man forestille sig, at et
system slet ikke har en attraktor, at alle trajektorier
(til sidst) vil forlade et hvilket som helst begranset
omrade i faserummet.

Det omrade af faserummet, hvorfra tilstande vil blive
tiltrukket og til sidst ende pa attraktoren, kaldes
attraktorens basin. Man kan forestille sig faserummet
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delt op i forskellige basin'er, herende til forskellige .
attraktorer. Fx har torsionspendulet to grundliggende L
basin'er, nemlig de to grefter. Men man kan udmarket
forestille sig andre basin'er, fx vil jeg senere be-
skrive, hvordan torsionspendulet for visse betingelser
har konkurrerende basin'er for to forskellige attrak-
torer, en periode-2 og en periode-9. Man kan ogsad se N
forskellige attraktortyper for samme system, fx grznse- -
cykel og kaos. For Hamiltonsystemer vil basin og attrak-
tor vare ens, mens for dissipative systemer vil basin'et
altid vare sterre end attraktoren. :

Vi vil selvfelgelig forlange af en attraktor, at den er .
stabil, tiltrzkkende. Hvis sma afvigelser fra attraktoren
forer trajektorierne vak fra den, vil vi kalde det en
repellor, eller en frastedende grznsecykel, ligevagts-
punkt o.lign. Det kan heller ikke nytte, at vi modellerer
et observeret fznomen ved et ikke-stabilt system, for sma
fejl og fluktuationer i parametre er umulige at undga.

De kaotiske attraktorer, jeg har lavet ved computer-
simulation, kan jeg, takket vare computerens upracished,
vere sikker pd er stabile. Computeren laver hele tiden
sma perturbationer (afrundinger), men alligevel forandrer
den kaotiske attraktor sig ikke kvalitativt. Ved relativ
lille forsterrelse, har den allerede ndet sit 'endelige'
udseende efter et par tusinde sekunder ud af de 13650
sek, som simulationerne typisk har kort.

Thompson og Stewart (1986) definerer en kaotisk attraktor
som :

"enhver begranset attraktor, som strazkker og folder
bundtet af endelige, uafbrudte trajektorier, og som
bevirker fintmerkende afhangighed overfor udgangs-
betingelserne og langtids uforudsigelighed".

(min oversattelse)

Kaotiske attraktorer har nogle fzlles, vigtige egenska-
ber, nemlig at

- det er et begrznset omrade i faserummet,

hvortil alle trajektorier fra attraktor-
. basin'et bliver tiltrukket,

- trajektorierne passerer alle punkter pé
attraktoren i tidens leb, og derfor kan
den ikke deles i ikke-sammenhzngende
stykker, eller bestd af isolerede punk-
ter,
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- den er feolsom overfor udgangsbetingel-
serne, :

- punkter, der oprindeligt ligger tet,
divergerer exponentielt fra hinanden,

- de folder trajektorierne, for at de kan
holdes indenfor et begrznset omrade (det
er denne foldning, der frembringer den

, kaotiske bevagelse), og ]

- de skal vare strukturelt stabile for at

r= kunne beskrive et fysisk system. Derfor

' zndres attraktorernes struktur ogsa -
kontinuert med systemets parametre.

G. Stabilitet

Hvad vil vi forstd ved stabilitet? Man ved endnu ikke,
hvad man skal forstd ved stabilitet af kaotisk adfard,
for som vi skal se, er kaotiske attraktorer strengt taget
ikke nedvendigvis strukturelt stabile ud fra en topolo-
gisk synsvinkel. Men inden jeg nar dertil, vil jeg skelne
mellem to former for stabilitet, Liapunov- og strukturel
stabilitet.

Normalt ndr man snakker om Liapunov i kaosteori, er det i
forbindelse med eksponentielt divergerende trajektorier.
Jeg vil imidlertid ferst vise, hvad Liapunov-stabilitet
er, og til det formal betragte en ligevagtstilstand (det
kunne lige sa godt have varet en grznsecykel osv, det er
blot et spergsmdl om at definere passende omegne). Vi
siger, at ligevagtstilstanden, Pp, i faserummet, er
Liapunov-stabil, hvis der for enhver omegn U af Pg,
eksisterer en mindre omegn U; af Pg, indeholdt i U,
sdledes at enhver lesning startet i U; vil forblive i U
for alle t>0. Hvis alle trajektorier gdr mod Py for t
gdende mod uendelig, siges Pp at vare asymptotisk stabil.
Hvis det er muligt at finde en lokal perturbation, som
leder systemet vak fra Pg, er systemet Liapunov-ustabilt.

U

(=

£,

6
(o

Stabilt Asymptotisk stabilt Ustabilt
Figur E: Liapunov-stabilitet.

Liapunov-stabilitet hanger altsa sammen med stabiliteten
af et enkelt punkt (eller graznsecykel osv) i faserummet,
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overfor perturbationer af udgangsbetingelserne. Kaotiske- -
systemer er Liapunov-ustabile, eftersom to vilkarligt '
tette tilstande vil divergere eksponentielt. Som et mal
for dette, har man Liapunov-eksponenten. Vi har et

system, som vi starter i to tilstande i faserummet, x4 og
Xo + dx, og ser igen pa systemet efter tiden t: ‘

- dx.el’t 1‘
xg xg+dx — £t (xq) £% (xo+dx)
tiden t o
Figur F: Liapunov-eksponent.

Hvis liapunov-eksponenten, 1, er positiv vil de to tilstande
divergere eksponentielt. Hvis den er negativ vil de konver-
gere. Det er kun hvis trajektorierne divergerer eksponentielt,
at opferslen er kaotisk. PAa den mdde kan man skelne kaotisk
opforsel fra fx kvasi-periodicitet. S

Det ses af figur F at:
ax-el*t = |ft(xo+ax) - £Y(xq) | =>

1 = 1/t-1n]| (£8(xg+dx) - £t(xg))/dx
Det 'korrekte'l udtryk for 1(dx) fas for dx-» 0 og t‘)‘éz

1(xg) = lim(1/t)- ( lnl(ft(x0+dx) - fY(xg))/ax| )

limkl/t)-lnldft(xo)/dxo)ﬂ. (t > o, dx-> 0)

Ved en virkelig simulation giver det ingen mening at lade
‘tiden g& mod uendelig, for ndr alle trajektorier skal .
holde sig indenfor et begrznset omrade, kan de ikke blive
ved med at divergere. Vi ved jo, at der finder en fold-
ning sted. Derfor kan man godt komme ud for, at et
kaotisk system i kort tid har en negativ Liapunov-ekspo-
nent, nemlig i omraderne hvor foldningen finder sted. Men
det vil altid vare sddan, at trajektorierne efter et
stykke tid divergerer. P4 fig. 1 ses exponentielt diver-
gerende trajektorier for torsionspendulet.

Praktisk, 1 computersimulationer, leses problemet ved at
'omstarte' perturbationen, altsid ved kun at lade den
perturberede tilstand udvikle sig en bestemt, kort tid.

1 pet er kun for iterative systemer, at det er sa
simpelt. Dette udtryk er hjemmelavet og sikkert ikke
strengt korrekt.
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Denne tid skal vare stor i forhold til den skridtlangde
som simulationsprogrammet arbejder med, men sa lille, at
trajektorierne ikke adskilles makroskopisk.

A7

Figqur G: Bestemmelse af 1.

Man midler sa over de opndede afvigelser.

- Den slags undersggelser er det kun muligt at foretage ved
computersimulationer, man kan aldrig opnd at perturbere
fx torsionspendulet med 1/1000000 radian. Typisk kender
man jo kun udgangsbetingelserne indenfor et interval, og
dette interval vil i lebet af kort tid vare spredt ud
over hele maleomradet.

Hvor Liapunov-stabilitet altsd drejer sig om stabiliteten
af et enkelt punkt i faserummet overfor perturbationer af
begyndelsesbetingelserne, sa drejer strukturel stabilitet
sig om stabilitet af hele systemet, ved perturbationer af
selve systemet (ligninger og parametre).

Vi vil sige, at et system er strukturelt stabilt, hvis
det, for tilstrzkkeligt smd perturbationer af de lig-
ninger, der definerer systemet, er topologisk ®kvivalent
med det oprindelige. Ved ®kvivalent forstas, at der
findes en kontinuert, invertibel funktion, der forer
faseportrzttet af det oprindelige over i det perturberede
systemsl.

Ved hjzlp ad denne 'definition' kan vi indse, at et
simpelt system, som en linezr oscillator, ikke altid vil
vere strukturelt stabilt. Det vil vere tilfzldet, hvis
systemet har en line®r dempning, som ikke er nul, men
hvis dazmpningen er nul, er systemet strukturelt ustabilt.
Blot dem allermindste perturbation, dvs den mindste

1 pette er ikke en pracis definition i topologisk
forstand; til det skal man indfore et vektorfelt i et
funktionsrum og undersgge perturbation af det. Men det
vil fere for vidt.
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positive eller negative dempning, vil ®&ndre systemets
opforsel radikalt. Fra at bevage sig periodisk, vil
det enten konvergere mod nul (positiv dempning), eller
divergerer mod uendelig (negativ dazmpning). '

Det samme kan vare tilfzldet for et kaotisk system. Fx'.
vil der i tilfeldet med torsionspendulet vare uendelig
mange intervaller, hvor bevagelsen gar fra at vare .
kaotisk til at vare periodisk. Sa der vil vere en grznse,
hvor den mindste @ndring i kontrolparameteren vil @ndre.
systemets topologiske struktur radikalt. Der vil ogsa
vere parametervardier, hvor systemet 'springer' fra én - -
kaotisk attraktor til en anden.

P4 lignende made har Thompsom og Stewart fundet andringer
i Lorenz-attraktoren, som "..in a strictly rigorous
topological view..are qualitatively different struc-
tures". Men som de skriver senere, "..this says less
about the Lorenz-attractor than about our incomplete
understanding of how to define structurel stability in -
the most appropriate way for chaotic attractors" (Thompson
& Stewart, 1986, p.227).

H. Bifurkationer

Hvordan gar det til, at et system &ndrer opfersel?
Hvorndr er @ndringer 'harmlese' og hvornar er de det
ikXke. Man kan &ndre et system pa to mader, enten ved at
e#ndre dets parametre eller ved at @ndre ligningerne. I
det folgende vil jeg holde mig til ®ndringer i parametre.
I virkelige systemer, som torsionspendulet, vil der ofte
vere flere kontrolparametre. Hvis man @ndrer pa flere
kontrolparametre pa samme tid, bliver det let meget
indviklet, sa jeg vil Kkun se pa @ndringer i én kontrol-
parameter af gangen.

Et system med kun en kontrolparameter, er Feigenbaum-
systemet

Xn+1 = T*Xp* (1-%Xp),

hvor vi ved at &ndre pa parameteren r, kan lzre meget om
kaos, ogsa i sterre systemer. Det viser sig nemlig. bl.a.
ved vores eksperimenter med torsionspendulet, at egenska-
berne ved kaos er universielle. Vi genfinder maderne, de
simple matematiske systemer zndrer adfard pa, i virke-
lige, fysiske systemer. Men hvad vil det sige, at et
system @&ndrer adferd, hvad vil man forsta ved en bifurka-
tion?
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Ved en bifurkation vil jeg forstd enhver kvalitativ
#ndring af et systems endelige adfazrdl. Det kan fx vare,
at en ligevagtstilstand gar fra at vare stabil, tiltrak-
kende, til at vare ustabil, frastedende, og omgivet af en
stabil grznsecykel. Det er den simpleste dynamiske
bifurkation, en sdkaldt Hopf-bifurkation. Eller det kan
vare en periode-l graznsecykel, der zndrer sig til en
periode-2, eller fra periode-2 til periode-4, osv. Det
kaldes naturligt for periodefordoblinger. Det kan ogsa
vere -overgang fra en periodisk cykel til kaos. En bifur-
kation siges at vare af "co-dimension x", hvis den
fremkommer efter @ndring af x kontrolparametre. Alle de
bifurkationer jeg underseger, er altsad af co-dimension 1.

Et bifurkationspunkt er ethvert punkt i kontrolparameter-
rummet, som svarer til et strukturelt ustabilt system,
dvs at selv den mindste @&ndring vil fa systemet til at
zndre opfersel radikalt (i topologisk forstand).

Bifurkationspunkt => - - - = ~ Kontrolparameter, k

dk => ustabilitet

Figur H: Bifurkation.

Man skelner mellem forskellige typer bifurkationer, fx
vil den (uendelige) razkke periodefordoblinger, man
iagttager i Feigenbaum-systemet, kaldes kontinuerte.

En bifurkation kaldes kontinuert, hvis den le¢sning den
fremstiller, kan feolges (er kontinuert) henover bifurka-
tionspunktet. I modsat fald kaldes den diskontinuert
eller 'katastrofal'. Russerne bruger betegnelserne
'sikker' hhv 'farlig' om siddanne granser.

lved en bifurkation forstar man normalt en forgrening (to
grene), men jeg mener, at denne definition er mere anvendelig til
at beskrive kaotisk adfeard.
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kontinuert : diskontinuert -

kontrol

o R N r——-——\—-—

> faserum } B

Fiqur I: Kontinuert og diskontinuert bifurkation.

Et andet skel er mellem lokale og globale bifurkationer. .
En lokal bifurkation er den kvalitative @&ndring af
faseportrattet, der kan karakteriseres nzr et punkt i
faserummet (eller pa Poincaré-snittet), hvorimod en
dlobal bifurkation @ndrer strukturen i hele faserummet, -
fx ved introduktion af gnidning. '

I. Veje til kaos

Den eneste kontinuerte vej til kaos (ved co~dimension 1)
er den komplette kaskade af periodefordoblinger, som fx
findes i Feigenbaum-systemet og i simulationen af tor-
sionspendulet. Alle bifurkationerne er desuden lokale. En
af de universelle egenskaber ved denne overgang er, at
afstanden mellem de parametervardier, hvor bifurkationer-
ne finder sted, har et konstant forhold, det sadkaldte
Feigenbaums tal.

fj = ==F-eme=o2=- = 4.66920.... for i— w,

Denne konstant har jeg forsegt at genfinde for torsions-
pendulet, men, som det senere vil fremga, uden den store
pracision. ' :

Periodefordoblingerne vil altsd komme stadig hurtigere og
fortsatter principielt uendeligt. Men for en bestemt
verdi af parameteren, vil systemet blive kaotisk. Hvis vi
fortsat haver den, vil der senere igen komme periodiske
systemer, man kalder det 'vinduer'. Det kan vises, at de
parametervardier, som giver kaos, er diskrete (se fx Kurt
Jakobsen (1989)), aflest af intervaller ('vinduer') med
periodisk forleb. Der vil vare uendelig mange af de
'kaotiske' parametervardier, ‘og ligeledes uendelig mange
intervaller med periodisk opfersel (og nye kaskader af
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periodefordoblinger). Dette forleb har vi genfundet i
simulationen af torsionspendulet.

En anden vej til kaos kaldes intermittens, og adskiller
sig fra kaskaden af periodefordoblinger, ved at kontrol-
parameteren ikke nedvendigvis &ndres. Intermittens er det
. fenomen, at et system, over utrolig lang tid (flere
tusinde sekunder), kan se ud til at vare periodisk, for
' 84 pludselig at blive afbrudt af kaotisk opfersel, for sa

senere maske igen at se periodisk ud, osv.

For at se et intermittent forleb, behgves man altsa ikke
#ndre parameteren. Men den intermittente bifurkation sker
selvfelgelig ved én bestemt parameterovergang.

Et sadant forleb har jeg fundet for torsionspendulet, se
fig. 12-15. Jeg har en stabil 20-cykel, som ved en
bestemt verdi af parameteren bliver ustabil. For vardier
lige derunder, vil man se mange intermittente forleb.

Grunden er nok, at systemet befinder sig meget tzt pa en
kontrolparametervardi, for hvilken der eksisterer en
stabil periodisk cykel. For den aktuelle parametervardi
er der sa en ustabil periodisk cykel. Det er tilfzldet
- lige under vinduer i figentrzet. Koncentrationen af
punkter omkring 'fortszttelsen' af periodiske cykler
stotter dette (for det betyder, at systemet oftere er
dér).

Praktisk har jeg lavet intermittenskerslen ved at lade
udgangsbetingelserne vare som pa en af grenene, men lade
vaerdien af parameteren vare som nede i det kaotiske
omrade. Jeg vil senere komme ind pa, hvordan en sdkaldt
‘returafbildning kan vise dette fznomen. Et intermittent
forlpb kan ogsa vare en periodisk cykel, der bliver til
en 'drift-ring'.

En overgang til kaos, jeg tidligere har varet inde pa, er
~overgangen fra en grad 2 (eller 3) kvasi-periodicitet til
kaos. Den optrader fx i overgangen til turbulens i vaske.

Den sidste (?) type overgang til kaos, er en 'ud i det
bla katastrofe' ("blue sky catastrophe"). Den opstdr, nar
en attraktor pludselig forsvinder. Det kan vare en
grznsecykel, der pludselig forsvinder (som vi skal se for
torsionspendulet), eller det kan vare en kaotisk attrak-
tor, der ger det.

Ved intermittens vil det vare sadan, at den ene attraktor
_er indeholdt i den anden. Pludselig, ved en bestemt
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parametervaerdi, 'kollapser' den ene attraktor og aflgses
af den anden. Den periodiske attraktor (feor overgang) '
ligger inden i den kaotisk attraktor (efter overgang).
Man kalder ogsa intermittente bifurkationer for 'indre
katastrofer' eller 'eksplosioner'. Fx har vi observeret:
det, hvor systemet er gdet fra en kaotisk attraktor i den
ene greft, til en kaotisk attraktor i begge grefter, se
fig. 6 og 19. Intermittens kan altsa ogsa godt vare en
bifurkation fra kaos til kaos.

A

Figur J: Intermittens.

Selvom der ved et intermittent forleb ikke er to sam-
eksisterende stabile attraktorer, vil der vare sameksi-
stens mellem en stabil og en ustabil attraktor. Den, der
ved overgangen bliver ustabil, er indeholdt i den anden,
den nu stabile. Hvis systemet tilf®ldigt lander pa (eller
meget tzt pa) den ustabile attraktor, kan det godt blive
pa den i meget lang tid, se fx fig. 22-23. Men det vil
uvzgerligt tilsidst drive vazk. '

Ved en 'blue sky catastrophe' er attraktorerne adskilte
og sameksisterende over et parameterinterval.

*O

A

Figur K:.'Blue sky catastrophe'.

Ved én bestemt parametervaerdi forsvinder den ene attrak-
tor (der kan forud vare et interval hvor den er ustabil,
frastedende), og hvis systemet befinder sig pa den, vil
det 'falde ned' pa den anden. Jeg vil senere fortzlle. om,
hvordan jeg observerede det med simulationen af tor-
sionspendulet, hvor en periode-9 faldt ned til en peri-
ode-2.
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J. Udmaling

Men hvordan skal man holde styr pa alt dette? Hvis
systemet er diskret og en-dimensionalt med én kontrol-
parameter, kan man lave et 'figentraz', og pa den made fa
et overblik over systemets mulige opfersler. Hvis der er
flere dimensioner og flere kontrolparametre, bliver det
svert og hurtigt uoverskueligt.

I simulationen af torsionspendulet har vi stort set kun
gjort brug af én kontrolparameter, dempningsspzndingen.
Til hver vardi af den herer en beskrivelse af systemets
mulige opfersel. Hvis denne beskrivelse skal vare fuld-
stendig, skal det vare et portrzt af den mulige attraktor
i det 3-dimensionale faserum (u,w,p). Vi kunne kalde det
et faserumsportrazt. Eftersom der kan vare sameksisterende
attraktorer, skal man maske have flere af slagsen.

Beskrivelsen kan principielt aldrig blive fuldstendigq,
for der vil vare uendelig mange parametervardier, vi
skulle gore rede for. Uanset hvor lille et parameterom-
ridde vi 'kiggede ned i', ville vi opdage nye ting -
beskrivelsen er fundamentalt fraktal. I praksis er det
ikke noget problem, for vi kan aldrig bestemme paramet-
rene bedre end indenfor et interval, og som jeg for har
varet inde pa, vil det kun vare de strukturelt stabile
systemer, der vil dukke op.

Hvis der er flere kontrolparametre, kan vi lave et
'kontrol~-fase-rum', fx:

'dempning /

—

;>‘ motorspznding

Figur L: 'Kontrol-fase-rum'.

Til hvert punkt i det herer et faserumsportrazt (eller
flere!). Vi er nu oppe pa (mindst) 5 dimensioner. Et
sadan 5-dimensionalt portrzt kunne man kalde et 'kontrol-
fase-portrzt' (udarbejdelse af den slags vil vare en
typisk ingenier-disciplin).

Som ingenigr kunne man vare interesseret i at minimere et
eller andet forbrug, fx el til et kelehus (se Togeby
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(1988)). Hvis man kendte sit system og kunne variere sine
parametre indenfor nogle grznser, ville et kontrol-fase-
portrzt kunne hjzlpe til at styre udenom fx kaotiske
omrader. Svingninger i temperatur skulle i hvert fald
gerne kunne minimeres og ikke vere kaotiske. I de fleste:
tilfelde vil et mere uprazcist portret som figur M vare
tilstrekkeligt (man kunne maske kalde det et portrat af .
‘kontrol-attraktor-basin'er').

’ Jenene masntuee ¥ DUFFING'S Eqn | ¥ + kx ox3 < B cos t
Region (fs) M “f‘z
Unique nzle © n=
w n=3
061
Region{i) %
Nzl pair ee //% CHAOS.unique/
i34 CHAOS : co-existing
04 Region(j)
n=2pair
Region (r)
Twonzlee Region{u)
nz1 pair ee
*, -—— k =0-2

Region {n) R¢9‘°"(P’ Small regions .

Region (lICRw Reglon( 1'5 20 25
Chaos andn=3 Chuos Forcing magnitude B

Uniquen=3 V¥ lUnique nz1e (ol eecoV¥ [{c) « *W
Region (o) P77 4 {d) e oo (e)loV
Chaos and n=1 (g) oo »¥ (h) oe oe
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Fiqur M: 'Kontrol-attraktor-basin'er'.

Hvis man indferer en 'kontrol-fase-funktion', som til
hvert punkt i kontrol-fase-rummet lod svare faserums-
portrattet, kan man udvide (og przcisere) definitionen
af, hvordan et system bifurkerer, til ogsa at omfatte
bifurkationer af periodiske og kaotiske attraktorer.
Systemet vil da bifurkere diskontinuert for de parameter-
verdier, hvor kontrol-fase-funktionen er diskontinuert
(hvilket Zeeman viste i 1982).

K. Computersimulation

"Whenever a good physicist examines a simulation,
he must wonder what bit of reality was left out,
what potential surprise was sidestepped. Libchaber
liked to say that he would not want to fly in a
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simulated airplane - he would wonder what had been
missed..."
J. Gleick.

Computeren er det centrale redskab i kaosforskningen.

Uden den ville det ikke vare muligt at foretage de lange
rakker af beregninger, som er nedvendige, hvad enten det
drejer sig om iterative systemer a la Feigenbaum, eller
det er simulering af virkelige systemer.

~ Tidligere har jeg beskrevet kaotisk adfard som uforud-
- sigelig, men i princippet beregnelig, og har derfor
benzvnt det 'deterministisk kaos'. Men kan vi regne os
frem til, hvordan et kaotisk system pracist vil opfere
sig i fremtiden?

Nej! Og det haznger sammen med kaotiske systemers ekstreme
folsomhed overfor udgangsbetingelserne. En computer vil
altid have en endeliqg talreprzsentation og vil derfor
altid lave afrundinger. Disse afrundinger representerer
sma perturbationer i forhold til det ‘virkelige' system.
Altsa vil de to systemer, det virkelige og det simule-
rede, divergere exponentielt fra hinanden. Uanset regne-
ngjagtighed, vil det kun vare et sporgsmal om tid,
hvornar afvigelsen bliver stor nok til at kunne 'ses'.

Hvis man skulle lave en simulation, som skulle modsvare
en korsel med et virkeligt system, ville man heller ikke
kunne vide pr®zcis hvilke udgangsbetingelser, man skulle
starte simulationen ud fra. For virkelige systemer vil
man altid kun kende tilstanden med en vis usikkerhed,
altsa indenfor et interval. Dette interval vil efter en
tid vere spredt ud over hele maleomradet.

Det vil altsd ikke vare muligt at forudberegne udvikling-
en pga computerens endelige talreprasentation. Det bedste
man kan ge¢re, er at vente og se hvordan systemet udvikler
sig - hvis man vel at mzrke kan vare sikker pa, at det er
samme system! En motorspznding, der driver som vores, vil
selvfplgelig give langt sterre afvigelser end en compu-
tersimulation.

Hvis man skal sammenligne computersimulation og virkelig-
hed for et system, der opferer sig kaotisk, ma man bruge
den kaotiske attraktor som sammenligningsgrundlag. Den er
nemlig uhyre robust overfor perturbationer. Det gzlder
bade de perturbationer som computeren forarsager, og dem
det virkelige system er udsat for, fx drivende spand-
inger, rystende borde, osv.
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Nar den kaotiske attraktor ikke @ndrer sig under en
computersimulation, eller ved en efterfelgende fortsat,
kan man se, at attraktoren er robust. For nar computerens
usikkerhed ikke har nogen betydning, md den vere det.

Men jeg har ogsa set det modsatte; at en simulation af et
kaotisk system (dvs for en kaotisk parameterverdi) var =
intermittent. Den ‘sprang' mellem to kaotiske attrak-
torer, den ene inden i den anden. Se fig. 19. Eller
endnu markeligere; at den gik fra kaos til periode-8 til
kaos! Se fig. 22-23. '

Det var det, vi bemzrkede i afsnit I: Et intermittent
forleb er kendetegnet ved sameksistens mellem to attrak- .
torer, en stabil og en ustabil, den ustabile indeholdt i-
den stabile. Se figur J. Hvis systemet lander pa den '
ustabile attraktor, kan det godt fortsztte pa den et -
stykke tid, inden det driver tilbage (ud igen) til den '
stabile. :

En anden metode, til undersegelse af en attraktors _
robusthed, er vha perturbation. Hvis systemets endelige
opforsel er den samme, uanset udgangsbetlngelserne, er
attraktoren robust.

De attraktorer, som torsionspendul-gruppen pa KU har
fundet (Jensen, m.fl., 1989), ligner vores. :

Det er nok pa sin plads at bemzrke, at to computer51mula-
tioner, startet med samme begyndelsesbetingelser og
udregnet med de samme approximationer, vil vere iden-
tiske. Systemet er deterministisk (og entydigt).

Under simulationerne af torsionspendulet har vi set hvor
stor betydning computerens regnenejagtighed har. En af de
ting vi kan @ndre er nemlig regnengjagtigheden, og vi er
endt med at bruge 8-9 betydende cifre (det er pd grznsen
af det mulige for programmet/computeren). Hvis vi gdr ned
i1 nejagtighed (4-6 betydende cifre), ser vi 'underlige'
ting.

Et system, som er faldet ind pa en stabil attraktor,
driver pludselig vk - for senere at vende tilbage. Eller
nar vi lavede kersler, hvor vi @ndrede en parameter
gradvist, sa 'eksploderede! opferslen. Regneungjagtig-
heden svarede til, at vi hele tiden 'skubbede' til
systemet. Og der er vel at mzrke tale om fznomener, der
forsvandt, nar vi ogede regnengjagtigheden - alle 'under-
lige' ting er nysgerrigt blevet undersegt.
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Det upraktiske, ved den store regnengjagtighed, er
selvfelgelig, at det sa tager meget l®ngere tid. Faktisk
mere end 'real-time' (kontinuert fysisk tid)! Det vil
sige at en simulation, der i real-time svarer til 13650
sek (max kapacitet) tager 4-5 timer. Jeg har, siden vi
fik modelleret systemet og lavet computerprogrammet i
efteraret 1988, lavet smd 100 kersler.

L. Retur-afbildningen

Som det er fremgiet af det foregdende, er kaosforskeren
temmelig afhezngig af computeren og af en rzkke forskel-
lige afbildninger ("maps"). Fx faserum, fasediagram og
Poincaré-snit. Vi har tidligere set eksempler pa de
forskellige typer, men mangler én, returafbildningen
("return-map" eller "Poincaré-map").

Tidligere introducerede jeg den kaotiske attraktor for at
fa styr pd et systems 'totale' opforsel. Men da en 3-
dimensionel figur er svar at handtere, er vi gaet over
til at se pad Poincaré-snittet. Men selvom et Poincaré-
snit er et meget sigende billede af et systems opfoersel,
er det ikke entydigt. Det fortzller intet om, hvor det
neste punkt kommer.

Man kan fa en ide om, hvordan attraktoren folder trajek-
torierne, ved at lave mange Poincaré-snit. Men man kan
ogsa anvende retur-afbildningen.

TWO-DIMENSIONAL MAPPING: X, = Fix. , yi)
POINCARE SECTION y " !
y

A =G(x ,y,)

isl

‘ Z

Y THREE -DIMENSIONAL
PHASE SPACE

X

Figqur N: Retur-afbildningen.
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Retur-afbildningen er den funktion, der forer et punkt i .
Poincaré-snittet over i det nzste. Selvom det kan lyde
indviklet, sa beskriver returafbildningen yderst gkono- .
misk om foldningen eller 'mixningen' af trajektorierne.
Hvornar strzkkes de og hvornadr sammenpresses de.

For at fa en ide om rerur-afbildningen, kigger vi ferst.
pa Feigenbaum-systemet:

f(Xp) = Xp4y = r*Xp* (1-x,) = —r-(xn)2 + rexq,
0sx<1 ; 0<r=«<A4,.

Hvis man afbilder den, har man retur-afbildningen:

N Xy ’

—xn

o0 X 1
Figur O: Den itererede afbildning.

P4 figur O er angivet hvordan man fra et 'fre’', Xy, finder de
neste vardier vha linien y = x. Parablens skaringspunkt med

y = x er i dette tilfazlde et stabilt punkt. Kurvens hzldning i
skeringspunktet afger om punktet er tiltrazkkende eller ej.
Hvis hzldningen er mindre end 1 numerisk er punktet tiltrak-
kende, hvis den er sterre end 1 numerisk er det frastedende.
Beviset er simpelt (se fx Jakobsen (1989) pp. 31-32), og man
kan let overbevise sig om det ved at lave et par tegninger.
Forgvrigt bemzrker man, at punktet x = 0 er et ustabilt,
frastedende ligevagtspunkt.

Nar man lader r vokse, vokser kurvens hzldning i ska-
ringspunktet med y = X, og ndr den passerer 1, bliver
punktet frastodende. Vi far en 2-cykel:
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X
© Xe 4
Figur P: 2-cykel.

Hvis vi i stedet for at afbilde x, mod den forste itere-
rede, afbilder den mod den anden itererede, ser vi, at vi
kan bruge analysen fra for:

i
1

|
|
|
|
0 t—

’

21x

»

i
|
-
!
[
|
|
[
i
|
:
X, X

3| o e e o e

Figur Q: Den 2. itererede af en 2-cykel.

De to punkter vil vare tiltrakkende, hvis hzldningen, ved
skeringen med y = X, er mindre end 1 numerisk. En tilsvarende

analyse kan man foretage ved alle periodiske cykler (ogsa
fx 3-cykel).

Dette resultat kan vi bruge til at forklare en del
intermittente forleb, £x det omkring 20-cyklen, fig. 12-
15. Ved at lave den m'te itererede retur-afbildning (m-
cykel), fas et forleb, der minder om fig. R.

Figuren viser, hvor systemet lander efter m iterationer.
Systemet er altsa tvunget til at tilbringe lang tid
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omkring x* - det ligner en m-cykel. Den tilsvarende
afbildning for 20-cyklen ses fig. 17-18. C

X* _
'Figur R: Intermittent forleb (tangent-bifurkation).

Kurven haver og sznker sig med parameteren r, og det er -
ferst i det @jeblik, at den 'slipper' y = x, at punktet
bliver ustabilt. Derfor kalder man denne intermittente
overgang til kaos for en tangent-bifurkation.

1-0
F*(x)

[}

05

Fiqur S: Tangenﬁ-bifurkation.

Pa tilsvarende madde md det forholde sig for andre syste-
mer end det en-dimensionale iterative. Men som vi skal se
for torsionspendulet (fig. 20 og 24), bliver returafbild-
ninger meget hurtigt uoverskuelige.

For kontinuerte dynamiske systemer bruges som sagt
punkterne fra Poincaré-snittet som diskret dynamisk
system. Hvis der patrykkes en kraft med en bestemt
frekvens, bruger man den patrykte periode som iterations-
periode. Computersimulationen giver outputs med bestemte
intervaller, OI, derfor bruges OI som iterationsperiode..

RS f (@ o1

> En) > £ (- o)

Fiqur T: Retur-afbildninger for kontinuerte systemer.
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Alt efter hvilket udseende retur-afbildningen har, taler
man om forskellige typer intermittens. Hvis retur-afbild-
ningen (ved intermittens) har et forleb med hzldningen
ca. 1, som i det ovenfor skitserede, kaldes det intermit-
tens type I. Hvis den har et forleb med haldningen ca.
-1, er det intermittens type III. De tre typer intermit-
tens er skitseret pa figur U.

o _ L7(‘,\
o : : B
Xy = € + X, + ux, z

e
I .
Foyy = (1 + €)r, + ur)
oy

0 =0, +Q

At

‘ s
11 —
Xpor = =1 + &)x, ~ ll.\‘,‘} \

Figur U: Intermittenstyper.

Jeg har ikke gjort noget s®rligt ud af at undersege de
forskellige typer af intermittens, bl.a. fordi retur-
afbildningerne fra torsionspendulerne er meget uoverskue-
lige. Det kommer jeg nermere ind pa i kapitlet "Kaos pa
computer",

Retur-afbildningen kan hjzlpe med til at afgere, hvilken
type bevagelse et system udferer. Hvis bevegelsen er
periodisk, vil man se en rzkke punkter, der nzrmer sig ét
punkt (evt nazrmer sig m punkter, periode-m).

Hvis bevagelsen er kvasi-periodisk, vil punkterne drive
og tilsidst udgere (nesten!) kontinuerte kurvestykker.
Men punkterne vil kun drive 'langsomt', og derved kan man
skelne kvasi-periodisk bevzgelse fra kaotisk adfard. Hvis
et system er kaotisk vil punkterne danne en kaotisk
attraktor, og to vilkarligt tztliggende punkter vil
divergere exponentielt (for kvasi-periodisk bevagelse vil
de folges ad). Den enkelte trajektorie vil resultere 1
punkter pa retur-afbildningen, som vil bevage sig rundt
pa hele attraktoren pa en totalt uforudsigelig made.



TORSIONSPENDULET

I det felgende vil jeg redegere for nogle af de resul-
tater, jeg har faet ved arbejdet med torsionspendulet.
Jeg vil kort fortzlle om simulationsprogrammet, opstille
modellen for torsionspendulet og fortzlle om udvalgte
resultater. Alene pladshensyn ge¢r, at det kun bliver en -
beskeden del af de opndede resultater. Saledes vil jeg
tillade mig at skere ned pa gennemgangen af modelleringen
af torsionspendulet. Dels er det ikke vanvittigt interes-
sant, ej heller relevant for kaos som begreb, og dels
formoder jeg, af de tre i specialet vil behandle det
grundigt.

A. CTS

Programmet, der er benyttet til simulationerne, hedder
"CTS", Continuous Time Simulation. For en grundig behand-
ling af det, se IMFUFA tekst 121, Christiansen (1986).
Dog benytter vi en nyere udgave. :

CTS simulerer den kontinuerte fysiske tid, og kan derved
simulere dynamiske systemer. Den model brugeren indskri-
ver i programmet skal vare formuleret som et szt samhgr-
ende 1. ordens differentialligninger (alle differentieret
mht tid).. ' :

Integrationsmetoden er en speciel 4. ordens Runge Kutta
med variabel skridtlzngde. Programmet afpasser skridt-
lengden i forhold til to krav. Dels den af brugeren
opgivne regnengjagtighed (et antal betydende cifre), og
dels den 'vildskab' systemet udviser. Det vil sige, at
skridtene bliver sma, hvis lesningskurverne krummer
meget, og er store hvis de er retlinedel. Der er ingen
garanti for, at den ¢nskede regnenejagtighed er opnaet.’

Programmet kan enten lagre kontinuert eller diskret. Ved
diskret lagring valges et output-interval, OI, og det
foroger programmets kapacitet mht simuleret tid enormt
(ca. faktor 100). Programmet lagrer da kun systemets
tilstand til bestemte tider med mellemrum OI (typisk den
af motoren patvungne periode).

lpraktisk sker det ved at se pa 2. afledede, dvs e#ndringer i
differentialkvotienterne.
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