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Teksten er en del af et fysikspeciale om kaos, som spreder
sig over tre IMFUFA tekster, nemlig nr. 179a: "Lerervejledning
m.m. til et eksperimentelt forlwbrom kaos". nr. 179b: Elev—
hefte: "Noter til et eksperimentielt kursus om kaos'", og nr.
180: "Kaos 1 fysiske systemer - eksemplificeret ved et tor-

sionspendul og et dobbeltpendul”.

Tekst 179a oplyser om et eksperimentelt forlebh om kaos som
IMFUFA tilbyder gymnasieklasser. Teksten omfatter apparatur-—
beskrivelser, vejledning i og eksempel pd sammensetning af et
forleb. Desuden er der Dbaggrundsstof til diskussioner samt en
lang rekke ¢gvelsesvejledninger m.m.

Tekst 179b er et elevhefte til dette eksperimentelle kursus.
Med opstilling af en matematisk model for et ikke—linesrt
torsionspendul. som det gennemgdende eksempel, introduceres
deterministisk kaos og en r&kke af de centrale begreber i
beskrivelsen heraf, f.eks. uforudsigelighed, ikke-periodicitet,
bifurkationer, Poincaré-snit, intermittens og Liapunov-eka-
ponent.

Tekst 180 indeholder udover undersggelser af karakteristiske
bevegelsesmenstre for et ikke-—linezrt dissipativt torsionspen-
dul og et ikke-linexzrt konservativt dobbeltpendul, intreoduktion
til omradets teorier, metoder og litteratur. Det er vort héab,
at teksten kan fungere som idé~katalog og introduktion for

andre studerende, der patanker projekter indenfor dette emne.
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"SAMMENHANG, PERSPEKTIVER OG_INDHOLD

~Som titlen angiver er denhe tekst pfimart ta&nkt som
'T'teoretisk understottelse af et eksperimenﬁélf kursus i
' “kaos>-f @nomener pa Roskilde Universitets Center.

Kurset, der tilbydes gvmnasieelever med mafematik og Tfvsik

~““="B& heit niveau: kan tilgodééé' forskellige dele af pensum.

. Kursét kan f.eks. indgA som del af kernestoffet i mekanik,

"tilgodese dele af dimensioﬁerne ”fysikkensl verdensbillede™
eller »fysikken 1  historisk og filosofisk belvsning®.
" “Endvidere kan forlsbet naturligvis indga somA et led 1 det
almindelige eksperimentelle arbeijde. her blot lagt udenfor
dagzligdagens normale rammer/muligheder. ’

De mere metafvsiske aspekter der kan knyttes til foriebet
samt de forskellige muligheder for forlsbets tilrettelzegelse
er samlet beskrevet i en sarskilt larer®-veiledning.

Indholdet af teksten er foarst og fremmest valgt wudfra
hensvnet til det samlede forleb (d.v.s. som supplement til
mundtlige oplag, demonstrationer og ikke mindst de
eksperimentelle svelser). Det har ikke ve&ret vores ambition at
give en fuldstandig og konsistent indfering i kaosteorien.

Som motivation for emnet og som indgangsvinkel tii
larebogen anbefaler vi. at man ser fjernsynsudsendelsen “Det
kosmiske kaos® fra serien “Hvalv?, samt videoen Kaos pa& RUC®

der kan rekvireres pad IMFUFA (se referencelisten).

Vores interesse for kaosteorierne udspringer af cen
modsatning. vi finder mellem den hidtil praktiserede natur-
videnskab og den *nye” kaosteori.

Pen moderne naturvidenskab har stort set kun interesseret
sig for de naturfanomener. der udviste "pane™ og forudsigelige

sammenh®nge. De ovrige naturfanomener som f.eks. uorden i




atmosfaren, turbulens i havene og lignende, har man enten til

en hvis grad ignoreret eller varre, direkte afvist som va&rende

'enkeltstaende'undtagelser,.SOm man med tiden nok ville fa styr

pa. .
NuU hvor interessen for kaosteorierne er vakt, og man via

datamaskinen har faet mulighed for numerisk at analysere mange
”nyé“ fanomenér, er 'de ”enkéltstéende” undtagelser snarere
blevet reglen. Nu finder man kacotisk adferd overalt, f.eks. i
drybpénde vandhaner, i rzgfaﬁer og i mkonomiske og politiske
deéller etc.vakadstéori er nemlig ikke kun en teori gf
iﬁtéﬁesse for fysikere. Det ér snarere en overordnet teori for

systemer, der udvikler sig i tid.

. Den brede vifte af  f@nomener, . hvor kaosteorien finder

anvendelse, rakker mAske frem mod en helt ny tvarvidenskabelig' .

_tggkhing. "En  nytanknings: der 'pd mange madder vil  5ta";7-1'

_modsatning til;:den vestlﬁgggAyerdens meget rationelle og =

deﬁerminiStiske_tankemade;,ébmf-den, hidtidige naturvidenskab;ﬁf:'

har staet fadder til.

© Selvom mangé,Utviylsomt vil mene, at de 1ikke finder en

’sadan modsatning, sé.Vil fremkomsten af kéosteorierne i det’
mindste afstedkomme en fornyet interesse for de hidtidige.

videnskabelige fremgangsmader og granserne for deres..

udsagnskraft og evne til at forudsige naturens fanomener.
De naturlove, vi kender idag, er fremkommet ved, at man har

idealiseret f@®nomener - set bort fra alle forstyrrende

elementer, idet det har varet antagelsen, at disse elementeh
»ikké i vaesentlig grad ville vare forandrende for adfarden af’
det analyserede fanomen. Med kaosteorierne bliver denne

naturopfattelse sat i et nyt lys, idet man med Kkaosteorierne:

er blevet opmarksom pa, at selv smd pavirkninger af et system,

pa lang sigt, kan f& dette til at opfere sig vasentligt
anderledes. Det er bl.a. det, vi med denne tekst vil

demonstrere. ~




Teksten tager udgangspunkt i et (kendt) gymnasieforseg -

“Torsionspendulet”. Udfra de forste grove tilnarmelser til det

~virkelige faznomen opstiller vi en matematisk model. Denne
" model udbygger vi s& gradvis, idet vi tager flere og flere
egenskaber ved pendulet med i modellen., Tilsidst opstiller vi

en model, som udviser kaos.

== - Undervejs introducerer og illustrerer vi-de-matematiske og

- ---grafiske redskaber,Adé?;!er nadvendige til - beskrivelsen og

rforstaelsen af de forskellige modellers adf 2rd. Her specielt

de grafiske metoder man kan anvende for at skelne imellem

- ~-periodiske og kaotiske systemer. Endvidere. introducerer vi

nogle af de nye begreber som kaosteorien har affadt, nemlig

bifurkationer og intermittens.

Afslutningsvis skal det understreges,; at den foreliggende
tekst er tankt som en negdvendig forberedelse for deltagelse i
kurset. Samtidig md vi dog erkende, at teksten i sig selv, pé

. flere mAder er utilstrakkelig, (derfor titlen *Noter til...”),
hvorfor vi opfordrer til klasseundervisning for beseget pa
RUC.

Teksten forudsatter kendskab til lineare differential-

kligninger og mekanik svarende til "hejt niveau” i gymnasiet.

God laselyst!
Seren, Jimmy og Andy

RUC 1983,



1, 'M_QDEIJ.-.E.B; NG. AF TORSIONSPENDULET

I dette kapltel beskrlver vi, hvor ledes ét torsionspendul
mekanisk er opbygget, hvilke: fysiske krafter der ¢virker 'pa”
‘pendulet, og hvorledes disse4kan formuleres i en matematisk:
model Endvidere introduceres de grafiske redskaber (t,y)- plot
:og faseplot samt begrebernexegenfrekvens og resonans. .

Som overskriften antyder, handler det falgende om et pendulg} S

og dermed om sv1ngn1nger._Sv1ngningsfanomener kender vi allefwiif:; ;

tra.' vores : hverdag. llgesom du:  méske’ allerede'lbharf{
“stiftet bekendtskab med dem i din gymna51eunderv1sn1ng Udover.

svingninger fra- penduler kepqer vi ogsa svingninger fra4’:‘

(vand ) bzlgeudbredelse, lyd,‘iyé og radio- og tv-signaler.
1 denne tekst’ ‘interesserer vi os specielt for mekaniske
'systemer. Systemer hvor. vi fysisk kan se noget svinge frem og

ti;pagef I svingende systemer kan der opsta forske111ge karak—;u]!"

tehistiske‘bevagglsesmqnstre, fx. harmon1ske . og periodiske

SVIngningéf dg “de - mindfe‘ kendte . kaotiske svingniﬁger.' 1
undervisningssammenhang, pA stort set alle niveauer, har man .

' indfil for hylig'kUn interessehet sig for de ’pane” beveg—*:

éléesmznétre; »d;§.s,;'dem~ man kunne forudse og analytisk

 berggne'sig ffem'til.' | '
.'Til , dembnstrétion_" af den slags bevagelser har -
'Leybbld—Heraeus produderet et torsionspendul. Det er et pendul
‘med.en dempningsanordning og en motor. I fabrikstilstanden'kan
pendulet udelukkende frembringe de p=ne bevagelser, her

Specielt de dampede, frie og tvungne svingninger. Endvidere
kan apparatet ogsa.bruges til at demonstrere fysiske begreber
som‘egenfrekvenévog resonans. Vi vil i dette kapitel se
narmere pd disse for natufvidenskaben meget velkendte og -

vigtige fanomener.




1.2 aturbeskrivelse
Torsionspendulet bestar af en cirkular skive (1), der kan

dreje om en vandret aksel gennem centrum (Fig. 1).

Fig. 1 : Torsionspendul.

REFERENCELINIE

7\

(1) Skive (der kan svinge om en vandret aksel)
(2) Fjeder

(3) MAlepunkt/ligevagtspunkt

(4) Fjederophang (hvortil motoren er koblet)
(5) Motor (-drivhjul)

(6) Elektromagnet (til dampningen)

P4 akselen gennem skiven er paAsat en fjeder (2). Det er
denne f jeder, der er &Arsag til, at man lidt forfejlet kalder
pendulet et torsionspendul. Torsion” betyder nemlig vridning/
drejning, og i vores tilfalde er det fjederen, der under
skivens svingning henholdsvis bliver spendt og strakt og
saledes serger for en svingende bevagelse. Sterrelsen af
kraften, eller rettere kraftmomentet, fjederen pAvirker skiven
med, er proportional med skivens drejning fra ligevegts-
stillingen.

Hvis vi antager, at skivens masse er symmetrisk fordelt om
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'aksélen; vil det alene vare 'fjederen som bestemmer, hvor
sklven er i ligevagt Mens sk1ven star i sin ligevegtSstil-
_ ,ling, valger vi et punkt (3> pa skiven .- lodret wunder
fi’;referencelinien. Det er. dette punkts bevagelse i1 forhold til
‘f eferencelin1en og som funktion af tiden, . vi i det legende
A_vil bruge til beskrivelsen af sklvens bevagelse. Nar punktet
-(3) ‘er lodret under referencellnlen, ved vi alts&, at skiven
fer i ligevagt V1 kan sa passende kaldngfa)_ for ‘ligevagts-

”»;punktet.i,ffﬂ»,,,._ IR L o
e Ligevagtsstllllngen kan ‘forskubbes gennem en’ flything af
”V.fjederens andet ophengnlngspunkt (4).;Skiven vil nu stille 51g'ffl'Q ﬁff

vj*ﬂfii en anden llgevagtsstllllng, og vores llgevagtspunkt (merket:
s -pa skiven) vil - have flyttet 51g tllsvarende. Vinklen (Vi
T vligevagtsstillingen har drejet sig, er saledes vinklen mellemf

| fligevegtspunktets nye placeriKVJ

og reference11n1en (fig 2)
Endringen af ophengnings—, ﬁfv ' S S :
punktet og dermed ligevagtSA-;: Ei g Endring af llgevagts—_.

_ stillingen kan ‘enten fore-f“ﬂ o 'stilllngen
tages  manuelt . ..._'med fast o "‘&?ésxeum.mre

”-,;indstllling (uden motor){fﬂj{ﬁ*_.[

’3g3e11er man kan andre lige‘ L:‘l‘

. \.«“‘4‘

'vagtsstillingen : periodisk?aﬂf i

_v'hJ a. motoren «5) - fig‘:g{;”*
111‘1) | H
._.flytning af 1igevagt55til—ﬂfffi-,"u

;Det er denne perxodiskej::5”

;“flingen, der medfarer :ﬁdgﬁwf
'% vedvarende bevegelse.. ' :.. , , o
Skxvens udsving kan dampes gennem en - elektromagnet «6)‘—1aA‘}.r53
A'f:fig 1), der ved at 1nducere hv1rvelstramme i. sk1ven kanu‘;
“”.pafzre skiven en dampning, der antages - proportional, mgd - ?

ﬁﬁ; skivens hastighed og strzmmen gennem elektromagneten.’ i

“1“3 HQQE!!EEIDE _
_' Ved matematisk modellering af et mekanisk fysisk system mén
 man overveJe, hvilke krafter, systemet er pévirket af. Det er
. _nemlig disse krafter, der‘ (iflg Newtons love) bestemmer, 1 o
";hvorledes systemet opfzrer sig over en given tldsperiode.. |

Lo e ST . : : R
e fﬁ'*hTS.r;A'rp,_v.if e

s Teo . R 0. Lt . . : . EE I P




Ideelt set skulle en matematisk model s& indeholde alle
disse krafter. I praksis er dette krav dog oftest umuligt at
honorere. Det skyldes dels, at man ikke altid kender de
krafter, et system er pavirket af og dels, at nogle kraftpa-
virkninger er s& ustabile, at de kan vare umulige at formulere
pa matematisk vis. Den slags krafter kan naturligvis ikke
indgd i modellen pA samme mAde som de kendte krzfter. Man kan
her valge at se bort fra de ubeskrivelige krafter, eller man

kan forsege at beskrivejiraften med et matematisk udtryk, der

tankes at kunne tilnarme et eventueit%udtryk for den faktiske

kraft. Derudover kan det matematiske udtryk have en karakter,
som ger, at de opstillede 1ligninger hverken kan loeses
analytisk eller v.hj.a. en datamaskine (d.v.s. numerisk
losning).

Ofte kan det dog vare s&dan, at de krafter, der er svare at
beskrive, ogs& er dem, der pa kort sigt paAvirker bevagelsen

relativt mindst. Derfor valger fysikere som regel at se bort
fra dem. Det kalder man at idealisere systemet (f x.
“masselgse® snore, se bort fra luftmodstand etc.). En anden
form for idealisering er at antage, at de krafter, der virker
pa systemet, gor det p& en forudsigelig maAde (f.eks. motorer
der trakker/skubber/roterer med jsvn hastighed etc.). 1 de
folgende modeller af torsionspendulet, foretager vi Dbegge
former for idealisering.

Selvom der kan opstA problemer, nar en datamaskine skal
lose ligningerne for et fysisk system, er den alligevel et
vigtigt og nedvendigt redskab til behandling af den slags
modeller. Af fordele, fremfor det faktiske eksperiment, kan
navnes, at man ofte hurtigere kan f& et overblik over
systemets mulige opfersel, og at man ikke er afhangig af ofte
unsjagtigt eller utilgangeligt mAleudstyr. Derimod vil der
s&dvanligvis vare variationer i det faktiske system som ikke
genfindes i kerslerne p& datamaskinen, da det ikke altid er
muligt at medtage pracise wudtryk for samtlige kraft-
pavirkninger i systemet. Derfor vil en model oftest kun® vare

en tilnarmelse til den eksperimentelle virkelighed.



1. 4 Fzrste model - med fJeder (frie, udzmpede sv1ngglnger
' :1 den ferste model tdger . vi kun hensyn til. hvoriedes
klaften fra fiederen p&v1rker skivens svingning. Vi undlader
-a}§5q at sla motpren t11, v1 demper ikke sys+emet (taender ikke
for.°iektfomagneten), og ser desuaen bort. fra den gnidning,-
der- nedvend1gv1s ma. vare i 1e1erne i sklvens aksel. ‘Hvordan
vil et sadant system opfzre sig? ’ '
A For at kunne svare pa dette"spzrgfmél, ma"en matematisk
,model opstllles Altsa skal v1 kende karakteren og sterreisen

df de fy51ske krefter, der pav1rker sy temet.

'Newtdn*s 2 lov (F=m a) for translatorlske bevegelser ser

tor roterende bevagelser lldt anderledes ud

- Kraft er erstattet 'med kraftmoment M  (Nm}, masse med

inértimoment I (kg m* ) og acceleration  medu vinkelaeceleta—
. tlon (~”“) . R , ' '
Inertlmomentet I Lr et begreb\ 'vi ‘ikke her wvil diskutere
V:jyderllzere..men ‘blot. anfzre.c'at: det for stive . roterende
legemer ‘er en kon;tant, Ahv1s 'stzrrelse' afh&mger sdvel af
* ma5oen af legemet ‘som éfl masJefordellngen (i forhold til
omdrewnlnasaksen) -

Vlnkelacceleratlonen ._kaﬁfémskrives'til

t;vhvéﬁ W (S;*) cer v1nke1hast1gheden/v1nkelfrekvensen 0 v
 ‘sk;Qan= udsving; (v1nke1, mélt i radianer: og regnet med
'3fortegn) fra llgevegtsstllllngen _ |

I -denne feorste tllnarmelse, ser vi kun pa kraften fra
f_f3ederen. ‘Den pavirker skiven‘méd et kraftmoment Mw.,, der er

yperQrtionalt medﬂskivens udsVihg=y fra ligevegtsstillingen:




Minustegnet fremkommer fordi fJjederen vil forsege at trakke
pendulet (tilbage) til ligevagtsstillingen. k er torsions-
konstanten/f jederkonstanten (malt i NmJ. l

- Det resulterende kraftmoment er da:

M = M=,

: Be?agelsesiigningen og hermed voreS’igrste_model bliver da:

I_§.11 = _k.y

$

ok
y”+7y=0 (1)

hvor 1 er skivens inertimoment.

Ligning (1) er en almindelig homogen, linear differential-
ligning af 2. orden. Linzre differentialligninger (med
konstante koefficienter) kan altid leses analytisk. 1 dette

tilfalde er lssningen:
y(t) = A-sin(wa-t + g, (27
hvor wo = Jk/I (33

som altsA er lesningen til den ferste model. Den fortzller os,
hvormeget skiven er drejet som funktion af tiden t. A og q er
integrationskonstanter, der fastlagges ud fra begyndelses-
betingelserne, d.v.s. vinklen skiven var drejet og dens
vinkelhastighed til tiden t = O.

Efter at have lest det matematiske problem mangler vi nu at
fA den fysiske forstaelse af problemet/bevagelsen. Til dette
er det som regel en stor hjzlp, hvis man p& den ene eller
anden mAde kan anskueliggere bevagelsen, altsad f.eks. tegne

zrafer over bevescolieen- rerlen 1 tid.




1. Cay)- of "(x,t)-skriveren™

' Tegﬁiﬁg af' grafer over sammenhznge mellem forskellige
variabler og analysen éf disse er en vasentlig del af
'Qndgfszgelsen af modellens opfzrsel Fer man giver sig i kast
hermed, er det dog klogt at gzre sig nogle overvejelser over
hv11ken form for koordlnatsystem, der bedst gengiver indholdet

_af,den_lignlng eller de data,;man znskér at fa ovetblik over.

.I'lzsningen (2) till{den forste model (1) ser vi, at
bevagelsen ‘er- udtrykt ved en 51nusfunkt10n Dermed ved vi, at
'bevagelsen er per1od15k med per1oden. ’ ' '

. ;%J%__»  }‘- A Zn».
S LT ' "jﬂ%b~' 4
-~ hvor frekvensen; ‘

L (5

'?ﬂg-

Hvis vi velger et koordlnatsystem, hvor tlden t er Ud' ad
fzrsteaksen og y op ad andenaksen, far vi saledes en graf, der
er perlodisk ' ' , .” '

. Lader vi en datamasklne tegne grafen for funktionen (2) med
 q: ﬂ72, far vi folgende (t,y) plot- .

CEig. .3 HérmqniSk svingning.

Th0 e

AAAAAD
BUAY VIV v

Som det fremgAr af grafen, udferer skiven svingninger med
konstant periode T omkring ligevagtsstillingen - en ren”

sihusfunkfion, S?ihgningens yderpunkter er -A og A. Sterrelsen

S - 10 -



" A kaldes bevagelsens amplitude. En saAdan bevagelsesform kalder

man harmonisk .

Setter vi systemet i svihgningef ved at dreje skiven
vinklen y og derefter slipper, vil skiven svinge frit -
foretage frie svingninger . Disse svingninger vil foregd med
en frekvens vy, der er specifik for systemet, kaldet

~--egenfrekvensen . Udfra egenfrekvensen=v og ligning (5)..kan
-° egenvinkelfrekvenen w. bestemmes.: Denne egenvinkelfrekvens
har, som vi senere skal se, stor betydning, nar vi begyndér at

pAvirke systemet, f.eks. med en motor (kapitel 1.7).

I modellen vil svingningen fortsatte i det uendelige. I
praksis ved vi dog godt, at dette ikke sker. P4 et eller andet
tidspunkt wvil bevagelsen stoppe, fordi skivens kinetiske
energi efterhaAnden vil blive omsat til varme p.g.a. gnidningen
i lejer m.m. V

Til underspegelse af den virkelige bevaegelse har vi en
sAkaldt "(x,t)-skriver™ (fig. 4), der kan kobles direkte ¢til

torsionspendulet.

Fig. 4 @ (x,t)-skriver.

(xyt)-skriveren tegner
grafen for bevagelsen
analogt, idet pennen pa
skriveren flytter sig i
overensstemmelse (analogt)
og samtidigt med skivens
bevagelse.

Med (x,t)-skriveren” far vi:

- 11 -




R

Fig 5 %ADampet svingning —>analogt.

=

Her SEr;viwtydeligt, at béVégelsen dor ud. .Gnidningen ‘er 1

‘altsa en VaSEntlig‘faktor,fvr’ikke kan tiilade os at se bort

fra. Den ma5§i_tage:hzjde'fdrji den anden udgave af -modellen.

1.6 Anden model - med dempning (dempet svingning)

Udovér dén'nafurlige'ghidning i lejerne, har vi som sagt

ogsa élektromagneten, der kan dampe bevagelsen. Dampningen fra
'elektromagnéten, som,vi"éeiQ‘fCelektrisk) kan regulere, ef
: propprtional med - skivens ”Qinkelhastighed. Gnidningen fra_
‘léjérhé er_beﬁydeiig_mére'kompliceret. I modellen antager vi
'-dog;fat hele_démpningén - savel dampningén fra lejerne som fra

‘-elektromégneten’ -  er 'proportiohal- med skivens hastighéd.

Matematisk formuleret bliver kraftmomentet fra gnidningen/

dampningen:-

Mon = - pnew ~ hvor g = lhiwier * Hmoagret

@ Mon = - p-y?

hvdr M (N'm-s) er gnidnihgs-/dampningskoefficienten. Kraft--
momentets Mp.'s bidrag til det samlede kraftmoment M er som

fra.fjederen ogs8 negativt, men her fordi det konstant virker

- 12 -



modsat retningen af hastigheden.
Det resulterende kraftmoment er da:

M
<> M

MP'.:! + M(.‘.in
-ky - pey

u

u

Bevagelsesligningen og hermed vores anden model bliver da:
I.y"‘ = —k;:j’—”.y’
€ Iy +u-y’ +ky=0

. a B, E _ ,
& y+1y+1y-0 (&)

Ligning (6) er ogsa en differentialligning, der kan loases
analytisk. Her er lesningen dog mere kompliceret, idet vi far
forskellige lesninger, afhengig af sterrelsen af de
forskellige parametre k, u og I.

Da saAvel f jederkonstanten k som inertimomentet I er
konstante for vores torsionspendul, sa& er 1lesningen af
differentialligningen (6 kun afhangig af gnidnings-
kocefficientens u’s sterrelse. Dens sterrelse kan vi bortset
fra bidraget fra gnidningen i 1lejerne, regulere v.hj.a.
strommen gennem elektromagneten.

Er dempningen lille, er lesningen:
y(t) = Ae‘ﬁ"sin(wt +q) (7)

hvor

N \/, p2 - (8)
“"\/1'412" T

Arexp(-u/(2-1)-t) er den tidsafhangige amplitude, og w er den
nye vinkelhastighed (wa er vinkelhastigheden/egenfrekven-

sen fra for d.v.s. fra forspget uden dampning). Integrations-

- 13 -



XY

konstanterne A og g fastlagges som fer udfra begyndelses-
betingelserne._ '

Er dampnlngen lille, er ligningen (7) ‘altsd lesningen til
den anden model.
T11 forskel fra lzsnlngen t11 den ferste model (2), er

ampl1tuden her. ikke langere konstant Udfra den negative

_eksponent i eksponentlalfunktlonen kan vi se, at amplituden

aftager med tiden. o o ,
En anden effekt af dampn1ngen er, at v1nke1hast1gheden w i
ligning (8) i forhold til vinkelhastigheden wa fra forszget

- uden de&mpning, bliver mindre (w < wo). ‘Dette kan vi se pA et

(t,y)-plot, ved'at der bliver langere mellem balgetoppene -

frekvensen (5) falder (fig. 6).

Fig. 6 : Dampet svingning - simuleret.

Semmenligner vi fig. 5 og fig. 6, ser vi, at de kvalitativt

- dvs. ikke nedvendigvis talmessigt ( kvantitativi ) er meget

ens. Hermed kan vi sige, at den ™anden model’ (6) for sma

" dampninger er en god tilnarmelse til den observerede

bevagélse.

Udfra 1ligningen (8) kan vi ses at sterrelsen under

kvadratroden kan blive nul (kritisk dampnlng) eller negativ

- 14 -




ved kraftig dempning (stor M), Vi vil ikke her ga& narmere i
detaljer med de konkrete lasninger til differentialligningen
(67 for disse tilfazlde, men nojes med at se pAa

lesningskurverne:

Fig., 7: Kritisk og kraftig dampning. -

ol Iid : ¢

For kritisk (graf 1) og kraftig (graf II) dempning bliver
forste svingning i teorien aldrig fazrdig. Den bliver ved i det
uendelige (ligevagtspunktet ndr aldrig ligevagtsstillingen).,
idet svingningstiden - perioden T g&r imod uendelig for w — O
(3f. ligningerne (8) og (4)). Det er ved kritisk dampning man
far den “hurtigste® hevagelse mod ligevagtsstillingen.

Som forventet ved stor dempning (fig. 7 graf 1II1) svinger
bevaegelsen heller ikke, men den g&r «pang  langsommer s [

ligevaegtsstillingen.

Da der i nasten alle systemer er gnidning/d=zmpning, er det
nodvendigt at tilfsre energi, hvis man snsker, at bevagelsen
ikke skal de ud. Derfor har torsionspendulet en motor. der

trods dempningen kan holde er bnveeelisze irans,

1.7 Tredie model med motor (tvungen svingning)
De systemer. vi hidtil har modelleret, er s8kaldte

autonome svstemer. Autonomt betvder selvbestemmende og dekler

her over. at systemet ikke bliver pavirket (udefra). 1



~modelm@ssig henseende medferer det, at differentialligninggh
Vikkéfindeholder led, der direkte er udtrvkt som funktion af
tiden t. | |

Nar vi starter motoren til torsionspendulet tilferes der
periodisk enérgi til systemet (motoren omsztter . .elektrisk
ehérgi ti1 mekanisk energi.til pendulbevegelsen). Dermed skal
modéllen tilfejes et led, = som reprasenterer motorens
kraftpavirkning af systemet,. Et sadant system, der Dbliver
dre§ét udefra égihvor‘tiden- direkte indgar i diffétential—

ligdingen (kr@ftp&virkningen' gndrér sig "1 tiden) 'kaldes

‘et ikke-autonomt system.

Motoren far'et drivﬂjul til at rotere med en  hastighed,
hvis sterrelse er afhengig‘af den elektriske spanding'-qyer
motcren. Drivhjulet skubber en stang, thrtilf f jederen er
fastgjort,frem og tilbage (fig} &). Det medferer, at f jederens
andet ophangningspunkt (4) ligeledes flyttes frem og tilbage,
og dermed drives ligevagtsstillingen i takt med drivhjulets
rotation (Jf. afgnit 1.2, fig. 1, s. 5). Vinklen A (fig.

8) som ligevagtssfillingen skubbes., kalder vi'motoramplituden.

g;g%mg; Motordrevet.

.\%i
(1
| é— REFERENCELINIE
(
MOTORDRW HIUL
L\/
y A G
toy
el
Ano o



Nar motoren skubber f jederophangningspunktet (4) pavirkes

skiven med et kraftmoment pa
Mme = - k.‘.A(“l;:=(1;)\

hvor k er fjederkonstanten.

Da motordrivhjulet roterer, er “vinklen, motoren skubber
opha&ngningspunktet, ikke —-konstant.-: For at --kunne modellere
denne andring..-mld vi foretage en idealisering- og antage, at
drivhjulet roterer med rén konstant vinkelfrekvens ww. (1
realiteten varierer den med <ca. 5%). Hermed bliver kraft-

momentet motoren pAvirker systemet med
Mug = - K+Ame* cOS(Wau LR, (97

hvor p er drivhjulets begyndelsesfase.
Sztter vi dette led ind i den anden model (6), far vi:

@ M= My + Mam + Mue

M - Mwm - M= 4 = Me,
=> I.y>* + gy’ + key = - K¢firne ' COS (W T4D)
B k Am
od y" + —I-y' + = -—k—Tf- cos(wpsot + Pp) (1607

Ligning (10) er bevagelsesligningen for det dzmpede og drevne

torsionspendul og dermed vores tredie model.

Ligning (10) er en line®r 2. ordens inhocmogen differential-
ligning, der kan le@ses analytisk. Lesningen bestdr af to led,
dels et led som er identisk med lesningen til model 2 - uden
motor (7)), og dels et nyt led, som er en felge af at motoren

modarbeider den naturlige bevagelse.



y(t) = Ae™Ftsin(wot + q) + Csin(wpot + ¢) (11)

_ AMo
I\/(wﬁlo —wi)2+ ﬁz-;}z““

hvor C (12)

2 2 k
Whpo — Wo . 2 _
8 t9(9) = e 0 0]

A oz g er som fer integrationskonstanter. der bpestemmes
udf ra. begyndelseébetingélserﬁei .

Ligning (117, der er lééningen til wvores tredie model,
indeholder savel fjederenss dampningens som motorens bidrag
til'beyagelsen. _

Fra cdet foregéende-kapitel ved vi. at det farste led 1
modellen A'exp(~-p/(?-])-t)-sin(w“vt+q) med tiden wvil for-
svinde; idet exp{(-p/I+:t? - 0 for t—=o0, Derfor vil det sidste
led 'C~sih(wmm-t+qﬁ\ der aidrig »farsvihder. ef terhdnden f&
overtaget og saledes klive beétemmende for bevagelsesmznstref.
Dette led. som er en faolge -af motorens kraftpadvirkning pa
pendulet, overvinder altsa<dampningen ng tvinger pendulet ind

i en bhestemt hevazzelse - heraf begrebet tvungne svingninger.

Bevégelsen kan vi fa skrevet ud af (x.t)-skriveren, men vi
har 1valgt dotamaskinen. ‘idet vi pé& den miade  kan gpre

udviklingen tydligere (fig. 9).

E;g;mg: Tvungen, dampet svingning.

-y

L. | ]

lid 'S



Af grafen ses, at bevagelsen i starten ikke er harmonisk.
Dette skyldes det farste leds indvirkning pé beVagelsen. Men
p.g.a. dampningen dor disse fbrstyrrende svingninger ud, og
‘saAledes overlades det til motoren at drive pendulet.

Denne forste *ustabilitet™ kaldes »indsvingninger’, idet
 disse svingninger kun har indflydelse i starten af forlebet.
Allerede efter kort tid har svingningen stabiliseret sig til
-en pan “harmonisk” svingning. - =
“<. Det andet led i ligning 11D béSkrivethden harmoniske

svingning:
y(t) = C-sin(wWmer t '+ @) ' 129

Heraf kan vi se, at den harmoniske bevagelse, som
torsionspendulet foretager, foregdr med en vinkelfrekvens, der
er lig den patrykte motorvinkelfrekvens wee.

Vi kan, af ligning (12) se, at amplituden C af bevagelsen
afhanger savel af den patrykte vinkelfrekvens ww. som af
systemets egenvinkelfrekvens w. samt p og 1. Jo narmere
Wme  ligger pa& wo Jo sterre bliver amplituden. N&r Wee =
we fAr vi maksimal amplitude, hvis sterrelse kun er afhangig

af p og I. Denne situation kaldes resgonans.

Vi har nu gennem fysiske betragtninger opstillet tre
modeller. Til hjelp for analysen af modellerne har vi teghet
diverse (t,y)-grafer. Disse giver os tilsammen en god
forstlelse af, hvordan torsionspendulet opfearer sig 1 de
forskellige situationer. Men i en (t.y)-graf kan wvi af gode
grunde ikke se hele bevagelsen, idet t-aksen jo nedvendigvis
m& have en endelig langde. Til analysen af bevagelser., der
foregar over lang tid eller udviser et kompliceret forleb, er
et fasediagram/faseplot mere velegnet. Det wvil vi nu se

narmere pa.
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"‘dennevV1s kantvi: skalere’vores koordlnatakser saledes urat“’hele

“bevagelsen” kan afbildes indenfdr" dé -grans5efy “sém! “akdérne
sfStPRker. edizonn showksTuny sl e cjed oo oo gsnnd

“Ser vi pa vores harmoniske svingning fra ﬁdréfe"médéf}(}var
dcv1nget til tiden t (ligning (2), med g (sat) = 0):
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Sammensatter v1 y(%) og w(t) tll en vektor r(t),,fér‘vi:'

; £ . {
BEy s (vt wtn ﬁ-(A}sin(wﬁ't),WO-A-costm-t)),
: et - S - . -

ATl

,;hgil&et“erwpapametecﬁnemsiiliingen-for en ellipse.

beestiller vi ds'nU~ at vi afsatter vektoren F(t) fra
koordlnatsystemets centrum med-y(t) ud ad fzrsteaksen og w(t)
op. ad andenaksen, Ea il denne vektor,‘som funktlon af” tlden,

dreje om centrum,,og aftegne en elllpse med halvakserne A og
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En afbildning som figur 10 kaldes et faseplot,

dinatsystemets plan betegnes et faserum.

I figur 10 har vi valgt y(t) og w(t) som dimensioner - pa

datamaskine, idet wvi ikke

vinkelhastigheden af skiven.

Faseplottene for de tre foregé&ende modeller er
_ figur 11, 12 og 13.. ~

Her vil faseplottet altid vare
en ellipse. Halvakserne i ellip-
sen kan kun @ndres ved at andre
amplituden, fjederen eller iner-
timomentet af skiven.

Fig, 12: Faseplot - Dampet svingning (svarer til

Her ser vi, at kurven narmer
sig (0,0), svarende til lige-
vagtsstillingen - vinkelhastig-
heden géende mod nul. Kurven vil
altid naerme sig asymptotisk til
(0,0). Hvor  hurtigt, afh&nger
primart af sterrelsen pA
gnidningskoefficienten y.

akserne. At tegne faseplot med disse
direkte

(analogt)

dimensioner

og koor-

en
male

T—+y

3]

.‘ ’/

¥
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Fig. . 13: Faseplot - Tvungen, dempet svingning (svarer til
fig. 9.

Her ser vi hvorledes bevag- Ly

. B . A A
elsen efter indsvingning ender i /! :
den harmoniske svingning og ' I—e
forbliver der, Sterrelsen  af
ellipsen (arealet) er - primert
afhangig af motoramplituden Am.
og motorvinkelfrekvensen wam.

g — RN

Selvom vi ikke kan. lave analoae faseplo+ med dlmen51onerne
tv,W);‘kan vi v;hjla. en sakaldt ”(x,v)—okrlver“ lave en anden
tvoe faseplot, nemlig‘et, hvor v1 har udsv1naet af skiven v(t) -
ud ad fzrsteaksen L og motorp051t10nen P(t) AMN‘COSCWMHa+p).

. op ad dndenaksen»(fig} 14)

Fig...14: Faséplof'— Tdhngéh; démpet svingning - analogt.

I faseplottet (y.P) tegnet med B
P(X,y)-skriveren”, ser = vi samme : B '
kvalitative udvikling som i fig. . [_9
13. Kurverne er ikke kvantitativt
ens, idet der ikke er den ' Samme
funktlonelle sammenhang mellem v
og P-som mellem y og w.

bt v e e s ot s rmntn. ]

s sl g rvaee 4 am ns g [ Sratm— &

Sammenligner vi figur 13 og 14 Ser vi en rimelig kvalitativ
overensstemmelse. Dette giver os et godt bevis for. at den
tredie model (10) er en god tilnarmelse til det virkelige

fznomen - torsionspendulet.
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I dette kapitel har vi set, hvorledes man fra et konkret
fysisk system - torsionspendulet, gennem fysiske betragtninger
er ndet frem til en rimelig model for, hvorledes systemet
udvikler sig over tid. De bevagelsesligninger wvi har fundet
frem til, er bevagelsesligninger vi vil kalde *pzne™, fordi
~det har varet muligt, at lese dem analytisk. Lesningen til

disse ligninger har da ogs8 vist sig, at vare pane™ - ordnede

-zog forudsigelige. -

I det naste kapitel skal vi se helf andre bevagelsesmonstre

- nemlig kaotiske bevagelser.



2. INTRODUKTION TiL KAOS

I dette kapitel vil vi ‘introducere en rakke metoder og
begreber, som tilsammen kan danne fundament til en forstaelse.
af- kaotiske systemer. ) ’ ‘

Efter en mlndre £éknisk ombygnlng af torsionspendulet
" opstilles en ny (fJerde) model, der blandt andet - kan udvise
kaos. 1 tllknytnlng hertll 1ntroduceres ‘de grafiske redskaber:
tredimensionale afblldnlnger,iftprus, Poincare’ - og retur—
afbildningén' samt>'begreberhé bifurkatibn, intermittens ~og

Liapunov-eksponent.

2.1 Ideallserlngen af den f251ske v1rke11ghed

I - det foregéende- kapltel sa du, - . hvorledes vi gennem -
Vopstllllng af tre ‘.stadig. mere kompl;derede . modeller 'af

toralonspendulet tllsldst endte~med en model, der kvalitativt

. ;udv1ste samme adfard som det v1rke11ge/observerbare f 2rnomen,

 Ved kvalltatlv overensstemmelse forstar vi, at modellen

udv1ser samme bevagelsesmznster som tor51onspendulet~ mén ikke: -
 ‘nedvend1gv1s med’ samme. (kvantltatlve) talmessige vardier,
'd V.S, f eks. med samme amplltude eller samme periode etc. For
ogsa at tllstrabe en kvantltatlv overenstemmelse, s8 skal de

'forskelllge"konstanter/parametre k, ps I, og Avme. bestemmes/

’Uméleé Selvom vi som her kunne le@se - de opstillede modeller/

?.bevagelsesllgninger eksakt/analyflsk, s& er der altsa endnu et
"stykke vej til den endelige model for det specifikke penaul

. Men her skal vi huske p&, at selvom vi kunne bestemme Kon-
'_stanterne uden eksperimentelle u51kkerheder, hvad der aldrig
er- t1lfa1det, s& vil modellen af tor51onspendulet altid kun

: .veré en model i ordets egentllge betydning, idet vi som

»forudsetnlng for den matematlske modellerlng foretog en del
1deallser1nger Vores beskrivelse er saledes kun tilnezrmelses-
- vis korrekt.

- Nogle af de idealiseringer, vi gjorde, var blandt andet,

at antage, _at_:ékivens masse var symmetrisk fordelt om
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akselen (s. 5), at dampningen savel fra lejer som fra elektro-

magnet er proportional med vinkelhastigheden (s. 12) og at

- motordrivhjulet roterer med Javn hastighed (s. 17). Disse
antagelser er for fabriksudgaven af torsionspendulet ikke
urimelige. Men hvad ville der egentlig ske med

- bevagelsesmonstret, hvis vi foretog en teknisk @andring pd
torsionspendulet, s& bare een af disse antagelser ikke langere

er rimelig?

Vi har i det faglgende valgt at zndre een af de faktorer,
der ihvertfald er af afgegrende betydning for pendulets bevaeg-
elsesmeonster, nemlig skivens massefordeling. Med andre ord:

Hvad vil der ske, hvis massen af skiven ikke er javnt fordelt?

2.2 Fjerde model - med lod

I denne fjerde modellering af torsionspendulet foretager vi
en mindre teknisk ombygning af pendulet. Vi pasatter et lod pad
skivens kant. Loddet placerer vi pracis, ovenover ligevagts-

punktet (fig. 15).

Fig. 15: Torsionspendul med lod.

——

r F\‘L

T REFEREENCEL INIE
QD

LIGEVAGTSPUNKT

L
Paszttelsen af dette lod medferer, at det ikke 1langere er

rimeligt at antage, at skivens masse er symmetrisk fordelt om
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akselen. Denne antagelse medferte (jf, s. 5), at 'vi med god
ret kunne konkludere, at det alene var fjederen <(og dens
kobling til motoren), der bestemte, hvor skiven var i
ligevegt. Med loddet pasat andres dette radikalt., idet loddets
tvngde ‘vili bldraze til. at c*m.ven udablllaerer mig-‘i andre
llgevagtsstllllnger

- Hvordan llgevagtsstllllngen vil &ndre sig, kan vi fa et

overbllk over ved at foretage nogle energibetragtninger.

Ved tor51onspendulet uden lod s& vi, hvorledes svingningen
foreglk omkring en llgevagtsstllllng Jo sterre wudsving, jo
mere blev fjederen spandt, ‘og des mere potentiel energi

‘optageq S f]ederen (fig. 18).

Fig. 16! Epwe som funktion af y for torsionspendulet - uden
loq:qg_motqr. %&’
Med udsvinget y ud ad 'fszte-
aksen og systemets potentielle Epoy *
energi Eern+ op ad andenaksen
vil bevagelsen komme til at
forega p& en parabel.
Som det fremgdr af grafen, vil
den potentielle energi vare _
mindst, der hvor fjederen ikke er LIGEVAGTS:
- STILING
spandt (y = 0, og Erue = 0).
Dette punkt svarer til vores ‘ J/ :
‘ligevaegtsstilling.- BE _‘4/,// ‘
NAr vi saztter loddet pa skiven, vil den “gamle™

ligevaegtsstilling stadig vare en ligevagtsstilling, idet
f jederen jo stadig vil forsege at fastholde skiven her. Men nu
;ef denne ligevagtsstilling blevet en wustabil ligevagts-
stiiling. Skubber vi ganske 1lidt til loddet, vil tyngden af
dette dreje skiven, og snhart vil skiven igen stabilisere sig.,
men nu drejet med en fast vinkel til den side, loddet var

skubbet til (fig. 17).
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Fig, 17! Ewmw+ som funktion af y for torsionspendulet - med

lod og uden motor.

Som det fremgaAr af grafen, har : X Epot
vi nu to ligevagtsstillinger - :
een i hver greft™ svarende til
udsving til hver side - samt den

ustabile ligevagtsstilling i i - | (ustamw)
midten. ™ ST i sx | LIGEVAGTS
4 ST e
De  ‘to ligevagtsstillinger |- S D
svarer til en situation, hvor ; ' Z
tyngden af loddet, netop mod- = ) v

v

svares af fjederkraftens forseg
pAd at bringe skiven tilbage til
den oprindelige ligevegtsstil-
ling. I denne situation er den

potentielle energi af systemet

mindst.

Ved torsionspendulet med lod har vi altsad tre ligevagts-
stillinger og derfor ogsA tre overordnede karakteristiske
bevagelsesmenstre: enten kan pendulet svinge frem og tilbage
omkring den ustabile ligevagtsstilling - fra venstre til hejre
groft og omvendt (I) (fig. 18), eller det kan svinge omkring
enten den venstre (l1I) eller hgjre (III) ligevaegtsstilling. 1
de to sidste tilfalde vil loddet altsa forblive i henholdsvis

den venstre eller hgjre groft.

Fig. 18: 3 forskellige svingningstyper.
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'S‘aL man 1ave en fuldstendig analvse af torsionspendulets

7b@¢£ﬁ8159 smonstre. skal man underszae alle tre svingnings-

t!DPI . 1 det Imlzende vil vi dog . beeranpe os til kun at

analvsern bevapelspcmznstret 1 hz1re erzft (III). ‘?Plvom, den
. L 4
Dotentt@lle enerel 1 bunden af haure grztt llener uen _(naﬁten

S rh.

en parabe])~ vi sa pa flgur 16 for tor51on4pendu1et uggp 1od

og motor. sérudv1sgr pendulet dqe et vasentllef anderlgdes
bevggglggsmqnster, Dette skv]des, at de to ben i den hﬂ?F

A(Ak

greft fsom'i den venstre) 1kke er llze ﬂte1le. Den ofenilelle
ene rwl af fﬂfwlOn:— penduleﬁ stiger humtl;ere~w narhwpeggulet

SVLHECF’OP” d hz1re ben (StOlt‘udSVIHE) end ad vgn:tré> ben
(i nrvre ”rﬂlt). Denne skevhed i Doten*lalreltet er -en }alee
af. at’ cet nu ikke lanaere alene er: fnedgpen~ der bestemmer
'torslqnspenduletc‘Dotent1elle-enef@i\ men at  denne - nu " ogsh

begtemmes Herﬁ tvnedefeltpt% pév:rknLne Aar ‘*oddet Fd Smé

L ‘”utu T o)

ur)an? ar det quvdeteltet, der domlncrer. og - ved store
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ud;ylng ey_de1 rdederen\,der domlnprer
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S*GFrplaen af kraftmomem*et, loddet pavirker skiven med. g
d,h&r:lt af - massen »af 1odder m. tyngdeaccelerationen g,
afs tanden fra mdssemld+punktet af loddet til centrum af skiven

K og v1nklen'y, Dklven_erUQrgnet (fig. 13).
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Kraf tmomentet loddet pAvirker skiﬁen med ar:

E,,(:u::l = ﬁ"? o R
= Ml.‘..r_'.\r::! = - R'mr'g'sin y (14)

 Af figur 19a ses, at med det angivne udsving er
‘tyngdekraftens  momentvektor, m.h.t. akselen modsat rettet
-Z-aksens orientering,- altsa kraftmomentets fortegnﬁi er
negativt., Er udsvinget til den anden side (fig. 19b), er

1igningh(14) sfadig rigtig, idet udsvingsvinklen er negativ.

For roterende legemer s& vi tidligere (s. &), at det

resulterende kraftmoment M for bevagelsen er lig:
M=1y

inertimomentet 1 er her hele systemets inertimoment. Inerti-
momentet er som sagt en sterrelse, der bl.a. er afhangig af
massefordelingen, sA nar vi pasatter loddet, @ndrer vi ogsa
det samlede inertimoment (I fra for kalder vi nu

”Imkﬁ.vm" )i

Ir= Iﬁf!lrn:j.ves.- + Il_.cnd

Satter vi det nye led - kraftmomentet fra loddet (14) - ind

i vores tredie model (10) og erstatter I med I+ f&r vi:

M = MF"' b + M(i‘:irv + M‘...J:!l'?‘ + MM!:':
M - M(Br"- = MF'..‘I - M! et T MMm

IT. y“ k] +P y" +k.y+m.g-R-Sin(y) = - k‘Al"h'v' COS(WI"’M'e!‘ t+P)
k mgR . A (15)
y” + .&y’ + ~y + g sy = —k—}wgCOS(UJMot + P) !
I?‘ .l, I'r IT )

Ligning (15) er bevagelsenligningen for vores ombyggede
torsionspendul, d.v.s. med fjeder, dampning, motor og lod.

Hermed har vi vores fjerde model. Denne model er en
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inhomogen. likke-ilinear 2. ordens differentialligning med

konstante k efficienter,.

De modeller vi tidligere har analvseret. har varet modeller
hvor alle leddene indeholdendé den variable v. har varet
Linezre, Det “nyve?” led. henhsrencde fra loddet, er

ikke-linezrt p.2.a. sinusfunktionen. Lesningerne til e

ikke-line®re differentialligninger er oftest umulige at finde
analvtisk (médske, fordi der ikke findes eksakie losninger).
Sksl marn analvsere en Jaddn lenlng, s& lmses den numerisk

ucafra nogle konkrete bezvndp]sesbet:neelser. For hvert =zt at

bt;qnde1:eebe+1nnnl~81 _5ka en ny numarisk beragning
foretages. En =adan ligning er det derfor umiddelbart svart at
sige ‘noget generalt om. Det kraver mainze dat ama:klxe

simulationer, for man rigtist  har f3et en forstielse af,

hvilke typer bevaegelser “ligningen® indeholder.

Den fierde model (13) er netcop s&dan en lkke-linezxr
‘differentialligning. hvor en generel lasning ev umulig‘ al
finde. Dens lesningskurver, savel dem vi kan Irewbringe pa

t en som gehnem3 simulationer - pa datamaskinen.
udvizer mange 'forskeilige hevegelsesmenstre. I det naste
sfznit skal vi =e narmere pa. hvorledes de forzkellige

bevegelsesmanstre kKan opsta.

2.3 Grensecvkius og veje til kaos

‘Af afgerende betydning for bévagelﬂesmznstret af lesnings-
kurverne til den f jerde mode1.(15),Aer selviglgelig sterrelsen
af modellens parametre k. ps I+ Arews mof1l.

Dat har hidtil usagt varet antaget. at de kan faztl=zgges -
med en vis pr@cisidh. Det kan de naturligvis ogsd. men det
skal vise =ig, at netop nojagtighedern. hvormed de bestemnes.
kan ve&re af afgzrende betvdning for svstemets udvikling 1 tid.

Narr-vi startef en simulering pé datamaskinen, er dei med et
bestemt s»t af parametre. som der dog nemt kan @#ndres pa.

indlagt 1 maskiner, Desuden skal vi valge et =zt af sztart-
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betiﬁgelser, d.v.s. vardier af de variable: t, y(t), y’ (t).
PA den ene side kan vi starte systemet med forskellige
- startbetingelser, men med konstante parametervardier. PA den
B anden side kan vi andre pd parametrene og fastholde et givent
st startbetingelser. Denne procedure tager (meget) lang tid

at gennemfere’ - selv med meget hurtige datamaskiner.

I det folgende vil vi se pa nogle enkelte af de karakteris-
?? " tiskeé lesningskurver som den f jerde "model wudviser. Men™ det
o skal understreges, at de som sagt kun reprasenterer et lille

udpluk, af de mangfoldige muligheder modellen indeholder.

Aﬁtag nu, at vi har valgt et sat af parametre. Vi vil sa
beskrive, hvad der kan ske med de enkelte lssningskurver, nar
vi andrer pA dette systems startbetingelser. Det vi specielt
er interesseret i, er granseadfarden af de enkelte leosnings-
kurver - d.v.s. hvorledes ser lasningningskurven ud efter
indsvingningerne har fortaget sig.

Nedenfor (fig. 20) ses en periodisk 1lssningskurve,

Fig. 20: Periodisk bevagelse (hsjre greft).

Den periodiske bane kaldes i det <2-dimensionale faseplot
for en gransecvklus. En gransecyklus kaldes stabil, hvis
alle losninger, der er startet i narheden af de betingelser,

der forte til gransecyklusen, ogs& ender op pa den (fig. 21).
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Fig..2l: Periodisk bevagelse - med indsvingning (hojre graft).

e

En anden type granseadfard er den n-periodiske bevagelse.
Derved forstAs en lasning, Somi gentager' sig selv med en
periode T, men hvor der er n quskellige svingninger inden for
periodén (fig. 22). ' . |

. . |

“

&~ O 4~perigdi5k bevegelse (hajre grmft?ﬂ

'BaAde den ' élmihdelige 'gransecyklus og den n-periodiske
gransecyklus kan vere stabil eller ustabil - dog ‘ikke p& en
" gang. Er en gransecyklus stabil kaldes den en tiltrakker, og

hvis den er ustabil en frastzder;,

"Endelig er der kaotiske bevagelser. Vi har nedenfor givet

et par eksempler (fig. 23 og 24).

732_.'—




Eig. 23: Kaotisk bevagelse (hgjre groft).

Som redskab til at skelne et kaotisk forleb fra et andet,
er faseplottet dog ikke velegnet, idet alle faseplot hurtigt
vil se ens ud, til trods for bevagelsernes vidt forskellige
forleb. Kurverne i faseplottet vil nemlig efterh&nden ligge sa
tet, at de til sidst ikke vil vare til at skelne fra hinanden.
Vi skal senere demonstrere andre meteder, hvorved vi far
mulighed for at foretage en sadan skelnen.

Ser vi pd et kaotisk forlsb, der ikke holder sig 1 hejre
groft, kan vi dog godt v.hj.a. faseplottet se, at vi her har
en radikal anderledes bevagelse (fig. 24)

Fig, 24: Kaotisk bevagelse (begge grafter).




I forseg pA at kortlazgge strukturerne 1 kaosfanomenerne,
vil vi nu se pad, hvorledes kaos overhovedet opstér. Vi vil her

nejes med at se pad to forskellige veje til kaos.

Lad os antage, at vi har startet et system med et givet s=t
af parametre og et sat af startbetingelser, samt at bevagelsen
er endt op‘med en stabil gransécyklus. Antag s&, at vi for
faztholdte startbetingelser‘fbreger en af parametrene - det
kunne f.eks. -vare motorampiituden Aw.,. Der kan da ske det;
at gfensecyklus bliver uStébil, hvilket i s& fald vil ske ved
en bestemt vardi af Ame.. Foroges Am., herefter blot en
anelsé, kan cyklué hlive til en stabil 2-periodisk cyklus. Man
siger, at Systemét har bifurkefet (”gaffeldelt”). Fortsatter
processen med at forage AMm,ikanv systemet atter bifurkere
séledes, at den 2- per1odlske cyklus bliver ustabll. og bliver
til en stabil per10d1sk 4- cyklus Ogsé denne kan b11ve ustabil
og derved blive en stabll - 8-cyklus. Denne gentagende
periodefordobling kan fdrtsette i det uéndelige. Men afstanden
mellem de parametervardler, hvor periodefordoblingen sker,
bliver mindre og mindre pa en bestemt (og universel) made . Véd
en given parametervardl 'vil. systemet have bifurkeret et
uendellgtantal gange, og det vil udvise et meget uregelma551gt

bevagelsesmznster - systemet er blevet kaptlsk

Har vi altsd et system, der stadig bifurkerer, nar vi

foroger (eller formindsker) en given parameter, er der
indicier for, at systemet med det givne s=t af start-

betingelser vil blive kaotisk. Man siger, at systemet bliver

-kéétisk gennem -periodefordoblinger. Denne metode til detek-
tion af, hvorvidt et system er'kaotisk eller ej, er idag en af

de grundigst behandlede i litteraturen.

I modellen for torsionspendulet har vi mulighed for
langsomt at @&ndre en hvilken som helst af parametrene, der
;ndgar i modellen og undersgge, hvorledes den vil opfere sig.
I praksie er det ddg:lettere kun‘at &ndre p4 dampningen p -
som vi = Jo kan regulere | via stremstyrken gennem

elektromagneten;ji



Nedenfor pa fig. 25 er vist en kesrsel, hvor vi kontinuert

har mindsket dampningen, og det ses, hvorledes systemet .

;

~ bifurkerer. o

Fig, 25: Bifurkationsdiagram (' figentra"),.

R SRSt : AETAGENDE
- - DAGMIPNIN G
LA SERETNING

Ved at afbilde wudsvinget som funktion af den kontinuert

aftagende dampning, ser vi, at bevagelsen gir fra en stabil
1-cyklus til en 2-cyklus, 4-cyklus ...etc. for til sidst at ende
i kaos. @genavnet “figentra” skyldes dels at {iguren ligner et
figentra og dels at en af pionererne indenfor kaosforskningen

- hedder M. Feigenbaum.

For at illustrere situationen yderligere har vi i figur 26
skitseret en r=kke faseplot, hvor vi bade kan se

indsvingningen sé&vel som de ferste to bifurkationer.

Fig. 26: Bifurkationer.

. ?Y
!

i
VAN
(.-
AFTAGENDE
DAMPAIING

WAOS

1

Y
e e e e - - —

Figuren illustrerer "starten” p& fig. 25, men her tegnet
(frihands) v.hj.a. faseplots, Ferst ser vi - for stor dempning -~
en stabil grensecyklus, For yderligere sankning af dampningen
bifurkerer denne til en periodisk 2-cyklus etc. Midt mellem de to
nye gransecykluser er den “gamle” cyklus der stadig, nu er den
bare blevet ustabil (vist som punkteret linie).
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En anden vej til kaos, vi her kort wvil omtale. er

intermittens. Et forleb, som vist pa fig. 27, er et typisk

intermittent forleb.

Fig. 27: Intermittens.
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3 intermitiente forlab ved'Sffbtskgllige parametarﬁardief.‘

Karakteristisk for.intermittens er, at bevagelsen over et
vist tidsinterval ser periodisk ud, men faktisk ikke er det,
Pludselig opstér'en .kort'tmeh dréstisk‘ forandring i denne
regularé _fasé."Eftefﬁ dennE' i reglen korte,  irregulazre
afbrydelse af detitilSyhelédénde périodiske forleb genopstar
':den,régulere fésé.vsayélfafbrydelserne som de regulare faser
vil vedblive med at éflzééJhihéndeny men pA en ikke-periodisk
mAde. ' | ' ' ' '

Intermittens er en lege af en bifurkation - systemet
bifgrkerér ffé en“periodisk-gfansecyklus til det intermittente
forleb. Og. iigest den ‘tidligere omtalte bifurkation wvil
'infermittens,ogsa opsta ved en krifisk parametervardi. Jo mere
parametervérdien #ndres ud over den kritiske vardi, des

- hyppigere vil de7irregularéAfaser vare. Hyppigheden wvil til

sidst’vblive sA stor, at':beVagelsesmanstret bliver rent . . ... .

kaotisk. Intermitﬁens -er sadvaniigvis et skridt fra et
'.périodisk'forleb til et kaotisk ditto. Men det kan ogs& vare
en mellemstation mellem to andre kvalitativt forskellige slags:~
‘adfard i systemét. | '

I skrivende stuﬁd er det forholdvist begrznset, hvad man
kender af Arsager til intermittens. I tilfeldet med



torsionspendulet, hvor vi formentlig har observeret fanomenet,
kan vi forestille o3, at pendulet under den regulare fase for
hver svingning opsamler en lille m®ngde enérgi, for sa p& et
eller andet tidspunkt at have optaget s& meget, at energien
padtvinger pendulet en midlertidig kvalitativ anderledes
opfersel, hvorunder energien i et vist mdl bliver forbrugt. Og
pendulet kan herefter veride tilbage til et tilsyneladénde
periodisk forleb. Pendulet— optager og forbruger ikke lige
meget energi for hver svingning. Dérfor vil hyppigheden af- de
régulare féser og disses éfbrydelser ikke vare konstant. ‘

Skal man undersege, om en given bevagelse overhovedet er
kaotisk, kan vi ikke 1l®ngere klare os med (t,y)-plot og
faseplot. Derfor m& vi indfere endnu to grafiske redskaber.
Den forste er en sakaldt Poincare’® -afbildning. Den kan give os
et fingerpeg om, hvorvidt bevagelsen overhovedet er kaotisk.
Den anden er en retur-afbildning. Med denne metode er der
mulighed for at kortlagge, hvorledes bevagelsen er endt op i
det kaotiske forleb - er den bifurkeret. eller er der tale om
f.eks. intermittens?

Men for vi ser pA disse noget specielle afbildningsmetoder.
skal vi vende tilbage til faseplottet fra kapitel 1 og wudvide

det med endnu en dimension.

2.4 Tredimensional afbildning og torus

I afsnit 1.8 indferte vi det to-dimensionale faserum. |1
dette faserum har vi udeladt tidsaksen. Siden har vi set,
hvorledes dette faserum er velegnet til at f& overblik over
langtidsadf zrden af bevagelsen, gransecyklus etc. Nu vil vi
“genindfere™ tiden som dimension og danne et tre-dimensionalt

faserum - nemlig (t,y,y’ ) (fig. 28)3.



‘T det tredimensionale faserum er indtegnet en harmonisk bevag-
else (svarende til figur 3.0g 11).

Det todimensidhale'fasepiots som vi hidtil har betragtet,

fremkommer ved, at vi' projicerer kurveforlsbet ind pa& .
(y,y’ )-planen. TiisVarehde. fér in (t;y)-plottet ‘"ved at
projicere det tredimEﬁsionalé billede ned pA (t,y)—planeh.
1 det ffedimensionale  faserum opstar der dog det
~tilsvarende problem som ved (t,y)-koordinatsystemet, nemlig at -
vi ikke kan afbilde bevagelsen til “uendelig® tid, idet
t—éksen jo ikke kan blive léngere, end papiret tillader. Men
vvillave et kunstgreb, der bringef os udover dette problem. I
afsnif 1.7 s8 vi, hvorledes‘motqren'tvinger pendulet ind i et
karakteristisk »bevagelsesmnnstef, som af hanger af
motorpefioden T. Dette faktum vil vi nu udnytte til at lave en
ny geometrisk fortolkning: | , '
" Vi begrznser t-aksen til at have langden T=2T/%w OF
“klistrer™ spidsen af t—aksen> p4d sin egen “ende’, d.v.s.
punktet (T,0,0) = (0,0,0). Derved bliver t-aksen en cirkel
(fig. 29). |




Fig. 29: Torusen.

I det tredimensionale faserum er indtegnet en harmonisk bevag-
else (svarende til figur 3, 11 og 28).

Den sinusformede bevagelse har her perioden 1/5 af T. Kurven,
der fremkommer, ligger pA “overfladen™ af en sékaldt torus - en
form som en (oppustet) badering. Enhver bevagelse, hvis periode
er T/n, hvor n er et naturligt tal, vil "bide sig selv i halen”,
hver gang tiden T er gaet.

Vad at lade tidsaksen g& (tilbage) i sig selv har vi skabt
et faserum. hvor vi bliver 1 stand til at afbilde bhele
bevegelsen. uanset hvor lang tid den tager. men hvor vi
alligevel har tidsaksen med.

Det skal bemerkes, at det kun er beveselser. hvor
amplituden er konstant, at lesningerne leber pad en “pan™ torus
(oppustet badering’. For kaotiske eller intermittente forlweb
er der tale om kvalitativt aldeles anderledes flader. Men
torus kan vare et forestillingsbillede. der evt. gor det
lettere at begribe lesningernes vandring i rummet.

Denne metode er dog i sig selv svar at hAndtere i den
forstand, at der er tale om et rumligt billede, som er
kompliceret savel at tegne som at overskue. Vi skal da heller
ikke direkte anvende denne teknik. men bruge den S0m
springbret til at udvikle andre grafiske redskaber - nemlig

Poincare® - og returatbildninger.
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2.9 Poincare’ -afbildning )
P T , o T L STk
Den forste afbildningsmetode er navngivet efter den franske

. - . . [
4 D o [T y

)

matema;ikég Henri Poincare’, der 1  slutningen af,i forrige

drhundrede. opfandt metoden. :
b KIRER U . g PR Tad LI PRI

L S D L e . IV SR PR TN
Vi tager udgangspunkt 1 bevagelsen 1 det tredimensionale

. R . o ! . Jre - R “t
faserum. VYed et Poincare’ -snit skal forstés et snit gennem

den flade, bevegelsen foreghr pa (fx socm pa fig. 302, Eller
med andre ord-et Poincare® enit laves. ndr en af bevagélsens
variable har’ en bestemt vardi. . . .. - C e s

Fig_. _‘-Q-Q: Poincarea ‘—Sni’t- ETLEERLE L e LT e

(1 détftredi@gnsionﬁle' faserum
har vi "her indlagt et snit -
planen (y,y’). Dette snit kaldes
et Poincare’® -snit,

o

In¢tegnerfvi ehfQiikaflig'lméﬁiﬁgskave, ser; vi, at hver
gang den har bevaget sig tiden T p& fladen, vil den skare
planen i et punkt. (fig. 31). '

ELg;mglijoféqafe’~snit afvpérioéiSk bevegglée.

.o




Hvis bevagelsen, som her er periodisk med - perioden T eller
periodisk med en periode der er T/n, hvor n.. er et néturligt
tal (som i fig. 29), da vierkurven altid skere Poincaré’— o
snittet i det samme punkt hver gang, periodéan er géei. ’
Et Poincare’ -snit kan man lagge overalt pa t-aksen.
Forskellige snit giver nedvendigvis ogsa forskellige
Poincare® ~afbildninger (fig. 32). : '

Fig. 32% Fire Poincare’snit af en periocdisk ‘bevagelse.

Figur A viser den cirkel-
runde t-akse, med 4 Poincare’-.
snit. KunAlzsningskurvens skaring
med disse snit er indtegnet.

Figur B viser den samme
t-akse, men nu foldet ud, s& de
fire forskellige Poincare’ -
snit bedre kan betragtes.

En af de smarte egenskaber ved Poincare® -snittet er, at vi
far bragt dimensionen een ned - fra 3 til 2 - idet bevagelses-
menstret derved kan tegnes i en plan (pa& papiret) og bliver
s@ledes er lettere at overskue.

Matematisk kan vi forstd Poincare’® -snittet saledes:



Fig. 33: Poincare’ -afbildning.

Betragt fig. 33. Den viser forlebet af en 1lesning samt et

Poincare® -snit. Vi kan opfatte dannelsen af snittets punkter

som fremkommende'ved en'afbildning f. Kaldes det forste punkt 
for P. og det efterfelgende . for P., altsAd det naste’

'skaringspunkt efter forlegbet af tiden T, galder relationen:

Tilsvarende vil f sende w over i1 Px.  osv. P& denne vis er

‘der skabt en sAkaldt iterativ (gentagende) afbildning:

Poawy = ffP”).

En sadan iterativ afbildning er i. realiteten en gentagen

sammensatning af afbildningen f:

Pr'\-l-«fl. = fofo --aof(P:I,) = fh(P:‘,).

Den periodiske bevagelse med perioden T (fig. 32) far

sAledes foelgende formelle fremstilling:
Prwy = Pn = .- oo = Py

hvilket er den matematiske formulering af, at kurven skarer

det samme punkt i Poincare® -snittet efter hvert omlsb.
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-Iterative afbildninger hafvofte,'den egenskab. at. de er..

reiativt nemmere at héndtere matemafisk. Til egengeld er det

meget sijeldent. at man 1 pfaksis kan opstille et bestémt;

funktionsudtrvk (f) for en Poincare’-afbildning. Men det Kan

der rades bod pA ved en passende indretning af programmet i

datamaskinen. I stedet for ”fysisk™ at lave et geometrisk snit-

i fladen kan vi valge et fast tidsrum - motorperiocden T - <som

indikator for~ at kurven har bevaget sig en omgang pad fladen.
Vi lader altsa datamaskinen notere et punkt (koordinatsattet -
(v,v')) for hver gahg, periodeﬁ T erigaet. Nar inteératidneﬁf
(dfk.s. den numeriske lzsniné af d;}ferent{glligninéén) haffi

kort tilstf%kkelig iénge~ ogfder er étableref/opfange{:et paééj

sende (stort) antal punkter. kan vi f& maskinen til at tesne

punktmengden i et (y,v')-koordinatsyvstem. Denne punkitmzngde .

svarer pr&cis til Poincare’ -snittet lagt i (v,y' )-planen.
Er bevazgelsen pericdisk med en periode forskellig fra T,

vil vi f.eke., se et Poincaresnit som vist pd figur 34.

Fig. 34 : (t.v)-plot og den tilherende Poincare-afbildning at

en Z-periodisk bevezelse.

L Y ‘ y

For en n-periodisk bevagelse vil der altzd var~s n punkter,
som vedvarende bliver gentaget 1 en fast rakkefolege.

Hidtil har vi vist torus som en oppustet badering. hvor
snittet er en cirkel. Men dette wvil kun indtrade. nar
vinkelhastigheden ¥' er lig med 1 og bevagelsen er harmonisk.
Almindeligvis vil en periodisk bevazelse give et snit. hvins
snitkurve er betvdelig mere kompliceret. Dette kan man 3 en
torrnemmelse st 1 fig. 35. hvor en periocde 9 er atlildet.
['e % punkter vil ligge pA en svart gennemskuelig. “Tkreliot

torus,




(t,y)-plot cg den tilhearende

en d-periodisk bevazeelse.

Foincare’ -athildning af

3.

(G

J

..

Y

"Poinceare’ -snittet for en kaotisk bevagelse kan antage

-1id. _ se— D

— e

forcskellige former. Vi  har udvalgt 3 afbildninger,

toréibnspendulet har udvist (fig. 36).

Poincare’—afbildning ‘af kaotiske bevagelser

torsionspendulet,

)]

1nange

som

hos
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Af illustrationerne fremgAr, at der absolut ikke er téié‘oﬁ7}’i‘

bevagelser paA en simpel torusflade, men pA en langt mere:
kompliceret flade. En s&dan flade kaldes en “markelig®
tiltrakker (eng. : strange attractor), bl.a. fordi den har en
dimension, som ikke er heltallig. Dimensionen af en torUé .er
2, idet der skal to vinkler til at beskrive dens punkter.
Dimensionen af de kaotiske tiltrakkere for torsionspendulet
vil ligge et sted mellem 1 og 2, og de siges da at have

fraktal dimension.
Karakteristisk for de fraktale menstre i Poincare® -snittet

er, at man kan forsterre dele af snittet op og genfinde det
oprindelige menster. Denne proces kan 1 princippet gentages i
det uendelige. I figur 37 har vi forsterret en del af

Poincare’ -snittet i1 figur 36c op.

Fig., 37: Forsterrelseraf fig. 36c¢.
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P& figuren kan vi se, hvorledes det samme menster gentager
sig inden 1 silg selv., Finder vi et s&dan manster 1 en
Poincare’ -afbildning, har vi et fingerpeg om, at bevagelsen er
kaotisk. Vi kan ikke vazre sikre, idet bevagelsaen jo bare kan
~vare periodisk med en ekstrem stor periode. Dette aspekt vil

vi vende tilbage til i afsnit_2.7.

Med Poincare® -snittet har vi altsd en metode, der kan
hizlpe os med at *afgere”, hvorvidt en given bevagelse er
periodisk eller kaotisk., sdvel som det ogsa& (til forskel . fra
faseplottet) kan hjzlpe os til at skelne forskellige kaétiske
tiltrakkere fra hinanden.

Synes Poincare®’ -afbildningen at vidne om et kaotisk
bevagelsesmznster,‘er det til gengald ikke muligt at afgzré,
ad hvilken vej systemet har gaet mod det kaotiske. Altsa. er
det f.eks. periodefordoblingsvejen eller gehnem intermittens -
eller en helt tredie vej? Den slags afklaring kan derimod af

og til aflases af en retur-afbildning.

2.6 Retur-afbildning . =
Den anden af de grafiske redskaber, som er velegnet til

analyse af systemets adfard er returafbildningen. For at
forklare denne type afbildning vil vi igen starte med "at
betragte bevagelsesforlebet pa en flade i rummet.

Ligesom ved Poincare’ -afbildningen vil vi - pa datamaskinen
- optage de punkter, som kommer hver gang motorperioden T er
gdet. Men denne gang vil vi nejes med at notere een af de’
variables vardier - f.eks. y-vardierne. Derved dannes en

talfoelge:
y(T), y(2T), y(3T)», ... 5, y(nT), y((n+1)T),

Vi kunne ogsa have valgt f.eks. y' og fédet en tilsvarende
talfelge, men i det folgende vil vi antage, at vi har vélgt
y-vardierne. ‘

Den fremkomne mangde af tal. kan afbildes 1 et specielt
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koordinatsystem. Et s&kaldt (y.sVe+)-syvstem. Vi kan nem-
lig opfatte talfelgens vaerdier som en afbildning= der sender
Ve = vin T) over i ye.. = y((n+l) T). Punkterne, . der sa&

afsattes i koordinatsystemet er:

. ( Vi Ve 7. (y.';.‘.! EREG S { Vo a Ya ) s { Yery Vi Ye o

" Kort sagt. sA& 'gfsettesf:et punkt ved, ‘at maﬁr tager -
2. -koordinaten fra et punkt og bruger som 1.-koordinat - i det
efterfolgende punkt. Man sender koordinater “retur®™. Deraf

navnet returafbildning (fig. 38)

Fig, 38 : Eksempel p& returafbildning.

En punktfelge som f.eks, ‘ , 5"*1 ;oo
2,33y (3.1) (1.1, (-1.-2), aq 3T gmet
(-2,0), (0.2). (2.3) osv, féar det ’
viste udseende. Bemerk. hvorledes 2 F .
man kan falge punkternes rekke- L
felge ved at benvtte linjen med
ligningen Virr1 = Y som re-
flektor. A

[

44

4
oy

Yi vil nu se. hvorledes returafbildningerne for de 1ior-
skellige bevagelsestyper. som vi tidligere har beskrevet Fkaon

tage sig ud i et koordinatsystem. Dertil betragter vi forst en

bevezelse. som er periodisk med pericden T (= motorperionden),
Det svarer til. at kurven har bevzget sig een gany rundl  pé
torus og rammer ind 1 udgangspunktet. Dermed er v.= v,

Det samme srsument kan anvendes pd de efterfalgende ompange.
Dertor er w.=v.... tor alle naturlige tal n. Altsad Dbliver

returafbildninvens udseende (fig. 39):




'perlodlsk med’ perloden 6T.

Retur-afbildning af en

"Eig. 39: bevagelse med perioden T.
' (svarer til fig. 3, 11 og 27) '
Har et punkt een gang faet et - .
koordinatsazt, hvor begge koordi- . A dnes
nater er ens, vil alle fremtidige - ’
punkter ogsad blive dette ene ;-
punkt ' ' - ?
./
n
Vi SEr, at3den afbildede'pdpktmangde UQélukkende'bestar. af
ét punkt. ' 4 o _
Er bevaegelsen periodisk med en peribde forskellig . fra T,
kan forlebet f.eks. se ud som pa f1g 38 - her er. bevegelsen'

|

Billedet af en n- perlodlsk lzsnlng (flg 38) vil llgesom i

- a8 -

Polncaresnlttet besta af n punkter, der vedblivende repeterer
'51g selv i en bestemt rekkelege , '_‘
Er bevagelsen kaotisk; kan der f remkomme nasten hvad som
helwt Vi har nedenfor flgur 40 illustreret nogle. for- - -
'ske111ge eksempler pa returafbildninger for forskellige
‘kaotiske forlseb. ' S
-ﬁ;g; _40: Retur- afblldnlng af kaotlske bevagelser
- o Aﬁnﬂ
40a: Periodefordobling.
. 7
Returafbildningen er en para- / d
bel. Hvis man far et sAdant .
‘billede, kan man med stor sikker- 4
‘hed postulere, at vejen til kaos . 7
er sket gennem periodefordobling. e
. S , 7 ,
L
/ .
.;M.




A Your _
4 ) ‘/3“&‘=2m
40b: Periodefordobling. y
~ Periodefordoblingsvejen kan B s -
ogsa opnds, hvis der blot er "/ o
tale om en del af en parabel. , ./
' /
‘/
/
,,,,, - - - ?féw
Agmi
anes” Y

40c: Intermittent forlsb.

Der findes flere typer //
intermittens. Vi har skitseret en
her. Det som p& en (t,y)-graf ser
periodisk ud svarer til det sted,
hvor returkurven smyger sig op ad
linjen ¥n+1%yn.

\ 4

40d: Forsterrelse af 40c. - Yn+t ™ Y

Dette er en forsterrelse af
kassen fra 40c. Vi ser, at ya
over et langere tidsforleb er
nesten lig med ¢..:. Det svarer
jo netop til, at svingningernes
amplituder over dette tidsrum er
nasten lige store - men ikke er
det.

Som vi har set er fordelen ved returafbildningen, at man
har en mulighed for at sige noget om, hvilken made systemet er
blevet kaotisk pA. Men man har ikke kortlagt alle de mulige
punktmengder returafbildningen kan frembringe, d.v.s. man

sandsynligvis heller ikke kender samtlige mi&der systemer kan
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blive kaotiske pa.

Figur 41 viser, to af de mange mulige ‘returafbildninger
simulationer af torsionspendulet kan frembringe. Udfra sédanne
komplicerede afblldnlnger,_gr,det”stort set umuligt at"sige

noget konkret.

Eig. 4la:  Returafbildning fra»torsionpendulet (hejre greft)

pean o
—y . i e

Fig. 41b: Returafbildnlng fra torsionpendxlef (begge grzfter)'

,[Y'sﬂ
1"

B R el

Udfra returafirildningen har man dog ingen sikker garanti
for, at systemet bliver\tkaotiék pad den eller hin made.

'RetUrafbildhingen giver-os ?kun? et fingerpeg.
Vi har ievrigt kun omtalt 2 forskellige veje til kaos, .men

men kender flere pa nuvarende tldspunkt Og der kan muligvis

dukke flere op de kommende ar.
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2.7 Liagunoveksggnent
I forbindelse med indferelsen af Poincare’- og retur-

éfbildninger talte vi om at kunne se et kaotisk forleb. Det er
egentlig lidt af en tilsnigelse. Fysikere m.fl. er de seneste
ar begyndt at klassificere de punktmangder, som modellerne
gennem disse afbildningstyper kan frembringe;>Men der er tale
om en proces, der kun lige .er startet, og ‘formentlig,E langtfra
er. fzrdig, om det coverhovedet nogensinde sker. -
" ldeelt set kan man i praksis aldrig konstatere, om en given
models adfard er kaotisk. Der kan jo lige s& godt vare tale
om, at lesningerne er periocdiske med en meget lang periode. SaA
lang, at vi ikke kan kontrollere, om der faktisk er tale om et
periodisk fenomen. |

I modeller af faktisk forekommende systemer kan det dybest
set vare lige meget, om der er tale om det ene eller det andet
af disse to fanomener. Det er f.eks. forholdsvis uinteressant,
om vejret er kaotisk eller periodisk med en periode p3 fx
flere millioner Aar.

S& nar det siges, at et system er kaotisk, beror det p& en

tidshorisont, der ligger indenfor en ikke na@rmere defineret
laboratorietid - evt. en mindre Arrakke for visse biologiske
(pko)systemer. Men selv inden for laboratorietidsrammen kan

det vare svart at afgere, om der er kKaos eller ej.

Vi skal her omtale endnu et matematisk redskab, som af
~mange bliver opfattet som en mulig metode til at detektere
kaos. Nedenfor paA fig. 42 ses et forlsb bestlende af 2

lesningskurver. Kurverne starter nasten samme sted.
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Fig., 42: (t,y)-plot af to ‘1lesninger med forskellige

stattbétingelser.

Startbetingelser: . : -
1: y,(0)=1,730 (rad) y.’(0)=-1.75413 (rad/sek)
2 y1(0)=1.731 (rad) y="(0)=-1.75413 (rad/sek)
'Afv1gelse. ¥ €0)- yz(O) =107 (rad) ' L

'Systemet ér sat i'gang“med de samme parametervardler, mén :
'med startbetlngelser der jér"én aﬁelse '(10 """ =) forskelllge '
‘Alllgevel ser vi, at lzsnlngerne bevager sig vak fra hlnanden

Og . dét selvom indsv1ngn1ngsfanomenerne har fortaget sig. Hvis
ialle lesningskurver - efter 1ndsv1ngn1ng - gensidigt-'béveger,
- sig vak fra hlnandeﬁ, 51ges systemet at vare kaotisk. Men - det

er 1kke nok. Maden de bevager 51g vak fra - hinanden p&, skal
”vare af eksponentlel art Vi ovil her forszge at skltsere, hvad
dette betyder (fig' 43)

Eig. 43: Bestemmelse af LiapUho?eksponent




Len cptrukhe kurve reprasenterer en bestaemt lssningslurve,
De 3 svrige kurvestvkker er lesninger. som pa forskellige
tidspunkter ligger ner ved. Til tiden t. er afstanden mellem
den féste lesning og den ferste af de 3 1lig med L(tﬁ) Et
kort tidsrum. 4t. senere er deres indbyrdes afstand eget til

L{t+At), Noget tilsvarende kan konkluderes med de to andre

lﬁsniﬁgéfs adfard.
Findes der et positivt tal, A, s3 den indbvrdes afstard. L.

mellem samtiige lesningskurver tilfredsstiller udirvkket:
L{tot At) = Litea)-axp{ Ata)

taget i gennemsnit over uendelig tid. da siges bevagelsen at
vere kaotisk. Uette er en noget abstrakt formulering. men det
kan mere tilgengeligt fortolkes som. at svstemet er ekstremt

folsomt gver startbhetinselserne. Det vil sige. at systemet er

kaotisk. séfremt to vilkarlige punkter. der pé& et tidspunkt er
nar hinanden. staks efter separeres fra hinandean med
eksponentiel faft.

Zom vi tidliere har set. er et svstem ikke altid ksotisk.
hvorfor der ikke altid findes et positivt A som hbezkrevet
ovenfor. A’erne kan ozs vEere negative eller nul. I alie

tilfalde kaldes A’erne Liapunoveksponenter .

For hver af de 3 dimensioner svstemet bevager sig i findes
et A. Er blot st af disse X er positivt, vil systemet vare
kaotisk,

Har vi istedet fat i en grznsecyklus. som er stabil, da vil
alle nartliggende lesningskurver blive tiltrukket af wransecy-
klus. 1 den situation vil to A?er vare negative. og el A=0 -
der er saledes ikke tale om en kaotisk bevegelse (fig. 44s).

Er alle tre A’er =0 er bevagelsen periodisk. Her ~vil to
lesningskurver. der startes tat 3 hinonden. vedblivande

fastholde forskellen i1 starthetingelserne (fie. 44bL).




Bestémmelse af en bevégeises Liapunov eksponenter md nok

betegneg som deh ﬁést,sikfe~méde overordnef at karakterisere-
bevagelsens type pa&. Finder man en positiv Liapunov eksponent
har man ét sterkt indicium :for; vat bevégelsen» er ksotisk:
Skade-er‘sa'bare‘fat man ehdnp ikke har wudviklet algoritmer

til bestemmelse af. eksponenterne der virker hver gang. ..

—54_




¥

Afrunding

Efter at du kere l@ser, maske med megen meje. har kempet
dig gennem denne bog, er det nok pd sin plads at lzne sig
tilbage i stolen og tznke lidt over, hvad det hele var godt
for. Hvad er kaos egentlig? Og hvad er det "nye'" ved kacos? Det

vil vi diskutere her i1 afrundingen:-- . - L

Vi har gennem bogen opstillet en rakke matematiské model ler
af fysiske gystemer med stadigt stigende Xkompleksitet. Selvom
det har wveret indviklet nok, er det dog nogle meget simple
systemer sammenlignet med de fleste af dem. vi ser 1 naturen.
Tenk bare pa vind- og veijrforhold. Dertil kommer. at vi, selv i
model leringen af de simple systemer, endda var nedt til at
gore forenklende antagelser, foretage tilnermelser og ideali-
seringer. Den slags er en modelbygger 1 praksis altid nedt til
at gere. MA&linger af reelle fanomener vil altid vere pdvirket
af usikkerheder og stej. som ikke kan mdles eller beregnes
ek=zakt. F.eks. wvil det, at vinduet eller deren 1 laboratoriet
abnes og lukkes, principielt forstvrre pendulet. Det vil give
anledning til (omend sm&) fluktuationer 1 bevagelsesmenstret.
Sadanne smd fluktuationer er svere at mdle (kKvantificere).
Dertil kommer, at dele af det fanomen man vil modellere. kan
vere 58 komplicerede, at man enten slet ikke kan modellere det
eller har en matematisk form, som ger det stort set umuligt at
programmere det ind i computere. Det ger sig f.eks. geldende
med faststofgnidningen fra lejerne i torsionspendulet. Alt 1
alt vil en model altid vere en (mere eller mindre god) til-
nermelse til den virkelighed, der forseges modelleret. Allige-
vel vil man med rimelighed kunne forvente om ikke kvantatativ,
s& 1 hvert fald kvalitativ overensstemmelse mellem model og
virkelighed. Er der s&dan en overensstemmelse, havde de
elementer, man af forskellige grunde sd bort fra, alts& ikke
vesentlig betydning. Man siger. at systemet er stabilt overfor

{smd) pavirkninger udefra.

Vi har dog set 1 bogen, at det ikke er alle slags pavirk-
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ninger. et .éYStem er stabil overfor. Endrer vi pa'visse aft
y?fcmets parametre. kKan syetémet plUdséliq'blivé fuldstendigt
uforuds JgPllgt Udv1ser et systpm ern QAdan oprersel siger man,
" at, dnt opfwrer s1g kahtluk ' R 'f

‘findes ikke kun én ‘men flere férékéi]igé'deﬁiﬁitiéner
oF) kaos og vi skal ikke hefte os ved en 'bestemt her. Derimod
vil wvi opsummere de karakterlstlske tr&k ved kdOtlSke systemer,

vi har n&vnt i denne bog

1) Ikke-periodisk adferd. :
‘”bé¥“be£ydef af”sy3£éﬁef*éIdfig"kﬁﬁmér“filﬁéde til

den’ helf samme tilstand. En sadan opf@rsel ‘er iHSig
'uelv ikke tllatr&kkellq til, ”at afqor@ om qysfemet
‘er"kadﬁiék A Derfor ‘ma " man qr1b9' til andre métoder
‘forat checke det F eks. bn 0T R

' . . 1“ . . . P
! Cor ST .y

Ll

2) Periodefordoblings—rekke.

Det - er et fenomen, hvor en stabil tilstand under
variatiof ‘af systemets parametre. pludselig ' bi-
furkerer og bliver. til" to stabile tilstande SN
fjre‘stabile tilstande etc. Ser man sadan en ud-

'Pling kan man vxre ret sikkef p&. at man stér
ovprfox en ‘kaotisk adferd. I

Man kan ogsa underswge'oystemefs

! ' ' A

_ Er def sadan ‘at to kersler (hvad enten dé?'ér
tale ‘om konkrete fysiSké’ fenomener eller simuia—
‘ticner), som er startet med beqyndelsesbeflnqelser
der ligger qanske txt ved hinanden, og de alllgevel -
udvikler sig med eksponentiel afvigelse fra hin-
aridér. sA er der kaos. Man siger, at systemet har
(mindst) én positiv Liapﬁnov+ekspdnenti o

Kan man ikke ‘bestemme systemets Llapunov Pcho—
nenter, kan man undersege om oystemet har '
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4) Fraktale Poincaré—afbildninger.

Har man et Poincaré—-snit, hvor man ved gentagende
forsterrelser, genfinder det samme monsterlinden i
sig selv, har Poincaré-—afbildningen ffaktal struk-
tur. Finder man en sadan struktur, har man et godt
indicium for, at systemet er kaotisk.

Endelig kan man se efter om systemet udviser

5) Intermittens.

Fenomenet infermittené ser mdn, néar et;periodiskr
system pludselig afbrydes og svinger p& en irreguler
madde, for siden 1igen at vende tilbage til det
periodiske etc. En sddan opfersel er et indicium pé&.
at systemet p& sin vis allerede er kaotisk, om ikke

andet s& ihvertfald pd vej til det.

I torsionspendulet og iser 1 simuleringer af modellen heraf

kan man finde alle disse udtrvk for kaos.

Og hvad kan man sd lere af det? Jo, hvad var det egentlig vi
gjorde ved det helt simple torsionspendul. Et pendul som kun
kunne udvise periodisk adferd? Vi puttede et ekstra 1lod pa ude
i kanten af skiven. Qg vips! pludselig er torsionspendulet
blevet overordentligt felsomt overfor nesten enhver pavirkning.
Man kunne s8 sperge sig selv om, hvor tungt loddet skal vare
for, at det kan forstyrre det ellers ret stabile torsions-
pendul. Eller man skulle méske vende spergsmdlet om og under-
sege, hvor let loddet skal vere for at man slet ikke kan {4
torsionspendulet til at udvise kaotisk adfzrd. Men her skal man
huske pa, at jo lettere loddet bliver. jo sverere Dbliver det at
skelne det  kaotiske fra den stej. som altid findes. Ja. mdske
er stejen 1 si1g selv udtryk for den uorden. for den del af den
fysiske virkelighed, som ikKke kan rummes 1 matematikken. Maske
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bliver teorierne om kaos, dét som leder til et opger med

Galilei's (den oprindelige grundlezgger af den klassiske fysik)

opfattelse nemlig den. at fysikken

".. er skrevet i denne storsldede bog - Jjeg mener
universet — som st8r Aaben for, at De kan betragte
den, men den kan ikke forstds, med mindre man ferst
lerer at fatte sproget og tolke tegnene den er
skrevet med. Den er skrevet i matematikkens sprog.”

(Galileo Galilei: "Il Saggiatore”, 1618. cit. fra
Ronan: "Galileo -Galilei". 174, s. 180, vor over-—
settelse.) : ,

Det wvil vise sig i den kdmmehde kaotiske tid.
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matematikla®reruddannelsen on videnskabs-
rindalismen. 21/79 "“KONTROL I GYMNASIET-TOPMAL OC KONSEKVENSER'.
Af: Mogens Niss Projektrapport af: Crilles Bacher, Per S.Jensen,
N Nr. 4 er n.t. udgiet. Preben Jensen og Torben Nysteen.
5/78 "BIBLIOGCRAFISK VEJLEDNING til studiet af 22/79 "SEMIOTIK OG SYSTEMEGENSKABER (1)".
. DEN MODERNI FYSIKS HISTORIE". l-port linexrt response og stgj i fysikken.
Af: Helae Kragh. : . Af: Peder Voetmann Chnstlansen

Nr. 5 er p.t. udgdet.
: 23/79 "“ON THE HISTORY AF EARLY WAVE MECHANICS - with
6/78 "NOGLE ARTIKLER OG DEBATINDLEG OM - larer- special emphasis on the role af realitivity",
uddannelise og undervisning i fysik, og - de Af: Helge Kragh.
naturvidenskabelige fags situation efter
studenteroprpgret".

Af: Karin Beyer, Jens Hgjgaard Jensen og 24/80 "MATEMATIKOPFATTELSER HOS 2.G'ERE".

Bent C. Jprgensen. atb 1. En analyse. 2. Interviewmateriale.

: Projektrapport af: Jan Christensen og Knud
7/78 "MATEMATIKKENS FORHOLD TIL SAMFUNDS@KONOMIEN". mémratpgzgmssen. ?

Af: B.V. Gnedenko. ’ Vejleder: Mogens Niss.

Nr. 7 cr udgiet.
8/78 "DYNAMIK OG DIAGRAMMER". Introduktion til 25/80 "EKSAMINSOPGAVER", Dybdemodulet/fysik 1974-73.
energy-bond-graph formalismen.

Af: Peder vVoetmann Christiansen. 26/80 "OM MATEMATISKE MODELLER'.

En projektrapport og to artikler.
9/78 "OM PRAKSIS' INDFLYDELSE PA MATEMATIKKENS UD — Af: Jens Hpjgaard Jensen m.fl.
" - . . ta. O3 -
VIKLING . .Motlve%* tl:!. K%pler s: "Nova Stere 27/80 ool AND PHILOSOPHY AF SC ™ PALL
ometria Doliorum Vinariom". DIIIERAncl PmHYGSYICS" TENCE
Projektrapnort af: Lasse Rasmussen . Af: He? o Keach
Vejleder: Anders Madsen, 2 nelg gn.

28/80 "DIKILEITRISK PEIAXATION -.et forslag til en ny
model bygget pd vaskernes viscoélastiske egen—

10/79 "TERMODYNAMIK I GYMNASIET". glmabjagu trapport af: Gert Kreinge.
, Projektrapport af: Jan Christensen ©og Jeanne Vejleder: Niels Boye Olsen.
Mortensen, :
Vejleggre. xKarln Beyer og Peder Voetmann 29/80 "ODIN - undervisningsmateriale til et kursus i
Christiansen. - differentialligningsmodeller”.
j : Tommy R. And P .H.
11/79 "STATISTISKE MATERIALER". ’ faxggitggpgggrag Lassen. ersen, Per H.H
Af: Jorgen Larsen. _ ‘ Vejleder: Mogens Brun Heefelt.
12/79 "LINEERE DIFFERENTIALLICGNINGER OG DIFFEREN- "
- - - ATOMSAMFUNDETS ENDESTATI-
TIALLIGNINGSSYSTEMER" . 30/80 me'.'ISIOI‘]SH‘]EmIEN ATOM STATT

- Af: Mogens Brun Heefelt.

Nr. 12 er udglet. Af: Oluf Danielsen.

Nr. 30 er udgdet. i

" [] " R \ °
. 13/79 "CAVENDISH'S FORS@G I GYMNASIET". 31/80 "VIDENSKABSTEORETISKE PROBLEMER VED UNDERVISNINGS -

Projektrapport af: Gert Kreinge. . . "

Vejleder: Albert Chr. Paulsen. SYSTEMER DASERET PA MENGDELERE" . :

' Projektrapport af: Troels Lange oy Jgrgen Kar-

rebazk.
Vejleder: Stig Andur Pedersen.
Nr. 31 er p.t. udgdet.

14/79 "BOOKS ABOUT MATHEMATICS: History, philosophy,
Education, Models, System Theory, and Works of".
Af: Else Hgyrup.
Nr. 14 er p.t. udglet.

32/80 "POLYMERE STOFFERS VISCOELIASTISKE EGENSKABER -
BELYST VED HJELP AF MEKANISKE IMPEDANSMALIN -
GER MOSSBAUEREFFEKTMALINGER".
Projektrapport af: Crilles Bacher og Preben
Jensen.
Vejledere: Niels Boye Olsen og Peder Voet-
mann Christiansen.

15/79 "STRUKTUREL STABILITET OG KATASTROFER i systemer
i og udenfor termodynamisk ligevegt".
Specialeopgave af: Leif S. Striegler.

Vejleder: Peder Voetmann Ckristiansen.

16/79 "STATISTIK I KREFTFORSKNINGEN".
Projektrapport af: Michael Olsen oo J¢rn Jensen. 33/80 "KONSTITUERING A’ FAG INDEN FOR TEKNISK - NATUR-
Vejleder: J¢rgen Larsen. VIDENSKABELICE UDDANNEISER. I-I1".
Af: Arne Jakobsen.
17/79 "AT SP@RGE OG AT SVARE i fysikundervisningen".
Af: Albert Christian Paulsen, . . 34/80 "ENVIRONMENTAL IMPACT AF WIND ENERGY U’I‘ILIZA°
TION".
ENERCY SERIES NO. I.
Af: Bent Sg¢rensen
Nr. 34 er udgdet.



35/80 "HISTORISKE STUDIFR I DEN NYERE ATOMFYSIKS UDVIKLING".
" Af: Helge Kragh.

36/80 "HVAD ER MENINGEN MED MATEMATIKUNDERVISNINGEN?".
Fire artikler.
Af: Mogens Niss.

37/80 YRENEWABLE ENERCY AND ENERGY STORACE".
ENERGY SERIES NO. 2.
Af: Bent Sgrensen.

38/81 "TIL EN HISTORIETEORI OM NATURERKENDELSE, TEKNOLOGI
OG SAMFUND".
Projektrapport af: Erik Gade, Hans Hedal, Henrik Lau
og Finn Physant.
Vejledere: Stig Andur Pedersen, Helge Kragh og Ib
Thiersen.
Nr. 38 er p.t. udgdet.

39/81 "TIL KRITIKKEN AF VEKSTZKONOMIEN".
.-.Af: Jens Hgjgaard Jensen.

40/81 "TELEKOMMUNIKATION I DANMARK - oplag til en tekno—
logivurdering”.
Projektrapport af: Arne Jgrgensen, Bruno Petersen og
Jan Vedde.
Vejleder: Per Ngrgaard.

41/81 "PLANNING AND POLICY CONSIDERATIONS RELATED TO THE
INTRODUCTION OF RENFWABLE ENERCY SOURCES INTO ENER-
GY SUPPLY SYSTEMS".
ENERGY SERIES NO. 3.
Af: Bent Sgrensen.

42/81 "VIDENSKAB TEORJ. SAMFUND - En introduktion til materialis-
tiske videnskabsopfattelser”.
Af: Helge Kragh og Stig Andur Pedersen.

43/81 1."COMPARATIVE RISK ASSESSMENT OF TOTAL ENERGY SYSTEMS".
2. "ADVANTACES AND DISADVANTAGES OF DECENTRALIZATION".
ENERGY SERIES NO. 4.

Af: Bent Sgrensen.

44/81 "UIISTORISKE UNDERSPCEISER AF DE FKSPERIMENTELLE FOR~
UDSETNINGER FOR RUTHERFORDS ATOMMODEL".
Projektrapport af: Niels Thor Nielsen.

Vejleder: Bent C. Jagrgensen,

45/82 Er aldrig udkommet.

46/82 “"EKSEMPLARISK UNDERVISNING OG FYSISK ERKENDESE-

1+11 ILLUSTRERET VED TO EKSEMPLER".
Projektrapport af: Torben 0.Olsen, lasse Rasmussen og
Niels Dreyer Spprensen.
Vejleder: Bent C. J¢rgensen.

47/82 "BARSEBRACK OG DET VARST OFFICIELT-TANKELIGE UHELD".
ENERGY SERIES NO. 5.
Af: Bent Sgrensen.

48/82 "EN UNDERS@CELSE AF MATEMATIKUNDERVISNINGEN PA ADGANCS—
KURSUS TIL K¢BENHAVNS TEKNIKUM".
Projektrapport af: Lis Eilertzen, Jgraen Karrebzk, Troels
Iange, Preben N¢rregaard, Lissi Pedesen, Laust Rishgj,
Lill Rgn og Isac Showiki.
Vejleder: Mogens Niss.

49/82 "ANALYSE AF MULTISPEKTRALE SATELLITBILIEDER".
Projektrapport af: Preben Ngrreqaard.
Velledere: Jorgen Larsen og Rasmus Ole Ragmissen.

50/82 "HERSLEV - MULIG{EDER FOR VEDVARENDE FNERGI I EN
LANDSBY".
ENERGY SERIES NO. 6.
Rapport af: Bent Christensen, Bent Hove Jensen, Dennis
B. Mgller, Bjame Laursen, Bjame Lillethorup og Jacch
Mgrch Pedersen.
Vejleder: Bent Sgrensen.

51/82 "HVAD KAN DER GZRES FOR AT AFHJELPE PICERS BLOKERING
OVERFOR MATEMATIK 2"
Projektrapport af: Lis Eilertzen, lLissi Pedersen, Lill
Ren og Susanne Sterder.

52/82

53/82

54/82

55/82

56,/82

"ZEUSPENSIQN OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS"
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wejciechowski.

"THE CONSTITUTION OF SUBJECTS IN ENGINEERING
EDUCATION".
Af: Arne Jacobsen og Stig Andur Pedersen.

"FUTURES FESEARCH" - A Philosophical Analysis
of Its Subject-Matter and Methods.
Af: Stig Andur Pedersen og Johannes Witt-~Hansen.

"MATEMATISKE MODELLER" - Litteratur pd Roskilde
Universitetsbibliotek.

En biografi.

Af: Else ligyrup.

Vedr. tekst nr. 55/82 se ogsd tekst nr. 62/83.

"EN - TO — MANGE" - )
En undersggelse af matematisk ¢kologi.

Projektrapport af: Troels Lange. -

Vejleder: Anders Madsen.

57/83

58/83

"ASPECT EKSPERIMENIET"-

Skjulte variable i kvantemekanikken?
Projektrapport af: Tom Juul 2Andersen.
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen.
Nr. 57 er udgaet.

“"MATEMATISKE VANDRINGER" - Modelbetragtnin-

ger over spredning af dyr mellem smibiotoper
i agerlandet.

Projektrapport af: Per Hammershsj Jensen og

Lene Vagn Ragmusscn.

Vejleder: Jprgen Larsen.

59/83"THE METHODOLOGY OF ENERGY PLANNING".

60/83

61/83

62/83

63/83

64/83

65/83

66/83

67/83

68/83

ENERGY SERIES NO. 7.
Af: Bent Sgrensen.

"MATEMATISK MODEKSPERTISE"- et eksempel.
Projektrapport af: Erik O. Gade, Jprgen Kar—
rebek og Preben Ngrregaard.

Vejleder: Anders Madscn.

"FYSIKS IDEOLOGISKE FUNKTION, SOM ET EKSEMPEL
PA EN NATURVIDENSKAB — HISTORISK SET".
Projektrapport af: Annette Post Nielsen.
Vejledere: Jens Hgyrup, Jens ligjgaard Jensen
og Jgrgen Vogelius.

"MATEMATISKE MODELIER" - Litteratur pd Roskilde
Universitetsbibliotek.

En biografi 2. rev. udgave.

Af: Else Hoyrup.

"GREATINGC ENERGY FUIURES:A SHORP CUIDE TO ENER-
GY PLANNINC".

ENERGY SERIES No. 8.

Af: David Crossley og Bent Sprcnsen.

"VON MATEMATIK UND KRIEG".
Af: Berhelm Booss og Jens Hgyrup.

"ANVENDT MATEMATIK - TEORI ELIER PRAKSIS".
Projektrapport af: Per lledegird Andersen, Kir-
sten Habekost, Carsten Holst-Jensen, Annelise
von Moos, Else Marie Pedersen og Erling Mgller
Pedersen.

vejledere: Bernhelm Booss og Klaus Grinbaum.

"MATEMATTSKE MODELIER FOR PERIODISK SELEKTION
I ESCHERICHIA COLI".

Projektrapport af: Hanne Lisbet Andersen, Ole
Richard Jensen og Klavs Frisdahl.

Vejledere: Jgrgen Larsen og Anders Hede Madsen.

"ELEPSOIDE METODEN -~ EN NY MfIODE TIL LINEER
PROGRAMMERTNG?"

Projektrapport af: Lone Biilmann og Lars Boye.
Vejleder: Mogens Brun Heefelt.

"STOKASTISKE MODELIER I POPULATIONSGENETIK"
- til kritikken af teoriladede modeller.
Projektrapport af: Lise Odgird Cade, Susanne
Hlansen, Michael Hviid og Frank Mglgdrd Olsen.
Veileder: Jprogen Tarsen.

o i s




69/83 "ELEVFORUDSFTNINCER I FYSIK" . 83/84 "ON THE QUANTIFICATION OF SECURITY":
- en test i 1.g med kommentarer. PEACE RESEARCH SERIES NO. 1

Af: Albert C. Paulsen. Af: Bent Sgrensen. .
nr. 83 er p.t. udgaet

70/83 "INDLARINGS - OG mMDLumBmR I MATEMATIK
PR VOKSENUNDIRVISNINCSNIVEAU" . 84/84 "NOGLE ARTIKLER OM MATEMATIK, FYSIK OG A].WNDI\NNELSE

Projektrapport af: Hanne Lisbet Andersen, Tor- Af: Jens Hpjgaard Jensen, Mogens Niss m. fl.

ben J. Andreasen, Svend Age Houmann, Helle Gle-
85/84"CI:NTRIFUGALRECULATORER OG MATEMATIK".

rup Jensen, Keld Fl. Nielsen, Lene Vagn Ras- : o
mussen. Specialerapport af: Per Hedegérd Andersen, Carsten Holst-

Yejleder: Klaus Grinbaum og Anders Hede Madsen. Jensen, Else Marie Pedersen og Erling Mpller Pedersen.-
. . Vejleder: Stig Andur Pedersen.
71/83 "PIGER OG FYSIK"
- et problem og en udfordring for skolen? 86/84 "SECURITY IMPLICATIONS OF ALTERNATIVE DEFENSE OPTIONS
Af: Karin Beyer, Sussanng Blegaa, Birthe Olsen, FOR WESTERN EURCPE".
Jette Reich og Mette Vedelsby. PEACE RESEARCH SERIES NO. 2
Af: Bent Sgrensen.

72/83 "VERDEN IFVALCE PEIRCE" - to metafysiske essays, "
om og af C.S Peirce. 87/84 "A SIMPLE MODEL OF AC HOPPING CONDUCTIVITY IN DISORDERED

Af: Peder Voetmann Christiansen. - SOLIDS".
Nf: Jeppe C. Dyre.
73/83 ""EN ENERGIANALYSE AF LANDBRUG"

~ gkologisk contra traditionelt. 88/84 "RISE, FALL AND RESURRECTION OF INFINITESIMALS".

ENERGY SERIES NO. 9 Af: Detlef Laugwitz.
Specialeopgave i fysik af: Bent Hove Jensen, N "
Vejleder: BenlL Sgrensen. 89/84 "FIERNVARMEOPTIMERING" .

Af: Bjame Lillethorup og Jacob Mgrch Pedersen.

90/84 "ENERGI I 1.G - EN ’I‘EDRI FOR TILRE'I'I'EL&EGEI_SE"

74/84 "MINIATURISERING AF MIKROELEKTRONIK" - om vi- Af: Albert Chr. Paulsen.
denskabeliggjort teknologi og nytten af at lare
fysik. .
Projektrapport af: Bodil Harder og Linda Szko- C "
tak Jensen. 91/85 "KVANTETEORI FOR GYMNASIET".

Vejledere: Jens Hgjgaard Jensen og Bent C. Jgrgensen. 1. Larervejledning
) 9 . : Projektrapport af: Biger Lundgren, Henning Sten Hansen
75/84 "MATEMATIKUNDERVISNINGEN I FREMTIDENS GYMNASIUM” og John Johansson.
- Case: Lincer programmering. : Vejleder: Torsten Meyer.
Projektrapport af: Morten Blomhgj, Klavs Frisdahl

og Frank Mplgaard Olsen. - 92/85 "KVANI'EI'E.I)RI FOR GYMNASIET".
Vejledere: Mogens Brun Heefelt og Jens Bjgreboe. 2. Materiale
Projektrapport af: Biger Lundgren, llenning Sten Hansen

76/84 "KERNEKRAFT I DANMARK?" - Et hgringssvar indkaldt og John Johansson. .
af miljgministeriet, med kritik af miljgstyrelsens Vejleder: Torsten Meyer.
rapporter af 15. marts 1984. "
ENERGY SERIES No. lo 93/85 "THE SEMIOTICS OF QUANTUM — NON - LOCALITY".

Af: Niels Boye Olsen og Bent Sgrensen. Af: Peder Voetmann Christiansen.

77/84 "POLITISKE INDEKS — FUP ELLER FAKTA?" . 94/85 "TREENIGHEDEN BOURBAKT — generalen, materrat:.keren
Opinionsundersggelser belyst ved statistiske og &nden". .
modeller. Projektrapport af: Morten Blomhgj, Klavs Frisdahl
Projektrapport af: Svend Age Houmann, Keld Nielsen og Frank M. Olsen.

og Susanne Stender. Vejleder: Mogens Niss.

Vejledere: Jprgen Larsen og Jens Bjgrneboe.
: 95/85 "AN ALTERNATIV DEFENSE PLAN FOR WESTERN EUROPE".

78/84 "JFUNSTRAMSLEININGSEVNE OG GITTERSTRUKTUT I PEACE RESEARCH SERIES NO. 3

AMORFT GERMANIUM". Af: Bent Sgrensen

Specialrapport af: llans Hedal, Frank C. Ludvigsen

que;im C%,,Ysant_ ! 96,/85 ASPEKTER VED KRAFTVARMEFORSYNING'.

Vejleder: Niels Boye Olsen. Af: Bjarne Lilletorup.

Vejleder: Bent Sgrensen.

79784 "MATEMATIK OC ALMENDANNELSE".

Projektrapport af: Henrik Coster, Mikacl Wenner—  97/85 “ON THE PHYSICS OF A.C. HOPPING CONDUCTIVITY".

. berg Johansen, Povl Kattler, Birgitte Lydholm . Af: Jeppe C. Dyre.
-og Morten Overgaard Nielsen. . : "
Vejleder: Bernhelm Booss. 98/85 "VALGVULIGHEDER I INFORMATIONSALDEREN".

Af: Bent Sgrensen.

80/84 "KURSUSMATERIALE TII. MATEMATIK B".

Af: Mogens Brun lleefelt. 99/85 "Der er langt fra Q til R".

Projektrapport af: Niels Jgrgensen og MJ.kael Klintorp.
81/84 "FREKVENSAFIVENCIC LEDNINGSEWE I AMDRFT GERMANIUM". Vejleder: Stig Andur Pedersen.

Specialeraprort af: J Wind

pecialerapport af: Jprgen Wind Petersen o Jan 100,85 "TALSYSTEMETS OPBYGNING'.

Christensen. i
Vejleder: Niels Boye Olsen. Af: Mogens Niss.

82/84 "MATEMATIK - OC FYSIKUNDERVISNINGEN I DET AUTO — 101/85 "EXTENDED MOMENTUM THEORY FOR WINDMILLS IN

MATISEREDE SAMIFUND". PERTURBATIVE FORM".
Rapport fra et seminar afholdt i Hvidovre Af: Ganesh Sengupta.

25~27 april 1983. ] i ) N
. Red.: Jens lipjgaard Jensen, Bent C. Jprgensen 102/85 OPSTILLING OG INALYSL AP MATEMATISKE MODELLER, BELYST
og Mogens Niss. VE_‘D.IVDDELIER OVER K@ERS IODEIDPTA(.T:.LSL oG - OMHIH'NI.NG. .
’ ProYjektrapport af: Lis Eilertzen, Kirsten labekost, Lill Rgn
og Susanne Stender.
Vejleder: Klaus Grinbaum.




103/85 "@DSLE KOLDKRIGERE OG VIDENSKABENS LYSE IDEER".
Projektrapport af: Niels Ole Dam og Kurt Jensen.
Vejleder: Bent Sprensen.

104/85 "NNAILOCREQEMASKINEN OC LORENZLIGNINGER".
Af: Jens Jaxier.

105/85"THE FREQUENCY DEPENDENCE OF THF SPRIFIC HEAT Ar THE
(TASS REANSITION".
Af: Tace Chrisctensen.

“A SIMPLE MODEL AF AC HOPPING CONDUCTIVITY".

Af: Jeppe C. Dyre.

Qontributions to the Third Internmational Conference
on the Structure of Non - Crystalline Materials held
in Grencble July 1985.

106/85 "QUANTUM THEORY OF EXTENDED PARTICLES".
Af: Bent Sgrensen.

107/85 "EN MYG QR INGEN EPIDEMI", -~ S

- flodblindhed som eksempel pd matematisk modelle—

ring af et epidemiologisk problem.

Projektrapport af: Per Hedegdrd Andersen, Lars Boye,

CarstenHolst Jensen, Else Marie Pedersen og Erling

Mpller Pedersen.

Vejleder: Jesper Larsen.

108/85 "APPLICATIONS AND MODELLING IN THE MATEMATICS CUR -
RICULUM" - state and trends -
Af: Mogens Niss.

120/86 "ET ANTAL STATISTISKE STANDARDMODELLER".

Af: J¢rgen Larsen

121/86"SIMULATION I KONTINUERT TID".

Af: Peder Voetmann Christiansen.

122/86 "ON THE MECHANISM OF GLASS IONIC CONDUCTIVITY".

123/86

124/86

125/86

126/86

127/86

128/86

109/85 "QOX I STUDIETIDEN" - Cox's regressionsmodel anvendt
p%_29/86 "PHYSICS IN SOCIRTY"

Projektrapport af: Mikael Wennerberg Johansen, Poul Kat-

studenteroplysninger fra RUC.

ler og Torben J. Andreasen.
Vejleder: J¢rgen lLarsen.

110/85"PLANNING FOR SECURITY".
Af: Bent Sgrensen

111/85 JORDEN RUNDT PA FLADE KORT™".
Projektrapport af: Birgit Andresen, Beatriz Quincnes
og Jimmy Staal.
Vejleder: Mogens Niss.

112/85 "VIDENSKABELIGGYRELSE AF DANSK TEKNOLOGISK INNOVATION
FREM TIL 1950 - BELYST VED EKSEMPLER".
Projektramnort af: Erik Odgaard Gade, Hans Hedal,
Frank C. Ludvigsen, Annette Post Nielsen og Finn
Physant.
Vejleder: Claus Bryld og Bent C. J@rgensen.

113/85 "DESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS 11".
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wojciechowski.

114/85 "ANVENDELSE AF GRAFISKE METODER TIL ANALYSE
AF KONTIGENSTABELLER" .
Projektraprort af: Ione Biilmann, Ole R. Jensen
og Arine-Lise von Moos.
Veijleder: J#rgen Larsen.

115/85 “MATEMATIKKENS UDVIKLING OP TII, RENESSANCEN".
Af: Mogens Niss.

116/85 "A PHENOMENOLOGICAL MODEL FOR THE MEYER-
NEIDEL RULE".

Af: Jeppe C. Dyre.

117/85 “KRAFT & FJERNVARMEOPTIMERING"
Af: Jacob Mprch Pedersen.
Vejleder: Bent Sgrensen

"

118/85 TILFEIDIGHEDEN OG NYDVENDICHEDEN IFPLGE
PEIRCE OG FYSIKKEN",
Af: Peder Voetmann Christiansen

119/86 "DET ER CANSKE VIST - - EUKLIDS FEMIE POSTUIAT
KUNNE NOK SKABE RZRE I ANDEDAMMEN".
Af: Iben Maj Christiansen
Vejleder: Mogens Niss.

Af: Jeppe C. Dyre.

"GYMNASTEFYSTKKEN OC DEN STORE VERDEN".
“Fysiklererforeningen, IMFUFA, RUC.

"OPGAVESAMLING I MATEMATIK".
Samtlige opgaver stillet i tiden 1974-jan. 1986.

“UVBY,% - systemet - en effektiv fotametrisk spektral-
klassifikation af B-,A- og F-stjemer".
Projektrapport af: Birger Lundgren.

"OM UDVIKLINGEN AF DEN SPBCIELLE RELATIVITETSTEORI".
rojektrapoort afi Lise Odgaacd & Linda Szkotak Jensen

Vejledcre Karin Beyer & Stig Andur Pedersen.

"GALOIS' BIDRAG TIL UDVIILINGEN AF DN ABSTRAKTL

ALGFBRA" .

Projektrapport af: Pernille Sand, lleine Tarsen &

Lars Frandsen.

Vejleder: Mogens Niss.

"SMAKRYB" - om ikke-standard analysc.
Projektrapport af: Niels Jergensen & Mikael Klintorp.
Vejleder: Jeppe Dyre.

Lecture Notes 1983 (1986)
Af: Bent Sgrensen

130/86 "Studies in Wind Power™”
Af: Bent Serensen
131/86 "FYSIK OG SAMFUND" -~ Et integreret fysik/historie-

projekt om naturanskuelsens historiske udvikling
og dens samfundsmessigye betingcthed.
Projektrapport af: Jakob Heckscher, Seren Brend,
Andy Wierod.

Vejledere: Jens Hoyrup, Jergen Vogelius,

Jens Hpjgaard Jensen.

132/86 "FYSIK OG DANNELSE"

Projektrapport af: Seren Brend, Andy Wiered.
Vejlederc: Karin Beyer, Jorgen Vogelius.

133/86 "CHERNOBYL ACCIDENT: ASSESSING THE DATA.

ENERGY SERIES NO. 15.
AF: Bent Serensen.

134/87

135/87

136/87

"THE D.C. AND THE A.C. ELECTRICAL TRANSPOR! IN AsSeTe SYSTEM"

Authors: M.B.El-Den, N.B.Olsen, Ib lest Pedersen,
Petr Viscor

"INTUITIONISTISK MATEMATIKS METODER OG ERKENDELSES-
TEORETISKE FORUDSETININGER"

MASTEMATIKSPECIALE: Claus Larsen
Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen

"Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristendommens
fprste og andet mpde med grask filosofi"

Projektrapport af Frank Colding Iaudvigsen

Vejledere: Historie: Ib Thiersen
Fysik: Jens lejgaard Jensen

137/87 "HOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING I UORDNEDE

FASTE STOFFER" ~ Resume af licentiatafhandling
Af: Jeppe Dyre

Vejledere: Niels Boye Olsen og
Peder Voetmann Christiansen.




138/87 "JOSEPHSON EFFECT AND CIRCLE MAP." -

Paper presented at The International
Workshop on Teaching Nonlinear Phenomena
.at Universities and Schools, "Chaos in.

Education". Balaton, Hungary, 26 April-2 May 1987.

By: Peder Voetmann Christiansen

13 987 "Machbarkeit nichtbeherrschbarer Technik
durch Fortschritte in der Erkennbarkeit
der Natur"

Af: Bernhelm Booss-Bavnbek
Martin Bohle-Carbonell

140/87 "ON THE TOPOLOGY OF SPACES OF HOLOMORPHIC MAPS"

By: Jens Gravesen

141/87 "RADIOMETERS UDVIKLING AF BLODGASAPPARATUR -~
ET TEKNOIOGIHISTORISK PROJEKT"
Projektrapport af Finn C. Physant
Vejleder: Ib Thiersen

142/87 "The Calderon Projektor for Operators Wxth
Spllttlng Elliptic Symbols"

by: Bernhelm Booss-Bavnbek og
Krzysztof P. Wojciechowski

143/87 "Kursusmateriale til Matematik pd NAT-BAS"

af: Mogens Brun Heefelt

144/87 "Context and Non-Locality — A Peircan Approach

Paper presented at the Symposium on the
Foundations of Modern Physics The Copenhagen
Interpretation 60 Years after the Como Lecture.
Joensuu, Finland, 6 - 8 august 1987.

By: Peder Voetmann Christiansen

145/87 "AIMS AND SCOPE OF APPLICATIONS AND
MODELLING IN MATHEMATICS CURRICULA"

Manuscript of a plenary lecture delivered at
ICMTA 3, Kassel, IRC 8.-11.9.1987

By: Mogens Niss

146/87 "BESTEMMLLSE AF"- BULKRESISTIVITETEN I SILICIUM"
- en ny frekvensbaseret malemetode.
Fysikspeciale af Jan Vedde
Vejledere: Niels Boye Olsen & Petr Visdor

147/87 "Rapport om BIS pd NAT-BAS"
redigerct af: Mogens Brun Heefelt

148/87 “Naturvidenskabsundervisning med
Samfundsperspektiv"

af: pPeter Colding~Jerpensen DLH
Albert: Chr. Paulsen

149/87 "In-Situ Mcasurements of the density ot amorphous

germanium prepared in ultra high vacuum"
by: Petr ViSdor
150/87 "Structure and the Existence of the first sharp

diffraction peak in amorphous germanium
prepared in UHV and measured in-situ"

by: Petr Vik&or

151/87 "DYNAMISK PROGRAMMERING"

Matematikprojckt af:
Birgit Andresen, Keld Nielsen og Jimmy Staal

Vejleder: Mogens Niss

152/87

"PSEUDO~-DIFFERENTIAL PROJECTIONS AND‘THE'TOPOLOGY
OF CERTAIN SPACES OF ELLIPTIC BOUNDARY VALUE -
PROBLEMS" .

by: -.Bernhelm Booss-Bavnbek
Krzysztof P. Wojciechowski

153/88

154/88

155/88

156/88

157/88

"HALVLEDERTEKNOLOGIENS UDVIKLING MELLEM MILITERE
0G CIVILE KREFTER"

Et eksempel pd humanistisk teknologihistorie
Historiespeciale

Af: Hans Hedal
Vejleder: Ib Thiersen

"MASTER EQUATION APPROACH TO VISCOUS LIQUIDS AND
THE GLASS TRANSITION"

By: Jeppe Dyre

“A NOTE ON THE ACTION OF THE POISSON SOLUTION .
OPERATOR TO THE DIRICHLET PROBLEM FOR A FORMALLY.
SELFADJOINT DIFFERENTIAL OPERATOR” ‘

by: Michael Pedersen

"THE RANDOM FREE ENERGY BARRIER MODEL FOR AC
CONDUCTION IN DISORDERED SOLIDS”

by: Jeppe C. Dyre
" STABILIZATION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

BY FINITE DIMENSIONAL BOUNDARY FEEDBACK CONTROL:
A pseudo-differential approach."

" by: Michael Pedersen

158/88

159/88

160/88

161/88

162/88

163/88

164/88

165/88

"UNIFIED FORMALISM FOR EXCESS CURRENT NOISE IN
RANDOM WALK MODELS"

by: Jeppe Dyre

"STUDIES IN SOLAR ENERGY" i

by: Bent Serensen

"LOOP GROUPS AND INSTANTONS IN DIMENSTION TWO"

by: Jens Gravesen

"PSEUDO-DIFFERENTIAL PERTURBATLONS AND STABILIZATION
OF DISTRIBUTED PARAMETER SYSTEMS:

Dirichlet feedback control problems'!

by: Michael Pedersen

"PIGER & FYSIK - OG MEGET MERE"
AF: Karin Beyer, Sussanne Blegaa, Birthe Olsen,

Jette Reich , Mette Vedelsby

"EN MATEMATISK MODEL TIL BESTEMMELSE AF
PERMEABILITETEN FOR BLOD-NETHINDE~BARRIEREN"

Af: Finn Lanpberg, Michael Jarden, Lars [rcllesen

Vejleder: Jesper Larsen

"Vurdering af matematisk teknologi
Technology Assessment
Technikfolgenabschatzung"

Af: Bernhelm Booss-Bavnbek, Glen Pate med
Martin Bohle-Carbonell og Jens Hejgaard Jensen

"COMPLEX STRUCTURES IN THE NASH-MOSER CATEGORY"

by: Jens Gravesen




166/88 "Grundbegreber i Sandsynligheds-
regningen"

Af: Jorgen Larsen

167a/88 "BASISSTATISTIK 1. Diskrete modeller"

Af: Jorgen Laréen

167b/88 "BASISSTATISTIK 2. Kontinuerte

modeller"

Af: Jergen Larsen

7168/88 "OVERFLADEN AF PLANETEN MAHS"

Fysikspeciale af: 7~

Birger Lundgren

Laboratorie-simulering og MARS-analoger
undersegt ved Mossbauerspektroskopi.

Vejleder: Jens Martin Knudsen

Fys.Lab./HCB

169/88 "CHARLES S. PEIRCE: MURSTEN OG MORTEL

TIL EN METAFYSIK."

Fem artikler fra tidsskriftet 'The Monist"
1891-93.

Introduktion og overszttelse:

Peder Voetmann Christéansen

170/88 '"OPGAVESAMLING I MATEMATIK"

Samtlige opgaver stillet i tiden
1974 -~ juni 1988

171/88 "The Dirac Equation with Light-Cone Data"

af: Johnny Tom Ottesc¢n

172/88 "FYSIK OG VIRKELIGHED"

Kvantemekanikkens grundlagsproblem
i gymnasiet.

Fysikprojekt af:
Erik Lund og Kurt Jensen

Vejledere: Albert Chr. Paulsen og
Peder Voetmann Christiansen

173/89 "NUMERISKE ALGORITMER"

af: Mogens Brun Heefelt

174/89 " GRAFISK FREMSTILLING AF

FRAKTALER OG KAOQS“

af: Peder Voetmann Christiansen

175/89 ' AN ELEMENTARY ANALYSIS OF THE TIME

DEPENDENT SPECTRUM OF THE NON~STATONARY
SOLUTION TO THE OPERATOR RICCATI EQUATION

af: Michael Pedersen

176/89 " A MAXIUM ENTROPY ANSATZ FOR NONLINEAR

RESPONSE THEORY"

af : Jeppe Dyre

177/89 "HVAD SKAL ADAM STA MODEL TIL"

af: Morten Andersen, Ulla Engstram,
Thomas Gravesen, Nanna Lund, Pia
Madsen, Dina Rawat, Peter Torstensen

Vojleder: Mogens Brun Heefelt

178/89 "BIOSYNTESEN AF PENICILLIN - en matematisk model"

af: Ulla Eghave Rasmussen, Hans Oxvang Mortensen,
Michael Jarden

vejleder i matematik: Jesper Larsen
biologi: Erling Lauridsen



