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Kapitel 9

Kontinuerte fordelinger;
eksponentialfordelingen

N&r man opbygger en statistisk model for et datamateriale, tilstraber
man ofte at fundamentale trek i datamaterialets struktur genspejles i
modellen. Et fundamentalt track er arten af observationerne:

o | nogle situationer er elementar-observationerne resultaterne af
en klassifikation af et bestemt antal individer i et bestemt antal
klasser (er personen rgd-, lys-, brun- eller sortharet). I sa fald
benyttes ofte multinomialfordelingsmodeller (eller binomialforde-
lingsmodeller hvis der kun er to klasser).

e I andre situationer er elementar-observationerne antal (antal lun-
gekrefttilfzlde i en trearsperiode, antal biller pa en halv kva-
dratmeter mark etc.). Der er ikke nogen principiel gvre granse
for stgrrelsen af disse antal. Her kan en Poissonfordelingsmodel
komme pa tale.

o | atter andre situationer maler man stgrrelser pa en konlinuert
skala®, f.eks. tider (ventetider), hgjder, l&engder, masser, koncen-
trationer osv.?

1At skalaen er kontinuert betyder, at man principielt kan fa “enhver” veerdi.
Der er f.eks. ikke noget i vejen for, at en person pa et givet tidspunkt kan veje
71.3478 kg, hvorimod det er principielt umuligt at personen kan have 2.8 bgrn!

2Bemerk i gvrigt, at kontinuerte observationer meget ofte cr bencunte storrelser.
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Figur 9.1: Eksempel 9.1: Bestemmelse af vinklen z fra retning R, til
retning R: De to retninger afsettes ud fra et punkt, der desuden er centrum
for en enhedscirkel. Laengden af cirkelbuen fra Rgs skaring til Rs skeering
med cirklen, malt mod uret, er et enkelt tal der fuldstendig specificerer
retningen It

Dette og de fglgende kapitler beskaeftiger sig med eksempler pa stati-
stiske modeller for kontinuertc observationer.

Eksempel 9.1. Fugles flugt

Vi begynder med et simpelt eksempel. Antag at man udfprer et
forspg der bestir i at slippe en tilfangetagen fugl Ips idet man
observerer, i hvilken retning den flyver bort. Det er tankeligt
at fuglen har nogle foretrukne retninger at forsvinde i, men vi
holder os til det simpleste og antager, at fuglen slet og ret valger
en retning tilfzldigt, siledes at alle retninger er lige sandsynlige.
Hvad vil det narmere sige?

Vi formaliserer problemet lidt. Vi vil gerne kunne specificere
flugtretningen R ved ét (eller flere) tal. Hvis vi fastlegger en
“reference-retning” Ry, kan vi specificere retningen R ved at angi-
ve, hvor stor en vinkel z der er fra Ry til R, se Figur 9.1. Stgrrelsen
z bliver et tal mellem 0 og 27.

I vores formalisering cr det nu sidan at fuglen veelger et z tilfel-
digt saledes at alle z-vardier er lige sandsynlige. Eksempelvis er
det lige sa sandsynligt at f& en z-veerdi mellem 1.0 og 1.1 som
mellem 1.1 og 1.2, og derfor m4 sandsynligheden for at {3 en vaer-
di mellem 1.0 og 1.2 vacre det dobbelte af sandsynligheden for at
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fa en vaerdi mellem 1.0 og 1.1. Ved at udbygge dette rasonne-
ment lidt finder man, at der ma gzlde at sandsynligheden for at
f4 en z-vaerdi mellem a og b ma vare proportional med lzngden
af intervallet fra a til b, mere priccist ma sandsynligheden veere

b—a
2

nar0 < a < b < 2r. Hvis vi introducerer en stokastisk variabel X
der skal sta for “den retning som fuglen nu tilfeldigvis velger”,
sa har vi alts3 denne simple sandsynlighedsmodel for X :

—a

P(a < X <b)

27

nar0<a <b<2m.

‘Man kan godt spgrge om sandsynligheden for at X antager en
bestemt vardi zo — og fa et svar: Da udsagnet X = zo medfprer
udsagnet 2o — h < X < zo+h, lzgcgyldxgt hvilket positivt tal h

vi vaelger, sa er

P(X=x¢) € Plazg—h <X <zo+R)

(2o + k) — (z0 — h)
2

= hf7.

Sandsynligheden for at X = x4 er siledes mindre end h/n for
ethvert nok sa lille tal h, dvs. P(X = z) < 0, og da sandsynlig-
heder pa den anden side aldrig er negative, sa er svaret altsa, at

X er ct eksempel pa en kontinuert stokastisk variabel. Fordelin-
gen af en kontinuert stokastisk variabel kan man ikke specificere
ved hjalp af en sandsynlighedsfunktion der angiver sandsynlig-
heden for hvert enkelt muligt udfald, fordi dén sandsynlighed er
altid 0. I stedet specificerer man fordelingen ved hjelp af den sa-
kaldte taethedsfunktion der angiver “hvor tat sandsynlighedsmas-
sen ligger forskellige steder pa talaksen”, malt som sandsynlighed
pr. intervallengde. Ovenfor fandt vi sandsynligheden for at X
ligger i et interval af lengde 2h omkring xo til at vacre h/n, hvil-
ket betyder at sandsynlighedsta:theden i punktet xy er lig 1/2x.
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Teaethedsfunktionen for X er dermed

flz) =

1/2r nar0<z<2r
0 ellers .

Den sandsynlighedsfordeling som X fglger hedder ligefordelingen
pa intervallet fra 0 til 2. 0

Laeseren henvises til Grundbegreber i Sandsynlighedsregningen for
en oversigt over det beskrivelsesapparat man benytter sig af i forbin-
delse med kontinuerte sandsynlighedsfordelinger.

Eksponentialfordelingen

Som et noget stgrre eksempel vil vi vise hvordan eksponentialfordelingen
naturligt kan komme pa tale, og vi vil give et meget simpelt eksempel
pa statistisk analyse af eksponentialfordelte observationer.

En ventetidsfordeling

I Kapitel 7 udledte vi en model for antallet af begivenheder 1 et bestemt
tidsinterval af leengde ¢, under antagelse af at begivenhederne indtraeffer
tilfeeldigt og uafhangigt af hverandre. Resultatet var (jf. Resumé 6),
at antallet af begivenheder matte vare Poissonfordelt med parameter
At, hvor X er den intensitet hvormed begivenhederne indtraeffer. Vi vil
nu udlede en anden konsekvens af de samme antagelser, vi vil nemlig
bestemme fordelingen af ventetiden til den naste begivenhed.

Fgrst bestemmer vi fordelingen af ventetiden T; fra et fast valgt
tidspunkt to til den fgrstkommende begivenhed. Vi vil bestemme sand-
synligheden for at der gar mere end tiden ¢ fgr der indtraxfler en begi-
veunhed, dvs. sandsynligheden for at 7' > L.
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At Ty > t er det samme som at der forckommer 0 begivenheder i
tidsintervallet fra o til Lo +L. Da vi véd at antal begivenheder i interval-
let Jto, to+1t] er Poissonfordelt med parameter At, sa'er sandsynligheden
for at der sker 0 hegivenheder

(At)°
0!
Vi har dermed fundet at

exp(—At) = exp(—At).

P(Ty > t) = exp(—At).
Fordelingsfunktionen for T er da

F(t) = P(Ii <)

og tethedsfunktionen for T er

s = P
= Alexp(—At), t>0. (9.1)

Den sandsynlighedsfordeling pa den positive halvakse der har (9.1) som
teethed hedder eksponentialfordelingen med parameter .

Vi er saledes nact frem til, at ventetiden fra ty til den neste begiven-
hed er eksponentialfordell med parameter \. Eftersom begivenhederne
indtraeffer uafhaengigt af hverandre, er dette resultat ogsa rigtigt i den
situation hvor man ved, at der tilfaeldigvis indtraf en begivenhed netop
til tid to. Derfor gzelder ogsa, at ventctiden mellem en begivenhed og
den neste er eksponentialfordelt med parameler .

Hvad der sker af begivenheder efter t; er ganske uafheengigt af,
hvad der er sket for t, sa der galder, at selv om det er kendt hvornar
begivenheden fgr den begivenhed til tid ¢y indtraf, sa @endrer det ikke
noget pa fordelingen af tidsrummet mellem begivenheden til tid ¢ og
den neeste begivenhed. Det medfarer, at de to ventetider mellem de tre
pa hinanden fglgende begivenheder er stokastisk uafhengige identisk
eksponentialfordelte variable. Ved at bygge videre pa raesonnementet
fas, at ventetiderne mellem vilkarligt mange pa hinanden fglgende be-
givenheder er uafh@ngige identisk cksponentialfordelte stgrrelser.
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Egenskaber ved eksponentialfordelingen
Eksponentialfordelingen med parameter A har fordelingsfunktion

1 —exp(=At) fort >0
F(it) = {

0 fort <0,
og téthedsfunkti;m

A/\cxp(—/\t) fort >0
) = {

fort < 0.

Middelverdien af en stokastisk variabel T' som er eksponentialfordelt
med parameter A er '

C e
ET =/ t Xexp(=At) dt
- Jo
= 1/X, (9.2)
og variansen er
VarT = E(T -ET)?
= ET?- (ET)?
+00
= / t2 dexp(—=At)dt — 1/X%;
0

o

ved partiel integration finder man at integralet er lig med 2/A2, s&

VarT = 1/X%.

Poissonprocessen

Nar begivenhederne indtraffer som beskrevet i Resumé 6 siger man, at
de indtraeffer som efter en Poissonproces med intensitet A. Da gealder
at

e antallene af begivenheder i ikke-overlappende tidsintervaller er
uafhangige og Poissonfordelte, saledes at Poissonfordelingen hg-
rende til et interval af lengde ¢ har parameter A,
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e ventetider mellem pa hinanden fglgende begivenheder er uafhen-
gige eksponentialfordelte stgrrelser med parameter A, dvs. med
middelveerdi 1/, -

e ventetiden fra et fast tidspunkt il den fgrstkommende begivenhed
er ligeledes eksponentialfordelt med parameter A.

Man taler om en Poissonproces for at henlede opmeerksomheden pa,
at der er tale om noget der forlgber i tiden. Her er nogle eksempler pa
situationer fra virkeligheden, hvor en Poissonproces kan komme p3 tale
som model: kunders ankomst til en supermarkedskasse; telefonopkald
til en given telcfoncentral; biltrafik pa en landeve;j.

Eksempel 9.2. Biler pa en landevej

Nar man vil male hvor trafikeret en vej er, kan man ggre det at
man registrerer det ngjagtige tidspunkt for hver enkelt bils passa-

" ge af en bestemt stribe tvaers over vejen. I Tabel 9.1 er vist nogle
malinger fra en sadan trafiktzlling et sted langs hovedvej Al.
Maleperiodens begyndelsestidspunkt er t = 0; tabellen viser an-
komsttidspunkterne for alle de biler der passerede i Ipbet af det
forste kvarter.

Vi sgger en sandsynlighedsmodel der kan beskrive trafikken. Hvis
vejstraekningen er langt fra lyskurve, byer og faergehavne, kan man
maske tenke sig, at bilerne kommer nogenlunde tilfeldigt, maske
ligefrem at de kommer som efter en Poissonproces.

Hvis de kommer som en Poissonproces, sa er ventetiderne mellem
pa hinanden fplgende biler eksponentialfordelte. Vi kan derfor fa
en kontrol af Poissonproces-antagelsen ved at se efter om det er
rimeligt at antage, at ventetiderne er eksponentialfordelte. Derfor

udregnes ventetiderne mellem de pa hinanden fglgende biler, se
Tabel 9.2. O

Der er nu behov for metoder til

1. at estimere den ukendte parameter A i eksponentialfordelingen,
under forudsetning af at data faktisk kan beskrives ved en eks-
ponentialfordeling.
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Tabel 9.1: Biler pa en landevej: Ankomsttidspunkter (i sekunder) for de
biler der passerede telleapparatet i tidsrummet fra ¢ = 0 til ¢ = 900 sek.

250 2482 5188 6774 790.8

68.7 280.8 5202 678.7 794.6

70.2 2852 526.7 6854 7985
110.3 2928 5300 690.5 818.0
111.2 338.7 5356 693.1 819.3
113.0 3431 5655 7239 830.0
128.1 3775 5772 7264 8436
1824 385.1 5854 7326 8456
1985 4548 5976 7464 8484
203.6 467.1 6144 7679 8494
205.3 4981 6224 7739 8512
207.0 5074 6262 7829 862.0
2428 5119 669.2 7878 8944

Tabel 9.2: Biler pd en landevej: Ventetider (i sekunder) mellem 64 pa
hinanden fglgende biler.

43.7 326 14 13 338
15 44 65 67 39

401 76 33 51 195
09 459 56 26 13
18 44 299 308 107
151 344 117 25 136

543 76 82 62 20
16.1 69.7 122 138 2.8
51 123 168 215 1.0
17 310 80 60 18
1.7 93 38 9.0 108

358 45 430 49 324
54 69 82 30
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2. at vurderc om den under 1 fittede, bedste eksponentialfordeling
mi ogsa er god nok til at beskrive den variation der er i tahnate-
rialet.

Modelfunktion og likelihoodfunktion i
kontinuerte modeller

I forbindelse med diskrete modeller opererer vi med en sakaldt model-
funktion der blot er sandsynlighedsfunktionen betragtet som en funk-
tion af bade observationer og parametre, jf. f.eks. Resumé 2. Pa ganske
tilsvarende made er modelfunktionen for en kontinuert statistisk model
simpelthen sandsynlighedstathedsfunktionen betragtet som en funk-
tion af dels observationerne, dels de ukendte parametre.

Likelihoodfunktionen fas som altid ud fra modelfunktionen yed at
indsaette de faktiske observationer pa observationsvariablenes plads og
betragte udtrykket som en funktion af parametrene alene.

I eksemplet er tzethedsfunktionen for en enkelt ventetid Y eksponen- .
tialfordelingstatheden A exp(—Ay), y > 0. Den simultane teethedsfunk-
tion for n (= 64) uafheengige identisk eksponentialfordelte stgrrelser er

HAexp (=Ayi)) = A"exp(——AZy;)
i=1

nar y; > 0 for alle . Modeclfunktionen er altsa

exp( Azy.)

= Aexp(—Av),

f(ylayZ,"‘vyﬂ;A)

hvor
DY
=1

er den totale obscrverede ventetid®.

3Bemark i gvrigt at v simpelt hen er differensen mcllem den sidste og den f¢rste
tidsregistrering, i taleksemplet altsa v = 894.4 — 25 = 869.4 sck.
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Likelihoodfunktionen bliver saledes
L(A) = Alexp(—Xv),
og log-likelihoodfunktionen er
InL(A) = nlnA-)Jv.

For at bestemme dennes maksimumspunkt underspgges hvornar (In L)’
er lig 0:

(InLY(A) = = -
A
er 0 netop nar X cr lig nfv. Da (In L)" er negativ, er n/v et maksi-
mumspunkt. Fglgelig er maksimaliseringsestimatet for A

~

A=

)
v

nemlig antallet af ankomster divideret med den totale observerede ven-
tetid. I bileksemplet er

64
869.4 sek
= 0.0736 sek™' ;

>)

bilerne passerer altsa med en intensitet pa ca. 0.07 biler pr. sekund,
svarende til en middelventetid mellem to pd hinanden fglgende biler pa
ca. 1/X = 14 sekunder, jf. (9.2) side 162.

Hermed har vi faet lgst problem 1 pa side 163.

Histogrammer, empiriske fordelingsfunk-
tioner, fraktildiagrammer

Vi har set hvordan man i princippet kan bestemme den bedst mulige
fordeling af en given type. Spgrgsmalet er sa, om den er god nok!

Der findes adskillige mere eller mindre sofistikcrede metoder som
man kan tage i anvendelse for at vurdere hvor godt data beskrives af
en given type fordeling. De forskellige metoder har deres berettigelse
derved, at de kan vare gode il at afslgre forskellige slags afvigelser
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fra den formodede model. Hvis man ikke pa forhand netop er pa jagt
efter helt bestemte typer af afvigelser, er det ganske afgjort en fordel at
begynde med, og maske holde sig til, simple grafiske metoder der “blot”
viser, hvordan tallene fordeler sig. Sadanne grafiske metoder kan ga ud

pa at

e tegne histogrammer og sammenligne dem med den fittede teore-
tiske taethedsfunktion,

e tegne den empiriske fordelingsfunktion og sammenligne den med
den fittede teoretiske fordelingsfunktion,

o tegne et fraktildiagram (‘probability plot’).

Histogrammer

Et histogram er en art empirisk tethedsfunktion. Man fremstiller et
histogram pa den made, at man inddeler abscisseaksen i nogle passende
intervaller*, hvorefter man for hvert interval tegner et rektangel hvis
“grundflade” er intervallet og hvis areal er lig med den observerede
brgkdel af observationer i det pagzldende interval®.

Histogrammet skal ligne den fittede teoretiske fordelings tatheds-
“funktion, sd den kan man passende tegne ind pa den samme figur.
Figur 9.2 er et eksempel pa et histogram over bil-tallene. Nar man skal
udarbejde et histogram (eller en af de gvrige grafiske fremstillinger 1
dette afsnit) ved “handkraft”, er det gerne en lettelse at begynde med
at danne de ordnede observationer, hvilket blot er observationerne ord-
net i (voksende) raekkefglge; hvis observationerne hedder y,y,. .., yn,
plejer man at betegne de ordnede observationer

Yy Y@2)s- - Ym) -

De ordnede bil-observationer er vist 1 Tabel 9.3.

Ved udarbejdelsen af histogrammet kan det vere lidt af et kunst-
stykke at veelge den rigtige intervalinddeling, som bevirker at fluktuati-
onerne bliver passende udjavnet uden at teethedens form bliver alt for

“Intervallerne behgver ikke ngdvendigvis at have samme leengde, men det letter
normalt figurens forstaelighed hvis de har samme lengde.

SFor at undga problemer med eventuelle observationer i interval-endepunkterne
kan man “snyde” og velge intervallerne saledes at ingen af observationerne ligger i
et intervalendepunkt
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Figur 9.2: Biler pd en landevej: Histogram (svarende til klassebredden
4 sekunder) over ventetiderne mellem pa hinanden £¢|gende biler, samt
tatheden for eksponentialfordelingen med parameter A = 0.736 sek™".
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Tabel 9.3: Biler pi en landevej: de ordnede ventetids-observationer.

09 28 56 107 3038
10 30 6.0 108 31.0
13 33 62 11.7 324
13 38 65 122 326
14 38 6.7 123 344
15 39 69 136 358
17 44 76 138 401
17 44 76 151 430
18 45 8.0 16.1 437
18 49 82 168 459
20 51 82 195 543
25 51 9.0 215 697
26 54 93 299

udjeevnet. Hvis intervallerne er for korte bliver fluktuationerne ikke ud-
glattet nok, er de for lange sker der en for stor udjeevning af teethedens
form. '

Man kan naturligvis godt opskrive definitionen pa et histogram lidt
mere formelt: Opgaven bestar i at udarbejde et histogram for observa-
tionsseettet yy, Y2, ..., Yn. Den lgses saledes:

1. I det omrade hvor observationerne falder vaclges delepunkter (der
som regel bgr vaere wkvidistante) o < z; < T2 < ... < T, hvor
zo er mindre end den mindste og x,, stgrre end den stgrste af
y-observationerne.

2. Bestem antallet n; af y-er i det j-te interval som er Jz;_y, z;].

3. Definer den stykkevis konstante funktion

h(y) =

nj/n .

—— nar € |Tj-1,Z;

Z; — T y €lzj-1,7;]
0 nar y < zo eller y > z,,

Sa er histogrammet (svarende til den valgte inddeling) over ob-

servationerne yq, ¥, ..., Y, grafen for h.
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Empirisk fordelingsfunktion, fraktildiagram

Et histogram er en slags empirisk te&thedsfunktion, som man kan sam-
menligne med den fittede teoretiske teethedsfunktion. Man kan imidler-
tid ogsa tegne en empirisk fordelingsfunktion for at sgge at sammenligne
den med den fittede teoretiske fordelingsfunktion.

Fordelingsfunktionen F' for en stokastisk variabel Y er jo
F:y - PY<y),

sa den empiriske fordelingsfunktion ma skulle veere en funktion der til
hvert y angiver hvor stor en brgkdel af observationerne der befinder sig
til venstre for y. Nar der foreligger observationer vy, a2, . . ., ¥, defineres
den empiriske fordelingfunktion F ved

F(y) = % ((antal obs. < y) + 1 x (antal obs. = y)) . (9.3)
F' bliver en stykkevis konstant funktion der har spring i punkterne
Y1), Y(2)» - - - »Y(n) (dvs. i punkterne yy,yz,...,yn); funktionsvaerdien i et
springpunkt er middeltallet af greenseveerdierne fra venstre og fra hgjre.
En empirisk fordelingsfunktion ser derfor i princippet ud som vist pa
Figur 9.3%.

For at vurdere hvor godt den empiriske fordelingsfunktion F og
den fittede teoretiske fordelingsfunktion F' ligner hinanden, bgr man
indtegne dem pa samme figur. Almindeligvis vil man kun afszette F-
veerdier svarende til y = y(;), 1 = 1,2,...,n. Man skal siledes vurdere,
hvordan punkterne (y), F (y(iy)) ligger i forhold til grafen for F - ideelt
skal de fordele sig tilfzeldigt pa en eller anden made omkring denne graf.

Nu er det imidlertid ikke sa let at vurdere, hvordan punkter fordeler
sig omkring en krum kurve, men ved et snedigt trick kan man omforme
problemet til et problem hvor opgaven er at vurdere, om nogle punkter
fordeler sig omkring en ret linie. Her viser vi, hvori tricket bestar nar
det drejer sig om eksponentialfordelingen.

6Ud fra histogrammet h kan man dannc en anden udgave af den empiriske for-
delingsfunktion, nemlig

Fly) = /_y h(z)dz .

Denne funktion er kontinuert og stykkevis lincaer.
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Figur 9.3: En empirisk fordelingsfunktion ser i princippet siledes ud. Den
er stykkevis konstant, og dens vaerdier i et springpunkt er middeltallet af
grensevardierne fra venstre og fra hgjre.

g A

17 4 .

ad v

Yo % Y% Y Yes)

~

I ventetidseksemplet formodes det at punkterne (yg), F(y())) forde-
ler sig omkring grafen for fordelingsfunktionen for eksponentialforde-
lingen med en parameter A der estimeres til A = 0.0736 sek™'. Denne
fordelingsfunktion er F(y) = 1 — exp(—Ay) der ogsa kan skrives som
Fo(Ay), hvor '

Fo(y) = 1—exp(~y)

er fordelingsfunktionen for eksponentialfordelingen med A = 1.

Den omvendte funktion til Fy er
F':p = —In(l—p).

Det snedige trick er nu at transformere hele problemet med transforma-
tionen Fy', det vil sige: Istedet for at betragtc punkterne (y;), I?'(y(,-)))
i forhold til grafen for y — F(y) = l—exp(—Xy), betragter vi punkter-
ne (¥, Fo_'(l?'(y(,-)))) i forhold til grafen for y — F5 '(F(y)). Grunden

til at det er smart er at

FEHE) = =In(1-F(y)
= —In(1-(1—exp(—Xy)))

-~

= Aly.
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Tabel 9.4: Ventetider: Den empiriske fordelingsfunktion F.

~ ~

v Flue) lveg Flw) | v Flue) | v Flye)
09 0.008 |39 0.289 82 0563 {215 0.789
1.0 0023 |44 0313 90 0586 [299 0.805
13 0047 145 0.336 93 0602 {308 0.820
14 0070 |49 0352 [10.7 0617 |31.0 0.836
15 0086 |51 0375 |108 0.633 |324 0.852
1.7 0109 |54 0398 |11.7 0.648 {326 0.867
1.8 0141 (56 0414 [122 0664 |344 0.883
20 0.164 |60 0430 {123 0680 [358 0.898
25 0.180 | 6.2 0.445 {136 0.695 [40.1 0914
26 0195 {65 0.461 138 0.711 [(43.0 0.930
28 0211 {67 0477 |151 0727 (437 0945
30 0227 169 0.492 161 0.742 |459 0.961
33 0242 |76 0516 | 168 0.758 [543 0977
38 0.266 |80 0539 [195 0.773 [69.7 0.992

Det transformerede problem bestar derfor i at vurdere, om punkterne
(y6), Fo '(F(yi)))) fordeler sig omkring en ret linie gennem (0,0) med
heeldning A = 0.0736 sek™’.

En tegning hvor punkterne (y(;),FO'l(ﬁ’ (¥)))) afsazttes kaldes et
fraktildiagram™ (p3 engelsk: ‘probability plot’).

For at tegne et fraktildiagram for ventetidstallene bestemmes farst
den empiriske fordelingsfunktion F, se Tabel 9.4.

Man kan herefter udregne de tilsvarende vardier af Fg'(F (y6))) =
1—-1In(1- F‘(y(,-)) og afsatte punkterne (y(,1 —In(1 - FA‘(y(,')))) i et ko-
ordinatsystem, hvorved fraktildiagrammet fremkommer. Man kan dog
slippe for nogle udregninger hvis man i stedet anvender logaritmepapir®.
Figur 9.4 er et fraktildidagram for bil-eksemplets ventetidsfordeling.

"fordi tallet Fy '(p) er en p-fraktil for fordelingen Fp.

8Benyttes papir med almindelig abscisse og logaritmisk ordinat med f.eks. to
dekader, skal man vende papiret pa hovedet og lade det patrykte oprindelige “10”
svare til “0”, det oprindelige “9” til “0.1”, det oprindelige “8” til “0.2”, osv. I det
derved fremkommende koordinatsystemn afsattes punkterne (y(;), F(y())). Den te-
oretiske linie tegnes lettest som linien gennem (0,0) og (y,1— exp(-—iy)) for et eller
andet y.
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Figur 9.4: Biler p3 en landevej: Fraktildiagram over ventetiderne mellem
pa hinanden fglgende biler, tegnet pa grundlag af de ra data (Tabel 9.4).
Den indlagte linie svarer til eksponentialfordelingen med parameter A =
0.0736 sek™'.
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Kommentarer til den observerede ventetidsfordeling

Nar man betragter histogrammet over fordelingen af ventetiden mellem
pa hinanden fglgende biler (Figur 9.2) falder det i gjnene, at der er for
mange store observationer — der er en klump mellem 30 og 45 sekunder
som ikke harmonerer med eksponentialfordelings-antagelsen.

Fraktildiagrammet Figur 9.4 viser det samme, hvilket her ytrer sig
derved, at punkterne et langt stykke ligger over linien og derefter under.

Fraktildiagrammet viser ogsa, hvad der behandigt er skjult i histo-
grammet, at der er for fa helt sma observationer, - faktisk er den mind-
ste observation 0.9 sek (jf. Tabel 9.3), og det er ikke serlig foreneligt
med eksponentialfordelingsantagelsen. Lad os nemlig prgve at regne
ud, hvad sandsynligheden er for at man blandt 64 eksponentialfordelte
observationer ikke {ar nogen som er mindre end et bestemt tal y (= 0.9
sek). Sandsynligheden for, at en stokastisk variabel Y som er eksponen-
tialfordelt med parameter A cr stgrre end y, er P(Y > y) = exp(—2Ay);
sandsynligheden for at n (= 64) uafheangige identisk fordelte sidanne
Y-er alle er stgrre end y er da

P(Y >y)" = exp(~nhy)
der 1 vores tilfaelde kan estimeres til

exp(—nly) = exp(—64 x 0.0736 x 0.9)
= exp(—4.239)

hvilket er knap 1.5%. Den mindste observation er altsa sa stor at der
kun er halvanden procents chance for at den var endnu stgrre. Noget
tyder altsa pa, at der altid er en vis mindste registreret ventetid mellem
to biler, enten af tekniske grunde eller fordi bilerne faktisk altid kgrer
med en vis afstand.



Kapitel 10

‘Normalfordelingen

Man har meget ofte brug for en type sandsynlighedsfordelinger der
kan beskrive hvordan malinger el.lgn. varierer tilfaeldigt omkring et be-
stemt niveau, nar det skal veere sadan at de faktiske veerdier lige sa
godt tilfeldigvis kan vere lidt over som de tilfeeldigvis kan veere lidt
under det teoretisk rigtige niveau.

For at kunne finde frem tilsadanne fordelinger ma vi fgrst formu-
lere problemet mere pracist. Fordelingerne skal benyttes i statistiske
modeller til beskrivelse af den tilfaldige variation af malinger af lang-
der, masser, koncentrationer osv., altsammen stgrrelser der males pa
en kontinuert skala. Fgrste punkt i problempreeciseringen er defor:

1. Der spges en type kontinuerte fordelinger.

Fordelingerne skal beskrive den tilfa:ldige variation omkring et vist ni-
veau. Dette niveau skal indga som en parameter g, sa modelfunktionen
skal veere en funktion af en observationsvariabel z og en parameterva-
riabel y:

2. Modelfunktionen er f(z;p).

Parameteren u skal beskrive hvor pa tallinien fordelingen er beliggende,
og en @ndring al paramectervierdien skal svare til en forskydning af
sandsynlighedsfordclingen hen ad tallinien (uden at fordelingens form i
gvrigt @ndres). Mere pracist vil vi antage at

175



176 NORMAL-

3. Fordelingen svarende til parametervardien p fas ved at
forskyde fordelingen svarende til parameterveerdien 0 styk-
ket p, dvs.

flz; ) = flz—p;0),

hvor u i princippet kan antage alle mulige veerdier.

V%

Betingelse 3. udtrykker man ogsa pa den made, at g skal veare en
positionsparameter.

Betingelserne 1, 2 og 3 er ikke nok til at fastlazgge fordelingen, sa
man er ngdt til at stille nogle flere krav. Vi vil stille en statistisk
betingelse, en betingelse der handler om, hvordan man skal analysere
data fra den sggte fordeling. Da parameteren u skal beskrive det niveau
hvoromkring observationerne fordeler sig, kan man synes at det ma veere
rimeligt at den ukendte parameter p skal estimeres ved gennemsnitiet
af observationerne. Da det cr et gennemgaende princip at man altid
skal benytte maksimaliseringsestimater, vil vi derfor stille dette krav:

4. Maksimaliseringsestimatet over u skal vaere gennemsnit-
tet af observationerne.

Vi skal nu se hvad der fglger af disse betingelser.

Udledning af normalfordelingen

Vi skal i dette afsnit vise, at normalfordelingen er svaret pa gnsket om
en type kontinuerte fordelinger pa den reclle akse, saledes at de er para-
metriseret med en positionsparameter og saledes at maksimaliseringses-
timatet for positionsparameteren er gennemsnittet af observationerne.
Det gar for sig saledes:
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1. Modelfunktionen svarende til et forsgg med én observation kaldes
som navnt f(z; ). Modelfunktionen svarende til et forsgg med n

" observationer (z1,22,...,,) cr derfor H f(z; 1), sa likelihood-
i=1 :
funktionen er

n

Lip) = [I/(zip). (10.1)

i=1

2. Da der skal vaere tale om en positionsparameter, ma der geelder
at

flzip) = flz—p0)
= fO(l‘—/‘),

hvor fy blot er en anden betegnelse for f(-;0). Likelihoodfunk-
tionen (10.1) kan derfor skrives som

) = TLh—n),

og log-likelihoodfunktionen er tilsvarende

InL(p) = i:ln fo(rc-— ) . (10.2)

3. Ifglge vore antagelser skal (10.2) antage sin maksimale veerdi nar
u har verdien ji = Z. Vi gar stiltiende ud fra, at fp og dermed
ogsa In L er en pan diflerentiabel funktion. I sa fald geelder, at da
In L skal have maksimum nar g har veerdien T, sa ma differential-
kvotienten (In L)'() vecre 0 nar p har veerdien z: (In L) (Z) = 0.

4. Af (10.2) fas

~(In fo (= — 1)

NIE

(InLy(n) =

-
1
—

r

g(z —p),

..
I
NA

hvor g er en kort betegnelse for —(In fy)’. Betingelsen om, at mak-
simaliseringsestimatet skal veere gennemsnittet Z, betyder derfor
at funktionen ¢ skal opfylde betingelsen

ig(x——i) = 0. (10.3)
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5. Fidusen er nu at (10.3) skal galde for alle valg af x,,z,,...,z,,
og ved at indsette nogle tilpas snedigt valgte z-er kan man fa at
vide hvordan funktionen g ngdvendigvis ma se ud.

(a) Ved at valge n =2 og z; = —z; = y (hvorved T = 0) fas af
(10.3) at g(—y) + g(y) =0, dvs.

~g(-y) = -gly) - (10.4) .

~for vilkarligt y. ,

(b) Ved at valge n = k + 1 og lade de k fgrste z-er vaere ens og
lade gennemsnittet vere 0, mere preecist £, = z, = ... =
Ty = —y oF Ti41 = ky, fas at kg(—y) + g(ky) =0, der ved
brug af (10.4) kan formuleres som

glky) = kgly), (10.5)

gxldende for vilkarligt y og k£ = 1,2,3,...

(c) I formel (10.5) kan vi veelge y = j/k hvor j og k er heltal.
Derved fas at g(7) = kg(j/k), dvs. at g(j/k) = 19(7).
Men vi kan ogsa valge y = 1 og k = j 1 (10.5) og derved fa
at g(j) = 79(1). Alt i alt er dermed ¢(3/k) = Lq(l) hvilket
vi formulerer saledes:

9(y) = yg(1) (10.6)
= g(1)y
for alle rationale y.

Medmindre g skal veare en ganske overordentlig useedvanlig funk-
tion sa er det sadan, at nar (10.6) galder for alle rationale tal y,
sa gaelder (10.6) ogsa for alle reelle tal y. Vi vil ga ud fra at (10.6)
gelder for alle y, og vi er altsa naet frem til, at funktionen g er
en ganske almindelig linezer funktion:

g(z) = cz
for en passende valgt konstant c.

6. Da g blot var funktionen —(In f5)’, kan vi dernast finde fy: Hvis
—(ln fo)'(z) = cx, sa er

In fo(x) = —Lea?+ konstant ,

2
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dvs.

fo(z) = konstant x exp(—}cz?) .

7. Denne funktion fo skal vare en sandsynlighedstethed, hvilket
vil sige at den skal vere ikke-negativ og integrere til 1, dvs.
J32 fo(z)dz = 1. For at dette sidste skal kunne lade sig ggre
ma konstanten ¢ ngdvendigvis veere positiv; traditionen tro om-
dgber vi c til 1/0?, sa at taethedsfunktionen far udseendet

. p?
Jo(z) = konstant x exp (—%7— .
o
Den betingelse at fo skal integrere til 1 fastlaegger “konstant”;
man kan vise!, at “konstanten” skal vaere 1/v/2702. Dermed har
vi fundet at

1 , ©?
fo(z) = ooz P (—5—07)
og dermed | .

f(zip) = folz—p)
= ~—]————exp (—%M) . (10.7)

Det oprindelige problemn bestod i at finde en type fordelinger hvor
der indgik en positionsparameter ;. 1 den fundne lgsning (10.7) optree-
der imidlertid ogsa en starrelse o? der er kommet ind i billedet som en
integrationskonstant. Stgrrelsen o udneevner vi til en parameter og
samtidig omdgbes f(z; p) til f(z;p, 0?):

z — p)?
f(z;p,0%) = \/—;W—EQ—CXP(—%(—UQQ)-

I Grundbegreber i Sandsynlighedsregningen er der gjort rede for, at for
ethvert valg af 1 € ] — 00, +00[ og 6% > 0 er (10.7) en sandsynligheds-
teethedsfunktion; denne taethedsfunktion er taetheden for normalforde-
lingen med posilionsparameter u og kvadratisk skalaparameter o2, kort

N(p, o?).

1Se f.eks. Kapitel 4 i Grundbegreber i Sandsynlighedsrcgningen.
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Resultatet af ovenstédende udledninger er saledes, at hvis vi er pa
jagt efter en type kontinuerte sandsynlighedsfordelinger hvor der op-
treeder en positionsparameter, og hvis vi forlanger at denne positions-
parameter skal estimeres ved gennemsnittet af observationerne, sa er
normalfordelinger? den eneste type fordelinger der kan komme pa tale.
- Strengt taget har vi ikke vist at normalfordelingerne faktisk har den
gnskede egenskab, men det kommer i det fglgende.

Egenskaber ved normalfordelingen

Her gives en oversigt over forskellige egenskaber o.lgn. ved
normalfordelingen®.

e Normalfordelingen med parametre u og o2, kort M(p, o?)-
fordelingen, er den sandsynlighedsfordeling pa den reclle talakse
R som har tathedsfunktionen

r— )2
f(zip,0%) = J—;;-—(?‘exp(—%(—agﬁ)—)-

Her kan parameteren p vaere et vilkarligt reelt tal og parameteren
o? et vilkarligt positivt tal.

o Parameteren p er en positionsparameter, dvs. hvis X er
N(p, o*)-fordelt og a en konstant, s3 vil a+ X veere N (a+p , 0?)-
fordelt. Desuden er p middelverdien i N(u, o?)-fordelingen.
Endvidere er p medianen® i N'(, o%)-fordelingen.

o Parameteren o? er en kvadratisk skalaparameter, dvs. hvis X er
N(0, o?)-fordelt og b en konstant, si vil bX veere A(0, b%a?)-
fordelt. Desuden er o2 variansen i N'(u, 0?)-fordelingen, og der-
med er o standardafvigelsen N(p, o%)-fordelingen. Undertiden

?Normalfordelinger kaldes ogsd GauB-fordelinger. GauB (1777 - 1855) benyttede
bl.a. normalfordelinger til at beskrive astronomiske malingers tilfeeldige afvigelser
omkring den sande veerdi. I varket Theoria Motus Corporum Coelestium in Sec-
tionibus Conicus Arbientium (dvs. Teori om de himmelske legemers bevaegelser i
keglesnit omkring solen) argumenterede han for normalfordelingen pa en made der
meget ligner den der er benyttet her.

3Der bliver ikke givet beviser for de forskellige pastande; en del af pastandene er
bevist i Grundbegreber i Sandsynlighedsregningen.

4dvs. 50%-fraktilen
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Figur 10.1: Nogle normalfordelingstatheder

¢

kaldes 1/0? for precisionen i fordelingen, fordi 1/0? er et udtryk
for hvor snavert fordelingen er koncentreret om sin middelvaerdi.

e Hvis X er N(p, 6?)-fordelt, sa vil a + bX vare N(a+ by, b*o?)-
fordelt; her betegner a og b konstanter.

e Den normerede normale fordeling er N'(0, 1)-fordelingen. Dens
teethed betegnes som oftest ¢:

1 1,2
oz) = —m=exp(=37)

og dens kumulerede fordelingsfunktion betegnes tilsvarende @,
dvs. ®(u) er sandsynligheden for at en A(0, 1)-variabel er mindre
end eller lig u:

o) = [ #a)ds

-0

= \/2_7r/ exp(—1iz?)dz .

e En NV(u, o?)-variabel har teethedsfunktion

X V
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og kumuleret fordelingsfunktion

T—p

z — O ) .

g

e Hvis a er et tal mellem 0 og 1 sa har ligningen ®(u) = « preecis én

lgsning u,, hvor u, betegner a-fraktilen i den normerede normale

fordeling. Ved at lgge fem til fraktilerne fas de sakaldte probits®: —

probit(a) = ﬁa +5.

I statistiske tabelveerker findes tabeller over ®(u) og over frakti-
lerne u,, eller u, + 5.

Enstikprgveproblemet i normalfordelin-
gen

Normalfordelingen blev indfgrt i forbindelse med jagten pa en fordeling
hvor positionsparameteren estimeres ved gennemsnittet af observatio-
nerne. Vi mangler at ggre rede for, at normalfordelingen faktisk har
den gnskede egenskab. Vi skal nu sc¢ pa, hvordan man skal estimere p
og o2

Enstikprgveproblemet i normalfordelingen er den situation der be-
star i at man har en stikprgve, altsa et antal uafhangige observationer
Y1,Y2,- -+ Yn, fra ecn N (g, o0?)-fordeling. Parametrene p og o2 er u-
kendte, og problemet er at bestemme estimater over dem og maske
teste statistiske hypoteser om dem. En anden side af enstikprgvepro-
blemet i normalfordelingen er modelkontrolproblemet, dvs. hvordan vur-
derer man rimeligheden i at ga ud fra, at observationerne nu ogsa er
normalfordelte. Eksempel 10.1 kan tjene som eksempel til “enstikprg-
veproblemet i normalfordelingen”.

Sprobit = probability unit
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Tabel 10.1: Newcombs bestemmelser af lysets passagetid af en strakning
pa 7442 m. : .
Tabelvaerdierne x 1072 + 24.8 er passagetiden i 107° sek.

28 26 33 24 34 -44
27 16 40 -2 29 22
24 21 25 30 23 29
31 19 24 20 36 32
36 28 25 21 28 29
37 25 28 26 30 32
36 26 30 22 36 23
27 27 28 27 31 27
26 33 26 32 32 24
39 28 24 25 32 25
29 27 §28 29 16 23

Eksempel 10.1. Lysets hastighed

I arene 1879-82 foretog den amecrikanske fysiker A.A. Michelson
og den amecrikanske matematiker og astronom S. Newcomb en
rackke (efter den tids forhold) temmelig ngjagtige bestemmelser
af lysets hastighed i luft. Deres metoder var baseret pa Foucault’s
idé med at sendc cn lysstrale fra et hurtigt roterende spejl hen pa
et fjernt fast spejl som returnerer lysstralen til det roterende, hvor
man maler dens vinkelforskydning i forhold til den oprindelige
lysstrale. Hvis man kender rotationshastigheden samt afstanden
mellem spejlene, kan man derved bestemme lyshastigheden.

I Tabel 10.1 er vist resultaterne af de 66 malinger som Newcomb
foretog i perioden 24. juli til 5. september 1882 i Washington,
D.C. I Newcombs opstilling var der 3721 m mellem det roterende
spejl, der var placeret i Fort Myer pa vestbredden af Potomac-
floden, og det faste spcjl, der var anbhragt pa George Washington-
monumentets fundament. De stgrrelser som Newcomb rapporte-
rer er lysets passagetid, altsa den tid som det er om at tilbage-
leegge den pagzldende distance.

Af de 66 vaerdier 1 Tabel 10.1 skiller to sig ud, nemlig —44 og —2,
der synes at veacre ‘outliers’, altsa tal der tilsyneladende ligger
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for langt veek fra flertallet af observationerne. Det er altid et
vanskeligt spgrgsmal at afggre, om det er forsvarligt at se bort
fra sadanne ‘outliere’. I analysen af tallene i Tabel 10.1 vil vi dog
her valge at se bort fra de to naevnte observationer, saledes at vi

kun har at ggre med 64 observationer. m
I den generelle situation foreligger der storrelser yy, ya, . . . , ¥y der an-
tages at vaere observerede vaerdier af stokastiske variable Y;,Y2,...,Y,

som er uafhangige identisk N(u, 0?)-fordelte; her er u og o? ukendte
paramctre. Modelfunktionen er

: LA 2
f(yhy%--'synnu) H 27!'0'2 LX])( 2 a2 )

1=1

Z y; — 1)’

-nf2 2\~-n/2
(27)~™% (6%)""/% exp ——% - (10.8)
Likelihoodfunktionen svarende til observationerne y,,ys, ..., y, er derfor
>y —n)
L(p,0%) = konstant x (02)~™/% exp —%J—:—I—-——-—i—— .(10.9)

o

Estimation af u og o?

Vi vil bestemme maksimaliseringsestimaterne for y og 0. Af udtryk-
ket (10.9) for likelihoodfunktionen ser vi, at ligegyldigt hvilken veerdi
o? matte have, sa er den bedste u-vaerdi, altsa den p-veerdi som maksi-
maliserer g — L(,0?), den veerdi som minimaliserer kvadratsummen

n

> (yi— )’

J=1
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Ved at benytte formlen for kvadratet pa en to-leddet stgrrelse kan denne
kvadratsum omskrives saledes, hvor i betegner gennemsnittet af y-erne:

Zn:(l'/J -

=

= Y(w-n+G-w)

= 3 (= 9+ 200 - D~ )+ (5 - )
= Zj:(yj )z+i2(yj—y)(y—u+i:y Iz

= Y (y; -9 +n(y-p)
i=1
altsa
Z(w —p)? Z —7) T —p). (10.10)

Heraf ses at kvadratsummen er mindst netop nar p er lig med 3. Derfor
er ma.ksxma]1scrmgsest1matet for u faktisk gennemsnittet af observatio-
nerne,

<A

i =

)

saledes som det jo ogsa var tanken at det skulle veere.

Herefter kan man bestemme maksimaliseringsestimatet for o som
maksimumspunktet for funktionen

ol — L(7,0%). (10.11)

Man vil finde at (10.11) antager sit maksimum nar o2 har veerdien

1 n _2
= ;]_;(y; -7)%.
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Imidlertid benytter man som regel tkke dette skgn over o2, men derimod

32 = (yJ - —y—)Z ’

1

l n
n-—14%

i=
hvor divisoren n — 1 i denne forbindelse kaldes for antallet af friheds-
grader for variansskgnnet s2. I taleksemplet finder man (idet vi gar ud
fra, at de 64 passagetider kan betragtes som 64 observationer fra en og
samme normalfordeling) at middelveerdien estimeres til § = 27.75 og
den estimerede varians er s2 = 25.8 med 63 frihedsgrader®. f

Hvorfor benyttes s2?

De to parametre u og o2 i normalfordelingen opfattes sadvanligvis ikke
som varende ligestillede. Man plejer at teenke pa middelvardiparame-
teren (y) som den primere, da den jo beskriver den systematiske varia-
tion, nemlig det niveau hvorom observationerne fordeler sig, hvorimod
variansparameteren o2, der “kun” beskriver den tilfaeldige variation,
kommer i anden rackke. Som en konsekvens heraf kan man mene, at
man ikke skal estimere de to parametre samtidigt, men at man fgrst
skal estimere p og dernest 0°. Man skal endda til estimationen af o2
kun benytte det der er tilbage af (informationen i) talmaterialet efter
at man fgrst har estimeret pu.

Hvis der f.eks. foreligger de fem observationer 3.2, 5.7, 2.1, 7.4, 3.1,
som teenkes at stamme fra en A (p , 02)-fordeling, s3 estimeres fgrst den
“vasentlige” parameter p ved gennemsnittet (3.2 + 5.7+ 2.1 + 7.4 4
3.1)/5 = 21.5/5 = 4.3. Dernast skal man estimere o2, der skal beskrive
den tilfzldige variation omkring niveauet 4.3. Da det nu i en vis for-
stand er givet at de fem veerdier skal have gennemsnit 4.3, dvs. at de

$Dvs. at passagetidens middelvardi estimeres til
(27.75 x 1073 4+ 24.8) x 1075 sek = 24.828 x 10~° sek
og variansen pa passagetiden estimeres til
25.8 x (1072 x 1075 sek)? = 25.8 x 1075(107° sek)?

med 63 frihedsgrader, dvs. standardafvigelsen estimeres til

V/25.8 x 10-6107 sek = 0.005 x 10~° sek .
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fem afvigelser fra gennemsnittet” skal summere til 0, sa er der pa sin
vis kun fire forskellige afvigelser. Nar man skal estimere variansen (=
den forventede kvadratiske afvigelse af en observation fra middelvaerdi-
en) bliver det derfor som summen af de kvadratiske afvigelser divideret
med fire:

(3.2 43)% + (5.7 - 4.3)% + (21 - 4.3)2 + (714 — 4.3)2 + (3.1 — 4.3)%) /4

= ((~11)2+1.42 +(-2.2)2 4 3.1 + (-1.2)*) /4
= 19.08/4
= 4.77.

. Man siger at der er firc frihedsgrader fordi nar det er fixeret at de fem
ohservationer skal have et bestemt gennemsnit (4.3), sa kan man valge
fire af de fem afvigelser fra gennemsnittet frit.

Ovenstaende argument for at dividere summen af de kvadratiske
afvigelser med n — 1 i stedet for med n kan jo godt siges at vaere noget
lgst og “hgker-agtigt”. Der findes ogsa mere “matematiske” raesonne-
menter; her skitseres fgrst ét som er en del i familie med det lgse. Det
forhold, at variansparameteren o tankes at spille en underordnet rolle
i forhold til middelvaerdiparameteren i og at dette skal afspejles 1 den
made, som paramectrene skal estimeres pa, kan formaliseres pa falgen-
de made: Man skal fgrst estimerc p pa seedvanlig made, men dernaest
skal man estimere o? i den betingede model hvor man betinger med
estimatet for p, altsd med 7. Estimatet over 0% skal veere maximum
likelihood estimatet, men man skal vel at merke benytte likelihood-
funktionen svarende til den betingede fordeling af Y1,Y2, ..., Y, givet at
Y er lig med §. Hvis det skal g& matematisk nogenlunde korrckt til er
det ikke noget simpelt problem at bestemme denne betingede fordeling
— det handler jo om kontinuerte fordelinger; men hvis man i al naivitet
regner med at resultatet vil ligne formel (1.3) i Grundbegreber i Sand-
synlighedsregningen, blot med tatheder i stedet for sandsynligheder,
sa skulle den betingede teethedsfunktion vare

teethedsfunktionen for Y;, Ys,...,Y,
tathiedsfunktionen for Y

(10.12)

"de fem afvigelser er —1.1, 1.4, =2.2, 3.1, ~1.2
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Dal,,Y,,...,Y, er uathangige V(i , 0%)-variable, vil gennemsnittet Y
veere N(p, 0% /n)-fordelt®. Derfor kan (10.12) omskrives til (jf. (10.8))

zn:(yj — p)?

—n/2 (.2\-n/2 13
(27) /(a) /xexp -3 2

__l_exp (_lw)
\2rat/n ? o*n

Y (¥ —9)

_n~1 =1
= konstant x (¢2)""z exp | -1
2 e

Opfattet som funktion af o? skulle dette sa veere den betingede
likelihoodfunktion®, altsd den likelihoodfunktion der skal benyttes ved
estimation af o2. Den betingede likelihoodfunktion er en ganske al-
mindelig funktion af én variabel 0%, og man kan uden videre benytte
den almindelige metode til bestemmelse af maksimumspunkter, dvs.
bestem de punkter hvor funktionens'® fgrste afledede er 0 og den anden
afledede negativ. Man finder da, at funktionen antager sit maksimum
i ét punkt, nemlig nar o2 har veerdien s2. Der galder altsa derfor rent

faktisk at

1 n
Y (v —9)’
n—157 ’

32‘—"

er et maximum likelihood estimat over 2.

Et helt andet “argument” for at benytte s* og ikke o2 som sken
over o2 er, at s? i modsatning til o2 er ct sakaldt centralt ske¢n over
a%. At s? er et centralt skgn over o? betyder, at middelvaerdien af den
stokastiske variabel s? er lig o2, altsd E s = o

8Jf. Afsnit 4.4 i Grundbegreber i Sandsynlighedsregningen.
®Bemark at pu meget bekvemt er forsvundet ud af billedet.
Det kan vacre bekvemt at betragte log-likelihoodfunktionen.
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Test af hypotese om middelvardien

Man er undertiden interesseret i at undersgge, om de foreliggende data
er forenelige med en antagelse om, at den teoretiske middelveerdi u
har en bestemt verdi (f.cks. 0). Mere formelt gnsker man at teste den
statistiske hypotese Hg : jt = po, hvor pg er et kendt tal.

Hypoteser om parametre i normalfordelinger testes principielt pa
samme made som alle andre statistiske hypoteser, nemlig ved brug af
et kvotienttest der sammenligner likelihoodfunktionens maksimale veer-
di under hypotesen med den maksimale veerdi overhovedet under den
givne model. Den maksimale veerdi overhovedet af likelihoodfunktionen

(10.9) er L(¥,2). Under H, er likelihoodfunktionen
Lo(o®) = L(po,0?)
og den antager sin maksimumsvaerdi nar o? er lig med

= 1
o = =Y (y; — o).
n i

Kvotientteststgrrelsen bliver dermed

—

Lo(o?
@ = 47
L(g,0?)
n n
=\ /2 (v —mo)® (- %)
g 11 J=1 i=1
= |=| |-z ==
o 02 (o)

-n/f2
\ /
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Her omskrives kvadratsummen i talleren ved hjeelp af (10.10) (med g
erstattet af po) og man far

/ n -n/2
2 (5 =9 + (7 — po)’
Q = |7—=
\ s

/ -nf2

(y; — 9)°
1

Y — i
Stgrrelsen y—Ho

\V/s%/n

plejer man at betegne t:

t = YKo (10.13)

\V/st/n ,

og med denne betegnelse har vi at

2\ ~n/2 :
Q = (1+ ! ) . (10.14)

n—1

Nu er det jo sadan at smd vardier af @} tyder pa at hypotesen Hy tkke er
forenelig med data, og (10.14) viser, at sma @Q-verdier er ensbetydende
med t-veerdier langt fra 0, dvs. med store |t|-veerdier. Man kan altsa
benytte ¢ som teststgrrelse i stedet for @), hvilket er praktisk da t er
lettere at regne ud end @ er. {-teststgrrelsen kaldes undertiden for
‘Student’s t, fordi W.S. Gosset, der skrev den fgrste artikel om {-testet
(i 1908), skrev under pseudonymet ’Student’.

Bemazrk at t-teststgrrelsen ogsa ud fra en umiddelbar betragtning
forekommer at veere en fornuftig teststgrrelse, idet den maler afvigelsen
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¥ — po mellem den observerede og den teoretiske middelveerdi i forhold
til skgnnet y/s2/n over middelfejlen pa 7, dvs. standardafvigelsen pa 7.

Nar man har fundet vardien af teststgrrelsen ¢, gar neeste skridt
i testproceduren ud pa at bestemme testsandsynligheden, altsa sand-
synligheden for at fa en mere ekstrem veerdi af teststgrrelsen end den
faktisk opndede, forudsat at hypotesen Hy cr rigtig. En matematisk
setning fortaller, at nar Hy er rigtig, s& fglger t-stgrrelsen en ganske
bestemt slags fordeling!!, nemlig en sakaldt t-fordeling med f = n —1
frihedsgrader. Frihedsgradsantallet kommer fra frihedsgradsantallet
for variansskgnnet s i navneren. I statistiske tabelvarker kan man
finde tabeller over fraktiler i ¢{-fordelingen, og ved hjeelp af sadan-
ne tabeller cr det ganske let at bestemme (omtrentlige) veerdier af
t-testsandsynligheder. Man skal dog veere opmarksom pa en enkelt
ting, nemlig at en “mere ekstrem {-vardi” som regel vil sige en t-veerdi
saledes at [t| > |topgl, dvs.

t> ltobs] eller t< =ltons! ;

man vil altsa forkaste hypotesen bade hvis {,},4 cr meget stor og hvis den
er meget lille. (Et sadant test kaldes et losidel test, 1 modsatning til et
ensidet test der regner med at de “ekstreme” afvigelser kun kan veere
til den ene side, f.eks. den positive, sa at man kun forkaster hvis %,
er meget stor.) Der gelder at {-fordelingen er symmetrisk omkring 0,
hvilket indebaerer at

P (t > |tobs|) = P (t < _|tobs|)

og dermed

p (“I > |tobs|) = 2xP (t > |tobsl) .

Eksempel 10.2. Lysets hastighed, fortsat

I forbindelse med malingerne af lysets passagetid vere interes-
seret i at underspge, om resultaterne stemmer overens med det
kendskab vi i dag har til vaerdien af lysets hastighed. Hvis vi gar
ud fra, at lysets hastighed er 2.998 x 10® meter pr. sekund, si
vil det vacre 1o = 2.48232 x 107° sckunder om at tilbagelegge

Uder hverken athaenger af yg eller af o2 hvilket cr smart da vi jo ikke kender de
ngjagtige vardier heraf. ’
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streekningen pa de 7442 m. Stgrrelsen 7o svarer til en tabelvaerdi
pa ((10 x 10%) —24.8) x 10° = 23.2, 54 det ville vaere interessant at
undersgge, om de foreliggende data er forenelige med hypotesen
om, at den ukendte middelvardi p har vaerdien po = 23.2. Derfor
vil vi teste den statistiske hypotese Ho : u = 23.2. Vi har fundet
at § = 27.75 og s? = 25.8, sa t-teststgrrelsen bliver

27.75-123.2

\/25.8/64

1.55
0.635
= 72.

i =

Da der ikke er nogen grund til at tro at der kun skulle kunne
forekomme afvigelser i én retning, skal testet vaere tosidet. Test-
sandsynligheden er altsa sandsynligheden for at fa t-veerdier som
enten er stgrre end 7.2 eller mindre end —7.2. Ved tabelopslag
kan man finde, at i t-fordelingen med 63 frihedsgrader er 99.95%-
fraktilen lidt over 3.4, dvs. der mindre end 0.05% sandsynlighed
for at {a en vaerdi som er stgrre end 7.2, og testsandsynligheden er
dermed mindre 2 x 0.05% = 0.1%. En sa lille testsandsynlighed
betyder at man ma forkastc hypotesen. Newcomb’s malinger af
lysets passagetid stemmer altsi ikke overens med hvad vi i dag
ved om lysets hastighed. Vi ser at Newcomb’s passagetider er
en smule for store, og da den lyshastighed vi her har benyttet er
lysets hastighed i vacuum, sa kan noget af forklaringen vere, at
lyset bevager sig en smule langsommere i luft end i vacuum. 0O

Histogrammer og fraktildiagrammer for normal-
fordelte observationer

For at fa en idé om modellens rimelighed vil man ofte i et “enstikprgv-
eproblem i normalfordelingen” tegne histogrammer og fraktildiagram-
mer (jf. Kapitel 9).

Histogrammer over formodet normalfordelte observationer udarbej-
des efter samme retningslinicr som histogrammer 1 al almindelighed,
jf. Kapitel 9, side 167. Som illustration vises her et histogram over
de 64 passagetider for lyset. Nar man skal udarbejde histogrammer



FORDELINGEN 193

og fraktildiagrammer for data yy,y2,...,yn er det som oftest hensigts-
meessigt forst at danne de ordnede observationer yau),y(2),---,¥Ym)- De
ordnede observationer for lys-dataene fremgar af Tabel 10.2. Et hi-
stogram svarende til intervalleengden 2 er vist som Figur 10.2. Efter
histogrammet at dgmme kan vi med rimelighed anse observationerne
for normalfordelte.

Nar man skal tegne fraktildiagrammer for at undersgge om tal er
normalfordelte kan man med fordel benytte det sakaldte sandsynlig-
hedspapir'?. Pa sandsynlighedspapiret er der to skalaer pa ordinatak-
sen. Den enc er en probit-skala som er akvidistant og som gar fra
knap 2 til godt 8. Den anden er en (ikke-akvidistant) sandsynligheds-
skala med sandsynligheder i procent; denne skala gar fra 0.05 til 99.95.
Nar man skal tegne fraktildiagrammet skal man fgrst kende de ordnede
observationer y(;) og vardierne af den empiriske fordelingsfunktion F
i punkterne y(;). Der gelder (jf. (9.3) side 170) at FA'(y(i)) er lig antal
observationer < y(;) plus halvdelen af antal observationer = yj;), det he-
le divideret med n. Pa sandsynlighedspapiret afsetter man punkterne
(y(,-),F’ (y(5))) idet man benytter sandsynlighedsskalaen pa ordinatak-
sen. Hvis tallene er normalfordelte skal punkterne fordele sig omkring
en bestemt ret linie, der kan indtegnes ved at benytte probit-skalaen
pa ordinataksen, og lade linien ga gennem punkterne (7, 5), (7 + s, 6),
(T +2s,7), (T —5,4), (¥ — 25,3) osv.

Pa Figur 10.3 er vist et fraktildiagram for lys-dataene. For ikke at
skulle udregne og afsatte alt for mange punkter er dette fraktildiagram
tegnet pa grundlag af de grupperede observationer, jf. Tabel 10.2. Det
vil sige at man som midtpunkter har benyttet intervalmidtpunkterne og
som vardier af den empiriske fordelingsfunktion “antal obserationer til
venstre for intervallet plus halvdelen af antal observationer i intervaller
divideret med 647, sc¢ Tabel 10.3.

Savel histogrammet som fraktildiagrammet viser, at det ikke er gan-
ske urimeligt at antage at malingerne af lysets passagetid er normalfor-
delt.

12f eks. AGF nr. 2110
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Tabel 10.2: De ordnede observationer svarende til Tabel 10.1 (ekskl.
—44 og —2).
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Figur 10.2: Histogram over 64 mailinger af lysets passagetid. — Den
prikkede kurve er taetheden for normalfordelingen med parametre § = 27.75

og s = 25.8.
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Tabel 10.3: Beregninger til brug ved tegning af fraktildiagram for de

grupperede lys-data.

interval-

midtpunkt F(y)
y
15.5 ( 0+ 2/2)/64 = 1.6%
175 (2+ 0/2)/64 = 3.1%
19.5 (2+ 2/2)/64 = 4.7%
21.5 (4+ 4/2)/64 = 9.4%
235 (8+ 8/2)/64 = 18.8%
25.5 (16 +10/2)/64 = 32.8%
215 (26 +13/2)/64 = 50.8%
29.5 (39+ 8/2)/64 = 67.2%
315 (47+ 7/2)/64 = 78.9%
335 (54+ 3/2)/64 = 86.7%
35.5 (57+ 4/2)/64 = 92.2%
375 (61+ 1/2)/64 = 96.1%
39.5 (62+ 2/2)/64 = 98.4%
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Figur 10.3: Fraktildiagram over 64 malinger af lysets hastighed. Frak-
tildiagrammet er tegnet p3 grundlag af de grupperede observationer. Den
indtegnede linie svarer til A/(27.75, 25.8)-fordelingen.
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Resumé 8. Enstikprgveproblemet i normalfordelingen
Situation: Der foreligger observationer y;,y2,...,y. pa en konti-
nuert maleskala.

Model: Det antages at y,,,,...,y, er uafhangige observationer
fra normalfordelingen A (;1, 0?), hvor p og o? er ukendte pa-
rametre.

Estimation: Middelvaerdiparameteren u estimeres ved gennemsnit-
tet

T = (yitya+...4+y)/n.

Variansparameteren o estimeres ved summen af de kvadratiske
afvigelser divideret med antallet af frihedsgrader, dvs. ved

S2=

1 n
n—lj___

(y; —9)
1

med [ = n — 1 frihedsgrader.

Modelkontrol: Man kan tegne et histogram (samt den fittede nor-
malfordelingtzthed) og/eller et fraktildiagram (samt den rette
linie svarende til den fittede normalfordeling).

Hypotese: Man gnsker at teste den statistiske hypotese Hy : p =
fto, hvor po er et pa forhdnd givet tal.

Teststgrrelse: Kvotienttestet kan omformes til {-testet, der er ba-
seret pa i-teststgrrelsen
Y — fto

\/8%/n '

Testsandsynlighed: Testsandsynligheden er sandsynligheden for at
fa en stgrre |t|-vaerdi i t-fordelingen med f =n — 1 frihedsgra-
der, altsa

t =

e = P(lts] > ltonsl) 5

denne sandsynlighed bestemmes let ved brug af tabeller over
fraktiler i t-fordelingen.



Kapitel 11

To- og
flerstikprgveproblemer 1
normalfordelingen |

En ofte forekommende situation er den, at der er foretaget malinger
af en bestemt egenskab hos et antal individer, der pa forhand vides at
tilhgre forskellige grupper. Alt afhangig af karakteren af malingerne
kan man sia benytte den ene eller anden eller tredje statistiske mo-
del/metode for dels at beskrive, dels at sammenligne de pageldende
grupper. I Kapitel 4 er vist hvordan man kan sammenligne grupperne
hvis det der er registreret hos de enkelte individer er et 01-svar, sale-
des at man far en binomialfordelt stgrrelse for hver gruppe, i Kapitel 5
behandles en situation hvor der et endeligt antal svarmuligheder for
hvert enkelt individ, saledes at der fremkommer en multinomialfordelt
stgrrelse for hver gruppe, og i Kapitel 8 behandles en situation hvor
der for hvert individ registreres et talletal som tienkes at stamme fra -
en Poissonfordeling.

I dette kapitel skal vi diskutere metoder der kan benyttes
e nar der hos hvert individ er malt en enkelt talvacrdi,

" o og nar talvaerdien opfattes som veerende en veerdi pa en kontinuert
maleskala, '

e og nar man valger at beskrive den tilfaeldige variation med en
normalfordeling.

199
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Arsagen til at betingelserne er formuleret med de bevidst uforpligtende
verbalkonstruktioner “opfattes som vaerende” og “velger at beskrive”
og ikke slet og ret “er” er, at normalfordelingen meget ofte benyttes
ogsa i situationer hvor man ud fra et strengt formelt synspunkt let ville
kunne pege pa andre mere rigtige fordelinger. Men sagen er, at der er
tit er en eller to forholdsvis gode grunde til alligevel at benytte normal-
fordelingen. Den ene grund er, at en seetning (Den Centrale Granse-
veerdisztning) fra sandsynlighedsregningen fortaller os, at summer af
et stgrre antal stokastiske variable under visse milde omstandigheder
med god tilneermelse er normalfordelt, og de stgrrelser man laver stati-
stiske modeller for er nelop tit sadanne summer. Den anden grund er
rent pragmatisk: Normalfordelingsmodeller er set fra et matematisk-
statistisk synspunkt meget “pene”, forstaet pa den made, at nar man
i normalfordelingsmodeller benytter de gencrelle statistiske principper,
sa bliver resultatet nasten altid peene og simple metoder, der ofte er
lette at forsta og giver nemme og forstaelige udregninger, osv. Som fgl-
ge heraf er normalfordelingsmodeller studeret og beskrevet i alle ender
og kanter, sa man kan for det meste finde en teoretisk gennemregnet
model der passer til ens behov.

Hvori bestar problemet?

Situationen er den, at man pa hvert af et antal “individer” har malt
vardien af en bestemt variabel Y. Individer skal her forstas i meget
bred forstand; det kan bl.a. veere personer, forsggsdyr, jordlodder eller
f.eks. de enkelte realisationer af forsgget ‘at male lysets hastighed’. In-
dividerne er delt ind i grupper ud fra nogle kriterier som er kendt pa
forhand (inden forsgget starter) og som ikke afhanger af, hvilken veerdi
Y nu matte have. I den statistiske model for Y-erne vil man sa regne
med, at den forskel der er mellem (Y-vardierne hos) individerne in-
den for en bestemt gruppe er tilfeldig, og at den forskel der er mellem
forskellige grupper er systematisk. En normalfordelingsmodel til denne
situation er da indrettet pa den made, at

e den systematiske forskel mellem grupper beskrives ved hjalp af
middelvardiparametre, og

o den tilfeldige forskel inden for grupper beskrives ved hjalp af dels
normalfordelingen, dels variansparametre i normalfordelingen.
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Det statistiske problem bestar tit i, at man gnsker at sammenligne
grupperne for at vurderc om den systematiske forskel mellem grupperne
er signifikant, dvs. om den forskel der er mellem grupperne er stor
malt i forhold til den tilfeeldige variation der er inden for de enkelte
grupper. Man gnsker derfor i en vis forstand at méile forskellen mellem
grupperne med en malestok der er kalibreret efter stgrrelsen af den
tilfeeldige variation inden for grupperne.

Det man egentlig er interesseret i er altsa information om middel-
veerdiparametrene. Men for at der kan veerc en veldefineret malestok at
male dem med, ma man fgrst sikre sig at det har mening at tale om den
tilfeeldige variation inden for grupper. Derfor man i ma modellen ggre
den antagelse (som undertiden kan testes), at de forskellige grupper har
samme variansparameter!.

Hermed er problemet beskrevet. 1 resten af kapitlet skal vi se hvor-
dan det lgses. Men fgrst pracsenteres et eksempel.

Eksempel 11.1. Dzkningsgrad for Fuglegraes

Pa dyrkede marker er ukrudt jo pr. definition en uting, og land-
manden kan overveje om han skal sprgjte mod den slags ukrudt
han anser for vacrst. Men nar man fjerner én slags ukrudt, kan
det jo vare, at det ikke bare er afgrpden der derved far forbed-
rede vackstforhold, men ogsa de resterende ukrudtsarter! Méske
er det en fordel at have sa mange forskellige ukrudtsarter som
muligt, fordi de s& kan holde hinanden i skak. For at undersgge
ukrudtsplanters indbyrdes konkurrence pa en kornmark har man®
udfprt et stgrre forsgg, der gar ud pa, at pa forskellige dele af en
stor mark luger man pa et bestemt tidspunkt forskellige ukrudts-
arter bort, og derefter ser man, hvorledes resten af arterne sa
trives. Mere praecist er marken delt op i 16 jordlodder, som er
delt ind i fire grupper med hver fire lodder. Den fgrste gruppe
er en kontrolgruppe hvor intet luges bort, men i hver af grupper-
ne to, tre og fire luges én bestemt ukrudtsart bort (henholdsvis
Snerle pileurt, Fuglegraes og Hvidmelet gasefod). Een gang for og
tre gange efter bortlugningen registrerer man hvilke planter der

Man kan dog klare sig med antagelsen om, at gruppernes variansparametre er
kendte paner en konstant faktor.

2A. Greenfort, C.S.F. Jensen & S. Jeppesen: Planter og planter imellem. RUC,
1987.



202 : ' TO- OG FLERSTIKPROVE-

Tabel 11.1: Daekningsgrader for Fuglegraes ved fgrste registrering.

gruppe | dakningsgrader
1 17 38 23 26

2 19 16 16 14
3 25 33 29 33
4 27 16 30 20

er pa de forskellige lodder og i hvor stor udstraekning. Den fgrste
registrering skal tjenc til at fastleegge det niveau hvorudfra den
senere udvikling skal males.

De fire grupper er fordelt pa marken i el romersk kvadrat:

Ll oS G RV
| | QO DD

Qo B W] b

B Qo ] >

De fire lodder der udggr en gruppe er altsa placeret fire helt for-
skellige steder pa marken; derved har man en chance for at kunne
tage hgjde for eventuelle variationer i jordbund og mikroklima
henover marken.

Forspget har givet et stort talmateriale, som kan analyseres pa
mange mader. Her skal vi kun se pa en enkelt detalje i forbindelse
med fastlaeggelsen af et udgangsniveau pa grundlag af den fgrste
registrering. Vi vil studere forekomsten af Fuglegrees (Stellaria
media) ved den fgrste registrering, se Tabel 11.1. Registreringen
foregar ved hjalp af et gitternet med 416 gitterpunkter placeret
som pa et almindeligt stykke ternet papir, dog er sidelzengden i
ternerne 5 cm. Registreringen foregar pa den made, at gitternet-
tet placeres pa jordlodden, hvorefter man i hvert gitterpunkt ser
efter, om der findes noget af en Fuglegras-plante eller ej. Som
mal for daekningsgraden for arten benyttes antallet af gitterpunk-
ter hvor arten blev registreret. Dackningsgraden bliver pa denne
made et helt tal mellem 0 og 416.

Da den fgrste registrering udfgrtes inden der blev foretaget nogen
bortlugning, kan der ikke pa dette tidspunkt veare tale om nogen
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behandlingseflekt (lugningseflekt). De forskelle der er pa lodder-
ne og pa grupperne ma alene skyldes “startbetingelscrne”, dvs.
de lokale variationer i jordbund og klima og de forskellige antal
planter af den pagaldende art som der nu tilfeeldigvis var pa de
enkelte omrader af marken. Da man gnsker at vurdere hvordan
behandlingerne pavirker grupperne, kan det vare af interesse at
fa en idé om, hvor forskellige (eller hvor ens) grupperne egentlig
er ved forsggets start. Hvis grupperne nemlig er rimeligt ens, kan
man bestemme et feelles startniveau hvorudfra den senere udvik-
ling kan vurderes, men hvis der er en signifikant forskel mellem
grupperne, sa er man ngdt til at vurdere hver gruppes udvikling
ud fra dens eget startniveau. Derfor vil vi gerne sammenligne de
fire grupper og vurdere, om forskellen mellem grupperne er stor i
forhold til den tilfzldige variation inden for grupperne.

Den statistiske model:

Da observationerne er fremmkommet som cn sum af et vist antal
01-stgrrelser (svarende til om planten er fravarende eller til stede
i det pagzldende gitterpunkt), kunne man sige at det smager lidt
af en binomialfordelingssituation (eller eventuelt en Poissonforde-
lingssituation da n er temmelig stor).  Hertil m4 man sige, at ikke
alle binomialfordelingsbetingelserne er opfyldt, idet de enkelte 01-
stgrrelser nzeppe er uafhengige med samme sandsynlighed for ‘1°.
Der vil derfor formentlig veere en stgrre tilfaldig variation inden
for de enkelte grupper end hvad binomialfordelingen kan forkla-
re. Man kan derfor, idet man gar let hen over at der er tale om
diskrete observationer, forsgge sig med en normalfordelingmodel,
hvor man jo ved hjalp af variansparameteren kan modellere den
tilfeeldige variation seerskilt. Vi vil derfor benytte en statistisk
model der gar ud pa, at observationer i samme gruppe opfattes
som ohscrvationer fra en og samme normalfordeling, og at de fire
grupper har hver deres normalfordeling. Det statistiske problem
er da at underspge, om de fire normalfordelinger kan tankes at
veere ens. : o
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11.1 k-stikprgveproblemet i normalfor-
delingen
Antag at der foreligger nogle observationer y som er ordnet i k grupper

med n; observationer i gruppe nr. i, ¢ = 1,2,...,k. Observation nr. j
fra gruppe nr. ¢ betegnes y;;. Skematisk ser det sadan ud:

gruppe observationer
1 yir Y12 ... Y13 .- Yim
2 Ya1 Y22 o-- Y25 .- Yomy
t Yy Yi2 - Yiz ... Yin;
k Yer Yk2 - Ykj -+ Ykn,

Vi gar ud fra, at forskellen mellem observationerne inden for en gruppe
er tilfeeldig, hvorimod der er en systematisk forskel mellem grupperne.
Vi gar endvidere ud fra, at y;;-erne er observerede vardier af uafhaengige
stokastiske variable Y;;. Den tilfeeldige variation vil vi beskrive ved
hjzlp af en normalfordeling, og det skal derfor alt i alt veere sadan at
Y;; er normalfordelt med middelverdi y; og varians o®, kort

Vi ~ Nu, o). (10.1)

Herved beskriver middelveerdiparametrene py, po, . .., 4x den systema-
tiske variation, nemlig de enkelte gruppers niveauer, medens varians-
parameteren o2 (samt normalfordelingen) beskriver den tilfeldige vari-
ation inden for grupperne; denne tilfzldige variation antages at veere
den samme i alle grupperne, jf. den tidligere diskussion (side 201).

Estimation af parametrene

De ukendte middelvaerdiparametre py,pa,...,px 1 grundmodellen
(11.1) estimeres ved hjelp af maximum likelihood metoden, altsd som
de vaerdier der maksimaliserer likelihoodfunktionen, der er

L(p, g2 tk,0%) = ﬁ ﬁ ___l_exp (__l(?l:'j - u.-)z)
] ) 9 ] i r_27("0'2 2 02
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g

iz y,, i

1¢=1j=1
-1 — , (11.2)

= (21)*(o?) " exp

hvor n = n; + ny + ... 4+ ni er det samlede antal observationer. Af
udtrykket (11.2) fremgar, at hvis o2 er fast si er opgaven at maksima-
lisere likelihoodfunktionen L med hensyn til g, yo,. .., pr den samme
som opgaven at minimalisere kvadratsummen

>3- )

=1 5=1

og den opgave er ret let at lgse:

Vi lader g; betegne gennemsnitict i gruppe 1,

—’_—zyt] .

n; i
Vi benytter sa formlen for kvadratet pa en toleddet stgrrelse:
' 2
(yij — p)* = ((yij -5)+ (7 - /‘i))
= (v = 7)° + 20w — 7T — ) + (7 — pi)’?

Nar vi her holder ¢ fast og summerer over j bliver summen af de dob-
belte produkter 0, fordi 2, (yij —¥;) er lig med 0 ifglge definitionen
af g;. Hvis vi endelig ogsa summerer over 1 far vi

k n; k n k ng .

Z E(yij -w)? = E Z(yij -7+ z Z(?.’ —w)?

i=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1
Opgaven er at minimalisere venstresiden. Men de p-er der minimali-
serer venstresiden er de samme som dem der minimaliserer den anden
kvadratsum pa hgjresiden, og den bliver mindst mulig, nemlig 0, netop
nar g, er lig y;, 1 = 1,2,...,k. Vi har dermed fundet at maksimali-
seringsestimatet for den i-te gruppes middelvardi er lig med gennem-
snittet af observationerne i gruppen, fi; = %;.

Derefter gar vi over til at estimere o2, Maksimaliscringsestimatet

o2 for o2 kan bestemmes som maksimumspunktet for funktionen

o = LT Tr02)
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man finder da atl

Z 5:(%1 i

1_1_1 1

En stgrrelse som y;; — ; der er forskellen mellem den faktiske observa-
tion og det bedst mulige ‘fit’ under den aktuelle model, kaldes underti-
den for et residual®. Derfor kaldes en stgrrelse som

k ng
Y5 (i — T

i=1j=1

for en reszdualkvadratsum og man kan sige at maksimaliseringsestima-
tet o2 for o2 er lig med remdualkvadratsummen divideret med antallct
af observationer. Som regel benytter man imidlertid et andet skgn over
o?, nemlig residualkvadratsummen divideret med antallet af frihedsgra-
der n— k (antal af observationer minus antal af estimercde parametre),

dvs. man benytter variansskgnnet

i
ll]—

Man begrunder brugen af s? frem for o pa lignende made som 1
Enstikprgveproblemet i normalfordelingen, se side 186.

Sammenfattende har vi altsa at

e middelverdiparameteren y; i den i-te gruppe estimeres ved gen-
nemsnittet 7; af observationerne i gruppen,

e den falles varians o for grupperne cstimeres ved residualkvadrat-
summen divideret med antallet af frihedsgrader,

ZZ sz :' (113)

n—K .5 j=1

med n — k frihedsgrader.

I Tabel 11.2 er vist de vaerdier man finder i Fuglegraes-eksemplet.

At residual betyder: noget der er til rest.
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Tabel 11.2: Fuglegraes-eksemplet: nogle beregnede stgrrelser.

ni

; ng Y = Zy.’j Ui Z(yij -7,)°
j=1 '

3=1
1 4 104 26.00 234.00
2 4 - 65 16.25 12.75
3 4 . 120 30.00 44.00
4 4 93 23.25 122.75
sum 16 382 413.50
gennemsnit 23.88
s2 = ——1 413.50 = 34.46
0 16 — 4 ' T

11.2° Bartlett’s test for varianshomogeni-
tet |

Som navnt? er det i normalfordelingsmodeller en forudsztning for
en meningsfuld sammenligning af middelvardiparametre for forskellige
grupper, at disse grupper har samme varians®. [ dette afsnit skal vi
omtale et test for, om et antal grupper af normalfordelte observationer
‘kan antages at have samme varians, dvs. om der er varianshomogenitet.
Testet kan ikke benyttes hvis nogen af grupperne kun indcholder én ob-
servation, og for at man skal kunne anvende den tilnazrmede fordeling
af teststgrrelsen skal hver gruppe indcholde mindst seks observationer®.

Antag at situationen er som heskrevel i1 Afsnit 11.1 og at vi gnsker
al teste antagelsen om at grupperne har samme variansparamcter o?.
Den made man kan testc en sadan antagelsc pa er, at man indlejrer den
statistiske model i en stgrre model, og sa tester man, pa helt saedvanlig
made, om man kan reducere den storc model til den oprindelige model.

4pa side 201

$Man kan eventuclt klare sig med en antagelse om, at gruppernes varianser er af
formen: en ukendt fzlles parameter ganget med en kendt konstant (der kan afhange
af gruppen).

Seller rettere: i hver enkelt gruppe skal variansskgnnet have mindst fem
frihedsgrader.. -
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I det aktuelle tilfzelde indlejrer vi den oprindelige model (11.1) fra side
204 i den stgrre model der tillader grupperne at have hver deres egen
varians, nemlig

Yi ~ N, o?). (11.4)

Dernast tester vi (11.1) pa side 204 som en hypotese i forhold til den
" nye grundmodel (11.4). '

Den hypotese der skal testes handler kun om en del af model-
lens parametre, og for sa at sige at slippe af med de parametre
der ikke har noget med hypotesen at ggre (altsa med p;-erne) plejer
man at teste hypotesen i den betingede fordeling givet skgnnene over
middelveaerdiparametrene’. Hvis man omskriver kvotientteststgrrelsen
i den neevnte betingede fordeling nar man frem til at folgende stgrrelse
(Bartlett’s teststprrelse) kan benyttes som teststgrrelse for hypotesen
om varianshomogenitet:

k 2
B = —Zf,-ln—;; (11.5)
i=1 S0
her betegner s? skgnnet over variansen o7 i den i-te gruppe og f; antallet
af frihedsgrader for s2, dvs.

1 &

st = I3 Z(yij -3,
i 4=t
fi = n;—- 1 ’

og s er det gamle skgn (11.3) over den flles varians o%. Bemaerk at
s2 er et vaegtet gennemsnit af s?-erne med frihedsgradsantallene som
vaegte,

1 k
s = =3 fis?
fi:]

hvor f = fi + f2 + ... + fi er antallet af frihedsgrader for s2.

Teststgrrelsen B (som i virkeligheden er en —2In Q-stgrrelse) er
altid et positivt tal, og store veacrdier af B er signifikante, dvs. tyder
pa at hypotesen om varianshomogenitet er forkert. Hvis hypotesen er

"Dette hanger sammen med at man ogsa eslimerer variansparametrene i den
betingede fordeling givet middelvaerdiskgnnene, jf. side 186.
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Tabel 11.3: Fuglegraes-eksemplet: nogle beregnede stgrrelser.

n star for antal observationer y, S for Sum af y-er, ¥ for gennemsnit af
y-er, f for antal frihedsgrader, SS for Sum af kvadratiske afvigelser (‘Sum
of Squared deviations'), og s? for variansskgn (SS/f).

gruppe n S ¥y | f SS s?
1 4 104 26.00 | 3 234.00 78.00
2 4 65 1625 3 1275 425
3 4 120 30.00| 3 4400 1467
4 4 93 2325| 3 12275 40.92
sum 16 382 112 413.50
gennemsnit 23.88 34.46

rigtig, er B nogenlunde x?-fordelt med k — 1 frihedsgrader, siledes at
det er let at bestemme den omtrentlige testsandsynlighed som

le = P (xi_l 2 Bobs) :

Dennc x2-approksimation er god nar alle f;-erne er store; som tommel-
fingerregel siger man, at de alle skal veere mindst 5.

Eksempel 11.2. Fuglegraes: test for varianshomogenitet

Som illustration udregnes Bartlett’s teststgrrelse i Fuglegraes-
eksemplet. Vi udvider det tidligere regneskema i Tabel 11.2 og
fir Tabel 11.3. Derefter kan vi udregne Bj,g:

. 25 . .
B _ <3 In 78.00 4.25 14.67 10 92)

obs

3246 75" 306 T3 " 3046 T3 1" 3046

= 5.87.

Betingelsen om at alle f;-ernc skal vare mindst fem er ikke op-
fyldt (idet de alle er tre), sa det er begracnset hvor x*-fordelt B
kan forventes at vare; men hvis vi ser lidt stort pa det, sa skulle
B altsa veere ca. x*-fordelt med k — 1 = 4 — | = 3 frihedsgrader
nar hypotesen om varianshomogenitet er rigtig. I x3-fordelingen
er 80%-fraktilen 4.64 og 90%-fraktilen 6.25, saledes at under for-
udsetning af at hypotesen er rigtig er der i stgrrelsesordenen 10%
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sandsynlighed for at {3 en varre B-vardi end den opnéede; pa
dette grundlag vil vi ikke forkaste hypotesen om varianshomoge-
nitet. O

Tilfaeldet k£ =2

Hvis der kun er to grupper kan man teste hypotesen om varianshomo-
genitet pa en simplere made, idet man sa ganske enkelt kan benytte
teststgrrelsen

altsa forholdet mellem de to variansskgn. R-stgrrelsen er et positivt
tal, og vaerdier tat pa 1 tyder pa at hypotesen om varianshomogenitet
er god nok, hvorimod savel meget store som meget sma R-verdier er
signifikante. Der er tale om et tosidet test, hvor man som testsand-
synlighed € benytter sandsynligheden (nar hypotesen er rigtig) for at
fa en R-vaerdi der ligger uden for intervallet med endepunkter Ry og
1/ R, dvs.

1
e = PO(1<2>130,,5)+Po(n,<Rl )
oDs

1
= Po(R> Rgpg) + Po (ﬁ > Robs) (11.6)

hvis Ry > 1, og

1
e = Po(R< Bops) + Po (R > Robs)

1 1 1
= Pol—=> >+P (R> > (11.7)
° (R Robs ° Robs

hvis R < 1.

Man kan vise, at nar hypotesen om varianshomogenitet er rigtig, sa
vil R-teststgrrelsen fglge en F-fordeling med (f), f2) [rihedsgrader. Da
man har tabeller over fraktiler i F-fordelingen® er det derfor let at be-
stemme testsandsynligheden ¢. Hvis man yderligere udnytter en serlig

8 F-fordelingen hedder i visse tabelvaerker v?-fordelingen.
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egenskab ved F-fordelinger, nemlig at hvis R faglger Fy, ;,-fordelingen
sa vil 1/ R falge Iy, g, -fordclingen, sa kan de to udtryk (11.6) og (11.7)
forsimples til

‘5 = P (Ffl g2 2 Robs) +P (Ffzyh > RObS)

nar Ry, > 1, og

1 1
€ = P<Fh'h>ﬁ—b—)+P(Fh'j2>Rb)

oDS obs

nar Rgps < 1. Det er disse udtryk man anvender i praksis.
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Resumé 9. Bartlett’s test for varianshomogenitet

Situation: Der foreligger k grupper af normalfordelte observationer,
saledes at observationer i samme gruppe stammer fra samme
normalfordeling. | hver gruppe er udregnet et variansskgn; va-
riansskgnnet fra gruppe ¢ betegnes s? og har f; frihedsgrader.

Hypotese: Man gnsker at teste den statistiske hypotese om at de
k grupper har samme vanans.

Estimation: Hvis hypotesen er rigtig, s skal den falles varians esti-
meres som et vaegtet gennemsnit af de enkelte gruppers varian-
ser, nemlig ved

2 1 & 2
S = _f'ZfiSi
=1

der har f = fi + fo + ... + fi frihedsgrader.

Teststgrrelse: Som teststgrrelse anvendes

»

S

k
B = -3 filn
i=1

ol
onj-

Store vardier af B er signifikante.

Testsandsynlighed: Nir f,, f,,..., f; alle er mindst 5, s3 er B
med god tilnermelse x?-fordelt med k — 1 frihedsgrader nir
hypotesen er rigtig, og testsandsynligheden kan da findes som

€ = P(Xi—l 2 Bobs) .

Specialtilfaeldet k£ = 2: N3r der kun er to variansskgn s? og s2 der
skal sammenlignes kan det ske ved at udregne kvotienten

R =

mmm , '—Q’m

der er F-fordelt med frihedsgradsantal f; og f, nar hypotesen
er rigtig. R-veerdier langt fra 1 er signifikante, og man plejer at
bestemme testsandsynligheden ¢ som sandsynligheden for at fa
en [y, ;,-vaerdi der ligger uden for intervallet med endepunkter

Robs 08 1/Rohs-
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11.3 Ensidet variansanalyse

Det statistiske hovedproblem i dette kapitel er sammenligning af k grup-
per af normalfordelte observationer, idet vi benytter (11.1) pa side 204
som grundmodel. I dette afsnit skal vi beskzftige os med spgrgsmalet
om, hvordan man undersgger om de k grupper kan antages at have
samme middelvardi. Opgaven er saledes at teste hypotesen Hy om,
at der ikke er nogen signifikant forskel mellem grupperne, ogsa kaldet
hypotesen om homogenitet mellem grupper:

HoI 1=l =...= U .

Meget ofte er det ikke Hy man er interesseret i, men dens modsatning
at der er en signifikant forskel mellem grupperne, fordi man netop har
et gnske eller et hab om at kunne visc at grupperne ikke cr ens. Nar
det alligevel er Hy man tester og ikke dens modsatning, sa haenger det
sammen med to gencrelle trak ved formulering og test af statistiske
hypoteser:

1. De hypoteser man kan teste er altid hypoteser der gar ud pa en
forsimpling af den aktuelle grundmodel - typisk tester man at
nogle parametre er ens i forhold til en grundmodel, der tillader
dem at vare forskellige.

2. Det er informativt at fa forkastet en hypotese: Vi far at vide
at der er cn signifikant uoverensstemmelse mellem hypotese og
observationer.

Derimod viser det ofte ingenting at fa accepteret en hypotese:
Det kan vare at man simipelt hen bare har for fa observationer
til at kunne afslgre noget som helst.

Vi skal nu se hvordan man tester hypotesen Hy om ens middelveer-
dier. Man kan ga frem efter den sedvanlige opskrift, dvs. opstille en
kvotientteststgrrelse der sammenligner likelihoodfunktionens maksima-
le veerdier hhv. under J1; og under grundmodellen. Vi har tidligere (side
205) fundet, at likelihoodfunktionen (11.2) maksimaliseres af vaerdierne

Y1: sy - - -+ Tx, 02 hvor o? = 1y ¥ (yi; — 7:)% Nu skal vi bestemme de
veerdier der maksimaliserer likelihoodfunktionen under Hy. Under H,
er der ingen forskel pa grupperne, men det hele er i realiteten én stor
gruppe med n observationer, og fra behandlingen af enstikprgveproble-

met i normalfordelingen vides (side 184f) at maksimaliseringsestimatet
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for den feelles middelvaerdi p er det totale gennemsnit 3 og for den fal-
les varians o2 er det kvadratafvigelsessummen omkring ¥ divideret med

—_—

n, dvs. o? = %Zz(y,-j -7)%

Kvotientteststgrrelsen for Hy er derfor

Q = :/3

_= —-1!./2
_ | o (_1 (ZE(%‘J‘—?)Z_EZ(yij-?;)2>)
-\ > P\ ™ 5 o3

ag 0-2 g

( T Y (yi; — 7)° )_nﬂ
Y3y —7;)? .

For at kunne omskrive @ yderligerc skal vi bruge en opspaltning af
kvadratsummen i talleren. For det fgrste er

i -9 = (wi-7)+@-9)
= (y;; =) +20u; - 9T -9+ T -7)°.

Nér vi her holder ¢ fast og summerer over j, bliver summen af de dob-
belte produkter 0 fordi 372, (y:; —7;) = 0; alt i alt far vi dermed denne
opspaltning af kvadratsummen i telleren:

k n; k n

k n;
SN -9 = Y (i —-w) 4+ Y @ -5, (11.8)

=1 j=1 i=1j=1 1=1 =1

dvs. den totale kvadratsum, der beskriver y;;-ernes variation om det
totale gennemsnit 7, spaltes op 1 en sum af dels et bidrag der beskriver
“variationen inden for grupperne”, dels et bidrag der beskriver “varia-
tionen mellem grupperne”.

Parallelt med spaltningen af kvadratsummen har vi opspaltningen
n—1 = (n—k)+(k—-1)

af frihedsgraderne, og ved at dividere kvadratsummerne med de til-
svarende antal frihedgrader far vi variansskgn der beskriver forskellige

varialioner:
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Variationen omkring totalgennemsnittet (dvs. enkeltobservatio-
nernes variation omkring totalgennemsnittet) beskrives af vari-
ansskgnnet under I,

ZZ (w5 —

i=1 j=1

n—1

Variationen inden for grupper (dvs. enkeltobservationernes vari-
ation omkring deres respektive gruppegennemsnit) beskrives af
variansskgnnet (11.3) i grundmodellen (11.1)

1 k n;

so = n_kZZ(yu—'y,-)z-

=1 3=1

Variationen mellem grupper (dvs. gruppegennemsnittenes varia-
tion omkring det totale gennemsnit) beskrives af

] k n;

= LY@

=1 3=1

- L—IZ" 7=

Men vi skal videre med omskrivningen af udtrykket for Q. Ved-

hjeelp

og af
relsen

af (11.8) kan vi omskrive det til

-n/2

k n;
Z Z(?.’ -y
Q — 1+ :k=l i'=1
22 (s — T

1=1j=1

. 2\ —n/2
= 1 -+ (i__lls_;. ,
(n —k)sg

det kan man sc at @ cr en monotont. aftagende funktion af ster-

.S2
Fo= 2 (11.9)
0
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saledes at store vaerdier af F svarer til sma veerdier af @ og er dermed
tegn pa at Iy bgr forkastes.

Som teststgrrelse for Hy benytter man i praksis altid F. Det ses
at F kan forstas som forholdet mellem variationen mellem grupper og
variationen inden for grupper. '

Man forkaster hypotesen om homogenitet mellem grupper nar vari-
ationen mellem grupper er vesentlig stgrre end variationen inden for
grupper. Man kan bevise, at forudsat at hypotesen H, er rigtig er F-
teststorrelsen F-fordelt med frihedsgrader (k—1,n—k), hvilket betyder =
at testsandsynligheden

e = Po(F > Fyps)
kan bestemmes som
e =P (Fk—l,n-k > Fobs)

der let findes ved hjzlp af en tabel over fraktiler i F-fordelingen®.

Vi har hermed lgst den opgave der gik ud pa at sammenligne k grup-
per af normalfordelte observationer. Det ses at selve testet (11.9) gar ud
pa at sammenligne to variansskgn, og derfor kan man sige at vi foretager
en variansanalyse; da observationerne er er inddelt efter ét kriterium
(nemlig hvilken gruppe de tilhgrer), kaldes analysen for ensidet vari-
ansanalyse. Det er kutyme at give en oversigt over en variansanalyse i
et sakaldt variansanalyseskema. Tabcl 11.4 er et variansanalyseskema
for Fuglegraes-eksemplet.

Eksempel 11.3. Fuglegras, konklusion

Tabel 11.4 viser variansanalyseskemaet for ensidet variansanalyse
i fuglegraeseksemplet. Det ses at F-teststgrrelsen bliver 3.9, og
denne veerdi skal sammenholdes med fraktilerne i F-fordelingen
med frihedsgrader 3 og 12; i denne fordeling er 95%-fraktilen 3.49
og 97.5%-fraktilen 4.47, si testsandsynligheden er knap 4 %. Pa
den baggrund vil man szdvanligvis vare stemt for at forkaste
hypotesen om ens middelvardier i grupperne. Man ma altsa kon-
statere, at de fire grupper synes at vare forskellige allerede inden
man begynder at give dem hver dercs behandling. Det kan maske

°I visse tabelveerker kaldes F-fordelingen for v2-fordelingen.
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Tabel 11.4: Fuglegras-eksemplet: Variansanalyseskema.

f star for antal frihedsgrader, SS for Sum af kvadratiske afvigelser, s? =
SS/f. '

variation || f | . SS | s | test

inden for grupper || 12 | 413.50 | 34.46
mellem grupper || 3 [ 402.25 | 134.08 | 134.08/34.46=3.9
total [ 15 | 815.75 [ 54.38

synes overraskende, men det ma hange sammen med at der pa
forhand er betydelige forskelle pa de forskellige dele af marken.
Nar man sidenhen skal undersgge hvordan behandlingerne virker,
er man ngdt til at tage hensyn til denne forskellighed. 0



ENSIDET

Resumé 10. Ensidet variansanalyse

Situation: Der foreligger nogle observationer y som er malt pa en
kontinuert maleskala og som er inddelt i k grupper, siledes at

der er n; observationer i gruppe nr. ¢, 1 = 1,2,... k. Obser-
vation nr. j fra gruppe nr. i betegnes y;;. Skematisk ser det
saledes ud:
gruppe observationer

1 Yyu Y2 - Yy oo Yim

2 Yy Y22 .. Y25 -+ Yny

z Yo Y2 oo Yijo oo Ying

k Y1 Yk2 oo Ykj oo Ykny

Model: Det antages at y;;-erne er observerede vardier af uathaen-
gige stokastiske variable Y;;, saledes at Y;; er normalfordelt med
middelvaerdi p; og varians o2, kort

Yij ~ N(/‘i’a2),

hvor py,pt2,...,px og o er ukendte parametre. Herved be-
skriver middelvardiparametrene py,ua,...,pr den systemati-
ske variation, nemlig de enkelte gruppers niveauer, medens va-
riansparameteren o (samt normalfordelingen) beskriver den til-
feldige variation inden for grupperne; den tilfeeldige variation
antages at vare den samme i alle grupper.

Estimation: Middelverdiparametrene iy, pto,. .., ;. estimeres ved
gruppegennemsnittene:

~ 1 &
15 - E Yi5

=]

= Y-

Variansparameteren o2 estimeres som den gennemsnitlige kva-
dratiske afvigelse mellem observationerne og deres gruppegen-
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nemsnit, nemlig

k n

2 R
S = y:

-k

=1 j:l

der har f = n — k frihedsgrader (n = n) +... + ny).

Modelkontrol: Hvis der er tilstraekkelig mange observationer i grup-
perne kan man for hver gruppe tegne et histogram (samt den
fittede normalfordelingtathed) og/eller et fraktildiagram (samt
den rette linie svarende til den fittede normalfordeling).

Antagelsen om varianshomogenitet kan eventuelt testes med
Bartlett's test for varianshomogenitet.

Hypotese: Man gnsker at teste hypotesen om homogenitet mellem
grupper, dvs. den statistiske hypotese

Ho: py=po=...=

om at der ikke er nogen signifikant forskel mellem grupperne.

Teststgrrelse: Udregn variationen mellem grupper:

5= k —1 ¢ Z (s
Som teststgrrelse benyttes F'-teststgrrelsen

Fo=

Cnlta
o=

dvs. forholdet mellem variationen mellem grupper og variationen
inden for grupper. — Store ["-vardier er signifikante.

Testsandsynlighed: Testsandsynligheden er sandsynligheden for at
fa en stgrre F-vaerdii F-fordelingen med frihedsgradsantal k—1
og n — k, altsa

E = p(Fk—l,n—k > Fobs) )

der let bestemmes ved brug af tabeller over fraktiler i F-
fordelingen (i nogle tabelvaerker hedder F-fordelingen v*-
fordelingen).
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11.4 Tosidet variansanalyse

I ensidet variansanalyse sammenligner man k grupper af normalfordelte
observationer, og spgrgsmalet er om grupperne er ens eller ej. Det kan
siges at veere en noget unuanceret problemstilling; ofte vil man vere
interesseret 1 at vide noget om pa hvilken made grupperne er forskellige
nar de ikke er ens. 1 mange situationer sidder modelbyggeren inde

med noget ekstra information om grupperne, information der kan give -

fingerpeg om hvordan de er forskellige. Her skal vi nu beskaftige os med
ét eksempel pa, hvordan man i den statistiske model kan indbygge viden
om forsggsplanen; en anden slags eksempler prasenteres i Kapitel 12.

Tosidet variansanalyse er analysemetode man kan benytte nar der
er tale om normalfordelte observationer der er inddelt i grupper, og nar
grupperne er fastlagt ved hjeelp af to forskellige kriterier, faktorer.

Eksempel 11.4. Kartoffeldyrkning

For at opna de optimale vakstbetingelser skal planter have de
fornpgdne naringsstoffer i de rette forhold. Dette eksempel hand-
ler om at bestemme det rette forhold mellem macngden af tilfgrt
kvealstofgedning og mangden af tillprt fosforgpdning til kartof-
ler. Man har dyrket nogle kartoflelmarker pa seks forskellige ma-
der, svarende til seks forskellige kombinationer af maengde tilfgrt
kvelstof (0, 1 eller 2 enheder) og mangde tilfprt fosfor (0 eller
1 enhed) og derefter malt hgstudbyttet. Pi den made fir man
nogle observationer, hgstudbytterne, som er inddelt i grupper ef-
ter dyrkningsmetode, siledes at grupperne er fastlagt ved hjelp
af to kriterier, nemlig tilfprt kveelstof og tilfgrt fosfor.

Et sadant dyrkningsforsgg udfprt i 1932 ved Ely gav de resultater
der er vist i Tabel 11.51°.

19Bemzerk i gvrigt at hgstudbytternc har undergacet visse forandringer pa deres vej
til Tabel 11.5. Den vaesentligste er at man har taget logaritmen til tallene. Grunden
hertil er, at erfaringsmaessigt er hgstudbyttet af kartofler ikke seerlig normalfordelt,
hvorimod det det ser bedre ud med logaritmen til hgstudbyttet. Da man havde taget
logaritmen til tallene viste det sig, at alle resultaterne hed ‘3-komma-et-eller-andet’,
sa for at fa nogle p=ne tal ud af det har man trukket 3 fra og ganget med 1000.
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Tabel 11.5: Udbytte ved dyrkningsforsgg med kartofler. Vardierne er
1000 x (log(udbytte malt i Ibs) — 3) for 36 parceller.

kvalstof
0 I 1

0 591 450 584 619 618 524

509 636 413 651 655 564

fosfor 1 722 689 625 801 688 682
584 614 513 703 774 623

) 702 677 684 814 757 810

643 668 699 792 790 703

Opgaven er nu at undersgge hvordan de to faktorer kvalstof og
fosfor virker hver for sig og sammen; er det f.eks. sadan at virk-
ningen af at ga fra en til to enheder forsfor afhanger af om der
tilfgres kveelstof eller ej? '

Det kan underspges med en tosidet variansanalyse-model. O

Grundmodellen

Grundmodellen er den at der foreligger nogle observationer y som er
ordnet i et antal grupper, saledes at observationer fra samme gruppe
taenkes at stamme fra samme normalfordeling, og saledes at alle nor-
malfordelingerne har samme varians. Situationen er altsa tilsyneladen-
de den samme som i ensidet variansanalyse; det nye er, al grupperne
nu ikke laengere bare er nummereret fra 1 til k pa en eller anden made,
men at de er fastlagt ved hjzlp af to separate inddelingskriterier, fak-
torer. Man kan taxnke pa gruppernc som anbragt i celler i et tosidet
skema med r rekker og s sgjler, hvor r og s er antallene af niveauer
for de to faktorer. En gruppe bliver pa denne made indiceret ved hjelp
af to indices, et rackkenummer 7 og et s¢jlenummer j, sa man kan tale
om gruppe nr. (z,7). I den generclle gennemgang af metoden betegner
n;; antallet af observationer i gruppe (¢,7), og de enkelte observatio-
ner i denne gruppe betegnes yjx, k = 1,2,...,n;;. Det totale antal
observationer betegnes n.
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I Tabel 11.5 er » = 3 og s = 2, og alle n;;-erne er lig 6. Generelt ser
situationen sadan ud:

| j=1 | j=2 [..| j=s |
i=1 Yk Y12k Yisk »
k=1,...,n11 k=1,..., ny2 I k=1,...,n1,
i=9 Y21k 5 Y22k » Yosk »
k=1,...,n2; k=1,...,n22 T k=1,...,n;,
i =r Yrik Yrok Yrsk »
k=1,...n0; k=1,...,np2 T k=1,....rs

Observationsantallene n;; kan principiclt veere hvad som helst. Det
viser sig dog, at udregningerne bliver enklere og konklusionerne mere
forstaelige hvis n;;-erne opfylder betingelsen
NieTlej

Ny = —;’L_] N (1110)
hvor som seedvanlig n;. = ¥, ni; og n.; = 3_; n;;. Betingelsen (11.10)
er specielt opfyldt hvis alle n;;-erne er lige store. 1 det fglgende vil vi
ga ud fra at (11.10) er opfyldt.

Den statistiske model for den foreliggende situation skal veere den,
at observationerne y;;; er observerede verdier af uafheengige stokastiske
variable Yk, som alle er normalfordelte med samme varians o?, og hvis
middelvardier kan afhznge af gruppen, kort

Yie ~ N(pij, 0% (11.11)

Her beskriver de rs middelvardiparametre p;; den systematiske vari-
ation mellem de rs grupper, og variansparameteren o2 beskriver den
tilfeldige variation inden for grupperne.

Denne model er som nzvnt blot den gamle model (11.1) hvor pa-
rametrene (og grupperne) er navngivet pa en ny made, svarende til at
observationerne er arrangeret i et tosidet skema. Derfor kan vi uden
videre opskrive estimaterne over de forskellige parametre:

e gruppemiddelvardierne estimeres ved gruppegennemsnittene,

i = Yi
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Tabel 11.6: Kartoffeldyrkning: Middeltal 7 og variansskgn s* i hver af
de seks grupper, jf. Tabel 11.5.

kvaelstof
0 | 1
0 ¥y = 53050 605.17
s?2 = 7680.30 2644 57

624.50 711.83
5569.90 4248.57
678.83 777.67
474 97 1745.07

fosfor 1

2

e variansen estimeres ved residualkvadratsummen divideret med
antallet af frihedsgrader (= antal observationer minus antal esti-
merede middelverdiparametre):

1 T s Ty

DD (y,-,-k—y,-j)?. (11.12)

i=1j=1 k=1

=
n—rs

Eksempel 11.5. Kartoffeldyrkning, fortsat

Vi vil udregne estimater mm. i kartoffeleksemplet. Man kan vae-
re intcresseret i for en ordens skyld at teste grundmodellens an-
tagelse om varianshomogenitet, og derfor beregnes for hver af
de seks grupper ikke blot gennemsnit men ogsa varianssken, se
Tabel 11.6. Endvidere finder man den samlede kvadratsum til
111817, saledes at det fwelles skon over variansen inden for grup-

per er
\ 111817

30 =
36 — 6
= 3727.2.

Bartlett’s teststgrrelse (11.5) bliver B, = 9.5 der skal sammen-
lignes med x*-fordelingen med 6 — 1 = 5 frihedsgrader. Tabel-
opslag viser at der er knap 10% chance for at fa en stgrre veerdi,
og der saledes ikke noget der taler alvorligt imod antagelsen om
varianshomogenitet. Vi kan derfor basere de videre underspgelser
pa den formodede grundmodecl. ]
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Additivitetshypotesen

Grunden til at man har stillet observationerne op i et tosidet skema

er, at man har en formodning om at det forholder sig pa den made, at

middelveerdiparameteren p;; kan fas pa simpel made ud fra en niveau-

parameter £, en parameter 7; knyttet til den pageeldende raekke og en
parameter (; knyttet til den pagaeldende sgjle.

Mere pracist er formodningen

e at man i stedet for de rs ukendte middelvaerdiparametre p;; kan
ngjes med

1. en parameter ¢ der beskriver det generelle niveau, .

2. for hver rackke en rekkeparameter 7; der beskriver “virknin-
gen” af den pageldende rekke, og .

3. for hver sgjle en sgjleparameter (; der beskriver “virkningen”
af den pageldende sgjle,

¢ fordi middelvardien svarende til den (z, j)-te gruppe er £ +n;+(;.

Denne formodning, additivitetshypotesen eller hypotesen om additivitet
mellem rakkefaktoren og sgjlefaktoren, skrives i den kortfattede stati-
stiske notation som en statistisk hypotese

Hy: pij=€+n04+( (11.13)
eller (lidt mere informativt)
Hy: Yijp~NE+n+¢, o%). (11.14)

Additivitetshypotesen kaldes undertiden for hypotesen om forsvindende
vekselvirkning (mellem rakke- og sgjlefaktor), fordi virkningen af at
@ndre f.eks. rakkefaktoren fra niveau 7, til niveau i, er den samme
for alle verdier af sgjlefaktoren (nemlig n;, — n;,), dvs. der er ingen
vekselvirkning.

Ved fgrste gjekast kunne det se ud som om der under additivitets-
hypotesen er i alt 1 + r + s middelvaerdiparametre, men 1 realiteten er
der kun r + s — 1 parametre. Det kommer af at parametrene aldrig op-
treeder alene men altid i et udtryk af formen £ +7; 4+ (;, hvilket betyder
at hvis man f.cks. lacgger 5 til alle -erne og laegger 7 til alle (-ernc og
samtidig trakker 12 fra £, sa @&ndrer det ikke noget ved £ + i + (j, og
modellen er derfor uforandret. For at rade bod pa denne ubestemthed
vedtager man, at
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o rxekkeparametrene 711,72, ...,7, (der kan siges at skulle beskrive
raekkernes afvigelser fra det flles niveau €) skal summere til 0 nar
man vagter dem med antallene af observationer i de tilsvarende
rekker, altsa

npem +neen+ ...+ nen = 0,

eller kortere

Yonin = 0, (11.15)
i=1

"o sgjleparametrene (3,(z,...,(, (der kan siges at skulle beskrive
sgjlernes afvigelser fra det falles niveau £) skal summere til 0 nar
man vagter dem med antallene af observationer i de tilsvarende
sgjler, altsa

n.lcl + Tl-gCg +...+ TL-,.C_, =90 )

eller kortere

Sng¢ = 0. (11.16)

Nar man palegger middelvaerdiparametrene disse to ekstra betin-
gelser, sa er der ikke nogen ubestemtheder i parametriseringen!’.

Estimation af parametrene under additivitetshypotesen

De ukendte middelvaerdiparametre estimeres (som altid) ved brug af
maximum likelihood metoden. Inden vi opskriver likelihoodfunktionen
under additivitetshypotesen H; er det praktisk at have likelihoodfunk-
tionen under grundmodellen (11.11); den er

L(ﬂll, .- -a/‘raaaz)

_ 15“1[”"" L e (o1 Wise — 1)
=1 1 V2rmo? P\™? o?

' Dette er ikke umiddelbart indlysende, men langere fremme finder vi entydige
estimater over paramectrene, og netop det at estimaterne er entydige, betyder at
ubestemthederne er forsvundet.
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r L nIJ

2200 (v~ ﬂu)zg

=1 3=1 k=1

— (27)—n/2(a2)—n/2€xp _%

o?

Nar vi her erstatter p;; med € + 7; + (; fas likelihoodfunktionen L,
hgrende til additivitetshypotesen Hy:

Ll(f)"l) 7’2)"“ 77’T,Clac2a' --1(3,0.2) , (1117)
r s Ny

YUY (gir— E+m+¢)

— (27!')_"'/2(0'2)—"‘/2 exp _% i=1j=1 k=1

o?

Det fremgar heraf, at de skgn over middelveerdiparametrene der mak-
simaliserer likelihoodfunktionen L, er dem der minimaliserer kvadrat-

summen
r s Ty

Y (= €+ m+) (11.18)

i=1j=1k=1
altsammen under bibetingelserne _;_; n;.n; = 0, 3°%_, n.;(; = 0.
Det ville nu vaere muligt at lgse estimationsproblemet ved hjzlp af
standardmetoder for “bestemmelse af ekstremum under bibetingelser

for en funktion af mange variable”, men man kan ogsa teenke sig lidt
om og gatte en lgsning som man sa viser er rigtig:

e Parameteren £ skulle beskrive det generelle niveau, sa det vil-
le ikke vaere overraskende hvis ¢ skulle estimeres ved det totale

gennemsnit
1 r s Ty
¥.. = gzzzyijk .
=1 3=1 k=1
e Parametrene 7,73, ...,7, skulle beskrive de enkelte raekkers sar-

lige afvigelse fra dct generelle niveau, sa derfor er det teenkeligt at
n; skal estimeres som differensen ¥;. — ¥.. mellem gennemsnittet
i den i-te rekke og det totale gennemsnit!?; her er

1 K&

Z z Yijk

Nis 21 k=1

Y. =

2Bemeark at 7; = ¥;. — ¥.. faktisk opfylder betingelsen (11.15).
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det i-te rackkegennemsnit.,

o Tilsvarcnde er det taenkeligl at (G skal estimeres som differensen
y.; — J.. mcllem gennemsnittet i den j-te reekke og det totale
gennemsnit!3; her er

1 r TNy
Vi = — 2D Yisk
J i=1k=1

det j-te sgjlegennemsnit.’ ’

Vi vil nu vise at disse formodninger er rigtige.

Forst omskriver vi differensen y;;,—(€+4n;+(;) mellem den (z, 3, k)-te
observation og den tilsvarende tcorctiske veerdi, idet vi legger adskillige

velvalgte led til og traekker dem fra:
yisk — (E+m + ()

(vise = 7)

+ (7 — 7 +
+ ((yi- -7..) - 77:‘)
+(@,-7.) - ¢)
+(F—0) .

Den kvadratsum der skal minimaliseres er summen over k, j og ¢ af
kvadratet af det der star pa venstre side i denne omskrivning, og derfor
ogsa summen over k, j og ¢ af kvadratet af hgjresiden (!). Man omskri-
ver kvadratet pa hgjresiden ved hjalp af formlen for kvadratet pa en
femleddet stprrelse’*. Nar man derpd summerer over k, j og ¢ fir man

s i

ijZ S (wik — (E+mi+ Cj))2

1=1j7=1 k=1

13Bemark at (; = §.; — .. faktisk opfylder hetingelsen (11.16).
"Kvadratet pa en femleddet stgrrelse giver dels kvadraterne pa hvert af leddene,

dels de dobbelte produkter svarende til parrene af forskellige led:
(A+B+C+ D+ E)?
= A*+B*+C*+ D%+ E?
+2AB + 2AC +2AD +2AE + 2BC + 2BD + 2BE +2CD + 2CE + 2DE .
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- 22; (yijk - ?,-,-)2
+i Zs: ZJ (?7:'_1‘ —(Fe +7.; — 37--))2
=1 j=1 k=1
FEEE (0

r s N

+3 33 (7 -7 - Cj)2

=1 3=1 k=1

T R ny,

+ Y -6
i=l j=1 k=1

idet det nemlig kan vises at alle de 10 dobbelte produkter bliver 0 '°.
Omskrivningen viser, at den kvadratsum der skal minimaliseres kan
spaltes i en sum af fem kvadratsummer, hvoraf de to udelukkende inde-
holder y-er og de tre indeholder bade observationer og parametre, men
hvor parametrene nu er paent fordelt ud mellem de enkelte summer.
Det ses at for ét bestemt valg af parameterveerdier vil de kvadratsum-
mer hvor der optraeder parametre blive 0 (og dermed minimale), nemlig
nar vi lader parameterveerdierne have de verdier vi tidligere geettede
pa at de skulle have. Maksimaliseringsestimaterne er altsa

~

£ = 7.
i Yie = Yoo
<J y.] - g.. .

Det bemarkes at skgnnet over middelveaerdien i den (i, j)-te celle derved
bliver

E++C Voo + (Tie — Fou) + @y — Fov)
= ﬁ,-. +:_lj-.] - ﬂ.. .

Hvis vi i ovenstaende opspaltning af kvadratsummen indsetter de
estimerede parametre, sa bliver de tre sidste summer som navnt 0, og

15Gelv om det er et afgsrende punkt, forbigas de nzermere detaljer i beviset for
denne pastand. Beviset bestar simpelt hen i at skrive summerne op og udnytte
definitionerne pa de forskellige indgaende gennemsnit. Undervejs far man brug for
betingelserne (11.10), (11.15) og (11.16).
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vi far
r s N )
S5 (v — @ +7., - 7..))
i=1j=1 k=1
T 8 Ty 9
= 13 (v — ) (11.19)
i=1 =1 k=1
T s Ty

+ 35S (5 - @475 -7) -

1i=1j3=1k=1

Man kan give en beskrivelse af disse kvadratsummer:

e Kvadratsummen pa venstre side beskriver den tolale variation
omkring additivitetshypotesen, dvs. de enkelte y; x-observationers
variation omkring den middelvacrdi der er estimeret under anta-
gelse af additivitet; da der er n observationer og der er estimeret
r + s — 1 middelveerdier, har kvadratsummen n — (r + s — 1)
frihedsgrader.

o Den fgrste kvadratsum pa hgjre side beskriver variationen inden
for grupper, dvs. de enkelte y;;,-observationers variation omkring
den middelvaerdi der er estimeret i grundmodellen (dvs. omkring
gruppegennemsnittet 7;;); da der er n observationer og rs esti-
merede gruppemiddelvardier, har kvadratsummen n —rs friheds-

grader.

¢ Den anden kvadratsum pa hgjre side beskriver vekselvirkningsva-
riationen, dvs. hvordan grundmodecllens estimerede middelvaerdi-
er varierer omkring additivitetshypotesens estimerede middelvacr-
dier; da der cr rs estimerede middelvardier i grundmodellen og
r + s — 1 estimerede middelvardier under additivitetshypotesen,
har kvadratsummen rs — (r + s — 1) frihedsgrader.

Afslutningsvis skal vi have cstimeret variansparameteren o under
additivitetshypotesen. Maksimaliseringsestimatet for o? kan bestem-
mes ud fra likelihoodfunktionen (11.17) hvor man indseetter de estime-
rede middelvardiparametre og derved stér tilbage med en funktion af
den ene variabel ¢%. Man finder at o2 cr lig residualkvadratsummen
omkring additivitetshypotesen divideret med n. I praksis benytter man
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dog det skgn der fremkommer ved at dividere residualkvadratsummen
med dens frihedsgradsantal, sa o2 estimeres altsa i praksis ved

2 _ 1 r s Ny s o )
S = n—(r+s—1)§;l§(y”" (i +7.; y--)) -

Var den teoretiske udledning af estimaterne lang, er de udregnin-
ger der i praksis skal foretages til gengeeld simple, idet man blot skal
udregne forskellige gennemsnit og en sum af kvadratiske afvigelser.

Eksempel 11.6. Kartoffeldyrkning, fortsat

I denne fortsattelse af cksemplet vil vi beskrive talmaterialet i Ta-
bel 11.5 med en normalfordelingsmodel hvor virkningerne af de to
faktorer “tilfart fosfor” og “tilfart kveelstof” indgar additivt. Vi
betegner den k-te observation i den i-te rakke og j-te sgjle yijx-
Den statistiske model er den, at y;;,-erne opfattes som observere-
de vaerdier af uafhaengige normalfordelte stokastiske variable Y
hvor

Yip ~N(E+ni+ ¢, 0%) .

Her beskriver ¢ det falles niveau, n;-erne virkningerne af tilfgrt
fosfor og (;-erne virkningerne af tilfgrt kvaelstof.

Det feelles niveau & estimeres til
J.. = 654.75;

de estimerede fosforvirkninger (raekkevirkninger) cr

?71. it ﬂ.. == "8692
Voo — oo =  13.42
Voo = Goo = 1350 ;

de estimerede kvalstofvirkninger (sgjlevirkninger) er

= —43.47
= 4347 .

?7-1 -

@

Yoo

Herudfra kan man eventuelt udregne de estimerede gruppemid-
delvardier under additivitetshypotesen, se Tabel 11.7. Det va-
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Tabel 11.7: Kartoffeldyrkning: Gruppegennemsnit (gverst) og estimerede
gruppemiddelvaerdier under additivitetshypotesen (nederst).

kvalstof

o | 1
0 530.50 605.17
:524.36 611.30
fosfor 1 624.50 711.83
624.70 711.64
9 678.83 777.67
684.78 771.72

riansskon der skal benyttes hvis additivitetshypotesen er rigtig

er
2 = 112693.5
o 36-(3+2-1)
= 3521.7
med 36 — (3 4+ 2 — 1) = 32 frihedsgrader. 0O

Test af additivitetshypotesen

Additivitetshypotesen kan som enhver statistisk hypotese testes ved
et kvotienttest. Imidlertid kan kvotientteststgrrelsen @ omskrives pa
lignende made som det skete i “Ensidet variansanalyse” (se side 214),
saledes at man som teststgrrelse far en kvotient mellem to varianser,
nemlig ‘

(11.20)

hvor s? er det tidligere fundne variansskgn (11.12) i grundmodellen,

l T s My

I (yijk - ?.‘j)z ,

1=13=1 k=1

sa =
n—rs
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og s? er den sakaldte vekselvirkningsvarians, nemlig vekselvirkningskva-
dratsummen (jf. side 229) divideret med sit frihedsgradsantal:

2 _ 1 T s TN 2
4= gy et E )

Store veerdier af F er signifikante, og nar additivitetshypotesen er rigtig,
vil F fglge en F-fordeling med (rs — (r + s — 1),n — rs) frihedsgrader.
Testsandsynligheden ¢ findes derfor som

! e = P (Frs—(r+s—1),n—rs > FObS) .

Ekse‘mpél 11.7. Karfoﬂ'eldyrkning, fortsat

. Vi kan nu teste om der er additivitet mellem fosfor og kvalstof i
.kartoffeldyrkningseksemplet. Vi har tidligere fundet at

| oo lusir
; ° "~ 36-6
= 3721.2.

Vekselvirkningsvariansen findes til

877
6—(3+2-1)
877
2
o = 438.5.

i

2
$; =

-Teststgrrelsen er dermed

2
F =32

85
438.5

3727.2
= 0.12,

‘der skal sammenlignes med F-fordelingen med (2,30) frihedsgra-
der. Tabelopslag viser at testsandsynligheden cr lidt under 90%,
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Tabel 11.8: Kartoffel-eksemplet: Variansanalyseskema nr. 1.
f star for antal frihedsgrader, SS for Sum af kvadratiske afvigelser, s? =

SS/f.

variation || S | S5 | s* | test

inden for grupper || 30 | 111817 | 3727
vekselvirkning || 2 877 | 439 |439/3727=0.12
additivitetshypotesen || 32 | 112694 | 3522

sa der er nappe nogen tvivl om at additivitetshypotesen kan god-
kendes. ,

Som forbedret skgn over den fwlles varians benyttes herefter

. 112694
o T 3-—(3+2-1)
= 3521.7

med 36 — (3 + 2 — 1) = 32 [rihedsgrader.

Man kan give en oversigt over den hidtidige del al analysen af

kartoffeleksemplet i form af et variansanalyseskema, se Tabel 11.8
O

Undertiden kan det vacre en god idé at supplere med en grafisk kon-
trol af antagelsen om additivitet, ja i de tilfelde hvor der kun er én
observation i hver gruppe kan man slet ikke udfgre det numeriske test
(da man ikke kan udregne s2-stgrrelsen) men er under alle omstaendlg—
heder henvist til en grafisk kontrol.

Hvis additivitetshypotesen er rigtig, sa geelder at de forventede veer-
dier af gruppe- , raekke- og sgjlcgennemsnitiene er'®

BY;; = {4m+G,
EY{' = £+7]ia
E?.j = {-{-(J

t6Ved udledningen af udtrykkene for EY;. ogEY.; benytter man betingelserne
(11.15) og (11.16).
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Det betyder at hvis man for et bestemt j teenker pa de r talpar
(EY;.,EY,;), (EY4.,EYy;), ... ,(EY,.,EY,;) som punkter i et koor-
dinatsystem, sa vil disse punkter ligge pa den linie som har heldning 1
og som skearer ordinataksen i ;. Nu kender vi jo ikke vardierne af
de teoretiske middelvardiparametre, men vi er henvist til de empiriske
skgn

BEY; = 7,
ﬁi' = Yie s
E?o] = y.] .

Hvis additivitetshypotesen er rigtig, sa skal man forvente at de r punk-
ter (7y.,7y1;), (F2+2F2;)»- - - » (¥r-»Jy;) ligger nogenlunde omkring en linie
med heldning 1 og som skarer ordinataksen i 7.; — 7... Dette skal
gelde for alle s forskellige j-vaerdier. — Man kan naturligvis ggre noget
tilsvarende hvor der er byttet om pa rakker og sgjler.

Signifikans af rakke- og sgjlevirkninger

Antag at additivitetshypotesen er godtaget. Det betyder, at det op-
rindelige problem hvor der var rs grupper med hver sin helt egen mid-
delvaerdiparameter p;; nu er simplificeret til en situation, hvor de rs
gruppers middelverdier hanger sammen pa cn sadan made, at der kun
indgar r + s + 1 parametre, nemlig r reekkeparametre 7;, s sgjleparame-
tre (; og et felles nivcau ¢. Middclvaerdien i den (i, j)-te gruppe er sa
£ +n;+ (;. Den aktuclle statistiske model kan derfor kortfattet resume-
res som at y;;r-crne cr observerede vardier af uathangige stokastiske
variable Y;x hvor

Yir ~ NE+ni+¢, 0% . (11.21)

ni-erne og (;-erne skal opfylde den bibetingelse at de skal summere til 0,
se (11.15) og (11.16).

Det kan nu undertiden vare af interesse at teste, om sgjlevirkningen
er signifikant, dvs. om der overhovedet er forskel pa sgjlerne. At der
ikke er forskel pa sgjlerne kan formuleres som at de s sgjleparametre (;
er ens, og da (-erne skal summere til 0 ma dc sa alle vaere 0. Hypotesen
om forsvindende sgjlevirkning, dvs. hypotesen om at der ikke er nogen
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signifikant forskel pa sgjlerne, kan derfor alt i alt. ndtrykkes som den
statistiske hypotese

Hy: ((=CG=...=(=0
eller (lidt mere informativt)
Hy : Y~ N(E+ni,0%) .

Hvis der ikke er nogen forskel pa sgjlerne sa behgver man altsa i reali-
teten kun at inddele observationerne efter ét kriterium, nemlig raekke-
kriteriet.

Maske var man mere interesseret i at underspge rekkevirkningen.
Hypotesen om forsvindende rekkevirkning kan udtrykkes som den sta-
tistiske hypotese h

H :m=m=...=973,=0
eller (lidt mere informativt)
H; @ Yie~N(E+n;, 0%
Dette svarer til at man i realiteten kun behgver at inddele observatio-

nerne efter ét kriterium, sgjle-kriteriet.

Hvis der hverken er forskel mellem raekker eller mellem sgjler, sa
kan alle Y;;c-erne antages at stamme fra en og samme normalfordeling.

Det er veerd at understrege, at det fgrst er under antagelse af den
additive model (11.21) at det overhovedet er meningsfuldt at tale om
en sgjlevirkning eller en rekkevirkning og at spgrge om den ene eller
den anden af disse er signifikante.

Estimation af parametre under H, og H;

Den likelihoodfunktion der er geeldende under den aktuelle grundmodel
(11.21) (den additive model) er

1’1(6)7]137721'"3T’raCl7<2a-"a<saaz)

som er defineret 1 (11.17) pa side 226. Nar man skal estimere parame-
trene under H, kan det derfor i princippet ske ved at maksimalisere
funktionen

i

Ll(Eanun%""nT,OaOs"'aO,UZ) )
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men man kan spare meget arbejde ved at tanke sig om en ekstra gang.
Da H; svarer til at observationerne er inddelt efter ét kriterium kan vi
uden videre benytte resultatct pa side 206, og vi far at middelverdien
& + n; estimeres ved genncmsnittet i den i-te raekke,

E¥m = ¥, (11.22)

og variansen o’ estimeres ved residualkvadratsummen divideret med
antallet af frihedsgrader,

r s Ty

S = Z Z Z (Juk )

=T 21=1k=1

Af (11.22) plus betingelsen om at n;-erne skal summere til 0 far man at
£ =79..o0g 7; =F;. — 7.., altsa npjagtig de samme estimater som under
grundmodellen (11.21).

Tilsvarende er skgnnene over middclvardiparametrene under Hj
£=Y..0g(; =Y.; — .., og variansskgnnct er

(vie = 7.5)

s T
* 2
So2 =

"t 15=1 k=1

Test af H, og H;

Hypoteserne H, og H} kan i princippet testes med et kvotienttest der
sammenligner to likelihoodvaerdier, men pa samme made som ved alle
andre de andre tests for middelvacrdihypoteser der indtil nu har vaeret
omtalt i dette kapitel, kan kvotientteststgrrelsen omskrives til en F-
teststgrrelse der sammenligner to varianser.

Fgrst omtales teststgrrelsen for H,. Som szdvanlig skal vi have
spaltet residualkvadratsummen og det tilhgrende frihedsgradsantal. Af
omskrivningen

Yiik — Yie
= (vt — @ 47— 7.)) + (75— 7-.)
far man ved at kvadrere og summere (jf. cvt. fodnote 15)

T s TNy

YUY (v -7)

1=1 j=1 k=1
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r 3 T
= Y55 (vik— @ +75-7.)°
i=1j=1k=1
T s TNy 2
1=1j3=1 k=1

Kvadratsummerne kan beskrives saledes:

¢ Kvadratsummen pa venstre side er den totale variation omkring
H;, dvs. residualkvadratsummen under H;. Da der er r parametre
der skal estimeres under H, og der i alt er n observationer, sa har
denne kvadratsum n — r frihedsgrader.

o Den forste kvadratsum pa hgjre side er residualkvadratsummen
under den aktuclle grundmodel (den additive model). Den har
n— (r + s —1) frihedsgrader.

e Den anden kvadratsum pa hgjre side beskriver sgjlevariationen,
sgjlegennemsnittenes variation omkring totalgennemsnittet. Der
er s spjler og 1 totalgennemsnit dermed s — 1 frihedsgrader. Be-
merk i gvrigt at denne kvadratsum ogsa kan skrives som

j=1

eller

i -~

2
2 nis(; -
i=1

Ved at dividere disse kvadratsummer med deres frihedsgradsantal far
vi for det fgrste variansskgnnet s3, under H,, for det andet det tidli-
gere fundne variansskgn sZ, under additivitetsmodellen der nu er den
aktuelle grundmodel, og for det tredie skgnnet over variansen mellem
sgjler

£=9Lii§@rmf
‘ =1 j=1 k=1
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Testet for hypotesen H; om ingen forskel pa sgjler gar da ud pa at
sammenligne sk¢gnnet over variansen mellem sgjler med variansskgnnet
under den aktuelle grundmodel: Man udregner

store veerdier af F' er signifikante. Man kan bevise, at nar H, er rigtig,
sa vil F fplge en F-fordeling med (s — 1,n — (r + s — 1)) frihedsgrader.
Testsandsynligheden ¢ for at fa noget mere afvigende end det faktisk
opnaede findes derfor som

e =P (Es—l.n—(rﬂ—l) > I"obs) .

Testet for hypotesen H; om ingen forskel pa rakker forlgher pa
ganske tilsvarende made. Man udregner en varians mellem rakker,
nemlig

. 1 T s TNy - _ 2

55 T_IZZZ(yi'—y“)

t=1 j=1 k=1
1 T - _\2
= T3 ;n, (y,-. - y..) .
F-teststgrrelsen er da
2
, S

g 3(2)1

og den er F-fordelt med (r —1,n — (r + s — 1)) nar hypotesen er rigtig,
hvilket betyder at testsandsynligheden £ bestemmes som

e = P (Fr—l,n—(r+3—1) > FObS) .

Det fremhaves at begge hypoteserne H, og I1; testes i forhold til
den additive model (11.21). Det skal dog tilfgjes, at der ikke er nogen
der siger at man skal teste dem begge to ~ her som i alle andre sam-
menheenge geelder, at man kun skal teste hypotescr der er fornuftige og
relevante i forhold til den pageldende faglige problemstilling.

Traditionelt plejer man at opsummere resultaterne af sin varians-
analyse i et variansanalyseskema. Tabel (11.9) er et eksempel herpa.
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Tabel 11.9: Kartoffel-eksemplet: Variansanalyseskema nr. 2.

f star for antal frihedsgrader, SS for Sum af kvadratiske afvigelser, s? =
SS/f. ‘

variation || f | SS | s? | test

inden for grupper it 30 | 111817 | 3727
vekselvirkning | 2| 877 439 | 439/3727=0.12
additivitetshypotesen || 32 [ 112694 | 3522
mellem N-niveauver | 1| 68034 | 68034 | 68034/3522=19
mellem P-niveauer || 2 | 157641 | 78820 | 78820/3522=22
omkring total-gns. || 35 | 338369

Eksempel 11.8. Kartoffeldyrkning, fortsat

Vi fandt tidligere at virkningerne af fosfor- og kvelstofggdning
kunne antages at indga additivt i udbyttebestemmelsen og at der
altsa ikke er nogen signifikant vekselvirkning mellem de to gpd-
ningsarter. Det kan sa vare af interesse at underspge, om det
overhovedet har en signifikant virkning at tilfgre dels fosfor, dels
kvalstof. ' o

For at underspge om kvalstof har en virkning testes hypotesen
H, om forsvindende kvelstofvirkning (sgjlevirkning). Variansen
mellem kvealstof-niveauer udregnes til

, 68034
2. 7 53
= 68034 .

Variansskgnnet i den additive model er tidligere fundet til s3, =
3522 med 32 frihedsgrader (jf. [.cks. Tabel 11.8). F'-teststgrrelsen
bliver dermed

2

S
Fobs = S_(z)z;
68034
T 3522

= 19,
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som skal sammenlignes med F} 3;-fordelingen. Veardien Fyo =19
er ganske utvetydigt signifikant stor, saledes at hypotesen om for-
svindende kvelstofvirkning ma forkastes, dvs. konklusionen bliver
at det har en virkning at tilfgre kvalstof.

Hvis man undersgger om der er en forsvindende fosforvirkning, sa
ma ogsa denne hypotese forkastes, dvs. det har ogsa en signifikant
virkning at tilfgre fosforgedning. Se i gvrigt Tabel 11.9. O
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Resumé 11. Tosidet variansanalyse

Situation: Der foreligger nogle observationer y som er milt p3 en
kontinuert maleskala og som er inddelt i rs grupper, celler,
ved hjelp af to kriterier, en raekkefaktor med r niveauer og en
sgjlefaktor med s niveauer. Skematisk ser det sidan ud:

" 1=1 | 7 =2 |I ] =35 l
i =1 Yuk , Yi2k Yisk »
k=1,...,n11 k=1,...,n12 T k=1,...,n1,
i =9 Y21k Y22k Yask »
k=1,...,n2 k=1,...,n22 T k=1,...,n2,
A i=r Yr1k Yr2k » Yrsk »
k=1,...n k=1,...np2 e k=1,...,n,

I den (7, j)-te celle er der n;; observationer, og den k-te af disse
betegnes y;;r. Det totale antal observationer er n. QObservati-
onsantallene skal opfylde betingelsen

NieTlej

ng = —2
J 3
n

hvor n;. = 37, n;; og n.; = 3", ny;.
Model: Det antages at y,;.-erne er observerede vardier af uathaen-
[:4 Yij
gige normalfordelte stokastiske variable Y;;y, siledes at

. 2
Yijp ~ N(ij,o%),

hvor j;,-erne og o er ukendte parametre. De rs middelvaer-

. diparametre y,; beskriver den systematiske variation mellem de

rs grupper, og variansparameteren a2 (samt normalfordelingen)
beskriver den tilfeldige variation inden for grupper.

2

Estimation: Middelvaerdiparameteren u;; estimeres ved gennem-
snittet af observationerne i den (7, 7)-te celle:

gy

fi; = '—ZJUk

Nij k=1
Variansparameteren o2 estimeres ved residualkvadratsummen
divideret med antal frihedsgrader dvs. ved

s Ny

e YOS (e - 75)°

TL—TSI 17=1k=1
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Modelkontrol: Hvis der er tilstraekkelig mange observationer i grup-
perne kan man for hver gruppe tegne et histogram (samt den
fittede normalfordelingtathed) og/eller et fraktildiagram (samt
den rette linie svarende til den fittede normalfordeling).

Antagelsen om varianshomogenitet kan eventuelt testes med
Bartlett’s test for varianshomogenitet.

Additivitetshypotesen: Man gnsker at teste hypotesen
Hy @ pij=€6+n+G
eller
Hy @ Y ~N(E+ni+ ¢, 0%
om additivitet mellem raekke- og sgjlevirkninger, hvor

e parameteren ¢ beskriver det falles niveau.

e raekkeparametrene n,,7,,...,7, beskriver de enkelte rak-
kers afvigelser fra det falles niveau. Der et bind p3 dem,

nemlig at Zn;.ni = 0.
=1
e sgjleparametrene (;,(s,...,(, beskriver de enkelte sgjlers
afvigelser fra det falles niveau. Der er et band p3 dem,

nemlig at ¥ n.;(; = 0.

J=1
Estimater under H;: Under antagelse af additivitetshypotesen
gaelder

o Det fzlles niveau estimeres ved det totale gennemsnit:
¢ = 7.

o Rakkeparametrene estimeres ved differensen mellem raek-
kegennemsnittene og totalgennemsnittet:

ﬁ;‘ = 371'.—'?...

o Sgjleparametrene estimeres ved differensen mellem sgijle-
gennemsnittene og totalgennemsnittet:

G = 7.,;—Y...
o Estimatet over middelvaerdien i celle (7, j) bliver dermed

E4Ti+ G = Gt Goy — 7o -
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e Variansparameteren o2 estimeres ved residualkvadratsum-

men divideret med sit antal frihedsgrader, dvs. ved s2, =

1 r s Ny B _ 9 )
n—(r+s—1) ;;;(yuk (yi'+y-j"y..)) .

Teststgrrelse: Udregn '\iekselvirkningsvariansen 82 =

1 s ™ ,
rs — (7- +s— ;]z;kz:l (ylj yt + . o y..)) . Som

teststgrrelse for addltlwtetshypotesen benyttes

(S

8

2
53

dvs. forholdet mellem vekselvirkningsvariansen og grundmodel-
lens variansskgn. — Store vaerdier af F' er signifikante.

Testsandsynlighed: Testsandsynligheden ¢ er sandsynligheden for
at fa en stgrre F-vaerdi end den observerede 1 F-fordelingen
med s — (r + s — 1) og n — rs frihedsgrader, dvs.

e = P (Frs—(r+s—l).n—rs > FObS) .

Testet kan kun udfgres hvis frihedsgradsantallene er stgrre
end 0.

Grafisk kontrol af additivitetshypotesen: Man kan supplere det
numeriske test med et grafisk test. | et koordinatsystem afsaet-
tes for hvert j punkterne (7,.,%;;), (Fo0,T25)s -0 (Tper Urj)-
Hvis additivitetshypotesen er rigtig skal disse punkter fordele sig
nogenlunde tilfeldigt omkring en linie med haldning 1. — Man
kan ggre noget tilsvarende med rakker og sgjler ombyttet.
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Hvis der er additivitet kan man undersgge om der er en signifikant
rakkevirkning og/eller en signifikant sgjlevirkning.

Test for sgjlevirkninger.
o Hypotesen der testes er hypotesen

2 G =6=...=(=0

om at der ikke er signifikant forskel p3 de s sgjler.
o Teststgrrelsen er forholdet

S

N

F =

on
—

S

mellem skgnnet over variansen mellem sgjler s2 og den
aktuelle models variansskgn s2,. Her er

Zn (7 -7) -

— Store vardier af F er signifikante.

s—l

o Testsandsynligheden ¢ findes let ved hjelp af F'-
fordelingen med frihedsgrader s—1 og n—(r+s—1):

£ = P(I;‘s—-l,n-(r+s—l) > Fobs) .

Test for raekkevirkninger.
e Hypotesen der testes er hypotesen

H :m=npn=...=73,=0

om at der ikke er signifikant forskel pa de r raekker.
o Teststgrrelsen er forholdet

n2
F = %2

301

mellem skgnnet over variansen mellem raekker s3° og
den aktuelle models variansskgn s3,. Her er

Zn. 7 -7..)" .

~ Store vardier af F er signifikante.

r—l
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o Testsandsynligheden ¢ findes let ved hjelp af F-
fordelingen med frihedsgrader r—1 og n — (r+s—1):

e = P(Frotinepreamt) > Fobs) -

11.5 Tostikprgveproblemer i normalfor-
delingen

De metoder der benyttes for at sammenligne k grupper kan naturligvis
ogsd benyttes nar k = 2, men der cr tradition for at man aligevel giver
cn sarlig omtale af dette specialtilfclde. Det haenger sammen med at
tostikprgve-metoderne kan udformes pa en sarlig enkel made, og med
at man tit har brug for at sammenligne netop to stikprgver.

Tidligere i dette kapitel har vi diskuteret to forskellige slags modeller
til sammenligning af normalfordeltc obscrvationer, nemlig dels ensidet,
dels tosidet variansanalyse, svarende til at observationerne var gruppe-
ret efter et eller to kriterier. Hver af disse modeller kan specialiseres
til at handle omn en tostikprgvesituation, nemlig henholdsvis tostikprg-
veproblemet med uparrede observationer og tostikprgveproblemet med
parrede observationer.

Tostikprgveproblemet med uparrede observatio-
ner

Situationen er den at man har to grupper af “individer” og pa hvert

individ har man malt vardicn afl en bestemt variabel Y. Individerne
i den ene gruppe hgrer ikke sammen med dem i den anden gruppe pa
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nogen made, de er uparrede. Der behgver heller ikke at vare lige mange
observationer i de to grupper. Skematisk ser situationen sadan ud

gruppe | observationer
1 Yyu Yz ... Y13 .- Yiny
2 Y1 Y22 ... Y25 ... Yom,

Her betegner y;; observation nr. j i gruppe nr. ¢, 72 = 1, 2. Grupperne
har henholdsvis n, og n; observationer. Vi vil ga ud fra, at forskellen
mellem observationer inden for en gruppe er tilfzeldig, hvorimod der
er en systematisk forskel pa to de grupper. I den statistiske model
gar vi ud fra at y;;-erne er observerede vaerdier af uafhangige stokasti-
ske variable Y;;, som er normalfordelte med samme varians o2 og med
middclvardier henholdsvis p, og jiq, kort

Yi; ~ N, o?)
Voj ~ N(nz,0%).

P4 denne made beskriver de to middelveaerdiparametre y; og p, den
systematiske variation, dvs. de to gruppers niveauer, medens varians-
parameteren o2 (samt normalfordelingen) beskriver den tilfeldige va-
riation, der altsa er den samme i begge grupper (denne antagelse kan
man eventuelt teste, jf. side 210). Alt i alt er det altsa blot det ge-
nerelle k-stikprgveproblem fra side 204, og de tidligere resultater kan
uden videre overfgres til den foreliggende situation:

De to ukendte middelvaerdiparametre cstimeres ved de tilsvarende
gruppegennemsnit y; og ¥,, og variansparameteren o? estimeres ved

1 2 nyg
sq = Y Y (i —w)?
n-— 2 i=1j3=1
= (B -7+ Sl -
- ny + No — 2 = Y1 Y = Y2; Y, 3

der har n — 2 = n; + ny — 2 frihedsgrader.

For at vurdere om der er en signifikant forskel pa de to gruppers
middelvardier testes den statistiske hypotese

Hy : 1y =pa.




PROBLEMER : 247

Nar hypotesen Hy er riglig estimeres den faelles vaerdi af middelvaerdi-
parameteren ved det totale gennemsnit

- n +n2—-2 (Zy1]+2yz,) ’

og variansparameteren o2 ved

'9(2)1 = ZZ Yij —

med n — 1 {rihedsgrader.

Hypotesen kan testes med F-teststgrrelsen'”

F o= %
50
it (11 9)), hvor
2 I & e
$y = 5_—122(?/,-—?/)
i=] ;=1

Der geelder at

Y, + N2,
ny -+ Ny

og indsattes dette i udtrykket for s2 fas let at

= = \2
2 _ (Y, —72)
ST = Tr i

ny ny

saledes at [-teststgrrelsen ogsa kan skrives som

"med 1 og n — 2 frihedsgrader.
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2
— f.U-l _.7/-2
G+ )
ny n2
= 1,
hvor
yl "yz

14 1) ,2
(nl +n2)30

er forholdet mellem differensen mellem de to middelveaerdiskgn (telle-
ren) og og skennet over standardafvigelsen pa denne differens (navne-
ren).

Man plcjer at benytte ¢ og ikke F' som teststgrrelse, fordi ¢ er mere
umiddelbart forstaelig. Selve testet bliver naturligvis det samme; vi
skal altid forkaste nar kvoticntteststgrrelsen @ er ekstremt lille, og tid-
ligere fandt vi at @ er lille netop nar F er stor, og da F' = t? betyder
det at @ er lille netop nar [t| er stor. Testsandsynligheden, dvs. sand-
synligheden (under forudsztning af /1) for at fa et set observationer
der harmonerer darligere med Hy end de foreliggende observationer gor,
skal derfor bestemmes som

e = Po(|t|> ltobsl)
= Po (t,> ltops] eller t < _ltobsl) .

En vasentlig del af begrundelsen for at benytte denne ¢-teststgrrelse er,
at det kan bevises, at nar hypotesen er rigtig sa vil ¢ fglge den sakaldte
t-fordeling med f = n — 2 frihedsgrader'®. Testsandsynligheden ¢ kan
derfor uden besveer findes ved hjalp af tabeller over ¢-fordelingen som!?

e = 2xP (tn_g > Itobsl) .

1Bnemlig det antal frihedsgrader som variansskgnnet i nzvneren har.

19Dette test er tosidet fordi de ekstreme t-veerdier er pa begge sider af 0, og det
er det man som oftest bruger. Men en sjzlden gang er man i en situation hvor
man er aldeles sikker pa, at hvis ikke gy = po sa er (lad os sige) uy < pa, den
modsatte ulighed er utankelig, og i sa fald vil man kun forkaste Hy hvis t er langt
fra 0 og negativ. Man foretager da ct ensidel test og udregner testsandsynligheden
som P(t,_q < o).
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Eksempel 11.9. C-vitamin

C-vitamin (ascorbinsyre) er et veldefineret kemisk stof som man
sagtens kan fremstille i laboratoriet (og i industrien), og man kan
jo i sin naivitet forestille sig at virkningen af det “kunstige” C-
vitamin i den menneskelige organisme er preacis lige sa god som
virkningen af det i naturen forekommende. For at undersgge om
det nu ogsa forholder sig sadan har man foretaget et eksperiment,
godt nok ikke med mennesker men med marsvin (sma gnavere).

Man delte 20 nogenlunde ens marsvin op i to grupper, hvoraf
den ene fik appelsinsaft, den anden cn tilsvarende mangde “kun-
stigt” C-vitamin. Efter seks uger med dennce hehandling malte
man laengden afl fortiendernes odontoblaster (som er det tand-
bensdannende vaev). Man fik da disse resultater (i hver gruppe
er observationerne ordnet efter stgrrelse):

82 94 96 9.7

appelsinsaft: 100 145 152 16.1
176 215

42 52 58 64

kunstig C-vit.: 70 73 101 112
11.3 115

Man kan fastsla at der ma veare tale om et tostikprgveproblem
* af en slags. Karakteren af obscrvationerne ggr det ikke urimeligt
at forspge sig med en normalfordelingmodel af en slags, og det
er alt i alt nerliggende at sige at der er tale om et “tostikprp-
veproblem med uparrede normalfordelte observationer”. Vi vil
analyserc observationerne ved brug af denne model.

Der udregnes forskellige stgrrelser der er gengivet | Tabel 11.10.
Den model vi vil benytte forudsatter at de to grupper har samme
varians. Det kan man jo eventuelt teste (jf. side 210) ved at
udregne varianskvotienten '

2
R Sappelsinsaft
st .
kunstigt
19.69
7.66
= 3.0.
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Tabel 11.10: C-vitamin-eksemplet: nogle beregnede stgrrelser.

n star for antal observationer y, S for Sum af y-er, 7 for gennemsnit af
y-er, f for antal frihedsgrader, SS for Sum af kvadratiske afvigelser (‘Sum
of Squared deviations'), og s? for variansskgn (SS/f).

gruppe H n S - ] l f SS s?
appelsinsaft | 10 131.8 13.18 | 9 177.236 19.69
kunstigt C-vit. | 10 80.0 800| 9 68.960 7.66

sum 20 211.8 18 246.196
gennemsnit 10.59 13.68

Denne verdi skal sammenholdes med I’-fordelingen med (9,9) fri-
hedsgrader i et tosidet test. Tabelopslag afslprer at 95%-fraktilen
er 3.18 og 97.5%-fraktilen 4.03. Der er derfor mellem 5 og 10
procents chance for at fa en varre R-veaerdi selv om hypotesen
er rigtig, og pa dette grundlag vil vi ikke afvise antagelsen om
varianshomogenitet. Som skgn over den falles vardi af varians-
parameteren har vi s} = 13.68 med 18 frihedsgrader.

Vi kan nu ga over til det egentlige, nemlig at teste om der er en
signifikant forskel pa to gruppers niveauer. t-teststgrrelsen er

, _ _ 131880
\/(,‘—0+1‘—0) 13.68
518
© 165
= 3.3,

og den skal sammenholdes med t-fordelingen med 18 frihedsgra-
der. I denne fordeling er 99.5%-fraktilen 2.878, hvoraf vi kan
slutte at der er mindre end 1% chance for at fi en vardi nume-
risk stgrre end den foreliggende vacrdi t .y, = 3.13. Konklusionen
bliver derfor, at der er en klart signifikant forskel pa de to grupper.
Som det ses af tallene bestar forskellen i, at den “kunstige” grup-
pe har mindre odontoblast-vackst end appelsin-gruppen. Kunstigt
C-vitamin synes altsa ikke at virke sa godt som det naturlige. O
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Tostikprgveproblemet med parrede observationer

Hvor vi i forrige afsnit havde at ggre med observationer der blot var
inddelt i to grupper efter ét kriterium, sa er situationen nu at obser-
vationerne hgrer sammen pa to ledder: dels hgrer hver observation til
en af to mulige grupper, dels hgrer observationerne sammen to og to:
de er parrede. Typiske eksempler er malinger pa nogle forsggsdyr (el-
ler -personer) af en bestemt variabel fgr og efter en behandling; de to
grupper bestar sa hhv. af malingerne fgr og malingerne efter, og ob-
servationerne er parrede idet man véd hvilke malinger der stammer fra
hvilke individer.

Vi viser siluationen skematisk:

gruppe nr.
1 2
parnr. 1 yin ¥z

par nr. 2 | yn Y22

par nr. ¢ [ ¥ Yi2

par nr. v | Y1 Y2

Med andre ord er der r observationspar, og det i-te par bestar af y;; og
Yiz-

Ved opbygningen af cn statistisk model bgr man naturligvis ud-
nytte den information der ligger i at vi véd hvilke obscrvationer der
hgrer sammen. Man kan sige at der sadan set er tale om ¢t “tosidet
variansanalyse-cksempel” med to sgjler og med én observation i hver
celle. Vi vil derfor benytte en model hvor der er additivitet mellem par-
virkning og gruppe-virkning? (der typisk er en behandlings-virkning).
Den statistiske model kan derfor komme til at se sadan ud:

Observationerne y;; antages at vicre observerede veerdier af uafheen-
gige normalfordelte stokastiske variable Y;;, hvor (jf. (11.14) side 224)

Y ~ N+n+¢,0). (11.23)

*Man kan ikke feste additivitetshypotesen med det numeriske test (11.20) side
231, fordi nar der kun er én observation i hiver celle kan man ikke udregne varians-
skgnnet s3.
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Her beskriver parameteren £ det generelle niveau for observationerne,
par-parametrene 7y,%2,...,%, (der summerer til 0) beskriver hvordan
de enkelte pars niveauer afviger fra det falles niveau £, og gruppe-
parametrene (; og (; (der ligeledes summerer til 0) beskriver virkningen
af at tilhgre den ene eller den anden gruppe. Da (; og {; summerer
til 0 kunne man finde pd at kalde dem hhv. —18 og 16, for pa den
made kommer 6 til at betyde differensen mellem gruppe 2’s og gruppe
1’s virkning.

Det der er interessant er, om der er en signifikant forskel pa de to
grupper, nar vi har taget hgjde for en eventuel forskel mellem par, og
det er pracis det samme som at spgrge om § er forskellig fra 0 i den
just formulerede model. I den tosidede variansanalyses sprogbrug er det
det samme som at spgrge om der ikke er nogen sgjlevirkning. Man kan
derfor give sig til at teste hypotesen ff; om forsvindende sgjlevirkning.

Laseren kan nu som en gvelse give sig til at finde ud af, hvordan
testet tager sig ud i specialtilfeeldet med s = 2. - Vi afslgrer straks
svaret, som er uhyre simpelt:

For hvert par skal man danne differensen d; = y;, —y;;. Hvis
y-erne kan beskrives ved den pastacde model, sa er d-erne
uathangige observationer fra AM'(§, 202). Man skal betrag-
te d-erne som udggrende et “enstikprgveproblem i normal-
fordelingen” og 1 dette enstikprgveproblem teste hypotesen
6 = 0 med det saedvanlige t-test (Resumé 8). Dette er prae-
cis det samme som at teste hypotesen H; med F-testet?!.

Grunden til at det forholder sig sadan er, at nar Y;; har middelvaerdi
&+ n; + (; og varians 02, og Y, har middelvaerdi ¢ + n; + (; og varians
o?, sd har Y, — Yy middelveerdi (€ +n;+C) ~ (E+mi+() === 6
og varians o2 + 0% = 202,

Eksempel 11.10. Sovemidler

Det kemiske stof hyoscyamin hydrobromid kan anvendes som so-
vemiddel. Stoffet findes imidlertid i to udgaver, d-hyoscyamin

2lidet t2 = F.
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Tabel 11.11: Antal ekstra sgvntimer ved behandling med hyoscyamin
hydrobromid. '

person nr. dextro- laevo-

1 0.7 1.9
2 -1.6 0.8
3 -0.2 11
4 -1.2 0.1
5 -0.1 -0.1
6 34 44
7 3.7 5.5
8 0.8 1.6
9 0.0 4.6
10 2.0 3.4

hydrobromid og I-hyoscyamin hydrobromid *2, og man er interes-
seret i at finde ud af om de to udgaver er lige gode eller ej. Derfor
har man udfprt en forspgsrazkke, hvor man pa 10 forsggspersoner
har bestemt stoffernes spvnforlaengende virkning. | Tabel 11.11
er vist det gennemsnitlige antal ekstra spvntimer pr. nat for hver
person, dels ved behandling med d-udgaven, dels ved behandling
med l-udgaven af stoffet.

Da der er tale om at man pa nogle forspgspersoner har malt ef-
fekten af forst en, sa en anden behandling, vil det vaere neerlig-
gende at spge at analysere talmaterialet ved hjzlp af en model af
typen “tostikprgveproblem med parrede observationer”. Derfor
bestemmes differenserne mellem virkningerne af laevo- og dextro-
udgaven af stoffet, se Tabel 11.12.

Vi vil opfatte tallene i Tabel 11.12 som et “enstikproveproblem
i normalfordelingen”, og spprgsmalet om de to stoffer virker lige
godt kan da praciseres til spgrgsmalet om tallenes middelveerdi
er signifikant forskellig fra 0. Dette kan testes som en statistisk
hypotese.

Gennemsnittet af differenserne i tabellen er d = 1.58 timer, og

22] = laevo = venstre, d = dextro = hgjre (angiver til hvilken side stoffet afbgjer

polariseret lys)
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Tabel 11.12: Differenser mellem |- og d-hyoscyamin hydrobromids sgvn-
forlengende virkning.

person nr. differens (timer)
1.2
24
1.3
1.3
0.0
1.0
1.8
0.8
4.6
1.4

O WO OO~ & WN =

[oy

skgnnet over variansen pa differenserne er s> = 1.51 timer? (med
9 frihedsgrader), svarende til at den estimerede standardafvigel-
se er s = 1.23 timer. Den estimerede standardafvigelse pa gen-
nemsnittet er dermed \/.92/n = \/1.51/10 timer = 0.39 timer.
t-teststgrrelsen er da

d-0

Vst/n

1.58 timer
0.39 timer
= 4.06.

it =

I t-fordelingen med 9 frihedsgrader er 99.5%-fraktilen 3.25 og
99.9%-fraktilen 4.29, si testsandsynligheden ligger et sted mel-
lem 0.2% og 1%. Der er siledes ganske klart signifikans, dvs. de
to stoffer virker signifikant forskelligt (og som man ser er I-stoffet
det mest virksomme).

L J

Dette var sa et eksempel pa et tostikprgveproblem med parrede
observationer, men hvad var der sket hvis man af vanvare var
kommet til at analysere det som om der var uparrede observatio- |
ner? |
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Den t-stgrrelse man sa ville udregne var en anden. Telleren var
den samme, fordi differensen mellem gennemsnitienc cr lig gen-
nemsnittet af differenserne. Det variansskgn der skulle benyttes
i navneren er skpnnet over den felles varians i de to grupper,
hvilket udregnes til s2 = 3.605 timer® med 18 frihedsgrader, og
teststgrrelsen ville derfor blive

;- 1.58 timer
\/(fa + %) 3.605 timer
_ 1.58
o 0.85
= 1.86.

Denne gang ville vi {3 18 frihedsgrader i t-fordelingen, og det vil
sige at 95%-fraktilen er 1.73 og 97.5%-fraktilen 2.10. Der ville
altsa vaere et sted mellem 5% og 10% chance for at fa en mere
ekstrem t-stgrrelse end 1.86, og man vil derfor almindeligvis sige
at tops = 1.86 ikke er signifikant stor. Dette test ville siledes ikke
vise nogen signifikant forskel pa de to stoffer.

Grunden til at de to analyser giver forskellige resultater er, at der
er en temmelig stor forskel pa forspgspersonerne:

o I den fprst benyttede model (parrede observationer) er der
personparametrene 1y,72,...,Mo til at beskrive denne for-
skel 2, for si vidt der ikke er nogen vekselvirkning mellem
sovemidler og personer. Prisen man betaler for at have en
parameter for hver person er at variansskgnnet kun far 9
frihedsgrader.

o I den anden model (uparrede obscrvationer) skal al variatio-
nen mellem personer beskrives af variansparameteren (fordi
forskellen mellem personer i denne omgang udelukkende an-
ses for tilfeldig), og til gengald far variansskgnnet hele 18
frihedsgrader. - PPa den anden side betyder det, at hvis der
er stor forskel mellem personer, sa bliver variansskgnnet ogsa
stort.

23Selv om personparametrene tilsyneladende forsvinder ud af analysen, sa har de
gjort deres gavn.
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Datamaterialet til dette eksempel er meget bergmt (blandt stati-
stikere), fordi det blev benyttet til et illustrativt eksempel i dén
artikel’* hvor t-testet (i enstikprgveproblemet) blev introduceret.
Artiklen er skrevet af t-testets opfinder og en af den statistiske
videnskabs grundlaggere W.S. Gosset, som arbejdede som bio-
metriker ved Guinness-bryggerierne, og som benyttede ‘Student’
som sit nom de plume. . a

#‘Student’ (1908). The Probable Error of a Mean. Biometrika 6, 1 - 25.
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Resumé 12. Tostikprgveproblemet i normalfordelingen, uparrede
observationer

Situation: Der foreligger nogle observationer y som er malt pa en
kontinuert maleskala og som er inddelt i to grupper:

gruppe | observationer
1 Yu Y2 .- Yy -0 Yimy
2 Ya Y22 oo Y23 .- Y2n,
Her betegner y;; observation nr. j i gruppe nr. z, ¢z = 1, 2.

Grupperne har henholdsvis n, og n, observationer.

Model: Det antages at y;;-erne er observerede vaerdier af uafthaen-
gige stokastiske variable Y;;, som er normalfordelte med samme
varians o2 og med middelvaerdier henholdsvis y; og 2, kort

)/lj ~ N(ﬂlad2).
YQj ~ N(H2»02)-

Her beskriver de to middelvaerdiparametre u; og p» den syste-
matiske variation, dvs. de to gruppers niveauer, medens vari-
ansparameteren o (samt af normalfordelingen) beskriver den
tilfeeldige variation.

Estimation: Middelvaerdiparametrene p; og o estimeres ved de til-
svarende gruppegennemsnit 3, og 7,.
Variansparameteren o2 estimeres ved

1

n na
sg = ———— (Z(yu =55+ D (v — .772)2) :

ny + _n2 - 2 1=1 1=1

med n — 2 = ny + ny, — 2 frihedsgrader.

Modelkontrol: Huvis der er tilstrakkelig mange observationer i grup-
perne kan man for hver gruppe tegne et histogram (samt den
fittede normalfordelingtaethed) og/eller et fraktildiagram (samt
den rette linie svarende til den fittede normalfordeling).

Antagelsen om varianshomogenitet kan eventuelt testes med
Bartlett’s test for varianshomogenitet (tilfaldet k = 2).

Hypotese: Man gnsker at teste den statistiske hypotese
Ho : 1y = 10

om at de to grupper har samme middelvaerdiparameter.
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Teststgrrelse: Som teststgrrelse benyttes
| = Y=Y

1 13 .2

(m+%)s

Store vaerdier af |t| er signifikante.

'Testsandsyn;lighed: Testsandsynligheden ¢ bestemmes som sand-

synhgheden for at fd en vardi uden for intervallet med ende- -

punkter —1,pc 0g 1,1, | t-fordelingen med n — 2 frihedsgrader,
e = 2x P(t,,_2 > |t0bs|) .

Konklusion: Hvis ¢ er meget lille, s3 er der en signifikant forskel

‘ mellem de to grupper, dvs. hypotesen forkastes. Hvis ¢ ikke er
meget lille, kan man ikke p3 det foreliggende grundlag forkaste
hyptesen.
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Resumé 13. Tostikprgveproblemet i normalfordelingen, parrede
~ observationer

Situation: Der foreligger r par af vathaengige observationer y som
er malt pd en kontinuert maileskala. Parrene er inddelt i to

grupper: :
gruppe nr.
1 2
parnr. 1 | yn  ¥i2
parnr. 2 [y Y2
parnr. ¢ | ¥ Y2
parnr. v | Yoy Yro
Model:

A. Det antages at y,;-erne er observerede vaerdier af uafhan-
gige normalfordelte stokastiske variable Y;;, hvor

Yi ~ N(+mn—16,0%)
Yo ~ N(E+m+16,0%).

Her beskrniver middelvaerdiparametrene £, 71, 7,,...,7, og
§ den systematiske variation: £ er det generelle niveau,
M,7M2,- -7, (der summerer til 0) er de enkelte pars afvi-
gelser fra det generelle niveau, og é er differensen mellem
andet og fgrste element i et par. Den tilfeldige variation
beskrives af variansparameteren 0% (samt af normalforde-
lingen).

B. Faktisk behgver man kun at antage fglgende mere generelle
model: Det antages at yi;-erne er observerede veerdier af
stokastiske variable Y;; med den egenskab at differenserne
Y2 — Yi; er uathaengige identisk normalfordelte:

Yo=Ya ~ N(6,0%),

hvor § og o} er ukendte parametre.
Der gelder at Model A medfgrer Model B, og i givet fald
er oh = 20%.
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Estimation: Kald differensen mellem elementerne i par nr. ¢ for d;:
di = ya2—ya

Parameteren § estimeres ved gennemsnittet af differenserne eller
differensen af gennemsnittet:

-~

b = 2~ W

& =

Variansparameteren o} i Model B estimeres ved

& = 5 (4 -3)

T—1i=l

med r —1 frihedsgrader. (Variansparameteren 0% estimeres ved
355-)

Modelkontrol: For at checke om differenserne er normalfordel-
te kan man (hvis r er tilstreekkelig stor) over differenserne
dy,dy,...,d, tegne et histogram (samt den fittede normalfor-
delingtathed) og/eller et fraktildiagram (samt den rette linie
svarende til den fittede normalfordeling).

Hypotese: Man gnsker at teste den statistiske hypotese
Hy : 6=0
om at der ikke er nogen signifikant forskel mellem de to ele-
menter i et par.

Teststgrrelse: Som teststgrrelse benyttes

d

NE Yk '

Store vaerdier af |t| er signifikante.

it =

Testsandsynlighed: Testsandsynligheden ¢ bestemmes som sand-
synligheden for at fa en vaerdi uden for intervallet med ende-
punkter —t pc 08 tohs | t-fordelingen med r — 1 frihedsgrader,

e = 2% P (Lo > ltongl) -

Konklusion: Hvis ¢ er meget lille, s3 er der en signifikant forskel
mellem de to grupper, dvs. hypotesen forkastes. Hvis ¢ ikke er
meget lille, kan man ikke pa det foreliggende grundlag forkaste
hyptesen.




Kapitel 12

Regressionsanalyse af
normalfordelte observatloner

Kunsten ved at opbygge en statistisk model for et datamateriale be-
star blandt andet i at fa indbygget den rette maengde information om
forspgsomstendighederne i modellen. Hvis modellen indeholder for lidt
~ information om forsggsomstendighederne kan resultatet blive, at for
megen variation skal beskrives som tilfaldig, saledes at modellens be-
skrivelsesevne ikke er sa god som den kunne blive!. Omvendt bgr man
heller ikke indbygge for megen struktur i modellen - i sidste ende kunne
man jo s& opna et perfekt fit - for en af pointerne ved statistiske mo-
deller er, at det der alligevel ikke er signifikant skal man ikke modellere
pa anden made end ved at putte det ind under “tilfzeldig variation”.

Kapitel 11 handler om nogle typer modeller, variansanalysemodel-
ler, hvor forspgsomstandighederne bestar i at en eller to faktorer? har
varieret mellem et mindre antal niveauer - derved kan man tage hensyn
til kvalitative stgrrelser ved opbygningen af modeller for kontinuerte (og
kvantitative) variable.

I det fglgende skal vi beskeftige os med en type modeller der kan
anvendes, nar man pa hvert af nogle “individer” har malt veerdien af
en bestemt kontinuert variabel y og desforuden har registreret veerdien
af forskellige kvantitative storrelser 4, 2, . .., ,.

TEksempel 11.10 giver et eksempel herpa.
2En faktor er en kvalitativ storrelse der benyttes til at definere grupper udfra.

261
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REGRESSIONS-

Man har forskellige betegnelser for hhv. y og z1,%2,...,z,, beteg-

nelser der antyder noget af hvad meningen er:

y kaldes | zy,z5,...,2, kaldes
responsvariabel

den modellerede variabel | baggrundsvariable
den afheengige variabel | de uathangige variable
den forklarede variabel | de forklarende variable

Vi kan skitsere forskellige typer af eksempler for at antyde hvordan

baggrundsvariable kan komme ind i billedet.

1. Laegen observerer den tid y som patienten overlever efter at veere

blevet behandlet for sygdommen, men legen har ogsa registre-
ret en mangde baggrundsoplysninger om patienten, sa som kgn,
alder, vaegt, detaljer om sygdommen osv. Nogle af baggrunds-
oplysningerne kan maske indeholde information om hvor lenge
patienten kan forventes at overleve.

I en reekke nogenlunde ens i-lande har man bestemt mal for lun-
gekraeftforekomst, cigaretforbrug og forbrug af fossilt braendstof,
altsammen pr. indbygger. Man kan da udnavne “lungekraftfo-
rekomst” til y-variabel og spge at “forklare” den ved hjalp af de
to andre variable, der sa far rollen som forklarende variable.

Man gnsker at undersgge et bestemt stofs giftighed. Derfor giver
man det i forskellige koncentrationer til nogle grupper af forsggs-
dyr og ser hvor mange af dyrene der dgr. Her er koncentrationen
z en uafheengig variabel som eksperimentator bestemmer vardien
af, og antallet y af dgde er den afhangige variabel.

En statistisk model i den slags situationer skal blandt andet

o udtrykke middelvaerdien af y-variablen som en simpel og “pan”

funktion af z-variablene, og

o angive hvilken sandsynlighedsfordeling der skal beskrive y-ernes

tilfeeldige variation.

Dette kapitel beskeftiger sig fortrinsvis med modeller hvor den tilfzl-
dige variation beskrives af en normalfordeling og hvor middelveerdien
er en lineawr funkiion af e-variablene. Den slags modeller kan gencerelt,
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formuleres pa fglgende made: For hvert individ 7 (= 1,2...,n) forelig-
ger der dels en maling af en stgrrelse y (pa en kontinuert méleskala),
dels verdier af p baggrundsvariable ,,z,,...,z,. For hvert : har man
altsa de p+ 1 tal ]

' Yis Ti1, Tizy- -« Tik

hvor y; betegner den veerdi af y der er malt pa det :-te individ og x;

betegner veerdien af den j-te baggrundsvaribel hos individ nr. ¢. Mo-

dellen er da, at tallene yy,¥s,.--,y, opfattes som observerede vardier
af uafheengige normalfordelte stokastiske variable Y1,Y3,...,Y,, hvor

Yi ~ N(Bo+ ). iiB;, 0°)

J=1
= N(Bo+zaP + B+ ...+ Titfp, 0%) .

Her er koefficienterne By, 81, B2, . - ., Bp ukendte parametre der fastlaeg-
ger hvordan middelveerdien bestemmes kvantitativt ud fra baggrunds-
variablene, og variansparameteren o2 beskriver den tilfeeldige variation

omkring middelvardien.

Den formulerede model omtales nzrmere i afsnittet om multipel
lineer regressionsanalyse, men vi skal forst og fremmest undersgge det

vigtige specialtilfzlde simpel lineer regressionsanalyse, hvor der kun er

én baggrundsvariabel.

"Under alle omstandigheder er der tale om lineer regressionsanalyse,
hvilket betyder at baggrundsvariablene indgar lineert® i udtrykket for
middelveerdien. Det giver selviglgelig en vis begraensning i, hvor ge-
nerelle man kan lave denne type modeller, men pa den anden side kan
man vzlge baggrundsvariablene helt frit, og det er ogsa tilladt at danne
nye baggrundsvariable ud fra gamle®.

3eller rettere: affint
‘Hvis man f.eks. har én “naturligt givet” baggrundsvariabel t som er en naermere
fastlagt tidsstgrrelse, kan man evt. indfgre en ny baggrundsvariabel 2, siledes at
"man alt i alt far den lineacre regressionsmodel EY; = o + Bt + Bat2.
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12.1 Simpel linezer regressionsanalyse

Dette afsnit handler om situationer hvor der foreligger et antal talpar
(z,y) - typisk stammer hvert talpar fra et bestemt “individ” - og hvor
man gnsker at opstille en statistisk model for y-erne. Med andre ord er
det y-erne der skal antages at veere observerede vardier af stokastiske
variable; den rolle z har er, at middelveerdien af Y kan veere en funktion _ _
af . Skematisk ser det sadan ud:

observation | baggrundsvariabel
hn Iy
Y2 T2 (12.1)
Yn Iy

Der cr n talpar, og parret hgrende til “individ” nr. z betegnes (zy, ;).
Vi formulerer en statistisk for y-ernc pa fglgende made:

® Y1,Y2,...,Yn er observerede vardier af stokastiske variable
}/11 }/21 Tty Yn'

e De stokastiske variable Y1, Y5, ..., Y, er uafthaengige og normalfor-

delte med samme varians o?.

® 2,%2,...,T, betragtes som faste tal - de er altsa tkke (i denne
model) observerede vardier af stokastiske variable.

e Middelverdien af Y-erne afhenger linezrt® af z-erne, saledes at
forsta at der findes to parametre a og § sa

EY;, = a+ fBz;
for alle 1.
Denne model plejer man at skrive kortfattet som
EY; = a+ Bz
eller lidt mere informativt som

Y; ~ N(a+ Bz, 0% . (12.2)

Seller rettere: affing
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Modellen kaldes en simpel lineer regressionsanalyse-model. Det ses at
den heskriver y-ernes systemaliske variation ved hjelp af de to ukendte
middelvardiparametre o og 8 samt dc kendte konstanter z,, x5, ..., z,.
Den tilfeldige variation beskrives ved hjeelp af normalfordelingen og

den ukendte variansparameter o2.

De to stgrrelser z og y indgar pa vidt forskellig made i modellen, og
det er derfor ikke ligegyldigt hvad man lader vare = og hvad y. 1 nogle
tilfelde er det ganske klart hvad der er “observation” og hvad der er
“baggrundsvariabel”, men i andre tilfzelde er det i hgj grad et valg man
treefler. Eksemplerne 12.1 og 12.2 illustrerer de to muligheder.

Eksempel 12.1. Kvaelning af hunde

Man ved, at hypoxi (nedsat ilttilfprsel til hjernen) kan bevirke
at der dannes forskellige skadelige stoffer i hjernen, og at det
kan medfgre hjerneskader. (Hypoxien kan bl.a. forckomme ved
fpdsler.) Man er derfor intercsseret i at udvikle en simpel metode
til at afggre om der har veare hypoxi, og i givet fald hvor lange.
Man har udfgrt nogle forspg for at undersgge, om koncentrationen
af hypoxantin i cerebrospinalvaesken kan benyttes som hypoxi-
indikator. |

Syv hunde er (under bedpvelse) blevet udsat for iltmangel ved
sammenpresning af luftrpret, og hypoxantin-koncentrationen mal-
tes efter 0, 6, 12 og 18 minutters forlsb. Det var af forskellige
grunde ikke muligt at foretage mélinger pa alle syv hunde til alle
fire tidspunkter, og det kan heller ikke afgpres hvordan malinger
og hunde hgrer sammen. Resultaterne af forsgget er vist i Tabel
12.1.

Man kan anskue situationen pa den made at der foreligger n = 25
par samrmenhgrende verdier af koncentration og varighed. Varig-
hederne er kendte stgrrelser - de indgar i forspgsplanen - hvori-
mod koncentrationerne kan betragtes som observerede vaerdier af
stokastiske variable: tallene er ikke ens fordi der er en vis biolo-
. gisk variation og en vis forspgsusikkerhed, og det kan passende
modelleres som tilfeeldig variation. Det er derfor narliggende at
spgge at modellere tallene ved hjeclp af en regressionsmodel med
koncentration som y-variabel og varighed som z-variabel.
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Tabel 12.1: Hypoxantin-malinger til de forskellige tidspunkter. | hver
gruppe er observationerne ordnet efter stgrrelse.

varighed koncentration
(min) (pemol/1)
0 00 00 12 18 21 21 30
6 30 49 51 51 70 79
12 49 60 65 80 120 ,
18 95 101 120 120 13.0 160 17.1

Man kan naturligvis ikke pi forhand vide om varigheden i sig
selv er en hensigtsmessig z-variabel. Maske viser det sig at man
bedre kan beskrive koncentrationcn som en linezr funktion af
logaritmen til varigheden end som en linexr funktion af selve
varigheden, men det hetyder blot at der er tale om en linear
regressionsmodel med logaritmen til varigheden som xz-variabel.
O

Eksempel 12.2. Fadre og sgnner

I slutningen af 1800-tallet opstod i England faget biometri, et fag
i graenseomradet mellem (hvad vi i vore dage forstir ved) stati-
stik og biologi. De emner biometrikerne tog op var i hgj grad
emner med forbindelse til den nye og kontroversielle arveligheds-
leere, idet de habede at kunne finde bekraeftelser pa og numeriske
beskrivelser af evolutionsteorien®. Desuden var nogle af biome-
trikerne meget optaget af den almindelige debat om de sociale
problemer i samfundet (og de var store), og de matte derfor gp-
re sig overvejclser over, hvad arvelighedsl:cren kunne fortalle om
samfundets udvikling.

Biomectrikeren F. Galton (1822 - 1911) spekulerede over det tilsy-
neladende almindelige forfald: hvordan kunne det vare at frem-
ragende fedre ikke fik tilsvarende fremragende sgnner ( - eller
var det bare noget man syntes?). Nu er det vanskeligt at finde
ct mal for “fremragende-hed”, si Galton gav sig til at undersgge

fde ville kort sagt matematificere evolutionsteorien . . .
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hgjde i stedet. Han foranstaltede en stgrre indsamling af data’
om medlemmer af britiske familier.

Galton foretog det vi nutildags kalder en regressionsanalyse og
fandt, at hgje fadre gennemsnitligt fik spnner der ikke var sa
hgje som dc selv men dog 14 over gennemsnittet 1 befolkningen.
Omvendt fik sma fedre gennemsnitligt spnner der var hgjere end
de selv men dog la under gennemsnittet i befolkningen. Denne
tilsyneladende nzrmen sig det gennemsnitlige sa Galton som en
tilbagegang og kaldte det derfor en regression® °.

I Tabel 12.2 er gengivet et talmateriale som to andre biometrikere
indsamlede, idet de for 1078 par af far og sgn registrerede faderens
hgjde og sennens hgjde. Tabellen skal licses pa den made, at der
f.eks. var syv tilfeelde ud af de 1078 hvor faderen var 67 inches og
spnnen 65 inches.

Der er tale om en situation med n = 1078 talpar (z,y), men
det er ikke uden videre klart at den ene af de to hgjder er en
“baggrundsvariabel” og den anden en “observation”, faktisk ma
man vel sige at de er “observationer” begge to. Alligevel kan man
velge at opfatte f.eks. faderens hgjde som “baggrundsvariabel”
og sgnnens hgjde som “observation” og sa foretage en sikaldt
“regression af spnnens hgjde pa faderens hgjde”; det kan man
valge at gore hvis man er interesseret 1 at undersgge hvordan
man kan forudsige, pradiktere, spnnens hgjde ud fra faderens. O

Der melder sig nu forskellige typer af spgrgsmal:

1. Hvad er de bedste skgn over de indgaende parametre a, 8 og 02 ?

2. Hvordan vurderer man om modellen (12.2) giver en rimelig be-
skrivelse af datamaterialet 7

3. Hvordan tester man hypoteser om parametrene ?

"foruden hgjde bl.a. ogsa gjenfarve, temperament, kunstneriske evner, sygdom-
me, valg af egtefzlle og frugtbarhed.

Sregression betyder tilbagegang.

®Vi kan altsa takke Galton for betegnelsen regressionsanalyse. Det er vistnok
ogsa ham der skal have aren for at have udbredt betegnelsen normalfordelingen om
normalfordelingen.
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Tabel 12.2: Fordelingen af 1078 par af far og sgn efter faderens hgjde
og sgnnens hgjde. Hgjderne er angivet i inches.

Faderens hgjde

59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75

60} - - - - 1 - 1 - - - - - - - - . .
61)- - - - 1 - - - 1 - - - - - - - .
62 - 1 - - - 1 - - 1 - - - - - - - .
S63j- - - 22 2 45 31- - 1- - - -
g 64/ 1 - 2 4 3 4 8 9 3 1 21 1- - - -
n65(2 1 - 2 310131 7 6 4 2 - - - - -
n66/- - 1 2 5 91017 1816 5 2 3 1 - - -
e 67(- 2 2 5 31420 26 2619 13 14 3 - 1 - -
n 68/- - 2 2 810 10 24 31 24 30 13 8 10 2 - -
s 69/- - 1 - 5 51318 16 24 29 22 10 4 2 - 1
Mm- - - - 1 3 6191220221914 6 3 2 1
h71)- - - - - 3 5 91019152111 8 5 1 1
g 2(- - - - - - 3 1 7 811110 9 3 - -
y 3- - - - - - 11 2 8 6 6 8 6 3 - 1
d74- - - - 1 - 22 - 5236 3 3 - 2
e7%|- - - - - - - - - 1 2 - 21 21 -
- - - - - - - - - 1- - 111 - -
me- - - - - - - - -1 -1 - - 2 - .
- - - - - - - - - - 11- -1 - -
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Besvarelsen af disse spgrgsmal inddrager ikke nye statistiske principper
og ideer. Som altid i normalfordclingsmodeller estimerer vi middel-
vardiparametre ved maximum likelihood metoden mundende ud 1 en
minimalisering af en sum af kvadratiske afvigelser'®, og som altid i
normalfordelingsmodeller estimerer vi variansparameteren som residu-
alkvadratsummen divideret med antallet af frihedsgrader. Statistiske
hypoteser testes ved et likelihoodkvotienttest, og pa samme made som
i Kapitel 11 kan Q-stgrrelsen omformes til en F-teststgrrelse (og nogle
gange til en t-teststgrrelse).

Estimation af parametrene

De ukendte middelveerdiparametre « og B skal estimeres ved at maksi-
malisere den til grundmodellen (12.2) hgrende likelihoodfunktion

L(a, 8,07

Det fremgar heraf, at de bedste skpn over o og 3 er de vardier der
minimaliserer kvadratsummen -

n

> (wi— (a+ Bz))” . (12.3)

=1

Disse veerdier kan man enten bestemme ved hjeelp af standardmetoder
til bestemmelse af ekstremumspunkter for funktioner af to variable,
eller man kan (som der er flere cksempler pa i Kapitel 11) foretage
snedige opspaltninger af kvadratsummen for at ggre det hele lettere.
Her forsgger vi det sidste.

Det er hensiglsmeessigt at operere med z-crnes og y-crnes afvigelser
fra deres gennemsnit T og 7. Derfor omskrives kvadratsummen (12.3)

1953 man kan ogsa kalde estimationsmectoden for mindste kvadraters melode.
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il

> (i ~9) + (7 — (a+ B) - Blzi - 7))

=1

S - 9)° (12.4)
+n (7 (a+52))’
+BY (- )

i=1

—ZﬂZ (i —T)y: — 7) ,

idet de gvrige to dobbelte produkter fra kvadreringen af den treleddede
stgrrelse bliver 0. Omskrivningen har fgrt til et udtryk hvor o kun
optreeder i ét led, nemlig n(7 — (@ + 7))?, og det antager sin mindste-
veerdi 0 netop nar « er lig ¥ — Z. Vi mangler sa kun at bestemme den
bedste (-veerdi, hvilket er den der minimaliserer de tre gvrige led, der
er

B Z('v —m)2—°/32(r,—z u)+2(y,
i=1 i=1

eller kort

BSS, —285P,, + SS, ,
hvor vi har benyttet de ofte anvendte betegnelser SS; hhv. SS, for
sum af kvadratiske afvigelser!! af a-cr hhv. y-er, og SP;, for sum af
produkter af afvigelser af z-er og y-er.

Udtrykket 42SS, — 285P,, + SS, er en andengradsfunktion af 3, og
da koefficienten til 8% er positiv har funktionen éi minimumspunkt, og
det findes ved at differentiere og satte den afledede lig 0. Man far da
at det bedste valg af 8 er

5 SP,
A= S5,

N

d (i —T)(yi — )

1=

-

n

D (z —7)°

i=1

1188 = Sum of Squared deviations
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Ifglge betragtningerne ovenfor er det dertil svarende bedste valg af

Hermed har vi lgst estimationsproblemet for sa vidt angar middelveer-
diparametrene.

Undertiden, iszr nar man skal udfgre beregningerne mere eller min-
dre med handkraft, kan man have forngjelse af et andet udtryk for 3
eller maske snarere for SP,, og SS5;. Ved almindelige og lette formel-
manipulationer finder man fglgende formler, hvor hver gang det fgrste
lighedstegn er definitionslighedstegnet og det andet viser det alternative
udtryk:

SPey = (2 —T)(yi - 9) (12.5)

og

SS, = z"j(x,-—fy (12.6)

SS, = Y.(yi-7)° (12.7)

Variansskgnnet er som altid residualkvadratsummen divideret med
antallet af frihedsgrader. Residualkvadratsummen far vi ved at erstatte

@ og 3 med (udtrykkene for) @ og § i (12.3), si den er

n

> (y.- —-(a+ ﬁfv.‘))2 :

i=1
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Hvis man i stedet indsaetter i (12.4) og reducerer far man et alternativt
udtryk for residualkvadratsummen:

n

Y (yi—79)° - B Y (z; - 7)?
i=1 i=1

eller kort

. , SP?

SSy — B%SS, = 5SS, — ES_: ;

Antallet af frihedsgrader cr n — 2 fordi der er n observationer og der er
estimeret 2 middelvacrdiparametre. Skgnnet over variansen o er derfor

Sop = ! z": (yi —(a+ ,Bl'i))z (12.8)

Parameterskgnnenes middelfejl

Regressionsanalyse er i udpraeget grad et forsgg pa at modellere kvanti-
tative sammenheaenge, og derfor er det som regel ikke tilstrackkeligt blot
at udregne skgnnene over parametrene, man skal ogsa skaffe sig en idé
om, hvor pracise de er.

Nar man tester hypoteser foregar det pa den made, at man udreg-
ner veerdien af en passende valgt teststgrrelse, der cr indrettet pa en
made sa den fungerer som et mal for, hvor godt de foreliggende observa-
tioner stemmer overens med hypotesen. Derefter bestemmer man den
sakaldte testsandsynlighed, der havdes at vaere sandsynligheden for at
fa et set observationer der stemmer darligere overens med hypotesen
end de faktiske observationer g¢gr. Nar man overhovedet kan tale om
en sadan sandsylighed er det takket vacre den statistiske model, fordi
dén forteller at observationerne kan opfattes som observerede vardier
af stokastiske variable der fglger en narmere angivet sandsynligheds-
fordeling. Man kan derfor sige, at det vi bruger den statistiske model
til er, at sammenligne de faktiske observationer med alle de andre saet
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observationer man ogsa kunne have faet, idet man tager hensyn til,
med hvilke sandsynligheder de forckommer.

En anden side af dette at sammenligne med, hvad man ellers kunne
have faet, er bestemmelse af middelfejl pa parameterskgn. Et para-
meterskgn er jo regnet ud pa grundlag af de faktiske observationer,
men takket vacre den statistiske model kan man {a svar pa spgrgsmalet:
hvilke andre talveerdicr af parameterskgnnet kunne man ogsa have faet,
og med hvilke sandsynligheder. Thi parameterskgnnet er en funktion
af observationerne, og observationerne kan opfattes som obscrverede
verdier af stokastiske variable, sa derfor kan parameterskgnnene og-
sa opfattes som observerede vardier af nogle stokastiske variable, hvis
sandsynlighedsfordeling man i princippet kan finde!?. Ofte er man end-
da kun interesseret i at vide, inden for hvilke graenser stgrstedelen af
sandsynlighedsmassen er beliggende, og til det brug udregner man den
sakaldte middelfejl pa parameterskgnnet, hvilket er det samme som pa-
rameterskgnnets standardafvigelse. Som en tommelfingerregel geelder
nemlig, at intervallet “middelvaerdien plus/minus to gange standard-
afvigelsen” afgreenser cirka 95% af sandsynlighedsmassen!?®, og i den
forstand er middelfejlen et direkte mal for, hvor ungjagtigt parameter-
skgnnet er!?.

Vi skal ikke komme narmere ind pa, hvordan man nar frem til
formeludtryk for middelfejl, men her er nogle resultater for den lineaere
regressionsmodel:

1. Middelfejlen pa B er ,/&%z o?.

2. (a) Middelfejlen pa a er (1; + %—1) a2.

(b) Parameterskgnnene & og ﬁ er korrelerede!®, med en korrela-

12Det er sddan set bare en gvelse i transformation af sandsynlighedsfordelinger.

13Det er iser rigtigt hvis parameterskgnnet er normalfordelt.

M Eksempel: Hvis man har udregngt ﬁ til 1.534 og middelfejlen pa ﬁ til 0.3, sa
véd man, at ca. 95% af alle de andre f-vardier man ogsa kunne have faet ligger i et
interval af langde 1.2 (nemlig intervallet 8 2 x 0.3), og deraf bgr man bl.a. drage
den konsekvens at ﬁ tkke skal angives med tre decimaler, men kun med én.

15Man bemeerker at & og B er korrelerede med negativ korrelation. Det kommer af
at de to estimater er beregnet ud fra det samme sat observationer, og det betyder,
at hvis observationerne nu f.cks. tilfeldigvis er sadan at 3 ligger i den gverste ende
af sin fordeling, sa vil @ med stor sandsynlighed ligge i den nederste ende af sin
fordeling.
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tion somer -— (1 + —

3. (a) Middelfejlen pa & + T er Viol

(b) Parameterskgnnene & + 3% og  er ukorrelerede.

- Disse udtryk er de teoretiske middelfejl, hvori indgar den teoretiske va-
rians o2 pa Y. Da vi ikke kender parameteren 0 ma vi i stedet indsatte
et skgn over den, f.eks. s2,, og derved fa de estimerede middelfe;l.

Af udtrykket for middelfejlen pa B scs, at det cr en fordel at z-
vardierne ligger spredt over et stort interval, for sa bliver SS; stor og
middelfejlen derved lille.

A propos middelfejl kan det vacre vaerd at navne, at middelfejlen
pa et skgn s? over variansparameteren o2 i en normalfordelingsmodel er
lig 02\/2/—f hvor f er antallet af frihcdsgrader for s2. Deraf ses hvordan
variansskgnnet bliver bedre jo flere frihedsgrader det har.

En anden formulering af modellen

I formuleringen af den lineare regressionsmodel (12.2) er der tale om
et antal “uspecificerede” talpar (z,y). Ofte er det sadan at der er flere
talpar med det samme z, fordi man har foretaget {lere malinger af y for
hvert = (se f.eks. Eksempel 12.1). Det ggr ikke spor; men undertiden
er det hensigtsmeessigt at notationen kan indfange dette forhold, bl.a.
nar man vil lave regneopskrifter der er overkommelige at benytte med
“handkraft”. Vi indfgrer derfor en anden formulering af den linezre
regressionsmodel.

I stedet for (12.1) formulerer vi situationen generelt som

baggrundsvariabel observationer
T Y Yz --- Yiny
Iy Yoar Y22 -+ Y2ny
I3 Ysr Ya2 .- Yiny
Tk Yer Yk2 -+ Ykny

hvor det nu er sadan at verdierne z;,z,, ..., 2, af baggrundsvariablen
er forskellige. Der er altsa k forskellige z-vardier, og hgrende til den
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i-te z-veerdi er der de n; obscrvationer y;1, ¥i2,-..,Yin,. Det samlede
ant_al observationer er n = n; +ny + ... + ng.

Regressionsmodellen (12.2) lyder i denne notation

Y; ~ N(a+ Bz, 0?). (12.9)

De tidligere indfgrte hjelpestgrrelser SP;,, SS; og SS, (side 271) er
i den nye notation

k n

3> (i —7)(yi; — )

=1 j=1

SP,,

k
= Y niz —T)(7; - 7)
o=l

k 1 v k
= Zn,-:z:.-y,- - — (Z n,-:c,-) (Z n,-'y'i) (1210)
i=1 - \im i=1
i stedet for (12.5),
k n;
5SS, = Z z(x, —7)?
i=1j3=1
k
= Y ni(z; - z)°
=1 .
k WAL 2
= Y nigl - = (Z n;:l:.-) (12.11)
i=1 n\io1

i stedet for (12.6), og

. k n;
55y, = EZ(?/:’j“y)2

i=1j=1

Kk oni , 1 (& 2
- 23— k(Do)
=1 j5=1 L. n =1
. I R .
i stedet for (12.7). Hererj, = — Z Yyi; gennemsnittet af y-erne hgren-
ng =1
n; k ’
1 _ .

Zy,-j = - Zn,-y,- er totalgennemsnittet af y-erne,
t=1j5=1 7 =1

Q|
™M~

de til z;, 7 =
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1 k n; 1 k
gz = ~ Z Z T, = — z n,x; er gennemsnittet af z-erne (vagtet med
=1 j=1 =1
n;-erne).

Parameterestimaterne er stadig

~ SP,,
ﬂ - SS‘Z ) _
a = y- /Z}T )y 08
1 \/ 2 t
= —— (8, - B*5S.) -

S

Eksempel 12.3. Kvalning af hunde, fortsat

Vi vil antage at hypoxantinkoncentrationen kan beskrives ved en
linezer regressionsmodel med hypoxi-varigheden som uafhangig
variabel'.

Vi lader z,z4,...,t4 betegne de fire tidspunkter 0, 6, 12 og 18
min, og vi lader y;; betegne den j-te koncentrationsverdi til tid z;.
Med de indfgrte betegnelscer er den tidligere foreslaede statistiske
model for talmaterialet den lineare regressionsmodel (12.9).

Vi vil udregne veardierne af estimaterne &, 8 og s?, over model-
lens parametre. Man kan selviplgelig overlade regnearbejdet til
en datamat, men det cr pa den anden side ikke uoverkommeligt
at gore det med handkraft. Indledningsvis udregnes forskellige
hjelpestgrrelser inm., se¢ Tabel 12.3.

Heraf fis den estimerede heldningskoeflicient til (jf. (12.10) og
(12.11))

5 SPy
P = %,

k 1 k N
Zn;m? — —1:L (Z n;.’l),')

i=1 i=1

16Denne antagelse vil blive undersggt naermere i en sencre fortsattelse af eksem-
plet, se Eksempel 12.4.
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Tabel 12.3: Eksempel 12.3: beregningsskema.

z-vaerdierne er varighed i min, y-vardierne er koncentration i pmol/l.

ol oz g | mr n@ | nmy onz? )yl
=1
1 7 0 146 0 10.2 0.0 0 22.50
2 6 6 550| 36 33.0] 1980 216 196.44
3 5 12 748 60 374 4488 720 310.26
4 7 18 1281 126 89.7 | 16146 2268 1197.67
sum | 25 222 170.312261.4 3204 1726.87
9961.4 — 222 >; 170.3
= 22“2'2 gmol 17! min™!
3204—¥
914 L
= 123261 gemol 177 min

0.61 pmol 17! min~

1
’

og det estimerede skaringspunkt med ordinataksen til

g : I

y- Bz
170.3 pmol 17!

a =

0.61 gmol 1! min~! x 222 min

25

1.4 pmol 171,

Skgnnet over variansparameteren er

Her er

SS,

2
So2

n

1

4

25

(85, — B*SS.)

ko on WAL 2
335 - 1 ()
=1 j=1 =1

(1726.87 — 170.3%/25) pmol? 172
566.79 ymol® 172 |
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Og”
- Sp?
258, = X
ﬂ lS‘lS‘z
749.142
= mol? 172
1232.64 /'™
= 455.29 umol®17% |
sa
1
s2, = 57 (966.79 - 155.29)pumol® 17

= 4.85 pmol? 7%,

svarende til en estimeret standardafvigelse pa 2.2 pmol/l.

Middelfejlen pa B er (jf. side 273)
82, 4.85

= pmol 17! min~

S5z 1232.64

1

= 0.06 gmol =" min~!,

o

og middelfejlen pa @ er

17\, ({1 (222/25) »
\J(n+55x) sz = J(25+ 123261 ) 185 #mell

= 0.7pumol "',

Stgrrelsen af de to middelfejl viser, at det er passende at angi-
ve 3 med to og & med én decimal, sa vi ma konkludere at den
estimerede regressionslinie er

y = l.4pmoll™ +0.61 gumoll ' min™! x z .

]

17Bemaerk at det ikke er smart at udregne BQSS,; som 0.612x 1232.64. Derved ville
afrundingsfejlen 1 0.61 nemlig blive ganget med 1232.64, og man ville fa resultatet
458.67.
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Modelkontrol

Ved linear regressionsanalyse er den fgrste og vigtigste form for mo-
delkontrol den uhyre simple: at lave en tegning. 1 et koordinatsystem
afsetter man punkterne (z;,y;) og man indtegner den estimerede re-
gressionslinie!® og ser efter om det ser ud til at punkterne fordeler sig
passende tilfacldigt omkring linien’®. En tegning kan som regel ogsa
afslgre hvad der i givet fald mattc veere galt med den linezre regres-
sionsmodel.

Tit kan man ogsa foretage et numerisk test for om den linezre
regressionsmodel er brugbar. Det foregir ved at man indlejrer regres-
sionsmodellen i en stgrre model, og i denne stgrre model tester man sa
regressionsmodellen som en statistisk hypotese pa helt saedvanlig vis.
Hvis det skal kunne lade sig ggre, skal dct vaere sadan at der er flere y-er
til det samme z, for man berer sig ad pa en made at man inddeler y-erne
i grupper, hvor en gruppe defineres til at besta af y-er med samme z,
og som “stgrre model” benytter man en ensidet variansanalyse-model.
Vi benytter den notation der er indfgrt pa side 274ff.

Regressionsmodellen
Y; ~ MN(a+fBz;,0?) (12.12)

indlejres i en stgrre model, nemlig i den ensidede varlansanalyse model
med k grupper svarende til de k niveauer af z:

Y; ~ Np,o?), (12.13)
se f.eks. ogsa Resumé 10. Vi benytter sa (12.13) som grundmodel og
tester hypotesen (12.12) i forhold hertil. Vi tester altsa den hypotese
at middelvaerdierne py, po, ...,y ikke er k vilkarlige tal, men at de
“hanger sammen” pa den made at der findes to tal o og f saledes at
w; = a+ Bz; for alle i. Kort sagt testes hypotesen

Hy : p;=a+ Bz; .

Teststgrrelsen for at teste H, er 1 princippet en kvotient ¢ mellem to
likelihoodfunktionsvaerdier, men pa samme made som i Kapitel 11 kan

18ikke en “gjernalslinie”
®Undertiden ligger punktsvarmen et helt andet sted end regressionslinien. Sa
har man enten regnet eller tegnet galt.
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@ omskrives til en kvotient F' mellem to s?-stgrrelser, hvor den i navne-
ren er variansskgnnet i grundmodellen og den 1 txlleren er “hypotesens
variation i forhold til grundmodellen™.

Nevneren er variationen inden for grupperne, givet ved den gam-
melkendte s2 fra (11.3) pa side 206:

ZZ (vi; — 7:)

i=13=1

n—k

For at bestemme telleren skal vi spalte kvadratsummen

n;

(n — 2)si, Z Z(y,J [32 Zn

i=1 j=1

hgrende til sZ, (jf. (12.8)). Fra (11.8) pa side 214 vides at

kK n

YD (3 —9)? = ZiJ;] J)2+Zn

=1 j5=1 i=1j=1

sa derfor er

(n ~2)s, ZZ%: J,)+Zn(J,—y ﬂzn

t—l =1

L, \

(n—k)sg “‘-2)32

Hermed har vi faet spaltet kvadratsummen hgrende til s2, (med n — 2
frihedsgrader) op i en sum af s2-kvadratsummen (med n — k friheds-
grader) og noget mere, som sa ma veare den kvadratsum der skal be-
nyttes til talleren i I'-stgrrelsen. Sidstnaevnte kvadratsum ma have
(n—2)— (n — k) = k — 2 frihedsgrader og benavnes derfor (k — 2)s2,
hvor s2 er et variansskgn der beskriver gruppegennemsnitienes variation
omkring regressionslinien.

Teststgrrelsen for linearitctshypotesen H, er altsa
55
F = = (12.14)

hvor

k
3 = oy (S -9 - e —27) a219)
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" og hvor s cr givet ovenfor. Store vaerdier af F cr signifikante, og hvis
Hj er rigtig vil I fglge F-fordelingen med frihedsgrader k—2 og n — k,
saledes at testsandsynligheden € er givet som

e = P (Fk—z,n—k > Fobs)
der bestemmes ved hjelp af en tabel over F-fordelingen.

Dette test bgr godkende linearitetshypotesen H, for at vi kan ga
videre med den lineare regressionsmodel.

Eksempel 12.4. Kvalning af hunde, fortsat

Vi vil underspge, om dct kan antages at hypoxantin-koncentra-
tionen afhanger lineaxrt afl hypoxiens varighed. Da vi er i en
situation hvor der er en del y-er til hvert z, er det muligt at
udfgre det numeriske test for modellen.

Vi har tidligere (i Eksempel 12.3) bestemt de talvardier der i
givet fald er de bedste skgn over parametrene og derved fiet den
estimerede regressionslinie til

y = L4umoll™" 40.61 pmol 1™ min™! x z .

I Figur 12.1 er indtegnet dels sammenhgrende veerdier af varig-
hed og koncentration, dels den estimerede regressionslinie. Efter
tegningen at dgmme er den linexre regressionsmodel ikke helt

. hen i vejret. For at bestyrke troen pa modellen vil vi udfgre det
numeriske test for den linezere model.

Som en midlertidig grundmodel vil vi benytte en ensidet
variansanalyse-model baseret pa de fire grupper bestemt af z-
erne. Indledningsvis udregnes forskellige hjeelpestgrrelser mm., se
Tahcl 12.4. Det fremgéar bl.a. at den kvadratsum der beskriver va-
riationcn mellem grupper er 101.32 med 21 frihedsgrader, og nacv-
neren i teststgrrelsen (12.14) for I1; er dermed s = 4.82pmol*172.
Telleren i teststgrrelsen er givet ved (12.15). I Eksempel 12.3
fandt vi (side 278) at

k
By ni(z —7)? = B*SS,
=1

= 455.29, og

k
Y 5S (wi; —7) = 566.79 .
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Figur 12.1: Eksempel 12.4: Sammenhgrende vardier af hypoxantinkon-
centration og hypoxivarighed, samt den estimerede regressionslinie.

.
Qe%%j

45

40 4
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‘Tabel 12.4: Eksempel 12.4: Nogle hjzlpestgrrelser.

i oYy ¥ | fi Dl —T)t s?
=1 1=1

1 7 102. 146 6 7.64 1.27

2 6 330 550 5 14.94 2.99

3 5 374 748/ 4 30.51 7.63

4 7 897 1281 ) 6 48.23 8.04

sum 25 170.3 21 101.32

gennemsnit - 6.81 ' 4.82

, k
Vi har brug for veerdicn af Z n(7; — )%, og den kan man ifplge
s =1

(11.8) pa side 214 udregne som

k n; k

DD (i —9) = donilyi; — 7.)°

=1 j5=1. =1

= 5066.79 — 101.32
= 46547

med 24 — 21 = 3 frihedsgrader. Tallerkvadratsummen, dvs. kva-
dratsummen der beskriver gruppegennemsnittenes variation om-
kring regressionslinien, er derfor 465.47 — 455.29 = 10.18 med
k — 2 = 2 frihedsgrader, saledes at det tilsvarende variansskgn er
s2 = 5.09 umol® 172,

F-teststgrrelsen der méler gennemsniticnes variation omkring li-
nicn i forhold til variationen inden for grupper er dermed

, 52
lfo.bs = ?g—
. 5.09
T 4.82
= 1-06

der skal sammenlignes med F-fordelingen med 2 og 21 friheds-
grader, og i denne fordeling er der mere end 30% sandsynlighed
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Tabel 12.5: Eksempel 12.4: Variansanalyseksema vedr. test af lineari-

tetshypotesen.
f star for antal frihedsgrader, SS stir for sum af kvadratiske afvigelser,
s?2=55/f.
variation || f | SS | s? | - test
inden for grupper || 21 | 101.32 | 4.82
gennemsnittenes var. 2| 10.18 | 5.09 | 5.09/4.82=1.06

omkring regr.linien

23 | 111.50 | 4.85 |

samlet variation
omkring regr.linien

for at fa en vaerdi som er stgrre end den observerede, der alt-
sa pa ingen mader er signifikant. Vi har siledes faet bekraftet
linearitetshypotesen.

Traditionelt opsummercr man udregninger og testresultater 1 et
variansanalyseskema, se Tabel 12.5.

Variansanalysemodellen savel som den linezre regressionsmodel
forudseetter at der er varianshomogenitet, si det kan man jo og-
sa teste. Vi indsetter s’-vardierne fra Tabel 12.4 i Bartlett’s
teststorrelse (se f.eks. Resumé 9) og far

B = 6ln—+5In—+44In— +6ln —

( 1.27 2.99 7.63 8.04)
4.82 4.82 4.82 4.82

= 5.5,

der skal sammenlignes med x?®-fordelingen med k — 1 = 3 friheds-
grader. Tabelopslag viser at der er over 10% chance for at f4
en stgrre B-veerdi end vardien 5.5, som derfor ikke er signifikant
stor. Med andre ord, vi kan opretholde antagelsen om variansho-
mogenitet.
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Alt i alt er der saledes ikke noget der taler i mod at vi beskriver
hypoxi-datacne med en linexr regressionsmodel med hypoxiva-
righed som uafhangig variabel og hypoxantinkoncentration som
afhangig variabel. O

Test af hypoteser om liniens parametre

Man kan naturligvis teste hypoteser om regressionsliniens parametre.
Fremgangsmaden er den samme som altid: fgrst estimeres parame-
trene under hypotesen, dernast udregnes kvotienten @ mellem de to
maksimale likelihoodfunktionsvardier, og endelig bestemmes sandsyn-
ligheden for at fa et vaerre st observationer, dvs. et s&t observationer
der giver et mindre ). Som ved alle andre tests af middelvardihy-
poteser i normalfordelingen kan @) omskrives til en F-stgrrelse, der er
mere praktisk at have med at ggre, og da de hypoteser der er tale om,
er hypoteser om en enkelt parameter, kan F-teststgrrelsen yderligere
omdannes til en t-teststgrrelse der maske er mere forstaelig.

Vi skal ikke her komme ind pa de nacrmere detaljer, men blot forkla-
re hvordan teststgrrelserne kommer til at se ud i disse specielle tilfalde.

Hypoteser om haldningskoefficienten

Hvis man vil teste hypotesen
1:[3 : ,6 =0

om at der ikke er nogen signifikant linexr sammenhang mellem y og z,
sa bliver F-teststgrrelsen

2
S3

F =

S2
hvor s, fra (12.8) er det bedste variansskgn under den aktuelle model,
og hvor s2 er 32SS,. Store vardier af F er signifikante.
Man kan ogsa skrive F-stgrrelsen som #2, hvor
B

V 3(2)2/ SSz

i =
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. er skgnnet B over B divideret med skpnnet over standardafvigelsen pa
B (eller med skgnnet over middelfejlen pa f), jf. side 273. t-stgrrelsen
maler saledes hvor langt § ligger fra den formodede vaerdi 0, nar man

benytter middelfejlen som malestok. Store verdier af |¢| er signifikante.

Man kan bevise at under Hs vil t veare t-fordelt med det antal
- frihedsgrader som s?; har, dvs. med n —2 frihedsgrader. Det betyder at
. testsandsynligheden kan findes ved hjalp af tabeller over t-fordelingen
som?°

€ = P(Itn—2| > |tobs|) .

Hvis hypotesen Hj kan godkendes, skal man udregne et revideret
skgn over « og et forbedret skgn over variansen o2. Hj betyder jo, at
den “forklarende” variabel z ikke er ngdvendig, men at alle Y-er har
samme middelveerdi «, dvs. der er tale om et “enstikprgveproblem”.
Hvis Hj er rigtig er skgnnet over a derfor totalgennemsnittet ¥ og
skgnnet over o? er

Hypoteser om skaeringen med y-aksen

Undertiden fglger det af den faglige problemstilling at linien skal ga
gennem (0,0), dvs. at & = 0, i andre situationer kan man vere interes-
seret i at teste hypoteser om a blot for at na til en sa simpel beskrivelse
af data som muligt. Hvis man gnsker at teste hypotesen

Hy : a=0

om at linien gar gennem (0,0), kan det ggres med F-teststgrrelsen

2
S4

F = 5
502

hvor telleren er “kvadratsummen”

n SS, &2

SS. + nz?

20Hvis man vil benytte I som teststgrrelse er € = P(Fyp2 > Fos).
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divideret med sit frihedsgradsantal 1 og navnercn er variansskgnnet
under linearitetshypotesen?'. Store veerdier af F er signifikante.

Det er dog lettere at udnytte at F* = t? hvor
&
F2
JE+E)

er forholdet mellem skgnnet & over a og sk¢gnnet over middelfejlen pa
a. Store vardier af |t| er signifikante.

Man kan bevise at under H, vil t fglge t-fordelingen med samme
antal frihedsgrader som variansskgnnet i nevneren, dvs. n — 2 friheds-
grader. Det betyder at testsandsynligheden kan findes ved hjelp af
tabeller over t-fordelingen som- '

e = P(|tas] > ltobs]) -

Hvis hypotesen f; kan godkendes skal man udregne et revideret
skgn over haldningen f og et forbedret skgn over o. Det nye skgn
over f3 bliver '

-

n;TY;

2 =1

B = /.
> nia?
=1

bl

og skgnnet over o? bliver

Nogle bemarkninger om kvadratsummer

I kapitlets lgb er der efterhanden kommet sa mange kvadratafvigelses-
summer (med tilhgrende frihedsgrader) i spil, at det maske kan knibe

*'Man tester savel H3 som Hy i forhold til lincaritetsmodellen (12.9).
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at bevare overblikket over dem. Ydermere er der to forskellige diskus-
sioner der fgres, idet der dels er spgrgsmalet om den statistiske (og
faglige) betydning af kvadratsummerne, dels spgrgsmalet om hvordan
man lettest udregner summerne.

Hvis vi tager betydningsspgrgsmalet fgrst sa skal man have in men-
te, at det spil der foregar gar ud pa at spalte den totale variation op
i noget der forklares af diverse middelveerdiparametre og noget andet,
resten, som kaldes tilfeeldigt og som beskrives af den sakaldte residual-
kvadratsum. Nar man tester en statistisk hypotese, tester man om man
kan klare sig med faerre middelvaerdiparametre end fgrst antaget, og det
gores pa den made at man ved hjalp af F-teststgrrelsen®? ser efter om
den tilsvarende forggelse af residualkvadratsummen er lille i sammen-
ligning med den allerede benyttede/accepterede residualkvadratsum.

Figur 12.2 giver en oversigt over indevacrende kapitels kvadratsum-
mer og deres opspaltning. I fprste omgang spaltes den totale variation
op 1 variationen mellem grupper, som beskrives af k& middelvaerdipa-
rameter, og variationen inden for grupper som har rollen af residual-
kvadratsum. Dernaest spaltes variationen mellem grupper op som vist
i figuren, og testet for linearitetshypotesen H, bestar i at vurdere om
gruppernes variation omkring linien er sa tilpas lille at det er rimeligt
at inkludere den i residualvariationen. I givet fald far vi en residualva-
riation som har (n —k)+(k—2) = k—2 frihedsgrader og som bestar af
variationen inden for grupper plus gruppernes variation omkring linien;
denne variation kan kaldes den samlede variation omkring regressions-
linien, og det er den der danner grundlag for variansskgnnet s2,. Nar
man tester hypotesen H; om at haldningskoefficienten er 0, sa bestar
det i at vurdere om regressionsliniens variation er sa tilpas lille at ogsa
dén kan inkluderes i residualvariationen.

Med hensyn til beregningsmetoder kan det vaere noget af en smags
sag hvad man finder lettest, men den strategi der blev benyttet i ek-
semplet var fglgende:

1. Beregn den totale kvadratsum SS, = 3~ (v:; — 7)*.

2. Beregn kvadratsummen “inden for grupper” Y-(3(y:; —¥:)?) (der
ogsa skal benyttes hvis man vil lave Bartlett’s test).

3. Sa er “mellem grupper”-kvadratsummen lig med den totale kva-
dratsum minus kvadratsummen “inden for grupper”.

22¢ller en t-teststgrrelse hvis man kun tester én parameter bort
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Figur 12.2: Oversigt over nogle af de kvadratsummer med tilhgrende
frihedsgradsantal som optraeder i dette kapitel.

den totale variation

L2 (¥ —9)°
n-1
— ‘ .
variationen inden variationen mellem
for grupper grupper
2w — %) > ni(Fi — 7)°
n—k : k-1
//.
gruppernes variation regressionsliniens

omkring variation

regressionslinien

> — (@ + Pzi))? 32SS,
k-2 1
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4. I forbindelse med udregning af é udregnes kvadratsummen “re-
gressionsliniens variation”, dvs. 4255, = SPZ /SS,.

5. Sa er kvadratsummen “gruppernes variation omkring linien” lig
med “variationen mellem grupper” minus “regressionsliniens va-
riation”.

Dette geelder for kvadratsummer og for frihedsgrader, men ikke for vari-
ansskgn. Varianssken s? udregnes altid som den relevante kvadratsum
divideret med det tilhgrende frihedsgradsantal.
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Resumé 14. Simpel line®r regressionsanalyse

Situation: Der foreligger n sammenhgrende par (:;,y;) af en ob-
servation y og en baggrundsvariabel z; skematisk ser det sadan

ud:
observation | baggrundsvariabel
hn 1
Y2 )
yn :E'n

Model: Det antages at z;-erne er givne konstanter og at y;-erne
er observerede vardier af uafhangige stokastiske variable Y;,
saledes at Y, er normalfordelt med middelvaerdi a + fz; og
varians o2, kort

Y; ~ Nla+ Bz, 0%,

hvor o, 8 og o? er ukendte parametre. Herved beskriver de
to middelvaerdiparametre o og 3 den systematiske variation,
nemlig ys linexre afhangighed af z, og variansparametreren
o? (samt normalfordelingen) beskriver den tilfaldige variation
omkring regressionslinien; den tilfldige variation antages at
vare den samme for alle x.

Estimation: Udregn hjxlpestgrrelserne
1 T
r = - z;,
>
1 n
- Z Yi
n =

7

SP:z:y = Z(l‘i - T)(yt - y) ’

<2
il

i=1
SS,; = Z(”E, — T)Q ,
=1

n .

SSy = }:(?/i - 5)2 .

=1
Sa er skgnnene over a og /3 givet ved
_ sp

>y
A Sy
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a = §J-— ﬁf .
Variansparameteren o° estimeres ved residualkvadratsummen
divideret med antallet af frihedsgrader, nemlig
2 1 i —~ - 2
Sp2 = Z (y; - (a+ 5-’51'))

n_2i=l

2

= — (85, - F'S.)

der har n — 2 frihedsgrader.

Modelkontrol: Man kan lave en tegning hvor man i et koordinat-
system afsatter sammenhgrende vardier af = og y og desuden
indtegner den estimerede regressionslinie. Punkterne skal da
fordele sig nogenlunde tilfaeldigt omkring linien.
Hvis der til hver z-vardi er flere y-observationer kan man fore-
tage et numerisk test for antagelsen om linearitet, se Resumé
15.

Hypoteser:

1. Hypotesen H3 : f = 0 om at y ikke afhanger signifikant
af = testes med (-teststgrrelsen
;o B

NN

Store vardier af |¢| er signifikante.
2. Hypotesen H,: a = 0 om at regressionslinien gar gennem
(0,0) testes med t-teststgrrelsen

JE+E) s

Store vaerdier at |t| er signifikante.

t =

| begge tilfelde bestemmes testsandsynligheden ¢ som sand-
synligheden for at fa en vaerdi uden for intervallet med ende-
punkter —t . og 1.} | I-fordelingen med n — 2 frihedsgrader,

e =2xP (tn_‘z > ltobsl) .

Hvis ¢ er meget lille, s3 er konklusionen at den pigaeldende
parameter er signifikant forskellig fra 0, dvs. hypotesen forka-
stes. Huvis e ikke er meget lille, kan man ikke pa det foreliggende
grundlag forkaste den pagaldende hypotese.
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Resumé 15. Test for linearitet i den line®re regressionsmodel

Dette resumé skal leses i sammenhzng med Resumé 14, Simpel
linexr regressionsanalyse, og handler om det sarlige tilfalde hvor
der er flere y-vaerdier til hvert z.

Situation: Til hver af k forskellige vaerdier af baggrundsvariablen z
foreligger et antal observationer y som det fremgar af neden-
staende skema:

baggrundsvariabel observationer
1 Y Y2 - Yimy
L) Yoo Y22 oo Yong
T3 Y1 Ysz ... Yin,
T Yer Yk2 - Ykn,

Det totale antal y—observationef ern=mn;+n;+...+ ng.

Model: Det antages at 1, z,,...,z; er k forskellige givne konstan-
ter og at y;;-erne er observerede vardier af uafhangige stokasti-
ske variable Y;;, siledes at Y;; er normalfordelt med middelveerdi
o + Bz; og varians o2, kort

)/U ~ N(a+ﬂ.’£,‘,0’2),

hvor a, 3 og 0% er ukendte parametre. Herved beskriver de
to middelvardiparametre o og [ den systematiske variation,
nemlig ys linexre afhangighed af x, og variansparametreren
o? (samt normalfordelingen) beskriver den tilfaldige variation
omkring regressionslinien; den tilfeldige variation antages at

vaere den samme for alle z.

Estimation: Udregn hjzlpestgrrelserne?®

] k
T = —Zn,-m,-,
n i=1

7,

|
Ui o= — 3 Yij

1y J:l

1 k nyg

=1 j=1

Bder (med undtagelse af §;) er de samme som i Resumé 14.
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k

SPey = D ni(zi—E)(7 - 7)
r .

SS; = Zvr(m,-—i)z,
k

S5y = ZZ Y5 —

k n;
Desuden udregnes > Z(y,-j -7:)%

i=1 j=1
Sé er skgnnene over a og /3 givet ved
i = SP,
58y
& = y-pT.

Variansparameteren o2 estimeres ved residualkvadratsummen
divideret med antallet af frihedsgrader, nemlig

1 k n

Sop = 5 > (- @+ /3.1:,-))2

n i=1;=1

I - (55, - 7°ss.)

n —

der har n — 2 frihedsgrader.

Modelkontrol: Man gnsker at teste linearitetsantagelsen med et
numerisk test, og derfor formuleres en ny model, nemlig den
ensidede variansanalysemodel (jf. Resumé 10)

Y'j ~ N(/Li ’ 02)

og i forhold hertil testes den oprindelige model som en hypotese.
Teststgrrelsen er

hvor

0 - k ZZ(VU i og

i=1 3=1
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2 1< - (A 2
s3 = — Zn,- (.7/.' - (a+ ﬂT.))

1 k n; N
= T3 (SSy - Z Sy —7) - ﬂZSSz) :
1=1 j=1

~ Store vardier af I er signifikante.

Hvis linearitetshypotesen er rigtig vil F’ vare F-fordelt med k—2
og n — k frihedsgrader, s3 testsandsynligheden ¢ bestemmes
som

e =P (Fk—z,n—k > Fobs) :

Hvis € ikke er meget lille, sa er der ikke nogen signifikant afvi-
gelse fra linearitet, dvs. linearitetsmodellen kan opretholdes.
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12.2 Multipel linezer regressionsanalyse

Ofte gnsker man at opbygge cn regressionsmodel der inddrager mere
end én forklarende variabel. Vi vil derfor nu betragte den situation hvor
der for hvert af et antal “individer” foreligger dels en observation y, dels
veerdier zy,3,...,z, af p baggrundsvariable: Til individ nr. 7 hgrer
observationen y; og vardierne z;;,z;,, ..., ;, al baggrundsvariablene.
Skematisk ser det sadan ud:

observation | baggrundsvariabel
" T T2 ... Typ
Y2 T2 T2z .- Iypp
Yn Zpnt Tnz ... Ipp

Den statistiske model for y-erne indrettes pa falgende made:

® Y1,Y2,...,Yn er observerede veerdier af stokastiske variable
Y;,Y;;,...,Y;;.

e De stokastiske variable Y}, Y5, ..., Y, er uafhangige og normalfor-

delte med samme varians o2,

o z-erne betragtes som faste tal - de er altsa ikke observerede veer-
dier af stokastiske variable.

e Middelvardien af Y-erne er en linear funktion af z,,x,,...,z,,
saledes at forsta at der findes p + 1 parametre a, B, 2, ..., 8, sa

14
EY; = a+ Zx,-jﬂj
j=1

for alle 1.

Af zestetiske grunde indfgrer man gerne en ekstra baggrundsvari-
abel zo der er lig med 1 for alle 7, og samtidig kalder man a for
Bo. Sa er nemlig

P
EY, = ) xi;B;
=0

for alle 1.
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Modellen skrives kortfattet som
p

> ziib;

J=0
eller bedre

P
N(Z .”E,'J',Bj ’ 0’2) . (12.16)
=0

Denne model er cn sakaldt multipel linear regressionsmodel. Den be-
skriver y-ernes systematiske variation ved hjelp af de p + 1 ukendte
middelveerdiparametre fy, 31,..., 3, plus de kendte konstanter z;;, og
den beskriver den tilfaldige variation ved hjazlp af normalfordelingen

og den ukendte variansparameter o2.

Estimation af parametrene

Som altid estimeres parametrene i modellen ved at maksimalisere like-
lihoodfunktionen, der i det foreliggende tilfzelde ser sadan ud:

L(ﬂoa ﬂla s )ﬁ;;)az)
» 2
(yi - Z%ﬂj)
1=0

o?

f[ exp | —

-1 27ra2

B [

Heraf ses at de bedste skgn over middelvardiparametrene er dem der
minimaliserer kvadratsummen

z( zr.Jﬂ,)Q |

i=1 =0
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Denne gang er der ingen vej uden om de lidt mere avancerede matemati-
ske metoder vedrgrende minimalisering af funktioner af flere variable?*.
Disse metoder fortaller at minimumspunktet findes som det punkt hvor
de p + 1 partielle afledede (mht. de p+ 1 B-er) er lig 0. Hvis man skri-
ver op hvad det betyder og omskriver en smule, nar man frem til p + 1
ligninger?® med p + 1 ubekendte. Den j-te af disse ligninger ser saledes
ud:

P n n
Z (Z .'ZI,']'.’B,'[> ﬂ[ =" Z.‘E,’jy; . . (1217) 7
=0 \i1=1 i=1

Det kan godt se lidt overvacldende ud, men “i virkeligheden” star der
bare

ajofo + a B+ ... +apf = ¢

hvor a-ernc og ¢ er de kendte tal
n
a; = Z Ti3Til
i=1

n
¢ = Zmiﬂli,
1=l

og Bo, Pr, ..., By cr ligningernes ubekendte.
Ved at lgse de p + 1 ligninger (12.17) far man de bedste skgn

~

Bo, Bay - - 5 Bp2E. Dernzst kan man udregne residualkvadratsummen

2
n P "
> (yi -3 J?ijﬂj)
=1 i=0
og variansskgnnet
2
b = o (- S
sp = yi — ) TP
0 n_(p+l)i:] 3=0 T

der har n — (p + 1) frihedsgrader.

24Vi var ude for et tilsvarende problem i den multiplikative Poissonmodel, se
side 139.

der i matrix-notation ganske enkelt er (X'X)8 = X'y.

Z8Der er pracis én lgsning til ligningerne, medmindre man har valgt baggrundsva-
riablene sa uheldigt at nogle af dem indeholder information der allerede er indelioldt
i de andre.
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Modelkontrol

I tilfeeldet p = 1 der bchandledes i Afsnit 12.1 kan man kontrollere
sin model ved hjelp af enkle tegninger, hvilket ikke lader sig gare nar
p > 1. Man ma derfor finde pa andre metoder. Een ting der er fornuftig
at foretage sig er at udregne residualerne

p o~
e = yi— Y i
ur

og se¢ hvordan de fordeler sig. Hvis modellen (12.16) er rigtig, cr de
teoretiske residualer -

P
yi — _ il
=0

uafhaengige N (0, o?)-fordelte. Vi kender kun de empiriske residua-
ler ey, eq,...,€n, og der gelder at hvis modellen passer sa vil de vaere
N (0, o?)-fordelte og nasten uafheengige?”. Man ma derfor se efter om
residualerne ser ud til at vaere nogenlunde uafhaengige og normalfordel-
te.”

I Afsnit 12.1 omtaltes et numerisk test for linearitetshypotesen.
Dette test kunne udfgres nar der var flere y-vacrdier til hvert enkelt z,
saledes at man kunne indfgre nogle grupper og bestemme en variation
inden for grupper. Nar der cr tale om multipel regressionsanalyse kan
man ggre noget tilsvarende, forudsat at der er flere y-veerdier for hvert
enkelt seet (z1,z2,...,z,) af baggrundsvariable. Denne forudsetning
er sedvanligvis kun opfyldt hvis man ved planlagningen af forsgget
udtrykkelig har taget hensyn til den.

Antallet af baggrundsvariable

Undertiden foreligger der et stgrre sortiment af baggrundsvariable, og
en og anden ville maske mene at det var en fordelagtig situation. Men
hvis man - i et ekstremt tilfalde ~ inddrog lige s& mange baggrundsvari-
able som der var observationer, sa ville man ganske vist opna et perfekt
fit, men samtidig ville man demonstrere en total mangel pa forstaelse
af den statistiske models rolle. Formalet med statistiske metoder er at
skille det systematiske og det tilfeldige og at beskrive begge dele pa

jo flere frihedsgrader der er, jo mere nafhangige er de.
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simpel vis, og det indebaerer blandt andet at man ikke skal inddrage
flere baggrundsvariable i den endelig model end hgjst ngdvendigt.

Som regel vil man gerne kunne “forsta” modellerne, sa derfor ma
det vere fornuftigt at man sa vidt muligt kun indddrager de af bag-
grundsvariablene der kan formodes at have en betydning. Nar man har
udpeget de formodet interessante baggrundsvariable, skal man bestem-
me hvilke af dem der faktisk skal med i modellen, og det er ikke nogen
simpel opgave: skal man begynde med én variable (hvilken?) og sa
inddrage flere og flere indtil modellen giver en tilstreekkelig god beskri-
velse, eller skal man begynde med at have alle variable inde i modellen
og sa fjerne de ikke-signifikante en efter en? Og efter hvilket kriterium
skal man tage variable ind og ud af modellen? Vi skal ikke her komme
ind pa disse spgrgsmal, som der kan skrives tykke bgger om ( - og det
er der ogsa).

Eksempel 12.5. Indianere i Peru

Andringer | menneskers livsbetingelser kan give sig udslag 1 fysi-
ologiske andringer, eksempelvis i &ndret blodtryk.

En gruppe antropologer har undersggt hvordan blodtrykket zn-
drer sig hos peruvianske indianere der flyttes fra deres oprindelige
primitive samfund i de hgje Andesbjerge til den sakaldte civilisa-
tion, dvs. storbyen, der i gvrigt ligger i langt mindre hgjde over
havets overflade end deres oprindelig bopal. Antropologerne ud-
valgte en stikprgve pa 39 macnd over 21 ir der havde undergaet
en sadan flytning. P& hver af disse maltes blodtrykket (bade
det systoliske og det diastoliske) samt en rakke baggrundsvari-
able, bl.a. alder, antal ar siden flytningen, hgjde, vagt og puls.
Som om det ikke kunne veere nok har man udregnet endnu en
baggrundsvariabel, nemlig “brgkdel af livet levet i de nye om-
givelser”, dvs. antal ar siden flytning divideret med nuvearende
alder. Man kunne forestille sig at dennc baggrundsvariabel ville
have stor “forklaringsevne”.

Her vil vi ikke se pa hele talmaterialet men kun pa blodtrykket
(det systoliske) der skal optreede som y-variabel og pa de to z-
variable brgkdel af livet i de nye omgivelser og vacgt. Disse er
angivet 1 Tabel 12.6.
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Tabel 12.6: Eksempel 12.5: Vardier af y: systolisk blodtryk (mm Hg),

zy: brgkdel af livet i de nye omgivelser, og x,: vaegt (kg).

Yy

Iy

T2

170
120
125
148
140
106
120
108
124
134
116
114
130
118
138
134
120
120
114
124
114
136
126
124
128
134
112
128
134
128
140
138
118
110
142
134
116
132
152

0.048
0.273
0.208
0.042
0.040
0.704
0.179
0.893
0.194
0.406
0.394
0.303
0.441
0.514
0.057
0.333
0.417
0.432
0.459
0.263
0.474
0.289
0.289
0.538
0.615
0.359
0.610
0.780
0.122
0.286
0.581
0.605
0.233
0.432
0.409
0.222
0.021
0.860
0.741

71.0
56.5
56.0
61.0
65.0
62.0
53.0
53.0
65.0
57.0
66.5
59.1
64.0
69.5
64.0
56.5
57.0
55.0
57.0
58.0
59.5
61.0
57.0
57.5
74.0
72.0
62.5
68.0
63.4
68.0
69.0
73.0
64.0
65.0
71.0
60.2
55.0
70.0
87.0
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Figur 12.3: Eksempel 12.5: Blodtryk y afsat mod brgkdel af livet siden

flytning z,.
2 Y
{707 ¢
150 R
130 = 8 e L4 L4
° e ° o e °
T~ T ¥ A3 ) § \
o 0.2 0.y 0.6 0.8 {.o

Antropologerne mente at x, (brgkdel levet i de nye omgivelser) var
et godt mal for hvor lzenge personerne havde levet i de civiliserede
omgivelser og at det derfor matte vaere interessant at se hvor godt
zq kunne forklare blodtrykket y. Farste skridt cr derfor at fitte en
simpel linear regressionsmodel med z, som forklarende variabel.
Man finder den estimerede regressionslinie til

y = 134 - 16z, ,

og det tilhgrende variansskgn cr 163 med 37 frihedsgrader.

Hvis man i et koordinatsystem afsatter y mod z, viser det sig i-
midlertid, se Figur 12.3, at det bestemnt ikke virker seerlig rimeligt
at havde at (middelveerdicn af) y afhanger lincart af z,. Derfor
mé man give sig til at overveje om andre af de mélte baggrunds-
variable med fordel kan inddrages.

Nu ved man, at en persons vagt har betydning for den pagzlden-
des blodtryk, si naste modelforslag cr en multipel regressionsmo-
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del med bade z, og x, som forklarende variable. Skgnnene over
parametrene Po, ) og B2 i regressionsligningen

y = Bo+zif+z2P
bestemmes (jf. side 298) som lpsning til ligningerne

398 + 150668, +  2463.208, = 4969
15.066 3y + 7.8268968, + 969.739508, = 1887.944
2463.20 B, + 969.73958, + 157488.163, = 315680.8

Man finder at fo = 60.8775, B, = —26.78738 og B, = 1.21726, s4

den estimerede regressionsligning er
y = 61 —2Tz; 4+ 1.2z, , (12.18)

og skgnnet over variansen bliver denne gang 96 med 36 friheds-
grader.

Det ses at ved at inddrage z, er variansen gaet drastisk ned, fra

- 163 til 96. Deraf kan man dog ikke slutte at (12.18) er en god
beskrivelse af data, kun at den er bedre end den forrige. Man bgr
undersgge residualerne for at kunne vurdere modellens kvalitet -
det vil vi dog ikke gore her.

Hvis man har ladet en computer foretage udregningerne, vil man
sandsynligvis ogsa have faet oplyst parameterskgnnenes middel-
fejl og faet at vide om parametrene hver isaer var signifikant for-
skellige fra 0. I det konkrete tilfelde vil man da have faet at vide,
at ndr man kun bruger z, sa er koefficienten til =, ikke signifikant
forskellig fra 0, men nir man benytter biade z, og z, sa er alle
koefficienter signifikant forskellige fra 0. Det kan man fortolke pa
den made, at blodtrykket.athanger signifikant af bade z, og x,,
saledes at jo leengere man har levet i de nye omgivelser jo lavere
blodtryk, og jo stgrre vagt jo hgjere blodiryk; men da det nok
ogsa er sadan at jo lengere tid man har boet i “civilisationen”
jo mere vejer man, sa vil de to virkninger udjzvne hinanden hvis
man ikke sprger for at inddrage begge forklarende variable. O
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Liste over anvendte
symboler

Symboler der begynder med bogstaver

A

B

COS COS~

Cov

1.

betegner tit en handelse, dvs. en delmangde af ud-
faldsrummet.

B(z,y) : betafunktionen.

cos er cosinus-funktionen, cos™! er dens inverse funk-

tion (der ogsd kaldes arcus-cosinus), dvs. z = cos™(y)
hvis og kun hvis y = cosz og 0 < z < 27.

Kovarians. Cov(X,Y') betegner kovariansen mellem de
to stokastiske variable X og Y.

Differentiation: Hvis y = g(z) er en differentiabel funk-

. . d X

tion af z, sa er i og U to betegnelser for differen-
axr T

tialkvotienten af ¢; en tredje betegnelse er ¢'.

Partiel differentiation: Hvis g er en funktion af de to

: 0
variable z, og z,, sa betegner —g¢ den afledede af

(9.’1:1

funktionen z, — g(zq,24).

grundtallet for den naturlige logaritme; e = 2.7183.

e kan ogsa betegne et residual.

Middelvardi: E X betegner middelvaerdien af den sto-
kastiske variabel X.

309



310

SYMBOLER

exp eksponentialfunktionen: exp(z) = e*.
Der galder at y = exp(z) hvis og kun hvis z = Iny.
f Hvis f betegner et tal er det ofte et antal frihedsgrader,
hvis f betegner en funktion er det ofte en sandsynlig-
hedsfunktion eller en sandsynlighedstathedsfunktion.
F betegner ofte en F-teststgrrelse. I’ kan ogsa betegne
en (kumuleret) (sandsynligheds-)fordelingsfunktion.
Fy 1, betegner en stokastisk variabel som fglger F-fordelingen
med f; og f, frihedsgrader.
H statistiske hypoteser plejer at blive benavnt H.
L betegner som regel en likelihoodfunktion.
z ]
In den naturlige logaritme, Inz = / Zdt'
1
Funktionen In har den egenskab at
In(ab) = Ina+1Inb.
InL log-likelihoodfunktionen, dvs. logaritmen til likelihood-
funktionen L.
N betegner maengden af naturlige tal, dvs.
N ={1,2,3,...}.
Ny betegner mangden af hele ikke-negative tal,
No=1{0,1,2,3,...}.
N, %) normalfordelingen med parametre y og o?.
obs Qobs: tohs Osv. betegner den observerede vaerdi af den
stokastiske variabel (), { osv.
P(A) sandsynligheden for handelsen A.
P(X € A) sandsynligheden for at den stokastiske variabel X tilhg-
rer A,
P(...]...) betinget sandsynlighed:

P(AN B)
P(A| B) = —FE

hed for A givet at B indtraeffer.

er den betingede sandsynlig-
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SYMBOLER

R
Rﬂ.

SP

5§

sin sin”!

Var

T,T),Ty OSV.

Lo
T

X

betegner mangden af reelle tal, R =] — 0o, +0o].

betegner maengden af talsat (z,, zs,...,z,) hvor hvert
x; tilhgrer mangden R af reelle tal.

Sum af Produkter af afvigelser fra gennemsnittet:
SPy = 3 (z—ZF)(y 7).
Sum af Kvadrater af afvigelser fra gennemsnittet:

S, = S(z—-7)?.

betegner ofte skgnnet over variansen o2 i normalforde-
lingen. '

sin er sinus-funktionen, sin~! er dens inverse funktion

(der ogsa kaldes arcus-sinus), dvs. z = sin~!(y) hvis og
kun hvis y = sinz og 0 < z < 27.

t kan bétegne en t-teststgrrelse, t kan ogsa betegne en
tid, og endelig kan ¢ betegne en transformation, dvs.
en afbildning.

Hvis ¢ er en transformation der afbilder punkter i X
overi ), skrivest: X — ).

kan betegne den inverse afbildning til afbildningen ¢,
dvs. t(z) = y er ensbetydende med at z = t~1(y).

betegner en stokastisk variabel som fglger ¢-fordelingen
med f frihedsgrader.

Varians. Var X betegner variansen pa den stokastiske

variabel X.

udfald (dvs. elementer i .Y').
betegner undertiden en a-fraktil.
= (Z‘,l’g,. ..,.’L'n).

stokastisk variabel; antager vaerdier z,z,,z,...

= (.\,l,Xg,. . ,,\,n).
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X udfaldsrum (dvs. en maengde af udfald).
Ay niveaumangde af typen X, = {z € X : t(z) =y} .
Y stokastisk variabel; antager vaerdier y,y;,y,...
Y,Y1,Y2 osv.  udfald (dvs. elementer i }).
Yy udfaldsrum (dvs. mangder af udfald).

Symboler med graske bogstaver

graesk alfa

grask beta

gresk gamma

graesk stort gamma, jf. gamma-funktionen.
grask epsilon, betegner ofte testsandsynligheden

grask lambda. Betegner undertiden parameteren i en
Poisson-fordeling eller intensiteten i en Poissonproces.

graesk my, betegner ofte en middelvaerdi.

grask pi, forholdet mellem en cirkels omkreds og dia-
meter. 7 =~ 3.14159.

graesk sigma. Betegner ofte standardafvigelse.
Ofte variansparameteren i en normalfordeling.

graesk fi, betegner ofte taethedsfunktionen i den norme-
rede normalfordeling M (0, 1) :

exp(—3iz?) .

$(z) = Ton

grask khi

khi i anden, jf. x*-fordeling.
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X betegner en stokastisk variabel som er x*-fordelt med
J frihedsgrader.

> graesk stort sigma, summationstegn:

m

. Zf (z;) eller 7, f(z;) betyder

=1

f(xl) + flz) 4.+ f(om).

° z f(z) eller 3¢ 4 f(z) betyder summen af de
€ A
funktionsvaerdier f(x) for hvilke z tithgrer maeng-

den A.
. Z f(x) betyder summen af de funktionsvaerdier

r<a .
f(z) for hvilke = er mindre end eller lig a.

o Man ngjes undertiden med at skrive Y f(z), idet
det sa er underforstaet hvilken mangde af z-er der
summeres over. '

I1 graesk stort pi, produkttegn:

o || f(z;) eller [T, f(z;) betyder
i=1

f(z1) x f(@2) x ... % f(2m).
o ] f(z) eller ]’IIGA f(z) betyder produktet af de

z€ A
funktionsvaerdier f(z) for hvilke z tilhgrer maeng-

den A.

e ] /(z) betyder produktet af de funktionsvaerdier
z<a '
f(z) for hvilke = er mindre end eller lig a.

Symboler der ikke er bogstaver

— 1. * — 400 betyder at = gar mod +oo0.
2. t: X — )Y betyder at ¢ afbilder punkternei maang-.
den A" over i mangden Y.

— t : 2 — z? betyder at ¢ er afbildningen der afbilder et
tal z over i tallet z2.
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h ™\, 0 betyder at h gar mod 0 gennem positive vaerdier.

Differentiation. Hvis g er en funktion, sa er ¢’ differen-
tialkvotienten af g (ogsa kaldet den afledede af g).

er fordelt som.
Eks.: X ~ N(0, 1) betyder at den stokastiske varia-

‘bel X fglger N(0, 1)-fordelingen.

er omtrent lig med

gangetegn. Tegnet benyttes ogsa ved dannelse af pro-
duktmaengde, f.eks. er Xy x X, mangden af par (z,, z2)
hvor z, € X} og z, € A.

fakultetsfunktion. n' = 1 x2x3 x...xn.

|a| betegner den numeriske vardi eller absolutte vaerdi
af tallet a, dvs.

a hvisa>0
laf = —a ellers,

Et punkt pi et index’s plads betyder at der er summeret
over det pagzldende index.

Eks.: Hvis der er tale om tal z;,,,...,T,, s3 betyder
z. summen af disse z-er, dvs.

Hvis der er tale om tal z;; hvor ¢ gar fra 1 til r og j fra
1tls,saer

]
T = Zl‘,‘j,
=1
r
:II.J' = Zx,-j,

=1

r s
Tee = ZZQZ,'J'.

i=1 j:]
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streg. Betegner gennemsnit: T er gennemsnittet af
x-erne. streg-notationen kombineres ofte med punkt-
notationen for at betegne gennemsnit over et bestemt
index.

Eks.: Hvis der er tale om tal z;; hvor z gar fra 1 til »
og j fra 1 til s, s3 betegnes gennemsnittet over j, dvs.
gennemsnittet i den i-te raekke,

e = .’1),‘./8
>
$ =1 ’

gennemsnittet over 7, dvs. gennemsnittet i den j-te sgj-
le, betegnes
T.; = x.fr

1

) r
= - E Tij,
=1

r A
1=

og totalgennemsnittet betegnes

r = T..
= x./rs

1 T L
= ;ZZT,] .

=1 =1

hat. En hat over et parameternavn betegner maksima-
liseringsestimatet for den pagaldende parameter.

Hvis man ogsa estimerer parameteren under forskellige
hypoteser, kan de tilsvarende estimater betegnes med
flere hatter, f.eks. &v. Man kan ogsa bruge en tilde: .

tilde.

(Se ovenfor.)

binomialkoefficient.
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) multinomialkoefficient

Tk
mangde-parenteser:
{z1,22,...,2m} betegner maengden bestiende af ele-
menterne z;,Z2,...,Tpy.

{r : f(z) £ 3} betegner mangden af z-er (fra det
aktuelle udfaldsrum) for hvilke betingelsen f(z) < 3 er
opfyldt.

uendelig

plus uendelig og minus uendelig; den reelle akse gir fra
—o0 til +00.
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Af: Jens Hpjgaard Jensen, Mogens Niss m. fl.
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Projektrapport af: Bodil Harder og Linda Szko-
tak Jensen. 91/85 "KVANTETEORI FOR GYMNASIET".
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108/85 "APPLICATIONS AND MODELLING IN THE MATEMATICS CUR -
RICULUM" -~ state and trends -
Af: Mogens Niss.
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