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AU : - Forord.
/ﬁ xDenné tekst er en besvafelse af en fire ugers specialeop-

gave’tll naturvidenskabelig embedseksamen ved K¢benhavns Uni-
versitet. '

Opgavehs.formuleriﬁg lyder: . ,

"Strukturel stabilitet og katastrofer 1 systemer i og u—
denfor termodynamlsk llgevagt.

‘Der gnskes en redeg¢relse for fysiske og biologiske anven—
delser af R&né Thom's teori for strukturel stabilitet og ka-
tastrofer. Specielt ¢nskes en belysnlng af forbindelsen til

1kla551ske termodynamlske teorier for faseovergange og spontan

udv1k11ng med en redeg¢relse for det fy51ske indhold i kata—'
strofeteorlens ordens— og kontrolparametre.

'Besvarelsen'kan Befragtes som inddelt i tre hoveaafsnit

Det fgrste introducerer den kvalitative teorl for dynaml—
vske systemer. Herefter f¢lger et-afsnit, der 1ndf¢rer de mest
elementare begreber fra dlfferentlaltopologlen for at glve be-
grebet strukturel stabllltet en strlngent og 1ntu1t1v forstae-
lig betydnlng _ ‘
o Det bliver defved-muligt at.give begrebet en pladsii en
fysisk sammenhang; hvor det kan bruges til at pracisere og ud-
vide diskussionen af klassisk termodynamiske systemer. Dette
har vi. fors¢gt at belyse med eksempler.

ADisse'to afsnit rundes af med en prasentation af Thom's

klassifikationsteorém med henblik p& en formulering af den

element&re katastrofeteori hvori kla551f1katlonsteoremet er

sammenkoblet med teorien for dynamiske systemer.

For. at orientere den elementare katastrofeteori mod anven-

. delserne, har vi foretaget denne sammenkobling med det fysiske




begreb om kvasistatiske processer.

Endelig foretager vi en kort ekskurs for at se den elemen-
tere katastrofeteoris afgransning i forhold til en mere gene-
raliseret katas%rofeteori. N

Det sidste hovedafsnit falder i to dele. Den fgrste omhand-
‘ler en anvendelse af den glementareikatasprofe;eoriftil beskri-
~velse af en Vaﬁ:der Waal's gas i en'pmegn af det kritiske punkt.
A Af diskussionen vil det fremgd, at enAVan der Waal's gas i
Gibbsreprasentationen lader sig beskrive katastrofeteoretisk
.med et bestemt valg af ordensparameter, der op til en (bestemt)‘
lokal funktion af tryk og temperatur er den relative volumenaf-
vigelse i en omegn af det kritiske punkt.

I det sidste eksempel ser vi pad reelle processer. Herved
forsynes den elementare katastrofeteori med en system@ynamisk.
overbygning, som i grznsen, hvor systemets henfald mod ligevagt
sker uendeligt hurtigt, giver de kvasistatiske processer som
et specialtilf=lde.

Som eksempel har vi valgt den drevne Van der Pohl oscilla-
tor, fordi den set fra et kvalitativt synspunkt kan betragtes
som en analogregnemaskine for processer, der foregdr langt fra
termodynamisk ligevagt.

Hovedparten af figurerne er computertegninger, der er ud-
fgrt til formdlet med en Hewlett-Packard HP 9845A/HP 9872A
minicomputer. ‘




(iii)

' For- og efterord til IMFUFA-udgivelsen.:

Pl
x*'Denne S§ecialeopgave er blevet til pd IMFUFA institutet
pa Roskllde Universitetscenter, hvortil jeg i et semester har
varet tilknyttet som gastestudent og spec1a1estuderende.
Instltutets medarbejdere har ofte staet mig bi ved .réd og -
vejlednlng, savel med teoretiske vink som med praktisk hjelp
til at fremstille de computertegnlnger, som har varet en vig—
- tig st¢tte for arbejdet.
Alle ~de, der pa denne méde har varet mig behjalpellg, skyl—
der jeg en tak, som ikke mindst bgr tllflyde min personllge
veJleder, Peder Voetmann Christiansen. -

Om se1Ve,opgavebesvareisen vil jeg'eige,'étijeg har f¢it
‘det som et udtait behov at knytte en anaiytisk overbygning til
den energib&ndsformalisme, der med held er blevet anvendt pa.
et overordentligt forskelllgartet udsnit af systemer ‘i naturen.

Det begrebsmassige 1.energlbandsformallsmenbfremstar iuen sna-
ver analytisk forstand som teorien fer-seavanlige 1. ordens"
dlfferentlalllgnlnger. Men mit m&l har ikke varet at beskzfti-
- ge mlg med denne teori udfra et teknisk-matematlsk synspunkt,
snarere tvart1mod~ At undersg¢ge dynamiske systemer kvalitativt
for derigennem at kunne tolke vasentlige trak ved systemerne
uden eksplicit at skulle beregne problemerne..

Specielt er dette af stor interesse i det ¢jeblik, . hvor et
dynamlsk system bliver ustabilt, og noget uventet indtraffer.

Nyere arbejdere af matematikere, isaer Thom og Zeeman,. har gi-
vet en enorm 1nspiration til at arbejde videre med disse tlng,
og den narvarende besvarelse skal ses som et forsgg pa at 1lg-
se denne opgave. ' )




L S : (iv).

Jeg skal vere dgnaf¢rste til at sige, at det har varet en
meget svar’OEQaveg,endng sVare:e‘at fremstille overfor folk,

. der ikke fardes hjemmevant i matematisk jargon og. symboler..
Sé:méget desto vanskeligere er det for~miq‘ét,overgiVE denne
opgavebesvarelse til publikation i IMFUFA's tekstserie, som
ikke lige netop har en matematisk—fysi3kfindegkreds sbm mél&zup—

pe. |

4

"7 Jeg er fuldt klar over, at denne besvarelse vil virke kon-
troversiel p& mange%imééke ikke s& meget p& grund af indholdet
men mere pd grund af formen, som jeg forventer, at den ubevab-
nede laser vil mgde med en vis irritation grundet pi umddehol-

den anvendelse af matematisk jargon og: definitionspedanteri,

der meget vel kan minde om at skyde grégpurve med kanoner.

P& den anden side forventer jeg ogsé, at den flittige brug
af illustrationer vil formilde den f@rstnavnte leserskare sam-
tidig med, at den af fagfolk vil bli#e tolket som en situation,
der ikke er helt ulig den, som en professionel jzger md fgle,
ndr han ser en amatgr gd pd storvildtjagt med en luftbgsse.

Tltrods for disse -berettigede indvendinger- mener jeg dog,
at det ikke ville vare urimeligt at hédbe pa, at laseren som jeg
mener, at metoden er anvendeligq.

Roskilde Universitetscenter i marts 1979
l Leif 8. Striegler
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- "Fillet of a fenny snake,

In the cauldron boil and' bake,

'Eye of newt, and toe of frog,

Wool of bat, and tongue of dog,

.Adder's fork, and blind-worm's sting,

nggrd's leg, and howlet's wing,
Forﬂa charm of powerful trouble,
Like a hell broth boil and bubble"

(Wllllam Shakespeare Macbeth ~Act IV,scene I)

Katastrofeteoriens berettigelse.

‘Det er en gammelkendt regel, (som ikke har nogen undtagelser)
at der ikke gives nogen regel.udeh undtagelser. Det sofistiske i -
dette udSégn underStreger n¢dvendigheden af at teznke i logisk ads.
skllte lag, hvis man pa bekostnlng affuldstand1ghedenv1l honorere
kravet om logisk mod51gelsesfr1hed. ' '

I trad hermed synes der at vare god overensstemmelse mellem vore

eksperlmentelle erfarlnger ‘og en lagdellng af det sprog, som vi

benytter til at ggre rede for dlsse erfaringer' De objektlve natur-

fanomener er selv lagdelte, sdledes at invariante helheder pa &t

" niveau kombineres til 1nvariante helheder p& det naste, hvis in-
tvarlante byggestene sa igen -ved kombinatlon- danner nyé helheder
v‘pa det efterf¢lgende niveau etc.

En s&dan erfaringsbaseret erkendelse udskiller to vasentlige
trak ved videnskabsprocessens strategi: for ethvert givet beskrivel-
sesniveau gelder det om for det fprste at rette opmerksomheden mod

de relationer, hvori de relativt invariante byggestene "indgdr; og

,for det andet om -at unders¢ge, under hvilke omstendigheder disse

1nvar1ansers 1ndre lovma551gheder undtagelsesvis satter deres prag

- pa- disse helheder.

,Opdagelsen af superfluiditet og supraledning er dramatiske eksem-
plerApé,fhvorledes kvantefaznomenérnes lovmessigheder satter sig i
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gennem, ndr man i alle makroskopiske sammenhange skal ggre rede
for fznomenerne.

Det er udfra denne synsvinkél'ikke vanskéligt at forstd, at en
meéet h¢j grad af opmerksomhed md samle sig om at undersg¢ge de
betingelser, hvorunder lovmessigheder pé et'beskrivelsesniveéh
undtagelsesvis satter sig igennem pa et andet. ' '

Lad os meditere lidt over det indledende regel-undtagelsespara. ..
doks. Vi;kigger pad en ihdesparret mengde gas, hvis tilstand vi
kan kontrollere med et s®t passende varme- og volumenreservoirer.
Ikke uden et vist md3l af flegma noterer vi os, at gassen vedbliver
at vare en gas, indtil der for et bestemt sat>af verdier for tryk
og temperatur sker noget interessant: I enhver omegn af de interes-
sante verdier forekommer en faseovergang fra gas- og til vasketil-
standen og omvendt. |

Efter at have udfgrt en lang razkke eksperimenter ledes vi tii at
indse, at vores flegmatiske sindstilstand ikke er i uoverensstemmel-
se med den eksperimentelle erfaring, at 'kedelige' tilstandsandrin-

ger er reglen og at de mere spandende er undtagelsen.

‘Men man kan i videnskabelig sammenh@ng na@ppe stille sig tilfreds
med at bekrafte/afkrafte gammeldags latinskolevisdom og deréf fol-
gende sofistiske drillerier. Malet md vare nermere at ggre rede for
hvordan den eller de regler, der specificerer reglerne og undtagel-
serne ser ud. Kort sagt: Det er ngdvendigt med en teoretisk model,

der kan rumme en beskrivelse af unormale, pludselige tilstandsfor-
andringer.

Dette udsagn kan mdske virke en anelse provokerende al den stund,
at der allerede findes en rakke teoretiske modeller, som hver for
sig er s@rdeles velegnede til at ggre rede for en lang rzkke kriti-
ske fenomener. Men de har det kedelige handicap, .at de ikke kan
bringes til at afspejle de sl8ende ligheder, som den eksperimentel-
le praksis har pavist eksisterer ved den kritiske adferd hos et me-



. ‘get forskelligartét udsnit af systemer.

Denne teoretiske us1kkerhed hanger utv1vlsomt aammen~med.den»
fanomenologlske og heuristiske karakter, som de ekéistefende mo-
deller har. Der er derfor et abstrakt behov for en generallserlng.
Men i samme takt, som den eksperlmentelle erfarlng ophober viden
om nye krltlske fanomener og dertll h@rende skraddersyede model-
ler, bllver behovet konkret. '

Katastrofers fenomenologi.

Den élémentare katastrofeteofi, i det f¢lgende betégnét med EKT,
synes i denne’ forblndelse at vare et bud pa en lovende aheuristisk
generallserlng af beskrlvelsen af systemers kritiske og dlskontlnu—
erte adfaerd. Det er den, fordi den for det fgrste g¢r det mullgt at

opstllle kontinuerte modeller for dlskontlnuerte fenomener, for det

- andet fordi dlsse modeller falder i et beskedent antal kategorler

og for det tredje fordl en omfattende klasse af fanomener lader sig

beskrive i denne teorls régi.

'Ep kataétrofe er, éom brdetAantYder,en'markant og plqueligAtil—'
standsforandring i et system,der normalt bpfdrér sig fgjeligt.

'En proces, der 1ndeholder en katastrofe,v1l kunne beskrlves ved
forl¢bet af f¢lgende 'Gedankenexperiment'° '

' Vi tanker os, at vi har en 'black box' forsynet med en trinlgs
kontrolknap,hvormed vi kan kontrolléré outputtet. Til at begynde
med sker der ikke noget bemerkelsesVardigt,'nér vi skruer op for

vores knap. Pludselig, for. en bestemt kontrolvardi,x,, sker der et

kl
abrupt spring i outputtet. Ved at gentage forsgget en r=kke gange

finder vi, at den pludselige forandring, katastrofen,.firnder sted i.
enhver omegn af xk; hvorimod vi i en tilstrakkelig lille omegn af
et hvilketsomhelst andet kontrolpunkt, xk' kan opna, at &ndringer-

. ne i systemets output kan ggres vilkarlig smd. Et eksempel Lyden
fra et m1krofon—forstarke:-h¢3ttaleranlag, kan for en passende

verdi af fbrst&rkningen koble tilbage og give anledning til en
katastrofe, som viser sig ved, at anlagget i stedet for at repro-
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ducere en eller anden kunstnerisk udfoldelse pludselig slar o-
ver i et umiddeholdent, rindalistisk hyl.

*

. Et signalemenE af EKT.

Katastrofeteorien har i de senere ar tiltrukket sig en ret
betydelig opmerksomhed, iser fra forskere, der arbejder inden
for ren og anvendt matematik. To centrale figurer i denneysammén—
heng er Ré&né Thom og Christopher. Zeeman. Thom formuleredeziﬂbei
gyndelsen af 1960'erne udfra studiet af den embryologiske udvik-
ling det kvalificerede gat, at katastrofer -under visse generel-
le forudsatninger- kunne reduceres til nogle fa, lokale 'arke-
typer". Sagt meget upracist:

*Enhver singularitet,der mitte forekomme i gradientsystemer,
der er styret af mindre end eller lig fire parametre, er lokalt

netop &n ud af syv elementare katastrofer'.

Lad os prgve at fordgje dette udsagn med en ‘black box' som

hjelpemiddel. Denne 'black box' udmerker sig ved at vare et gra-

dientsystem, i.e. et system, hvor outputtetsstationaritet minimi-

' serer en given potentialfunktion for systemet. Men systemet er ik-

ke bart og blot et gradientsystem; det er et parametriseret gra-
dientsystem, sdledes at vi ved at styre disse fire parametre kan
@#ndre p& potentialfunktionens udseende. Der kan under vores leg
med disse styringsparametre ske dette, at et lokalt minimum ud-
arter sdledes, at ogsd potentialfunktionens andenordensafledede
forsvinder,viz. en singularitet, hvor systemets stabilitet koliap—

ser. Thom's teorem siger nu videre, at s&danne singulariteter lo-

kalt kan klassificeres i syv kategorier, de elementare katastro-
1
fer

I bevisets endelige udformning er parameterantallet udvidet til
5,09 antallet af elementare katastrofer til ialt 11l. Beviset kre-
diteres en rakke matematikere, fgrst og fremmest Thom og Zeeman.



Lad os afrunde disse betragtninger med en forelgbig stramnlng

af ovenstaende genfortelllng af Thoms teorem:

Vi tanker os, at vi har et gradientsystem i n variable. Sys-

_temet er styret af < 4 paramefre. Der findes sa overalt et lokalt

gla% koordinatSkiff, siledes at regneudtrykket for vores poten—

"tiadlfunktion i de nye koordinater lokalt kan udtrykkes som en
' sum af "to bldrag, nemllg

‘ f(ull}lzl"" lun.;'"s(tlvlw) | =  g(ulruziFS:tIV,W). o
' + hug,ug, -

" hvor eventuelle katastrofer er indeholdt i g#bidraget ©og hvor
~ h- bldraget er fuldkommen regulart og uden spldsflndlgheder af

"nogen art.

Som det ses, vil vi h¢jst kunne udskllle to varlable, for hvil-
ke 51ngular adfard kan 1agttages. Dette resultat kan vi vise i ne-
denstaende figur 1: ' ' ‘

X4 . , . ,
. X2 koordinat - B
Systemn - . - S S
. . transformation _ Uz
kowtrol Xn ’ 7 vaulige katmstrofer
@ @ @ @ -

M3 L(" un
uae mrasrrof‘ar

- figur 1. 'Black -box' signalement af Thom's teorem.
‘Det vil sénere blive vist,hvad der iigger i disse 'generali-

serede koordinater. Her vil vi blot ngjes med en grov analogi:

Pa samme made, som man indfgrer de sk. normalkoordlnater i en




diagonal'reéreséntation af et system af koblede oscillatorer.

er de transformationer, der her er tale om, en slags ‘'diagona-
lisering’', hvorved systemets potentialfunktion bringes pa en ka-
nonisk form.

- En videnskabsteoretisk forbemarkninqi

, Kvalitativt kontra kvantitativt.
Anvendelsen af katastroféteoriens regﬁltater er blévet mgdt
med sa megen skepsis og afvisende kritik, at det her er ngdven-

digt at g¢re rede for de forventninger,som det er rimeligt at
stille til en s&dan teori. Thom gg¢r udtrykkeligt opm@rksom pa,
at han ¢nsker aﬁ bruge katastrofeteorien til en kvalitativ be-
skrivelse af former og disse formers forandring. I sin monogra-

fi " Stabilité structurelle et morphogénése” skriver han indled-
ningsvis:. )

Descartes, med sine hvirvler, sine sammenhagtede atomer
etc. forklarede alting og beregnede ingenting. Newton,

med 1/r° -tyngdeloven beregnede alting og forklarede ingen-
ting. Historien har givet Newton ret og har henvist de
kartesianske konstruktioner til at vaere fri fantasi og
museumskuriositeter. Det er helt sikkert, at det newtonske
synspunkt er fuldt begrundet udfra et syn, der som sit ud-
gangspunkt har effektivitet og muligheder for forudsigel-
ser, deriblandt om indvirkning pa fenomenerne. I den sam-
me and genlzser man med interesse forordet til Dirac's
Principles of Quantum Mechanics, hvori forfatteren mener,
at umuligheden af at give kvantemekanikkens grundlaggende
begreber et intuitivt indhold kan negligeres. Men e

er ikke sikker pd, at menneskednden ville vare fuldt til-
freds med et univers,hvor alle faznomenerne var styret af en
koherent matematisk struktur, der var frataget et intuitivt
indhold. (mine understregninger,L.S.S.) Ville vi da s8 ik-
ke vere henvist til ren magi? Frataget enhver mulighed for
at gg¢re sig noget begribeligt, det vil sige fra at give en
geometrisk tolkning af den den matematiske struktur, der

er givet, hvor mennesket ved hjzlp af egnede billeder p&
trods af alt sgger at begrunde den givne struktur, vil det
falde tilbage til den resignerede uforstdeligheds skyggetil-
stand,som vanens magt vil ®ndre til ligegyldighed. I til-
feldet med gravitationen er der ikke tvivl om, at den sidst-
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navnte holdning har varet fremherskende, for vi har ikke,

i 1968, mindre grund til at blive forundrede over &blets
fald end Newton havde. Magi eller geometri er netop det di-
lemma, som ethvert forsgg pad videnskabelig forklarlng stér
i. Set fra dette synspunkt vil de, der stzber mod en for-
stdelse aldrig antage den kvantitative videnskabs'isme's
foragtende holdning overfor de kvalitative og beskrivende
teorier hos filosofferne fra f¢r-sokratikerne og op til
Descartes ((17), p.21f., )

" Dette perspektiv vil Zeeman ikke ngjes med. Han synes at mene, at

katastrofeteorien b¢r forsynes med en overbygning af kvantitativ

~art, saledes den udover at fungere som et teoretisk forstéelsesjg
varktgj ved skrivebordet ogsi bgr vare standardudstyr i ethvert
laboratorium med respekt for sig selv. Ikké‘mindst bgr deﬁ vare
et redskab for studiet af sOcio¢konomiske og psykologiske fenome-
ner. - | S ; ‘ .
Navnlig pd det sidste punkt har Zeeman anvendt EKT pa en'sfarkt
E pfovdkerende m&de. Gennem et studie af fengselsurolighder bg op-
_'étande kdﬁluderer'zéeman (l§) ved anvéndelse af en'katast:oféteo-
retisk model, at élvdrligef&mgselsopr¢:ﬁbedst kan kontrolleres 6g
bekampes, dersom myndighederne benytter_en 'playing it cool' -tak-
' _tik. Men der er hos Zeeman si mahge gaﬁtérier, ad'hoc_ahtagelser
og s@ ringe overensstemmelse med de-indsémlede daté, at- denne kon-
-klusion ve1 ma siges‘at'vére en ret sé‘fritstéende_konstruktion.
Men hvadenten konklusionen af andre grunde er:baredygtig eller
ikke, @ndrer det ikke Qéd den omstendighed, at Zeeman. —éikkert u-
.fr1v1111gt - med en matematlsk—v1denskabellg blastempllng stotter
en bagstraberlsk adfardsteknologlsk krlmlnalpolitlk

'Det er derfor ikke ufbrstéeliét, at katastrofeteorien har féet
et darligt ry i matematikerkredse,,og ét'den ikke har varet sa
meget. "in' i'den_seneste tid. Som fplge deraf har Zeeman's mere
jordnare arbejder indenfor fysik, fysiologi og biologi“tilsyhela—
éende ikke féét'den opmarksomhed, de fortjener. -

Er den anvendte EKT'réduktionistiSk?‘

N

Zeeman's mange arbejder med beskrivelse af samfundsf@nomener




har utvivlsomt fremmanet reduktionismens spggelse hos mange fag-
folk i disse videnskaber. Det vil imidlertid vare fejlagtigt at
klistre reduktionismens etiket pd& katastrofeteorien af den abstrak-
te og‘trivielle grund, at katastrofeteorien -som enhver anden teo-
retisk model- opererer med abstrakte stgrrelser og begreber, der i

enhver anvendelse kraver en specifik oversattelse.

Men er det alllgevel ikke sadan, at en teoretlsk model -kon- .
kret- via 51t begrebsunlvers satter granser for en oversattelse°
Hvis svaret ‘er ja, er det nok rimellgt at sige, "at modellen er )
reduktionistisk. For katastrofeteoriens vedkommende er det rime-

ligst at svare nej. Og vi skal nu se, hvorfor.

Som vi navnte en passant er der belag for at se granserne mellem
de forskellige videnskaber og -discipliner og de indre beskriveé-
sesniveauver i de enkelte fagomrdder som at vare et udtryk for no-
get objektivt. Dette bel®g stgttes af den eksperimentelle praksis,
der viser os, hvilke trazk ved fznomenerne, der er invariante.

Dette vil for eksempel enhver kemiker kunne overbevise sig om, nar
hun eller han sldr op i en tilfeldig lzrebog i biockemi og ser,at
proteinkemiens krakteristiske invarianter er 21 (!) forskellige a-
minosyrer bg ikke de enkelte hydrogen- carbon-'nitrogen- oxygenl
og svovlatomer. V

En gransedragning, der forekommer historisk at vere konventionel
og subjektiv, synes i sidste instans at vare begrundet i den ma—‘
terielle virkelighed selv; e.g. er den kendsgerning, at carbonato-
met ved sine orbitalers egenart er i stand til at danne et antal
kemiske forbindelser, der er mange, mange stgrrelsesordener stg¢r-
re end 'normalt' en objektiv begrundelse for at skelne mellem or- »
ganisk kemi og uorganisk ditto.

Fra et informationsteoretisk synspunkt er denne skelnen mellem
forskellige beskrivelsesniveauer et resultat, der er uomgangeligt.

Det er ikke muligt at reducere den information, 'mening', der




findes pad &t niveau til et }avere,.alene'af den grund, at det er to
tpjvéseﬁsférskellige korrelationer man undersgger mellem forskel-
lige invarianser. (2) ' ' , -
Selvom vi kan opstille et informaﬁidnshieraki,'hvori vi'kan gen-
finde 1nvarianser fra lavere niveauer pi et h¢Jere, er det ret sa .
meningslgst at_begynde at beskrlve et hgjt niveau ‘med invarianser

-fra‘et lavt.

Men undeftiden spiller disse invariansers egenart og, indre lov-
ma351ghed en synllg rolle. (Rent bortset fra, at disse altid lagger
bandpé.beskrlvelsenaf det h¢3ere niveau) Normalt -og det er reg-
'len— slar disse trak ikke 1gennem, men undtagelsesv1s g¢r dlsse lov—
m3551gheder s1g galdende pé en overraskende made.

'Dissé résonnementer viser, at de fquéllige fagomrédef og beskri-
velsesniveauer nyder en rélativ;autonomi,,der netop.bringes istand

ved, at hvert omrdde og niveau har sine karakteristiske invarian-
ser. ‘ ' ' ' ' '

' Det bliver dérved kiart, at}et reduktioniStisk projekt ikke lader
519 gennemf¢re, hvorved enkeltdisc1p11nernes modvilje og overdrev-
" ne skepsis overfor brug af andre v1denskaber, og iser matematlkken
kan vare en ‘don Qulxote-agtlg fremfard som kan vare en hamsko for
v1denskabsprocessen. . ‘

’ Det skal selvf¢lgellg p01nteres, at det 1kke er alle videnskabe-
lige problemer,der kraver forfinede kemisk- fysisk-matematiske meto-
‘der t11 deres lgsning. Men det er oplagt, at e.g. den embryologlske
udv1k11ng rejser en rakke differentlalgeometriske og —topologlske
-problemstillinger,som manllkke kan komme uden om. Det er netop i sa-
danne siﬁuationer, hvor,matematikkeﬁs fantasifulde abstraktioner
og strukturer kommer til deres ret. Detver her, hvor”det matematiske
sprog, eller mere pracist: den maﬁematiske semantik er et uundvaer-
ligt hjslpemiddel i problemlgsningen, veél at marke en semantik, der
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er woptravleligt indspundet i ée fibre, som problematikken er va-
vet af. Det vil i denne snaVre:sammenhang vare mere rigtigt at si-
ge, at-matematikken er blevet biologisk end det ville vare at sige,
at biologien var blevet matematisk. ‘ ‘

Sammenholder-vi det ovenstdende med anvendelsen af Newtons al-
mene tyngdelov i sociologien som en teoretisk model for vekselvirk-
ningen mellem to storbyer, bliver det 5benbart, at derier en arté-
forskek pa teoretiske modeIler:Socioldgienbenytter en i forvejen .
eksisterende teori, hvis begrebsstrukturerjdikterer udformningen
af passende sociologiske(?) kategorier. Mens katastrofeteorien ud-
springer af et konglomerat af konkrete problemstillinger indenfor
biologien. Disse konkrete problemer rejser derefter det teoretis-
ke problem, der hedder: Hvordan beskriver vi en fremadskridende
sekvens af former? |

Det er netop den omstandighed,'at katastrofeteorien udspringer
af et videnskabeligt problem der g¢r, at den heller ikke konkret

kan anses for at vare reduktionistisk.

Vi bemarker her til slut, at det ikke er katastrofeteoriens pro-
blem at give svar pa, hvorfor systemer med en meget hgj kompleksi-
tetsgrad lader sig beskrive i nogle f& kategorier. Tvertimod: Kata-
strofeteorien beskzftiger sig med de dybestliggende lag i de kri-
tiske faznomeners fremtradelsesform udfra det postulat, at en meget
stor klasse af kritiske fanomener tilhgrer lokale akvivalensklasser
af arketypiske former.

Vi vil i denne fremstilling fglge en Zeeman-inspireret vej, selv-
om det ligger i sagens natur, at et sadant projekt et meget ambiti-
tigst. Indtil videre md8 vi ngjes med det nastbedste: At se velkendte
fznomener beskrevet og fortolket i et katastrofeteoretisk régi.
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Strukturel stabilitet og katastrofer.

Kvalitativ teori for dynamiske systemer.

leferentlalllgnlngernes domzne er: -set udfra et teoretisk syns-
punkt-et sammenkog af en mangfoldlghed af’ matematlske discipliner.
Fra et praktisk fagvidenskabeligt synspunkt er .denne sejd et sine

qua non for nasten alle teoretiske modeller, der. beskrlver et sys—

‘tems . udvikllng over tid og rum. Ifglge den Thom ske tankegang har -
. anvendelsen af dlfferentialllgninger f¢rst og fremmést varet mo-

tiveret af gnsket om en kvantitativ forudberegnlng af et systems

' tilstand. Hvadenten en s&dan 1deolog1 har varet fremherskende el-

ler ej, er de gangse metoder i modelbygningen og modelafpr¢vn1ngen

vlkke i uoverensstemmelse hermed: N&r man konstruerer og afprgver

en teoretlsk model, gadr man i reglen frem salede5° Fgrst opstiller
man -udfra en rzkke mere eller mindre eksp11c1tte hypoteser om

systemet— et sat dlfferentlalllgnlnger med en rzkke rand- og be-

,gyndelsesbetlngelser. Afpr¢vn1ngen af modellen sker ved ganske en-

kelt at beregne dette rand- og begyndelsesvardlproblem, hvis l¢s-
nlng eventuelt reprasenteres graflsk Sidenhen prgver man pa ba-

sis - af den beregnede information at give -en kvalitativ fortolknlng

af resultatet ‘med henv1sning til det system, som modellen har som
udgangspunkt. ‘

Det lyder nemt og llgetll, men det er sé langtfra alle modeller,
der er llge nemme at afpr¢ve.
For det f¢rste er det ikke ualmindeligt,.at en mere spaendende hy—

»potesedannelse munder ud i et sat 1kke-11neare differentlalllg- .
ninger, som ubehageligt ofte falder. udenfor den blgde papir-blyant-

-tabelteknologls anvendelsesomréde. For det andet md man se i ¢j-
nene, at kendskabet ‘til rand- og . begyndelsesbetingelser undertiden

kan vaere . starkt begranset

-Med fremkomsten af de hurtigé datamater'erfdet praktiske bereg-
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ningsarbejde reduceret til denv(nérmalt) mindre tidr¢ﬁende og
..betydeligt mere 1nteressante beskaftlgelse, det er at fremstllle
- en egnet algorltme, der kan afpr¢ves med et bredt spektrum af
rand- og begyndelsesbetingelser. En s&dan algorltme kan direkte
4udformes séledes, at den numerlske information i outputtet bllver
reprasenteret grafisk.-

. Pg dette grundlag fortolkefimanasé modellen, viz. opregner mo- -
dellens kvalitative egénskaber”so@,'efg., stabilitet, periodici-
tet etc. ' ' |

Men man vil hurtigt opdage, at al denne imponerende teknik i
prosaisk forstand kun lgser selve beregningsproblemet, hvortil

kommer, at man ikke kan vare sikker pé, om den benyttede algorit-
me og det deraf fglgende maskinelle output afspejler alle model-
lens vasentlige karaktertrak.

Vi stdr altsa stadigvak med en'rekke problemer af principiel
_art: Det er ngdvendigt, at modelbyggeren p& forhadnd m& have et
sat af mere eller mindre velbegrundede g®t om, hvordan lgsninger-
ne pa problemet skal se ud, séledes at hun eller han bliver i
stand til at vurdereé, hvorvidt outputtet er en bekrazftelseaf den
datalogiske aforisme, der hedder 'grus ind= grus ud' eller ej.

Og hvordan laver man sig et kvalificeret gat ?

Ved at lgse differentialligningerne, naturligvis.

Mere tydelig kan denne metodologis onde cirkel nappe veare.

Skal vi ud af denne cirkel, md vi fastne os ved det principiel- |
le i sagen:

Hvordan kan vi, uden at lgse et givet sat differentialligninger
eksplicit (hvis det da overhovedet er praktisk muligt) alligevel

drage palidelige slutninger om de kvalitative egenskaber ved lgs-
ningerne?

Denne problematik er ikke af s=®rlig ny dato. Den blev eksempel-
vis angrebet af Poincaré; og en lille skare matematikere fysikere
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bg_andre-fortsattevspbradiek arbejdet indtil for et par f4 Aarti-
er4tilb3ge, hvor det under navne eom e.g. 'kvalitativ teori for
dyhamiske systemer' og 'topologisk dynamik'’ siden - og ikke mindst
i k¢1vandet af kybernetlkkens og dataloglens fremvakst - har varet
i kraftlg udv1k11ng

| Det dialektiske samspil mellem det kvalitative og deﬁ kvantita-
tive Synes netop her i lyset af de senere'érs Feo:etiSk—topologiske
_og de ﬁréktisk—datalogiske resultater at tegne sig ganske frugtbart.
Teorien om strukturel stabilitet og katastrofer kan med ret stor
pracision siges at veére den seneste fremspiring af et forsgg pa at-
.give en pS én gang stringent og intuitiv forstdelig redeggrelse -
for de underliggende strukturer, som den topologlske dynamlk ‘hvi= |
ler p&, kort ‘sagt et prOJekt, hvis mdl er at forsyne den nuvarende L
vhovedsagellgt 1ndukt1ve modelbygnlng med et deduktlvt ben.

For at glve et 1ntu1t1vt billede af, hvorledes EKT kan indpasses
i modelbygnlngsprocessen, er’ det lettest at ga 1ndukt1vt tilverks.

Vi betragter differentialligningen -

23t +_flz.+ fo = 0 _ (1)

‘ , S . n-1

hvor f'erne er funktioher§‘af t;z,-gg,...,g———E.

A ' : dt’ " a n-1

. t

n-l

-’
l(0) ) -

med begyndelsesbetlngelserne ( z(O), (0),...,
_ A at”

§hvor intet andet er navnt, opererer vi i denne fremstllllng

med vilkarligt ofte differentiable funktioner pd en &ben delmangde
af et euklidisk rum ind i et euklidisk rum.(Disse funktioner til-
hgrer a fortiorl mangden af glatte afbildninger f: W -V, hvor W./cR
og V c R ) o

k
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En differentialligning af denne type kan altid omskrives til
et system af koblede differentialligninger ved substitutionen

- @i, o
zZ = X4 z = Xjrooeer —p=y = Xp/ ©9 vi skriver
dat : ,
-~ - r X -
%) X2
o X
32_ B B ) ) 3 .
xn—l Xn
Lﬁn ‘ fnxn+ fn-lxn—l + ...+flxl + fo

Idet vi med X mener (xl'XZ' ..°,xn) € UmncRmn
Vi vil i det fg¢lgende benytte den forkortede skrivemidde

x = F(x,t) (2)

for det ovenstdende differentialligningssystem med begyndelsesvar-
dierne (xl(O), x2(0), cee g xn(O)) forkortet til x(0).
Hpjresiden kan passende identificeres som en operator pa Umn;Rmn.

Denne rent formelle omskrivning er meget suggestiv, som vi
skal se om 1lidt, hvor vi vil se narmere pa det tilfelde; hvor
F kan anskues som en (stiengt taget en familie af) line=:re opera-
torer pa et vektorrdm, der er isomorft med R,

Som vi vil bemerke, er (2) en inhomogen differentialligning,der
afhanger eksplicit af tiden. I det fglgende vil vi begranse os

til at se pd sdkaldt autonome systemer, som er systemer, der ikke
afhenger eksplicit af tiden t, viz.

X = F(x) med x(0) = a, =const € RF (3)
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hvor x € chRp og F er en 0perator'pé UPCRP.
‘De simpleste ikke-trivielle operatorer er de line&re operatorer.
-Vi illustrere det ovenstiende med et eksempel. Differentiallig-
.ningen, der beskriver en udampet harmonisk.oécillator ser som be-
kendt sdledes ud: '

mx + kx =0 ; i(O),=-§o}- x(0) = X A (4)
Dette problem har den entydige 1lg¢sning

x(t) = acos(ut + ¢) . o _ S ;(5)-

- hvor w = /(k/m) og a og ¢ er bestemt udfra begyndelsesbetlngel-

o serne i (4).

Ved substitutionen X, = x; X, = % far vi bragt (4) pa den £§4
noniske form, som (2) udtrykker: '

R i O e O [
x50 = (k/m) x4/ '—(k/m) 0/\ x . A

2

Det bllver herved ret sd gennemskueligt, at vores kanonlske '
form: tlllader en simpel matematisk tolknlng

v o . , N v
Hpjresiden af (6) er billedet af ( l) ved den lineare
‘ o %2
a ' iO 1l ' . . .
operator : I og med differentialligningen (4) -de-
: - (k/m) 0 S ' .

fineres et vektorfelt F: R> 4 RZ.

Lad os tagé de fysiske briller pd og preve at se, hvad (6)
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betyder. Vektoren {xl,xz) er jO den samme som (x,X%X),alts& et sam-
menh¢rende sa2t af en p031tlon og en hastighed. (6) udtrykker sa
den tidslige udvikling af (x,xL i et todimensionalt rum. Dette le-
der os til at indfgre betegheléen tilstandsvektor for vektoren
(x,%) (= (xl,xz)) og betegnelsén tilstandsrum om det vektorrum,der
udspendes af de sadvanlige basisvektorer (1,0) og (O,l), sdledes
at enhver tilstandsvektor‘fremtrader som enilinearkbmbinatioq af

i:disse.%;

For ethvert fastholdt sat af begyndelsesbetlngelser vil tllstands-
'vektoren (xl,x ) beskrive en kurve i tilstandsrummet. Denne kalder
vi for et trajektorie.

Den vektor, som vi fdr frem ved at operere med matricen i (6) pa
en vilkarlig tilstandsvektor angiver tendensen i tilstandsvektorens

bevagelse pad trajektoriet, eller mere pracist: den tilhgrer tangent-

rummet til trajektorlet i det betragtede punkt ‘i tilstandsrummet.

Disse forhold g¢r en geometrisk reprasentation narliggende; sdledes
ved at identificere tilstandsvektoren med et punkt i planen og ved
at identificere trajektoriet med en tilsvarende kurve. Det er let -
at indse (vi kender jo lgsningen), at trajektoriet for vores system
med et fastholdt sat begyndelsebetingelser vil vare en ellipse,
hvor forholdet mellem stor- og lilleaksen er bestemt ved den cyklis-
ke frekvens w. Dette er vist pd figur 2. '

Hvis vi i ethvert punkt i et passende udvalg af punkter pd tra-
jektoriet afsztter den ved (6) definerede vektor med fodpunkt i et
sddant fastholdt punkt, far viiet geometrisk billede af et udsnit af
vore tangentvektorér, viz. en geometrisk reprasentation af det tangent-
bundt, der er knyttet til vores trajektorie. Dette er vist pa
figur 3. (med en bekvem ensartet skalering)

gVi bruger her helt bevidst disse betegnelser for ikke at skabe

sprogforbistring, idet navne som 'faserum' bgr vere forbeholdt si-
tuationer i en Hamilton'sk kontekst.
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’ fig 2: Trajektoriet af (6) med w®

0 .

ars

fig.3: Trajektoriet af (6) med et ud-
snit af de tilhgrende tangentvektorer.
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For et mangfoldigt éatAaf begyndelsesbetingelser kan vi gen-
tage denne procedure og'fér sd et overblik over,hvad der sker,
ndr vi varierer diSse.‘Det résulterende billede, som vi her vil
‘kalde for trqjektoriebilledet, kan s& tolkes kvalitativt.

Trajektoriebilledet af vores oscillator vil s& blive en ska-

re af koncentriske ellipser som vist pd figur 4.

X2

fig.4: Trajekﬁériebilledet af (6)

Som man maske har bemarket, har vi i dette eksempel brugt
kendskabet til den fuldstandige lgsning som basis for vores tra-
jektoriebillede.

Problemet er nu, om vi.—uden eksplicit at lgse problemet kvanti-
tativt- alligevel kan danne os et kvalitativt indtryk af, hvorle-
des trajektoriébilledet méd se ud. Svaret er bekrzftende: Fidusen .
ligger i, at (6) giver oplysning om den generelle sammenha&ng mel-
lem en tilstandsvektor (reprasenteret ved et punkt i planen) og
den korresponderende tangentvektor til trajektofiet gennem det pa-

galdende punkt.
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*

V1 kan simpelthen valge et representativt udvalg af tllstands-

_ vektorer (punkter i R ) For ethvert s&dant punkt afsattes billedet

af tilstandsvektoren som en vektor med fodpunkt i det betragtede

punkt kort sagﬁ' vi afbilder vektorfeltet ved (6) . Dette er gjort
i figur 5.- ' '

|| // AT
N

7fig 5. Vektorfeltet af den harmonl-
ske oscillator i (6) .

Vi kan s& visuelt gatte pé lésningskurverne, i.é.'trajektoriér-

‘ne svarende til vores system og evt forfine vores udvalg af repra-

setative punkter i en omegn af en kurve, som vi gatter er en mulig
lgsning. N&r.vi pa denne made far sjusset os frem til en skare

kvalificerede gat, kan vi'fihdé‘en ﬁarametérfremstilling for dis-
"se og derefter, ved indsattelse i regneudtrykket for systemet be-

vise at de rent faktisk ' mé vare l¢sninger p& vores problem.

Hvilke oplysningérkan vi £f& ved at inspicere et trajektoriebillé-

de? Vi tager vor oscillator igen: Vi ‘ser, at trajektorierne er
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lukkede kufverﬁ hvilket far os til at gztte pé, at l¢sninge;ne
er perlodlske.'j B -

Men trajektoriebllledet giver ikke oplysnlng om, hvilken e-
ventuel periode, der er tale om.E Vi ser endvidere, at (0,0)
“er et sarligt punkt: Systemet forbliver i (0,0) til evig tid,
hvis det starter her.

Dette leder os til at definere et hv1lepunkt som et punkt,

hvor vektorfeltet forsv1nder. . B o

Lad os g& videre med éhdnuvetvpéf ekSémpléf. Vi vil nu se pa

en harmonisk oscillator med dampning:

Denne beskrives ved den velkendte differentialligning
mX + yX + kx =0

som skrevet pd kanonisk form bliver

% 0 1 xl'

%, |- G/m ~y/m )| x, 7

Vi gdr nu frem som det er skitseret ovenfor. Vi afbilder
forst vektorfeltet. Ndr dette er gjort, getter vi sid pa tra-
jektorierne. Denne procedure afspejles i figur 6 og 7, hvor .
vi har'snydt'lidt, idet trajektoriebilledet skyldes en com-
puterberegning af (7). Men filosofien i fremgangsmaden tur-
de vare klar.

EOm et lukket trajektorie reprasenterer en periodisk lgsning eller
ej er ikke noget trivielt problem. Dette vil vi tage stilling til
senere. '
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fig.6 . Vektorfeltet svarende til (7)

‘ med k/m.= .5 og y = 38

Zh

 fig.7: Trajektor;ebilledet‘éf_(7)



Ved atAse pé trajektofiebilledet’konstaterer vi, at ikke ale-
ne er (0,0) et hvilepungt for systemet, men ogsd at alle trajek-
torier sgger mod dette punkt. ' ' |

Et hVilepunkt afﬂdenné type kaldes for en punktéttraktor for

systemet. Det er forholdsvis let at indse, at det for alle begyn-
delsesvardier i szvil gelde, at systemet bevager sig mod (0,0).
Mzngden af de punkter{ der har (0,0) som punktattraktor kaldes

_naturligt nok .for bassinet hgrende til den pagazldende punktattrak- -
Hvis vi i (7)-skifter7fortegn péd hgjresiden, vil'trajektorie—

billedet forblive uforandret p& nar trajektoriernes orientering.
Hvilepunktet (0,0) er nu en sdkaldt punktrepellor for systemet.

Naturligvis er et sddant system -set udfra en global betragt-
ning- ufysisk, men som vi senere skal ée, kan vi udmerket have
en lokalvpunktrepellor i et system, der globalt respekterer krav
om energibevarelse.

Det er vigtigt at sl& fast, at et hvilepunkt ikke behgver at
vare en punktattraktor eller en punktrepellor for et system. For
den udazmpede harmoniske oscillator ser vi, at intet trajektorie
sgger mod (0,0).

Hertil kommer det vigtige tilfalde, hvor hvilepunktet er et sa-
kaldt saddelpunkt:

. (8)

We N
N |
]
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[
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Trajektoriebilledet svarende til (8) kaldes for en saddel og
er vist pad figur 8 :



‘L—wnum BURR ERPS

f1g 8: Trajektorieblllede af sad— g
len i (8), hvor a>o0 : '

Disse fa spredte eksempler antyder det frugtbare perspekt1v,»at'
vi kan benytte den ovenfor skitserede grafiske metode sely i de
tllfalde, hvor en analytisk l¢sning ikke findes. ‘

" Men é&n ting er kvalificerede gat foretaget ned papir og blyant;
“en anden ting er at begrunde dlsse gat med et stringent analytlsk
verktej. '

Dette stringeﬁte apparat er'i'det lineare tilfelde let at pege
pa, nemlig de lineare afbildningers teoribygning, eller kort og
"godt Llnear algebra.' :

Problemet, som vi formulerede i (3) p 14 far i det line=re til-
faelde f¢lgende udseende : ‘

% = Ax, x €Rn;""x(0).?'xd 1 : - (9)
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hvor A € L{Rn], mengden af lineare operatorer pa r".

I almindelighed vil(9) ve&re et system af koblede differentiallig-
ninger, men eftersom differentialoperatoren d4d/dt kommuterer med
linezre operatorer, vil (9) kunne skrives pad formen

| g—-—(Qx.) =
dt

wag™h %) . (@0 (0) = Qxy.  (10)

Hvor Q er ‘en fkke—singular linear -operator.

Hvis vi satter y = 0Ox og‘QAQ-l-= B , Qx0 = Yqr har vi

Yy = By, y(0) =0

Skrivemadden i (10) leder naturligt tanken hen pd diagonal-
representationer af vores vekto:felt, idet e.g. et diagonalise-

ret problem spalter op i afkoblede, selvstandige differential-
_ligninger af typen Xi = Xixi' der har lgsningen Xy = exp(xit)
multipliceret med en konstant, der er givet ved begyndelsesvar-
dierne.

I almindelighed er det lovligt optimistisk at bilde sig ind,. at
(8) skulle vare diagonaliserbart. Men det er der rad for.

I den lineare a1gebra bevises det, at man for en_vilkérlig
linear operator pa R” kan finde en kanonisk reprasentation, der

med henblik pad at l¢se problemet (9) er sarlig simpel. Denne ka-
noniske form kaldes for S + N -opspaltningen:

For 'enhver lineer operator T € L[R"™] findes der entydige ope-
ratorer S,N € L[Rn] sdledes at T = § + N, SN = NS, hvor S er
diagonaliserbar over C og N er nihilpotenf§ (4) .

§

N er nihilpotent ( af orden m ) hvis der findes et positivt hel-
tal m, sdledes at Nm = ¢ .
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Vi vil ikke g& i detaljer,-meh-n¢jés_mea at marke os, at T pS
denne made- SPalter'op i'blokmétricet (elementare‘Jordén-fdrmer),
'som s& kan analyseres hver for sig. Vi giver som illustratlon et
- eksempel fra (6) = -

- Lad T'varé‘en.lihéértqperétor p& R?;givet'Ved

T o= 0 -1 4
0 0

Vi analyserer.T'med-henblik pd at lgse begyndelsesvardiproble- ,'
met L - -
X = Tx  med x(O) (xlo,xzo,x30) .

Det karakteristiske polynomium er p(}) = (2 + n3n - l), s&-
ledes at egenvardierne er -1 (med multiplicitet 2) og +1. (med
~multiplicitet 1). ' . :

‘Det generaliserede 2- dimensionale egenrum hgrende til -1 exr

" Ker (T +- I) , .som udspandes af (0,1, 0) og. (1 0 ,0). Tilsvarende fin-,
des Ker(T-- I) udspandt af vektoren (0 2, 1)

T spalter s& opisS + N hvor S i basen A1, 0 0) (0,1,0), (0,2,1)
er diagonal,viz. '

-1 0 o0
5= 0 -1 0
| o o 1

‘For at finde S i den oprindelige (sadvanlige) basis har vi s&

S =P {S P, hvor P -1 fds ved at danne matricen med de fundne basxs—

vektorer for de.geheraliserede egenrum som s¢jler, viz.
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11 08 04\%
=]1% ¥ ' 3
PFTY =+ '.?,Ofl‘s 1 213
Wy o0 1i/¢

heraf7 findés:

£1: 02 0L\
F - ¥
; S5 == L0 =1L 4
W00 0% 1i/¢

11 -2n\y
Ni=T =~8. = 0% 0.}°
0x 04/

' . . - . . . &
Eftersom:xgexp (tT)" =-xg( I +f;tT~+-%§ I R +'%§(tT)‘k + )7

er- den- eneste:lgsning: til’ vores: begyndelsesvardiproblem X = Tx med
Xi@)‘=”X6ﬂhaeri«

xngpitT)‘=&kbexpi%t8“+%tN“)j=%x6expits)exp(tN)v

hvor: vi- har benyttet;. at* S og:N' kommuterer..
Diagonalfoxmennaf?«Si_g¢rrdet$bekVemt at.udregne exp(tS) ,idet

exp(tS)'=-P_léxp{tsl)Pg

‘exp(-t) 0: 0
== pT1 K exp.(=t)- 0 P
o0 0 exp (t)

$'Deat:'v:i.ses:l.'arxalyfssen', at exp(A), hvor A er en'dperator pa et nor-
meret vektorrum V. konvergerer absolut i den inducerede ligelige
norm pa L[ V].
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/ exp(-t) » 0 ,"  0 , .
0 exp(-t) = 0 . . ¥
= 0o 0 -2exp(-t) + 2exp(t)

 Eftersom N er nihilpotent af 2. orden, viz. N2 =0, bryder
maclaurinrakken for exp(tN) af ved andengradsleddet, og vi far

1t -2t

_ exp(tN) =1+ tN= {0 1 0 |
l o o .0 1) | |
Tilbage er der sé at multiplicere de to matricer sammen, ‘og

den fuldstandige l¢sning P4 problemet bliver .

x'li(t)v x - e#p(t)' texé(ét) 'V"-'-Z'exp( ~-t). X710

x, (t) - | 0 _exp(-t) -2exp (- t)+2exp(t) X500
x4(t) . L0 0 . exp(t) X130

‘.

Imidlértid er det ikke helt simpelt at anskue lgsningen oven-
for geometrisk, i, e.,ved trajektorier i tilstandsrummet. ‘Her er
',Jordan-blokmatricerne et bekvemt hjalpemiddel, som det efterf¢l-
gende vil vise. I dette tllfalde er det nemt at indse, at T kan
brlnges p& formen ' '

.-1 0 : :0
™ = | 1 -1 o
T T T T T

Ved et‘paésende linea:i-koérQinatskiftQv'

o ' <1 o\

T” spalter nu op 1 1 -1 " og (1), séledes, at vi
kan behandle disse hver for sig. Koordinatskiftet giver de gamle
x'er ‘i ‘nogle nye, som vi skriver som’ €.g. y = (yl.yz,y3).

1



Kort sagt: Vi sbetragter det transformerede problem -

o )

vy o= Ty ‘ (11)

Restriktionen af operatoren T”til planerne y, = const. er

o

. B - _ . :: . 1 - l ’, B _ » 7 B . . -

ﬁvisvkorresponderende trajektoriebillede er vist pa fiQ.Qa

Dette karakteristiske billede kaldes for en uegentlig knude.

v’
1 I
' {
y
Ya,
R
ey
¥
s

fig.9: Trajektoriebilledet af T 's res-
triktion til planerne y.= const., en sé-
kaldt uegentlig knude.
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Pad figur 10 og 11 viser vi et snit af trajektoriebillédefné4i _

.-de, to koOgd;natplaher Yy, = 0 og yz'ﬁ 0. ) . -

; fié;ll: Trajektoriebilledet af'lll),y2=0

y
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Det turde vare klart, at trajektoriebilledet i‘de.oprindeligé
(sadVahlige) koordinater ikke adskiller sig kvalitativt fra de
ovenfor givne: De fremggr af hinanden ved en ligedannethedstrans-
formation. Vel er det oprindelige trajektoriebillede dilateret og
roteret i forhold til den kanoniske udgave, men hvilepunktet, som

ved alle lineare vektorfelter er origo, vil uanset dilatation og
~rotation stadigvak vare et hvilepunkt, som i eksemplet ovenfor

- traffende kan ses som-et ugentligt knudepunkt-overlejret med to -
saddelpunkter. ' i

Det foregdende er en illustration af den generelle fremgangs-
made, som man kan benytte, ndr man vil vide noget om trajektorie-
billedet i det r&gi,der omhandler lineare differentialligninger. -

Givet en linear operator T, finder man den kanoniske Jordan-
form, hvor T spalter op i elementarblokke af typen

Al 0 . 0
1 Al 0
0 l . . xl € R

eller
D 0 ¢ & & @ 0
I ,... O
O I csee (¢)
0 0 I D
(a -8 (l 0 (0 0)
med D = 8 a) e,8B ER, I = 0 1) °9 0 = 0 o hvis

A=a+ i8 € C er en kompleks egenverdi for T.
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Denne'blokop3péltning ger det relativt nemt at overskue vektor-
feltets - og dermed trajektoriebilledets udseende.

Pointen er her, at vi med et kvalitativt mal for ¢je ikke behg-
ver at bestemme den matrix, der formidler overgangen til de koor-
dinater hvor T ‘har den kanoniske form Hvis vi ¢nsker os en fuld—

standig beregning, er det S + N opspaltningen der skal brlnges i
spil.

Vi afrunder nu det lineare univers med en diskussion af de v1g—»
tigste lineare vektorfelter pa R2, en diskussion, der meget let
lader sig generalisere til h¢jere dimen51oner,,nar elementarblok-
kene er sé elskvardige at vare - 2 X 2 matricer._

Vi betragter problemet

%X = Ax, hvor A er en line®r operator pi R2 »'

'Tiifeldéxl.o : A kan ikke diagonaliseres.

Iflg. det foregaende flndes der et ikke- singulart koordinat-
skift, sdledes, at A har den kanoniske form

A ‘(Xj- ’0)’
S\l VA
’.TrajéktOriebilledet_er.vist:p& fig.iz.
Tilfelde 1.1 : A kan diagonaiiseres,'A har reelle egenvardier.

Lad os kKalde disse. egenvardier for X og u. Der findes en ikke-
singular linear transformation séledes at\A f&r udseendet

(o )

For et reprasentativt udsnit af<fortegnskombinationer:erptra—
jektoriebillederne vist p& figurerne 13,14,15 og 16.
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fig. 13: sSsaddel, A < 0 < y .




33

e e o o —

E fiﬂg.l4":5 'egéﬁtlig knude, A <"u < 0 o

Yy

£1g.15:

<

u

A




fig. 16: egentlig knude, u < A < 0

Tilfalde 1.2 : A har komplekse egenvaerdier. A har da fglgende
' kanoniske reprasentation:

o -8

( ‘) hvor 8 € R - {0}, o« € R
B a

Vi har nu, for a < 0 en s8kaldt spirallzk, vist pd fig.l7.

For a = 0 sker der det interessante, at punktattraktoren i o-

rigo forsvinder, og vi f&r et sdkaldt center, fig.1l8.

Vi kan sammenfatte det diagonaliserbare tilfszlde i diskussionen
af egenvardiproblemet for A. Egenvardierne er bestemt udfra lig-
ningen

r= Itma s ( (Pra)? - apeta )]

Hvilket let kan overskues grafisk i en afbildning af DetA mod
TrA pd fig.19.
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e e+ - -

© fig.18: Center, a = 0




attraktorer i‘ repeﬂbner
&dnﬂer b=o
Q‘?O egentlige
7 o knuder
%2 D>0
TrA '

sadler . Sadler

fig. 19. grafisk reprasentation af
egenverdidiskussionen for matricen A
i det tilfalde, hvor A kan diagonali-
seres over C. D st3dr for egenvardi-
ligningens diskriminant.

Figur 19 er meget nyttig, nar vi i det fglgende skal beskaefti-
ge os mere indgdende med begrebet strukturel stabilitet.

Resumé af de lineare systemer.

Vi har nu set, at vi i det lineare tilfzlde kan koge analysen
ned til at bestemme egenvardierne for vores operatorer og til at
bestemme - udfra rent algebraiske procedurer - hvordan den kanoni-
ske Jordanform for problemet ser ud. Hvis vi udover den rent topo-
logiske information ¢nsker at £a numeriske resultater skal vi til
at lgse lineare ligningssystemer for at finde de relevante over-
gangsmatricer. Fra et kvalitativt synspunkt har den numeriske in-
formation kun kosmetisk interesse.

Vi kan formulere denne filosofi i abstrakte termer:
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Véktorfelferne‘ér bestemt op til en lineer,-ikke-singular
koordinattransformation. Eller sagt p& en anden mide: Et

Vfabeldyr,'hVis syn ikke kunne skelne dilaterede og rbtefe4

de koordinatsystemer, ville 1 mangfoldigheden af llneare
vektorfelter pa R2 kun kunne se de former, der er skltse-
ret ovenfor.

Det er pracis denne filosofi der gar 1gen i katastrofe—
teorien: Vi skal pr¢ve at satte os i et prov1nsielt-og a-
stlgmatlsk fabeldyrs sted og med dette. handlcap (?) beskri-
ve fanomenerne._ ' ; '
Generelle dynamiske systemer.

Lad os et kort ¢jeblik glemme, at der er'noget.dér hed-
der,differentialligninger.og fbreStille os, at vi kigger p&

_et'eller andet tilstandsrum S. Lad os videre antage, at vi

har en familie af. funktioner wt, t € R , Som er defineret

'overalt pd S, og som for hvert x € S bestemmer hvor x be-

finder sig t sekunder senere. Med andre ord: Systemets til- |
standsvektor x kan forudberegnes til’ tldspunktet t ved hij=zlp
af vores Dy Da mt er defineret for negatlve t, vil vi og-
s& kunne udtale os on, hvor X var for t sekunder siden.

Vi kan forestille os, at vi_en'Varm sommerdag ser pa et

fastfrosset billede af fronten af ‘en brudt bglge, der do-
;vent kryber op ad en let skrinende strandbred. Vi kan s&

- ved hjalp.af vores wt beragne,thOrledes et fasﬁfrosset bil—'
. lede 'af vandfronten ser ud.t sakundér senere.

Denne betragtningsmdde er en global; samménfattende syns-

“vinkel, der netop modsbarer vores grafiske trajéktoriebil-‘

leder, som resumerer7hele systemets bevagelse.

Disse overvejelser munder ud i fglgende definition:




Et dynamisk éystemipérs er en familie af funktioner
@, : S - S, hvor t € Rog S er &ben i R® om hvilken det
gaelder, at

(a? ©y: S e'S.er'identiteten pad-$S

(bi»wtows = wt%s » hvor o symboliserer
sammens@tning af afbildninger.

Det er klart, at et dynamisk system giver anledning til
en differentialligning pé S, hvis vi definerer
d

— o (x) ]|, _
at Tt £=0

hvor hgjresiden netop er tangentvektoren til trajektoriet

X = F(x)

gennem x for t = 0, viz. hgjresiden definerer gennem vores
¢, et vektorrum, F:§ - E, altsd et vektorfelt p& S.

Omvendt giver satningen om eksistens og entydighed af
lgsninger til differentialligninger af den ovennavnte type
anledning til en s&dan familie af funktioner, L hvis re-
striktion til et maksimalt &bent lgsningsinterval U x W i
R x S netop er ma&ngen af trajektorier. Funktionen ©|UxwW
kaldes for strgmningen af differentialligningen.

Denne globale betragtning vil ligge til‘grund for det ef-
terfglgende, hvor vi tillader os at benytte ‘begreberne sad-
vanlig differentialligning, vektorfeltet tilhgrende en sa&d-
vanliqg differentialligning og dynamisk system synonymt.

Det, der kendetegner et dynamisk system af typen

X = .G(x) (12)

hvor G nu er en ikke-linear funktion, er lokale egenskaber.

Vi er i den ikke-linezre verden tvunget ind i en narsynet
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réferensfamme,‘thr vi i alm;n@elighed kun kan udtale os om’
. egenskaber i en vis omegn af en mangdéiaf'pﬁnkter. o
Men lad os~forindén vi géi videre, fastne os ved et Qig-"
tigt globalt resultat, der f¢lger af eksistens og entydig-
hed af en strgmning pd WeS: _
‘ Trajektorlerne kan intetsteds skare hinanden eller sig

L 1
selv end51ge at fo;grene sig. De enste tilladte trajek-
torier.er &bne og lukkede. Dette er vist p& fig. 20 og 21.

' fig.: 20: Eksempler pi forbudte trajektorier (R™)

t fig.. 21: De eneste tilladte typer af tra-
Jektorier for et dynamisk system som i (12)(R1)

Set gennem fysiske brlller svarer dette topologiske resul-
tat til den klassiske fysik, hvor et konservatlvt system vil
udvikle sig fuldstandigt.deterministisk.




Et konservativt system bestdende af n punktformede partik-
ler er:fuldsfandigt karakteriseret ved et sat generaliserede
koordinater og impulser‘somfet punkt i faserummet. Systemets
tidslige udvikling et bestemt fuldétandigt entydigt ved den
tilhgrende Hamiltonfunktion som et trajektorie i faserummet.

Hvis trajektoriet skarer sig selv, er der grund til at for-
mode, at der wvirker ydre k%after pd systemet. |
2

Stabilitet og strukturel stabilitet.

Lgst sagt er et hvilepunkt for et dynamisk system stabilt,
dersom trajetorierne i en tilpasomegn holder sig tat ved hvi-
lepunktet. Dette praciserer vi:

Lad x vare et hvilepunkt for (12), i.e. G(x) = 0.

(a) Hvis det for en vilk3rlig omegn U af X, hvor U c W
kan lade sig ggre at bestemme en omegn V af X med
V < U s3ledes, at ethvert trajektorie, der starter

i Vv vil forlgbe fuldstendigt i U, siges X at va-
re et stabilt hvilepunkt for (12).
(b) Hvis yderligere x(t) » X for t » », siges x at

vere asymptotisk stabil.
Denne mundfuld er let at omsatte i et billede, s&ledes som
det er vist pd figur 22. Vi bemerker, at klassen af punkt-
attraktorer er asymptotisk stabile og omvendt.

Det er imidlertid ikke sa let at give algebraiske stabi-
litetskriterier, der er brugbare i en kvalitativ sammenheng.
Problemet er dog i princippet lgst af den russiske inge-
nigr Liapounoff, hvis teorem vi lige navner af hensyn til
det efterfglgende. Kriteriet, som Liapounoff formulerede, har
den fordelagtige egenskab, at det kan bruges uden at bestem-
me lgsningerne til (12). Det lyder:
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Lad X vere et hvilépunkt for.(12). Lad.endyidere-L:U - R
vare en kontinuert funktion, defineret i en omegn U < W 'af
x, differentiabel i U - {0} s&ledes at

(a) L(X) = 0 og .L(x) >0 for x # X
(b) L(x) = <grad (L),%> <0 i U- {0}

88 vil x vare et,sﬁabili"hvilepunkt. Hvis der yderligere
gelder skarpt ulighedstegni (b) ovenfor, er % asymptotisk
stabilt. | '

. W
o | o
@ | | @
o | Y
L o 3
@ | | W

fig. 22: Illustration af stabilitets-.
definitionen side 40.
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Der findes desvarre ikke nogen standardopskrift pé; hvor-
dan man finder Liapounoff-funktioner for et givet problem.
Man er hvert enkelt tilfzlde overladt til sin egen fantasi
og opfindsomhed. Det overraskende ved Liapounoff's stabili-
tetskriterium er, at den fundne Liapounoff-funktion ikke be-
hgver at have noget medﬂsystemet at ggre, rent bortset fra,
selvfplgelig, at den opfylder (a) og (b) pa side 41.

Gradientsystemer.

De sdkaldte gradientsystemer er systemer af typen

X = -grad (V(x)) (13)
hvor V er en funktion V:U - R og

N

W IV ... OV n

) n = .
gradx(V(x)) = —r— ,§§—).R R (13.1)

1 2 n
har for ethvert hvilepunkt!en oplagt Liapounoff-funk-
tion, nemlig V(x) - V(X).

Gradientsystemer er, som det blev navnt indledningsvis,
rdmaterialet i Thom's teorem. Vi vil ikke gennemfgre stabi-
litetsanalysen her, fordi den i katastrofeteoretisk sammen-
heng kraver en differentialtopologisk 'briefing', som vi ud-
skyder 1lidt endnu.

N&r vi indtil dette ¢jeblik har anvendt sprogbrugen en
punktattraktor/repellor, er det for at understrege, at en
attraktor/repellor ikke behgver at vare et enkelt punkt.

Til de mere generelle attraktorer hgrer de sdkaldt cyklis-
ke attraktorer (-repellorer), som bla.a. kendetegner en rek-

ke kemiskereaktioner'langt fra termodynamisk ligevagt.

Vi ser nu p& et klassisk eksempel, den sdkaldte Van der
Pohl-oscillator, der bruges i laserfysikken til at beskrive
de for Rubinlaseren karakteristiske relaksationssvingninger.
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- En let forenklet udgave af denne oscillator beskrives
- ved den' ikke-linezre Van der Pohl ligning:

$+ B2 -ey+y=0 a4

Vi bringer denne p& kanonisk form:
'. : *l X2 - ‘ » -
X 3 = = | 2 _ 8 o(X) ) (15)
%, Co\%p - (3xl - c)x2 o :

En tegning'af vektorfeltet, vil'afsl¢re, at (15) har et
lukket trajektorie som lgsning, 0g at origo er en punktre—
pellor, safremt £<0. Det kan v1ses, at (15) netop har én
sddan entydlg cyklisk attraktor, mea ba551n i hele planen
undtagen (0,0). Et reprasentatlvt trajektoriebillede for
8<0 er v1st med computerplot pa flgur 23.

V1 kan nu skyde os. 1nd pa en definition af attraktorbe-

grebet. Fgrst definerer vi en s&kaldt w-g;ansemangde for

et fastholdt x i W som m&ngden af punkter y i W om hvilken
det galder, at trajektoriet gennem X har y som gransevardl
~i.e. x(t) »y for t ».» . Ved at e:stétte © med - £&r vi
~defineret en ny granseméhgde,'l¢st sagt, 'der hvor punktet
kom fra uendelig langt tilbage i tiden', pracist'eh a-gren-
semangde (0 og w er henholdsvis f¢rste og 51dste bogstav i
- de graske alfabet) ‘

For Vores 6scillator i (15) er den 'superelliptiske' cyk-
lus (cf. fig.23)um4grensemahgde for alle punkter i planen
undtagen origo, og ethvert punkt indenfor 'superellipsen'’
har. repelloren (0,0) som a-granéémangdé;

Vi kén nu rykke ud med en definition af en attraktor:




fig. 23: van der Pohl oscillator med e<0E

En attraktor A for et dynamisk system er en afsluttet
mengde i W, som er invariant i tiden (i.e. bevaret under
strgmningen) og som opfylder tre kriterier:
(a) Der findes en tidsuafhangig &ben omegn S
af A, sdledes at alle punkter i S har A
som sin ¢--gransemangde.
(b) Ethvert trajektorie, der starter i A for- .
bliver i A.

(c) A er sammenhangende. '

Ved at erstatte w med a i ovenstdende fids definitionen

pa en repellor.

€

cf. fodnote p.1l12
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Det er klart, at interessen m& samle sig om‘unders¢gelsen
af attraktorernes (hvis der er nogen) topologiske egenskaber.
Som en stgtte for de geometrisk-intuitive overvejélser nav-

. ner. -vi det bergmte P01ncaré Bendixson teorem:

" En ikke-tom kompakt* grznsemengde (a- eller w-), som ikke

indeholder hvilepunkter vil vare et lukket trajektorie.

Vi skriver

Dette teorem er et s@rdeles vigtigt og 1kke trivielt resul-i

tat. Hv1s vi .ser p& en ideel harmonisk 0501llator, er det
klart, at 1¢sn1ngskurverne er ellipser med centrum i origo.

Men vi kan rent faktisk ikke vise, at lgsningerne er tra-

‘jektorier for systemet med en endelig periode uden at l1lgse

problemet eksplicit. Det kan vi nu med Pbincaré—Béndixson.

‘Parametriserede dynamiske systemer.

‘Begrebet strukturel stabilitet knyttér sig til diskussio-

i nen af parametriserede dynamiske,systemer; Et parametriseret

”-dynamiskfsystem er en familie af vektOrfelter, Gd;W - E,

",hVOr'a € M, saledes at derltil enhvér verdi af ¢ i M svarer

netop &t vektorfelt. Vores ] kan traffende anskues som ‘en
ydre kontrol for et dynamlsk system, forstiet s&ledes at vi
ved at skrue op og ned for vores’'kontrolknap, hvormed vi re-

gulerer g, kan pavirke forlgbet af systemets trajektOrier.

Vi_tagef et eksempel: Linear, dzmpet harmonisk oscillator.
(XI) “ ( 0 l)( XI) '
A R . , (16)
X5 w”  -a | X,

§ﬁn mengde X i et topologisk rum T siges at vere komEakt,
‘dersom enhver foreningsmangde af &bne mengder, der rummer
X (en sk. overdakning af X), kan udtyndes til en endelig.
overdzkning af X. En cirkel i planen er kompakt, mens den
samme cirkel med et punkt fjernet fra periferien ikke er.




46

Ved at lade ¢ gennemlgbe alle mulige verdier (reelle) op-
nadr vi et parametriseret dynamisk system . Hvad sker der nu
med trajektoriebilledet, n&r vi lader ¢ gennemlgbe den reel-
le akse? Vi valger at. g8 fra +wo og til -, Vi bruger figur
19 igen:

" bt A

spiraler - - )

| {kawnsﬁwa?punkt'//

eqgentlige egentlige
krnunder Knuder
TrA

fig; 24: Sporet af rejseruten +«,-x» for
en parameterstyret oscillator (16) i TrA,
DetA-planen fra fig. 19.

Da TrA,(hvor A er matricen i (16))er lig -g, betyder det,
at vi begynder vores rejse til venstre pd fig.24. Her vil tra-
jektoriebillederne vare egentlige knuder, lige indtil vi pas-
serer parabelbuen D=0. Her skal vi passe pa, for trajektorie-
billedet er jikke et fokus. Fig. 19 bygger pa den udtrykkelige
forudsatning, at A er diagonaliserbar over C. For g = +20
er A netop ikke diagonaliserbar, for i s& tilfalde ville A's
udseende i alle ligedannede reprazsentationer vare diagonal.
Dette md betyde, at vi for ¢ = +2w har en ugentlig knude
som trajektoriebillede. (oscillatoren er kritisk dampet).
Mellem den venstre parabelbue og DetA-~aksen oscillerer (16)
dempet, med origo som attraktor. Men ndr vi passerer TrA =0
for ¢ =0, sker der noget drastisk. Origo @ndrer sig fra at
vere en attraktor (pan dempet svingning) til for ¢ = 0 at




»
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forsvinde identisk (udempéde SVingninger) og endelig for -
a<0 at'blive til en repellor (opblasende oscillationer).

Hvis vi holder os vek fra a = 0, e.g. mellem den‘venstre

" parabelbue og DetA-aksen 0g betragter trajektoriebilledéts

andrlnger i en lille omegn af et fastholdt punkt, e. g. a4
pd fig 24, ser vi at de ma vere smd. Lidt mere pracist:

Vi valger et nabobunkt a2 til aqe Hvis. vi kraver,at den
1 hhv.

dé skal vaere mindre end et i.forvejen opgivet 1111e >0,

st¢rste afstand mellem trajektoriet svarende til a

er det let at se, at vi kan bestemme et 6>0 saledes, at
det for alle a, i denne 6-omegn,af-a1 vil galde, at tra-
jektoriet svarende til a, vil forlgbe i en afstand fra tra-

" jektoriet svarende til.a{ der er mindre end ¢ galdende for -
ethvert fastholdt begyndelsespunkt. Kort sagt: ved at styre

pa vores ¢ i omraderne udenfor det kriminelle punkt, kan

vi fa trajektorleblllederne tll at fremga kontinuert af hin-

anden, og vi 51ger, at salange a er forskellig fra 0; v1l
systemet vare strukturelt stabxlt.ﬂPunktet @ = 0 kan v1_

'Apassende'kaide for et katastrofepunkt.

Lad os nu betrégte samtlige vektorfelter pd W, VW]
under eet. V[W] er et reelt vektorrum med punktvis addition
og punktvis skal@r multiplikation. Vi siger nu, at to vek-

torfelter,'G H € V[W] er xkvivalente, s&fremt der findes en
' £

homeomorfi af W, som afbilder trajektorlerne for G og H
pa hlnanden. Vi kan sd give f¢lgende pracise definltlon af

begrebet strukturel stabllitet-,

Et vektorfelt G er strukturelt stabilt eller lokalt. per-
turbationsinvariant, dersom der flndes en ében omegn U. af

G

£ En homeomorfi er en kontinuert funktion, der har en invers

funktion, der ogsd er kontinuert.
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G i V[Wi, sdledes at hvis H € Uy, sd er G zkvivalent med H.

Vi siger, at en attraktor A er strukturelt stabil (lokalt
perturbationsinvariant), hvis der for ethvert vektorfelt &
tilstrakkelig tet p& G i V[W] findes en attraktor A for G
og en lokal homeomorfi h:W - W s&ledes, at h(A) = A, og h
afbilder G's trajektorier p& G's trajektorier.

- N&r vi vil pracisere, hvilken type @kvivalens, der er tale
om, benytter vi udtrykket'G er.lig med H op til en homeomor-
£ite - S I
' 7.L¢st sagt betyder strukturel stabilitet dette, at smé,rdvs.
lokale perturbationer ikke andrer trajektoriebilledets‘udse—
.ende pd en afg¢£ende méde. ‘

Det er nemt at se, at den udzmpede harmoniske oscillator

er strukturelt-ustabil, for selv den mindste perturbation af
 vektorfeltet vil £3 trajektoriebilledet til at bl®se op el-
ler sngre sig sammen. Dette kan i den topologiske analyse for-
muleres lidt mere elegant: Eftersom en homeomorfi bevarer to-
pologiske egenskaber, vil billedet af en kompakt m@ngde un-
der en homeomorfi vedblive at vare kompakt. Da trajektorier-
ne for en udempet oscillator er kompakte, og da trajektorier-
ne i en vilkarlig lille omegn er &bne, kan vi slutte, at der
ikke findes nogen homeomorfi, der sender trajektorierne ind i
hinanden og vice versa. Konklusion: Den udampede harmoniske
oscillator er strukturelt ustabil.

Fra et modelbyggersynspankt og fra et matematikersynspunkt
synes det at vere en god tommelfingerregel, at de modeller,
som man konstruerer af virkeligheden b¢r vare strukturelt sta-
bile, og at strukturel stabilitet bg¢r vere reglen og struk-
turel ustabilitet bgr vare undtagelsen. I topologisk forstand
bgr de mengder af punkter, for hvilke et system er strukturelt
stabilt vare, hvad vi her vil kalde for ggg%: en fed mangde

er en mengde, der indeholder en &ben og tat® delmangde.
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Hvis strukturel stabilitet er gyldig pd fede m&néderi-kan‘

Vi i en vilkdrlig lille omegn af et struktureit ustabilt sy—

stem finde et strukturelt stabilt syétem, der tilnarmer det.
ustabile system med en vilkirlig ngjagtighed.

Detée harmonerer i og for sig godt med de overvejelser,”
som det er relevant at knytte til fysiske eksperlmenters re-'
producerbarhed. Strukturel stabilitet er et udtryk for, at
to 1dentlske maleopstllllnger vil give samme mileresultater
op tll en statlstisk maleun¢Jagtlghed uanset hvor og hvornar

de udf¢res.

Den" underforstaede strukturelle stabllltet ligger i den
1gse’ sprogbrug "identisk", fordl vi strengt'taget'burde sige, -

at de:to.maleopstilllnger er ens op til en lokal perturbation.

o
i

Det ‘er vard at bemarke, at de systemer, der optrader i den

lkla551ske mekanik, viz. de hamiltonske systemer 1kke er struk—

turelt stabile,cf. den udampede harmoniske oscillator. TIkke
desto mindre er et pendul et reproducerbart fanomen. Dette
hanger selvf¢lgellg sammen med, at de hamlltonske systemer er
ldeallsatlpner. Noget andet er, at det the er mest'praktisk -

at starte med det~uperturberedezsystem og sd derefter at mo-

~dificere Hamiltonfunktionen for systemet med sma perturbatlo-

ner.:Et fuldstendigt isoleret system er kvalitativt forskel-
ligt fra et system, der vekselvirker med omglvelserne. Men

hvis vekselvirkningen er kendt, kan man i tilstandsrummet ind-

fgre de ekstra dimensioner,. der er ngdvendige for, at trajek-
torierne ikke skarer hinanden, og under denne- forudsatning op-
-na, at et ikke-autonomt system kan ggres autonomt ved at-
bllve indlejret i et tilstandsrum med flere dlmen51oner.

.En delmengde A af et topologisk rum X siges at vare. tet i
B.c . X. hvis det om ethvert punkt b i B 0g enhver’ omegn
‘af b i B galder, at den indeholder punkter af A, i.e.,
at. er indeholdt ia's afslutnlng.
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Det viser sig, at strukturel stabilitet er en egenskab,
som det er frugbart at knytte til modeller af dissipative
systemer, hvof vi med en lgs sprogbrug ofte siger, at det
er dissipationen, der stabiliserer systemerne. Men lige-
gyldigt hvilket sprog vi bruger, er det ikke desto mindre
en kendsgerning, at vi i naturen observerer fznomener, som
det er rimeligt at beskrive som strukturelt stabile, hvil-
ket -jo_strengt taget er en,egenskab ved modellerne.

Dette understreges af de vanskeligheder, der idag beher-
sker den gren af matematikken, der beskaftiger sig med dy-
namiske systemers strukturelle stabilitet. Der findes e.g.
ikke nogen analog satning~til Poincaré-Bendixson teoremet
geldende for dynamiske systemer i rum, der har dimension
stgrre end 2.

Men sagen er til dels afklaret for gradientsystemers ved-
kommende: Mazngden af strukturelt stabile gradientvektbrfel-
ter pd enhedskuglen i Rn , n<o er fed, viz. nasten alle
gradientvektorfelter er strukturelt stabile. Det er netop
denne egenskab, der gg¢r det muligt for EKT at stille spgrgs-
mdlet: Hvad med resten?

For at forstd dette, md vi kravle endnu et abstraktions-
trin op: Tiden er inde til en differentialtopologisk briefing.
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'Différentiaitopoiogisk 'briefing".

Thom's s@tning om de syv elementare katastrofer har et skar
af mystik omkring sig,’ikkelmindst fordi det kan vere svart
for en ikke-professionel overhovedét_a£ bégribe, hvorfor '
Thém's teorem gzlder. _ ' .

Det er ikke formdlet her at give blot et rudimentart 'be-
vis' for satningen, men at anskueligggre den feferensramme,
der knytter sig til satnlngens semantiske og . geometrlsk-lntu—
itive omgivelser.

Vi vil i dette afsnlt give det minlmum af forudsatnlnger,‘

der skal til fo: at kunne fardes nogenlunde oprejst i kata-

strofeteoriens verden, nemlig mangfoldighédsbegrebet og trans-

versalitetsbegrebet. Disse to konstruktioner ggr det relativt

nemt at fofst&‘generelie egenskaber ved de fgromtalte gradi-

'entsystemer, .egenskaber der er ret. centrale for et stort ud-

snit af de- systemer, vi m¢der i fy51kken.

Mangfoldlgheder.

En-mangfoldighed er en 'ting', der overalt ligner et eukli—
disk rum. Dette signalement udspringer eksempelvis af, at o-.
verfladen af en glat kugle, en terning med glatte flader, en
glat dobbeltkegle og en glat torusjhar_ncgét tilfelles: Dis-
se overflader er alle todimensionale 'ting', som vist pa
fig. 25, A A

Men der er en ‘ret si afg¢rende forskel mellem disse flader.

‘Lad os pr¢ve at forestille os en nersynet mariehgne, der krav-

ler rundt p4 disse. Mariehgnen har féet.til‘opgave at rappor-

tere, hvorledes der ser ud i disse'todimensionale verdener.
~Den ville i1 al sin narsynethed»mene, at kugleh og torus-

sen overalt ligner et stykke fladt euklidisk rum, RZ, mens

‘den derimod efter en udmattende.ekspedition.pé kubussen og

pa dobbeltkeglen ville rapportere, at der var landskaber af
enestdende art. Ligegyldlgt hvor narsynet vores mar1eh¢ne




mitte vaere, ville den»rapportere, at kubusoverfladen havde
skarpe hjgrner og kanter og at dobbeltkeglehs toppunkt. var
helt. ulig de landskaber, den var vant til.

Dette leder os til en naturlig klassifikation af samt-
lige todimehsionale flader, nemlig de, derioveralt ligner
todimensionéle euklidiske rum, og de, der ikke gg¢r det.

fig. 25.: eksempler pa todimensionale flader i R3

Den f@grstnavnte klasse falder ind under de topologiske
objekter, som vi kalder for glatte mangfoldigheder.

Inden vi giver en prazcis definition p& en glat mangfol-
dighed, vil vi introducere begreberne en glat afbildning
ag. en diffeomorfi:
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en kurve i det euklidiske rum, R”.

-den kanoniske progektlon fra R
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En afbildning f:X - R, hvor X er en vilkdrlig delmangde 2

af Rk 'siges at’ vare g“a xo, dersom der findes en &ben om-
egn, Ug c RF af x5 € X og en vilkérligt ofte differentiabel

. 0 : : , : ,
fuhktion F°U§ - sdledes at F's restriktion til Uﬁ n.X er
0 o . 0

Rm

llg med f. , , _ . |
Hvis dette galder for alle x € X, siges f at vare glat
Eé Xo . ’ o B . ' ’

Vi bemarker, at ovenstaende deflnltlon er en generallsa—

| tion, der g¢r det mullgt at tale om dlfferentiabilitet pa

geometrlske objekter, der er 1ndlejret i stgrre rum, e g.
3 : _

'Diffeqmdr%iér:"ideelle.gummiafbildninger'._

Lad X og Y vare v1lkarlige delmangder af Rk og R respek- '

~tive. En glat afblldnlng £:X - Y er en diffeomorfi, dersom
'f—logsa er glat, v1z. en tovejs glat funktion.

Glat mgngfoldighed.

Eh'glat m—dimensidnal'mangfoldighed M" er et topologisk

rum, der i ethvert punkt har en relativt aben omegn, der er

ldlffeomorf med en &ben delmengde af det euklidiske rum, R".

Det er pd fig. 26 vist, hvorledes'definitionen virker.

Vi tager i eksemplet p& fig.26 fgrst en &ben kugle, Ki om-

krlng X, pa M2 og bestemmer en vilkarligt ofte differegtiabel
3 2

,funktion o: Kx -+ R®, Pa figur 26 har vi som vores ¢ valgt

0 3 2

pa R, e.g. ®: (x,y,Z)~(x,y)
Derfter snitter vi M2 med vores &bne kugle K3 nog far der-
ved bestemt ofs restriktion til snittet Ki n le_.mo. @, af-
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bilder nu snlttet K3 n M2 diffeomorft pa en aben omegn af
:wO(xo) i planen R ’ gom vist pd figur 26.

- Hvis dette kan lade sig ggre for alle M2's punkter (og
det har vi forudsat i f£ig.26) sa er M2<en glat mangfoldighed
af dimension 2. Lag m®rke til, at definitionen af en glat
mangfoldighed er lokal, s3ledes at globale egenskaber ligger
en tak hgjere i abstraktionshierakiet.

7 Generelt kalder vi en sédan lokal dlffeomorfl @ for en
'koordinatfunktlon omkring Xo eller slet og ret et lokalt

koordinatsystem pa Mz. Den inverse ¢ -1 kaldes for en lokal

parametrisering (omkring xo)

Hvis X er en glat mangfoldighed og ®; er et lokalt koor-
dinatsystem omkring X, sd kalder vi 0; taget under eet med
'snittet U N X 's billede for et lokalt kort (omkring x;) P&

‘ SY———. K2 O M)
\x o&oy 4’0( X,

- - a

figur 26. Eksempel pd en glat mangfoldighed
af dimension 2 i det euklidiske rum.
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En samling af s&danne ‘kort {¢i(ﬁx ;n.XXI'xie'X},hvor )

!

las pa;x.

{U, }, ¢ x er en &ben overdskning af X kalder vi for et at-

Vi fgjer lige endnu en definition til: Hvis X og Y er mang-
foldigheder i R og X c Y, siges X at vare en delmangfoldig-

hed af Y.

Med mindre. andet er anglvet,‘v1l vi'i- det efterf¢1gende bru—

: ge ordet mangfoldlghed synonymt med glat mangfoldighed

..Eksempel: Et~atlas pé én 2-diménsinal tqrus,i R3;

. Selvom vi i det f¢lgende ikke f&r brug for begreberne kort
og atlas, er det alllgevel meget instruktivt at se dem anvendte.

“;Grunden hertll er, at man bogr have disse begreber i baghove-:

det ndr vi vil anvende generelle udsagn om mangfoldlgheder i

.fy51ske sammenhange.

Vi laver en passende aben overdeknlng af torus med &bne pa—'
rallepipeda, hvorved snittet af denne overdzkning med torus-

‘ 'overfladen ‘bliver en. relativt &ben overdekning af sidstnavn-

te. Ethvert’ af disse 5bne rektangler kan ‘med et passende valg

 af koordinatfunktlon bredes ud i planen, men ethvert fors¢g

pa at brede hele torusfladen ud vil g¢re vold pd torusfladens
globale topologiske egenskaber: Vi bliver ngdt til at klippe
den op, hvis vi vil have bredt den ud )

Det resulterende atlas kan vi repra@sentere som en klasse

- af ébne rektangler i planen som vist p& fig.27.

. Deqne klasse af kort betragtet under et giver os oplysning

vom, héorledes torusoverfladen globalt er skruet sammen, e.g.

at Alfog C7 er billedet af det samme punkt p& torusfladen ved
de’ respektive koodlnatfunktioner. P4 fig.27 har vi ved hjelp
af pile antydet, hvorledes vi identificerer de omrader, der
overlépper i vores overdakning.
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fig.: 27: Et atlas pd torus. Atlasset er forsynet med en
forskrift, der tillader rekonstruktion.

Vi ser nu tydelig£ forskellen mellem den lokale oé den glo-
bale beskrivelse af torusfladen. Fra et lokalt synspunkt er en .
torus blot et stykke euklidisk plan, mens den fra et globalt
synspunkt er en struktur i mengden af kort, viz. et struktu-
reret atlas. Atlasset for en kugleflade og atlasset for en
torusflade kan se ens ud: forskellen fremgdr af den made, som
disse atlas er struktureret pa. '

I eksemplet med torusfladen er strukturen pa atlasset gi-
vet som en forskrift, ved hjazlp af hvilken vi kan rekonstru-
ere vores torusoverflade. Dette er antydet pd £fig.28.
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fig,28.: Rekonstruktion af torusfladen udfra
forskriften pa fig 27. .

Det er forholdsvis nemt for l- g 2~ dimensionale geometrlske
onJexter at afggre, om de er mangfoldigheder eller ikke. Vi
glver pé fig.29 et par eksempler i flang°




ikke mangfoldighéder ' s

O/\A/\ ‘

mangfoldigheder

fig. 29.: Eksemplerfpé l-dimensionale
kurver i R".

N&r vi ved mangfoldigheder underforstdr glatte sadanne,er
det fordi vi i anvendelserne ofte stiller krav om differen-
tiabilitet.

Normalt fortolkes en differentialkvotient i fysiske an-
vendelser som en stgrrelse, der angiver, hvor meget en af-
he#ngig variabel vokser, ndr den uafh®&ngige variable for-
gges med et vist belgb.

~ Hvis vi i stedet opfatter differentialkvotienten af en
funktion £ i 0 som den bedste linezre tiln®rmelse til f i 0,
betyder dette, at vi kan bygge bro til den linezre algebra
og pd denne mdde f& udtrykt topologiske egenskaber i linear-
algebraiske termer.

Det medfgrer nu, at vi kan bruge differential'kvotienter'
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til at findéAdet linesre rum, der bedstAtilnarmer~én‘mang-

"foldighéd'M'i punktet x. Lad os antage, at M sidder i R®, og

k

at a:U -+ M-er en lokal parametrisering, hvor U er ében iR,
- Vi antager for nemheds skyld, at a(0) = x ( 0 € R ) Den bed-
.‘ste lineare tilnazrmelse til a:U -'M i i er afbildningen

h_: u - a(0) + dao (u) = x'+ da (u)

o

Derved findes tangentrummet til Mix som billedet af Rk

ved da (R ) ! Tangentrummet, som vi skriver som T (M) bliver
sd et’ underrum i R? , hvis translaterede X + T (M) er den pla-
ne tilnarmelse, der ligger tattest pa M gennem X.

. Nu kan vikonstruereden bedste . lineare tllnermelse til en

glat funktlon f:M - N, hvor M og N nu er mangfoldigheder af
dimen51on k resp. j . '

Dette kan ggres ved hjalp af lokale koordinater og kort.

Idet f(x )»— Yor vil df O'vare en linear afbildnlng af tan-
gentrummet til M. i Xy ind 1 tangentrummet til N i Yo ( f(xo))

Lad ¢ og w vare lokale koordinatfunktioner saledes at dia-
grammet o

M— -N
: T . -1
R =y ofo
¢ v votod
R > U B .y <RI
¥ af dette diagram afledes s&

kommuterer

\

. X0 ' .

(M) - —= 7. (N)

Xo1 - : Yo L

dég | 1dwo
R — = R
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Som ogsd er kommutativt. Eftersom d¢0 dg:dwo begge er isomor-
fier gelder df = Ay 7 o dhy o df,-

) 0

Invers funktionssatning.

Den fra den reelle gnélyse Sé velkendte satning far i dif-
ferentialtopologiens régifen central placering. Den er ogsé
:central for vores formél,:fordi den przcist specificerer den
%type #kvivalens,- som kataétrofeteoriensaxbejderimed. Den%ly—
der i en differentialtopoiogisk kontekst sdledes:

Hvis £:M » N er en glat afbildning, hvis afledede dfy i x

ef en isomorfi, s& vil f vere en lokal diffeomorfi i x.

Bemark, at s@tningen kun galder,'ﬁvis mangfoldighederne M

og N har samme dimension.

Som deﬁ fremgdr af detéforrige kommutative diagram, sa
kan spgrgsmilet om,dhvorvidt en glat afbildning afbilder en

omegn af x, diffeomorft p& en omegn af f(x,) =y, besva-

res meget gimpelt: af ef en isomorfi netop hvis dh0 er det.'
0g dho,som gar mellem gukiidiske rum,er en isomorfi netop
hvis Jacobianten er ikke-singular i 0: Problemet kan koges
ned til at udregne determinanten af Jacobianten af dho.

Hvis determinanten er forskellig fra 0 i 0, s& afbilder
f en omegn af X, diffeomorft pd en omegn af Yo = f(xo)!

Dette resultat vil vi nu udnytte. Vi husker fra den line-

&re algebra, at en isomorfi kan udtrykkes som ;gentiteten

ved et passende ikke-sihg@lart koordinatskift (=isomorft).
Vi konstruerer sé et njt kommutativt diagram:

'
;
'

i
!

$

Et diagram af afbildninger er kommutativt, hvis to vilkar-
lige fglger af sammensatte afbildninger starter samme sted
og slutter samme sted. -
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.df#él
Txo(M) A —’?YO(N)
dé, dy,,
RE _dh, f’;k
ol | .1;~.
RX. _ e i _ ;k

vi har sa identiteten = id = ¢ o‘dwbo-df [} d¢alo‘c-1
, X0
j>og far s& det smukke resultat, at der findes dlffeomorfler

- x og E séledes at £ lokalt er den identiske afblldnlng, viz.
_nedenstéende diagram kommuterer( )

_id

Vi - har si fglgende: To‘glatté afbildninger £:M + N og
" f:M - N siges at vare ens op til en diffeomorfi eller af
samme diffeotype, hVis'der_findes_diffédmorfiér x og B
sélédes at diagrammet (side 62) kommuterer lokalt. .

Vi £4r s& p& denne mide spaltet samtlige glatte afbild-
Anlnger af mangfoldigheder 1nd i mangfoldigheder op i lo-
kale akvivalensklasser. :
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Submersioner.

De.fuqktioner, der har stgrst intereése for os er sddanne,
soim afbilder fra et stort (meget stort) rum ind i et lille,
som e.q. f:RN - R, alias gradientfunktioner. Det mest restrik-
tive krav, vi kan stille til en glat afbildning f:M -» N, hvor
dim M 3 dim N er lokal surjektivitet af den afledede df.

En sddan fyr, hvis afledede i alle punkter i M er surjek-
tiv (en afbildning pd) kaldes for en submersion. Ved den ka-

noniske submersion forstds naturligt nok den funktion, der

sender (xl,xz, e ,xj,xj+1,
hvor dim M = k og dim N = j. Invers funktionssatning har i

tilfeldet med submersioner en analog:

s o0 ,Xk) til (xl'x2' L Ixj)l

Hvis f:M - N er en submersion, si findes der lokale ko-

.ordinatsystemer sdledes at f er lig den kanoniske submersion.
Et eksempel. Gradientfunktioner.

Vi har en gradientfunktion £:R" - R. At f's aflededeferl
surjektiv i Xg betyder i mere borgerlige vendinger, at vek-
toren gradf taget i Xy er forskellig fra nulvektoren. Sub-
mersionss@tningen ovenfor siger nu, at der findes lokale ko-
ordinatfunktioner (yl,yz, .e ,yn) (yj = yj(xl'XZ""’xn)
for 3 =1,2,...,n, hvor XyeXgreeosX, € de ‘'gamle' koordi-
nater) sdledes beskafne, at

f(YI'yz""’yn) = yl .
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'V1 gdr videre med et helt konkret eksempel ((14).p 84)

Vl ser pé funktlonen g: :R% - R givet ved

g: (xl,x2) - X] + X5 . (17)

© Vi har sé

- - grad g‘:-(xl,kz) - (l,2x2):#‘(0(0)

for alle x; og x, i planen, hvor x1 og'x2 er se&dvanlige kar-

tesiske koordlnater.

‘ Hv1s vi indfgrer nye koordlnater y: Rz‘-»‘R2 ved '

‘.(x. X,) -+ Xq - x2
¥y P X% 1° *2

v, (ryrng) *'Xz (17.1)

:_sender g sattet (yl,yz) til Yy + yg, der v1derebefor-

drer settet (xl,x ) til’ xl, i.e.

£o(xpoxy) wxy (17.2)

| hvof-f'Q g o.y eriden}kanohiske'submersion.

Dette kah‘vi illustrere grafisk. Lad os kalde X, 0g X,
for de gamle koordinater.AOvergangen fra de nye og til

de gamle er iflg. submer51onssatn1ngen dlffeomorf sdledes

at grafen af g er en mangfoldlghed g er endda si elsk-

verdig, at vi kan ‘bruge de samme koordinatfunktioner o-
veralt. Vi kan sd frit valge, hvilken af de to. reprasen—

‘tationer vi vil arbejde i, (17) eller (17.2).

P8 figur 30 og 31 er grafen vist i den originale resp.
den diffeomorfe reprasentation. , ' |

Vi ser visuelt, at vi ved at "krumme“ Xy= aksen passende,
altsd ved at deformere det euklldiske rum R3 efter op- .

4.‘skr1ften i (17 1) kan opna, at g s graf b11ver plan.'
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figur 31.: Grafen af £ i (17.1)
i de nye koordinater Yy 09 Yy
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‘Généraliserede lokale koordinatskift.

Vi har nu set, hvad der ligger i de generelle, lokale
koordinatskift, som vi omtalte indledningsvis i‘signalemenf
£et'af'Thom's teorem. De kan meget vel beﬁragtes som en géé.'
~neralisation af de line®re koordinatskift, som vi ofte ‘mgder
i fysikken, for nu at vere helt’ prec1se- de afflne koordl—
‘nattransformationer. ‘ o '

‘ Det er bla. a. sidanne transformatloner, der fgrer til
bevarelsessatnlngerne i fysikken: Hv1s et system er karak-
teriseret ved en Hamlltonfunktlon, der er ufglsom overfor
translatloner i tiden, vil systemets totale energi vare be-
varet. P& lignende mide fglger satningerne om impuls- og
1mpulsmomentbevarelse ndr man konstaterer, at Hamiltonfunk--
tionen er uf¢lsom overfor forskydninger ‘resp. rotationer

i rummet. Nar man i Hamiltqnformallsmen arbejder i genera-
liserede koordinater er det fordi bevééelsesligningerne an-
£ager kanoniske former, der‘er_bekvemme;Aal den’detaljérede
information om sammenhangen mellem stedvektorer; hastighederv
og -impulser er ‘gemt vak' i de genefgliserede'koordihatér,

- Fildsofién er her den samme. Ved de generaliserede koo- -
dinatskift opndr vi her at kunne helligé os studiet af de
mere generelle tOpOlOngke egenskaber, der er ufglsomme .

. overfor lokale perturbatloner i koordinaterne. Vi far al
den uvasentlige information gemt vak' i koordlnatfunktlo—-
‘nerne og ngjes med at betragte en typisk reprasentant for
en akv1valensklasse, sdledes som vi har set det med submer—
siqnerne. - '

_Urbilledteoremet..

Et meget vigtigt teorem'i forbindelse med submersioner
vedr¢rer f¢1gende hypplgt forekommende problem-
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- Vi star med en gradlentfunktlon, f: Rn -+ R. Vi sgger nu de
punkter i rR® , hvor funktionen er lig en eller anden konstant,
¢ ( ®kvipotentialflader i R3 i elektrostatikken e.g.), viz.
originalmangden til ¢ € R, eller som vi her foretrazkker at

sige: urbilledet af c betegnet med f-l(c).'“

Hvordan kan vi uden at beregne disse ‘hyperazkvipotential-
flader" alligevel sige noget fornuftigt om det geometriske
objekt, som urbilledet er? Det er langtfra sikkert, at det
arter 51g vel. Vi kan give et algebraisk kriterium for, at
urbilledet opfgrer 51g ordentligt.

- Men f@rst en enkelt definition.

For en glat afbildning f:M - N,'hvor M og N er mangfoldig-
heder siges et punkt y € N at vare en regular verdi for f
safremt f's restriktion til urbilledet f—l(y) er en submersion.
: Deraf fglger:

Hvig;y € N er en reqguler verdi for f£f:M - N v1l urbilled-
det £ (y) vere en delmangfoldighed af M, og der galder

¢

dim £ Y(y) = dim M - dim N

Dette betyder eksempelvis, at &kvipotentialflader ikke kan
skere sig selv, hvis den elektriske feltvektor er egentlig.

Hvis det,e.g. galder om en reel funktion af 3 variable, at
gradienten ikke forsvinder i urbilledet af en konstant, s&
vil funktionen udskere en todimensional mangfoldighed af R3,

som det let ses ved at bruge dimensionsformlen ovenfor.

Jd
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Transversalitet,‘

I'Ofdet 'transversalitet'stammer fra latin og betyder sa-
dan noge£ som 'at ska&re hinanden egen;ligt', e.g. vil'tq kur-
ver i planen skere hinanaen transversalt, ‘hvis de mgdes i
et punkt, hvis narmeste omegn ligner bogstavet 'x', hvorimod:
to kurver i. planen ikke vil mgdes transversalt, hv1s de net- -

op tangerer hinanden iet eller flere punkter.

"Imidlertid ligger der langt mere. i tansversalltetsbegre-

bet end ovenst&ende l¢se formulerlnger antyder. Begrebet hg-

rer til de vigtigste i dlfferentlaltopologlen og er 1kke

mlndst vigtigt i anvendelserne.

Transversalltetsbegrebet er et naturligt produkt af en

generalisatlon af. det problem, som urbllledteoremet gav svar

‘pa:

Vi l¢sner nu det band, at f's restriktion til en delmang—‘
de af M. tilfredstiller f(x) =y og sp¢rger om, hvornar urbil-

‘ledet £ (L), hvor L er en delmangfoldlghed af N er et rime-
'llgt geometrlsk objekt Svaret er fglgende teorem.

l(L) vil vare en delméngfoldighed af M; hvis billedrum-
met Im(df ) udspandt af df,, hvor x er et vilkdrligt fast-

4holdt punkt i urbilledet £~ (L) 0g tangentrummet T (L), ta-

get i punktet yv=f (x) tllsammen udspander hele tangentrummet

,T Lﬁ) til. N i Qunktet y, viz.

Im(’dfx) + T (L) = Ty(N');. S (18) =

Nér dette er opfyldt, siges f at vare transversal til del-

. mangfoldiggeden L af N.

Al;sé: hvis f er transversal til I c N, er urbilledet -
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f’l(L) en delmangfoldighed (!) af M, og der gazlder dimensions-
formlen |

dim M - dim £1(L) = dim N - dim L (18.1)

Dette betyder specielt, at hvis y € N er et enkelt punkt,
hvorom det gzlder, at f er transversal til y, har vi dim L = 0
i (13;1), hvilket er ensbetydende med o

dim £3y) = dimM - dim N
Hvilket er dimensionsformlen for urbilledteoremet, som sa
passende kan ses som et specialtilfazlde af det ovenstéende te-
orem, som vi vil kalde for transversalitetsteoremet.
Sprogbrugen 'f er transversal til y i N' er altsd det

samme som at sige 'y i N er en regular vardi for f'.

Ofte ¢gnsker man at udtrykke, hvor meget en delmangfoldighed

McN 'fylder' i N. Dette g¢res med begrebet codimension, som
defineres som

codimM = dim N - dim M

Den geometrisk lettest anskuelige situation opstdr ved in-
klusionen af en delmangfoldighed M < N med en anden delmang-
foldighed L « N. At sige, at x ligger i urbilledet af L un-
der inklusionsafbildningen er det samme som at sige, at x
ligger i snittet M. N L. Den afledede af inklusionsafbildning-
en er blot inklusionen af tangentrummet til M i x i tangent-
rummet N i x. Inklusionsafbildningen er transversal til L
netop hvis

TX(M) + Tx(L) = TX(N)
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hvoraf
codim ‘(M N L) = codim M # codim L | (19)

Hvor vi ved at bruge codimensionsbegrebet har udtrykt helt

pracist, at transversalitet afhanger af det omgivéndg rum,
som méngfoldighederne sidder 1i. Eksempglvis vil.to l-dimen-
sionale mahgfoldighéder i R2 mgdes transversalt i et mang-
de af codimension 2 i R2,'Viz. i.en mangdé af dimension 0,
i.e. i ‘isolerede punkter. (bemark, at transversal skerlng
ogsa omfatter det tilfelde, hvor mangfoldlgheder aldrlg
skare: hinanden). Hvis vi nu lagger de to l-dimensionale .
mangfoldigheder'ind i det tredimensinale rﬁm, har vi iflg.
(19), at de mgdes i en mangde af codimension 4 i R>, hvil-
ket,betyder, at de her.m¢des i en mengde af dimension -1l.

| De kan'ébéhbart kﬁn m¢des'transver5alt ved aldrig at m¢—‘5
des! Dette er ret let at forestille 51g, for hvis to kur-
ver i‘R3 skarer hlnanden, vil det altid vare muligt at fin-
de~en‘vektor, der star v1nkelret pa tangentvektorerne_tll

de to'kurVer i skaringspunktet, viz.. tangentvektorerne kan

 aldrig udspande hele R3, og opfylder altsé ikke kriteriet

i (18).

Et par figurer vil g¢re transversalitetsbegrebet geometrisk
letforstéellgt og let at forestille 51g, sélange vi arbej-

:der i rum, hv1s dimension ikke overstlger 3. Se figur 32.

Vi skal senere i en 1llustrat10n af transversalitetsbe-
grebet i mange dimensioner se, at det skitserede analytlske
varkt¢3, som kan rummes: i transversalitetsteoremet er over-
ordentligt nyttigt, for ikke at sige uundvarligt. |

Det vil vare meget traffende'at sige, at transversalitets-
begrebet er for vor gummigeometriske verden, hvad ortogbnali-
tetsbegrebet er for det retlinede hjemmevante univers.
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traﬁsversal i R2 -ikke-transversal i R2
L L
transversal i R> | ikke-transversal i R°
V -
transversal i R3 ikke-transversal i R3

fig. 32.
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Transversalitet og strukturel stabilitet,

- Disse meget: generelle udsagn om transvérsélitét.giver
en ekstra dimension i‘den'struktufelle stabilitets kontekst.
'Man kan miske allerede nu fornemme at transversalitet er en
strukturelt stabil egenskab, der er typisk i den. forstand,
at egenskaben holder pd fede parametermangder, siledes at
et ikke-transversalt snit som e. g.)>—-<%; i R2 ved en v1lkar—
llg lille perturbatlon kan g¢res transversal- ')Esgit_l'elé
ler. '\\—’/* . : o T . ' o

Dette vil vi udpensle lidt, idet vi holder os til i det
fglgende kun at se pa gradientsystemer. _

'I det ovennavnte eksempel er det forholdsvist let at ind-
-se, at en deformation,af den ene af de to mangfoldlgheder
.kan'repreSenteres'som en‘familie af mangfoldigheder,e}g;vxc,
c € U-, hvor X lige netop tangerer Y, nar c antager vardien

I en &ben omegn af ¢ ,:UE, vil xc skare Y tranéversalt{ Det
er klart, at hvis .Uz er &ben i R, vil de c € Ug for:hvilke
- transversal skaring finder s#ed,‘i.‘e,_ﬂpc”- {8} vare en &ben
og taet mangde og saledes, a fortiori, fed.

Det kan v;ses, at’ transversalltet faktisk er strukturel
stabil, og ovenikgbet at det er en typlsk egenskab for gra-
dientfunktionef: Hvis en'gradientfunktion er transversal til
en delmangfoldighed M i N, s& vil en lille perturbation af
gradientfunktionen ogs& vere trénsversal til M i N; hvis'den
ikke er transversal, si vil selv‘den mindste-pertufbation
vare det. ‘ . o ‘

' sard's teorem og Morsefunktioner.

Den ovenst&ende diskussion knytter an til en:af de mere
overraskende ‘s@tninger i dlfferentialtopologien.
Hvis f:X - Y er glat, X og Y er mangfoldlgheder, sd
- vil nesten alle punkter i Y vere en requler verdi
for f (Sard) .




Eller sagt p& en anden mide: De ikke-regulzre, kritiske ver-
dier for f har milet 0 i Y.

Hvis vi ser pd gradientfunktioner, £:RT o R, s& medfgrer

Sard's teorem, at det for nasten alle c¢c € R vil gzlde, at
f_l(c) vil vere en mangfoldighed af codimension 1 i R,

Hvis n = .2, vil -niveaukurverne (= akvipotentialflader af

dimension 1 ) nasten altid vare l-dimensionale mangfoldighe-
der, viz. glatté kurver, der aldrig skarer sig selv!

Eksempel.

Vi ser pd en gradientfunktion, hvis graf i R3 ser ud som

pad fig. 33:

Cs

Cy

Ca

c L c
2 2

c L c
4 1

fig.33: Deformeret kravledragt

Vi kan forestille os grafen som den nederste del af en
let deformeret kravledragt. Ved at snitte denne med en ska-

re af planer z = const. fds de tilsvarende niveaukurver pa
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»hvis'f-l(c) ikke er en delméngfoldighed af dimension 1 i R%,

a3

)
"F-4 '(Cs)'

A.F'd(cz)

£ ()

N ‘-(—'4((4.\ é-((f1)

flg 34: vaeaukurver h¢rende
il f1g 33. :

ffig’34,ﬁfdf vardierne cl,c‘z,c3,c4 € R. Det umlddelbart 1¢3ne—
springende ved fig.34 er det liggende 8-tal, (c ) og de
to isolerede punkter svarende til f l(cl). Dette er en illu-

stration af det kontrapositive urbilledteorem, siledes at
2

s& vil f ikke vare transversal til ciR. . ’

Det er vigtigt at ggre sig klart, at betingelsen 'c er

en. regular vardi for f' kun er tilstrakkelig for, at urbil-

ledet £ (c) er en delmangfoldighed af’ definltionsmangden

. for f.

Eksempelvis er urbilledet af 0 ved: gradientfunktionen

A

f:R2 - R; f:(xl,xz)A»‘ x% ‘

l—aksen, som er et nydellgt eksempel pé en l-dimensional
mangfoldlghed i R2, cf fig. 35.

i
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fig.35. Modeksempel, der viser, at ur-
billedteoremet kun er et tilstrakkeligt
kriterium.

Ovenstdende modeksempel understreger, at en undersggelse
af de kritiske vardier for en gradientfunktion rummer trak,
der er vasentlige for vores formil.

Hvis vi kigger igen pé f:(xl,xz) - xg, ser vi, at grad £
er lig med (0,2x2) og at d(grad f) bliver til

azf 0 0

Bxiaxj 0 2/,

som har determinant 0, med andre ord, den andenordensaflede-
de er singular!

Sammenligner vi modeksemplet med eksemplet pd fig 33,
tegner sig et svagt omrids af en klassifikation af gradient-
funktioner f£:R" - R.

Hvis vi lagger den restriktion pd £, at f, narsomhelst
gradienten forsvinder vil have en ikke singular 2. ordens
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afledede (i modsatnlng til. eksemplet pé fig. 35), sd f¢lger
det bergmte Morse’ 1emma.

Hvis a er et 1kke-51ngulart krltisk punkt* for
qradientfunktionen £:R® o R, s& findes de; et lokalt
koordinatskift R™ - R" | ' -

. :
M 1

%y ‘%) (B Ry X e B (g Xg))

slledes atAfgiiéh omegn “af a kan skrives eksakt som

£ = f(a) + I —32—f—ké5££ - (zd)'.
o 153 axiaxj- izj-

Vi kalder gradlentfunktloner af den ovennavnte type for

_morsefunktloner.

En umlddelbar konsekvens af lemmaet er, at de kritiske
Eunkter for en morsefunktion er 1solerede.
' Dette er meget let at indse. Lad os definere g: R - R
" ved g = grad f. S4 galder der at df(b) = 0 netop hvis
(b) = 0. Nar vi sé& forudSatter, at £ er en morsefunktion,
sd f¢lger det, at d f(b) i ethvert kritlsk punkt er ikke-
51ngul¢r, i. e. at dg(b) er en 1somorfi. Iflg. invers funk-r
‘ tionssatning vil g s& afbilde en oﬁegn af b diffeomorft pa
- en 6megn af 0, kald disse omegne resp. U og V.
o I Uergrad £ # 0, nd&r b # 0, altsi for alle‘y,.der lig-
ger i V - {0} vil y vere en regular verdi for f der findes
s& ikke andre kritiske punkter i U.

$

caveat lector: et kritisk Eun ligger i urbllledet af en
krltlsk verdi for f. ,
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Dette medfgrer s&, at de dynamiske systemer, der styres
af morsefunktioner har isolerede hvilepunkter, siledes at at-
traktorer,repellofer eller sadler altid vil vare punkter; her-
til kommer, at bassinerne altid vil vere abne omrdader.

Det fglger generelt; at gradientsystemer aldrig vil oscil-
lere, fordi den 2.ordensafledede af f er reel og symmetrisk.

Nu kan det vises at morsefunktiéner“er typiske, viz. nas-
ten alle funktionervf:RnJ R er morsefunktioner og at morse--
funktioner er strukturelt étabile: De typiske attraktorer i
et gradientsystem erAEunktéttraktorer.

Men hvad si med resten? i.e. de f, hvor grad f(a) = 0 og
Det( d(grad f£(a) ) = 0 ? Det er ikke svart at se, at Jacobian-
ten for £, viz. matrixreprasentationen for dzf(a) (=d(grad f(a))
er en reel symmetrisk matrix, der altid er diagonaliserbar o-

ver R. Matricen for d2

f(a) fremtrzder som en n x n matrix, der
i passende koordinater er diagonal med positive, negative og
forsvindende diagonalelementer.

Iflg. Sylvester's lov er antallet af positive, negative
og forsvindende diagonalelementer en invariant for en given

symmetrisk matrix.

Lad nu f vare en gradientfunktion, om hvilken det galder,
at grad f(a) = 0, og at f(a) = 0(af bekvemmelighedsgrunde),
! passende koordinater kan vi ved at lade os inspirere af
Sylvester's lov skrive Taylorudviklingen af f udfra a som

2 2 2 2 3
f ny + ...+ oy Nkl = sovee TN + 0~ (n)

hvor j < n . Matricen for 2. ordensleddet i n-koordinaterne
er en nydelig blokmatrix, med en k x k enhedsmatrix, en j x j
minusenhedsmatrix og en n-k-j'te ordens nulmatrix.




med: (a,b,c) € R”..
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HVis j=0, er vores matrix ikke-singular, og Morselemmaet . '

'~ sikrer 'os nu, 'at f i en omegn kan skrives eksakt som pa side
_76 Hvis dzf er singular, bliver vi ngdt til at se pd de h¢-

Jereordens led i Taylorudviklingen, hvilket vi vender tilba-

ge til i forbindelse med redeggrelsen for Thom's teorem.

o

For at se, hvor sagen snerper hen, diskuterer vi samtlige
homogene polynomialfunktioner pa Rz. Denne diskussion er meget
illustrativ i diskussionen af termodynamisk stabilltet, en
alsku551on,Av1 vil gennemf¢re -om lidt.

Men lad os f¢rst se pa homogene kvadratiske funktloner i

' to variable ((14), p.l8ff. )

f: (x,y) - ax? +.'be +icy2 ' o (21)
3

(21) er identisk med sin egen Taylorudvikling udfra (0,0),
sa yi-kan i lyset af det foregdende finde et lineart koordi-

natskift, sdledes at £ kan- skrives som en af de nedenstaende

.seks former'

(4,v) - u® + v (1)

) (u,v) . - uz - v2 (ii)
(u,v) - -ﬁz - v2 (iii)
(u,v) - u® (i)
(u,v) - -qz - (W)
(u,v) - 0 - | | (vi)

Graferne for disse seks mulighedér viéer vi pd fig.36.
De tre gverste, (i), (11) og (iii) er alle morsefunktioner, de
tre nederste er singulare, enkeltsingulare éom i (iv) og (v);
6g dobbeltsinguler som i (vi). Eor'harmere at se, hvorndr de -
éeks'farketyper' antager formerne (i),a...;(Vi) dikuterer vi
egenvardiproblemet for den kvadratiske form i (21):
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(1) - (11) o (1ii)

(iv) (v) (vi)

fig.36: Diskussion af (21)

t

Hh
Il
X
'S
o
o

njo

f er en morsefunktion, netop hvis DetA # 0, i.e. for de-

3 b2
(a,b,c) i R for hvilke ac =~ 7 # 0.

2
Nulm®ngden for ac - % udskarer en dobbeltkegle i R3, der

har a=c som symmetriakse og a-aksen som frembringer. Dette har
vi vist pd fig.37, hvor (i) er det indre af keglen i de to ok-
tanter, hvor c¢>0 og a>0; (ii) er det ydre af dobbeltkeglen i

rummet; (iii) er det indre af keglen i de bagerste oktanter, viz.
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vy (v

f1g 37. Sammenfatning af diskussionen-
af (21) :

c<0 og a<0. Den positivt semidefinitte 'tagrende’ (iv) ligger
péd den hgjre kegleflade; (v)lligger pa dén venstre kégléfla—
-de og endelig afbildes det dobbeltsinglare tilfalde (vi) 1
origo. ' ‘

MorSelemmaet-siger nu, at séfremt det om en funktlon
£:8% 5 R med d£(0) = 0 galder, at punktet |

"2 ¢ ' 2 ' 2”

125 (0,01, 2°E (o, 0, £5-c0,00)
2 3x . x93y ay

ikke ligger pé& dbbbeltkeglens flade, sd findes der lokale
kéordinater (u,v) = (u(x,y) v(x,y)) s8ledes at f ser pracis
ud som (i), (11) eller (ili)




,ﬁ,v ’ - ' :7* ’*80

Eksempel: Stabilitetsdiskussionen i'den klassiske termo-
dynamik.

Vi betragter et isoleret eenkomponentsystem med den in--
dre energi U, volumen V og partikeltal N. I dette system ki-
gger vi pd et lille, men stadig makroskopisk delsystem, ka-
rakteriseret ved et fastholdt lille partikeltal N, altsa

lille i forhold til omgivelserne, i.e. N; << N - N;.
Laderrvi sl'SZ'ul'uZ'Vl'VQ betegne de molare ekstensive

stdrrelser for hhv. undersystemet og dets oméivelser}‘har vi[

idet N, = N - Nl:

2

’ U= Nlu1 + N2 2

og da systemet (det totale) er isoleret galder

0 = Nldu1 + deu2 (22)
Da V og S er konstante galder

0 = N,dv; + N,dv, (23)

0 = N,ds; + N,ds, (24)

En virtuel overfgrsel af entropi og volumen til undersy-
stemet giver anledning til en @ndring i den totale energi

for systemet, som vi skriver som en Taylorudvikling:

AU = N, (6u +E 6%0 + cee 4+ eeed) + N. Su (25)

2 2 2

Hvor vi for omgivelsernes vekommende har tilladt os at
se bort fra de hgjere ordens led, og hvor vi af nemhedsgrun-
de har droppet subskriptet for undersystemet.
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- Idet dul.= Tldsl - Pldvl og du2 = T2d52 - Pédvz} giver
(22), (23) og (24) det resultat, at systemet -som stiltiende'
forudsat— er homogent, viz. i global termodynamisk ligevagt.

Hvis vi derudover forlanger, at systemet skal vere sta-
: bllt, ma AU = (1/2)N162u vere stgrre end nul, hvilket er det .
samme som at krave, at f¢lgende homogene kvadratlske form er
-p051t1v definlt-

R | 1 W '
0 < 76 u f_Z-( és .§y ) Uge | usv .65
Usv Moy bv
hvor
32u T
Ugs T T3 = T
. 9s” v
by = = = T
s dv v
a = 32u - 9P.
v e V?Cv

Dette krav kan 1flg. det foreg&ende koges ned til at for-
lange, at samhgrende verdier for UggrlUgy, v skal ligge in-
den i ‘den positive del af dobbeltkeglen, som vist pa figur 38.

Kravet om termodynamisk stabilitet betyder sa, at systemets

varmekaﬁacitet, Cy skal vere positiv sivel som kompressibili—.

og u

teten k. ,
Matricen hgrende til den kvadratiske form ovenfor kan med
fordel opfattes som en stivhedsmatrix, der relaterer‘generali—

serede termodynamiske krefter, ér, 6(-P) til forskydnlngerne

6s og o&v.
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Uy 3 —

fig. 38: Stabilitetsdiskussion i termody-
namikken ved hjelp af fig.37.

Idet
grad u = (T, =P )
bliver
aT T
‘9s oV
d2u =
9 (~P) 9 (-P)
9s v
hvoraf
oT 9T
6T s 3 &8
_ 3 (=P) 3 (-P)
& (=P 35 av ./ \OV

Nu er systemet termodynamisk stabilt, dersom stivhedsma-
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‘tricen er positiv definit. Dette antager vi er tiifeldet.

Stivhedsmatricen kan s& inverteres (determinant #0), séledes
at vi far udtrykt forskydningerne 6s og 6v ved krafterne

‘6T Og 6( P):

6s uSS f-gSV' :6T

6v U, u 6(-?)
Pet kan let vises,.at stivhedmatricens inverterede er
den 2. ordens afledede af den molare Glbbs'.fri energi - ( pa
et fortegn ner ): '

®s\ . {9pr 9\ / SR
ov dpp Ipp/ \6(-P)

Denne matrix keider vi"f¢jelighedsmatricen"(i'den engel--
ske litteratur om emnet 'compliance matrix') _

Forudsatningen for,’ at.'f¢]elighedsmatr1cen er definere-
ret er, at stlvhedsmatricen er ikke-51ngular. Det er den 1flg.

 det foregaende, altsa, hvis systemet er stabllt.

Morselemmaet er 'begrundelsen' for, at vores responsefunk-'
tloner (stivheds- og 'fgjelighed's-matrix) er gode approksima-
tioner overalt hvor systemet er termodynamisk stabilt,

. I lyset af det ovenstdende bliver det klart, at en 11neer
responseteori ‘bryder sammen i det gjeblik, at systemet udar-
ter, 'som det vil ske, ndr vi f&r manipuleret responsefunktl—

onerne ud pd’ keglefladen i fig. 38, hvor systemet bliver uende-
lig f¢jeligt ‘



 Gibbs' faseregel.

Som et eksempel pa anvendelse af transversalitetsbegre-
"bet og den omstandighed, at transversalitet er en typisk
strukturel stabil egenskab, vil vi udlede Gibbs' faseregel
med vores differentialtopologiske varktgj.

Gibbs' faseregel udtaler sig om antallef_af frihedsgra-
_der i et termodynamisk system bestdende af r komponenter
- fordelt pd m forskellige faser. Den lyder:

Antal frihedsgrader = F = r - m + 2

Lad os arbejde i Gibbs'-repfasentationen, hvor den ter-
modynamiske fundamentalrelation er bestemt udfra T,P og
m(r - 1) molbrgker.

Fra et analyfisk synspunkt er Gibbs' fri energi en glat
afbildning, G:V -» R, hvor V star for den &bne manéde

Vo= (olm)x(Olw)x(O,l)m(r—l) c R2X Rm(r-l)

Vi bruger skrivemdden xg for molbrgken af stof nr. j i
fase nr. k og bruger forkortelsen

1l .2 m 1 2 m

x = (xl,xl,...,xl; "";xr—l'xr-l""'xr-l)

Grafen af G, i.e.
{(r,p,x,; G(T,P,x))|(T,P,x) € V }

er da en glat mangfoldighed af codimension 1 i VxR.

Kravet om ligevagt mht. stofudveksling mellem de forskel-

lige faser giver ligningssystemet
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ul ul —1 LK N 2 = L ) LN J - ul
1 - 2 - LR N ] = L 24 L N 2 —_— m
uz uz = D = uz '
oo-'.o.ooocl--o.oo,.iocc--_o.o (26)
1 = 2 = eee == ese see = m
Hr- U He

.med iéit (m-l)r ligninger, hvor u? er det kemiske potential
af stof nr.i i fase nr. k.
Lad os skrive det f¢rste ligningssat i (26) 1idt mere

budf¢rligt som

wher, e, 2ty = w? (2,2 = eees = (TR, 0™

k .o ' | - ' '

hvor x" star for

"k _ .k k k

X = (xl'xzpooo'xr-l); ) k= l,2}_.»..,m .

Ved at parre den fgrste ligning med hver af de gvrige
ligninger i det ¢verste ligningssat i (26) kan vi definere

£dr,p, 0 wlie,xh) - wdr,e, )
1 1 sy |
og udtrykke (26)'s fgrste ligningssat som
£3(T,P,x) = 0 ; j=2,3,4,...,m
‘Generelt kan vi definere

£(r,p,x)= 'ui(i,p;x@) - ui(T p,xJ) | (27)




i 8 6 _
(26) kan nu skrives som
fi(T,P,x) = 0; i-= 1,2,;..,r ;5 3 =2,3,4,...,m  (28)

Hvert'fj definerer nu en glat funktion fj-V -» R, fordi
u'erne hver for sig er glatte. Set under et kan alle disse
fj'er betragtes som .en enkelt glat funktion F:V - R(m l)r

For hvert fi v1l -da fJ er glatte for alle i og j
i (28)— de(T P,x) vare et lineart funktional pé tangentrum—

met T V) (for et fastholdt T,P,X).

T,P,I(

Nu kan det lét vises, at den afledede 4F(T,P,x) er sur-—
jektiv netop hvis de (m-1l)r lineare funktionaler de(T P,x)"
er lineart uafhangige. .

Dette er underforstdet i forudsatningen om, at vi har u-
afhangige . komponenter og faser. Vi prac1serer denne sprogbrug
til at sige, at s&fremt de afledede de(T P,x) er lineart u-
afhengige, er funktionerne fJ(T P,x) uafhanglge i punktet
(T,P,Xx) € V.

Bindene i (28) kan nu komme under urbilledteoremets be-
handling: Hvis fj'erne er uafhanglge i ethvert punkt, hvor
de er 0, vil F 7(0), i.e. de (T,P,x) for hvilke alle fj‘erne

er 0 vare en delmangfoldighed af V med codimension (m—l)r,

i.e. en delmangfoldighed i V af dimension

dim Vv - (m-1)r 2 + m(r-1) - (m-1)r

r-m+ 2,
hvilket er Gibbs' faseregel

Bem®rk, at vi har benyttet os af, at hvert fi var trans-
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versal til 0 i R gennem tolkningen af ﬁafhengighéden af de
enkelte faser'og komponenter, séledes'at‘Gibb's faseregel i
denne iscenesattelse er et produkt af transversalitetsbetragt— o
nlnger. ‘ ' |
'Selvom def Gille vere rimeligt’ved'f¢rste ¢jekast at sy-
nes,at et argument. som vi har 2 + m(r-l) ubekendte og (m- -l)r
ligninger. L¢sningsmangden vil da vere givet somr -~ m + 2
‘uafhengige ‘'variable' er det rette vében i en gréspuryejagt,
ligger der<i.aet differentialtopologiske et par vigtigé poin-
ter, som ikke fglger af den ovennavnte simple argumehtation.
" For det fgrste fir vi det,eksplic;tte'resultat, at det.
objekt, der 'skares ud' ved kravet'om‘termodynamisk lige=.

- vagt ikke er vilwﬁrligt, men noget s& sklkkeligt som en mang--
' foldlghed. o - . s -
’ For det andet fér vi- det resultat, at Gibbs"fégéfégél er
‘_Ystrukturelt stabil o | '

S&danne egenskaber er: ganske nyttlge, nér man - tolker fa-
-sedlagrammer med flere komponenter. Dette vil v1 ikke ga v1—
dere ind i her.
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Thom's klassifikationsteorem.

Vi er nu parate til ganske kort at kunne ggre rede for,
-intuitivt- at Thom's teorem er plausibelt. Selve det tekni-
ske bevis for teoremet er -for at sige det blidt- ikke sar-
ligt lettilgangeligt, hvorimod teoremets udsagn er tilnazrme~
lige. o ‘ ‘

Problemet for EKT kan ses som en generalisation af de

overvejelser, der 18 til grund for morsefunktionerne, hvor

det fremgik, at disse er typiske og strukturelt stabile.

Hvad s med resten, viz. de gradientfunktioner, hvor den
hg¢jereordens afledede (>2) er singuler een efter een? Kan
s8danne funktioner. klassificeres pad en made, der er analog
til den simple klassifikation i morse- og ikke-morsefunktio-
ner? Viz. kan de klassificeres som typisk strukturelt stabile

parametriserede familier af funktioner?

Det er dette Thom's teorem svarer ja til, nar blot dimen-

sionen af parameterrummet ikke overstiger 5.

Fidusen ligger i at betragte familier af gradientfunk-
tioner, i.e. ft:U + R, U er &ben i Rn, t € Rk, eller slet og
ret f:RkXU"» R ved (t,x) - f(t,x). Det kan da forekomme,
at gradienten af en af disse familiemedlemmer ikke vil vare
transversal til 0 € Rp, men at gradientfamilien vil vere det

i Rn, hvor vi ved gradientfamilien vil forst& funktionerne

gradxft = ( é_f-tlcooooloc.o’-g-—)f-{-t ): RkXRn -> Rn
n

Vi tager straks et eksempel, der er til at tegne. Vi ser
pa& en enkeltparametriseret familie af reelle funktioner,
f: RxR » R, p& figur 39.



o

/'A | \;(4_?‘:

£ig.39: Perturbatioﬁer af en
‘reel funktion af 1 variabel.

.89

X

-

.
f,

*x :

v

. fig.dO: Grafen af gradxft iR

_ﬁx

\ fﬂ?z'

dx
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Vi ser, at den midterste graf ¢gverst pd fig.39 ikke har
gradienténAtransversal til 0 i R (vendetangent, der er vand-
ret) Betragter vi derimod grafen af gradxf(t,x) i R3 som pa
fig.40, bliver det klart, at denne gradientfamilie er trans-
versal til 0 £ R . Det er netop denne transversalitet, der
er typisk strukturelt stabil. I almindelighed har vi, for
£:RxR">» R defineret den glatte afbildning gradxf:RXRn» Rn,og _
denne afbildning er typisk transversal til. 0 i Rp, hvilket betyder
betyder, at snittet er en glat delmangfoldighed af dimension -

(n+1l) - n = 1, altsd en kurve i rRi*l | som sidder i R2n+1’§

Idet vi ser pé den foregdende figur 40, bliver det klart,
at urbilledet af 0 vil indeholde df's regulare punkter og det
singulare punkt, hvor dzf ogsd er 0.

Lad os nu arbejde i Rz. Urbilledet af 0 € R2 for gradxf

er en l-dimensional mangfoldighed i RS, som det er ret sa
vanskeligt at éfbilde grafisk.

Men lad os alligevel forestille os, at vi bevager os
langs kurveﬁ-c =(gradxf)*l(0) i det femdimensionale euklidi-
ske rum. Lad os parametrisere C ved s og lad os sige, at vi
for s = 0 befinder os i et punkt P, hvor dzf er singuler.

Omkring s kan vi Taylorudvikle f:

f(t(s),xl,xz) = const. + a(s)yi + b(s)yly2'+ c(s)yg + 03(y)

hvor Yy = ¥X3 - xl(s), Yy = X5 = xz(s).

Hvis vi koncentrerer os om den kvadratiske del af Taylor-
udviklingen, ser vi, at ndr s varierer vil punktet P(s) pa
C beskrive en kurve i vektorrummet af homogene kvadratiske
former i to variable, i.e. punktet (a(s),b(s),c(s)) vil vd-
skare en kurve i R3, som vi afbilder sammen med dobbeltkeg-
len fra fig. 37, i fig. 40.a.

§

caveat lector: gradxf's graf er en n+l-dimensional mangfoldig-
hed, der sidder i Rn+lan = R2n+l.

T
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fig. 40a.: Dobbeltkeglefladen med -
sporet. af s's bevagelse pi den re-
, elle akse i en omegn af s = 0. .

For at vare lidt mere pracise. N&r vi,‘ved at lade s lgbe _'
i en omegn af 0 pad den. reelle akse, l¢ber P{s) pé C i R6
og tilsvarende lgber P*(s) p& C* i (a, ,c)-rummet som vist
pad fig. 40a. ’ '

Sélange s#O, er den kvadratlske del ikke-singular, og

-Morselemmaet trader i funktlon. Det er ndr s=0, - i.e. nar

vi -befinder. os i p* pa keglen, at det begynder at bllve in-
teressant. .

- Kurven C* vil: typisk vare transversal til dobbeltkegle-
fladen undtagen i (0,0,0). Dette betyder, at den kvadrati-
ske del af f ikke kan vare metevudartét end 'tagrenden' péa |
fig. 36, (iv) og (v) p.78. |

‘I Morselemmaets &nd kan Vi’sé(finde et koordinatskift
(xl,xz) - (ul;uz),lséledes at vi omkring séO kan;skriVe

C£(tup,uy) = £4(,u) + ul
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hvor f£* er en funktion, hvis l. og 2. ordens afledede
forsvinder i de t;%i, der svarer til P p& C. Dette vigtige -
resultat kan ‘'generaliseres til R®:

En enkeltparametriseret familie af gradientfunktioner
£:RxR® vil, for punkt+er, hvor Det(dif) = 0 lokalt kunne skri-
ves som :

. f.(t,ul,e--n,;uh) = f*(t,ul) N 'i' g (uz,...,u )

hvor g (uz,....,u.) er en morsefunktion i de gvrige varia-
ble.
Vi fidr med andre ord siet den pazne del fra i I~ bldraget

og har s& den interessante del, f*(t ul) tilbage!

Lad os nu koncentrere os om at kigge pd f*. Vi foretager
nu vores spadseretur langs C igen og rapporterer, hvad der

sker med vores f* undervejs. Vi Taylorudvikler som fgr:
: _ 2 3, 4 5
£*(t(s) ,u;) = const. +.p(s)v] + qa(s)v] + r(s)v; + O (vq)

hvor vi har sat vy =uy - ul(s). De afledede p(s),q(s) og
r(s) kan findes ved at.udregne differentialkvotienter.

Svarende til fig. 40a fir vi spadsereturen langs C til
at korrespondere med en spadseretur p& en kurve C**, C**(s)
= gporet af (p(s),g(s),r(s)) i et nyt rum med p,q,r koordina-
ter. Det kvadratiske led forsvinder for s=0, i.e. koeffici™
enten p(0) = 0. Vi gdr altsd igennem koordinatplanen p=0
i dette nye rum. Dette er vist pd fig.4l.

C** vil skare rg-planen typisk transversalt, og vil som
fglge heraf ikke gi igennem et fastlagt punkt; ej heller vil
der forekomme skaring med r- eller g-aksen ( to kurver i R3
er transversale, hvis de aldrig mgdes !). Dette betyder nu,

at der, hvor 2.ordensleddet forsvinder, vil f* se ud som
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qvi"+ 04(vl) ‘Det kan lét'vises, at vi kan finde et koordi-

natskift s8ledes at f* lokalt ser ud som u3.‘

- Men hvad nu med t-afhzngigheden? Her kommer det mest in-

.teressénté- Dét kan vises, at en vilkarlig transversal vej

gennem en vilkarlig 1kke—morsefunktion er den samme, op til

‘en diffeomorfi. Dette. betyder,'at har vi bare fundet een

transversal vej gennem f£*, vil det vare en typisk vej. En

o o 3
transversal vej gennem f* = u” er

f(t,bu) = ul + tu

Dette er den simpleste af-alle katastroferf Foldkatastro-
fen. ' ' o

1

fig. ‘4]1: Sporet af s i p,q,r-~
rummet.
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P& analog md3de kan vi gennemfgre diskﬁssionen af en

dobbeltparametriseret familie
der.sé~kdmmer,ud af den anden

katastrofe, spidskatastrofen,
formen :

2

+oty

+( ul

- *hvor gmier-en»morsefunktion.

Lad os runde -dette af med
=teqrem:

af gradientfunktioner. Det,
ende, er den nastsimpleste
der i lokale koordinater har

) -+ gm( 71.;2'..-_- ,un)

en pracis udgave af Thom's

Det er typisk for en familie af glatte afbildninger

f: RF xR » R, hvor k < 5 og n < = at vere strukturel

stabil.

For en sédan familie findes der omkring et vil-
kdrligt punkt (t,z) € RkXRn

et valg af koordinater

(tl,...,tk) pd Rk og (ul,...,un) pa Rn, hvor u'erne

er glatte funktioner af t,
af felgende lokale former:

Regulere:

Kritiske og ikke singulere:

hvor 0% ©

sdledes at f(t;u) har én

(29.10)

—wE - - ui (29.11)
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.Spidsagtige katastrdfer:
Folden:

uy + tqugt gm(ug,.;.,uﬁ) - S (29.20)

) 4+ gm(uz,f..,un) o lj (29;21)”

Sbaleh&len:

5 ., 3 2 ' "
Uy +tguy o tou, + tou, .+ .gm(VZ""’un). | (29.22)

Sommerfuglen:

‘ t(ﬁ§‘+ t ul

a¥7 3y1>f t2u14+lt1u1) + g (Ugyeen,u,) (29.23)

Wig-Wam'en:

7 - . 5 4 3 8
up * tgugt Tup ot tauy a¥y * Tiuy -
' - L (29.24)
+ g”"(u2,..._,u‘n)/:

I ‘den’ fuldstandlge liste f¢lger de s&kaldte 6 umblllske
' katastrofer, hvor der forekommer dobbeltudartnlng i d £, i.e.
-en dobbeltsingularltet, Dem behandler_vi ikke her.

I stedet vil vi fokussere pd en enkélt af de spidéagtige
"katasﬁrofer, nemlig spidsen, fordi den er dels geometrisk let
. at forestllle sig  og fordi den er den elementare katastrofe,,
gy der par excellence har veret hyppigst anvendt..

vi bemarker,“at i-de-spidsagtigé katastrofer forekommér
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der hgjst udartning i en enkelt variabel, i.e. enkeltsingula-

ritet for dzf, og at vi far siet alle andre variable fra ned

i en ikke sa@rligt ophidsende verden af morsefunktioner.

Det er netop den omstandighed der g¢r, at vi kan féstne
vores opmarksomhed pa, hvad her sker med en enkelt variabel
for vores system. S }
3 | : , ;

- Thom's klassifikation af gradientfunktionerne kan nu syn-—_
tetiseres med —de_dynamiske?gystemers diskurs, hvorved det bli-
ver muligt at blase 1liv i eigmentare katastrofer. o ’

Vi ser pa et parametr;Seret‘system af. typen

x = —gradxfa(x) (30) -

hvor vi har omdgbt parameteren t til a for ikke at sammenblan-
de tid og parameter, selvom a i visse anvendelser (den embryo-
logiske udvikling,e.g.) kan vere en eksplicit funktion af ti-
den. ‘

Indtil videre vil vi holde os til et kvasistatisk verdens-
billede, hvor processerne i systemet forgdr meget: hurtigt i
forhold til =ndringerne i parametrene,i.e. parameterandringer-
ne sker langsomt i forhold til systemets relaksationstid.

Inden vi gdr videre vil det vare belejligt at knytte et
par kommentarer til de generaliseringer, som vores differential-
topologiske 'briefing' og vores blgde 'bevis' for Thom's teo-
rem lagger op til. ‘

Vi bemzrker, at dynamiske systemer pa Rn let lader sig
generalisere til dynamiske systemer pd mangfoldigheder. Det er
vaesentligt at ggre sig klart, at strukturel stabilitet er in-
variant overfor generaliserede,lokale koordinatskift, der qua
deres diffeomorfe egenskaber a fortiori ikke kan g¢fé vold pa
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de topologiske egenskaber ved attraktorer, vektorfelter etc.,
de bliver méske en smule forvranget af vores astigmatisme, men
salenge astigmatismen lader sig“korxigere ved ‘hjelp af en dif-
-feomorf optik behgver vi ikke at vare bange for synsbedrag
hvad angar den made, som vores verdensbillede er skruet sam-
men pa. ' ‘

Dette betyder, at det er fuldt tilstrakkeligt at klassi-
ficere gradlentgystemer efter opskriften givet i katastrofer—'
ne (29. 20) ~-(29.24) et seq.

Eksempel.

‘ _ Vi vil nu vise, hvad der ligger i k1a551f1katlonsteo-
remets frasigtning af de uspandende variable, ndr vi undersg-
" ger gradieritsystemer. Lad os satte, at vi har et sddant dyna-

- . misk system med tre tllstandsvariable, og lad os antage, at

vi har et dobbeltparametrlseret system, i.e. f: RZXR3 -+ R.

If¢lge klassifikationsteoremet vil det mest kompllcere-

. de, der overhovedet kan ske. i et sidant system vere en lokal
~'spidskatastrofe. Vi kan s& indfgre lokale koordinater (yl,yz,y3)
(som er diffeomorfe funktioner af systemets oprindelige koor-

' dinater) og betragte det afledte diffeomorfe gradlentsystem
'beskrevet ved gradlentfunktlonen
| - = 42 2 2
£2 al'az‘yl'yé'y3 byt ayy Ay t Yyt Yy
.Som’ styrer vores dynamiske system p& en tredimensional
mangfoldighed beskrevet ved koordinatfunktionerne yl,yz,y3

I de nye koordinater er Systemet lokalt beskrevet ved

vy = -gradyfa (y), som skrevet ud i komponenter er
' 1122 _



-, 3 B
¥y = TAyy T 2a5y) T3y
Y T T,
. ¥
¥3 = T3

hvor vi eksempelvis har valgt spidskatastrofen (29.21) med po-

sitivt fortegn.
Lad os holde parametrene a, 09 a; faste p& hhv. -2 og 0.
Hvilepunkterne for systemet bliver s& (-1,0,0), (0,0,0) og

(1,0,0).
Jacobianterne i disse punkter er respektive

-4 0 0 {4 0 0 -4 0 0

0 -2 0 \o -2 0 0 -2 0

0 0 -2 \O 0 -2 0 0 -2
Viz. systemet har to punktattraktorer (-1,0,0) og (1,0,0)

da Jacobianterne i disse punkter er negativ definit. I punktet
(0,0,0) ligger der en saddel, hvilket man kan se ved at kaste
et blik pd Jacobianten i dette punkt, hvor der optrader en po-

sitiv egenvaerdi, nemlig egenvardien 4.

Vi kan sd straks give et bud pa, hvordan trajektoriebilledet
md se ud. Klassifikationsteoremets trick har diagonaliseret pro-
blemet for os, sdledes at vi kan betragte det samlede trajekto-
riebillede som en simpel overlejring af restriktionerne af det -
dynamiske system til de respektive egenrum, saledes som vi be-

skrev det tidligere i det lineare afsnit.

Vi viser i fig.42 trajektoriebilledet i Yq1rYy~ planen.
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g

L (-1,0,0)  (0,0,0)  (1,0,0)

fig. 42: .Kvalitativt .bud pa trajektorlebilledet af
‘systemet beskrevet -pd p.98 set i ylyz-planen.

' Hvis vi s3 endelig vil have trajektoriebilledet i de oprindeli-
ge koordinater kan vi g& frem som beskrevet i eksemplet pd p.62ff.

For at resumere: Trajektoriebilledet i de.oprindelige koor-
‘dinater vil veré detVSamme'op til én diffeomorfi, hvilket bety-
der, at vi kan tage ovenstéende fig.42 med pa en Tlvolltur og
holde det op foran de forskellige spejle i spejlkabinettet og kon-

" statere, at selvom spejlbllledet‘kan se nok sd pudsigt ud, @n-
- drer detvikke ved de topologiske trak vedvtfajektoriebilledet.
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Kvasistatiske processer.

Vi vil nu nzrmere undersgge de sdkaldt kvasistatiske pro-
cesser. En kvasistatisk proces er den bevagelse, som systemets
reprasentative punkt beskriver ved en glat @ndring af styrings-
parametrene, nir det kraves, at det reprasentative punkt skal
ligge i en afstand af en attraktor, en afstand der er mindre
end et foreskrevet belgb €; populart sagt foretages parameter-

&ndringerne s& langsomt, at det reprasentative punkt under hele

bevagelsen ligger s& tat ved attraktoren, at bevagelsen kan be-

skrives som attraktorens bevagelse.

Sdle#nge attraktoren Vedbliver at vaere den eneste attraktor

for systemet, vil processen forlgbe glat. Men i samme gjeblik,

som attraktoren forsvinder eller der dukker en anden konkurre-

rende attraktor op i farvandet, hvad s&?

Dette problem kraver ~» ngjere behandling. Fgrst md vi de-

finere -i en mere stringent forstand- hvad vi skal forstd ved

en katastrofe i dynamiske systemer. -

Det er narliggende at opfatte en kvasistatisk proces som
en afbildning P af en delmangde af parameterrummet T ind i til-
standsrummet M, saledes at billedet af hvert a € T, P{a), er
en punktattraktor for det dynamiske system % = fa(x),pé M, som
i almindelighed vil vare en mangfoldighed. Hvis det dynamiske
system ikke har nogen punktattraktorer, er P ikke defineret$.

Vi indfgrer nu betegnelsen regul@re punkter om de a € T
om hvilket det galder, at

$Naturligvis kan ovenstdende indskrankning til punktattraktorer
generaliseres til attraktorer, der ikke er punkter. Men dette
kraver et mere kompliceret begrebsapparat, som vi ikke vil in-
troducere her,da vi ikke f&r brug for det.
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" (i) P er kontinuert

(ii) P(b) er en strukturel stabil punkt-
. - - attraktor for X ='fa(xy' '

Katastrofepunkt.

Et katastrofepunkt for en'kvasiététisk,proces P ef et“punkt
c € T, der ikke er requlert i ovenstdende betydning. ' ,
Det kan vises, at mangden'Af reguiare punkter ef &ben i T,
. séledes at mangden af katastrofépunktgrﬁAkatasfrofemangden; er

afsluttet i T. Hvorvidt katéstxofemangeden ogsd er fed i en
bestemt topologi er:en énden'sag. For de katastrdfér, vi behand-
ler her, galder det, at de regulare punkter er en fed maengde og
at katastrofemangden ikke er det- katastroferne er atxglske,_u—
.normale beglvenheder,,der lkke.fylder noget i mengden af proces-
‘ser. .

 Konfliktkatastrofe.

Ved en konfliktkatastrofe vil vi forstd den begivenhed, der

'_indtreffer, ndr parameteren a antager en vardi for hvilken P er
 diskontinuert. Et sadant punkt kaldes for et konfliktkatastro-

' fegﬁnkt.

Forgrehingskatastrofe.'

En forgreningskatastrofe indtraffer i.-det g¢jeblik ati para-
meteren a ef‘etAkatastrofepunkt, der ikke gg et konfliktkatastro-:
N fegunkt og som tillader mindst to forskeiligﬁ kvasistatiske pro-
cesser i alle omegne af dette punkt, som vi kalder for et forgre-
ningskatastrofepunkt.
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Morfologi.

Ved en morfologi vil vi forsta katastrofemengden ved en kva-
sistatisk proces P. ’

Som man.vil se, er en konfliktkatastrofe lgst sagt det, der
sker, ndr en (eller flere) nye attraktorer dukker op i farvandet.
Det er klart, at procesforlgbet rummer en hel del frihedsgrader, .
som der skal noget ekstra til ‘at f& hold pa. Dette.ekstra er de

sdkaldte konventioner, som er et velvalgt ord, fordi de md af-

spejle de fundamentale trak ved systemerne, som vi senere skal
se.

Konventioner.

Metningskonventionen: Diskontinuiteten for den kvasistatis-
ke proces indtraffer {. - det a, for hvilket den nye attrak-
tor fgdes, sdledes at systemets reprasentative punkt gje-

blikkeligt springer fra den gamle attraktor, P(B) og over

Traghedskonventionen: Systemets reprasentative punkt holder
sig fast pd den gamle attraktor, P(b) indtil denne ikke lange-
re eksisterer og springer si ¢jeblikkeligt over pa den nye,
P(b'), der allerede har ventet tdlmodigt et stykke tid.

Maxwellkonventionen: Diskontinuiteten for den kvasistatiske
proces indtraffer der, hvor den gamle og den nye attraktor
for systemet bliver lige starke, forstdet saledes, at sys-
temet valger det dybeste minimum for gradientfunktionen,i.e.,
det laveste potentialminimum.

I det fg¢lgende vil vi behandle konfliktkatastrofer, der er
formet over de to sidstnavnte konventioner.
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For ét illustrefé delforegéende definitioner, betfagter vi
nu lokale kvasistatiske processer p& spidskatastrofen. Som vi
fasonnerede_tidliéere,'kan vi tillade. os at se bort fra de ¢gv-
rige (ikke-singulare) variable og koncentrere os om een enkelt.

Spidskatastrofe?otehtialet er lokaltfgivét ved

V(x) = %x4 +’%ax? + bx

hvor vi har droppet subskripterne af bekvemmelighedsgrunde.
Dette definerer et vektorfelt pa den reelle akse ved

‘i?grade(x) = -x3 -'axi— b
Hvilepunkterne for dette eendimen51onale vektorfelt flndes _
ved at’ satte grad V(x) = 0. Bt samlet overblik over -de mulige
vektorfelter fés ved at undersgge nulmangden for grad V(x) (ur-
bllledet af 0 ved grad V(x) ) i det tredimensionale rum, der

udspandes af (a, b x) i sadvanllge koordinater i R3._

,Vi‘har~nu.d2V(x) = - d(graaxV(x)).

[y

a(gradxv)Va(gradxv) 8(9rade))
+ ’ ’ ' .

0a " 3b . 3¥xX

= -

- (x, 1, 3%x%)

som fbr ethvert fastholdt sat af (a'b,x) er forskellig fra nul-
vektoren i R3. Med andre ord: Nulvektoren (0,0,0) er en regular
verdi for grad V(x), hvilket blot gengiver den udvidede trans-
versalltetsegenskab_fo: de parametriserede gradientfunktioner.
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Urbilledet af nulvektoren er altsd en glat todimensional
mangfoldighed M af codimension 1, vist pd figur 43.

fig.43: sSpidskatastrofen. .

Fladen M kalder vi for katastrofemangfoldigheden.

P& fig.43 er det angivet, hvor pad M vi har maksima og minima

for vores potentialfunktion.

Vi vil nu analysere denne med henblik pa at skaffe os et
overblik over hvilepunkterne for systemet. Vi projicerer M ned

i a,b-planen, den s&kaldte kontrolplan, hvor den indtegnede

kurve pd fig.44 er projektionen af de to'teppekanter', som er
de a,b for hvilke 4b3 + 27a2 = 0, viz. der, hvor den andenor- Y
dens afledede af potentialet med hensyn til x forsvinder.

Denne kurve kalder vi for forgreningsmengden, der som det -

ses pad fig 44 har form som en spids, deraf navnet spidskata-
strofe.
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fig. 44 Forgrenlngsmangden af spids-
katastrofen. -

Lad os foretage en rejse 1angs den stiplede cirkel pé fig. 44
og rapportere, hvad der sker; lad os starte 1 Ql,e oG Da Jaco-
bianten . ( her en 1xl matrix ) = =( *2 + b ) er negativ for al- -

- le kontrolpunkter i omr&det udenfor spidsen og da tredjegradslig—
‘ningen x3 + ax +b i dette omrdde har nétop een reel lgsning,
slutter vi, at denne lgsning md vare ‘en attraktor for systemet.
A I punktet 02' hvor 4b> + 27a2 =

hvoraf den ene (den stgrste) er en attraktor og den anden hver-

©0 har vi to reelle lgsninger,

ken er en attraktor eller en repel;gr. For Q3 mellem 02 og Q4,.
i.e. i omraddet indenfor spidsen,-har vi tre reelle lgsninger, hvor
den stgrste og den mlndste er en attraktor og den mellemste en
repellor. I Q4 har vi samme situation som i Qz. Vi viser et udpluk
af de korresponderende vektorfelter pé fig 45, '

Det er illustrativt at betragte disse eendimensionale vek-
'torfelter -under eet ved at afbilde et reprasentativt udsnit af
disse over kontrolplanen sammen med katastrofemangfoldigheden,
fig.46.
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fig.45: Et vﬂpldk af vektorfelter over
spidskatastrofen svarende til 'rejsen'
QiQ2Q3Q4. A=attraktor, H=hvilepunkt og

R=repellor.

Hvis vi betragter et af disse vektorfelter, ser vi klart
dynamikken reprasenteret: En vilkdrlig fluktuation i x vil hen-
falde eksponentielt og entydigt sdlenge vi er udenfor det krimi-
nelle omrdde p& og indenfor spidsen. Hvis vi er pa forgrenings-
mengden og vi,e.g. er ovenpd den ¢gverste del af M, vil en vil-
kédrlig lille fluktuation blase op og henfalde til et nyt x pa
den nederste del af M. For de resterende kontrolpunkter inden i
spidsen afhaznger fluktuationshenfaldet af, hvor stor den op-
rindelige fluktuation er. '

Det bliver sdledes klart, at alle kvasistatiske processer,
der forlgber i omrddet udenfor forgreningsmengden er regulare
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fig. 46 Spidskatastrofen vist med et -
udpluk af 1- dimensionale vektorfelter
over denne.

og at katastrofemangden bllver forgrenlngsmangden plus det om-
rade, der 1lgger indenfor denne.

~Lad os nu prgve at illustrere_de'morfologier, der fglger
forskellige kvasistatiske processer.

En proces, der kgres igennem spidsen vil i overensstemmel-
se med det foregaende vere en forgreningskatastrofe, fordi vi

i enhver omegn af (a,b) = (0 0) vil have mulighed for to pro-
cesser, nemllg een, der k¢rer videre pé den gvre del af M og
een, der fortsatter pa den nedre del af M. “Alt dette er illu-
streret pd fig. 48.0g 47. '
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',,1,forgreningskatastrofepunkt
" ’_M ———— -

fig.47: En forgreningskatastrofe.

fig.48: Forgreningskatastrofe med to mu-
lige processer pa M, P, og P,.
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Hvis vi som for kgrer langs den'stiplede cirkel som pa..
flg 44, vil vi f& en konfllktkatastrofe, der alt efter hvilken
konventlon vi lagger pa vil f& sin egenartede morfologi.

_ Med de tre konventioner p& p.102 f&r vi tre forskelllge
morfologler pa spidskatastrofen, hvilket vi har sat sammen tll
figur 49 pad naste side.

Det er vard at bemarke;_at de to fgrste konventionef beékri-
ver konfliktkatastrofen-som en hxsteresé, saledes at en frem—

. skrivning af systemets tilstand foruden opgivelse af a og b

tillige kraver en oplysning om systemets aktuelle tllstand X.

. Hysteresen er vist pé fig. 50.

» Maxwellkonventlonen fastlegger systemets tilstand en- _
tydlgt i omridet med dén 1kke-positive akse prikket ud. Det
v1lle vare rart at se, hvilke vardier for pptentlalet v1 far:

frem, nar vi. beregner dette- for de kritiske punkter pa M.
Afb;ldet sammen med kontrolparametrene.a og b giver dette

en selvskarende flade, som vi viser pa figur'Sl.-
Maxwellkonventionen betyder, at. processen hele tiden forlg-

ber saledes, at potentlalet for dlsse tilstande antager det dy-

beste minimum. Dette medf¢rer, at relationen mellem Vv, a og b

bliver funktlonal, som vist pd fig. 52, hvor vi fra fig.5l1 har
klippet svalehalen af og syet fladen Sémmen i det nederste
spor. o ' ‘

Vi runder denne gennemgang af spldskatastrofen af med at

'foretage en kort ekskurs.
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Traghedskonventionen:

Maxwellkonventionen:

Kontrolplan

fig.49: Morfologier svarende til en
spidskatastrofe, vist med tre forskel-
lige konventioner.




111

- fig. 50: Hysterese ved traghedskonventionen.

? V(a}b',X) | o ) V(a,b,x)

fig.51: Relationen mellem var- " fig.52: Samme relation
dierne for potentialet og a og b" med Maxwellkonvention.
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Ekskurs: Ikke-elementar kataétrofe.

For at illustrere,rat EKT er en afgreanset teori, viz. at
der findes andre kritiske fahbmener, der ikke er elementere

katastrofer, henter vi vores Van der Pohl oscillator frem igen:

e

2 .

S, - (15)
X, = Xy - (’3X1 - e)x2

Hpjresiden af (15) kan vi nu opfatte som et parametriseret
vektorfelt, der er styret af parameteren &¢. Da Jacobianten af
-hgjresiden i (15) altid er usymmetrisk, er det klart, at (15)
ikke er noget gradientsystem.

For £<0 er (15) strukturel stabil, med origo som en struk-
turel stabil punktattraktor. N&r e=0, forsvinder attraktoren,
og sd snart ¢ bliver positiv, fgdes en Cyklisk attraktor med

en punktrepellor i origo.

Hvis vi udvider definitionerne p.101, ser vi, at vi star

med en (generaliseret) forgreningskatastrofe, en sdkaldt Hopf

forgrening (Abzweigung, bifurcation).

Hopf forgreningen sker for ¢=0, hvor systemets strukturel-
le stabilitet kollapser.

Hvis vi kgrer (15) pa computer? f&r vi med forskellige var-
dier af ¢ en rakke trajektoriebilleder, som er gengivet pa fi-
gurerne 53a - 53d. Lzg marke til, at computeren har svaert ved

at bestemme sig for ¢=0, hvor forgreningskatastrofen sker.

S Af computertekniske og andre grunde er (15) kgrt i det duale
tilstandsrum, hvor tilstandsvektoren er (z,x) = ( y,[fydt ).

(cf. p.128, hvor vi i en ny sammenhang tager Van der Pohl oscil-
latoren op igen.)
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(c) : (@)
fig. 53: Hopf forgfening‘ i‘Van der Pohl oscillator vist
‘med: (a): e<0, (b): =0, (c) e=€,>0, (d) t=c,>£,50.
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Anvendelser af EKT i fysikken.

Kvasistatiske processer: Van der Waal's Tilstandsligning.

Anvendelsen af EKT i fysikken er langtfra problemfri, séadan
som vi skal se det om lidt. Dette hanger utvivlsomt sammen med,
at EKT har et ¢gmfindtligt punkt, ndr det drejer sig om anvendel-

ser: Thom's teorem er en eksistenssatning, der netop ikke fore-

-skriver, hvordan vi finder det relevante koordinatskift, der
bringer vores ligninger pa formen i (29).

Man md, med andre ord, i enhver anvendelse, der kraver pa-
lidelige udsagn af mere kvantitativ art bestemme dette koordi-
‘natskift eksplicit.

Dette vil fremgd af diskussionen af den klassiske Van der
‘'Waal's tilstandsligning. Denne ligning er et -historisk set-
velbegrundet gat, der sigter mod at beskrive de afvigelser fra
idealitet, der optrader i =n omegn af det kritiske punkt, hvor

gassen kan bringes til at kondensere til vaske.

Van der Waal's tilstandsligning lyder:

2
(P+-a—N2-)(V—bN) = NKT (31)
v

Tilstandsligningen (31) beskriver ikke alene afvigelser fra
idealitet i gasfasen, men giver ogsid en empirisk meget rimelig
beskrivelse af faseovergangen mellem gas og vaske i en ret stor
omegn af det kritiske punkt.

Hvis vi betragter en skare isotermer i et PV-diagram, er
det ikke overraskende, at det set med katastrofeteoretiske bril-
ler ser meget suggestivt ud, som vist pd fig. 54.

Det vil vare narliggende at antage, at systemet lod sig be-
skrive med en spidskatastrofe i en omegn af det kritiske punkt.
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',fig.54:‘PV—isotermer‘for en-
Van der Waal's gas.

Et af de fgrste forsgg skyldes D. Fowler (2)..Udelukkende
p& basis af (31) vil han vise, at sivel 1. som, 2.ordens fase-
overgange er elementare katastrofer, respektive en kohfliktka?
tastrofe med Maxwellkonvention og en forgrenlngskatastrofe med
spldskatastrofen som katastrofemangfoldighed.

Han starter med at finde det kritiske punkt, hvor %% og
2 . : .
Q_% forsvinder (for fastholdt T=T, og N). Dette giver efter en
av ' T ' '

simpel udregning:
(® T ,v) = (-2-,-58 3N)
c’'"c’'¢

[4
27b2 27bk

hvorvéd (31) kan skrives som

(31.1)

wloo
3

P
U

<<

-2,V 1
) -35) =
C VC 3' (o



i
{1

Fowler indfgrer nu

- B_1 I
Pp = -1 v H=7 -1

og definerer ordensparameteren

v -V, :
X = —a o

saledes at det'kritiske punktéfalder i 6rigo i de nye koordina-
ter. (31.1) kan da let omskrives til

3,1 . e 20 4. _ _
X" + 3( 8ty + pp )X+ F( 4tp - py) = 0 . (31.2)

Ved i (31.2) at identificere a med koefficienten til x og
b med konstantleddet fér han sa

x>+ ax +b =0 (31.3)

som er den lokale kanoniske férm for katastrofemangfoldigheden
for en spidskatastrofe.

Det er jo simpelt og ligetil: Det diffeomorfe koordinatskift,
der skal til at bringe (31) p& en kanonisk form er noget sd ba-
nalt som en affin afbildning, viz. en translation og en linear
transformation! ‘

Dette koordinatskift med den tilhgrende forgreningsmengde
er vist pa figur 55. '

Potentialfunktionen hgrende til (31.3) er si bestemt pa ner
en funktion af a og b, viz.

VF(a,b;x) = %x4 + %a x2 + bx + v{(a,b) (31.4)
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AN

koeksistenskurve

Kdeksistenskurven bestemmes af (31.3) med Maxwellkonvention
til at vere b=0, hv1lket i de- oprindellge koordinater svarer
til linien 8t - 2pF = 0 i den &bne 3 kvadrant af figur 55.

'Det er klart, at det ekstra led i (31.4) ikke kan andre ko-“
eksistenskurvens beliggenhed.-Funktionen v(a,b) kan allerhgjst

deformere potentialet vist pa fig.51 i V-retningen.

I fysikken bestemmes koeksistenskurven ved hjzlp af Maxwell's

~ ge tryk P

vegtstangsregel, eller kort: Vagtstanqsreglen. Den gdr ud pé

fplgende:

For et bestemt T1<T ¢nsker vi at finde det korresponderen-
17 der svarer til 1. ordens faseovergangen fra gas til
vaske. }

For isotermen svarende til Tl bestemmes P1 ved at shitte
denne isoterm med en linie L parallel med V,-aksen séledes, at
der fremkommer tre skaringspunkter , A,B,C; og sdledes, at det
areal, der llgger under L mellem A og B er lige sé&- stort som

det, der ligger over B og C. Dette er vist p& fig. 56.
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areél 1l = areal 2

isoterm T

fig.56: Maxwell's vagtstangsregel.

At sige, at vagtstangsreglen galder, er fuldkohmen det sam-
me som at sige, at den molarefGibbs' fri energi har absolut mi-
nimum.

Dette punkt vil vi omtale lidt mere udfe¢rligt. Hvis vi ken-
der en tilstandsligning, kan vi fastl®gge den termodynamiske
fundamentalrelation (den mc.®re) i Gibbsreprasentationen pa& nar
en funktion af temperaturen ved at benytte Gibbs-Duhem relatio-
nen

dy = =-sdT + vdp (32)

hvor s og v er hhv. den molare entropi og molarvoluminet.

Da relationen mellem v og P er bestemt ved Van der Waal's iso-
termerne, kan vi integrere (32) langs en skare fastholdte iso-
termer og derved fi afbildet relationen mellem den molare Gibbs'
fri energi g og temperatur og tryk pad nar en funktion af tem-
peraturen.

Resultatet af en sd&dan integration giver en figur, der er
topologisk akvivalent med vores 'svalehale' p& figur 51 side
111. Kravet om termodynamisk ligevagt og stabilitet medfgrer nu,

at vi md bortoperere 'svalehalen' og n¢gjes med en sammensyet
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flade, der er top¢logisk zkvivalent med fig 52.

AR

,'Denneﬂeﬁtydige fastlaggelée af g som funktion af T og P

-(pé ner en funktion af T) sker netop vedranveﬁdelse.af vagt- .
stangsreglen: Galder végtstaﬁgsreglen, sé-ser g ud som pa fig.

52, og vice versa. Vi husker sé-pé, at fig. 52 fremkom entydigt
ved at benytte Maxwellkonventionen f:a‘EKT} Det er i dehne dis-

kussion v1gtlgt at marke sig, at vegtstangsreglen”giver resul-
tater, der stemmer ganske godt med eksperimentet.

Vi afbilder nu Fowler's koeksistenskurve og den udfra vaegt-
stangsreglen bestemte koek81stenskurve i samme dlagram, fig 56:

AN -
Fowler C Vagtstangsreglen

fig. 56: Koeks istenskurver

Det er klart, at der her er noget galt.

Vi husker pé, at vi ser lokalt pd sagen, viz. i en tilpas
lille omegn af det kritiske punkt. Men ligegyldigt hvor lille
denne omegn valges, vil de korresponderendé4b111eder se ud som
pd fig. 56. Der er alts& ikke tale om en lille lokal afvigelse
méllem de to kurver, def er noget fundaméntalt gait'i'Sagen.
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Vi résumerer:

l. Maxwell's vagtstangsregel er akvivalent med EKT's Maxwell-

konvention anvendt pé& den molére Gibbs' fri energqi.

2. Dette er ensbetydende med en entydig koeksistenskurve.

3. Fowler's koeksistenskurve bestemt udfra anvendelse af EKT

er lokalt forskellig fra denived vagtstangsreglen fastlagte.

Fowler er udmarket klar oVer, at der er noget, der lyder
falsk. Han foresldr som lgsning, at der valges en ny (en til si-
tuationen‘skreﬂdersyet) EKT-konvention, der far koeksistens-
kurven til at iigge rigtigt; en slags mellemting mellem Maxwell-
konventionen og metningskonventionen. '

Men det er klart, at dette ikke lgser problemet p& en til-
fredsstillende mdde, hvilket ogsd Thom og Zeeman ggr opmark-
som pa ((18); p. 615ff.)

Problemet er blevet grundigt unders¢gt af Lavis og Bell (10),
som dér konkluderer, at EKT har nogle principielle svagheder
der g¢r, at Van der Waal's tilstandsligning ikke altid kan re-
prasenteres som en spidskatastrofe: Hvis man arbejder i Gibbs-
reprasentationen gar man galt i byen, men hvis man derimod be-
nytter den grand kanoniske reprasentation gdr det glat.

Set med EKT's ¢jne virker det ejendommeligt al den stund,
at der ikke udfra et kiassisk termodynamisk synspunkt skulle ve-

re grund til at foretrzkke &n energireprasentation frem for en
anden,

Lavis og Bell's (L&B) hovedargument bestdr i et bevis
for, at Fowler's potential (31.4) ikke er Gibbs' fri energi
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Taylorudv1klet i en omegn af det kritiske punkt: Taylorudvikllng-
en af det ‘korrekte Gibbs'ske potential omkring det kritiske punkt
1ndeholder et ikke-forsvindende: tredjegradsled. '
Selvom Fowler's potential bevisligt er ukorrekt, er det ikke

noget ‘argument for, at &n termodynamisk reprasentation i katastrOf;
feteoretisk ¢jemed er.af foretrzkke frem for en anden. Vi vil i
det fglgende vise, at L&B's konflusion er fejlagtig forsividt an-. -
'gér dette punkt og i medfpr heraf tilbagevise deres tese om, at
Maxwellkqnventiohen og vagtstangsreglén skulle vare forskellige,

Udviklingen af det termodynamisk korrekte potential i hhv.
Gibbsreprasentationen'og den grand kanoniské kan let genhemf¢res
'med de ekstra oplysninger, at varmekapaciteten c, = gNk udenfor
koeksistensomrédet og at entropien i tilstrakkeligt fortyndez~.
de " gasser er givet ved Sackur - Tetrodeligningen. Denne udlednlng
svarer fuldkommen til at regne baglans i Landau og Lifshltz ]
udledning af Van der Waal's gaslov ((9),p 222f)

Dette giver sé&. Helmholz' generaliserede fri ‘energi, som ved
Legendretransformationen G =F + PV bliver det generaliserede
‘G;bbs' potentlal-for fasholdt N:

F

G(T,P;V) .= PV -NkTln(g (y-b) ) -2 - nkr' (33
' o ‘ Q O C Ve
hvor Va er kvantevoluminet | |
A g _— 3/2
V - ( Znhz)
- Q "kTm
~ Med L&B ;ndf¢fer vi ordensparameteren
. V=YV : o
X = f—————s ‘ og satter p~;‘%' og t= %
. Vc : - c .. T

indfgrer vi dette i (33) bg~sétter,_méd L&B

V(t,pix)- 3 §:V; ( G(T,P;V) - G(T,P,Vc) ) | (34)
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fir vi et udtryk, som er bekvemt. Det giver, efter nogen regninger:

1

16 2 + 2x ] )
' 3L + x)P

V(t,é;x) = = t In( -2x( 1 + - (34)

9 "xg?

Sammenholder vi Taylorudviklingen af (34) udfra det kritiske
punkt (1,1,0) til og med 4.orden '

— 1 [ —

Vit pix)cn T3 (8p=5t)x* + Z(t-p)xd + Z(p-t1x® 4 Z(4t-p-1)x  (35)

med Fowler's potential (31.4)§

Vp(t,pix)~ i%x4 L+ %—(8t+p-9)x2 +'%(4t—p-3)x (36)

vil man se,.at (35) i modsatning til (36) indeholder et ikke-for-
svindende tredjegradsled. i /

L&B navner, at det har varet fbrs¢gt at fjerne tredjegradsled-
det i (35) ved at substituere

X' = x + (p-t)(8p-5¢t) %

(37.1)
i (35) (sic!)

Og de siger videre -helt korrekt- at denne procedure er for-
kert; for substitutionen skal foretages i (34) f¢r vi giver os
til at razkkeudvikle. Hvis dette g¢gres med substitutionen (37.1),

fdr man et udtryk, der ligner (35) med et ikke-forsvindende tred-
jegradsled.

Men den omstandighed, at substitutionen (37.1) ikke virker
efter hensigten betyder jo ikke, at alle andre substitutioner er
forkerte. Det er netop dekte punkt, som L&B overser, og som g@r,
at deres konklusion bliver fejlagtig.

Vi har udtrykt Fowler's potential i der hervarende koordinater.
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Vi vil nu bevise, at der findés netop en sﬁbstitution

X" = x + q(ﬁ,p) , . 137.2)

‘'som indsat i'(34) giver en Taylorudvikling uden. tredjegradsled.

For ethvert fastholdt r = r(t,p) galder

V(t,pix) #. V(t}p;r) + % V'(ﬁ,p;f)(xér) + 5% V;(t,p;f)fk—r)z
+ 3 3) (t,p.r) (x-r) 3
+ gy (60 en 4 0% en) (38)

Vi koncentrerer os’ omtxedje-og fjerdegradsleddene i (38)
vi far efter nogle 51mple regninger resultaterne

3-2-1; ((1+r) -3

v (e,pim) + (2073

é((i+t)-3 + r(l+r)-4)4p & W(t,p;r) ' _(39)

-4

-4 )

pir) = e -1+ 4 (2-1)
+C @0 - £ (14075 16p = Wi, psT) (40)

hvor merkerhé bétydér differentation mht. variablen i subskrip- -
tet. ' ' . ' o ' i

Idet vi satter (ﬁ,p;r) = (1,1,0) f&r vi
‘W(1,1,0) =0 og W!(1,1,0) # 0.

Vi kan sé.brugeimplicit funktionssatning, (der er et specialtil-
falde'af.urbilledteOremet) der siger, at vi lokalt, viz. 1 en om-
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egn N af (1,1) kan finde en eﬂtydig funktion g séaledes at

g(l,1) = 0 og at Wit,p;g(t,p) -er identisk 0 for alle (t,p) i N.
Vi sztter s& g(t,p) = r(t,p) = -q(t,p) og f&r sa den ¢gnskede

substitution (37.2). .

Hvis vi satter UT(t,p,x") = -Vit,psx) - V(t,p,~a(t,p)) (41)

f£ar vi fglgende Taylorudvikling udfra (1,1,0) til og med 4.orden:

UCE,psx") ™ UL, (t,p,0)x"+-30%, (t,p;0) (x") 2+ £,0l0) (£,p,0) (x)*

(42)
uden det berygtede tredjegradéled.

Som vi ser, er (41) lig med (35) pad nar en funktion af t og P.
Koeksistenskurven er, som . tidligere har vist, invariant over-
for en siddan transformation.

Det kunne vare interessant at se, hvordan vores q(t,p) ser-
ud. Imidlertid er udtrykket, der implicit bestemmer g en ubehage-
lig tredjegradsligning; men vi kan bestemme Taylorudviklingen af
q med implicitte metoder. Resultatet bliver til og med 2. orden
i t-1 og p-1 fg¢glgende:

att,pm -2(e-1) + Zp-n+fe-n? - Sie-n ey + 212 (a3
L&B viser videre, at i den grand kanoniske repr@sentation vil
Taylorudviklingen af

ST, M) = g ( QTN = Q(T,u,N, )
c C
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med ordensparameteren

udfra (Tc,ué,Né) indtil og med 4. orden give et udtryk af formen
) - - .t . ! 2 . . 4 . .
®(T,u,y) = £(T,0)y + g(T)y” + h(T)y ' (44)

hvor’Mi med stregé:ne over symbolerne har ahtydet en paSsende
skalering. ' '

(44) er jo'unegtetelig mere simpel end (42), idét ordensparameteren
Yy i modsatning tilsx" er mere fysisk umiddelbar. ' |

L&B fortsatter (fejlagtigt) medAat vise, ét'Qen grand kanoni-
ske-réprasentation ér at foretrakke, n&r‘det,drejer sig'om at an-
skué faseovergange i en gittergas i 0'te ordens approksimationen;'

Her trader implicit funktionssaztning igen ind i billedet og
sikrer eksistensen af en gyldig substitution, der kan fjerne
tredjegradsleddet pd en korrekt mide.

At det i dette tilfzlde er smartest=at arbejdé i den grand
kanoniske repraséentation &ndrer, som vi nu har set det, ikke ved
det prinéipielle i sagen: Op til en funktion af Tog P giver Gibbs-
reprasentationen en spidskatastrofe i ordensparameteren x" med

Maxwellkonvention.

"I tilfaldet med en ferromagnet ((7),p.303f) i middelfeltapproksi-
mationen er Helmholzreprasentationen den smarteste, idet den di-
rekte giver den nydeligste spidskatastrofe,i.e. en forgrenings-
katastrofe for fastholdt feltstyrke og T - To ovenfra.



'126
Reelle processer.

Som et enkelt eksempel pa anvéndelse af EKT udenfor termodynamisk
ligevagt betragter vi igen vofes'Van der Pohl oscillator.

Inden vi gdr videre med dette eksempel, vil vi ganske kort
ggre nogle vigtige principielle overvejelser.

Det nye, der kommer ind i%billedet er, at vi nu betragter
reelle processer og ikke kvasistatiske. Som vi s& det tidligere,
var de kvasistatiske processer kendetegnet derved, ar tilstands-
vektoren i tilstandsrummet 13 s& tat op ad vores attraktor, at
den sagtens kunne fglge med, hér vi @ndrede langsomt p& vores
kontrolparametre.

Denne betragtningsmdde vil vi -inspireret af Zeeman-nu forla-
de og i stedet se pd det tilfalde, hvor vores attraktor ligger
fast.

Hvis vi et ¢jeblik vender tilbage til vores lineare diskus-
sion og betragter vores egentlige knude pd fig.l16,p.34, ser vi,
at jo stgrre u numerisk er i forhold til A numerisk, desto mere
lodrette vil trajektorierne forlgbe. Lgsningerne pd problemet
er x,= const.lexp(-xt) og X, = const.zexp(-u;) viser, at nar
us>>i, vil X, henfalde nasten ¢jeblikkeligt, mens xlhenfalder lang-
somt.

Lad os rekapitulere vores dynamiske system fra figur 16:

(]
]

-X

e
]

hvor vi af bekvemmelighedsgrunde har indfgrt nye symboler,
Yy = X5, X =X, 09 4= ~-K, hvor K>>1; A er sat til verdien 1.
Dette system kan vi skrive som
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e =
¥ = Y
o (46)
x = 4x'_ '
: Hvis vi nu ser pd systemet og sammenligner med (46)
ile = -y ¥ x)
' : ' (47)
X = -x '

S& ved vi, at de fra et tbpologisk synspunkt har samme strgm-
ning. Men fra et modelbyggersynspunkt er (47) i}modsétning'til
(46) et system med,feéd-back.‘benne,féed-back bliver is@r inter
essant i det ikke lineare tilfzlde, som vi skal se. |

Lad os betragte en mere generel udgave af (47):

F = -Fiy,x)
(48)
X = ~-x B |

Det ér‘intuitivt klart, at'jo stgrre K ér, jo mere lodret
- vil trajektorierne forl¢bé indtil de n&r i narheden af F(k,y)=0,
hvorefter de langsomt vil bgje af og bevage sig roligt mod o-
 rigo. Vi(anfager'nu, at 0 er en regular verdi for F, og kalder
 det fremkomne urbillede for den langsomme mangfoldighed.

e Vi har sé& f¢lgende:
Den hurtige differentialligning bestemmer den lanngmme'mapg-
\}'A 'foldighed, og den langsomme differentialligning bestemmer sa,

hvordan systemet bevager sig pd denne mangfoldighed. Dette er
filOsinen'bag den 1lidt bagvendte skrivemdde med K.

Vi kan generalisere (48) en 1lille tak til og se pé&
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- F(x,y)

R
e
1

(49)

X = G(x,y)

hvor vi antager, at 0 ogsé er en fegular~vardi for G. Dette
" betyder igen, ath_l(O)'erfen_méngfoldighed af dimension 1 i
R2, hvilket den 1angs§mme'man§foldighed,,F‘%O)»ogéfer} Efter-
som glatte mangfoldigheder af dimension 1 typisk mgdes i iso-
lerede punkter, har vi noget, vi kan bruge.

Lad os betragte mangfoldigheden F_l(O) isoleret. Vi kan
lagge en omegn omkring denne og s& spadsere en tur, og derved
afslgre, hvilke dele af den, der er attraktorer,repellorer eller
blot hvilepunkter. Eftersom vektorfeltet varierer glat, er det
klart, at nasten alle punkter P& mangfoldigheden vil vere en
attraktor eller en repellor. Dette rasonnement kan gennemfgres
for hver mangfoldighed for sig, sdledes at de isolerede hvile-
punkter for (49) typisk vil vere punktattraktorer, punktrepel-
lorer elller sadler.

Med disse tanker i baghdvedet vender vi tilbage til vores
Van der Pohl oscillator.

I sin tid skrev vi den som
v o+ (3y2 -eg)y +y=0
hvilket egentlig er en forsimplet udgave af
2

Z + Ki3z° - g)z + 2z =0 (50)

Lad os nu se pa, hvad der sker, ndr oscillatoren bliver kraftigt
dempet,i.e. K bliver stor.
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'Vi'benYtter Zeeman's trick ((;§),p.294 f.): Vi betragter
(50) i det duale tilstandsrum ddspandt af tilstandsvektoren
= t ") G
(z,x) = (z,[5z(t')dt")

Lad os sige, at vi har begyndelsesva:dierné zb og 20. Setter vi nu

1 (8 i
x(t) = x,+ % jg(t yae*

har vi % % z, som vi indsatter i (50) og far

B+ K{3z°2 -¢2 +%) = 0 - (51)

Ved at integrere (51) fir vi s&

S

z2 + K( z3_-ez +x) =%

, 3 ‘ N
0 + K(ZO'_-SZO,+ goj (52)

Vi kan sé éatte»integrationskonstanten X

0 -ti'l. :

- B . -
X, .= zO + ¢z, + 20

0 0

=l

 hVorved hpjresiden i (52)'bliver 0, 6grvi far si det dynamiske

system skrevet som

5 = -K(z3 -tz . + x )

(53)
. 1
x = % 2

Nu har vi jo forudsat, at K er stor, viz. vi har et systém som i
(48) , parametriseret ved ¢. For ¢=0 sker der, som tidligere om-
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i

talt en Hopf forgrening.

¢

Den langsomme mangfoldighéd kender vi jo. Det er vores
gamle bekendt, sgidskatastrofemangfoldigheden , sdledes at

(53) er et dynamisk system bygget ovenp& en spidskatastrofe.
Dette er vist pd fig 57. '

repelloc
4

fig. 57: Van der Pohl oscillator
med kraftig dempning set som et

dynamisk system pd en spidskata-
strofemangfoldighed.

Vi bemzrker, at'RXG-l(O) og F_l(O) mgdes typisk transversalt.
RXG—l(O) er planen z=0, som er en repellor for £>0 og en attrak-
tor for €<0. Tilsvarende bestdr M' i halvplanen ¢<0 af en attrak-
tor, mens den i halvplanen £>0 er en repellor i det mellemste lag
og en attraktor pad det ¢gverste og det nederste lag, som vist pé
fig. 57. De to mangfoldigheder mgpdes transversalt i e-aksen, som
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H

sd for ¢<0 er en ‘attraktor og for >0 en repellor.Denne skaring
er typisk og vil vare topologisk uforandret for svagt perturbere-
de udgaver,

o

“h

Pa figﬁr 58 og 59 hﬁr vi vist to computertegnede trajektorie-
billeder i xz-planen. Det er tydeligt at se hvad der sker, nar
dampningen forgges. ‘ ’ '

For at illustrere fOrskellen mellém det‘ﬁurtige og det lang-
somme forlgb, er der ved computerberegningen anvendt konstant
skridtlangde. Det hurtige for1¢b kan 84 let aflazses ved, at skri-.

‘veren bevager sig i ryk henover papiret, mens den lidt langsomme-

re proces er mere jevn. Vi ‘har p& computerbillederne indtegnet
det. hurtige forlgb med en dobbeltpil, mens det langsomme er indi-

,keret med- enkeltpil. ‘

Disse ujavne oscillatloner (i gransen hystereser) kaldes i fy—:
51klitteraturen for relaksationssvingninger, ‘og er gode. modeller
til beskrivelse af rubinlaseren, for bilers blinklys og for hjer-

teslaget ((18)p 8l). r'ﬁﬂ ik




i
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fig. 58: Van der Pohl oscillator svarende
til moderat stor dempning i det duale til-
standsrum. Spiren til en hystereseslgjfe

er ved at vise sig.
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- '~ £4g.59: Van der Pohl oscillator med kr’af_tig '
‘ dampning i det duale tilstandsrum.




Slutbemzrkning.

Som man vil se, rejser der sig problemer af vigtighed for
anvendelser af EKT. Givet.en eller anden reel proces, der kan mo-
delleres pé& en elementar katastrofe eller en kvasistatisk proces
i et gradientsystem kan'vi7SéfBes£emme de virkelige kontrolpara-

metre, som e.g. temperatur, magnetfelter, kemiske aktiviteter etc.?

Svaret er ikke opmuntrende:

EKT kan ikke give andet svar end det vi tidligere har set de-
monstreret i den méske lidt arrogante vending 'op til en diffeo-
morfi'. '

Men der er alligevel lyspunkter. EKT udsiger, at hvis vi vel-
ger at beskrive et system som et gradientsystem med mindre end el-

ler 1lig 5 parametre, sd vil der vare granser for, hvor komplice-

rede modellerne lokalt kan vare, eller rettere hvof_ibmplicerede,

vi kan forvente,at de er.

Det vil vare passende her til slut at give ordet til Thom selv.
I en replik til Zeeman i en diskussion af katastrofeteoriens ak-

tuelle tilstand (1974) og fremtidige perspektiver skriver han:

"In no case has mathematics any right to dictate to re-
ality. The only thing one might say is that, due to
such and such a theorem one has to expect that the em-
pirical morphology will take such and such a form. If
reality does not obey the theorem - that may happen -
this proves that some unexpected constraints cause so-
me lack of transversality, which makes the situation
all the more interesting." ((18),p.636)
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KerT

TrA

DetA

ImT .

Liste over nogle hyppigt

anvendte. symboler.

‘er en delmangdé af, indeholdt i

er en overmangde af, indeholder
tilhgrer, er et element af (i)

Det kartesiske prédukt af, e.qg.
AxB = mengden af ordnede par, hvor
a€Aogb€B

- foreningsmengde

fellesmaengde

dben omegn

de reelle tal, dén reelle talakse

det eendimensionale euklidiske rum

= RxRx .....sR, k faktorer : det k-
dimensionale euklidiske rum.

den abne ehhedskugle‘i Rk omkring x € R

glat'mahgfoldighed af dimension k

de komplekse tal

indre produkt i et vektorrum

Billedet ved en linear afbildning T

Urbilledet af nulvektoren ved en li-
nezr afbildning, T

Sporet af matricen A

Matricen A's determinant

k



