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Sammendrag:

Brugen af uendelig smd og store tal dbner mulighed for en
enklere og mere intuitiv fremstilling af differential- og
integralregningen. Det forhold er blevet sardeles aktuelt,
efter at logikerne i 1960-erne 1leverede en holdbar teori
for talsystemer med sddanne tal og dermed genoplivede

Newton og Leibniz' oprindelige metoder.

Ud over en skitsering af de generelle principper i opbyg-
ningen af ikke-standard analyse gennemgds i denne projekt-
rapport, hvorledes kontinuitet, differentiabilitet, kom-
pakthed og integrabilitet kan formuleres ved hj®lp af de
uendelig smid og store tal. I vores gengivelse af et eksi-
stensbevis for lg¢sninger til sadvanlige l.ordens differen-
tialligninger fremgdr sarligt tydeligt - synes vi - hvor

store lettelser ikke-standard metoderne giver.

Rapporten indeholder endelig nogle beviser vedrgrende Rie-
mann~-integrabilitet med udgangspunkt i en integrabilitets-
betingelse, der er inspireret af Riemanns oprindelige be-
tingelse. Blandt andet viser vi akvivalensen mellem denne
betingelse og Lebesgues betingelse for Riemann-integrabi-

litet.

Ikke~-standard analysen kraver desvarre en del mangde-teore-
tisk gymnastik, hvilket g¢r emnet svart tilgangeligt.
Afslutningsvis diskuterer vi, om ikke-standard analysens

fordele stdr mal med de gymnastiske anstrengelser.
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Del I. Indledning.

I.1. Ikké-standard analyse som middel til forenkling.

Dette~projekt handler om ikke-standard analyse anvendt  som
middel til at ggre begreber og béeviser fra den sadvanlige,
matematiske analyse enklere og mere intuitive. Vi fokuserer
pd begreberne kontinuitet, differentiabilitet og

integrabilitet.

Formalet er for det fgrste at vise, at ikke-standard
analysen rent faktisk muligge¢r en forenkling.roet sgger vi at
underbygge ved at redeggre for de simple og elegante ikke-
standard formuleringer af grundlaggende definitioner som for
eksempel definitionen p& kontinuitet, og ved at se p& anQénde-
ligheden af disse ikke-standard formuleringer i forbindelse
med Riemann-integralet og ordinazre differentialligninger af

forste orden.

Dernast er formdlet at belyse det problem ved ikke-standard
analysen, at den er baseret pa en meget kompliceret matematisk
konstruktion. Det sgger vi at belyse dels ved at skitsere
nogle centrale dele af denne konstruktion; dels ved at refe-
rere et forse¢g pd en simpel aksiomatisering af ikke-standard
analysen. Denne aksiomatisering er foretaget ud fra et pada-
gogisk sigte: At undgd den indviklede konstruktion, men be-

vare de intuitivt behagelige formuleringer.

Betegnelsen "ikke-standard analyse” er i virkeligheden
1idt misvisende. De metoder, ikke-standard analysen har dbnet
op for, anvendes ikke kun inden for feltet matematisk analyse,
men ogsd inden for for eksempel avanceret topologi og tal-
teori. (Stroyan og Luxemburé; Introdiaction to the theory ..
s. XI).Betegnelsen stammer fra Abraham Robinsons arbejder

fra 1960 og fremefter. Robinson var ikke den fprste til at

levere en holdbar teori for et talsystem med uendeligt smd oé
store tal - det gjorde D.Laugwitz og C.Schmieden i 1958 (jf..
Stroyan og Luxemburg: Introduction ... ). Men Robinson har
iéveret de Yigtigste bid;ég, herunde:rblandt éndgt pévisningén
éf hvorledesfdifferentiai- og integrélregningenikan opbygges
p& grundlag af et talsystem med uendeligt smd og store tal.

Betegnelsen "ikke-standard analyse"” kan ses som en henvisning
til, at det historisk var inden for differential- og integral-
regningen, at infinitesimalerne for alvor blev bragt i spil,
og herfra de senere blev fordrevet af ¢-6-metoden. Denne blev
knaesat som standard-metoden - som den matematiske metode.

Vi skitserer i det fglgende (I.2) nogle trak af dette histo-
riske forlgb, som af Laugwitz er blevet kaldt "Rise, Fall and

Resurrection of Infinitesimals".




7.2. Infinitesimalerne bragt til @re og vardighed.

Da Leibniz og Newton lagde de fgrste grundsten til differen-
tial- og integralregningen, var det med en udstrakt brug af
infinitesimaler. Differentialkvotienter og integraler blev ind-
fort ved hjelp af begreber om uendeligt smi stgrrelser, uende-
lige summer med videre. Men hverken dissevto eller nogen af de
senere store matematikere, der-flittigt benyttede de uendeligt
smd og store tal, havdée nogen holdbar.teori- for disse tals
forhold til de endelige tal.

Nar man med infinitesimal-regning beregnede differential-
kvotienten af y = x* sdledes: .

£ (x+dx) -f (%) . (x+dx)?-x? _ %? +dx? +2x dx-x?
dx .- dx T dx

= 2x+dx = 2%,

s4 mitte man udsatte sig for fglgende kritik: P4 den ene side
bliver dx anset for at vare et -tal, der .kan divideres med; pa
den anden side s®ttes dx senere lig nul (som kritiseret af

blandt andre Berkeley, jf. Laugwitz: Rise, Fall and ... ).

Selv om Leibniz ikke havde nogen egentlig teori for de
uendeligt smd og store tal, formulerede han dog gt princip for
dem: De uendeligt store tal skulle have samme egenskaber som
store endelige tal, ligesom de uendeligt sm3 tal skulle have
samme egenskaber som smd, endelige tal.

Det er en formulering, sor. har et vist slagtskab med den
moderne ikke-standard analyses teorem, transfer-princippet,
eller Letbniz' princip som nogle forfattere kalder det (jf.
Stroyan og Luxemburg: Introduction ... ). Hos Leibniz er der
dog hverken tale om noget bevis for pastanden, eller om en
narmere sondring mellem egenskaber, der overfe¢res, og egen-

skaber, der ikke overfgres.

Med e-6-bevisernes stigende udbredelse op gennem 1800-tallet
gied infinitesimalerne mere og mere i baggrunéen. Hos mange
matematikere i denne periode ser man dog stadigvaek infinitesi-.
maler spille en vis rolle. Det gzlder for eksempel for Riemann,
hvis arbejde om en ngdvendig og tilstrazkkelig integrabilitets-

betingelse vi senere skal vende tilbage til.

Det "endelige" dgdsstegd mod infinitesimalerne blev leveret
omkring 1870 med blandt andre de tyske matematikere Weierstrass,
Cantor og Dedekind i' forgrunden. Her blevvc—é-metoderne taget-
i brug med en hidtil uset slagkrafﬁ; der skabte solid grund .
under fodderne for den.matematiske anélyse, Det -skete med ud-’
gangspunkt i en konstruktion af de reelle tal, som vi kender
dem i dag - det vil blandt andet sige wden uendeligt smd-og
store tal. (Den historiske baggrund fdr praciseringen af de
reelle tal hos Cantdr med flere har vi set narmere pd i pro-
jektet "Der er langt fra Q til R", IMFUFA tekst nr.'993.

Infinitesimalerne gled nu helt ud.af den etablerede matema-
tiske verden, stillet over for blandt andet fglgende tilsyne-

ladende uovervindelige argumenter:

- De af Weierstrass, Cantor og Dedekind indferte konstruk-
tionsprincipper for en archimedisk ordnet reel talmengde,
var de eneste, hvor eksistensen af de reelle tal kunne
udledes af eksistensen af de rationale tal. Kun hvis

man var tilfreds med en reel talmzngde, der. var archi-
medisk ordnet, kunne man overvinde den hidtidige logiske

kloft mellem Q og R.

- De reelle tal opfattedes i en bestemt forstand som et konti-
nuum. Faktisk indgik dette hos Dedekind direkte i R-konstruk-

tionen, ligesom det hos Cantor spillede en stor rolle i hans




filosofiske overvejelser om tallene. Opfattelsen af de reelle
tal som et kontinuum gjorde deres fuldstandighed til en uom-
gengelig egenskab, og fuldstandigheden gir netop flgjten, hvis

der ikke er tale om archimedisk ordning af R.

- e-6-metoderne demonstrerede deres effektivitet i blandt andre
Weierstrass' hand, Uden p& nogen mide at miAtte henfalde til
brug af infinitesimale betragtninger, kunne han etablere fuldt
tilfredsstillende beviser for analysens grundsaztninger, ligesom
han blev i stand til at udvikle teorien videre, for eksempel

med hensyn til konvergens af funktionsfglger.

- Det havde ogsd en betydning, at man dengarg ikke alene antog,
at talsystemerne var konsistente, men ogsd at de havde en
eksistens i virkeligheden uden for matematikken. Dengang sg¢gte
for eksempel Dedekind at vise, at der fandtes en reelt eksi-
sterende uendelig mzngde. Det skulle retfardigggre, at man
startede konstruktionen af N med antagelsen om eksistensen af
en uendelig me&ngde. Der blev med Cantor fastlagt en bestemt
opfattelse af, hvorndr mengder var videnskabeligt veldefinerede
(og reelt eksisterende) mazngder, og fra disse mangder var

infinitesimalerne p& det bestemteste udelukkede.

Forskellige forsgg p& at rehabilitere infinitesimalerne
inden for matematikken mislykkedes over for disse autoriteter
og e¢~-6-metodens anvendelighed til at formulere beviser pi
stringent vis. I fysikken derimod levede infinitesimalerne i
bedste velgdende. Det gjorde blandt andet opstillingen af
differentialligninger lettere, ndr man kunne rasonnere over
uendeligt smd stykker, massepunkter med videre. Desuden havde
fysikerne aldrig varet ude for, at regning med dx'er og dy'er

gav noget andet, end hvis det samme problem regnedes igennem

med behérige e-6-argumenter.
Fgrst med Laugwitz', Schmiedens og Robinsons forskellige ar-
bejder:.blev der i slutningen: af 1950'erne og begyndelsen af
1960'erne leveret beviser for konsistensen af talsystemer med
infinitééimaler. Robinson viste ogsd, hvorledes de forskellige
grunds®tninger i analysen kunne bevises inden for rammerne af
en teori med saddanne tal. Endelig ophavede han det paradoks,
der havde hvilet over de uendeligt smd og store tal, med ikke-
standard analysens pracisering af, hvorledes (og hvilke) egen-

egenskaber, der overfgres.

Infinitesimalerne er imidlertid ikke smdlige; de forsgger
ikke at skubbe de sadvanlige archimedisk ordnede talsystemer
ud i samme undde, som de selv har levet i. Tvartimod tilbyder
ikke-standard analysen sig som et supplement, der kan bidrage

til at g¢re begreber og beviser enklere og mere intuitive.



I.3. Presentation af de enkelte afsnit.

I del II gennemgdr vi fgrst de tre teoremer, som ikke-stan-
dard analysen i det vasentlige er en anvendelse af. Vi ser
ogsd pa nogle trak ved den omfattende mengde-konstruktion, der
ligger bag. I beskrivelsen af de tre teoremer baserer vi os pa
Martin Davis: Applied Nonstandard Analysis. (Der kan opbygges

ikke-standard modeller, der adskiller sig fra M. Davis. Det

ger f.eks. Stroyan og Luxemburg s. 175 f. Vi kan dog ikke

Sgre nermere rede for forskellen). Vi .seger ogsd at demonstrere,
‘hvordan man i konstruktionen af en mangde med uendeligt sma og
store tal kan udnytte egenskaberne ved et frit ultra-filter. Her

er vi inspiteret af et kapitel i Stroyan og Luxemburgs bog. .

I del II viser vi, hvorledes de sadvanlige definitioner pa
kontinuitet, differentiabilitet og kompakthed kan gives nogle
simple formuleringer med ikke-standard metoderne. Disse ikke-
standard formuleringer er efterhdnden en slags "standard"
eksempler pd anvendelse af ikke-standard analyse. Til sidst

anvender vi formuleringerne i tre simple beviser.

I del IV set.vi p4 nogle lidt mere komplicerede emner fra
den elementare analyse: Riemann-integralet og ordinare diffe-.
rentialligninger af fg¢rste orden. Det er emner, der ikke ofres
den store opmerksomhed i Stroyan og Luxemburgs, Davis' og
Robinsons bgger; dér er tendensen, at man efter at have demon-
streret ikke-standard analysens simple formulering af grund-
lazggende begreber med videre (jf. bl.a. del III) gar vi-
dere og fokuserer pd emner fra avanceret matematik.

I afsnittet om Riemann-integralet (IV.1) giver vi et ikke-
standard bevis for, at funktionen f:[a;b]l <R er Riemann-inté-

grabel, ndr £ er kontinuert. Beviset er efter vores opfattelse

teori

mere intuitivt end det, Stroyan og Luxemburg giver (Introduc-
tion ..., s. 78f). Beviset i dette projekt garvié en ikke~stan-
dard integrabi1itetsbetingelse,4der er inspireret af den be-
tingelse, Riemann oprindeligt opstillede (Riemann: Ueber die

Darstellung einer Function durch eine trigonometrische Reihe) !

I afsnittet om differentialligninger (IV.2) gennemfgres et
ikke-standard bevis for eksistensen af le¢sninger til ordinare
differentialligninger af fgrste orden. Dette gpres meget udfwr;
ligt i modsatning til de tre beviser, vi har luret af, nemlig
Regine Winklers, .Stoyan og Luxemburgs og endeliqg Robinsons (i -
Model Theory) beviser. Vi har gjort det si udfgrligt for at
undgd henvisninger til hjzlpesaztninger i alt for udstrakt grad.
Alle beviserne benytter den sdkaldte Euler-metode, hvor man
lader den information, som differentialligningen giver om hald-
ningen af en eventuel lgsnings graf, styre_én‘frem mod en funk-
tion. Det bevises si, at denne funktion - ikke overraskende - er
en lgsning til differentialligningen.  Pointen er netop, -at aet
ikke er overraskende, og vi sigter her til standard beviser, .
der gennemfgres med Picard-iteration. Det er nemlig ikke umid-
delbart indlysende, hvorfor Picard-iterationen fgrer til en

l¢sning.

Endelig giver vi et ikke-standard bevis for Lebesqgues kriterium
for Riemann-integrabilitet. Riemann-integrabilitet af diskonti-
nuerte funktioner diskuteres ikke af de navnte forfattere til
ikke-standard varkerne. Stroyan og Lukemburg bemerker, at de i
forbindelse med Riemann-integralet forudsatter, at funktionen
er kontinuert, fordi integrabiliteten af diskontinuerte funk-
tioner alligevel bedst behandles inden for den samlede Lebesgue-

(Stroyan og Luxemburg, s. 110).
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I ggi_y ser vi pA et forsgg pa atAaksiomatisere:ikke—standard -

analysen. Det drejer sig om H.J.Keislers bog Elementary Calculﬁs

med larervejledningen Foundations of Infinitesimal,CalculusLi

vi viser, hvorledes Keisler undglr de vanskeligste sider afv;
ikke-standard analysen, men samtidig md give afkald pa noget af

dens styrke. Keislers aksiomatisering er sterk nok til at gennem-

fg¢re overvejelserne i afsnit IV.2, men derimod ikke overvejel-

serne i IV.1. Vi diskuterer afslutningsvis fordele og ulemper

ved ikke-standard analysen som middel til forenkling af den

elementare analyse.

Del II.

Om konstruktionsfasen i ikke-standard analysen.

I del II introducerer vi ferst (II.l) de tre teoremer,
som ikke-standagé analysenri det vasentlige er en an-
vendelse af. I II.2, uddyber vi hvérledes man kan
konstruere en mengde af hyperreelle tal, YR. I II.3.
omtaler vi bevisteknikken bag transfer-princippet, det
ferste og mest basale - af de tre teoremer. Endelig

gdr vi i II.4. 1lidt narmere ind pd det formelle sprog L .

I1.1. Introduktion af de tre vigtige teoremer.

Ikke-standard analyse er ferst og fremmest en anvendelse
af nogle teknikker. I anvendelses-sammenhang benytter
man tre teoremer, som er etableret forud i hvad man kan

kalde en konstruktionsfase. Disse tre teoremer er:

(1) Transfer-princippet (efter det engelske udtryk) .
(2) Teoremet om indre mangder.

(3) Teoremet om konkurrente relationer.

Det er nogle teknikker, som gar ud pd at overfere sat-
ninger mellem et standard-univers {(indeholdende de reelle
tal, reelle funktioner m.v.) og et modsvarende tkke-star-
dard univers, hvor de s@dvanlige begreber som for eksem-

pel kontinuitet kan gives en ny formulering med brug af



infinitesimaler. Enhver matematisk satning i standard

universet, som kan bevises ved hjalp af ikke-standard
analyse, kan ogsd bevises med standard metoder. Men man
kan give simplere og mere intuitive beviser for forskel-
lige satninger, ved den szrlige hoppen frem og tilbage mel-
lem de to universer, som karakteriserer ikke-standard ana-
lysen. . Skulle den egede klarhed fore til nye opdagelser,

kan man vare sikker pd, at de samme resultater ogsd har

standard beviser (uanset om man umiddelbart kan finde dem)..

-Standard universet (som vi her vil kalde ﬁ)'er defineret
sdledes, at alt hvad der sadvanligvis er brug for i ma-
tematisk analyse, er indbygget som mengder, der tilho-

A
rer ‘R.

/\3 =‘% A/Q-‘.’. hver
K)o;‘._'Q, | ‘/?"..: /Qg v ]D('Q\’)

Ikke-standard universet (fi) er defineret pa basis af en
mzngde 4R af hyperreelle tal. R indeholder en delmangde,
der er isomorf med R, .og derudover indeholder «R uendeligt
smd og store tal. *R har de samme l.ordens -egenskaber som

R (se i evrigt I1I.2).

~
*R bestdr nu af en vis snedigt defineret delmangde
N
af “R, hvor R konstrueres pad basis af “R pa samme made,
N
som R blev dannet ud fra R.

R - U R:, o

*‘/?o = *R/ * = ‘/?"UJD(‘/PZ)

vi har altsd, at IEG'ﬁ. Samtlige elementer i *R tilherer

R, og det geor ogsd mangden *R. Derimod er det ikke alle
elementer i ¥Rj;, der tilherer fR, og tilsvarende sker der

" en "frasortering" pa alle hojere niveauer.

Nir man i ikke-standard analysen overferer satninger
fra det ene univers til det andet, er det kun-;i.og ikke
hele JR, man havner i. NAar man skal overfere satninger
den modsatte vej, skal man tilsvarende starte i Y. Her- .
med bliver det afgerende at vide om en mengde A (en vis
funktion for eksempel) er element i ;;. Det at en mangde
A tilherer ;ﬁ ud;rykkes ved,  at mangden -er indre, mens det
modsatte definerer betegnelsen en ydre mangde ..

Selv om A er dannet af elementer fra ;ﬁ,'galder ikke
nedvendigvis at Ae'ﬁ.. Den precise definition af, nvorledes
«R udskilles af ;i er temmelig kompliceret.: Den er ogsa
uhdndterlig i forhold til i en arvendelses-sammenhang at.
afgere, om en ma@ngde A er indre. Her vil man ofte overfor
denne type af problem sege at benytte nedenstiende teorem (2).
om indre mengder. I almindelighed galder, at ndr ikke-stan-
dard universet er konstrueret, og de grundlaggende teoremer
én gang er etableret, er man ikke interesseret i at gd til-
bage til selve konstruktionen. Det er tilstrakkeligt at
henholde sig til de tre navnte teoremer, som vi.vil uddybe
nedenfor. Det svarer til, at i reel analyse kan man tage
de reelle tals egenskaber som givne, uden at man behever
interessere sig for, hvorledes de reelle tal kan konstru-

eres ud fra de naturlige tal.



{1) Transfer-princippet.

Transfer-princippet fastsladr en strukturlighed mellem
standard universet og ikke-standard universet. Narmere
bestemt fastsldr transfer-princippet, at de to univer-
ser er elementar-zkvivalente, hvilket vil sige, at der
galder de samme 1. ordens satninger.

Sammenhazngen mellem de to universer udtrykkes i trans-
fer-princippet som en sammenhazng mellem to formelle logis-
ke sprog L og #L. L og °L er 1. ordens logiske sprog, og
i L er samtlige elementer i f navngivne, mens samtlige
elementer i ‘ﬁ er navngivne i eL. At et element er navn-
givet i sproget, betyder at sproget indeholder en kon-
stant, der svarer til elementet. L og ®L inde-
holder symboler for relationerne "¢" og "=" foruden de
sadvanlige logiske symboler (dvs.A,ﬁ,ajg, hvorudfra videre
kan defineres*ﬂ\/ og implikations-symboler). Transfer-

princippet lyder da:

Givet en vilkarlig matematisk satning, som kan formuleres
som en satning a i sproget L. Sa er x sand i L, hvis og
kun hvis *x er sand i *L, hvor ¥ er den satning i *L, som
er fuldstendig identisk med &, bortset fra, at samtlige
konstanter a,b,c,.. , (der kan hejst vere endeligt mange).
som indgar i o, skal udskiftes med de tilsvarende kon-

stanter “a,*b,%c, .., i *L.

Dette er baseret pa, at der

til hvert element a i 6 kan tilordnes et (sdkaldt stan-

r~ —
dard) element *a i “R. (Disse standard elementer i ¢R udger

dog kun en lille delmengde af samtlige elementer i fii.

Som en konsekvens af transfer-princippet fds, at R’'s egen-
skab af at vare et ordnet, kommutativt legeme overferes til
¥R, Derimod kan den archimediske ordning og eksistensen

af supremum for enhver opad begrznset delmengde ikke
overferes til ®*R. (S& ville konstruktionen for evrigt ogsa
have varet nyttesles, da pointen jo er at konstruere et
ixke-archimedisk ordnet talsystem). Setningerne om

at R opfylder disse egenskaber udtaler sig om vilk3r-

lige delmengder af R. Dvs. det er nedvendigt at

udtrykke saztningerne ved brug af symbolerne \/AQe j)OR);" .
Den ¥-transfocrmerede satning vil da kun udtale sig om de
indre delmzngder af *R. Der vil galde, at en vilkarlig
indre delme@ngde af ®R har et supremum, hvis den er opad
begranset. Derimod g=lder det ikke for vilkirlige,

opad begransede delmengder af ¥R, for eksempel mengden

af endelige tal.

Dette princip angiver en metode til at sikre at en mangde
A .
Ae “R er indre. Teoremet siger, at felgende er tilstrak-

keligt til at A er indre:

Der findes en indre mangde B, si
1. ASB, og
2. A kan defineres som de af B’'s elementer, der opfylder

en egenskab, som kan formuleres i sproget *L.

Vigtigt i forbindelse med indre og ydre m®ngder er end-
videre, at N og R er ydre. Det felger umiddelbart af, at
de i ®R er opad begraznsede uden at have supremum. Det

samme galder mengden af uendelig smd tal:

{yeﬂl)\ﬁu&: vidx 11' {Bemerk at vi i denne



definition benytter symbolet R, som ikke er med i *L, jf.
ovenstdende om, at R er ydre). At specielt disse mangder
er ydre, hanger sammen med en afgerende egenskab ved ikke-_‘
standard universet J;. Nar man forst befinder gig i ;ﬁ
(det vil sige: skal udtrykke sig ved hjalp af sproget *L),
kan man ikke kende forskel pd standard og ikke-standard
elementer. Egenskaben at vere uendelig lille .kan ikke
formuleres i ®L. Trader man ud af rammerne for ;i (og
tillader ‘brugen af starkere udtryksformer) kan man derimod
godt definere forskel}eh - jf. definitionen covenfor af
mengden af uendelig smd& tal. Og resonnementer over endé-

lighed contra uendelighed (i stort som i smat..) er da

ogsa helt centrale i ikke-standard analysen. Det galder
for eksempél ikke-standard kriteriet for kontinuitet..

’ De; er blot tale om egenskaber som ikke kan-udtrykkes alene
i «L. Som ire vigtige eksempler pa egenskaber,

som ikke kan udtrykkes i L eller AL, kan for ovrigt ogsa

navnes ‘de tre teoremer vi her er ved at gennemga.

Det ses, at teknikken i ikke-standard analysen pé.den

ene side indeholder et starkt teorem om transformation
af satninger mellem de to universer. PA den anden side
overfores sa@tningerne kun til {ﬁ, dvs. kun til en-lille

FaY .
delmzngde af R’'s fulde modpol, “R.

Det er dette bade-og, som overvinder det paradoks,
som den klassiske infinitesimal-analyse kunne kritiseres

for.

Ovenstdende to teoremer er tilstrzkkelige til at gen-
nemfere de transformationer m.v. i relation qil integra-’
bilitet, som er indeholdt i afsnit IV.1l Generelt er de
tilstrakkelige til at:..etablere den sakaldte elementzre
analyse i en ikke-standard version. Ikke-standard teknik-
ken kan dog geres starkere ved at stramme kravene til den.
grundlaggende konstruktion. Det giver mulighed for at
bevise felgende teorem, som vi benytter i afsnit III.4
forbindelse med ikke-standard formuleringen af det to-

pologiske begreb kompakthed.

Teoremet handler om konkurrente relationer r i Q. Civet

en relation r, rgA-B, A,Be ﬁ. Da er r konkurrent netop -nir:
For en vilkarlig endelig delmengde D af A, D=(a1,a2y,.,anq,
findes et béB, sd (a;.bler for alle a,eD. Eksempelvis er

ordningsrelationen { -konkurrent pi 5.

Concurrence-teoremet siger, at ndr r er en konkurrent

) . . . ~
relation, rg AvB, sa findes der et element b’¢ »R, sile-
des at der galder (va ,b’)g®r for alle a i hele r's

definitionsmengde A.

Eksemplet med ordningsrelationen giver da, at der findes
et we'N (1ig b’ ovenfor), sd ndw for alle n¢N. (Allerede

her er vi begyndt pd den forkortede notation, som er uom-
gengelig i ikke-standard analysen. Saledes skriver man

n i stedet for #n, nar n¢N. Endvidere skriver man

n«w hvor man skulle have skrevet n®w eller (n,w)é *&,

hvilket skyldes, at % opferer sig fuldstandig som den

szdvanlige ordning pa N pga. transferprincippet).



Concurrence-teoremet er ikke nedvendigt for at vise eksi-
stensen af sidanne uendelige elementer, men er et be-
kvemt redskab til pdvisningen heraf. Concurrence-teoremet
er i forhold til de to ferste teoremer et supplement, som
kraver en stzrkere konstruktion (et specielt frit ultra-

filter og en speciel indeksmengde, jf. senere).

Vi kan nu gi& i gang med ikke-standard analysen. Redska-
berne er ovenstdende tre teoremer eller grundsaztninger,

og mere skal der ikke bruges. PAa samme mdde som der kan
vare god grund til at g3 bag om de reelle tals egenskaber,
kan deQY%%;e grund til at g4 bag om disse ikke-standard
analysens grundsatninger. Uden pd nogen miade at forsege
en fuldstendig fremstilling af den komplicerede konstruk-

tion, vil vi i det felgende skitsere et par af hovedideerne:

For det forste vil vi skitsere ideen i konstruktionen af
*®. Her vil vi lagge hovedvagten pa, at det overhovedet
kan lade sig gere at konstruere et tallegeme, der indehol-
der de uendelig smd og store tal, som blev bandlyst af
Cantor m.fl i sidste arhundrede. Hovedideen er, at det
frie ultrafilter benyttes til at konstruere en mengde, der
er elementarakvivalent med R, men er betydelig mere rig-

holdig end R.

For det andet vil vi komme med nogle bemarkninger om,
hvordan det kan lade sig gore at bevise transfer-princip-

pet.

For det tredje vil vi endelig karakterisere sproget L

lidt nazrmere.

2

II.2. Om konstruktionen af #R.

Vi skitserer her hvorledes man kan konstruere en
mengde ®R af hyperreelle tal. Konstruktionen forudsat-
ter kun de reelle tal, udvalgsaksiomet samt f.eks. Zer-
melo-Fraenkel-aksiomatiseringen af me@ngdelzren (2F). Det
implicerer, at ®*R er konsistent, hvis ZF er det , fordi
R kan konstrueres alene ved brug af de mengde-konstruk-
tioner, 2F tillader, og fordi udvalgsaksiomet kan fejes

konsistent til ZF.

At et sat af aksiomer er konsistent, vil sige

at der ikke kan udledes en modstrid af aksiomerne.

Udvalgsaksiomet er nedvendigt i konstruktionen, fordi

denne forudsaztter eksistensen af et frit ultrafilter pa N.

Der kan ikke gives noget absolut bevis for konsisten-
sen af ¥R. ligesom der ikke kan gives noget absolut
konsistensbevis for R. De reelle tals eksistens kan
udledes af ZF, men der kan ikke gives noget absclut kon-
sistensbevis for ZF.

Det principielt umulige i at give et absolut konsistens-
bevis for eksempel mht. 2F, blev fastsliet af Godel. Godels
anden ufuldstendighedss®tning siger i én formulering, at
givet konsistensen af ZF, sd er pastanden om, at disse

aksiomer er konsistente, en uafgerlig setning.

Konstruktionen af aR forudsatter som navnt udvalgsaksio-

met (AC). At dette kan fojes konsistent til AC, skyldes et
andet resultat fra formel logik. P. Cohen viste i begyndel-
sen af 60-erne, at antages at 2F er konsistent, er savel

ZF+AC som ZF+7AC konsistente.
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Vi kan altsd sigé, at selv om det er svaert at f3 oje
pé>infinitesimalerne ude i virkeiighedens verden, sd er
*R lige s§ god som R mht. formel konsistens. (For evrigt
er det ogsd svart at finde almindelige uendelige mangder

ude i virkeligheden).

Selve konstruktionen af *R foregdr i to tempi, med ud-
gangspunkt i mengden af reelle tal. Forst pustes R op til
en stor struktur af talfelger, og siden reducerer man
strukturen veé at pafere den en passende akvivalens-reia-
tion. . (-Vi minder om, at én af metoderne til at'konstru;_
ere R ud fra @ benytter fundamentalfelger: ferst etable-
res mengden af rationale falgér, QN{ hereﬁter udskilles

de folger, der er fundamentalfélger; endelig identifi- -

ceres ved hjalp af en &kvivalensrelation de fundamental-

felger, hvis differens er en nulfelge).

"Oppustningen” bestdr i at danne m@ngden af samtlige re-
elle folger {aiS. ie®, dvs. mengden af funktioner fra N
ind i R, R®. Denne brug af N vil vi ogsd referere til ved

at sige, at vi benytter N som indeksmengde.

.Der indferes koordinatvis addition og mul-
tiplikation, s3ledes at f.eks. (ai)‘+ (bi) fastlegger en
+ .
ny folge {a; b],a2+b2, . sa tb . }.
Der skal sd pafoeres RN en a#kvivalensrelation’ der op-

fylder felgende lest formulerede betingelser:
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1) Rm/w skal indeholde elementer, der kan siges at vare
uendelig store (hhv. smd). Efter reduktionen skal struk-
turen altsd stadig vere forholdsvis righoldig. Lad os
‘'med det samme reobe, at foelgen {1,2,3,..,n, .. } er ud-
Peget til at spille rollen som reprasentant for et af

de uendelig store tal.

2) RN/~ skal vere et legeme. Det vil bl.a. sige, at

vi pd den anden side, skal have reduceret sd kraftigt 2
strukturen, at vi har ryddet alle nuldivisorer af vejen..
Hvis = blot er den koordinatvise identitet, vil der vare
nuldivisorer. . Szttes saledes {0}, = {0,1,0,1, ..}.,og
{0}, =.{1,0,1,0, ..} £a&s {0}, * {0}, = {0,0,0,0, .. }.-
Sidstnavnte foelge er det neutrale element mht. addition,
altsé nulelementet, i den nye struktur, og vi‘fér altsa, .
at produktet af to tal, der begge er forskellige fra nul,.

giver nul.

En passende reduktion i strukturen_RN kén opnas véd
at definere » ved hjalp af et sdkaldt frit ultrafilter
pa N. Et sddant er en delmzngde af P(N). Et frit
ultrafilter U er karakteriseret ved at opfylde folgende

aksiomer, hvor A og B er vilkarlige delmzngder af NW:

(1y ¢ u
(2) A, BEU = ANBEU

(3) A€U A AcB = BE€U

Opfyldelsen af disse tre aksiomer sikrer at U er et filter.
(4) BEU v BNBE U

Med dette aksiom sikres, ‘at U er et ultra-filter.
(5) B endelig = B4 U

Med aksiom nr. 5 er der endelig tale om et frit ultra-

filter.




~ defineres nu pd felgende made, idet {ai}oglbi)'er to

vilkiarlige felger:
(ai}“{b_i} - (i!ai=bi} €U

hvilket ogsd kan beskri?es som ai=bi "nesten overalt”.

. N . . . _
Den nye mengde *R er nu simpelthen 1iig R /& , altsa en
mengde, hvor et element er en klasse af ®kvivalente reelle

folger.

Udvalgsaksiomet er nedvendigt for at sikre eksistensen af
et frit ultrafilter pd N. I forbindelse med konstruktionén
af *R som den skitseres her, er udseendet af det frie
ultrafilter U i ovrigt ligegyldig. Konstruktionsprincippet
er endda sa generelt, at man i stedet for N kunne have

valgt en vilkarlig uendelig mangde som indexmangde.

Derimod er valget af indexmzngde I og frit ultrafilter U
afgorende, nadr man vil bevise concurrence-teoremet. ﬁet
kraver et sarlig smart og spidsfindigt valg af I og U.

I det folgende fastholder vi N som indexmengde =~ (s3ledes
at man kan tanke pa reelle talfelger) og lade U vare vil-
karlig. Netop fordi I og U kunne valges vilkarligt, kan
resonnementerne gennemfores uandret for de mere spidsfin-
dige valg.

Vi vender ikke tilbage til de mere komplicerede valg af
I og U. Men det skal navnes, at eksistensen af de mere
komplicerede konstruktioner viser, at modsat R kan <R
ikke bestemmes entydigt. Forskellige I‘'er og U'er kan
resultere i ikke-standard udvidelser *R’ og*R’’, som
ikXke er isomorfe, selv om bdde R’ og R’’’ er ikke-archime-
diske, ordnede kommutative legemer, som indeholder en del-

mengde, der er isomorf med R.
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Selve det frie ultrafilters egenskaber (jf. aksiomer-
ne (1)-(5)) kommer derimod straks i spil. Vi viser hvor-
ledes de kan udnyttes til at bevise, at den pa RN ind~

forte addition harmonerer med @kvivalensrelationen .

Vi forudsatter: {an)}~{aj} og {bn}= {b}},

og skal vise: {apt by}~ {aj+b)})

Per definition galder
{ag} ~{aj} = M= (n€mW: ay=b )€U
{by} m{by} «» My= {n€EW: ap=blleu

{antbpl m {ag+bi} © M3= {n€N: ajtby=aj+bhl€ U

Da (a, =ap) A (by=bg) = (a,+b, = aj+b})

gelder M; N M, < M,

Ifglge aksiom (2) galder M, M€ U = M NM€EU

Og ifglge (3) galder MiN Ma€ U A MN My My = MaE U

Det vil sige {ap+bpl =~ {ag+bll}.

Det er endvidere muligt at overfere multiplikation og
ordning pa lignende made, og det kan vises, at *R er et
kommutativt legeme. Med hensyn til det navnte problem

om nuldivisorer i en sd stor struktur, ser man, at enten

[{0},]1 eller 1({0};} vil vare lig med [{0,0,0,0, ...}]

som felge af aksiom (4).

Der galder, at R er indlejret i *R3 Et element r€R
svarer i strukturen RN/~ til den klasse, der bl.a. er

reprasenteret ved den konstante felge {r,r,r, .. }.
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Det interessante er sd, at det ekstra, som *R indeholder,
for eksempel er en klasse, der kan reprasenteres ved den
omtalte fwlge(wn} ={1,2,3,...n, ..} Klassen w= Uﬁk{] er
storre end enhver klasse, der kan Eeprasenteres ved en kon-
stant folge (kn'} = {k,kx,k, .. }, fordi {neNIkn>wn) er )
endelig, uanset hvor stort et reelt tal k, der valges.

Tilsvarende gzlder, at {0,0,0, ...} 4(—%—)<(kn}_
n

uanset hvor lille et reelt tal k, der valges. Det vil

sige, ac%‘}]eriue‘ndelig lille.

Det ses saledes, at hvis vi- formuleref pastanden oﬁ, at

R er archimedisk ordnet:

Va,b€‘R+:3n€N: an>»b

- sd er dette ikke opfyldt. Vi kan blot. valge

=w 0g a€R+.

NAr R ikke er archimedisk ordnet, kan *R heller ikke vare

fuldstazndigt (jf. bemzrkningerne.ifm. transfer-princippet s.16).

Konstruktionen af en ikke-standard udvidelse #R af R sikrer
ikke transfer-princippet eller de andre grundsatninger. Vi
mangler stadig et princip for hvorledes det er tilladt
at bevage sig fra det ene system til det andet.

Ikke desto mindre kan det lade sig gere at definere,

at en funktion f:*R->R er kontinuert 'i et punkt Xy

(Det antages ikke, at f er det vi - forudsat den samlede
konstruktion - betegner som en udvidelse af en standard
funktion) ..

En definition kan etableres vhja..de uendelig sma tal i*R

(jf. definitionen s. 16).

-Med a=b menes, at a og b er uendelig tat- pa hinanden,
dvs. at (a-b) er uendelig .lille. Det vil vi ogsad beteg- -
ne ved at sige, at a og b er zkvivalente - ikke at for-
veksle med den akvivalensrelatioﬁ,,dgr blev pafert a".
Vi kan definere, at f er kontinuert i et standard punkt X

netop nar:

ve=0: f(xte)=f(x).
*

Betragter vi funktionen
£ (x) =x2,
ser vi saledes, at f vil vere kontinuert i ovennavnte

forstand i ethvert standard punkt x

flxre)s (xo+€)" = %'+ £(Ao+ €)= Xo' = f(xo).
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For samme funktion (og for X, stadigvak valgt som et

standard:punkt) kan vi betragte breken:

£ pdx) —£.(8)
-dx

hvor dx er en vilkarlig infinitesimal.

Vi far da, at

EOutax) £ (0 o gy,

- Aer
VA

og det ses, at for vilkidrlige dx og dx’, hvor dx=dx’=0, ‘er

fixrdx) —£(x) _ £lxpdn’) -f (%)
dx ax’

P4 baggrund af ovenstdende kunne man passende definere,
at £ er differentiabel i %, netop nidr to sddanne breoker
er zkvivalente og b\de&qﬁ

dx og dx’. Og differentialkvotienten kunne videre defi-

uanset valget af

neres som det reelle tal, der er =zkvivalent med brekerne.

(Oom eksistensen af netop ét reelt tal t, sa tar)nér r er
et endeligt, hyperreelt tal, se omtalen af Keislers lare-

bog i del V: t kaldes standard-delen af r og kan betegnes

= sti{r) ).

Endelig vil vi navne, at #*R rummer mulighed for at give

intuitiv mening til Diracs delta-funktion.

3

X2 érCX)
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Dirac introducerede delta-funktionen'til anvendelse
indenfor fysikken. Funktionsvardien 6(x) skal helst vare

nul (eller uendelig tat pd nul..), undtagen indenfor et

meget lille omrdde. omkring punktet x=0 (et interval af
uendelig lille udstrakning). Her skal funktionsvardien
til gengald vare meget stor, saledes at lzé(x)dx kan

tilskrives en bestemt, positiv reel vardi, nemlig 1.

Man kan komme tat pd det enskede ved at se pd funktionen

d: R SRy,
k

4 (x) =4 T2 . hvor K er et stort,positivt helt tar.
a 1+K'x o

o
Her er nemlig d(x)dx = -i-[?rc tg(Kxi] = i.
aw -0

A
altsd uafhangig af K.

Dette kunne give anledning til at forsege en definition
pa integralet af funktioner fra *R ind i *R. Det er
muligt (jf. Laugwitz: Rise, fall, ..) at opstille en udvidel-

se af integralbegrebet, saledes at funktionen §, hvor

- _ 1 wt
§: *R» R, 8 (x) _F-m' wé '/N\N’

§(x)dx = 1.

Som det ses, opfylder funktionen &, at sdsnart x30,

vil have integralet

er &(x)=0.

(1 del L! opstiller vi dels et ikke-standard kriterium
for, at en standard funktion er integrabel i Riemanns for-

stand, dels indferer vi en ikke-standard udvidelse af in-

tegralet. Denne udvidelse kan godt benyttes til at give
en tolkning af Delta-funktionen, men dette diskuterer vi i

ovrigt ikke i projektet).
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ovenstaende definitioner af kontinuitet og diffe-

rentiabilitet, samt forszgéne pa at tolke Diracs delta-
funktion, mangler imidlertid at blive relateret til standard
universet. I den egentlige ikke-standard analyse nejes man
ikke med at studere funktioner mv. indenfor ikke-standard-
universet. Ikke-standard-analysen studerer bade reelle

og hyperreelle funktioner, og det afgerende er netop

sammenhengen mellem det reelle og det hyperreelle omrade.

Det skal dog vise sig, at givet .en standard funk-
tion £, si er f differentiabel (hhv. kontinuert) i x_
netop nar ikke-standard udvidelsen af f opfylder den
navnte definition pd differentiabilitet (hhv. konti-
nuitet) .

Et andet ekseﬁpel pad viden om ikke-standard universet,
som kraver .transfer-princippet, drejer sig om de transcen-
dente funktioner. Det er ikke muligt at definerg for. ek~
sempel sin(x} pa sadvanlig vis for x¢*R\R, fordi sinus
defineres vhja. en granseproces. :De§ er et problem, fordi
<R ikke ‘er fuldstendigt; Og selv om det skulle lykkes
at omgd dette problem, ved vi si heller ikke, om den nye
udvidede sinus-funktion tilfredsstiller de additions-, sub-
traktions- mv. formler, der galder for sinus, og som bl.a.
benyttes til at vise differentiabiliteten. Nir sammenhangen
mellem foil er sikret i from af transfer-princippet, kan-
man imidlertid vise, at sinus—funktionen (ligesom enhver
énden standard funktion) har en ikke-standard udvidelse
tilherende‘zz, som har de samme egenskaber som standard

funktionen.
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II.3. Bemerkninger om teknikken i beviset for transfer-

rincippet.

Transfer-princippet -udtaler sig om en utrolig stor mangde
af satninger: mengden af samtlige satninger om elementer
i ﬁ, der kan udtrykkes i sproget L. Man kan godt undre
sig ¢Ver, hvordan transfer-princippet kan sikres for sa
mange satninger - ;atninger.der har hver deres for-
skellige mening. '

Visse dele af beviset. er vanskelige. Beviset hviler
bl.a. pad den sarlige og ret komplicerede midde, hvorpéa
(K er udskilt af ‘;. Derimod er ideen i beviset sardeles
enkel. Indviklede og forskelligartede matematiske  sat-
ningér.kan formuleres i ét-logisk sprog, der .anvender
yderst f4 basale symboler (s.l15). Formuleret i sproget -

L fremtrader en matematisk satning som en "endelig razkke -

af logiske symboler”. Det muligger et induktionsbevis,
hvor man groft sagt inducerer over langden. af, eller
kompleksiteten af, de logiske satninger (symbolrakker).
Denne induktionsteknik er‘et fundamentalt redskab inden-
for formel logik. ' Indferelsen af de formelle logiske
sprog L og ¥, har dgt helt konkrete formdl, at bringe
teknikken i anvendelse til at producere.en viden om
R

A
sammenhangen-'mellem R og

- NAr indviklede matematiske satninger kan formuleres i
sproget L, hanger det sammen med den mengdeteoretiske
tilgang. Den sarlige mengdekonstruktion, ﬁi'har samtlige
reelle funktioner, Riemann-summer m.v. indbygget som mzng-
der i strukturen. Det er m@ngder, som selv er elementer

i G: hvilket sikrer, at funktionerne m.v. er navngivet

i L. Med de matematiske objekter indbygget i mengdekon-
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struktionen opnds, at de relevante matematiske satninger
kan formuleres udelukkende ved hjzlp af de to relationer”

"et og "=t - og sa de sadvanlige logiske symboler A,7,3 m.v.

- Induktibnsteknikken er en uundvarlig teknik indenfor

formel lééik. Induktionsteknikken benyttes i beviserne
for de fleste teoretiske resultater fra logikken. Induk-
tionsteknikken er nodvendig i etableringen af fuldstan-
dighedsse£ﬁingen for 1. ordens strukturer (dvs. at i en
sddan struktur er de sande satninger netop de satningef;
som kan bevises indenfor strukturen), og den benyttes i
andre grundlaggende satninger, som den formelle logik
hviler pa.

Det er dog vard at gere opmarksom pd, at selv om denne
teknik sdledes anvendes i beviserne for forskellige meget
dybsindige satninger., sd er selve induktionsteknikken et
enkelt og letfatteligt redskab. Det er et bevisteknisk
redskab, der muligger etableringen af transfer-princippet.
Induktionsteknikken tillader at man slutter fra a&kvi-
valensen mellem simple (korte) symbol-rakker i L og ®L, til
@&kvivalensen mellem komplicerede (lange) symbol-rzkker.
Der skal induceres i flere retninger, dvs. akvivalen-
sen skal vides at vere opretholdt, uanset om man eger
kompleksiteten ved at betragte satninger med en ekstra

eksistenskvantor, en ekstra konjunktion, eller andet.

- I afsnittet om konstruktionen af *R fremhavede vi,

hvorledes det udvidede tallegeme blev etableret via en

A
mellemstation RY P& tilsvarende mide bestar der mellem R

og 4% et bindeled, her dog en stoerre mengde af funktioner F.

A
F er en vis delmazngde af RN , 4dvs. felger af

AL
elementer fra hele R i stedet for kun R. (Skal konstruktio-
nen vare stazrk nok til at bevise concurrence-teoremet, er
A
det nedvendigt at indicere R med en noget sterre indeks-

mangde end N). Med F som omdrej-

ningspunkt mellem ﬁ og Qﬁ kan man nu vise en sammenhang
mellem de simple "g"- og "="-relationer i hhv. ﬁ og éﬁ,
pd basis af hvilken de evrige navnte teknikker kan bringes
i spil.

Transfer-princippei udtaler sig om forholdet mellem
L og xL. Nar man med transfer-princippet i hus har lov
til at overfore en saztningX i L til en satning *o 1 °L.
sd ligger der bag ved denne overfersel en kade af spring
mellem forskellige strukturer: Fra den givne satning X
i sproget L slutter man til betydningen af &X i universet
ﬁ (en vis matematisk satning). Herfra slutter man - via F
som omdrejningspunkt - til en parallel satning i #R. sidst-
navnte satnings formelle udtryk i #L er da =oK. Det giver

folgende kade, som illustrerer hvorledes transfer-princippet

bevises:
n o
L «» R &« F &> *Re> %L.

(Pilene angiver gangen i argumentationen - de betyder

ikke at der findes en bijektion f.eks. mellem R og ;ﬁ).

Nir transfer-princippet er i hus, interesserer man sig
imidlertid ikke for denne underliggende ka&de. I praksis
drejer det sig derimod om, at f& en given matematisk sat-

ning opskrevet med de til radighed stdende symboler i L pd

Lr
en sa simpel made som muligt. Herefter“man sa sikret akvi-

valensen med den tilsvarende sztning i *L, og man kan da
~/
gennemfore forskellige rzsonnementer indenfor #R- og AR-

strukturene, Slutproduktet af disse rasonnementer skal
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s4 til sidst opskrives med symbolerne i ¥L (jf. isear
sporgsmalet om indre og ydre mengder). Vel tilbage over
L'og videre til R stir man - forhdbentlig - alt'i alt med
et simplere eller mere intuitivt bevis for en satning i R.

Denne i praksis forekommende slutningskade ser saledes ud:
R e> L &> AL > R <« <R

Mellem L og ¥L benytter man det én gang etablerede trans-
fer-princip. Det sidste skridt ud i hele ¢;~er som regel
ydérst centralt, da man i rasonnementerne ofte ensker at
kunne skelne mellem endelige og uendelige elementer,

hellem indre og ydre mengder, m.v.

I praksis vil man ofte undlade at pracisere,  at man
‘bevager sig via L og ®L. I s3 tilfzlde er det altid
underforstaet, at de satninger der overferes fra det
ene univers til det andet, kan udtrykkes i hhv. L og %L,

og at overferslen er sket via de to sprog.
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4. Afsluttende bemerkninger om sproget L.

I forbindelse med sproget L skal man vere opmarksom pa,
at selv om L er et l.'ordens sprog, er det et ualminde-
ligt sterkt 1. ordens sprog. At L er et 1. ordens sprog-
betyder, at der: kun kan kvantoriseres over elementer, ikke .
over egenskaber (eller déimangder). L’'s styrke skyldes,
at sproget indeholder navne pd samtlige elementer i ;,
og dermed pad samtlige elementer i P(R), P(P{R)) m.v.
Sdledes er L starkt nok til at karakterisere N og R en-
tydigt. Dvs. man kan i L give en formulering af de sat-
ninger, der karakteriserer N hhv. R, saledes at alle
mengder, der tilfredsstiller satningerne, er isomorfe.
Det er normalt ikke muligt med et 1. ordens sprog. Lowen-
heim-skolems satning fastslar det umulige i at formulere R
entydigt i et 1. ordens sprog, hvori hejst indgdr tazlleligt
mange symboler; da fastslar satningen nemlig, at der findes
en tellelig delmengde A af R, som opfylder alle de setniné—
er, R opfylder (siledes som disse satninger nu kan formu-.
leres i det pagaldende sprog). Da R er overtallelig, star’

man sdledes med en mengde A, der ikke er isomorf med R, ‘og

som ikke kan have alle de egenskaber, vi ensker de -

reelle tal skal have.

Léwenheim-Skolems satning angiver imidlertid kun sadanne
ubehagelige mangder A, hvis kardinalitet er sterre end el-
ler lig med kardipaliteten af det pagzldende sprog (an-
tallet af forskellige symboleé/i sproget). Da L inde-
holder ligesa mange symboler som der er elementer i ﬁ: er
L ikke alene overtzllelig, men af usadvanlig hej kardina-

litet.




I den egen&lige anvendelse af ikke—standard metoderne he:f 3
holder man sig som navnt blot til de bevi;te grunds@tninger,
og ser bort fra den bagvedliggende konstruktion. Denne
konstruktion har imidlertid i beviserne mittet gere brug
af det omfangsrige og uoverskuelige sprog L. Nar man med
ikke-standard metoderne kan opnd enklere beviser for ma-
tematiske satninger, er det derfor vard at huske pa, at

konstruktionen bygger pa det intuitivt helt ubebribelige

sprog L, der ikke blot indeholder uendeligt mange symboler,

men gor det i en meget hej grad af uendelighed. I den en-
kelte anvendelses-sammenh&ng kan man nejes med f.eks. de
forste 4 eller 5 niveauer i ﬁ (hhv.‘ﬁ og ‘%). Dermed kan
man noejes med et sprog, der svarer hertil, men det er stadig-

vek et sprog, hvis kardinalitet er ufattelig hej.

Del III. “Standard" eksempler pd anvendelser af smakryb.

I denne og naste del vil vi give nogle eksempler pd ikke-
standard metoders anvendelighed i den matematiske analyse. Vi
skelner mellem to typer anvendelse:

1) Erkendelsespraget anvendelse. Opstilling af ikke-standard
formuleringer af grundlaggende begreber som for eksempel
kontinuitet og differentiabilitet, og bevis for disse
formuleringers ®kvivalens med standard-formuleringerne.

2) Bevisteknisk anvendelse. Standard satninger bevises ved
hjzlp af sammenhazngen mellem standard og ikke-standard
universerne. Dette indbefatter naturligvis ogs& brugen
af ovennavnte ikke-standard formuleringer, der i mange
tilfezlde er meget intuitivt hédndterlige.

I denne del fremlagger vi nogle standard emsempler af begge

typer. Det vil sige eksempler, der meget ofte gives, ndr nogern

¢nsker at fremhzve fordele ved ikke-standard analysen i forhold
til e-6-gymnastikken. Vi varmer hermed op til naste del, hvor

vi tager fat pd to lidt mere avancerede anvendelser - et af

hver type.

II.1. Kontinuitet.

Standard definitionen p& kontinuitet af funktionen f i punktet

X, lyder:
(1) ve>0 36>0 vx € Dm(f): lx-xol< 5 = 'f(x)-f(xo) <e

Med ord kan dette udtrykkes sdledes: Ved at valge mindre og
mindre omegne om x; skal funktionsudsvinget om x, kunne ggres sa

smdt, som vi behager. En naiv oversattelse kunne vare: Hvis



omegnen Om X, er uéndelig lille, skal funktionsudsvinget ogsa

vere uendelig smat:
(2) © vx€*Dm(f): xmx, » £(x)~flx,)

Egentlig burde f stjernes, ligesom Dm(f) er blevet det, men da
f og *f er sammenfaldende .i standard punkter, bruges blot
betegnelsen £ for den udvidede funktion af hensyn til over-
skueligheden. Det er derimod vigtigt at ggre opmerksom pd&, at
variablen x nu lgber over hyper-reelle tal, og derfor er
Dm(f) blevet stjernet.

Bemarkelsesvardigt nok er den naive oversattelse (2) i fuld
overensstemmelse med (1), hvilket nemt bevises i to trin.

C (1) = (2): Givet et ¢ € R, kan vi finde et S € R,, si&
vxeom(f): |x-x,]| <6 = ’f'(x)-f(xo)l <e

som ifelge transferprincippet cgsa .galder med ..

stjerne pd Dm(f). Hvis x~x,, sd er Ix-xul i)hyert

fald mindre end §, for uanset valget af ¢, sd er &

et positivt reelt tal. Heraf fds, at for alle ¢ € Ry:
VX E *Dm(f): xmx, = f(x)-f(xo)| <e-

Da det éelder for alle ¢ €R,; md £(x) s £(x,).

(2) = (1): Lad ¢ €R, vare givet, og definer mangden *A ved -
A ={5 € R, | vx €*Dmif): [x-x,|<6= | 0x)=£(x,) |<a}
Ifglge (2) vil *A indeholde samtlige positive infini-
tesimaler. *A er definerbar i sproget *L som en del-
mazngde af *R. *A er dermed indre, og da m&ngden af positive
infintesimaler ikke er indre, m& *A indeholde et
element £# 0. Valg 6ER,,s& 6 <st(£). Vi kan altsd for

ethvert reelt ¢ >0 finde et .reelt 6> 0, sa
vk eomif): [x-x,| <8 = |E0-fxo) | <o

Da Dm(f) & *Dm(f) er beviset hjemme.
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‘endelig galder der, at x, = *x,. for alle x, € R.

2

Nadr vi opskriver standard kriteriet for kontinuitet (1},

benytter vi ikke det formelle sprog L. Det er imidlertid ikke .

‘svert at "oversatte" (1) til sproget L:
(3)  RE=(Ve€R,) (36€ B, (VXE Dm(£)) (|x-%,[< 6= [£(x)-£(x,) ] < €)

ISymbolet = (kaldet turnstile) refererer til den helt pracise

sandheds-definition, der er pakravet, ndr der skal fgres bevis
for transfer—pfincippet og andre satninger om begrebet sandhed.
"RE=" kan lases "fgplgende satning er sand i R".

Nar satningen stjernes, skal alle symboler for konstanter

erstattes med symboler for de tilvarende standard elementer i

*R. Transfer-princippet giver s&, at satningen .er sand i *R:

"(4) . "RE=(ve € *R,) (35°€ *R,) (VX € *Dm(f))

(M xr=*x, {*;'5_-*] *f(x) %= *£(*x, ) [ *< €)
Sadvanligvis droppes langt de fleste stjerner dog. Dels vil det
ofte fremgd af sammenhangen, hvilket univers man befinder sig ‘i,
dels ved man p& grund af transfer-princippet, at funktioner -og
relationer har samme egenskaber som deres stjerne-udvidelser, og

{4) skrives .

derfor sdledes:
*=(Ve € *R,) (36 € *R,) (VX € *Dm(£) ) (|x-x,} <6= [£(x)=£(x,;)] <&)

For at fa vesentlige oplysninger vil det ofte vare ngdven-
digt ikke at stjerne hele satningen. For eksempel har vi i

ovenstdende bevis for (1) = (2) i princippet stjernet (3) delvist:
(5) VEER, 365€ R,: *=(vx € *Dm(£)) ([x~x,]<6= |£(x)-F(x,) |<e)

De kvantorer, der er "holdt udenfor”, tilhgrer hverken L eller
*L , (5) skal derfor lases: "Hver gang vi har et

positivt, reelt tal ¢ , kan vi finde et positivt, reelt




talrd, sdledes at de til €& og § svarende ®L-symboler indsat
i den pagazldende satning ger den sand i ;E." Der star altsi
én setning for ethvert positivt, reelt tal e, og da der fin-.
des en del af disse, md (5) siges at vare en grundigt for-

taettet skrivemide.

Af laselighedshensyn kan det dog ofte vare fordelagtigt at

vi ofte

[

udtrykke sig pd mere javnt matematisk. Fremover vi
gore, som vi gjorde ovenfor i forbindelse med kontinuitetsbe-
viset: lade det vare underforstdet, at de satninger, der

overferes, kunne vare udtrykt:i de formelle sprog L og ¥%L.
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II.2. Differentiabilitet.

At. funktionen f har differentialkvotienten a i punktet x,

kan formuleres standard ved

. _ -
(6) . V¥e>0 36>0 vx € Dm(f): (x* Xp A | X=X, |<6)=> f(x))(_)f((x ) _al<e
]
Sammenlignes med (1) - kontinuitetskriteriet - og dennes ikke-

standard formulering, fas umiddelbart

(7) VX E*Dm(f): (x*)g7 A xmxo)-e (%}ma
]

som ikke-standard akvivalenten til (§).
Det er nu oplagt, at hvis der findes et reelt tal a, som
ggr (7) sand, s& vil a ogsi opfylde

(8) vdx € *R: (dx* 0 A dxs 0) = st(ﬁiﬁmlﬂ%%:ﬁli&l} =a

Omvendt vil (7) vare opfyldt, hvis (8) er opfyldt. I overens-

stemmelse med normal terminologi kan vi altsd skrive

' _ f (x+dx) -f (x)

Som antydet pd side 27 kan dette udtryk for f' vare ganske
handy, hvilket ogs3 vil fremgd af afsnit II.5, hvor vi blandt

andet beviser kadereglen.
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Dl.j. Ligelig kontinuitet.

Om denne funktion galder, at

Kontinuitet af funktionen f i hele Dm(f) kan formuleres

vne€ N: f(——z— =~1 A f_2—)=l
. (4n-1)n (4n-3)m
standard pA denne made: :

folgelig vil det. lde for den udvidede funktion, blot
(9) . vx€Dm(f) Ve>0 3650 vx' € Dm(£) : |x-x'| <6 |£(x)~£(x')] <c. . °9 telgellg vil det samme galde for den udvidede funktion. blo

kan n lebe over *H. Valger vi nu et w,€ *N~H, vil der bade

2 2 2 2 _
galde, at (du,-3) n ~>(4wo_1)" og at f((4u°_3)“)-f((4w°_l)“) =2,

(10)  vx e Dm(f) V'€ *Dm(f): xax' = £(x) = £(x') : . Funktionsverdierne kan altsa vare ikke-zkvivalente, selv om

Det fglger umiddelbart, at ikke-standard formuleringen heraf er

x-vardierne er akvivalente. Det hznger sammen med, at vi ved

Med andre ord, funktionen er kontinuert, hvis vi er sikre pi, - at stjerne Dm(f) fir elementer med, som ikke er akvivalente

at funktionsverdierne kun andrer sig infinitésimalt, nar vi med noget element i Dm(f). i dette tilfzlde de positive

fjerner os uendelig lidt fra et standard punkt. Understreg- infinitesimaler. Dette forer. frem til nogle mere generelle

ningen motiveres af ikke-standard kriteriet for ligelig kon- betragtninger,.nemlig‘oﬁkring begrebet kompakthed

tinuitet.
Standard kriteriet for ligelig kontinuitet er:
(11) Vve>0 36>0 VX E Dm(f) Qx'e Dm(f):[x-x'|<§-|f(¥)-f§x')l<;
og ikke-standard zkvivalenten ser sdledes ud:
(12) VX € *Dm(f) vVx' € *Dm(f): xmx' =» £(x)~ £(x") .

Sammenlign med -(9) og (10), Beviset for (11) e« (12) er ukompliceret,

og udelades her.

Hvordan kan en funktion vare kontinuert uden at vare ligelig

kontinuert? Lad os se pd funktionen f:R,- R, hvor f(x) = sin(1/x).



IE.4.“KomQakthed.

. -

Lad os betragte mengder K-cR, som opfylder kriteriet

{(13) Vx € *K 3x' € K: xw~x'

Havde'Dﬁ(f) i ovenstdende eksempel opfyiai dette, var vi ved
stjerﬁe—udvidelsen hg#jst kommet uendelig lidt vak fra punkterne
i Dm(f). Mmngder, der opfylder (13), er sdledes ien vis forstand
afsluttede, og de md ogsd ngdvendigvis vare begransede. Hvis

en mengde K ikke er begranset i B, sd vil *K ikke vare be-
granset i'*n, hvilket igen bevirker, at *K md indeholde uende-
ligt store tal, der jo ikke er akvivalente med noget reelt tal.
Rent faktisk er (13) ikke-standard kriteriet for kompakthed!

Da kompakthed er et topologisk begreb, m& vi for at bevise
zkvivalensen mellem standard og ikke-standard kriteriet for
kompakthed helt cenerelt, tage relationen = op til vurdering
i en generel, topologisk sammenhang. Mere precist skal
vi have defineret ~ ved hj®lp af &bne omegne, der er det grund-
laggende begreb i topologi.

De &bne omegne, der hidtil har ligget underforstdet, er 3bne
intervaller - ogsd kaldet §-omegne. Lader vi A(0) betegne
mengden af 4bne intervaller om nul, si kan mengden af

infinitesimaler skrives slledes:
n{*ml MEA(O)}
1S

Med de &bne intervaller kan vi snerpe vilkdrligt meget sammen
om nul, og infinitesimalerne er dermed de eneste elementer, der
er med i alle de stjernede &bne intervaller. Omvendt vil enhver

infinitesimal tilh¢re alle de stjernede omegne.
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Tilsvarende kan vi definere infinitesimale omegne, kaldet

monader og betegnet med y, om vilkarlige standard tal x:

(14)  u(x) = n {*M

M€A(x)}

og to endelige (hyperreelle) tal er @kvivalente, hvis:. og kun
hvis der findes en monade, hvori de begge ligger. Dette for-
tzller ikke andet om uendeligt store tal, end at de ikke er

@kvivalente med noget endeligt tal, men det er ogsi nok.

Vi kan med definitionen (14) lg¢srive os fuldstendigt fra R
og dbne intervaller, og de fglgende betragtninger gazlder helt
generelt for topologiske rum, hvor s~ via (14) har féet den

gnskede generelle definition.

Standard kriteriet for kompakthed af en mangde K er:

(15) U4 af enhver overdakning af K med &bne mengder kan der

plukkes endeligt mange dbne mangder, der dakker hele K.
Mens ikke-standard kriteriet lgd
{16) Vx € *K 3Ix'€ K: x~x"'
(15)= (16) : Lad K opfylde (15) og lad p€ *K. Vi skal s& vise, at
3g € K: p£ u{q)

Det skal fgre til en modstrid at antage det modsatte:

vq €EK: p€ n {*M

M€ A(q)} =u(q)
hvilket hermed antages. Der md derfor for alle g i K

findes mindst &n &ben omegn G(g), hvor p € 2G(g). Det

er klart, at

U G(g)
-1 4

er en aben overdakning af K. Da K opfylder (15) kan

herudaf plukke et endeligt antal omegne, der dakker K,



(16) = (15} :

det vil sige, at vi kan finde q,, q,, ..., 4, sS4
vk EK: Xx€G(q,) vX€EGI(q,) v...vxEG(q,)
Stjernet far vi, idet p € *K, at
pE€ *G(q,) v pEl *Glgq,) v .. .Pv PE *G(g,)
og dette er i modstrid med valget af de &bne maengder G.
Lad K opfylde (16). Vi skal bevise at K opfylder, at

Ud af enhver aben overdaknin af K kan der plukkes .

en endelig overdzkning.

vi vil i stedet fgre det til en modstrid at antage

det modsatte; vi antager altsd, at

Der findes en &ben overdazkning 6 af K, hvorudaf.
der ikke kan plukkes et endeligt antal &bne

mengder, der dakker K.
Hvis G, €6, G, €6, ..., G, €6, s& galder hermed, at

3p€K: peG,AapPdG,A... Ap€G,

. t
ellers ville G, UG,V ... UG, vare en aben overdakning

af K. Vi kan nu definere en relation 2 ved
t oa={(X,y) | X€E6 Ay €EKAy(Q X}

At omegnen G € & stdr i relation til et punkt ‘i K be-
tyder, at punktet ligger i K, men udenfor G.

Alle omegnene i 6@ stdr i relation til (mere end et)
element i K, s3 Dm(a) =6. For et endeligt antal mang-
der 1 & kan vi ifglge t altid finde et punkt i K, som
stdr i relation til dem alle. Dermed er 2 concurrent‘.

Concurrence satningen giver os da et p€ *U, hvor

YGEG: (*G,p) € *x
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Da 1 c6xK er *r1c *6x*K, sd p€ *K. For alle G€ 6 galder
VXEK: (G,Xx) €Er =» x¢G

Ved at stjerne slutter vi, at for alle G€ 6 galder p¢ *G.
Men da K opfylder (16) og pe *K, si findes et qe& K, hvor
p~gq. Det kan ogsd udtrykkes ved p€ pu(q). Da 6 er en
dben overdakning af K, findes der i 6 en &ben omegn

G(g), ‘der indeholder gq. Vi har dermed

pe€ulqg) = n{*M M€ A(q)}S#G(q)

altsd at p€ *G(q), mens dette jo netop ikke var til--

feldet for noget G€ &. Modstriden er etableret.

Efter denne mundfuld gir vi over til den mere bevistekniske

anvendelse af ikke-standard metoder, -



.

III.5. Standard satninger bevist med ikke-standard metoder.

For at benytte alle de navnte ikke-standard formuleringer
har vi valgt at referere ikke-standard beviserne for felgende

tre setninger.

a) Kadereglen.
b) Intervallet {a;b]lc R er kompakt.

c) Kontinuitet pa kompakt mengde medf¢rer ligelig kontinuitet.

a) Hvis p(x) = f(g(xn), hvor g er differentiabel i x,, og f er

Bevis. Lad dx+ 0 og dx=~ 0. Vi har da

g{xg odx))(-g(xn) =g'(x4)+a

hvor a er en given infinitesimal. Omformet féas
t gix,+dx) = g(x,) + g'(x,)dx + adx

Lad nu dx' =g'(x,)dx +adx~0. Dette giver, at

f(g(xo*dx)) f(g(x°)+g'(x°)dx+ adx)

f(g (x,) + dx')
=f(g(xo)) + f! (g(xo ))dx' +8dx*

hvor 8 er en given infinitesimal. Dette opnds ved at
udnytte differentiabiliteten af £, pd samme mide som
differentiabiliteten af g udnyttedes. Nir differen-
tiabilitetskriteriet (10) omformes til +, s& bliver
forudsatningen dx * 0 overflgdig. Det exr heller ikke
tilfzldet ovenfor, at dx' altid vil vare forskellig

fra nul. Vi kan nu beregne tilvaksten af ¢ slledes:
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@ {x,+dx)-w(x,)

f(g(x°+dx)) - f(g (xo))

£ (g(xo))dx‘ +pdx"'

=f' (g(xo))(g'(xo)dx #adx)*ﬁ(g' (xo)dx+cdx)

Her optrader dx i alle led, og ved division med dx fés

@ (x,+dx) - (xg)
dx
= f! (g(xo)) g'ixy) + £' (g(xo))a +g' (x,)8 +af
ISE & (g(xo)) g'(x,)

Hermed er det g¢nskede resultat opndet. Bemark at der
kun er benyttet simple regneregler for infinitesimalerne.
Dette er muligt pd grund af t, der siger, at en differentiabel
funktion g er "nasten linear" i monaderne. Denne formulering

er meget simpel at anvende - ogsd ved beviserne for differen-

tialkvotienten af sum, produkt og kvotient mellem funktioner.

Bevis. Det lukkede interval [a;b] er defineret ved
{x €ER: asxs b}
Ved at stjerne finder man, at
*{a;b] = {xE *R: agxs b}

Lad x € *[a;b}. Vi skal finde et x'€[a;b}, hvor x=~ x'.

Da x er endelig, er st(x) veldefineret. Vi kan altsa
skrive x som st (x)+dx, hvor dx er en given infinitesimal.
Vi skal nu blot bevise, at st{x) € (a;b], og det indses
let, idet a sst(x)+dx sb. Selvom dx> 0, sd kan st (x)
ikke vare mindre end a, for si ville dx2 a-st(x) > 0, og
dx kan ikke vare stgrre end eller lig med noget reelt,
positivt tal. Tilsvarende fds, at st(x) sb, og vi har

dermed fundet det sg¢gte x', nemlig x' =st(x).
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Nogle vil miske undre sig over, at fuldstendigheden af R

Del IV. Riemann-integralet oz ordinzre differential--

slet ikke er navnt. Det skyldes, at fuldstzndigheden ligger ligninger i ikke-standard belysning.

gemt i, at det er muligt at tage standard delen af et endeligt

I det fglgende vises fogrst, hvorledes definitionen
hyperreelt tal, men det vender vi nzrmere tilbage til i del V. '

pd almindelig (Riemann-) integrabilitet kan gives en

elegant formulering ved hjelp af ikke-standard analysen.

B Dernest vises, hvorledes man p& basis af denne ikke-stan-
c)_Hvis_funktionen £ er defineret_oq_kontinuert pid_en_kompakt s ! P

P P LeA Ll IR 3 L4 PRA D P PPN - T Rk

4 int bilitet kan bevise forskellige
mengde K, sd er_f_ligelig_kontinuert. dard definition pd integrabl g

mrmde L m e e et rd Sl da i S aa =2

setninger vedrgrende integrabilitet og differentiallig-
‘Bevis. Lad x, x'€*K og X mx'. Vi skal vise, at f(x) s~ f(x').

. ninger.

Da K er kompakt, findes et t€ K, hvor xstax'. :

Da f er kontinuert, t€K, x~t og tmx', s& er I det fglgende er.f: [a3b] .~ R en begraznset funktion.
£(x) ~£(t) og £(t) mEf(x'), og dermed £(x) ~E(x") .- Da Leibniz ;ndf¢rte det\gengsg symbol for 1ntegralet,‘

I £(x)dx - ,

forstod han hermed en uendelig sum af produkter f(x)dx,
hvor dx er uendelig lille. I 1lkke-standard analysen .
tolkes integralet netop som en sidan uendelig sum. 1 det
f@lgende arbejdes siledes med intervalinddelinger {x;}

af [ajb]; hvor i lgber fra O til n, ne*N-N. n - betegnes
som *-endelig og {x;} som en '4endeligi1ntervalinddeling.

Endvidere skal naturligvis gazlde, at (xjs+1-x3)=0. Ikke-

standard analysen muliggg¢r, at disse intervalinddelinger,
hvor delintervallzngden er uendelig lille, kan behandles
(nzsten) som om der var tale om almindelige, endelige
intervalinddelinger, fordi n er gndelig set fra 1kk§-stan-

dard universet.

For at *-transformere standard-definitionen pi Riemann-
integrabilitet er det ngdvendigt at kvantorisere over
vilkirlige intervalinddelinger af [a;b], dvs. over
delmengder af R. Dermed bliver det i ikke-standard uni-
verset ngdvendigt at tale om vilkdrlige indre interval-
inddelinger.
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Distinktionen mellem indre og ydre mengder er -for
vanskelig til at den kan introduceres pd f.eks. gymnasie-
niveau. Dette problem er i Keislers lazrebog lgst pd fgl-
gende mide i1 forbindelse med integrabilitet:

Kelsler forudsaztter, at de funktioner, der skal inte-
greres, er kontinuerte. Han indfgrer en sikaldt endelig
Riemann-sum, hvor [a;b] deles i et antal stykker af samme
lzngde Ax, startende fra a og eventuelt sluttende med
et reststykke af lzngden mindre end ax. I delintervallet
[xi3x3+1] betragter Keisler kun funktionsvardien i
venstre endepunkt. Givet funktionen f og integrationsin-
tervallet, afhenger Riemann-summen sidledes kun af variab-
len ax.

Herefter kan Keisler indfgre en sdkaldt uendelig Rie-
mann-sum, hvor Ax ér uendelig 1ille. Det bygger pd en
*-endelig intervalinddeling, jf. ovenfor. Da den af

Keisler 1indfgrte Riemann-sum kun varierer med ax,

kan han opnd *-endelige intervalinddelinger. hvor n € *B -8
uden at kvantorisere over delmzngder. Keisler viser, at den
uendelige Riemann-sum altid vil vare endelig ., og at stan-
dard-delen af den er uafhangig af valget af infinitesi-

malen AX.

F%(x)dx kan da defineres som standard-delen af en sadan
a

uendelig Riemann-sum, for vilkarlig positiv infinitesimal Ax.

Herefter kan Keisler bevise de forskellige sztninger om
stapfunktion, sammenh®ng mellem integrabilitet og differen-

tiation m.v. Samtlige satninger etableres pad basis af ikke-
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standard-definitionen af integralet. Nu ville der ikke vare
noget forkert i at hive den tilsvarende standard-definition
ind et par gange, hvis det var nedvendigt for at klare nog-
le af beviserne. Men det er alﬁsé ikke nedvendigt, og

Keislers fremstilling viser, at hvis man i ovrigt kan accep-
tere infinitesimalerne, s3 far man en s®rdeles enkel og be-

hagelig indfering i den elementare analyse.

I det felgende antager vi - modsat Keisler - ikke at f er
kontinuert, men blot at f er begranset pd det lukkede in-
terval [a;b). Ferst sikrer vi os, at vores ikke-standard-
definition pa, hvorndr integralet eksisterer, er zkvivalent
med den sadvanlige definition pd eksistensen af Riemann-
integralet. Vi benytter en ikke-standard-definition, som
er tet pa (og ®zkvivalent med) den definition. som gives i
Stroyan og Luxemburg, 1976 (s.78), men som dog forekommer

os mere handterlig.

Dernzst viser vi, hvorledes nogle sztninger vedr. inte-
grabilitet og differentialligninger kan gives nogle - efter
vores mening - interessante ikke-standard beviser, som
kommer tzttere pd den intuitive opfattelse af tingene.

Den forste er en ngdvendig og tilstrazkkelig ikke-standard

betingelse for, at integralet eksisterer. Denne betingelse er

inspireret af den betingelse Riemann opstillede i sit
Habilitationsschrift om trigonometriske funktioner. Nar
ikke-standard betingelsen er opstillet, falder integrabili-
teten af kontinuerte funktioner ud som en umiddelbar kon-

sekvens.
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Den. anden satning.er eksistens og entydighedssztningen
for sazdvanlige differentialiigninger af 1. orden. Ikke-
standard beQiset gir en hel anden - og mere direkte - vej
end standard beviset. Af det vi har set, er det den an-
vendelse af ikke-standard analysen, vi synes er mest inter-
essant. -

Til sidst giver vi et - ligeledes ikke-standard.- bevis

for Lebesgues kriterium for Riemann-integrabilitet.

Lebesgues kriterium lyder, , at f er Riemann-integrabel,
netop ndr mangden af f's diskontinuitetspunkter er en nul-
mengde. En nulm@ngde er en mezngde der opfylder, at for
vilkarligt ¢€R4+ findes en tellelig foreningsmazngde .af abne
intervaller, som overdakker mangden og som. har en samlet

lzngde, der er mindre end e¢. Et standard-bevis for Le-

besgues kriterium gives f.eks. af Apostol (5.169 f).-

Det md siges, at vores ikke-standard bevis er svert, hvis-

man ikke er fortrolig med ikke-standard teknikken.-

.‘integralet.

’

IV.l. Transformation a tandard-definitione 4 Riemann-

Vi vil her opskrive standard-definitionen med (ferste or-

‘dens-) kvantorer, sdledes at vi kan "stjerne" definitionen

og f3 en passende ikke-standard-definition.

‘Standard—definitionen baseres pd endelig Riemann-summer, og .
vi vil her gere interval-inddelingen af.[a;b] finere ved

at lade den sterste tilladte langde af delintervallerne
blive mindre og mindre. (En anden standard-definition

kan gives ved at tage én intervalinddeling, og si tilfeje

nye endepunkter, s3d man far .en videre-inddeling. Disse to

- fremgangsmader forer til akvivalente definitioner, jf.

Apostol s.142 og 174).

Vi betegner en intervalinddeling af [a:b] med symbolet {x;!}.
Nér'(xi} bestdr ‘af n+l punkter fra {a:b] (n2l), har vi, .

at {xi}e[a;b]I“+1{ hvor §+:{i€l! O¢i<n} . Vi forlanger
naturligvis, at xo=a,.at xn?b, og at der for alle i‘galdér,

at X;<X;,q.

For en given {xi}'med n+l elementer skal vi betragte to in-

tervalinddelinger (y;} og {y/}, som har n elementer og

som for alle i€I, opfylder vy, .,y €l(x,:x, .1 . {y.} og fy :}
n [ i"7i+l i i

~er i evrigt vilkarlige.

I det folgende er ovenstdende przciseringer af {x;1},
{y,;} og {y;} underforstdede, cg vi skriver ax;<é-i ste-

det for Vie;n’x1+1‘x155 .




55

Riemann-integralet defineres s®dvanligvis i relation til
|s- If(yi)Axi‘, SER, (jf. f.eks. Apostol), men det er let

i€I, ] _
at se, at man fir samme klasse af integrable funktioner

 med udgangspunkt i ‘surmen e;lf(Y1)-f(Yé”~Ax1, AXi = Xitl =Xij
o i1€i, :

Vi har da, at f er Riemann-integrabel, netop nar:

(1) Vs€R+:36€R+:VnEN:V{xi}E[a:b§nﬁb{yi},{y{}E[a:blg‘

axi<s= I jElyp-fiyfaxg < e

i€I,
Nu er alt klar til at blive oversat til det formelle sprog,
og herefter "stjernet", blot mangler vi en overvejelse over
hvad vi mener med'symboletieggi ., Ai€R; Her er tale om
en funktion, som tilherer standard-universet og som fol-
gelig har en ikke-standard-udvidelse ligesom enhver anden

standard-funktion.

For ethvert n€B er _ Laj en afbildning fra RI" ina i m.

i€x,
Folgelig er den tilsvarende ikke-standard-funktion for

ethvert n€*N en afbildning af 4%In) ind i *R.

Fremover skriver vi altid I ogsd i1 ikke-standard uni-

verset, hvor In betyder mengden {iE‘lilsisn} , néE*m

Regneregler for ikke-standard-summation ma. hentes fra reg-
‘nereglerne for standard ditto. Vi skal bl.a. benytte,

at ndr I =I1'ul”, I'NI"=0 og I’ og I er irdre
mengder, si er i€§ai = ieiai + iGEai
Nir vi "stjerner" (1), udtrykt i det formelle sprog, far vi
en saztning, der handler om (indre) *-endelige intervalinddel-
inger. Vi er specielt interesserede i de intervalinddeling-
er, hvor antallet af elementer tilherer *N\N. Her far vi pa
den ene side de enskede uendelige intervalinddelinger, og
pa den anden side har vi styr pa dem, som folge af sammen-

hazngen mellem standard-universet og ikke-standard-universet.
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Ved *_-transformationen overferes pr&ciseringerne mht.

{xi}, {yi} og {yi} til nogle helt parallelle band. Trans-

formationen giver en satning omhandlende indre, *-endelige
jﬁtervalinddelinger. VDvs. vi far ikke nogéz at vide om
ﬁelt vilkdrlige,"*—endélige intervalinddelinger af {a:b]

- men det skal vi heller ikke bruge til noget.

Af (1) sluttes:

%n }V(y1},{y{}€‘&a:b11")

{2) Ve€R+:36€R+:‘hVn€*N:V(xi}€‘6a;b
AXjs & = i 'f(yi)-f(y{)LAxi < €
i€I,

Uligheden

i€
samtlige (indre) intervalinddelinger {x;}, hvor ax,=0,

2'(E(Yi)—f(y£)rAxi <e gelder blandt andet for
In

For alle sidanne intervalinddelinger siger (2), at for
alle €€R,, er summen numerisk mindre end €. Heraf felger,
at summen er infinitesimal. Dvs., hvis f opfylder standard-
definitionen (1), opfylder ikke-standard-udvidelsen af f

folgende ikke-standard -kriterium:

(3) VnE‘N:V(xi}€‘&a;b§“ﬂ:V(y1).(y{}€‘§a:b119

AX;=0 = E‘f(YL)—f(y{)rAxi =0.
€In

1

Vi skal nu vise, at man kan slutte den modsatte vej: hvis
udvidelsen af f opfylder (3), opfylder f standard-defini-
tionen (l). Vi slutter af (3), at:

(4) 36€'R+:Vn€‘N:V{xi}E*&a;b%+’V{y1},{y{)€‘ a;blla :

Axigs = L€ty -€ly)|ax; = 0.
i€l,

(5§ xan valges som et hvilket som helst positivt infinitesimal).
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.

Af (4) sluttes videre:

(5)Ve€R+:‘h36€‘R+:VnE‘!:V{xi}E‘Q;:bﬁ”;v(yi),(y{}G“a:b]Iﬂ :

Axjgb - - le(Yi)—f(y{)}Axi < ‘g
i€I, .

Ved at fjerne stjernerne i (5) er .vi tilbage til en formule-
ring svarende til (l). Dvs.nar f er en begranset standard-
funktion defineret pd det lukkede interval {a;bl, er den
Riemann-integrabel netop nar ikke-standard-udvidelsen af £

opfylder ikke standard-kriteriet (3).

Fra nu af skriver vi ¥ {x;}.{ys}.{y{} i stedet for
VnE'N:V{xi}€*ka:b11"*a:V{yi),(yi)G‘ﬁé;b]I“)

Vi vil ogsd lade det vare underforstéef, at de *-endelige
intervalinddelinger, vi. omtaler, er indre mengder.
Integrabilitets-definitionen (eller kriteriet om man vil)

i ikke-standard-universet kan da skrives pa felgende .kor-

tere made:

<

ar f er en begrznset standard-funktion defineret pi det
lukkede interval [a;b] , er f Riemann-integrabel netop nar

ikke-standard-udvidelsen af f opfylder felgende:

(6) vixi},{yit.{y{l: ax;=0 = Zif(y{)-f(y{)-Axi = 0.
. . 1€In -
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IV.2. En ngdvendig og tilstrekkelig integrabilitets-

. betingelse f. Riemann.

' f er stadigvak forudsat at vare en begranset standard-
_funktion defineret pa [a;b].

"vi vil vise at ikke-standard-kriteriet for integrabilitet
-'er opfyldt, netop nar udvidelsen af f opfylder felgende:

) For ethvert positivt reelt o skal der galde:

For alle {x;},{y;} og {y{}. = 8x;20, skal totallzngden

af de delintervaller [xi;xi+1], hvori der findes -

Y; og yi, sa If(yi)—f(y£)|>c, vare infinitesimal.

(Totallengden af de uendeligt korte intervaller
defineres nedenfor).

Vi viser i det fglgende, at nir dette er opfyldt,

kan der ses bort fra bidragene til summen
Z}f(yi)—f(y{)'Axi; fra de delintervaller, hvor funktions-
i€I,.

udsvinget er stort (fordi f er begranset). Samtidig er
"ubéhégelighederne" fra de resterende delintervaller ogsd
ubetydelig, da betingelsen galder for. alle pbsitive, reel-
le 0. Den samme opdeling i "store" og "smd" diskontinui-
teter benyttes i Apostols standard bevis for Lebesgues

kriterium (Apostol, s.169 f).

Bevis:

Givet en vilkarlig {x;}, Ax;=0, med indexmzngde I,,,

(n€*N) og givet vilkadrlige {y;} og {y{}. For vilkar-

ligt 0€R+ defineres folgende indexmangde:
Ig = {iEIn||f(y1)¢f(y{)|}o)
Da I kan defineres i det formelle sprog., og da I, er en

delmengde af I, der selv er indre, er Ic en indre mengde.

Det samme gzlder In\Ic.
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For vilkarlig o€R, kan vi-derfor -tillade os felgende
omskrivning (jf£. s.54):

i€

zlf(yt)-fxy{)f4x1= I etvar-eyd)-axg+
I, i€1g i

e (va) -£ Gy fraxg
€I NI

Ved "totallzngden" i (7) forstdr vi J Ax;. Summen afhanger
]
ikke blot af {x;}, men ogsd af {y;}og {y{} (jf. defini-

tionen pd Ig).

Vi antager, at udvidelsen af f opfylder (6), og betragter

vilkarlige {x;},{y;}, {ly;}, 8x;=0. For givet O€R, fas:

g Yax; s Z‘f(yi)-f(y{)-oxi
i€ i€ig

Som folge af (6), er hejresiden infinitesimal, og derfcr

md ]Ax; vare infinitesimal for alle {x;}, {ax;=0), da 040,
i€lg

Da uligheden gzlder for vilk3rlig c€R,_ fads (6)=(7).

vi antager at udvidelsen af f opfylder (7), og betragter

vilkarlige {x;}.{y;}.{yf}, 8x;=0. For givet o€R, fas:

) F(yi)—f(y{ﬂ-Axi+ Z‘f(yi)—f(yi)rAxis 2M-Jax; + o(b-a)
1€I, i€InN\Ig i€I,

MER, er en ovre grense for standard-funktionen [f(x) , og

dermed ogsa for ikke-standard-udvidelsen .

som felge af, at (7) er opfyldt, er M:Jax;=0.
i€1,

Da uligheden galder for vilkdrlig J€R, fds:

VOER,: {[f(yi)-f(yiw-Axi < €{g) + a(b-a) , hvor e(g)=0,
i€In

hvilket kun kan galde, hvis Zlf(yi)—f(y{ﬂ-Axizo. Dvs. . (Tm(6).
i€I,

Vi har altsi, at f er integrabel, netop nar:

(8) VoER,:V{x;)ly;},ly{}:8%,=0 = ie;gxi=0.
. . I N a

Heraf folger som et specialtilf=lde, at nar £ er kontinuert
er £ integrabel. For nar f er kontinuert pd det lukkede in-
terval [a;b] er f ligelig kontinuert, og for udvidelsen af f
har vi, at y;=y] = fly;)=f(y;) (jf. s.41). hvoraf folger,

at jJax; =0 for alle O€R,.
i€lg

Af ovenstiende (jf. ogsi omtalen af Keislers indfgring
af integralet) kan let udledes, at nir f er kontinuert,

har vi for en vilkérlig {x;), x=0, at:

§°)] Ja f{x)ix = st( X'f(xi)Axi)
b 1€T,
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IV.3. Bev for eksistensen af sninger til ordinzre

differentialligninger af 1. orden.

I dette afsnit vil vi give et ikke-standard bevis for

felgende satning:

Antag at den reelle funktion f er kontinuert i
rektanglet R = [x,;x,+alx[y,-b;y,+b].

Da har differentialligningen

(1) y'(x) =f(x,y(x)), y{x,) = vy

mindst én lesning pd intervallet [x,:x,+cl.
Konstanten ¢ er givet ved c= min(a,g), hvor M er

M
en gvre granse for lf(x,y)'.i'R.

Valget af ¢ ha@nger sammen med den information selve diffe-
rentialligningen giver.'Den maksimale haldning grafen for en
eventuel lgsning kan have er M, den mindste haldning-er -M.
Derfor er vi pd forhdnd sikret, at.den funktion, vi skal lede

efter, ligger mellem disse to linier:

Y - A Y = ¥, tM(x-x,)

N

Tilfalde 1: a< g, d.v.s.

R=I[x,5x,+a,)xly,-bsy,+b].

. b
Tilfalde 2: g<a, d.v.s.

_______________________ R =% ixg+ D1x(y,-biyo+bl.

Yo~bt-=----

J R it Tttt |

1
1 - .
| Y N E

L L e

=

X,

b
o Xt Xo tay

+
o

.
Hvis nu b er sd lille {(eller a er sd stor), at disse linier
forsvinder ovenud henholdsvis nedenud af R, sd kan en eventuel

1¢sning ogsd finde pA at g¢re dette - med mindre altsd at vi

indskranker rektanglet i x-retningen som foreskrevet.
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NAr eksistensbeviset skal gennemfgres, er det bekvemt at

omskrive differentialligningen (1) til

X

(2) y(x) =¥ +}f(sry(s))ds, x€ [xg5x5¢c].
Xy

Der galder nemlig, at
(3) ® er 1lgsning til (1) = ® er Ivsning til (2)

I standard beviser spiller (2) en' dobbeltrolle. Dels benyt-

tes udtrykket som ide til konstruktion af en funktionsfglge:

(4) Yo {(x)

[}

Yo

- X
y,(x) = yo¢If(s,y°(s))ds‘.
Xq

b
ynix) = yy*}f(s,yn_,(s))ds
X, -

dels er det (2), der ved hjalp af (3) bruges til at vise, at
gransefunktionen opfylder differentialligningen. Ferst skal
funktionsfeglgen naturligvis bevises at vare konvergent med.

kontinuert granéefunktion. For detaljer, se f.eks. Braun 1982.

Et ikke-standard bevis kan med fordel tage‘mere direkte
fat i den information selve differéntialligningen*giver.
Haldningen af den mulige l1l¢sning kendes nemlig-i (x,,y,). Ved
at gd et lille stykke i denne retning, kan man ikke nd at
fjerne sig s®rligt meget fra lgsningen. Den er jo differenti-
abel, og den kan dermed tilnzrmes med en linear funktion i en
tilpas lille omegn om det pagadende punkt. Efter at have gdet
dette lille stykke fremad "justeres" hazldningen ved at udregne -
funktionsverdien af f i det punkt, man er ndet til. Med denne

haldning fortsattes et lille'stykke fremad og sa fremdeles.




.Metoden kaldes Euler-metoden, og det er den simplest mulige

"datamaskine-l¢sning" til differentialligningen (1}.
Analytisk kan Euler-tilnzrmelsen skrives sdledes:

(5)  ©ln,x4) =y,

¢o(n,x) = woln,x) +f(x3,0n,x3})-(x-x;3),

i i+1
hvor x€ [x°+ﬁc;x°+ a

c] = [xy;x3+1), 120,1,2,...,n-1

En grafisk fortolkning kan muligvis lette fordgjelsen af

dette udtryk. Her er n=11.

Y

+

X
X Xg*C

En eventuel lpsning til (1) s@ges altsd tilnzrmet ved en
stykkevis linezr, kontinuert funktion ¢ givet ved (5). Da
9{(n,x) er udtrykt i standard universets sprog, er det muligt
at udvide ¢ naturlig ved at lade n€ *W og x€ *[x,;x,+c].
Lader vi ydermere w € *N~N, s& vil *¢(w ,x) vare en "uendelig
fin" Euler-tilnarmelse. PAstanden er nu ganske simpelt, at

funktionen

(6} Q(x) = st(*w(u ,xo . Xx€ [xy;3;x,+c]. (Kun for standard x).

I) er veldefineret.
II) er kontinuert.

II) opfylder (2}.

S

Hvis disse tre punkter kan bevises, har vi konstrueret en -
lgsning til differentialligningen (1).

Fgrst skal det bemzrkes, at det er vigtigt at f& define-

ret en standard funktion, altsd at definitiénen (6) kun
galder for standard x, og at funktionsvardierne er reelle
tal. For det forste er det en standard funktion, der s¢ges.i
For det andet ville funktionen defineret som (6), men over
hele *(x,;x,+c] vare ubehagelig, da den ikke ngdvendigvis
ville vere indre. Et infinitesimal mikroskop rettet mod et

vilkarligt punkt pd grafen ville give felgende billede:

Y

¥

Xo

Den givne definition er den eneste mulighed for at over-
fore den uendelige intervalinddeling til standard universet.
Afstjerning af *¢© vil jo blot give en endelig Euler-tilnarm-
else, javnfgr (5). Efter alle disse overvejelser kan vi

starte beviset.

ad. I) Et standard bevis matte her gd ud p& at vise konver-
gensen af Euler-tiln®rmelserne. Her kan vi klare os ulige
meget nemmere, idet det er tilstrazkkeligt, at *yp(w ,x) er
endelig i standard intervallet.

Vi kan nemt konstatere, at

(7) VneE® vx,x' € [x,ix,+cl: |on,x)-0oln,x')| s M{x-x"'] sMc

Her stdr blot, at alle Euler-tilnazrmelserne er klemt inde
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mellem to linier, analogt med situationen p# figuren side 65. At.

det forholder sig sdledes, skyldes at der hgjst kan forekomme
haldninger med numerisk vaerdi M. Udsagnet kan stjernes direkte,
og for alle n€ *N vil *p(n,x) ligge klemt inde, specielt er

*o(w ,x) endelig for alle x i intervallet. Sadan!

ad II) Kontinuiteten af ® er heller. ikke sver at vise.

Per definition . (6) galder for standard x, at
l(8) o{x) ~ *o(w ,X) .
Herved‘fés for standard x og standard x', at
jo(x)=0(x") ] = [*o(w ,x)-*@(w ,x")+p]
$l*o(w ,x)-*e(w ,x")| + {ul -
hvor u er en given infinitesimal. Vved at étjerﬁe (7) fas, at
fo(x)-0(x") | sM|x-x"']+ |u]

men da alle involverede stgrrelser pdnar infinitesimalen u
er standard tal,,K kan vi ved uligheden se bort fra u. Da kan
vi benytte et normalt ¢-6-arqument for kontinuiteten af 9.

Givet et ¢ € R, sattes & =§ﬁ, hvorved det indses, at
¥x, X' €[x,5x+c]: [x-x'| <6 = 1O(x)}-0(x") ! < ¢

og kontinuiteten (endda ligeliqg kontinuitet) er bevist.
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ad II) Vi skal her vise, at

X
(9) o(x) = YQ +llf(5'°(s))ds

0

og beviset feres ved at betragte summer - fgrst endelige,
s& uendelige, for til sidst at benytte sammenh&ngen mellem
uendelig summation og integral jvf. side 59.

om ¢ galder naﬁurligvis (3vE. (5)) -

(10)  win,x5) =¥ =iéI£w(n,xi+1)-w(n,xi)), hvor .1s$jsn

altsd at azndringen i funktionsvardien fra x, til x4 er lig
med summen af @ndringer -i delintervallerne frem til og

med ]xj;l;xj]. Fra definition (5) finder vi videre

0N, xj41) ~0(n,x1) = £0xg,0(n,x1)) (X141=%3)

for alle i€ 1.
som indsat i (10) giver

oin,x;) =y, + I £(x,;,0(n,x;))ax
3 Ye 1€1; . i’ 71 .

idet ax; =%,y =X er konstant og derfor blot betegnes;Ax.
Dettée kan uden videre stijernes, og med n=w fas

= * *
(11} *ofw,xy) 7y°+i§ij(x§. ©lw,x;))ax.
For at f4 dette overfert til ® mid vi analysere forskellen
mellem *@(w,x) og *®{x) i hele *-intervallet *{x;;cl.

Da ® er kontinuert, gzlder
*Q (x) ~*® (st(x))
pr. definition (6) galder

*Q (st (x)) ~*0(w,st(x))
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*o(w,st(x)) ~*¢(w,x) . Vi kan nu af (13) se, at

og alt i alt giver de tre akvivalenser, at

*Q(xX)m Y, + = *f(x,*0(X))ox
) 1€y
(12). *@(x) » *@(w,x), X € “[xo,c].

For standard x er ?0&{x) standard, og standard-delen af den
Funktionen f er kontinuert pd et kompakte interval, nemlig = -

uendelige Riemann-sum er lig med integralet over det pldgald-
rektanglet R, og f er dermed ligelig kontinuert. Ifplge (7)

i ende interval, se side 59. Det ¢nskede resultat er hermed
vil bade (x,‘o(x» og (x,*w(w,x)\ holde sig inden for *R,
7 opndet, nemlig

ndr x € *[x,;c], og da de to punkter:ifglge (12) tillige vil

X

ligge uendelig tat, féds .
¢(x) =y, + {f(s,¥(s))ds

*E(X,*0(X) )™ *£(x,*0(w, X)), ndr x€*(x,:c]. *e

For x =x, kan dette formuleres sdledes for alle ig I,:

-

*f(xi,*w(w,xt)) e'f(xi,*O(xi))+ £ hvor zlfvo

1'
Dette indsattes i (1l), og idet j valges, sa Xymx, fAr man

ved hjalp af (12) foelgende:

A%

{13) *¢(x)~*®(x1)~ *oluw,xg3) = Yo+t T *f(x ,*$(x ))ax+ = £
i€l 1 i i

. Iy
j lely
Det sidste led pd yderste hojreflej skulle gerne vare infini-
tesimalt, men da der er tale om en uendelig sum af infinite-
simaler, kraves der et argument. Hertil betragtes mangden af

(ikke-standard) ¢vre granser for alle [e;|, i€ I,:
G={6€E*R | vigI,: fe | <6}

G er sdledes klart en indre mangde, der indeholder samtlige
positive ikke-infinitesimale tal. Derfor md& G ogsd indeholde
en infinitesimal e, der alts3 er en uendelig lille e¢vre granse
for |g;|'erne:

= cIAx' s = }e‘le < e(.z Ax) = E{X -X,) =~ 0
iely i€y iely 3



IV.%, #kvivalensen med Lebesgues integrabilitets-

kriterium.

Med D betegnes mengden af f’'s diskontinuitetspunkter pad [a:bl.

og med m(D)=0 menes, at D er en nulmengde.

Vi skal vise at ovenstdende ikke-standard kriterium (8) er

@kvivalent med (standard-) kriteriet m(D)=0.

Vi har, at

D = {xe[a;b]|aoen+:Vh€R+:ay,y'e[x-h;x+h]:lf(_y)—f(y'y|>o).
= unb, .. hvor
reEN /x )
D1&= (xE[a;b]'Vh€R+:3y,y’€[x-h;x+h]:lf(y)—f(y')i>l/r}.'

pa UD y, er en tellelig foreningsmengde, har vi
réEN . '

m(D) =0 e Yr€EN: m(D,k)=0,‘
hvilket igen er ensbetydende med, at
(9) Vo€R_:m(Dg)=0,

hvor Dg er defineret .parallelt med D‘/i

Vi vil nu vise (8)=(9) ved en argumentation indenfor standard-
universet. hvor vi som et vesentligt skridt viser

inklusionen:

Dg‘gv(xi}U_(leg[xi:xi+1])
i€lo

Den omvendte implikation (9)=(8) viser vi ved en argumenta-
tion indenfor ikke-standard universet, hvor det cen-

trale er at vise en anden inklusion:

Vu(x), -
i€1g x€Dg

hvor p (x) for reelle x i [a:b] defineres ved

uix) = {x+¢| €¢=~0} .
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{8)=(9):

Vi antager, at udvidelsen af f opfylder (8), og betragtef

et vilkarligt o€R,. Vi skal da vise, at m(Dg) =0.

Fgrste trin er at vise f¢1gende'1nklusion indenfor
standard universet: Nar {x;} er en vilkdrlig endelig
intervalinddeling, findes der {y;} og {yi}, sa:
D < {x;}.v (: ulx, :x f
i i€1g f i+l )J
hvor Ic indenfér standard universet for givne endelige

{xj},{y;i} .og {y{} er indexmzngden (i(In,1f(yi)_f(yix>c}’ nenw.

Lad {y;} og {y;} vere valgt, si de g¢r.Id stgrst mulig,
dvs. valgt si de opfylder:

VieInc[(az:zle[xl;xi+1]§|f(2)-f(z’)|>c)-|f(yi)-f(y;)|>c]

Antag x€Dg. Nar x ¢ {xi}; tilherer det et abent inter;

val Jx;:x;4;[0. Som foelge af definitionen pa Dy, -kan vi
velge et h€R,_, si [x-h;x+h] S Jxy5x3430 , samtidig med,
at [x-h;x+h] ' indeholder "ubehagelige” z 0g z’. Det sikrer i€l

og dermed x€ Ulx ;x,,,]. Dvs. x€{x.} U(, . V-
1€l¢ D17l ‘ iegéxi’xi+l]} .

Neste trin er oversazttelsen af . (8) til standard universet;

Ved en argumentation, der forleber helt parallelt til ar-
gumentationen i.forbindelse med transformationen af defi-
nitionen pd Riemann-integrabilitet (s.55f) . kan vi 1 {8)
"fjerne stjerrerne" og fi fplgende oplysning

om vilkirlige endelige intervalinddelinger:
V€€R+:36€R+:V{xi),(yi},(yi

}:Ax <8 - Jox; ¢

i€lg



w

" 'Ovenstdende gzldér ogsd for {y,} og {y;} valgt som ovenfor

i forbindelse med inklusionen Dg g {x.} v ( uIx, 3%, .1
t 1€I, + A/
o o ¢
Heraf sluttes, at for vilkdrlig e€R, har Dg en endelig
overdzkning af é@né intervaller, hvis samlede lzngde er

mindre end €. Dvs. m(D°)=O.

b . . .
2 argumentationen er gyldig for vilkarlig c€R+,_fés (8)=(9) .

(9)=(8) :
Det antages, at f opfylder (9); dvs. Vc€R+:m(Dc)=0-

Vi betragter et givet ¢, og skal da vise, at for

vilkarlige {x;},{y;} og {yi};6%;=0, er ie%Axi=O.:
-- -]

Vi viser fgrst, at for vilkérlige {x3},(y;},{yi},6%;=0 gelder:

urixisxi+rl € Uui(x).
1€I4 x€Dy

Det er tilstrakkeligt at vise, at nar vi har et vilkarligt
interval [xi:xj+1). hvor i€I_,, gelder st.(x;) €D;. At dette

gzlder, ses pd fglgende mide:

NAr i€I4 har st(xi) "ubehagelige" y 0g vy’ i infinitesimal
nzrhed, dvs.:
ayiE{yi}:ay{E(y{}:y;=y{=st(xi)A|f{yi}—f(y{)izo
3
vh€R+:amdy{€'[st(xi)-h;st(xi)*h]:\f(yi)—f(y{)izc
‘ »
vh€R+:axdyfe[st(xi)—h;st(xi)+h]:|f(yi)—f(y1)|>o

3
st(xy)€Dg

ps £ opfylder (9), findes for vilkarligt c€R, en tellelig

overdzkning M. af D,., hvor M= vimag-1;m2il, E(mzi-“21-1)<€-
i€N i€EN
Vi danner mangden U*Imy; _y:imy; [, og har da for vilkarlige
1€EN
{x;}. {ysii. {y{},0%;=0:

U* [x;:x541) € Vulx) ¢ U*lmpi-1:masf
1€lg x€Dg i€N

fordi nar x€lmy; _psmy; L er p(x)e* Imy; _yimoy (-



Af ‘E(m ~m,, ) <€

e "2iTM2a-1

f&s ved *-transformation, at  J(m,,-m,, ,) <e.
ie*N

Da U*lm,, _,;m,, [ = U*lm sm. . [
1eN 2i-13%"24 1e*N 24-1972i4

fas u*lx, 3x,.4) € u*im,, .q3moy [
1elq X143 %441 1e» 2113024

Her er begge indeksmengder indre, og vi kan 'sammenligne ik-

ke-standard summationerne af de tilsvarende lzngder og fi:

jax, < (b, -myy_4) <€ .
relatE eof (PR

Da uligheden galder for vilkarligt €€R,, sluttes, at

TOei1-%5)=0."
i€ly

Da dette gelder for vilkdrligt o, sluttes at (9)=(8).
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Del V. Vurdering af perspektiver ved ikke-standard analyse.

At infinitesimalerne lange madtte leve en forhutlet
tilvarelse i eksil i fysikernes verden, giver dem - og dermed

ikke-standard analysen - en vis historisk betinget sympati.

- Den er dog ikke tilstrazkkelig til at f& alle matematikere til

at hoppe af begejstring for de smd krybs genfegdsel; Dertil

skal der mere matematisk k¢d pd bordet. Noget af dette ked

mener vi at kunne hente i del Il og IV.

De simple formuleringer af kriterierne for-kontinuitet,
differentiabilitet og kompakthed springer abenlyst i ¢jnene.
Ikke alene er de fuldt ud pi& hpjde med. de tradi-
tionelle formuleringer/definitioner, de er ogsd intuitivt
tiltalende og lette at anvende. Sdledes bliver for egsempel

beviset for kadereglen reduceret til ren og skar brug af

simple regneregler.

Beviser for 'lidt mere .indviklede satninger kan det
ogsa vare vard St prove ikke-standard krafter med. Be-
viserne bliver ikke nedvendigvis kortere, men der kan
opnds andre fordele:

) Integrabiliteten. af kontinuerte funktioner kan vises
som en umiddelbar konsekvens af en integrabilitets-beting-
else, der forekommer intuitivt indlysende: Den infinite-
simale lengde af de delintervaller, hvori funktionen svinger
mere end et vilkéfligt positivt reelt tal.

Lesningen af differentialligningen kan begynde med et
"forslag", som det intuitvt forekommér s@rdeles rimeligt

at tage i betragtning som en lesning. Ikke-standard bevi-
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set lader bogstaveligt talt differentialligningen styre én
frem mod en lesning. Til forskel herfra kamper standard

beviset sig igennem med en intuitivt svar funktionsfelge

(Picard iteration); det fremtrader som et mysterium, hvor

for man herved kan né frem til en funktion, der opfylder

differentialligningen.

Alle roser har imidlertid tofne, sdledes ogsd ikke-standard
analysen. Tornene er her tilsyneladende for stride til at
tillade det revolutionerende gennembrud, som blandt andre
G8del spdede fo; ikke-standard analysen (se Robinson: Model
Theory, side x). Et af de argumenter, der har varet fremfgrt
mod ikke-standard analysen, drejer sig om den manglende
entydighed ved udvidelsen af R til et ikke~archimedisk ordnet
kommutativt legeme, der indeholder et med R isomorft dellegeme.
Opskrives aksiomerne for R, sd vil der ne¢dvendigvis findes en
isomorfi mellem tc mangder, der begge opfylder aksiomerne.
Udskiftes fuldstendighedsaksiomet med et krav om ikke-archi-
medisk ordning, s& vil der eksistere flere ikke-isomorfe
legemer, der opfylder alle aksiomerne.

Hvis ikke-standard analysen reelt er et fordelagtigt pada-
gogisk hjalpemiddel, sa virker det pd os noget krampagtigt at
at fastholde det meget strenge isomorfi-krav. Pointen i
ikke-standard analysen er netop den noget svagere struktur-
lighed, transfer-princippet indebazrer: element®r-zkviva-
lensen mellem R og *R (og indbyrdes mellem forskellige ikke-
standard mengder , scom R er elementar-zkvivalent med).

Det er den svagere strukturlighed, der &bner op for studiet
af en mere righoldig struktur, som har de samme 1. ordens

s@tninger som den oprindelige struktur.
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N&r den manglende entydighed alligevel fremfgres som et kri-
tisk punkt ved ikke-standard -analysen, kan det muligvis skyldes
den misforstdelse, at ikkg;ggandard analysen drejer sig om at
lade et ikke-archimedisk legeme udgere grundlaget for matematisk
analyse. Dette er ikke tilfa#ldet, idet ikke-standard-analysen
er et supplement. Det hyperreelle univers kan ikke stad ale-
ne, men kommer forst til udfoldelse i et samspil med det
reelle univers.

Som Bell & Machover (irArCourse in Mathematical Leogic,s.573)
er inde pa, kan den manglende entydighed vare med til at forkla-
re, hvorfor R historisk stod si sterkt i kampen om grundlaget
for analysen. Leder man efter et ordnet, fuldstandigt, kommuta-
tivt legeme, finder man i alt vasentligt kun &t, mens en s¢gen
efter et ikke-archimedisk ordnet, kommutativt legeme fgrer den
sggende sjal ad flere veije.

At infinitesimalerne dencang blev kasseret til hjalpemidler
til stette for de reelle tal, har imidlertid en mere naturlig
forklaring: Den meget komplicerede konstruktion, der bygger
pd resultater af langt senere dato end infinitesimalernes
barndom. Med de f@rste konstruktioner af R fulgte automatisk
praciseringen af de intuitive ideer om, at der ikke er
"huller" i R. De resultater, der var opndet i kraft af denne
intuitive opfattelse af fuldstendigheden, for eksempel

middelvardi-s@tningen, var det dermed muligt at reparere
forholdsvis smertefrit. Konstruktionerne af R kunne natur-
ligvis ikke bortforklare de paradokser, der tilsymeladende
vundgdeligt fulgte med brugen af infinitesimaler. Tvartimod
indebar prazciseringen af de reelle tal muligheden for at

eliminere infinitesimalerne, hvis forsvarere kun havde pada-




gogiske argumenter til rddighed. Ogsd disse argumenter
savnede selvfglgelig solid baggrund, indtil Robinson i 1960
fandt en vej ud af paradokserne.

For at fglge denne vej er det javnfdr del O ngdvendigt
med noget matematisk baggrund, og det satter de
padagogiske argumenter i et nyt perspektiv: Kan det betale
sig at strazbe efter de padagogiske fordele ved ikke-standard
anaiysen, nar der ligger en svart tilgengelig konstruktion
til grund for den? ‘

N&r vi for eget vedkommende vil svare bekrazftende,
skyldes det, at vi finder det underholdende at se matematik
i historisk perspeitiQ. Samtidig kan vi komme lidt bag om
den rzkke aksiomer, der sadvanligvis udggr det grundlég, man
fdr at arbejde med, nemlig aksiomerne for de ‘reelle tal.

I forbindelse med matematik under universitets-niveau er
en si kompliceret konstruktion fuldstandig udelukket, negj-.
agtig som en konstruktion af R ikke er relevant i for eksem-

pel gymnasie-sammenh®ng. Her -er aksiomatisering af .ikke-

standard analysen en fristende udvej, og vi vil i det fplgende .

se pd en saddan aksiomatisering, der er foretaget med henblik

pd anvendelse af ikke-standard metoder i elementar analyse.
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Drevet af padagogiske motiver har H. J. Keisler i bogen

Elementary Calculus segt at fremstille elementar analyse ved

brug af ikke-standard metoder uden at have konstruktionen af

et ikke-standard univers som en klods om benet.

I lgbet af knap 900 sider kommer han gennem differentia-

‘tion, kontinuitgt og integration af funktioner af en variabel,
" gr@nsevardibegrebet (0ogsd i e-6-versionen!), de trigonome-
‘triske, eksponentielle og logaritmiske funktioner, uendelige

" rakker, vektorregning, partiel differentiation, kurveinte-

graler samt dobbelt- og tripelintegraler. Det elementare i.

" fremstillingen muligggres af, at den sofistikerede ikke- -

standard analyse ikke udnyttés fuldt ud: Dels er al snak om
concurrence og indre mengder udeladt; dels er det en svakket
udgave af transfer;princippet, han aksiomatisk indfgrer. :Som
en ekstra gevinst far Keisler indfgrt fuldstandigheden af R

ved et -(ikke-standard) aksiom, der badde er nemt at "sluge"

" og anvende.

At concurrence er strgget af programmet kan mdske ikke

undre sd meget; det begreb bliver f¢rst ngdvendigt ved mere

avancerede anvendelser. Men at al snak om indre mzngder kan
udelades, det er straks mere besynderligt. Det er jo blandt
andet skellet mellem indre og ydre mengder, der afhjalper -
de for infinitesimalerne sd undergravende paradokser. Det
er ikke desto mindre muligt, fordi Keisler nejes med a£ ra-
sonnere over naturlige .udvidelser af mengder. Ved én natur-
lig udvidelse af en mzngde A, forstdr Keisler det, vi har
betegnet sam *A. ‘

Baggrunden for svakkelsen af transfer-princippet er onsket



79

om at slippe for det abstrakte formelle logiske sprég L.

At svakkelsen er mulig, skyldes at det kun er reelle
funktioner,ito specielle re;atione;rog fire specie;}e
funktioner, der er under lup i den—elementafe analyse.

De to relationer er identitetsrelationen og ordnings-
relationen, = og <. De fire specielle funktioner er addi-
tion +, multiplikation x, subtraktion - og division /.

Herved befinder man sig indenfof de forste 4 etager i stan-
dard universet 3 (ée s.13), hvilket indses sdledes: Den
fprste etage er mangden af de reelle tal. Lad os betragte to
elementer a og b herfra. I naste etage R; vil blandt meget
andet findes {a}l og {a,b}, der begge tilhgrer P(R). Tredie
etage R, vil indeholde {{a}l,{a,b}}, der er den sadvanlige
mengdeteoretiske definition pd det ordnede talpar (a,b).

R; vil ogsd indeholde ordnede n-tupler, og endelig vil R,
indeholde ma&ngder af ordnede talpar, herunder funktioner af
en variabel, ordnings- og identitetsrelationerne. R, kan
ogsa byde pd mengder af ordnede n-tupler, og herunder
finder vi.funktioner af flere variable. Som vigtige eksemp-
ler kan navnes de fire regningsarter, der er funktioner fra
RxR (ved division Rx (R~{0})) ind i R.

I stedet for sproget L har Keisler sdledes kun brug for
et sprog, der kan udtrykke sammenhaznge mellem reelle kon-
stanter, reelle variable og reelle funktioner ved hjzlp af
relationerne = og <. Det er derfor kun ngdvendigt at kvan-
torisere over reelle tal, hvor kvantorerne i L er langt
mere omfattende.

Ligninger og uligheder bliver af Keisler kaldt formler,
og ved hjalp af tre formler kan vi for eksempel definere en

funktion sdledes:

(£(x) =y) » (y20 A y? =x)
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I det formelle Sprog L kan dette skrives
(1) kE VX€ER Vyem:<(f(x)=y)«= (y20 a y’=x))

hvor y? er forkortelsen for x(y,y),eller’pédansk: y gange vy.
Det er naturligvis den sédvanlige kvadratrodsfunktion, der
hermed er defineret, og transfer-princippet anvendt pd (1)
giver den oplysning, at *kvadratrodsfunktionen i princippet
opfgrer sig ngjagtigt som det sgmmer sig, det vil sige som
den reelle kvadratrodsfunktion. ‘

Keisler definerer et formelsystem som et endeligt antal
koblede ligninger og uligheder. Hvis p,, P+ ..., Px ©9

T P alle er formler (d.v.s. ligninger/uligheder)

i n variable, sd udtrykker denne satning i L
(2) B VX, ER Vx,€R ... VanR:<(p1Ap:A...Apk)=s(qlAqZA...Aqm))

at to formelsystemer har samme lgsningsmzngde. Strengt taget
skal de enkelte ligninger og uligheder "pakkes ud", sd de er
formuleret i sproget L, men jevnfer (1) volder dette ikke de
store kvaler. Som en konsekvens af transfer-princippet brugt

pa (2) formulerer Keisler sit Solution Axiom:

(3) Hvis to systemer af formler har ngjagtig samme reelle
l1¢sningsmengde, s& har de to systemer ogsi n¢jagtig

samme hyperreelle lgsningsmangde.

Bemzrk at Keislers Solution Axiom kun tillader overforsel fra
standard til ikke-standard mengder. Keisler benytter ikke
overfersel den anden vej. Det skyldes at han helt vil undgd
at- behandle skellet mellem indre og ydre mangder.

Af samme grund kan Keisler ogsd kun indfere Riemann-inte-
gralet for funktioner, der er forudsat kontinuerte. Uden skel-

let mellem i1ndre og ydre mzngder ville der saledes




opstd problemer, hvis man prgvede at definere I?(x)dx ved
hjalp af vilkdrlige uendelige intervalinddelinézr af *[a;b],
hvoraf ikke alle vil vare indre. Javnfgr side 51 feorer
Keisler laseren uden om dette problem ved kun at betragte
inddelinger af *{a;b] i lige store stykker (plus et enkelt
rest-interval). Derved er han sikret indre interval-
inddelinger.

Det er altsd ikke ngdvendigt med mere transfer end
Solution Axiom (3) giver mulighed for.'Den padagogiske
pointe er naturligvis; at mens ligninger og uligheder er
rimeligc let tilgangeligt stof, s& er det .abstrakte 1. ordens
sprog L i sammenligning ganske uforstdeligt.

Endelig er der s& den smarte mdde at sikre fuldstandigheden
af R pd. Hvor Aen normale mdde at indfgre og anvende dette
begreb involverer en uendelig proces (for eksempel Cauchy-£fglger

eller interval-ruser), -sd kan Keisler klare sig med aksiomet: .

(4) Ethvert endeligt hyperreelt tal ligger uendelig .

tet pd netop et reelt tal.

Til ethvert endeligt hyperreelt tal x he¢rer hermed et standard
tal st(x), og (4) kunne passende kaldes st-aksiomet. Aksiomet
minder i @vrigt en del om ikke~standard kriteriet for kom-
pakthed, se side 43.

Beviset for at st-aksiomet (sammen med Solution Axiom) med-

fgrer fuldstandighed af R, forlgber siledes:

Lad {a,, a,, a,, ..., ag, ...} vaere en Cauchy-fglge af
elementer i R. Vi skal ved hjalp af st-aksiomet bevise,
at {apy} har en gransevardi i R.

Fglgen er en funktion fra W ind i R, og fg¢lgen har

dermed en naturlig udvidelse, der er en funktion fra
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. Keisler forst i epilogen til larebogen.

*N ind i *R. Fra et vist led a  og udefter vil felgens

led ligge inden for afstanden 1 af a:

n>m = [ag~a,|<1

Ifglge Solution Axiom vil ogsd den udvidede folge

opfylde dette. Specielt fés,.idet w er et uendeligt stort
naturligt tal,‘at a, er endelig. -

Ved brug af st-aksiomet satter vi A=st(dy) AER A

Da {apn} er en Cauchy-fglge, vil der givet et ¢ € R, findes
et n(e), s& alle tallene 4

an(e)s An(ererr oo
hgjst afviger ¢ fra hinanden. .Solution axioﬁ giver, at
An(e)r Bn(e)elr c-or Bur Auspa e
heller. ikke afviger‘mere end ¢ fra hinanden. Specielt fas
m > n(e) = |ag-a,[se
Ved ‘at tage.standarq delen pa begge sider af uligheden fas
' m > nie) = |a -Al<e
hvoraf det fremgdr, at det reelle tal A er gransevardi

for felgen {apn}. -

Ovenstdende udledning af R’'s fuldstazndighed prasenterer

Selve det aksioma-
tiske udgangspunkt, som Keisler opstiller, omfatter kun fol-

gende:



a) Aksiomef for et archihedisk ordnet,'kommutativt legeme R.

b) Aksiomer for et ikke-archimedisk ordnet kommutativt legeme
*R, hvor Rc*R.

c) Et aksiom, der sikrer eksistensen 52 naturlige udvidelser
af standard funktioner. N _

d) st-aksiomet.

e) Solution Axiom.

Alene ved hj®lp af disse aksiomer kan man som Keisler vi-
ser na langt omkring. Man beheover selvfelgelig ikke at ncjes
med at bruge ikke-standard metoder. For eksempel indferer
Keisler t¢-6-argumentationen i forbindelse med fejlberegning,
og han opstiller e-6-betingelsen for blandt andet kontinuitect.
Derudover beviser han, at standard og ikke-standard kriteriet
for kontinuitet er azkvivalente (jvf. side 37 )! Beviset
afsluttes let hoverende: " We conclude that the t¢-6-condition

must be true after all”.

Keislers lzrebog viser. at det er muligt at opna de padago-
giske fordele ved ikke-standard analysen, uden at de pagal-
dende studerende (gymnasie—elever m.v) skal trzkkes igennem
hele den til grund liggende konstruktion. Til gengeld star
de studerende, som har lart elemertar analyse efter disse
principper, med nogle andre problemer:

_ Hvis de studerende skal arbejde videre med matematik, er
det et problem, at samtlige larebeger, kurser m.v. er base-
ret pd udelukkende standard metoder. De er sa alligevel
nedt til at blive fuldt fortrolige med rasonnementer, der
bygger pi epsilon-delta metoden. R's fuldstandighed i den

s@dvanlige formulering; m.v.
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- Endvidere betyder den svakkelse af ikke-standard analysen,
som er nedvendig af padagogiske hensyn, at de stﬁderende
ikke umiddelbart vil kunne -arbejde med mere kompiicerede
begreber og problemstillinger i ikke-standard belysning.
Det kraver en forstéélse for skellet mellem indre og ydre
mangder i ikke—standérd universet, og det kraver det fulde
transfer-princip. 7

Disse vanskeligheder ger det efter vores vurdering til
en szrdeles tvivlsom padagogisk fordel at indfere den elemen-
tare analyse udelukkende eller overvejernde med ikke-stancdard
metoder.

Man ©& ogsd erindre sig, at de hyperreelle tal ikke vii
kunne zrstatte de sadvanlige reelie tal som udgangspunkt.
Hensicten er ikke at fortrange den sadvanlige matematik,
siledes at den etablerede matematik engang med tiden bliver

baseret pid ikke-standard metoder. Det er netop ikke-
standard analysens svar pad kritikken af den manglende en-
tydigheé ved udvidelsen af R til *R: hensigten er ikke at
ikke-standard analysen skal blive et nyt grundlag, men
at dern skal levere et supplement.
Ideer. med at man kan studere en talmazngde *R, som er
elementar-zkvivalent med R, men mere righoldig end R, kom-
mer ferst til sin ret, ndr man arbejder med begge struktu-

rer.

Ikke-standard analysen synes derfor at vare et tvivlisomt
hjelpemiddel til forenkling, hvis man blot aksiomatiserer
den og nejes med dens enkle sider. Ikke-standard analysen

kan til gengzld vare et starkt redskab til forenkling,

hvis man har mulighed for at f4 flere af dens forud-

s@tninger med.
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"BILAG: Riemanns oprindelige integrabilitets-betingelse.

Nedenfor bringes en oversattelse af et mindre afsnit

i Riemanns afhandling "Ueber die Darstellbarkeit einer

Function durch eineririgonometrische Reiﬁé;} Heri opstil-
lede Riemann - som et redskab til sine undérswgelser af

" de trigonometriske razkker - en ngdvendig og tilstrazkkelig

'integrabilitets-betingelse (deraf navnet: Riemann-integra-
let).

Ikke~standard betingelsen for integrabilitet her i
projektet (del IV, afsnit 2) er inspireret af denne Rie-
mann-betingelse. Riemanns verk er fra fg¢r bandlysningen
af infinitesimalerne, 6g Riemann benyttede sig af udtryk
som “ndr x bliver uendelig lille" m.v. Det kan diskute-~
res, om Riemann hermed egentlig mente "ndr x gir mod nul",
eller om han opfattede x som et "rigtigt" infinitesimal.

I hvert fald viser vores bevis for ikke-standard betingel-
sen, at Riemanns gamle bevis lader sig formulere, s det
bliver konsistent, uden at give afkald pi infinitesimal-

betragtningerne.

Riemann: Om beqrebet et bestemt integral og omfanget af dets

gyldighed.

Den ubestemthed, der endnu hersker i nogle grundlaggende
punkter i laren om det bestemte integral, nedsager os til at
forudskikke noget om begrebet et bestemt integral og omfanget

af dets gyldighed.
b
Altsd forst: Hvad skal man forstd ved [f(x)dx ?.
a
For at fastsatte dette, tager vi mellem de pid hinanden

fglgende steorrelser a og b en razkke af vardier x,, X;, ..., Xn_y

S SS N
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og betegner for nemheds skyld x,-a med §,, X,-x; med §,, ...,
b-x,_.; med §, og lader ¢ betegne en positiv, &gte brgk. Vi har

dermed, at vardien af summen

S = 6, f(ate,8;) + 8, £ (0, +8,8,) + 6, E(Xptea6y) + .00 + 6 £(x, y+ey6p)

er afhangig af valget af intervallet 6 og stgrrelserne c. Har
summen nu den egenskab, at hvordan 6§ og ¢ end mitte valges, s&

nEZrmer den sig uendeligt til en fast granse A, sid snart samtlige

. b
§ bliver uendelig smd, da hedder denne vardi [f(x)dx
b
Hvis summen ikke har denne egenskab, si har Jf(x)dx ingen mening.
a

a

(...)

vi undersg¢ger nu for det andet omfanget af gyldigheden for
dette begreb eller spgrgsmdlet: I hvilke tilfalde lader en in-
tegration sig g¢re og i hvilke ikke?

Vi betragter forst integralbegrebet i snavrere forstand,
d.v.s. vi forudsatter, at summen S konvergerer, ndr samtlige §
bliver uendelig sm&. Betegner vi altsd funktionens ste¢rste ud-
sving mellem a og x,, d.v.s. forkellen mellem dens stgrste og
mindste verdi i dette interval, med D,, mellem x, og x, med D, ...,

mellem xX,-; og b med D,, s& md
&D,+ 6,0, + oo + 6,0,

blive uendelig lille med st¢rrelserne 6. Vi antager yderligere,
at A er den sterste vardi, denne sum kan antage, sdlange samt-
lige & forbliver mindre end d; 4 vil sdledes vare en funktion
af 4, der aftager bestandigt (monotont?) med 4 og som bliver
uendelig lille med denne st¢rrelse. Er den samlede l®ngde af
intervaller, hvori udsvinget er ste¢rre end o, nu lig med s, sd

vil disse intervallers bidrag til summen §,D,+8,D,+...+5,D, &ben-
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bart vare 2 os. Man har derfor
0s S 6,D,+6,D,+...+8,D, S 4, folgeliq s § %.

% kan, ndr o er givet, altid gores vilkdrlig lille gennem vel-
egnet valg af d; det samme galder derfor for s, og det fw;ger
sdledes:

For at summen S skal konvergere, nidr samtlige & bliver uende-
‘1lig sm&, er det udover, at funktionen f(x) er begranset, yder-
ligere ng¢dvendigt, at den samlede lengde af intervaller, hvori
udsvinget er > 0, hvad end ¢ matte vare, kan gg¢res vilkdrlig
lille geﬁnem velegnet valg af d. -

Denne sztning lader s;g ogsd vende rundt:

Ndr funktionen f(x) overalt er endelig, og den samlede lzngde s
af de intervaller, hvori udsvinget af funktionen f(x) er stgrre

" end en given stgrrelse o, ved uendelig aftagen af samtlige ste¢r-
.reléere § altid tilsidst vil blive uendelig lille, s3 konvergerer
sumhen S, ndr samtlige § bliver uendelig smi. . -

Thi de intervaller, hvori udsvinget er >g, leverer til summen
51D1+6,D,+}.;+6ﬁnn et bidrag, der er mindre end s multipliceret med
funktionens stg¢rste udsving mellem a og b,‘et'udsving, der per
forudsatning er endeligt; de ¢vrige intervallers bidrag < o(b-a).
Man kan nu.4benbart fgrst v&lge.a‘vilkéflig lille, og derefter

. (per forudsatning) bestemme storrelsen af intervallerne siledes,

at ogsd s bliver vilk4rlig lille, hvorved summen §,D;+6,D,+... 465Dy,

L kan gives en vilkarlig lidenhed, og fg¢lgelig kan summen S $1uttes
‘inde mellem vilk3drligt snavre granser.

Vi har altsd fundet betingelser,‘der er ngdvendige og tilstrak-
kelige, fof at summen S ‘konvergerer ved uendelig aftagen af ster-
relserne § og altsd at der i snevrere forstand kan verejtale om

et integral af funktionen f(x) mellem a og b.
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67/83 “ELEPSOINE METODEN - EN NY METOCE TIL LINEAR

PROGRAMMERING?
Projektrapport af: Lone Biilmann og lars Boye.
Vejleder: Mogens Brun Heefelt.

68/83 "STOKASTISKE MOCELLER I POPULATIOQNSGRNETIK"
- til kritikken af teoriladede modeller.
Projektrapport af: Lise Odgird Gade, Susanne
Hansen, Michael Hviid og Frank Mplgird Olsen.
Vejleder: Jorgen Larsen.



69/83 "ELEVFORUDEEININGER I FYSIK"
- en test 1 1.9 med konmentarer.

Af: Albert C. Paulsen.

70/83 "INDLARINGS - OG FORMIDLINGSPROBLEMER I MATEMATTK
PA VOKSENUNDERVISNINCSNIVEAL®.
ijekmpportaf Hanne Lisbet Andersen, Tor-

ben J, Svend Age Ko Helle Gle-
rup Jensen, Keld Fl. Wielsen, Lene Yagn Ras—

lejleder: Klaus Grinbaum og Anders Hede Madsen.

71/83 "PIGER OG FYSIK"
- et problem og en udfordring for skolen?
Af: Rarin Beyer, Sussanng Blegaa, Birthe Olsen,
Jette Reich og Mette Vedelsby.

72/83 "VERDEN TFVAGE PEIRCE" - to metafysiske essays,
an og af C.S Peirce.
Af: Peder Voetmann Christiansen.

73/83 “"EN ENERGIANALYSE AF LANDERUG"
- mlogisk contra traditiocnelt.
ENERGY ES NO. 9
u.laapgave i fysik af: Bent Hove Jensen,
Vejladgr Bent Sgrensen.

74/84 “MINIATURISERING AF MIKROELEKTRONIK® - om vi- .
denskabeliggjort teknologi og nytten af at Lere

fys.
ijmnpportaf.aoduﬂardezogm\daszm-
tak Jemsen

o

83/84 "ON THE QUANTTFICATION OF SECURTTY":
PENCE RESEARCH SERIES NO. 1
Af: Bent Sgrensen
nr. 83 er p.t. udglet
84/84 "NOGLE ARTTKLER QM MATEMATIK, FYSIK OG ALMENDANNELSE".
Af: Jens Hpjgaard Jensen, Mogens Niss m. fl.
Bs/mﬂm!mmmmm\mm G MATEMATIK® .
Spec: af: Per Hedegird Andersen, Carsten Holst-

Jensen, Else Marie Pedersen og Erling mlle.r Pedersen.
Vejleder: Stig Andur Pedersen.

86/84 "SECURTTY IMPLICATIONS OF ALTERMATIVE DEFENSE OPTICNS
FOP. WESTERN EUROPE™.

PEACE RESEARCH SERIES NO. 2
Af: Bent Sgrensen.

87/84 "A SIMPLE MOCEL OF AC HOPPING CONDUCTIVITY IN DISOROGERED
SOLIDS”.
Af: Jeppe C. Dyre.

88/84 "RISE, FALL AND RESURRECTION OF INFINTTESDMALS®.
Af: Detlef Laugwitz.

89/84 "FIERNVARMEOPTIMERING" .
Af: Bjarme Lillethorup og Jacoch Mgrch Pedersen.

W/BG'BWIXG EN TEORI FOR TILRETTELAGGELSE®.
: Albert Chr. Paulsen.

91/85 "KVANTETEORI FOR GYMNASIET".

Vejledere: " Jens Hpjgasrd Jensen 0g Bent C. Jergensen. 1. Lererve

75/84 “MATEMATIFUNIERVISNINGEN I FREMTITENS GYMNASTUM®
- Casa: Line@r progranmering.
Projektrapport af: Morten Blomhej, Klavs Frisdahl
og Prank Mplgaard Olsen. -
Vejledere: Mogens Brin Heefelt og Jens Bjgrnehoe.

76/84 "KEREKRAFT I DRMARK?® - Et heringssvar
af miljeministeriet, med kritik af miljastyrelsens
rapporver af 15. marts 1984,
ENERGY SERIES Mo. lo
Af: Miels Boye Olsen og Bent Sgrensen.

77/84 "PQLITISKE DTEKS - FUP ELLER FAKTA?"
Oninionsmundersoceiser belyst ved statistiske

rodeller.
Projektrapport af: Svend Age Houmarm, Keld Nielsen
Stender.,

og Susanne
Vejledere: Jgroen Larsen og Jens Bjgmmeboe.

78/848 ~JAWSTRAMSLEININGSEVNE OG GITTERSTRUKTUT I
AVORET GERANTUM®.
Lalnppo:t af: Hans Hedal, Frank C. Ludvigsen

Spec
og Firm C. Physant.
Vejleder: Niels Boye Olsen.

Vejlednr 'lbzstm Meyer.

92/85 “"KVANTETEORL m GYMNASIET" .
2. Materiale
Projektrapport afs Bj.qer Lundgren, Henning Sten Hansen
og John Johansson.
Vejleder: Torsten wyer

93/85 “THE SEMIOTICS OFQ.&VRH- NON - LOCALITY".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

94/85 "TREENIGHEDEN soum\n - genaralen, matamatikeren
og Anden”.

Projektrapport af: Morten Blmj, Klavs Frisdahl
og Frank M. Olsen.
Vejledx Mogens Nis

95/85 "AN ALTERNATIV DEFENSE PLAN FOR WESTERN EURCPE".
PENCE RESFARCH SERIES NO. 3
Af: Bent Sgrensen X : -

%/as'»spm VED KRAFTVARMEFORSYNING™.
: Bjame Lilletorup.
ve:leder- m Sgrensen.

T 79784 "MATEMATIK OC ALMENDANNELSE®
’ Projektrapport af: Henrik Ooster, Mikael Wenner-
berg Johansen, Povl Kattler, Birgitte Lydholm
og Morten Overgaard Nielsen,
Vejledar: Bernhelm Booss.

80/84 "KURSUSMATERIALE TIL MATEMATIK B".
Af: Mogens Brun Heefelt.

81/84 "FREKVENSAFHANCIG LEININGSEWE I AMORET GERVNTUM™,

Specialeraprort af: Jorgen Wind Petersen og Jan
Christensen,
Vejleder: Niels Boye Olsen.

82/64 “MATEMATIK - OC FYSIKUNDERVISNINGEN I [ET AUTO ~
MATISERETE SAMFUND”.
Rapport fra et seminar afholdt i Hvidovre
25-27 april 1983.
Red.: Jens Hejgaard Jensen, Bent c Jorgensen
og Mogens Niss,

. 97/85 "N THE PH!SIS OF A.C. HOPPING CONDUCTIVITY".

Af: Jeppe C. Dyre

98/85 'VMDI.ILIGGIER I INFORMATIONSALDEREN®.
Bent Sg¢rensen. -

99/85 "Der er langt fra Q til R".
Projektrapport af: Niels Jeérgensen og Mikael Klintorp.
Vejleder: Stig Andur Pedersen.

100/85 “TALSYSTEMETS OPBYGNINC®.
Af: Mogens Niss.

101/85 “"EXTENDED MOMENTUM THEORY FOR WINDMIILS IN
PERIURBATIVE FORM".
Af: Ganesh Senqupta.

loz/esmmmmmummmm, BELYST
VED MOOELLER OVER KZERS FOCEROPTACELSE OG - OMSEINING®.
ProYjektrapport af: Lis Eilertzen, Kirsten Habekost, Lill Ren

og Susanne Stender.
Vejleder: Klaus Griinbaum,

103/85 "POSLE KOLDKRIGERE OG VIDENSKABENS LYSE IDEER".
Projektraprort af: Niels Ole Dam og Kurt Jensen.
Vejleder: Bent Sgrensen.

IM/éS *ANALOGRECGNEMASKINEN OG LORENZLIGNINGER" .
Af: Jens Jxger.
105/85"THE FREQUENCY DEPENDENCE OF THF SPFCIFIC HEAT AF THE

Qon Conference
on the Structure of Non - Crystalline Materials held
in Grencble July 1985.

106/85 "QUANTUM THEORY OF EXTENCED PARTICLES".
Af: Bent Sgrensen.

107/85 "EN MYG QR INGEN EPIIEMI”".

108/85 mmosmmmmmmmmscm-
CU!LH' state and trends -

: Mogens Niss.

120/86 “ET ANTAL STATISTISKE STANDARIMOCELLER".
. Af: Jprgen Larsen

121/86"SIMULATION I KONTINUERT TID".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

122/86 "ON THE MECHANISM OF GLASS TONIC CONDUCTIVITY™.
Af: Jegpe C. Dyre.

123/86 "GYMMASIEFYSIKKEN OG DEN STORE VERDEN".
Fysiklarerforeningen, IMFUFA, RUC.

124/86 "OPCAVESAMLING I MATEMATIK".
Samtlige opgaver stillet i tiden 1974-jan. 1986.

125/86 Wig systemet ~ en effektiv fotametrisk spektral-
88, tion af B-,A- og F-stjemer". .
Projektrapport af: Birger Lundgren.

126/86 "M UDVIKLINGEN AF DEN SPECIELLE RELATIVITETSTEORI®.
Projektrapport af: Lise Odgaard & Linda Szkotak Jensen
Vejledere: Karin Beyer & Stig Andur Pedersen.

127/86 "GALOIS' BIDRAG TIL UDVIMLINGEN AF NFN ABSTRAXTE
ALGEBRA” .
Projektrapport af: Permille Sand,
Lars Frandsen.
Vejleder: Mogens liss.

teine Largen &

109/85 “COX I STUDIETIIEN" - Cax's regressionsmodel anvendt pd

stidenteroplysninger fra RX.

Projektrapport af: Mikael Hmneszvq Johansen, Poul Kat-

ler og Torben J. Andreasen,
Vejleder: Jgrgen larsen.

110/85"PLANNING FOR SECURITY".
Af: Bent Sgrensen

111/85 JORCEN RINDT PA FLALE RORT".
Proj

t, .
Vejleder: Claus Bryld og Bent C. Jgrgensen.

113/85 "DESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBCLS l1°.
Af: Bernhelm Booss 0g Krzysztof Wojclechowski. -

114/85 Whtm METCOER TIL ANALYSE
KONTIGENSTREELLER" .
ije:t:apaort af: Lone Biilmarn, Ole R. Jensen
og Amne-Lise von Moos. .
Vejleder Fergen LArsen.

115/85 “MATEMATIKKENS UDVIKLING CP TIL RENESSANCEN".

Af: Mogens Niss.
116/85

"A PHENCMENGLOGICAL MODEL FOR THE MEYER-
NELDEL RULE". .
Af: Jeppe C. Dyre.

119/86 “DET ER CANSKE VIST - - EUKLIDS FEMIE POSTULAT
RRNE NOK SKABE ROFE 1 ANDEDAMMEN".
Af: Iben Maj
Vejleder: Mogens Niss.



