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2. Forord.

7 Vores primare; udgangspunkt er, at vi ville lave et
historisk projekt om udviklingen af et omridde indenfor mate-
matikken. Vi havde fra starten planlagt at lave et projakt

indenfor det videnskabsteoretiske modul og havde arbejdet
mad matematisk filosofi i grundlaget for intuitionistisk
matematik. Men efter et stykke tid fandt vi ud af, at det
alligevel ikke var noget for os og valgte derfor at lave et
historisk projekt.

Inspireret dels af algebra i vores kursusarbejde og dels
af den eksotiske duft var vores interesse faldet pa Galois!
teori, som en teori for lesning af visse spergsmdl i
tilknytning til algebraiske ligninger.

Vores feorste ide var at studere dens udvikling ved ar sae
p3 dens formulering p3 forskellige tidspunkter i forhold til
den moderne algebras udvikling. Det faldt os lidt svart at
finde pA en afgransende problemstilling indenfor denne
ramme, s8 vi valgte at gere det omvendte i en vis forstand
og i stedet undersege Galois bidrag til den abstrakte
algebra. Dette wvalg skyldes ogsA delvist vores erkendelse
af, at Galoisteori i dag er en helt integreret del af den
abstrakte algebra. :

Vi har tilstrabt felgende struktur i projektet. Forst har
vi en indledning, hvor vi prasenterer matematikkens tilstand
i perioden umiddelbart fer Galois. Det er ikke ment som en
pracisering af Galois udgangspunkt matematisk set, men mere
som en prasentation af de tendenser og tankegange som prager
tiden omkring Galois.

I den naste del beskriver og forklarer vi udviklingen af
den abstrakte algebra. Da den abstrakte algebra som helhed
er en ret kompleks steorrelse, har vi forsegt at beskrive den
med en ramme som opdeler et begrebs udvikling i tre faser.

Den feorste fase er, hveor arbejde inden for forskellige
discipliner udger en motivation for begrebet, og giver
anledning til forskellige forstadier af begrebet. Den anden
fase er, hvor der er forskellige bestrabelser pa3 at salv-
standiggore forstadierne fra deres discipliner og pa dels at
generalisere dels at udvide til andre discipliner.Den tredje
fase er, nar begreberne far deres abstrakte formulering og
lesrives fra forbindelsen til specifikke omrader.

Efter afsnittet om algebraens udvikling prasenterer vi
dels Galois' arbejde dels Jordan's fremstilling af det til-
svarende og giver til sidst i en sammenligning et bud p3s,
hvad Galois' arbejde har betydet som bidrag til den
abstrakte algebra.



Vi har i projektet koncentreret os om begreberne gruppe,
ring og legeme og kun interesseret os for disciplinerne
ligningslesningsteori, permutationsteori, geometri og tal-
teori. . Vi har i sarlig grad lagt vagt pA wudviklingen af
gruppebegrebet og ‘dets stilling i ligningslesningsteori
idet, det er her, Galois har sterst direkte betydning.

Vi har i indledningen og afsnittet om den abstrakte
~algebras udvikling baseret os pA sekundare .og tertiare
kilder og i hej grad taget fremstillinger og konklusioneér i
‘disse for gode varer. Flere steder folger vi slledes disse
meget tat. I afsnitttene om Galois' arbejde har vi derimod
lagt vagt pA ogsiA at se de primare kilder sisom Galois' og
Jordan's tekster; ' ikke s& meget for at bestemme indholdet i
deres arbejde, men mere for at f4 et direkte indtryk af det.



3. Problemformulering.

. Projektet skal omhandle en analyse af hvilke ideér og
rasultater Galois har bidragef med til udviklingen og formu- -
leringen af den abstrakte algebra.

Formidlet med denne analyse er at fa belyst den abstrakte
algebras teoridannelse og f& kortlagt dens udviklingsforleb.




4. Karakterlstlk af den matematiske aktivitet i1 1800-tallet.

Det folgende afsnit er ment som et meget skitseagtigt
billede af, hvad der rorte sig i matematik i Europa i det
attende Arhundrede. Den forste del er meget bred og over-
ordnet, mens den anden del er mere specifikt rettet .mod
algebra.

‘Nogle af de omrdder, som man arbejdede indenfor, var
uendelige rakker, sadvanlige og partielle differential-
ligninger, -differentialgeometri samt. variationsregning.
Falies for dem er, at de har deres udspring i differential-
og integralregningen, som var blevet udviklet i det fore-
gapnde Arhundredp

Udviklingen og anvendelsen af differential- og integral-
regning indenfor de ovennavnte omrider, forte til opkomsten
af det,  man i dag kalder analyse (det attende Arhundredes
vxgrxgste bxdrag til de matematiske: teorxbygnxngmr vi . kender

“dag) . :

'Hvad angdr omrader som analytisk geometri og algebra
giorde man i Arhundredet ikke de store fremskridt. . Man
beskaftigede  sig nasten udelukkende med lesning af n'te-
gradsligningen, ' fordi det havde betydning for analyse.
Omradder som brugen af hejereordens diffentialer og speorgsmal
om eksistensen af integralar blev noget, som man ikke talte
‘"hejt om, da der her 14 nogle af de problemer gemt, mangel pa
beviser og skarpe begreber, som var en folge af den lese og
“intuitive'" tankegang, som pragede'perioden op til omkring
1770. : : :

En anden ting var, at man troede mere pd symboler end pa
logik. Det forte til den paradoxale situation, at selv om
man . var klar over den matematiske nmdvend1ghed af Dbeviser,
var man.ikke i stand til at gennemfore dem mad txlstrakknllg
strenghed. Euler og Lagrange var nogle af de eneste, som
forsegte at give deres arbejder at ordentligt fundament.

En ting, som beted, at man ikke var s8 bange for mang-
lende baviser, i hvert rtilfalde indtil midten af Arhundre-
det , var troen pd GUD som verdens skaber, idet man wvar
‘overbevist om, at denne ikke ville lade noget vare
ufuldendt, hvorfor universet var at betragte som matematisk
fuldendt. Det beted, at man trygt kunne udfylde eventuelle
“huller'". Selv da religionen i slutningen af &rhundredet
mistede sin indflydelse pA "videnskaben', blev billedet af
universet som noget matematisk fuldendt bibeholdt.

At der blev analysen, som kom til at prage Arhundredet,
hanger sammen med, at de problemer man arbejdede med, var af
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fysisk art/karakter, som Laplace udtrykte det: "Matematik er
bare et redskab for fysik." :

Danne sammenhang mellem fysik og matematik i Arhundredet,
beted ikke kun fremgang for matematikken, men ferte til,6 at
man byggede den pa et mere '"lest'" og intiuitivt grundlag.Man

tog et fysisk problem, lavede noget matematik p8 det, og
stemte de teoretiske resultater overens med de empiriske
resultater, s& var det garanti nok for, at det man havde

lavet, var rigtigt.

1 det attende A4rhundrede udfoldede den matemat iske
aktivitet sig ferst og fremmes: paA akademierne i Europa og i
mindre grad p& universiteterne. Det var isar pd Academie des

sciences 1 Paris og Berlins Akademi. Faktisk var det forst
omkring 1795-1800, at- professorater 1 matematik blev
oprettet p3 universiteterne. Der var ogsi akademierne som
stottede de forskellige tidsskrifter, som fandtes pd den
tid. De matematiske tyngdepunkrter var isar Frankrig og
Tyskland (P8 Royal Society i London arbejede man mest med
anvendt matematik), mens det var franskmand og sveitzere og
ikke tyskere som var tilknyttet akademierne. Bl.a. blev

Euler og Lagrange stottet af Berlins akademi. Tyskland havde
ikke selv de store matematikere i dette Arhundrede (ikke feor
Gauss) .

Algebraen, forstfet i sin gamle betydning som lignings-
lesningsteori, er en af de aldste matematiske dJdiscpliner,
allerede babylonerne beskaftigede sig med det.

Omkring 1770-71 skete der virkelig noget vigtigt i udvik-
lingen af algebra. Det var pA det tidspunkt at, Lagrange,
Waring og Vandermonde offentliggjorde deres arbejder. For
dette var algebraen ikke en selvstandig discipiin men er
indeholdt i andre discipliner.

Man lavede stadig meget arbejde med konkrete eksempler,
men samtidig begyndte man at studere ligninger mere generelt
og satninger/udtryk betragtes som bevist, hvis det er muligt
ar vise gyldigheden af dem for de generelle bogstavudtryk,
ved hjzlp af de regneoperationer, som man har til rédighed.
Sidst i perioden 'beviser'" man ogsi satninger ved numeriske
eksempler.

Lagrange's arbejde med at analysere metoderne til lesning
af tredje- og fjerdegradsligningen med henblik pd at kunne
sige noget om losning af femtegradsligningen i slutningen af
det attende Arhundrede dannede grundlag for lignings-
losningsteori. Lagrange er et tidligt eksempel pad, den
strukturelle tankegang, som kommer til at prage det nittende
Arhundrede.
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5. Udviklingen af den abstrakte algebra

§;1; Indledning.

I dette afsnit vil vi beskrive den abstrakte algebras
udvikling, som vi har opdelt i tre faser.

Den feorste fase beskaftiger sig med konkrete anvendelser
af algebraiske begreber indenfor fire discipliner, nemlig
iigningslosnings—teori, geometri, talteori og permutatibns—
tebri. Grunden til, at vi har valgt netop disse omrider er,

- det var disse flre d1501p11ner som var = genstand for
algebralserlng ‘ ‘

Indenfor hver disciplin vil vi beskrive nogle hzndelser,
som karakteriserer og eksemplificerer konkret brug af ab-
strakt algebra. Afsnittet omhandlende ligningslesningsteori
8r- - langt mere detaljsret, da bidragene indenfor dette felt
til den abstrakte algebras udvikling er mere signifikant. i
forhold til bidragene fra talteori og gedmetri. Ydermere er
bidragene fra ligningslesningsteori af. sterre interesse,
idet vi er interesserede i at vurdere betydnxngen af Galois'
bidrag- .

_ Den anden fase i den abstrakte algebras wudvikling er
karakteriseret ved, at man i hejere grad studerer de alge-
braiske strukturpr og begreber i sig selv men stadig 1ndpn—
for rammprno af de fire omrAdder, som de er xlknytrar

Til at belyse dette har vi valgt en razkke personer, som
efter vores mening er reprasentative for denne- fase af
udviklingen indenfor de fire discipliner. '

"Den tredie fase er karakteriseret ved, at studiet af de
algebraiske begreber lesrives fra de discpliner, hvor de er
udviklet. Dette afsnit er opdelt efter de tre begreber
gruppe, ring og legeme, hvor vi indenfor hvert begreb dels
beskriver dets abstrakte formulering og dets umiddelbare
forudsatninger, dels udviklingen af teorien omkring det.

I beskrivelsen af den abstrakte algebras udvikling er det
gruppebegrebets konkrete fortid, i modsztning til ring- og
legemsbegrabets, der var et resultat af den i stigende grad
'strukturelle tankemdde i matematik.  Udviklingen af ring- og
legemsbegrebet har sin oprindelse i studiet af talsystemer-
ne. Derfor blev ring- og legemsbegrebet ikke i s& hej grad
som gruppebegrebet brugt som alment strukturelt redskab, og
opdagelsen af deres egenskaber var derfor et resultat af
konkrete underseogelser af talsystemernes egenskaber.
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Vi vil her prasentere den terminologi, som er knyttet til
gruppe-, ring- og legemsbegrebet, nadr vi omtaler begrebernes
status i forskellige udviklingsfaser.

Vi vil her operere med abstrakt-, generelt-, udvidet- og
konkret gruppe-, ring- og legemsbegreb. Ved et konkret be-
greb skal forstis et begreb, B6m er bundet til en matematisk
disciplin. Et udvidet begreb .er er, som er overfert fra en
discplin til en anden, hvor dets status forbliver uforandret
i  den ferste disciplin. Et generelt begreb er et, som .er
overfort fra en disciplin til en anden, men hvor dets. status
i den ferste disciplin #ndres/generaliseres, s8 det er
felles for de to discipliner. Vi vil ogsd tale om et
generelt begreb, ndr begrebet i en eller flere discipliner

sammenfattes til et bagreb, som indeholder de tidligere. Et

abstrakt begreb er et, hvor man kun stiller krav til dets
egenskaber, og hvor det er egenskaberne, som definerer
begrebet. Ydermere er et abstrakt begreb lesrevet fra speci-
fikke marematiske universer.




5.2. Konkret anvendelse af gggggg:L legeme- og rlngbegggggg

Som antydet'tidligere i projektet foregik der en andring

i synsvinklen indenfor matematisk forskning. Fra en meget
beregningsorienteret synsvinkel gik man over til at betragte
mere sStrukturelle aspekter og egenskaber Denne andring
foregik ogsd indenfor ligningslesnings-teori, hvor Lagrange

(1736 1813) ma betragtes som pioner.

I 1771 udgiver Lagrange en bog ("Reflections sur 1la
resolution algebrique des equations'), hvor i han analyserer
losningerne til ligninger af indtil fjerde grad. Han er ude
pa at afdakke strukturen i lesningerne med henblik pa at
kunne sige noget generelt om lesninger af algebraiske
ligninger. Denne bog er at klart udtryk for skiftet fra blot
at . .beregne en lignings rmdder til at:studere deres struktur.

Mere ap901txkr forsegte Lagrange at finde ud af hvorfor
(i modsatning til. hvordan!) lwsnlngsmetoderne til tredlﬂ- og
fjerdegradsligningen virkede. ‘Hans konklusion var derefter,
at ‘denne mAde at lose ligninger pA-er domt til at mislykkes
for genaerelle ligninger af hejere grad. '

Hans Undersegelse viste, at hvis man skulle behandle
ligninger af hejere grad end fire, kravede det en ny made at
gribe sagen an p&, noget som involverede kombinatorik
("..calcul ‘des combinaisons.."). Detta er det forste eksem-

pel pa at inddrage permutationsteori og dermed indirekte
gruppeteori i teorien_for lesning af algebraiske ligninger.

Vi wvil her Kort skitsere Lagranges metode til behandling
af den generelle tredjegradsligning, hentet fra Kline s.500-
606 .. - :

Han betragter ligningen

Ty D -
x>+nx+p=0
og transformerer denne ved :ub tutitionen
X=Y737
og opnar derved mn sjettegradsligning i vy,
s
Y *PY 2= =0
Dette er en andengradslxgn1ng i y3 , 0g den kan med
r=y°
skrives som A

( +Pr——”~=o



Redderne ry 0g r, er af forman
-— p: V Pa'-» g
2.

og for at transformere tilbage til vy, m& man lose
ligningerne;

y*-ry =0 o9 Y*>=0

Med ‘
w= -

kan reodderne skrives som

(v, %)=V, wia ,wlm,w,wtﬁ.—,w‘h)

Dernast fis ved indsattelse i
- n
X=Y-ay

3 3r—-—— ' 3 S— > Yo
X4 F Cy = r"; X:_'—\L)W"‘N‘rz .VX3:—WLVF1~+LU r?-

Vi har nu opndet at udtrykke lesningen til den oprindelige
ligning som funktion af redderne i den reducerede ligning.

at

Lagrange viste, at alle de tidligere leosningsmetoder er
udtrykt i ovenstdende. Det nye, Lagrange fremhaver, er, at
lesningerne til den reducerede ligning kan udtrykkes som
funktion af redderne i den oprindelige ligning. Lagrange
viser, at vardierne for y har formen,

2
Y:%’(X|+ wX1+w x's)
De seks forskellige vardier af y opnds ved permutation af
Xy, Xy OF X -

Ved at betragte dette udtryk finder Lagrange ud af, at
graden af den reducerede ligning er lig med antallet af
permutationer af redderne i den oprindelige 1ligning. 1
tilfaldet med tredjegradsligningen er der 3!=6 permutationer
af rodderne x;, Xxg og x - Den reducerede ligning i y skal
derfor vare en sjettegradsligning. Ydermere argumenterer
Lagrange ved at se pd permutationer af redderne x;, X; OFf X,
for, at den reducerede sjettegradsligning i y kan reduceres
til en andengradsligning i y3¥. Blandt de seks permutationer
er der tre, som ombytter alle x;, og tre, som kun ombytter
to og lader den tredje vare u=zndret. HMed vardien af w taget
i betragtning har vi, at

Y, = wZYz.:st 09 Yy = uu’-ys-.-wys

som er relationer mellem rodderne i den reducerede 1ligning.
Ved at oplefte ligningerne til tredje potens f&r vi, at

3 - > » .
Y, =Y =Y o Y, =vs"“=0v£ L idet w=
|




En anden made at udtrykke dette pd er, at funktionen
) s )
Y®= (X4 ¥ Wrat WHXs)

kun antager to vardier under samtlige permutationer af x4,
X, 0g Xy - Dette er grunden til, at ligningen, som y opfyl-
der, er en andengradsligning i y

Lagrange undersoger ogsd den generelle fjerdegradsligning
med henblik p& at kunne finde tilsvarende relationer mellem
rodderne i den dertil herende reducerede ligning og redderne
i den oprindelige ligning. Hans argumentation bygger ogsa i
dette tilfalde pA permutationsteoretiske overvejelser.

Genarelt gAr hans metode ud pi med udgangspunkt i den
generelle n'te-gradsligning at se pd symmetriske funktioner
af redderne og det antal vardier, de antager under permuta-
tion af redderne.

Mere pracist ser han pd en rakke af symmetriske
funktioner af redderne, hvor den feorste skal tillade
samtlige permutationer, det vil sige n! permutationer. De
efterfolgende funktioner wvalger han sadan, at de kun
tillader nogle af de permutationer, som den forrige
tillader.

Lad os sige, at den p'te funktion i razkken tillader r
permutationer blandt dem, som den p-1'te funktion tillader.
Der vil da gazlde, at funktionen vil vare rod i en ligning af
grad r hvor koefficienterne er rationale funktioner af

’

‘koefficienterne i den oprindelige ligning.

selvfelgelig, at man kan = finde koefficienterne til
ligningen, hvor den p'te funktion er rod. Dette kan lade sig
gore, hvis den p'te ligning kan leses algebraisk (det wvil
sige med rationale operationer og roduddragning), sa vil den
p'te funktion vare givet wved koefficienterne til den
oprindelige ligning. Denne proces fortsatter indtil den
sidste funktion i rakken valges til at identisk at vare en
af rodderne, de vil sige, at hvis den tilsvarende rakke af
ligninger kan loses algebraisk, s4 har man bestemt roden ud
fra koefficienterne til den oprindelige ligning. De ovrige
redder bestemmes pd lignende vis. Ligningerne i denne rakke
kaldes resolvent ligninger (''reduites').

Betingelsen for at processen kan fortsatte, er

Lagrange forsegte ogsd v.h.a. denne metode at lese den
generelle femtegradsligning. Problemet var, at hans metode
ikke gav noget kriterium for at valge funktionerne i rakken,
54 de er rodder i ligninger, som kan leses algebraisk.
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Lagrange's ide med at betragte antallet af vardier en
rational funktion antager under permutationer af dens vari-
able, danner grundlag for teorien for permutationsgrupper.

Set i lyset af moderne abstrakt gruppeteori demonstrerer
Lagrange s=ztningen om, at ordenen af en undergruppe i en
gruppe er divisor i ordenen af gruppen.

Lagrange's studier af algebraiske ligninger dannede ikke
kun grundlag for teorien for permutationsgrupper en ogsa for
senere studier indenfor ligningslesnings-teori forst og
fremmest af Ruffini, Abel, og Galois.

I det folgende vil vi se pd Ruffini's arbejde og herunder
hans bevis for femtegradsligningens uleselighed v.h.a.
radikaler, d.v.s rationale operationer og roduddragning.

Paoli Ruffini (1765-1822) publicerer i 1812 en artikel
"Riflessioni intorno alla soluzione delle equazioni
algebraiche generali' ,hvor-i han prasenterer sit bevis for
uleseligheden af den generelle ligning af grad heojere end
fire.

Ruffini's fremgangsmdde er i hej grad den samme som
Lagrange, bortset fra at han mere detaljerat underseger
mengden af permutationer, som lader en resolvent funktion
uandret . Et af hans resultater var, at hvis p er antallet af
permutationer, som lader en resolvent funktion uazndret, sa
er p en divisor i n!, hvor n er graden af den oprindelige
ligning, samt at antallet af vardier, en sadan funktion
antager, nAr rodderne permuteres, er n!/p.

Ruffini viste ogs3 ligesom Lagrange, at en sadan funktion

er rod i en ligning af grad n!/p. Specielt viste han, at
graden n!/p af en resolvent til femtegradsligningen kan
antage vardierne 2, S eller & men ikke 3 eller 4. Dette

betyder, at den resolvente funktion ikke er rod i en ligning
af grad 3 eller 4. Hvis n!/p ikke er 2, md8 5 gd op. Hvis
n'/p er 5, findes der resolventer med grad 5, men disse kan
ikke reduceres til binome )jgninger af formen x-M=0

Ruffini‘'s bevis for den generelle femtegradslignings
uleselighed v.h.a. radikaler er ikke endegyldigt, da det
bygger pA antagelsen, at sidanne radikaler altid kan udtryk-
kes som rationale funktioner af rodderne.

Ruffini gar i sit arbejde langt videre end bare at
opdage, at der er en forbindelse mellem lesbarhed af alge-
braiske ligninger og permutationer, idet permutationer ind-
EAr som en central del af strukturen i teorien for lignings-
lesning.
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I fordret 1824 beviser Abel (1802-182%) uden kendskab til
Ruffini's arbejde, af den generelle femtegradsligning ikke
kan leses v.h.a. radikaler. Abels bevis er komplet, idet han
baviser den antagelse, som er underforstdet 1 Ruffini's
fremstilling. ' '

I forhold til Lagrange, Ruffini og Cauchy, gir Abel langt
i anvendelsen af permutationsteori indenfor lesning af alge-

braiske ligninger. Dette leder ham til undersegelser af
kommutative permutationer, idet han stiller spergsmilet om,
hvilke ligninger af en given grad, der er lesbare v.h.a
radikaler. Abel kommer frem til en s®tning som saot. mned
moderne briller er et specialtilfazlde af Galois' hoved-
satning. Abel's satning wudsiger, at hvis redderne i en
ligning opfylder, at enhver.af dem kan udtrykkes som en
rational funktion a3f en af dem, kaldet x, og hvis athvert

par af redder Fx,Gx er relateret ved FGx=GFx, s& kan lignin-
gan leses v.h.3. radikaler. ¢ '

I 1801 publicerer Gauss bogen “Disquisitiones
Aritmeticae', hvor i han prasenterer et bevis for, at den
cyklotomiske ligning kan leses ved hizlp af radikaler. I
Gauss' studier af den cyklotomiske ligning ses eksempler pa
"brug af et konkret gruppebegreb, idet' han udnytter
‘gruppeegenskaber sasom frembringere i cykliske grupper,
Stabilitet, kommutativitet og associativitet. Ydermere har

hans arbejde dannet grundlag for den videre udvikling af
teorien for algebraiske ligninger samt for den dertil
herende teori for permutationsgrupper.

Vi vil nu kort skitsere hovedresultatet | Gauss'
behandling af den cyklotomiske. ligning, og derefter
prasentere hans metode 1 beviset illustreret vead et
eksempel. Dernast vil vi redegere for det gruppeteoretiske

indhold og dets betydning for gruppeteoriens og dermed den
abstrakte algebras udvikling.

ter den generselle cykliotomiske ligning,

og indser, at problemer kan reduceres til at betragte
ligninger af primisk grad, der vil sige, hvor n er et
primtal. Ved at dividere ligningen med x-1 (idet 1 er rod)
f3ds en ny ligning:

S o X XV ax #1420

Gauss Dbeviser under antagelse af, at n er et primtal, at
polynomiet X er rationalt irreducibelt, det wvil sige
irreducibelt over legemet af de rationale tal. Pointen er
34, at hvis n-1 er et produkt af nogle faktorer a,b,c,.., 54
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kan ligningen loses ved at leos= nogle ‘ligninger
af grad a,b,c,... Eksempelvis har vi for n=17, at n-1=16=2%,
og dermed at den cyklotomiske ligning af 17.de grad kan
loses ved at lose fire andengradsligninger. Dette resultat
var i evrigt af stor interesse, idet det viste, at man kunne
konstruere en regular syttenkant med passer og lineal, idet
andengradsligninger er lesbare v.h.a. passer og lineal.

Gauss tager udgangspunkt i ligningen
3 -
X?-4=0

og opgavén er at udtrykke reodderne ved hjzlp af radikaler.
Ligningen har redderne

4,&4/ i;,"v’ﬁ|6

hvor ) 7
£y= COSYUL+LSLNYL
Derefter danner han en ny rakkefelge af rodderne

81/ ot '/E-lér

og betegner denne

Ry, g
Den nye rzkkefelge er bestemt ved, at

) 3
°<4=€1 s Ky =Xy 09 Kg = R4

er galder altsa, at i den cykliske orden af £,,.., ¢ angivet
ved o, .. ,%¢ ©r enhver rod en tredjepotens af sin forganger.
I det «, , .-, @ parvist konugerede, ser man at:

OQ{*O(q=2.(.OS w qa_-ro(m-_'),(,oa'bu ots'te(“‘—'z.COS 8LL
oty 4%, 5200 ST (g +o(a = 2008 W Kby =205

Ky+ohis 2005 2 Xy 4o = 2cosbun

Vi bemarker desuden, at da redderne i oprindelige ligning
har summen nul, gzlder det at;
X+ g +. .+ =1

Derefter spaltes summen i de to summer, som h.h.v.
indeholder de lige og de ulige numre i den cykliske orden.

1




= 2cosUt 2cos Bu+ Lcos Hu +2cos LU

By

@’L‘: Xq +°(|,‘ 1’0(6 +O(&+O(‘°+0(\z "'0(‘\‘ + 0(‘6
= 2008 3w + 2¢os Fu+ 2C05 Sw+2¢os bu

hvor

Py *‘52.:°4

Derefter beregnes (34(_;1 vaed at beregne det dobbelte produkt af
p4ogﬂh, nemlig . '

ZPCP’L = oy °‘(2_ ."‘ O(zus 1’5(30(“ t.. ."’0(‘50(‘6-* °(|6°<1
t Xy Xy t g K + Ny +-. + X5 X g + X X

*9(_‘0(‘ + °<2.°<1 +o(50(%+;..+°(|5°<\|. +°<l€°(5
+ o |

"7°‘4°‘16 + 0(»1_0(‘ +tXax{g +. .. 4 °<.5Q(‘5 +°(:(,°<\s

Produktet Zﬂipz er fremkommet ved at multiplicere hvert

led i@+ med alle led iBa og hvert led ifa med hvert led i

B¢ og lazgge det hele sammen. Dette giver 128 produkter, der
" er opstillet siledes: : .

I den forste sojle har vi skrevet produkterne af o4 =¥4
leddene iz begyndende med x; og folgende ordenen af led-
dene i@, - ’ . ' S

I anden sejle har vi skrevet produkterne af o{, ©0g leddene
i3y begyndende med«, og folgende ordenen af leddene af B
s84 at vi efter og ender medoy . I tredje sejle har vi
skrevet produkterne afely og leddene ia begyndende med Xy
og folgende ordenen af leddene iz , 33 vi efter &« ender
maed ey, , ©.s5.v. PA denne mAde er opndet, at leddene i anden
sojle er tredjepotenserne af leddene i forste sejle, idet i
hver rakke er de to faktorer i anden sojle efterfolgere i
den cykliske orden for de to faktorer i den forste sojle.

PA tilsvarende maAde er leddene i tredje sejle tredje-
potenser af leddene i anden sejle, o.s.v. Dette medforer, at
vi kan beregne summen af de 128 led uden faktisk at udregne

leddene. Thi hvert produkt ofiaf; , der optrader i 2B«d, , er
selv et oy (idet de eneste produkterod; , f£for hvilke dette
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ikke galder, er dem, hvor de to indices har differens B, og
‘sddanne produkter forekommer ikke i 2(3:34 )- '

Hvis nu en rakke begynder med f.eks. Xip som det er
tilfaldet for den forste razkke, md det andet led i ra®kken
vare «;,, 0.5.v. s8 at leddene i razkken er u,,;é(.,,.._'o'g‘ ey, - -,

I hver rakke er summen af leddene derfor -1. Vi -har derfor,
at ‘ '

2Q4ﬁz="b
og f@}gelig, at

BiBe=-M
Tallene B¢ og Bx er derfor redderne i polynomiet,

X

X txX-Y

og da ‘L){Sz_ finder vi

B1

Vi spalter nu 3 i
Ui +k5 toq + X n = 2cosu + 2cosHu

6‘3 TXa 4+ Xz + Kyt = 2¢09 Bu+ 2¢os5 2w

Da er
61>615 09 K(*K’b =34
Vi ensker at beregne 6‘35 , o0g idet vi gdr frem som feor,

finder vi, at:
21 = Xy Kg + Aqyxg +.. .4+ XygK
+ °(‘ °<q + “‘bdﬂ ‘... +«|Sd5'
oy F AyHKp . .+ X5 Kg

+ q“ *554 0('50(1(-\- L +0(‘5d‘tb

Her er i hver razkke hvert led niendepotensen af sin
forganger, og hvert af de optradende produkter %{«; er selv
et X - Hvis nu en rakke begynder med oy , som det er
tilfaldet for ferste rakke, mi rzkken bestid af

Xy Ko s oy (0o 1 %y s Koy /X6, X
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og den sum mé vara Bs . Man ser, at for hver rakke er
leddenes sum enten (34 eller 3. . Folgelig kan ¥, ¥+ udtrykkes
ved hjzlp af de allerede beregnede tal(3; og . - Ved at
udregne de feorste led i de fire rzkker finder man, at forste
og fjerde rzkke giver summen ¢ ©Og anden og tredje rakke
summengp, - Vi finder derfor at

2182043 = -2
Altsa er
64&3:"{
Tallene 61 og 65 er derfor redderne i polynomiet
x*-pax~1
og da ¥ >8q har vi, at

5] BT

P4 tilsvarende made spalter vi Ba i
Bo= Bar ¥+ o + Ty = 2c0s DUt 2cos Su

Bu= ¥y + 83+ K1t B =205 FU+ 2ok
Da er K'L>K'-l 09 K'L"’Kq=a'l -

Vi finder, at:

th\gq:“qu* Q(MO(b-}...'N'O(\bO(Q_
+°('ldb+°(q O(\o-k...-l-“\sxg
+°(1.°(l1. + Xy Ay 4+ L4 X0

tolgolig 4 1y & - - KIEK Y

Ved at udregne de forste led i de fire rakker finder man, at
ferste og fjerde rakke giver summen@; og anden og tredje
r&kke giver summenf3¢ . Altsd er

2% % = LRI+ 2B =2 09 [P 1 =-1

54 atﬂg og Uy er rodderne i polynomiet
X‘L"(bzx - ’\
Da 8o )0y fis:
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& P, (9}‘%-\-
R 23 A

Sdledes kan vi fortsatte, og vi ser, at processen md ende
maed, at vi finder udtryk for alle redderne o, ,.. %, P3
basis af hvilke disse kan konstrueres.

I Gauss®' fremstilling af beviset for, at den generelile
cyklotomiske kan loses v.h.a. radikaler, ses klart Hhans
implicitte anvendelse af gruppeegenskaberne. For det forste

~benytter han sig af stabilitetsegenskaben, idet han udnyt-
ter, at et hvert produkt X{«] igen er et «¢ og for det andet
af kommutativitetsegenskaben, idet et hvert produkt ¥(d) er

det samme som produktet «jeg

Gauss' arbejde og resultater indenfor ligningslesnings-
teaori ar det feorste eksempel pad systematisk anvendelse af
permutationsgrupper 1 teorien for algebraiske ligninger.
Dette har dels bidraget til Galois' komplettering af anven-
delsen af permutationsgrupper indenfor ligningslesningsteori
(galoisteori) dels selvstandiggerelsen af teorien for permu-
tationsgrupper hovedsaglig foretaget af Cauchy.
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Den tyske matematiker Mebius (1790-1868) leverede det
forste eksempel indenfor geometri pi synsvinkelskifet fra
beregningsorienterade til strukturorienterede metoder.

Hans bidrag til udviklingen indenfor gruppeteori er
‘hovedsagligt reprasenteret i hans arbejde med klassifikation
af geometriske objekter (senere kaldet -invariant-teori),
hvor han inden formuleringen af det abstrakte . gruppebegreb
fremstillede den gruppeteoretiske organisering af geometri.

Dette bidrag dannede senere grundlag for Erlangen Program
i 1872, hvor i teorien for transformationsgrupper blev
udviklet. Vi vil senere komme ind pA transformationsgruppe-
begrebet i Erlangen Program. ' '

19



P4 tilsvarende made som i udviklingen af -geometri var der
i talleori reprasenteret konkrete anvendelser af de algebra-
iske begreber gruppe og legeme. Gruppeteoretiske argumenter
var ligeledes reprasenteret i talteoretiske materialer.

I modsatning til situationen indenfor t@orien for lesning
af algebraiske ligninger og geometri var den begyndende
forekomst @&f gruppeteoretisk t®nkning i talteori ikke et
udtryk for trangen til at udvikle en sammenhazngende feori.
Derimod var den et direkte resultat af konkrete studier af
talsystemernes egenskaber og struktur, som blev opdaget ved
konkrete talteoretiske undersogelser.

Forskellige mennesker, som kan krediteres for dette, er
Gauss med sin teori for sammensatning af former og Euler med
sin teori for grupper af potensrester. I det folgende vil vi
kort skitsere det algebraiske perspektiv i disse personers
arbejde med udgangspunkt i Van der Warden s.148 og Wussing
s.55-61.

Gauss betragter binsre kvadratiske former,
2 y R
AX +20BXY+CYT, AD,C er heltal

og definerer sammensathed ved at angive en betingelse for
hvorndr en form er sammensat sf to former. En form er sam-
mensat af to andre, hvis der findes en substitution af
variablene bestlende af linearkombinationer af af produk-
terne af variablene i de to former, sa formen transformeres
til produktet af de to former. Hvis substitutionen opfylder
nogle regularitetskrav, siges formen at vare sammensat af de
to former.

Det gruppeteoretiske kommer ind ved, at der indferes en
klassedeling af formerne, sidan at to former ligger i samme
klasse hvis der findes en linesr transformation med determi-
nant 1, som transformerer den ene over i den anden. P&
klasserne af former lader det sig sa& gere at definere
sammensathed s&, hvis en form er sammensat af to former,
er dens klasse entydigt bestemt ved klasserne af de
former. Det vil sige, at sammensathed af former over fores

til sammensathed af klasser.

D
g @3

Han viser sA&, at man givet to former kan finde en form,
som er sammensat af disse og at denne komposition respekte-
rer klassedelingen. Ved yderligere at definere en
diskriminant,
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for en form viser han, at antallet af klasser af former med
en given diskriminant er endeligt, og at klasserne med
kompositionen overfort pi disse udger, hvad der gvarer til,

an andelig abelsk gruppe.

Leonard Euler (1707-1783) udgiver i 1761 ‘'Theoremata
circa residua ex divisione potestatum relicta". Her i analy-
serer han rester, som fremkommer ved division af et potens-
udtryk med et primtal. Vi benytter som udgangspunkt frem-
stillingen af Euler i Wussing 5.48-51.

Euler identificerer tal, som giver den samme rest ved
division med et givet primtal, p, og opndr, hvad der svarer
til at betragte restklasser, idet han benytter, at antallet

af ikke-zkvivalente rester ved division med p hejst kan vare
p-1 ndr p ikke mA gi op. NAr man betragter rakken af

potenser, ' v
2P -
f,a,0", 0, -

ma nogle af dem nedvendigvis give anledning til de samme
rester, specielt vil uendeligt mange give resten 1. Hvis den

mindste potens, som giver resten: 1, erQ", vil
| 1 A1
{,0,0°, . ., &
NA YA
alle have forskaellige rester og resten for & vil vare den

samme som for oM. Euler viser si en satning om, at hvis
A< p-14

‘ar der hejst lige 53 mange rester
det vil sige

e (P-4)/2

Gruppeteoreaetisk set er dette et specialtilfalde af
satningen om, at ordenen af en undergruppe giAr op i ordenen
af gruppen: Euler's undersegelse har en kompleksitet, som
svarer til at betragte opdeling af en gruppe i undergrupper
og se pad de tilsvarende sideklasser.

ot
0}
b}

som der ikke er res
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Konkrete underseogelser af permutationer var et direkte
resultat af anvendelsen af permutationar i ligningslesnings-
teori.

bDen franske matematiker Cauchy var den forste, som
beskzftigede sig systematisk med egenskaberne ved permuta-
tioner. 1 1815 publicerede han en artikel, der hovedsaglig®t
var baseret pa beviset for en satning, der siger, at antal-
let af forskellige vardier et ikke-symmetrisk udtryk med n
variable kan antage, ikke er mindre en det sterste primtal
P, som ikke overskrider n, medmindre det er 2.

Cauchy fik i den forbindelse defineret en lang rakke
egenskaber for permutationsgrupper, som lige s3 godt kunne
vare udsagt om abstrakte grupper. Cauchy dafinerer produktet
af to permutationer samt erkender at identitetspermutationen
mé betragtes som en permutation.

Der-ud-over definerer han ordenen af en permutation, en
cyklisk permutation og dens potenser samt definerer forskel-
len mellem en permutation og en substitution. Hvis man

skriver n variable i en rakkefelge har man en permutation.
En substitution er overgangen fra en permutation til en
anden.

Cauchy's arbejde med permutationer dannede grundlag for

den videre udvikling indenfor den gruppetaoretiske
formulering af ligningslesningsproblemaet samt for
selvstandiggorelsen af teorien for permutationsgrupper, s5om

tidligere var tat knyttet til ligningslesningsteori.

Den gruppeteoretiske tendens i Cauchy's arbejde er i hoj

grad reprasenteret i hans definition af begrebet
“"zkvivalente permutationer'. Definitionen er, at hvis man pa
forhdnd har givet en rationsl funktion af n redder, da vil

to vilkdrlige permutationer af redderne vare akvivalente,
hvis de giver anledning til den samme funktionsvardi.
Ligeledes er hans ide med at gruppere permutationer efter
denne egenskab af stor betydning for Galois' arbejde med
permutationsgrupper i teorien for algebraiske ligninger.

Den videre udvikling af teorien for permutationsgrupper
er reprasenteret i Galois', Serret's og Jordan's arbejder.
Bortset fra Galois' er deres gruppebegreb udelukkende knyt-
tet til substitutionsgrupper. Substitutionsgrupper er det,
vi i dag kalder permutationsgrupper. 1 det felgende er der
altsd tale om substitutionsgrupper nar vi anvender termen,
permutationsgruppe.
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I det folgende afsnit vil vi beskrive den anden fase 1
udviklingen af den abstrakte algebras udvikling, som i store
trak foregAr i perioden fra Galeois til Lie. Udover disse

‘personer har vi valgt Serret, Jordan, Kronecker og Klein som
de matematikere, der i deres arbejde er reprasentive for
denne: periode. - -

Den matematiske virksomhed i denne periode var i hej grad
centreret om at forstd og fortolke Galois studier af
anvendelsen af permutationsgrupper i ligningslesningsteori,
idet han var den, som forst fik demonstreret gruppabegrebets
abstrakte potentiale. S - -

Galois markerede pd baggrund af sine studier af

algebraiske ligninger starten pa den periode, hvor man for
alvor begyndte at interessere sig for grupper som et redskab
til at klassificere og strukturer den viden, man i forvejen
havde. ' ' o S
Dette resulterede bl.a. i, at der indenfor de fire mate-
matiske discipliner opstod nye selvstandige omrader, som
blev giort til genstand for gruppeteoretiske  studier

eksempelvis permutationsteori, invariantteori og reprasenta-
tionsteori. disse teorier indeholder kun brug af konkrete og
genarelle gruppebegreber og ar derfor, efter aksiomatiserin-
gen af . det abstrakte gruppebegreb, blevet en del af den

_abstrakte algebras anvendelsesomrader.




Den franske matematiker Evariste Galois levede fra 1811

til 1832. I 1832 nedskrev han sine ideer o0g resultater
formuleret i en kortfattet og svart tilgangelig begrebs-
ramme, som forst i 1846 blev publiceret af matematikeraen
Liouville. Galois havde dog flere garige forsegt at fa
udgivet sine artikler, men blev p.g.a. sine komplicerede og
til ¢t r ufuldstandige fremstillinger,- ignoreret som

respektabel matematiker.

Galois' havde som udgangspunkt for sine studier af alge-
braiske ligninger Lagrange, Gauss, Abel og Cauchy's arbejde
indenfor ligningslesningsteori og permutationsteori. Galois
indsA, at der var en tat forbindeise mellem disse teorier.

Dette gjorde ham i stand til at lese Lagrange's problem,
nemlig at finde et eksplicit kriterium for lesbarheden af
algebraiske ligninger v-h.a rodudtryk.

Galois opdagede, at man kunne "aflase" strukturen af
roedderne i en ligning udfra strukturen af en permutations-
gruppe, som var associeret til ligningen. Galois viser, at
man til enhver algebraisk ligning kan danne en permutations-
gruppe, bestdende af permutationer af ligninges redder med
felgende to egenskaber:

1) alle funktioner af redderne, som forbliver uandret,
nadr man substituerer med en permutation fra gruppen, kan
udtrykkes rationelt.

2) alle rationelt udtrykkelige funktioner af roedderne
forbliver uandrede, naAr man anvender permutationer fra
gruppen. Denne gruppe benavnes ligningens gruppe.

Med begreberne "permutation' og "substitution' menes der
h.h.v. en given razkkefolge af redderne og overgangen fra en
rakkefelge af redderns til en anden.

Vi wvil her skitsere Galois' kriterium for hvorndr en
algebraisk ligning er lesbar v.h.a. rodudtryk. Galois bruger
i denne sammenhang begrebet ‘'decompositition propre', som vi
vil oversatte med "en egentlig oplesning'.

Dette begreb er knyttet til en gruppe tilherende en
ligning og betyder, at: NAr man tilfejer samtlige redder i
en hj=zlpeligning til koefficientlegemet for ligningen, far
man, at ligningens gruppe opleses i undergrupper. Hvis man
indenfor hver undergruppe kan komme fra en vilkarlig
permutation til anden ved brug af den samme substitution, sA
siges oplesningen af gruppen at vare en egentlig oplesning.
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I moderne tarminologi svarer dette til en gruppes
oplesning i normale undergrupper, hvor en normal undergruppe

er en, hvis hejre- og venstresideklasser er identiske.
Galois' kriterium siger, at en algebraisk ligning er lesbar
v.h.a . rodudtryk, hvis dens gruppe G kan opleses i normale

undergrupper H sadan at:
GDHIDH.LD. .. DHm = E

Hvor E er gruppen bestdende af identiteten. Ydermere skal
der galde at antallet af sideklasser af H, i HK’f' og Hy 1 G
skal vare primtal.

Vi vil senere i projektet udkrystallisere de enkelte dele
af Galois' begrebsramme. I gruppeteoretisk henseende betrag-
tes Galois' metoder, som det ferste egentlige forseg pa at
udnytte egenskaberne ved en gruppe.

Galois benyttede begrebet "en gruppe" i to forskellige
betydninger. Den ene var, pd tilsvarende mdde som hans
forgeangere brugte det, blot et andet ord for en ‘'mangde"
eller "samling". Den anden betydning, som kommer til udtryk
i . hans seneste artikler, er et matematisk teknisk begreb,
' hvor kompositionsegenskaben eksplicit definerer gruppen. P&
trods af hans flertydige brug af ordet ‘'gruppe', er der i
hans undersegelser klart reprasenteret den fundamentale
rolle, som begrebet "normal undergruppe" spiller. Galois ma
derfor siges at vare den, der pA baggrund af det konkrete
gruppebegreb i Lagrange, Gauss, Abel og Cauchys' studier,
forst opererer, med et generelt gruppebegreb.

Galois' wog til dels Cauchy's studier af permutations-
grupper pAvirkede den videre udvikling indenfor lignings-
losningsteori , idet man i stigende grad studerede permuta-

tionsgrupper i modsatning til tidligere hvor studiet af
rationale funktioner blev sat i hejsadet.

I perioden fra 1832 - 1846 var der ps intet tidspunkt
tegn pd videre forskning indenfor ligningslesnings- og
permutationsteori. Det viste sig imidlertid, at der skulle
gd op til tyve Aar, foer Galois' gruppebegreb blev yderligere
generaliseret.
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- Franskmanden Serret (1819-1885) var den ferste, som
forsogte at uddrive de gruppeteoretiske pointer i Cauchy og
Galois' arbejde indenfor h.h.v. permutationsteori og
ligningslesningsteori. I sin bog "Cours d'Algebre
superieure' publiceret i 1866 skitserer han, v.h.a. nogle
gruppebaserede satninger hentet fra Galois og Chauchy,
gruppebegrebets davarende status.

Dissa satninger udsiger i store trak noget om ordenen af
forskellige permutationsgrupper og hvorndr en samling af
permutationer udger en gruppe. En af disse satninger siger,
at alle de permutationer pid n tal, der kommuterer med en
anden permutationsgruppe t pd n tal, udger en gruppe. En
anden sztning s®tning siger at de n! permutationer af n tal
udger en gruppe, som indeholder den alternerende gruppe,
hvis, orden er n!/2. '

Disse satninger, ialt 10, udger tilsammen grundlaget for
hvad Serret paA davarende tidspunkt ansd for tilstrakkelige
til at behandle problemet wmed at Konstruere samtlige

permutationsgrupper.

Serret's bidrag har i denne forbindelse ikke varet
knyttet til konstruktion eller opdagelse af nye resultater
indenfor permutationsgrupper. Han har derimod forsegt at
forene <Cauchy's udvidede gruppebegreb med Galois generelle
gruppebegreb i en fzlles begrebsramme. Serret far dermed
dannet et i forhold til de af Cauchy og Galois, yderligere
generaliseret gruppebegreb.

Efter Serrets udgivelse i 1866 og op til 1880'erne skete
der en eksplosiv udbredelse af anvendelsen af Galois' ideer
og metoder i forskellige matematiske discpliner. Her vil vi
specielt navne Jordans (1838 - 1922) undersegelser af
anvendelsen af permutationsteori i studiet af transcendente
funktioner og analytisk geometri, som er samler | bogen
"Traite des substitutions et des equations algebriques " og
udgivet i 1870.
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Jordans anvendelse af permutationsgrupper i analytisk
geometri dannede grundlag for den videre udvikling af
gruppebegrebets anvendelse 1 geometri, som eksplicit
reprasenteres i Klein's Erlangen Program fra 1872. Det
gruppeteoretiske aspekt i Jordan's og Klein's arbejder er,
pA trods af den kun to-3rige afstand mellem publikationerne,

i hej grad forskelligt. MNMens Klein 1 Erlangen Program
foretager en ydeligere generalisation af gruppebegrebet
(transformationsgrupper) anvender Jordan det af ‘Serret
formulerede gruppebegreb indenfor nogle discipliner. Derfor

m4& Jordans gruppebegreb vazre en udvidelse af Serret's
begreb. ’

Jordans ide er at "oversatte' problemer indenfor geometri
til algebraiske ligninger, 34  man derefter direkte Kkan
anvende Galois' metoder. Jordan var derfor 'tvunget' til at
udvikle et passende sat regneregler for permutationsgrupper,
som ville goere ham i stand til at formulere et ‘geometrisk

problam ©~ i gruppeteoretiske termer. Jordan viste, at
tidligere loste geometriske problemer kunne reduceres til at
betragte undergrupper af ‘"“den linezre gruppe'". Linare

grupper blev baAde af Serret og Jordan detaljeret undersogt.

>Gruppebegrebet er det centrale redskab i Jordan's
“Traite', idet han opfatter sin anvendelse af gruppeteori,
som et forseg pA at fA struktureret og klassificeret mangden

af lineare grupper.

I den anden del af "Traite" beskaftiger han sig med
analytisk reprasentation af permutationer. Mere specifikr
forseger Jordan at finde et analytisk udtryk for samtlige
permutationar, som kommuterer med en transitiv gruppe, (en
gruppe af permutationer af en mangde 1,....,n er transitiv
hvis den for ethvert element ,k6a, i mangden indeholder an

permutation p s& p(1)=a, transitivitet er et wudtryk for
sammenhang i gruppen) F.

Han kommer frem til, at en sadan mangde af permutat ioner
kan reprasenteres i en matrixform. Pointen er si, at man
udfra determinanten kan afgore om matricen virkelig
reprasenterer en permutation. Hvis dette er tilfaldet vil
samtlige permutationer, som kan udtrykkes ved matricen,
udgere en gruppe. Det er denne gruppe, hvis egenskaber sasom
ordenen, s&t af frembringere faktorgrupper i an
kompositionsrakke, undergrupper, kanoniske former af
gruppeelementerne .... o.s.v. han udforskede.
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Fra et historisk synspunkt kan hans undersegelser af
analytiske reprasentationer af permutationer tolkes som en
slags overgangsfase fra begrebet en parmutationsgruppe til
begrebet en gruppe af linezre substitioner.

Jordans undersegelser af substitutionsgruppebegrebets
anvendelse indenfor analytisk geometri var som tidligere
nevnt med til at danne grundlag for Klein's 'Erlangen
Program. Klein forseger i denne bog at foretage en
klassifikation af geometri v.h.a. gruppeteori. Klein's ide
med Erlangen Program var til dels ogss et resultat af hans
studier af geometriske invarianter, d.v.s. geometriske
objekter som lades uandret m.h.t. bestemte afbildninger.

Kleins brug af Jordans substitutionsgruppebesgreb forer
til en ny type gruppe nemlig transformationsgruppe. Gruppens
elementer betragtes som afbildninger og kompositionen i

gruppen er funktionssammensatningen. Transformatiomsgruppe-
begrebet er en generalisation af Jordans substitutions-
gruppebegreb, idet man kan opfatte samtlige substitutioner

som transformationer.

Badde Jordan og Klein anser stabilitetsegenskaben for
tilstrakkelig til at definere endelige grupper, forudsat at
man har givet associativtet samt eksistenssen af
neutralelementet. Kleins anvendelse af transformations -
grupper forudsatte faktisk, at den inverse transformation
eksisterde. Men han var ikke i stand til at udtrykke denne
eksplicit. Dette blev der dog kort efter publikationen af
Erlangen Program, radet bod pa i Lie's formulering af
teorien for transformationsgrupper.

P3a tilsvarande made, som Galois tilknyttede a2n
substitutionsgruppe til enhver algebraisk ligning, knytter
Klein til enhver geometri en transformationsgruppe-.

Selvstazndiggeorelsen af teorien for transformationsgrupper
foretages af Lie i 1B76. Her forseger Lie, at sammenfatte
gruppebegrebets status i forskellige matemat iske
discipliner. Lie udtrykker det selv som et forseg pa at
forene teorien for substitutionsgrupper, geometri og
differentialligningsteori i en fazlles begrebsramme nemlig
transformationsteori. Lie fAr ‘"nasten' defineret det
abstrakte gruppebegreb, men er ikke i stand til at abstra-
here fra gruppeelementernes konkrete natur og udelukkende se
pa relationerne mellem disse.
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P34 trods af dette blev gruppebegrebet ferst genstand for
aksiomatisering 5-6 Ar efter. PA dette tidspunkt definerede
Lie i en artikel "Uber unendliche kKontinuierliche "gruppen"
fra 1883 begreberne kontinuerte/diskontinuerte endelige/
‘uendelige -grupper, hvor hans gruppebegreb stadig svarer til
transformat ionsgruppebegraebet . -

Selv om Lie i 1883 havde fuldstandiggjort teorien for
transformat ionsgrupper fortsatte han sine studier af ‘disse,
dog- - under stadig sterre pdvirkning af “bahovet" - for
sksiomatisering. Hverken Klein eller Lie tog skridtet til at
formulere en mangdeteoretisk sksiomatisering af -gruppe-
begrebet, selv om de i deres studier eksplicit anvender
gruppeaksiomerne. : C : o
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Udviklingen af ring- og legemsbegrebet foregihn
hovedsagligt 1 talteori, specielt indenfor studien af
algebraiske tal. Imodsatning til gruppebegraebat var

udviklingen af ring- og legemesbegrebet knyttet til en 1illwe
gruppe mennesker.

Gauss' teori for cyklotomiske polynomier og sammensatning

af former forte direkte til studiet af algebraiske
tallegemer. Bade Gauss og Galois havde i deres studier af
kongurenser et konkret legemsbegraeb, idet de beskaftigede
sig med restklasser og restklasselegemer d.v.s. endelige

tallegemer.

Studiet af algebraiske tallegemer blev hovedsaglig®
foretaget af Kronecker (1823-1891) og dedekind (1831-1914).
Kroneckers konstruktivistiske filosofiske baggrund var
Arsagen til at, de to's teorier for tallaegemer var
grundlaggende forskellige, pa trods af deres tatte
samarbejde.

Den primsre forskel mellem Kronecker og Dedekinds studiex
var, at Dedekind beskaftigede sig med egenskaber for mangden
af elementer, som dannede et legeme. Mens Kronecker beshkaf-
tigede sig udelukkende med elementerne.

Begrebet "tallegeme' blev indfert af Dedekind i
1850'erne, som i forbindelse med talomridder, skulle fortol-
kes som en samling af objekter, der dannede en vis helhcd.
Det generelle legemesbegreb blev introduceret af Dedekind,
idet han sammen med Dirichlet formaliserede de rationalle
tals egenskaber og deraefter generaliserede ..., jtatefr.

Dedekind definerer, at et vilkarligr system af relle
eller komplekse tal, som opfylder stabilitetsegenskaberne
m.h.t. de fire kompositioner +,-,*,/ er et tallegeme eller
bare et legeme.

Kronecker udelukker i sine studier det generclle
mangdebegreb, idet hans konstruktivistiske filosofi i
tillader brug af uendelige "helheder". Denne begransning
maedfoerer, at Kroneckers legemsbegreb var begranset til o0
endelig wudvidelse af de rationelle tal, mens Defa

legemsbegreb var et algebraisk system som tilfradsstiliwuds
hans definition.
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1 stedet for begrebet ‘'"legeme'" anvendte Kronecker
begrebet ‘'"et rationalitetsomrdde" (rationalitatsbereich),
som forste gang eksplicit blev introduceret af Galois. Bade
Kronecker og Galois' begreb er, i samme udstrakning som
Dedekinds, et legeme. Den eneste forskel er, at Kronecker
begranser sig til endeligdimensionale udvidelser af de
rationelle tal. Kronecker skabte en hel teori for legemer
(rationalitetsomrdder), hvori hans legemsbegreb er mere
generelt eond Dedekind's, dette ses wved, at Kronecker
studerer legemer af rationelle funktioner med n variable. I
denne forbindelse introducerer han begrebet "at tilfeje en
variabel til et legeme', hvor begrebet 'en variabel'" bliver
udvidet til at omfatte en abstrakt storrelse.

Det moderne legemsbegreb er ikke et resultat af enten
Kronecker eller Dedekind's arbejde, Selv om de 1 deres
fremstillinger adskiller sig fundamentalt fra hinanden.
Tvartimod blev blandingen af deres forskellige, men dog
indbyrdes supplerende, indsigt i legemsteori udgangspunktet
for Weber's abstrakte formulering af legemsbegrebet i .1893.

Studiet af de algebraiske heltal d.v.s. tal, som er
rodder i polynomier med heltallige koefficienter, forte
direkte til studier af ringstrukturer. Man opdagede, at
entydig primtalsfaktorisering ikke altid var mulig i
integritetsomrdder, d.v.s. ringe med 1-element wuden O-
divisorer. S

Dedekind var den ferste, som indferte et generelt
ringbegreb. Han definerede en ring som en mangde af tal
sddan at, hvis a og b tilherer mangden n, s8 skal deres
produkt sum og differens ogsd tilhere den. Dedekind
.arbejdede med de konkrete ringe h.h.v. ringene bestaende af
mengden af alle algebraiske heltal og masngden af alle
algebraiske heltal i et vilkadrligt algebraisk tallegeme.

Den videre udvikling af ringbegrebet foregik i den sidste
tradjedel af det nittende arhundrede. P& dette tidspunkt
studerede man b.1.3. konkrete linezre associative algebraer.

Disse algebraer er moderne set ringe, og i1 den abstrakte
ringteoris formulering bliver resultaterne for disse
konkrete algebraer generaliseret. Den abstrakte formulering

af ringbegrebet kom forst langt senere (Frankel i 1914) end
det abstrakte gruppe- og legemesbegreb (Weber i h.h.v. 1882
og 1883).
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Den abstrakte formulering af gruppe-, ring:

De abstrakte begreber gruppe, ring og legeme har alle
rodder i konkrete anvendelser inden for omrader af
matematiken. Vi har tidligere set pa& forudsatningerne for

det abstrakte gruppebegreb.

Legemsbegrebet har pd& lignende vis optradt implicit
indenfor forskellige discipliner. Det kommer for eksempel
til udtryk i Galois' rationalitets-omrider og i Dedekinds og
Kroneckers arbejder med algebraiske tal.

Ringbegrebet har redder falles med legemsbegrebet .
Arbejde med konkrete ringe finder man hos Dedekind og
Kronecker indenfor algebraiske tal, hos Kummer med ideal-
komplekse tal og hos Hilbert indenfor algebraisk talteori. I
modsatning til gruppe- og legemsbegrebet forekommer ‘'ikke-
trivielle" ecksempler pa ringe forst lige omkring og efter
formuleringen af det abstrakte begreb. Indtil da

indskrankede studier af ringstrukturer sig stort set til
talsystemerne. '

Gruppen var i sig selv den forste af de ftre abstrakte
strukturer, som blev introduceret og undersogt, og var pd en
made den forste abstrakte struktur indenfor algebra
overhovedet .

Allerede i 1849 havde Cayley en definition af en abstrakt
gruppe og i 1878 yderligere en. De kommer som en naturlig
del af udviklingen af symbolsk algebra i England pd dette
tidspunkt. Cayleys gruppebegreb slaAr ikke igennem pa dette
tidspunkt, men det er kendt af hans efterfolgere.

Kronecker giver i 1870 en abstrakt definition af begrebeaet
“endelig abelsk gruppe' svarende til Cayleys begreb fra
1849. I denne definition kraver han nogle abstrakte
elementer med en abstrakt operation, som er stabil, har
associativitets- og kommutativitets-egenskaben og at der for
ethvert element findes et entydigt inverst. Med dette begreb
viser han blandt andet et basis-teorem. Dette begreb er p3
grund af sin asksiomatiske formulering et vigtigt skridt i
formuleringen af et generelt abstrakt gruppebegrab.

32



W.v. Dyck giver en dafinition af abstrakte grupper i 1882
samt idig med, at Weber gor det. Dycks definition kraver
(iflg. Kline s.1141) en mangde med en associativ men ikke
nedvendigvis kommutativ operation, som afbilder ind i
m&ngden selv, og at der til ethvert element findes et
inverst. (neutralt elemant ar ikke navnt). Dycks
gruppebegreb omfatter alle de konkrete gruppebegreber:
gruppebegrebet fra ligningslesningsteori, . uendelige
transformationsgrupper i geometri og grupperne fra talteori.

Webers samtidige definition af gruppe er, at et system G
af elementer af enhver slags O4,-.,0) kaldes en gruppe af
orden h, hvis man fra ethvert par af elementer i systemet
kan aflede et tredje ved en forskrift, som  kaldes
komposition 2ller multiplikation, og hvis associativitet og
forkortningsregler galder. 1 1893 definerer Weber yderligere
et gruppebegreb, hvor det tillige skal galde, at for tre
vilkarlige elementer, som indgdr i en relation AB=C, skal en
hvilken som helst af dem vare entydigt bestemt af de  to
ovrige.

Efter formuleringen af det abstrakte gruppebegreb er der
en masse bestrabelser pa at formulere gruppeteori- fra
forskellige discipliner inden for rammerne af det abstrakte

gruppebegreb.

J.-A. de Seguier (1862-1937) er en reprazsentant for disse
bestrabelser med ‘“Elements de la  theorie des groupes
abstrait" fra 1904. 1 dette vark er der lagt vagt pa at
fremstille teorien for endelige grupper og det sker med
udgangspunkt i blandt andet Burnsides (1852-1927) '"Theory of
Groups of Finite Orders' fra 1897 og Jordans arbejder, som
begge er baseret pA generelle gruppebegreber.

Et vasenligt element i Seguiers tekst, som netop
understreger overgangen til abstrakt gruppeteori, er, at han
viser gruppe-aksiomernes uafhangighed ved en rakke
modeksempler, og dermed at alle er nedvendige for at opn3

den fulde gruppestruktur.

I modsatning til' gruppebegrebet, som i sine tidlige
stadier var reprasenteret i flere discipliner, udspringer
legemsbegrebet primesrt fra studiet af talsystemerne.
Legemsegenskaberne kendes meget tidligt som love for
tallene. Ved udvidelse af egenskaberne til abstrakte
symboler fAs de begrebsdannelser, som prager den engelske
skole fra starten af det nittende Arhundrede.
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Legemsbegrebet findes som et generelt begreb hos Abel og

Galois i form af - rationalitetsomrlder i
ligningslesningsteori. Galois er endvidere den forste, som
fatter, af Gauss' teori for kongruenser ar et udgangspunkt

for studiet af endelige legemer.

Legemsbegrebet findes som et generelt begreb - hos
Kronecker og Dedekind i studiet af algebraiske tal. Det er
Dedekind, som i 1879 giver en ferste definition af begrebet
tallegeme og det er et umiddelbart forbillede for Weber, som
i 1893 prasenterer det abstrakte begreb kommutativt legeme i
en udgivelse om abstrakt galois-teori.

Efter formuleringen af der abstrakte legemsbegreb finder
Kurt Hensel p-adiske legemer ("Theorie der algebraischen
Zahlen", 19208) og kan med disse danne «n lang rakke
forzkellige legemer. Dette motiverer en klassifikation af
legemer. Det er Ernst Steinitz (1B71-1928), s0m i
"Algebraischen Theorie der Korper" fra 19216 gor noget for
denne sag, idet han opdeler legemer efter deres primlegemer
og snakker om karakteristik af legemer.

Steinitz wudvikler en stor mazngde teori for abstrakte
legemer og definerer en lang rakke egenskaber wved og
begreber relateret til legemer. Blandt andre ting stiller
han spergsmaleft om, i hvilke legemer galois-teori galder,
hvilket forer til diskussionen af separabilitet af legemer.

5:4.4. Det abstrakte ringbegreb.

Udviklingen af det abstrakte ringbegreb og ringteori
forstdr man meget darligt ved at lede efter en udvikling fra
konkrete anvendelser inden for nogle discipliner. Begreber,
som herer hjemme i ringteori, findes konkret indenfor
studier af tallegemernes struktur hos Dedekind, Kronecker og
Kummer, og der laves ogsd her en del teori af ringteoretisk
art, men det er forst med de almindelige bestrabelser pa at
fundere matematiken abstrakt og aksiomatisk, at deat
abstrakte ringbegreb kommer. Det er Frankel, som i 19214
definerer det abstrakte ringbegreb.

Abstrakt ringteori er ikke lavet som et forseg pad at
forene teori indenfor forskellige discipliner, men optrader
mere som et led i den aksiomatiske opbygning af algebrs. Det
er ogsid typisk, at ringteori anvendes indenfor discipliner,
som ferst udvikles pA dette og senere tidspunkter.

Wedderburn laver i slutningen af arhundredet en del teori
for ringe og for linemsre associative algebraer, men det er
forst med Emmy Noether i tyverne st ring- og idealtsori
bliver systematiseret og fAr et aksiomatisk grundlag.

34



I

af Galois' rolle i udviklingen af den abstrakte

6.1. Indledning.

Formdlet med det foregdende afsnit har varet, at f4 et
overblik over udviklingen og tilblivelsen af den abstrakte
algebra. Afsnittet kan betragtes som en slags pilotprojekt
med henblik p3 senere i projektet dels  at afklare
betydningen af Galois' bidrag i forhold til andres og dels
f4 en fornemmelse af, hvad hans udgangspunkt har varet.
Ydermere har det skulle tjene det formdl, som er navnt i
forordet til projektet, at f8 et indtryk af, hvordan en
matematisk teoribygning bliver udviklet.

Parallelt med wudviklingen af den abstrakte algebra
foragik der fra 1846 og op til omkring slutningen af det
nittende Arhundrede en ' udvikling af Galois' teori, som
senere bliver til det, vi i dag kalder for galoisteori.
Karakteristisk wved denne wudvikling var, at den  var et
resultat af flere forskellige menneskers forseg pa at forsté
0g komplettere Galois' arbejde. Gennem disse studier fik man

langsomt ejnene op for gruppebegrebets styrke, som et
redskab til at reprasenters strukturen af matematiske
objekter, i dette tilfalde i forbindelse med algebraiske

ligninger.

Galois' formal med at anvende gruppebegrebet i lignings-
lesningsteori var til dels en konsekvens af hans forgangeres
problemer med (u)lesbarheden af femtegradsligningen og ¢til
dels en konsekvens af hans indsigt i nedvendigheden af at
prasentere gruppebegrebet gennem en af dets anvendelser.

Denne indsigt havde den engelske matematikker Cayley
ikke, 1idet hans pr®sentation af gruppebegrebet ikke udsagde
noget om dets konkrete anvendelse, men udelukkende var en
prasentation af det abstrakte begreb uden, at det var til-
knyttet en matematisk disciplin. Konskvensen var, at man
ikke 1 den matematiske verden, var i stand til at forstd og
dermed acceptere det abstrakte gruppebegreb som et slag-
krafrtigt redskab i matematik.

Karakteristisk wved Galois' efterfelgere var, at de var
delt i to lejre. Den ene koncentrerede sig om at udrede hans
arbejde,som nok mA siges at vare ufuldstandig og visse
steder inkonsistent. Den anden forsegte I hojere grad at
videreudvikle Galois' ideer i retning af at anvende
gruppebegrebet i andre discipliner. ' '
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Reprasentative for disse to lejre er h.h.v. italieneren
E.Betti (1823-92) og franskmanden C.Jordan (1838-1922).1
modsatning . til udviklingen af Galois' resultater i Italien
og Tyskland var situationen i Frankrig starkt pavirket af
troen pa, at Cauchy havde fardigformuleret teorien for
permutationsgrupper.

Dette medfortea, at studiet af de gruppeteoretiske
aspekter i Galois' arbejde blev overset til fordel for hans
resultater indenfor ligningslesningteori. Det var ferst, da
Cauchy's arbejde med permutationsgrupper og Galois" teori
blev sammenfattet af Serret i 1866, at man i Frankrig fik
@jnene op for gruppebegrebets styrke i matematik.

E.Betti var den ferste, som udfyldte et af de stoerste
gruppeteoretiske ‘hul ler® i Galois' fremstilling.Han
beviser, at Galoisgruppen for en ligning faktisk er en
permutationsgruppe, hvilket er en antagelse hos Galois.-Pa
trods af dette reprazsenterer Betti's fremstilling pad ingen
mi3de en generalisation af Galois' gruppebegreb. Derimod er
Jordan's formulering af Galois' teori det forste eksempel pa
et forseg pa dels at systematisere Galois' resultater og

dels at fremhave gruppebegrebet som et strukturelt redskab i
matematik.

1 det efterfelgende afsnit vil vi forsege at gore rede
for Galois'  |bidrag til wudviklingen af den abstrakte
algebra,idet vi har valgt st skelne mellem hans direkte og
indirekte bidrag.

Galois' direkte bidrag bestdr i hans overordnede mal,
naemlig at finde en abstrakt begrebsramme for de forskellige
omradder og metoder i matematik. Vores begrundelse for, at
det er et direkte og ikke et indirekte bidrag, er, at det
uden nogen form for bearbejdelse forer til studiet af
strukturer i matematik, som er grundlaggende for den

abstrakte algebra.

Endvidere bestar Galois' indirekte bidrag i hans
uafsluttede men revolutionerande resultater indenfor
ligningslesningsteori, som har givet anledning til

adskillige forseg pa at komplettere og systematisere hans

arbejde. Dette har, som navnt tidligere, fert til udviklingen
af galoisteori. Disse bestrabelser udger tilsammen en

betydelig faktor i udviklingen af den abstrakte algebra og

ligeledes har resultaterne fra anvendelserne af Galois'

teori optradt som en vasentlig begrundelse og motivation

for den abstrakte algebra.

For at f& belyst Galois' direkte bidrag prasenterer vi et
reprasentativt udpluk af hans arbejde, som vi har valgt til
at vare hans hovedsatning samt hans tilherende begrebsramme.
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Dernast vil vi prasentere Jordan's fremstilling af det, som
indholdsmassigt svarer til Galois' hovedsatning. Dette skal
ligge til grund for en vurdering af Galois' indirekte’
bidrag, idet Jordan's fremstilling reprasenterer det forste
vellykkede forseg p3 -en generalisation af galoisteori.

Dereftar vil wvi dels sammenligne Galois og Jordan's
fremstillinger og dels gore rede for deres forbindelse til
den abstrakte algebras begrebsramme, for til sidst at kunne

vurdere Galois' direkte og indirekte bidrag til udviklingen.

65.2. Prasentation af Galois' hovedsatnlng og begrebsramme

Med udgangspunkt i Galois' originaltekster vil vi i det
foelgende prasentere hans hovedsatning og begrebsramme med
.den oprindelige terminologi. Galois' hovedsatning handler om

kriteriet for, ' hvorndr .en algebraisk ligning er lesbar
vih.a'. . radikaler, d.v.s. rodudtryk af rationale udtryk. Til
dette  udnytter han dels Cauchy's resultater’  indenfor
permutationsgruppeteori og dels l.agrange, . Abel og Gouss'

farbejd@ 1ndenfor lxgnxngslosnxngotnorx

1 Galois' artikel '“Memoire. sur les conditions de
resolubilite des equations par radicaux" indledes der med
en ‘rakke begrebsdefinitioner. Galois 'definerer, hvad der
menes med en " reducibel 1igning " og ' rational divisor .
I 'det efterfelgende mener vi ”polynomxum“ ndr vi snakker om
en “"ligning".En ligning siges at vare reducibel, hvis ' den
har rationale divisorer; . i. modsat fald er den 1rreducibel.

Begrebet ' rational divisor ' og " rational " er vigtige
begreber i Galois' indledende kommentarer. NA&r en ligning
har koefficienter, som alle er rationale tal,vil det simpelt
sige,- at .ligningen = kan..opleses i- faktorer, - hvis
koefficienter er rationale tal. ‘ o

Hvis " koefficienterne i ligningen ikke er rationale tal,
53 skal man ved en rational divisor forstd en divisor, hvori
koafficienterne kan udtrykkes som rationale funktioner af

koefficienterne fra den oprindelige (ligning). En rational
divisor svarer til, hvad vi. i dag forstdr ved en divisor
liggende i koefficientlegemetr ved adjunktion af nye
objekter. ' :
Derefter definerer Galois' begrebet ‘'at tilfeje en
storrelse til en ligning". Givet nogle sterrelser siger han,
at man tilfejer disse sterrelser til ligningen, nar det
drejer sig om, -at reducere denne. Disse sterrelser kalder
han tilfejelser til ligningen. I den moderne begrebsramme

svarer det til at udvide koafficientlegemet.
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Substitutions - og permutationsbegrebet er klart adskilt
17 deres definitioner, men bliver iTartiklen nogle gange
anvendt i flasng. Galois definerer en substitution, som
overgangen fra en permutation til en anden. - Nar han
grupperer substitutioner gores det udfra den samme
permitation. Ydermere skal der gslde, at hvis ~_to
‘substitutioner tilherer den samme gruppe, sa vil deres
sammensatning ogsd tilhere gruppen.

"Galois' gruppebegréeb andrer sig gennem hans arbejde, hvor
-gruppebegrebet har tre forskellige betydninger. I begyndel-
sen er en gruppe blot en mamling af permutationer, d.v.s. et
begreb pAi lige fod med Lagrange's gruppebegreb; dernast en

samling af permutationer, hvor kompositionsegenskaben bliver
defineret, men ikke altid er sikret.l storstedelen af hans
arbejde er en gruppe en samling af permutationer, som er

stabil m.h.t. multiplikation.

Vi vil i det folgende prasentere tre af Galois'
satninger, som tilsammen udger steorstedelen af grundlaget
for hoveds=atningen.

Givet en ligning, hvor a,b,c,..er de m redder. Der vil
altid eksistere en gruppe, bestdende af permutationer af
bogstaverne a,b,c¢,..,som har felgende egenskab:

1) alle funktioner af redderne, som er invariante overfor
substitutionerne i gruppen, vil wvare rationalt
bestemmelige.

23 omvendt; alle funktioner af redderne, som er rationalt
bestemmelige, vil vare invariante overfor samtlige af
disse substitutioner.

Dette er Galois' definition af en lignings gruppe.

Satning 2.

Hvis man tilfejer til en ligning en rod r fra en
irreducibel hjzlpeligning, sa:

1) To tilfalde

a) Enten vil ligningens gruppe ikke ®&ndre
sig

b) Ellers vil 1ligningens gruppe dele sig 1 p
grupper, hver tilherende en ligning fremkommet
respektivt, n3r man til den oprindelige ligning

tilfejer enhver af redderne fra hjzlpeligningen.
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2) Disse grupper vil have denne egenskab, at man kommer

' fra. den ene til den anden, nAr man Ppad | alle
permutationer i den forste gruppe udferer den samme
substitution

Galois definerer ikke selv begrebet “"hjazlpeligning', men
rafarerer til Gauss' anvendelse af disse. I afsnit 5.2 om
Gauss' lesning af syttengradsligningen er hjalpeligningerne
de fire andengradsligninger, hvis koefficienter og
konstanter findes udfra summer og produkter af redderne i
syttende-gradsligningen og som kan loses. :

.-Galois beviser ikke denne satning, men antyder kun
trinene i et bevis. : '

Givet en ligning kan man finde en rational funktion V af
rodderne s8dan, at alle redderne er rationale funktioner af
V. Man kan sdledes betragte en irreducibel ligning, hvor V
er rod. Givet ‘V,V‘,V",..,V“’”er roedderne i den irreducible
ligning.Givet redderne gV, q,Vv, qQV, -, e i den
oprindelige ligning, 54 kan de n permutatiner af redderne
udtrykkes sdledes

(V), QV. q'V.' st qm-.|v‘ ,
(\/). Q‘V:- ql\px LIS awmw V ‘
(V) V. STA A TRV

. Ceee re e N
e, .
(- o 1) (n=4) (-9
(V )‘ 3VL Cr q-‘ V . < » I q‘m_‘ V
Denne gruppe af permutationer vil have den egenskab, at
alle funktioner af redderne, som er invariante overfor

substitutionerne i gruppen, kan skrives som F = ¥ v, hvor
: tn-4) '
\ w_ -
Wv=wv=WV-.~—WV

Hvis ligningen i v, som korresponderer til den
oprindelige ligning, forbliver irreducibel efter tilfejelsen
af vroden er det klarvrt, at ligningens gruppe ikke sndres.
Hvig den i wmodsat fald er reducibel, s8 vil ligningen i V
"kunne opleses i p faktorer alle med samme grad og af samme
" form:

‘F(Var)x -((V‘(‘)X-F(,V;r“ se e e , hvor

r,r',r'',.., alle er forskellige. Sadledes vil ligningens
oprindelige gruppe opleses i grupper hver bestdende af lige
mange permutationer, eftersom der til enhver vardi af V
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korresponderer en permutation. Disse grupper vil svare til
disse, man opndr, hvis man til den oprindelige ligning

successivt tilfejer r,r' . r y o

Vi har i det foreglende set, at alle vardierne af V var
rationale funktioner af hinanden. Det er klart, at hvis V'
er rod i f(V,r'), s8 vil F(V')ogsad vare en rod.

Udfra dette siger Galois, at man far gruppen relateret
til r' wved at udfere den samme substitution overalt |
gruppen relateret til r. For at komme fra permutationen
(F(V)) til permutationen (F(V')) er detr nedvendigt ar bruge
den samme substitution, som for at komme fra permutationen
(V) til permutationen (V').

Hvis man til en 1ligning tilfejer alle redder i en
hjalpeligning, 538 vil de p grupper, beskrevet 1 Satning 2.,
havae denne egenskab, at substitutionerne er de samme for

hver af grupperne.

Inden prasentationen af Galois' hovedsatning er det
nedvendigt, at definere begrebet ' en egentlig oplesning

Ved, til den oprindelige ligning, at tilfeoje en eller alle
redder i en hjazlpeligning bliver ligningens gruppe delt i
grupper sddan, at man kan komme fra den ene til den anden
med den samme substitution. Det er kun, hvis alle redder i
hjzlpeligningen tilfejes, at det er sikkert, at disse
grupper vil have de samme substitutioner. Hvis dette er
tilfeldet, kaldes denne oplesning for egentlig.

Galeois' hoveds=atning lyder som felger

Hvis ligningens gruppe tillader en egentlig oploesning,
sddan at den opleses i M grupper hver med N permutationer,
hvor N og M skal vare primtal, s5 kan ligningen loses ved at
lose to ligninger, hvis respektive grupper h.h.v. bestar af
M og N permutationer.

Galois' Dbegreb ‘''at en oplesning for en gruppe er
egentlig"” svarer i moderne forstand til eganskaben
"opleselighed" af en gruppe, som indebarer normalitet af
undergrupper. Vi siger, at en gruppe er opleselig, hvis der

eksisterer en endelig rakke af undergrupper,
126, €£6,C...€Gn=6

hvor det galder at G or en normal undergruppe af Gﬁﬁ' og

kvotient gruppen Eﬁ+0/61 er kommutativ. Bagrebet ‘‘en
lignings gruppe" er i dag blevet til Galoisgruppen for
udvidelsen af rodlegemet over koefficientlegemet, hvor
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Galoisgruppen bestar af mangden af automorfier af
rodlegemet , s0om afbilder koefficientlegemet identisk.
Galois' tilfejelser af rodder til en ligning og opdelingen
af dens gruppe svarer til at betragte Galoisgrupperne. af
udvidelser af koefficientlegemet. ' -

¢:3 Prasentation af Jordan's fremstilling af galgisteoriens
‘ hovedsatning. . ‘ ‘ '
Jordan udgiver i 1870 sin "Trait¢ des substitutions et
des eéquations algébrique". Den er opdelt i fire beger. Den
forste handler om kongruenser, den anden om substitutioner,

den tredje om irrationale tal (blandt andet i algebraiske
ligninger) og - den fjerde om lesbarhed ved hjalp af
radikaler. '

Jordan definerer grupper med = udgangspunkt i
substitutioner af tal. I afsnit 22 i forste bog i Traite
definerer han sdledes en substitution ved: ' :

'Man giver navnet substitution til en operation med
hvilken man ombytter nogle bestemte tal, som man kan antage
reprasenteret ved bogstaverne a,b, .. -

Han ' siger videre at man kan opfatte som en substitution
kaldet identiteten ("unite") at lade alle bogstaverne blive

pa deres plads.

ivet to substitutioner A og B vil man ved AB betegne
substitutionen, som man fir ved at foretage substitutionen A
efter substitutionen B. A betegner den substitution, som
sammen med A giver identiteten.

D

Man siger, at et system af substitutioner danner en
gruppe, hvis produktet af to substitutioner i systemet selv
er med i systemet.

Han definerer endvidere frembragt gruppe, orden og grad
af en gruppe, orden af en substitution, ombyttelighed af
substitutioner, og meget mera.

Vi vil nu prasentere Jordan's ligningsteori med et uddrag
af de saztninger, som vedrerer forholdet mellem en ligning,
dens reodder og sgenskaber ved dens gruppe.

Jordan starter i afsnit 348 med at sige, hvad der er
udgangspunktet. Har man givet en algebraisk ligning, F(x)=0,
med grad m, ved man, at den har m redder, og at alle

symmatriske funktioner af dens redder kan udtrykkes
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rationalt ved koefficienter fra ligningen.

Man kan generalisere problemet til at sperge: For en
given ligning F(x)=06, hvilke funktioner af reodderne, der
tillader at udtrykkes - som rationale funktioner af dels
koefficienterne i ligningen, dels visse vilkarligt givne
irrationale tal, som sAledes siges at  vare tilfojet
ligningen ("adjointes a 1l'equation').

Vi berragter herefter som rationale alle sterrelser, som
kan udtrykkes rationalt med koefficienter [ra ligningen og
de tilfojede storrelser. En ligning med rationale

koefficienter siges pd dette grundlag at vare irreducibel,
nadr den ikke har nogen redder falles med nogen ligning af
mindre grad med rationale koefficienter.

Dette var de vigtjgéte grundlaggende begreber for i
afsnit 353 at kunne formulere hvad han selv betragter som en
fundamental s=atning:

Givet en ligning F(x)=0, hvor alle redderne x1,..,xm er
forskellige, og til hvilken man kan antage at have tilfoejet
visse hj=zlpestorrelser y,z,... Der findes da altid en
substitutionsgruppe for redderne, sAdan at enhver funktion
af reodderne, hvor substitutionerne fra gruppen ikke @ndrer
dens va&rdi (''valeur numerique"), er rationalt bestemt, og
omvendt .

Beviset for denne satning er temmeligt stort og bygger pa
tre lemmaer som sikrer eksistensen af forskellige rationals

funktioner som relaterer redder og koefficienter. Den i
satningen navnte gruppe benavnes ligningens gruppe med
hensyn til de tilfejede storrelser y,z,... ('"le groupe de
l'equation relatif aux quantites adjointes vy,z,.."). Hvis

der ikke er tilfejet nogen sterrelser kan man tale absolut
om ligningens gruppe. Det er med udgangspunkt i egenskaberne
vaed denne gruppe, at han formulerer egenskaber ved
ligninger.

Vi wvil til sidst berere spergsmilet om lesbarhed af
ligninger ved hjalp af radikaler, som det behandles af
Jordan i fjerde bog. Ferst defineres egenskaben at kunne
leses ved hislp af radikaler, dernast angives et kriterium

for lesbarhed og tilsidst angives Jordans formulering af
Galois' kriterium for lesbarhed.

En ligning er lesbar ved hjalp af radikaler, hvis man kan
frembringe dens redder rationalt ved at tilfeje passende
redder fra binome ligninger (som kan antages at vare af
primisk grad).
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Ferst har vi Jordan's "“eget' kriterium:

For at en ligning er lesbar ved hjalp af radikaler, er
det nedvendigt og tilstrakkeligt at dens kompositions-
faktorer alle er af primtalsorden. (Jordan's kompositions-
faktor svarer til det moderne abstrakte begreb, og er
- defineret i hans feorste bog.)

Dernast har vi Jordan's udgave af Galois' kriterium:
For at en ligning er lesbar ved hjalp af radikaler er det

nedvendigt og tilstrakkeligt, at dens gruppe er at betragte
som en potensfrembragt razkke af substitutioner saledes at:

1) Enhver af disse er en permutation i gruppen frembragt
af den forrige. ' .
2) Den forste af potenserne i rakken, som er indeholdt i

den navnte gruppe, skal vare af primisk grad.

Om Jordan's Traite kan man overordnet sige at den er
punktum i udviklingen af galoisteori, og at den samler det
meste af den pd dette tidspunkt kendte gruppeteori. Jordan
har igennem hele Traite lagt vagt pA anvendelserne af sin
teori.

6.4 Galois' direkte og indirekte bidrag til udviklingen af

Som navnt i indledningen til dette afsnit er Galois'
indirekte bidrag karakteriseret ved hans uafsluttede men
revolutionerende resultater i ligningslesningsteori,som har
resulteret | udviklingen af galoisteori, der direkte har
pavirket tilblivelsen af den abstrakte algebra. :

Dette vil vi begrunde ved dels at se pd hvilken made

Jordan, som er en reprasentant for et mellemliggende led i
udviklingen af galoisteori, har absorberet og anvendt
Galois' resultater,; dels vad at skitsere Jordan's

forbindelse / bidrag til den abstrakte algebras begrebs-
ramme.

Prasentationen af Galois og Jordan's fremstillinger skal
i det folgende vare med til at danne grundlag for vores
konklusioner.

Jordan har i sin fremstilling af galoisteorien
hovedsaglig lagt vagt pA at prasentere dens anvendelser men
har kun i ganske fa tilfelde losrevet sig fra
gruppebegrabets tilknytning til ligningslesningsteori. Dette
har medfert, at Jordan's arbejde fortrinsvis har resulteret
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i en afrunding af Galois' gruppeteoretiske formulering af
‘kriteriet for en ' algebraisk 1lignings lesbarhed v.h.a.
-rodudtryk samt fardiggorelsen _ af teorien for
permutationsgrupper.

1 modsatning til Galois har Jordan en vasentlig mere

udbygget teori omkring permutationsgruppebegrebet. -Mead
udgangspunkt 1 Galois' definition af en gruppe definerer
Jordan gruppeegenskaberne primitiv /ikke-primitive og

simple/sammensatte grupper samt den alternerende gruppe.
Ydermere beviser han entydigheden ved kompositionsfaktorerne
i en gruppe ved rent gruppeteoretiske argumenter. I dette
tilfalde har Jordan overhovedet ikke navnt dets forbindelse
til ligningslesningsteori.

Et af de fa3 steder hvor Jordan gir et skridt videre i
forhold til Galois i retning af gruppebegrebets strukturelle

styrke, er i hans isomorfibegreb. Definitionen af isomorfe
grupper svarer fuldstandig til den moderne bortset fra, at
Jordan's gruppebegreb stadig er knyttet til permutations-
grupper. Det eneste som forhindrer Jordan i at definere en

abstrakt gruppe er, at han forbiglr Galcis' abstrakte ide
med at betragte gruppebegrebst som et sStrukturelt redskab og
derfor ikke far lesrevet sig fra dets konkrete anvendelser.

Galois og Jordan's fremstillinger af galoisteoriens
hovedsatning og begrebsramme reprasenterer i store trak den
samme terminologi og udskiller sig kun fra hinanden ved at
Jordan opererer med et mere udvidet gruppebegreb.

Jordan's bidrag til den abstrakte algebra var hans teori
for permutationsgrupper, som dels var et direkte resultat af
hans arbejde med galoisteori og dels et resultat af Serret's
forseg pa at pd at anvende Galois' gruppebegreb indenfor
ligningslesning - og permutationsteori.

P& baggrund af dette vil vi konkludere, at hans indirekte
bidrag har varet an vasentlig katalysator for formuleringen
af den abstrakte algebra.

Galoisg' direkte bidrag er, som tidligere navnt |1
afsnittet hans overcordnede mdl, nemlig at finde en abstakt
begrebsramme for de forskellige omrdder og metoder |
matematik. I modsatning til hans indirekte bidrag er det
forst muligt at spore hans direkte bidrag omkring
formuleringen af det abstrakte gruppebegreb. Grunden til
dette er, at der ikke tidligere var basis for en abstrakt
begrabsamme. Denne basis blev forst dannet efter, man havde
erkendt gruppebegrebets anvendelse indenfor de fire
discipliner ligninglesningsteori (galoisteori), geometri,

talteori og permutationsteori.
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Galois' demonstrerer sine gruppeteoretiske ideer ved at
anvende dem til at leose et of de steorste problemer man pa
denne tid forsegte at leose. o '

1 modsatning til sine forgangere anvender Galois eksplicit
et generelt gruppebegreb, hvis egenskab (egentlig oplesning)
reprasentarer egenskaben (lesbarhed) ved en ligning.

Dette er, som han selv navner det, bare et eksempel pa,
hvordan hans mal med en abstrakt  begrebsramme,. kKan
simplificere og strukturere konkrete problemer i matematik.

Galois' direkte bidrag kan umiddelbart findes i
formuleringen af den abstrakte algebra, -idet der, for at
opfylde Galois' madl, faktisk kraves en ‘abstrakt algebra"
eller noget tilsvarende, f.eks. den moderne mangdelare.
Omvendt er grundideen i ‘og formélet med den abstrakte
algebra ‘allerede formuleret af Galois i 1830'erne omkring
halvtreds 3r for formuleringen af den abstrakte algebra..



7. Efterskrift.

Vi har gennem vores arbejde med projektet beskazftiget os
med to typer kildematerialer. Den ene er karakteriseret ved,
at den fremstiller og vurderer de matamatiske
udviklingsforleb. Ulempen ved denne type kildemateriale
er,at den, i forhold til studiet af det matematiske indhold,
giver en ufuldstandig fremstilling. Fordelen er derimod, at
man direkté fAr den historiske sammenhang prasenteret.

Den anden. type kildemateriale er selve originalteksterne,
som vi h.h.v. har til raAdighed for Galois og Jordan. Her har
man direkte mulighed for at studere deres arbejde i
detaljer, nvorimod det kraver et omfattends studie af disse,
hvis den historiske sammenhang skal udledes. Vi har 33 vidr,
som det var muligt, brugt begge typer kildemateriale.

I forordet til projektet beskrev vi tre formil, som vi
regnede med kunne opfyldes gennem vores projektarbejde.

Det ene formAl var selvsagt at vurdere Galois' bidrag til
udviklingen af den abstrakte algebra. Det har vi faet et
ganske godt indblik i, men det er et indblik, som siger lige
54 meget om Galois' efterkommere og den abstrakte algebras
udvikling.

Det andet formdl wvar, at f38 et overblik over den
abstrakte algebras begrebsramme. Dette formil er kun i en
vis udstrakning blevet opfyldt, idet vi hovedsagligt har
beskaftiget os med abstrakt algebra knyttet t£il abstrakt
galoisteori. Vi mener dog at have et overblik, som er
tilstrakkeligt ¢til, at vi kan orientere os i algebraiske
materialer.

Det tredje og sidste formdl var, at fA erfaring med at
arbejde ‘“historisk'". Her er det vores oplevelse at vi har
varet nedt til at drage vores konklusioner udfra tekster,
som i forvejen har draget de samme konklusioner blot i en
anden sammenhzng. Det sterste problem for os har varet at
skelne mellem de forskellige fremstillingers prasentation og
fortolkning af det historiske materiale.
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1. En analyse. 2. Interviewmateriale.
Projektrapport af: Jan Christensen og Knud
Vejleder: Mogens Niss. .
Dybdenodulet,/fysik 1974-79,

"M MATEMATISKE MODELIER".
En projektrapport og to artikler.
Af: Jens Hgjgaard Jensen m.fl.

"EKSAMENSOPGAVER",

"METHODOLOGY AND PHILOSOPHY AF SCIENCE IN pAqu-.‘-‘f g
DIRAC's PHYSICS".
Af: Helge Kragh.

"DILLEITTRISK REUMGHECN -.et-forslag til en ny
model bygget p& vaskemes viscoelastiske egen-
skaber".

Projektrapport af: Gert Kreinge.

. Vejleder: Niels Boye Olsen.

"ODIN - undervisningsmateriale til et kursus i
differentialligningsmodeller”.

Projektrapport af: Tommy R. Andersen, Per H.H:
Larsen og Peter H. Lassen. :
Vejleder: Mogens Brun Heefelt.

"FUSIONSENERGIEN ~ - - ATOMSAMFUNLETS Emmﬁnmmza
m"

Af: Oluf Danlelsen.

Nr. 30 er udgdet.

"WIDENSKABSTEORETISKE PROBLEMER VED UNDERVISNINGS-
SYSTEMER BASERET PA MINGDELERE".

Projektrapport af: Troels Lange og Jgrgen Kar-
rebek ’

Vejleder: Stig Andur Pedersen.
Nr. 31 er p.t. udgdet.

"POLYMERE STOFFERS VISOOELASTISKE EGENSKABER - -
BELYST VED HJELP AF MEKANISKE IMPEDANSMALIN -
GER MISSBAUEREFFEKTMALINGER".

Projektrapport af: Crilles Bacher og Preben
Jensen.

Vejledere: Niels Boye Olsen og Peder Voet-
mann Christiansen.

"KONSTITUERING AF FAG INDEN FOR TEKNISK - NATUR-
VIDENSKARELIGE UDDANNELSER. I-II ",
Af: Arme Jakobsen.

"ENVIRONMENTAL IMPACT AF WIND ENERGY UTILIZA-
TI ll

ﬂﬂﬁmﬂ SERIES NO. I.

Af: Bent Sgrensen

Nr. 34 er udglet.
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* Af: Helge Kragh.
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"HVAD ER MENINGEN MED MTMTIKUNDEWIS\IINGEN?
Fire artikler.
Af: Mogens Niss.

Af: Bent Sgrensen.
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"TTL EN HISTORIETEORI OM NATURERKENDELSE, TEKNOLOGL
0OG SAMFUND".

Projektrapport af: Erik Gade, Hans Hedal, Henrik Lau
og. Finn Physant.

Vejledere: Stig Andur Pedersen Helge Kragh og Ib
Thiersen. i .

Nr. 38 er p.t. udgdet.

"TIL, KRITIKKEN AF VEKSTYKCNOMIEN".
Af: Jens Hpigaard Jen;en.

"TELEKOMMUNIKATION I DANMARK - opleg til en tekno-
logivurdering”.

Projektrapport af: Ame Jgrgensen, Bruno Petersen.og
Jan Vedde.

Vejleder: Per Ngrgaard.

"PLANNING AND POLICY QONSIDERATIONS RELATED TO THE
INTRODUCTION OF RENEWAELE ENERGY SOURCES INTO ENER-
GY SUPPLY SYSTEMS".

ENERGY SERIES NO. 3.

Af: Bent Sgrensen.

"VIDENSKAB TEORI SAMFUND - En introduktion til materialis-
tiske videnskabsopfattelser".
Af: Helge Kragh og Stig Andur Pedersen.

1."COMPARATIVE RISK ASSESSMENT OF TOTAL ENERGY SYSTEMS".
2. "ADVANTAGES AND DISADVANTAGES OF DECENTRALIZATION".
ENERGY SERIES NO. 4.

Af: Bent Sgrensen.

"HISTORISKE UNDERSPCGELSER AF DE EKSPERIMENTELLE FOR-
UDSEININGER FOR RUTHERFORDS ATOMMOLEL".
Projektrapport af: Niels Thor Nielsen.

Vejleder: Bent C. Je¢rgensen,
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47/82

48/82

49/82
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Projektrapport af: Torben O. Olsen, Lasse Rasmussen og
Niels Dreyer Sgrensen.
Vejleder: Bent C. Jgrgensen.

"BARSEBACK OG DET VERST OFFICIELT-TANKELIGE UHELD".
ENERGY SERIES NO. 5.
Af: Bent Sgrensen.

"EN UNDERS@CELSE AF MATEMATIKUNDERVISNINGEN PA ADGANCS-
KURSUS TIL KPBENHAVNS TEKNIKUM".

Projektrapport af: Lis Eilertzen, J¢rgen Karrebek, Troels
lange, Preben Ngrregaard, Lissi Pedesen, Laust Rishgj,
Lill Rgn og Isac Showikdi.

Vejleder: Mogens Niss.

"ANALYSE AF MULTISPEKTRALE SATELLITBILIEDER".
Projektrapport af: Preben Ngrreqgaard.
Vejledere: Jgrgen Larsen og Ragmus Ole Rasmussen.

"HERSIEV - MILIGHEDER FOR VEDVARENLCE ENERGI I EN
LANDSBY".

ENERGY SERIES NO. 6.

Rapport af: Bent Christensen, Bent Hove Jensen, Demnis
B. Mgpller, Bjame Laursen, Bjarme Lillethorup og Jacob-
Mprch Pedersen.

Vejleder: Bent Sgrensen.

"HVAD KAN DER GJRES FOR AT AFHRLPE PICERS BLOKERING
OVERFOR MATEMATIK 2"

Projektrapport af: Lis Eilertzen, Lissi Pedersen, Lill
Ren og Susanne Stender.

52/82 mtm OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS™
Bemhe]m Booss og Krzysztof wojciechowskd.

53/82 "‘IHE COONSTTTUTION OF SUBJECTS IN ENGINEERING

EDUCATION".
Af: Arne Jacobsen og Stig Andur Pedersen.

54/82 "FUTURES RESEARCH" - A Philosophical Analysis
of Its Subject-Matter and Methods.
Af: Stig Andur Pedersen og Johannes Witt-Hansen.

55/82 "MATEMATISKE MODELLER" - Litteratur pad Roskilde
- Universitetsbibliotek. . i )

Vedr. tekst nr. 55/82 se ogsi tekst nr. 62/83.

56/82 "EN-- TO - MANGE" -
En undersggelse af matematisk ¢kologi.
Projektrapport af: Troels Lange.
Vejleder: Anders Madsen.

57/83 "ASPECT EKSPERIMENTET"-

Skjulte variable i kvantemekanikken?
Projektrapport af: Tom Juul Andersen.
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen.
Nr. 57 er udgdet.

58/83 "MATEMATISKE VANDRINGER" - Modelbetragtnin-
ger over spredning af dyr mellem smibiotoper
1 agerlandet.
Projektrapport af: Per Hammershgj Jensen og
Lene Vagn Rasmussen.
Vejleder: Jgrgen Larsen.

59/83"THE METHODOLOGY OF ENERGY PLANNING".
ENERGY SERIES NO. 7.
Af: Bent Sgrensen.

60/83 "MATEMATISK MODEKSPERTISE"-
Projektrapport af: Erik O. Gade, J¢rgen Kar-
rebsk og Preben Ngrregaard.
Vejleder: Anders Madsen.

61/83 "FYSIKS IDECLOGISKE FUNKTION, SOM ET EKSEMPEL
PA EN NATURVIDENSKAB - HISTORISK SET".
Projektrapport af: Annette Post Nielsen.
Vejledere: Jens Hgyrup, Jens Hgjgaard Jensen
og Jgrgen Vogelius.

62/83 "MATEMATISKE MODELIFR" -
Universitetsbibliotek.
En biografi 2. rev. udgave.
Af: Else Hgyrup.

63/83 "GREATING ENERGY FUTURES:A SHORT GUIDE TO ENER-

Litteratur pd Roskilde

Af: David Crossley og Bent Sgrensen.

"N MATEMATIK UND KRIEG".
Af: Berhelm Booss og Jens Hgyrup.

65/83 "ANVENDT MATEMATIK - TEORI ELLER PRAKSIS".
Projektrapport af: Per Andersen, Kir-
sten Habekost, Carsten Holst-Jensen, Amnelise
von Moos, Else Marie Pedersen og Erling Mgller
Pedersen.

Vejledere: Bernhelm Booss og Klaus Grilnbaum.

64/83

66/83 "MATEMATISKE MODELLER FOR PERIODISK SELEKTION
I ESCHERICHIA QOLI®.
Projektrapport af: Harme Lisbet Andersen, Ole
Richard Jensen og Klavs Frisdahl.
Vejledere: Jgrgen Larsen og Anders Hede Madsen.

6;7/83 "ELEPSOITE METODEN -~ EN NY METODE TIL LINEAR
PROGRAMMERING?"
Projektrapport af: Lone Billmann og Lars Boye.
Vejledar: Mogens Brun Heefelt.

"STOKASTISKE MOCELLER I POPULATIONSGENETIK"
= ti] kritikken af teoriladede modeller.
Projektrapport af: Lise Odgird Gade, Susanne
Hansen, Michael Hviid og Frank mlgézd Olsen.
Velleder: Jgrgen Larsen.

68/83



‘ 69/83 "ELEVFORUDSEININGER I FYSIK" . 83/84 "ON THE QUANTIFICATION OF SECURITY":

‘_'-—entestilgnedkmmtarer. PEACE RESEARCH SERIES NO. L
Af: Bent Sgrensen
: Albert C. Paulsen. nr. 83 er p.t. udgdet

70/83 "INDLERINGS - OG FORMIDLINGSPROELEMER I MATEMATIK
PA VOKSENUNDERVISNINCSNIVEAU".
Projektrapport af: Hanne Lisbet Andersen, Tor-
ben J. Andreasen, Svend Age Houmann, Helle Gle—

84/84 "NOGLE ARTIKLER OM MATEMATIK, FYSIK OG ALMENDANNELSE".
Af: Jens Hpjgaard Jensen, Mogens Niss m. fl.

Jensen, Keld Fl. Nielsen, lLene Va - 85/84 "ENTRIFUGALRECULATORER OG MATEMATIK".
n?:ﬁsm. ' ' Vagn Fas Specialerapport af: Per Hedegdrd Andersen, Carsten Holst-
4 ; - Jensen, Elgse Marie Pedersen og Erling Mpller Peder:sen

¥ejleder: Klaus CGrimba Anders Hede ' Madsen.
3 s um o9 ™ . Vejleder: Stig Andur Pedersen.

71/83 "PIGER OG FYSIK"
- et prohlem og en udfordring for skolen? 86/84 "SECURITY IMPLICATIONS OF ALTERNATIVE DEFENSE OPTIONS
FOR WESTERN EUROPE".

Af: Karin Beyer, Sussanng Blegaa, Birthe Olsen,
Jette Reich og Mette Vedelsby. PEACE RESEARCH SERIES NO. 2
Af: Bent Sgrensen.

72/83 "VERDEN IFVICE PEIRCE" - to metafysiske essays,
om og af C.S Peirce.
~ Af: Peder Voetmann Christiansen.

87/84 “"A SIMPLE MODEL OF AC HOPPING CCNDUCTIVITY IN DISORDERED
SoLIDS".
Af: Jeppe C. Dyre.
73/83 ""EN ENERGIANALYSE AF LANDBRUG" : " T
/ - gkologisk contra txadit:lonelt. 88/84 "RISE, FALL AND RESURRECTION OF INFINITESIMALS".
ENERGY SERTES NO. 9 Af: Detlef Laugwitz. . : .
Specialeopgave 1 fysik af: Bent Hove Jensen, " W -
Vejleder: Bent Sgrensen. _ 89/84 "FIERNVARMEOPTIMERING". s
Af: Bjarne Lillethorup og Jacob Mgrch Pedersen. Co

90/84 "ENERGI I 1.G - ENTEDRIEORTILR‘E.‘I'I‘ET.MSE

74/84 "MINIATURISERING AF MIKROELEKTRONIK" - cm vi- Af: Albert Chr. Paulsen.

denskabeliggjort teknologi og nytten af at lare

fysik.

Projektrapport af: Bodil Harder og Linda Szko- .
tak Jensen. 91/85 "KVANTETEORI FOR GYMNASIET".

Vejledere: Jens Hgjgaard Jensen og Bent C. Jgrgensen. 1. Larervejledning .
: ) H03g 9 s . Projektrapport af: Biger Lundgren, Hemning Sten Hansen .
75/84 "MATEMATTKUNDERVISNINGEN I FREMITDENS GYMNASTUM" og John Johansson.
* ' = Case: Line®r programmering. Vejleder: Torsten Meyer.
Projektrapport af: Morten Blamhgi, Klavs Frisdahl

og Frank Mglgaard Olsen. 92/85 "KVANTETEORI FOR GYMNASIET". ‘
Vejledere: Mogens Brun Heefelt og Jens Bjgmeboe. - 2. Materiale o
Projektrapport af: Biger Lundgren, Hennj.ng Sten Hansen
76/84 "KERNEKRAFT I DANMARK?" - Et hgringssvar indkaldt og John Johansson.
. af miljgministeriet, med kritik af miljgstyrelsens Vejleder: Torsten Meyer.

rapporter af 15. marts 1984.
ENERGY SERIES No. lo
Af: Niels Boye Olsen og Bent Sgrensen.

93/85 "THE SEMIOTICS OF QUANTUM - NON - LOCALITY".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

77/84 "POLITISKE INLEKS - FUP ELLER FAKTA?" 94/85 "TREENTGIEDEN BOURBAKL = generalen, matamatikeren
: injonsundersggelser belyst ved statistiske og "
gdeller. ¥e s S Projektrapport af: Morten Blamhgj, Klavs Frisdahl
Projektrapport af: Svend Houmann, Keld Nielsen og Frank M. Olsen.
og gusaxmpe’pgtmder Ao ! Vejleder: Mogens Niss.

Vejledere: Jgrgen Larsen Jens Bjgrneboe.
] s o3 s Bje 95/85 "AN ALTERNATIV DEFENSE PLAN FOR WESTERN EUROPE".

PEACE RESEARCH SERIES NO, 3

78/84 "JEVNSTROMSLEININGSEVNE GITTERSTRUKTUT
./ oG I Af: Bent Sgrensen

AMORFT GERMANIUM".

Specialrapport af: Hans Hedal, Frank C. Iudvigsen
og Finn C. Physant.

Vejleder: Niels Boye Olsen.

96/85"ASPEKTER VED KRAFTVARMEFORSYNING".
Af: Bjarne Lilletorup.
Vejleder: Bent Sgrensen.

79784 "MATEMATIK OC ALMENDANNEISE". N "
Projektrapport af: Henrik Coster, Mikael Wemmer-  97/85 "ON THE PHYSICS OF A.C. HOPPING CONDUCTIVITY".
berg Johansen, Povl Kattler, Birgitte Lydholm : Af: Jeppe C. Dyre.

.0g Morten Overgaard Nielsen.

‘'Vejleder: Bernhelm Booss. 98/85 "VALGMULIGHEDER I INFORMATTIONSALDEREN".

Af: Bent S¢rensen.

80/84 "KURSUSMATERIALE TIL MATEMATIK B".

Af: Mogens Brun Heefelt. 99/85 "Der er langt fra Q til R".

Projektrapport af: Niels Jgrgensen og Mikael Klintorp.
81/84 "FREKVENSAFHENGIG LEININGSEVNE I AMORFT GERMANTUM'. Vejleder: Stig Andur Pedersen.

Specialerapport af: Jgrgen Wind Petersen . .
Christensen. ©g Ja  140/85 "TALSYSTEMETS OPBYGNING".

Vejleder: Niels Boye Olsen. Af: Mogens Niss.
82/84 "MATEMATIK - OC FYSIKUNCERVISNINGEN I CET Apro~  101/85 mmmmmm
Rapport fra et seminar afholdt i Hvidovre Ganmh Sengupta -
25-27 april 1983. : o
Red.: Jens Hpjgaard Jensen, Bent C. Jprgensen 102/85 OPSTILLING OG ANALYSE AF MATEMATISKE MODELLER, BELYST i
og Mogens Niss. VED MODELLER OVER KZERS FODEROPTACELSE OG - QMSEINING". -
. ProYjektrapport af: Lis Eilefrtzen, Kirsten Habehost, Li.ll Mn

og Susarme Stender.
Vejleder: Klaus Griinbaum.



103/85 "¢LSLE KOLDKRIGERE OG VIDENSKAEENS LYSE IDEER".
" Projektrapport af: Niels Ole Dam og Kurt Jensen.:
Vejleder: Bent Sgrensen.

104/85 "ANALOGREGNEMASKINEN OG LORENZLIGNINGER".
Af: Jens Jxger.

105/85"THE FREQUENCY DEPENDENCE OF THF. SPRCIFIC HEAT AF THE
G.ASS REANSITION". .
Af: Tage Christensen.

"A SIMPLE MODEL AF AC HOPPING CONDUCTIVITY".

Af: Jeppe C. Dyre.
~ Contributions to the Third Intemational Conference

on the Structure of Non - Crystalline Materials held-

in Grenoble July 1985,

106/85 "QUANTUM THEORY OF EXTENDED PARTICIES".
_ Af: Bent Sgrensen.

"EN MYG OPR_INGEN EPIITMI®,

- flodblindhed som eksanpel pA matematisk modelle-

ring af et epldemiologisk problem..

Projektrapport af: Per Hedegdrd Andersen, lars Boye
Carstenfolst Jensen, Else Marie Pedersen og Erling

Mpller Pedersen.

Vejleder: Jesper Larsen.

107/85

"APPLICATIONS AND MOIELLING IN THE MATEMATICS CUR -
RICULIM" -~ state and trends -
Af: Mogens Niss.

108/85

109/85
studenteroplysninger fra RIC.

120/86 "ET ANTAL STATISTISKE STANDARIMODELIER".
Af: J¢xga: Larsen .

121/86"SIMULATION I KONTINUERT TID".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

122/86 "ON THE MECHANISM OF GLASS IONIC CONDUCTIVITY".
Af: Jeppe C. Dyre.

123/86 "GYMNASIEFYSIKKEN OG DEN STORE VERCEN".
Fysiklererforeningen, IMFUFA, RIC.

124/86 “OPGAVESN&LING I MATEMATIK", ’
Samtlige opgaver stillet i tiden 1974—jan. 1986.

125/86 “WBY §¥ systemet - en effektiv fotametrisk spektral-
xIassifikation af B-,A- og F-stjemex".
Projektrapport af: Birger Lundgren. -

"COX I STUDIETIDEN" - Cox's regressionsmodel anvendt pd

Projektrapport af: Mikael Wennerberg Johansen, Poul Kat-

ler og Torben J. Andreasen.
Vejleder: Jgrgen Larsen.

110/85"PLANNING FOR SECURITY".
Af: Bent Sgrensen

111/85 JORCEN RUNDT PA FLADE KORT".

Projektrapport af: Birgit Andresen, Beatriz Quinones

og Jimmy Staal.
Vejleder: Mogens Niss.

112/85
FREM TIL 1950 - BELYST VED EKSEMPIER".
Projektrapport af: Erik Odgaard Gade, Hans Hedal,
Frank C. Ludvigsen, Annette Post Nielsen og Finn
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Vejleder: Claus Bryld og Bent C. Jgrgensen,

113/85 "DESUSPENSICN OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS 11".
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wojciechowskdi.
"ANVENDEISE AF GRAFISKE METODER TIL ANALYSE
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Projektrapport af: Ione Biilmann, Ole R. Jensen
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Vejleder: Jorgen Larsen.
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Af: Mogens Niss,

"A PHENOMENOLOGICAL MODEL FOR THE MEYER-
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Af: Jeppe C. Dyre.

YKRAFT & FIERNVARMECPTIMERING"
Af: Jacob Mgrch Pedersen.
Vejleder: Bent Sgrensen
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Af: Peder Voetmann Christiansen
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Af: Then Maj Christiansen
Vejleder: Mogens Niss.

"VIDENSKABELICCPREISE AF DANSK TEKNOLOGISK INNOVATION



