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Abstract.

Rapporten omhandler den hyperbolske geometris betydning for
opfattelsen af matematikkens mulighed for at beskrive virkeligheden.

Euklids ’Elementerne’ og Bolyais og Lobat jevski js varker om
hyperbolsk geometri analyseres med det formdl at finde frem til den
opfattelse af matematikken, specielt geametrien, der ydtrykkes
ex/implicit heri.

Som baggrund herfor har jeg ogsd givet en kort gennemgang af den
hyperbolske geometri.

Endelig har jeq sammenholidt de mere  erkendelsesteoretiske
diskussioner fra fgr den hyperbolske geometris fremkomst med dem
efter.

Jeg konkluderer, at fremkomsten af den hyperbolske geometri har
fremmet opfattelsen af ren og anvendt matematik som adskilte
begreber. Endelig mener jeg, at den hyperbalske geometri har varet
medvirkende til at starte diskussionerne af matematikkens grundlag.
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[let 1 denne rapport behandlede projekt opfylder kravene til det
erkendelsesteoretiske/videnskabstearetiske modul (modul 3) pa
matematikuddannelsen pa& Roskilde Universitetscenter.

Rapporten beskaftiger sig med, hvorledes udviklingen af ikke-euklidsk
geometri pdvirkede opfattelsen af matematikken - her eksemplificeret
ved geometrien - som naturvidenskab.

Den nervarende fremstilling er til dels baseret pa en tidligere
udarbe jdet rapport, der o0gsd vil udkomme som IMFUFA-tekst. Denne var
resultatet af et gruppearbejde p8 matematikuddannelsen i studiedret
84/83, N&r jeg har valgt at forlaenge min studietid med yderligere et
halvt ar for at arbejde med samme projekt, har det flere a&rsager. For
det fpgrste er jeg af den opfattelse, at arbejdet med det tidligere
projekt i for hgj grad, ja nasten udelukkende, havde veret rettet mod
udarbe jdelsen af den endelige rapport, og ikke 1 serlig hgj grad var
ceptreret  omi en tilfredsstillende behandling af en for os relativi
fremmed problemstilling. Det var utilfredsstillende.

For det andet var jeg blevet sd interesseret i emnet, at jeg gnskede
at sette mig mere ind i det - ikke bare i en grad, s& jeg kunne

redeggre overfladisk faor det, men pd en sadan made, at en omfattende
stillingtagen var mulig. Jeg pnskede ogsd8 at opnd en forstdelse for

dette omrddes sammenhang med andre felters udvikling.

For det tredie havde jeg diskuteret emnet med nogle andre studerende,
der alle ¢nskede en tilgengelig fremstilling af emnet. O0Og den
tidligere udarbejdede rapport har for mig preg af mangel pd afklaring
af problemfeltet, bl.a. ved at forsgge at behandle flere omrader pa
een gang.

Nu er rapporten ferdig. Nogle steder afviger den meget fra den
fgrste, andre ikke. Alle mine formdl med at beskaftige mig yderligere
med emnet er ikke opfyldt til fulde, men arbejdet har varet sd meget
mere tilfredsstillende for mig, at jeg anser det for at have varet
tilstrekkeligt til mit overordnede formal.

Som vejledning til leseren skal kort bemerkes fglgende :

. Projektet falder i tre dele. Herom se senere. Disse dele er
inddelt 1 kapitler. Det vil fremgd af indholdsfortegnelsen, hvor
kapiteloverskrifter er fremhavet. Endelig er kapitlerne inddelt i
afsnit.

. Der er undtagelsesvis et stikordsregister i denne rapport.

] Alle kildehenvisninger forefindes 1 parentes efter de anvendte
oplysninger. Fgrst er opgivet forfatterens navn, sd Jdarstallet
for udgivelsen. Hvis der er gdet lang tid mellem fgrste udgave og
den udgave, jeg har anvendt, er begge arstal angivet. Endelig er
der en henvisning til den side i varket, hvorfra oplysningen
stammer. Kildehenvisningerne henviser til

2 litteraturlisten, der findes bagest i rapporten. Denne indeholder

ikke kun verker, der er henvist til, men o0gs8 varker, der har
tjent som baggrundslasning, o0g som evt. kan anvendes af
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interesserede til yderligere lasning. Jeg er gerne behj2lpelig
med at valge ud.

. Det vil fremgd3, at jeg har anvendt to wudgaver af Euklids
"Elementerne”. -Den ene er den danske- udgave i Thyra Eibes--
oversattelse. Denne henvises der til som Euklid, 1897/1936, s. -.
Den anden er en engelsksproget wudgave, hvis hovedpart udggres af
Thomas L. Heath’s introduktion og kommentarer. Denne henvises der
til som Euclid/Heath, vol.-, s.-. '

s Jeg har bragt alle citater p& dansk é?iheﬁéyn til lasbarheden
isar for de interesserede, der ikke er vant til at lese
(matematisk) faglitteratur pad fremmedsprog. Hvor det stammer fra

en fremmedsproget bog, er det min egen oversattelse, hvilket det
er mit hab ikke skader mere, end det gavner. Et enkelt sted har
jeqg dog bragt den oprindelige tekst i en note. Det er titlen péa
Bolyais vark om hyperbolsk geometri, der blev udgivet pd latin.

a Undervejs i projektet vil blive anvendt en del symboler. Bagest

i rapporten findes et bilag, der forh8bentlig kan tjene til at
afhjzlpe de varste problemer i denne forbindelse.

Og s8 er der kun tilbage at sige tak til alle dem, der har hjulpet,
stgttet og inspireret mig.

Iben Maj Christiansen
December 1985

Vejleder : Mogens Niss
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.Indledning-}j

Problemformuler ing

N

Som navnt i forordet bygger denne rapport pd et projektarbejde,' der

.falder 1 to dele. Fgrste del har tidligere resulteret i en rapport

med titlen " Sandheden om livet .." og adskillige wunder- og
eftertitler. Formdlet med denne var at belyse den hyperbolske

‘geometris betydning for rum- og geometrisynet. Rapporten bevagede

sig sdledes i to retninger

s Betydningen for opfattelsen af, hvad rum er ; om det er absolut,
uendeligt osv.

. Bétydniﬁgen for opfattelsen af, hvad geometri forteller os om
"~ virkeligheden.

Disse to spor krydsedes bestandigt med en del forvirring til fglge.

I denne rapport har jeg valgt at beskaftige mig med det ene af disse
to spgrgsmdl. I den fgrste halvdel af projektarbejdet var det blevet
klart, at der er en wudvikling i opfattelsen 1 geomeiri, og jeg
gnskede en fremstilling af denne wudviklings sammenhang med

" fremkomsten af den hyperbolske geometri. Jeg har altsd bortsorteret

den del af den fprste rapport, der omhandler rumsyn. Men jeg har ogsa
gnsket at kunne se opfattelsen af geometrien 1 sammenhang med
opfattelsen af den resterende matematik. Det er selvfglgeligt ikke
muligt blot at generalisere, selv om geometrien i meget lang tid har
varet en stor o0g grundlaggende del af og 1ideal for den samlede
matematik. Men herom senere. Jeg er kommet frem til fglgende

Problemformulering

Hvad betgd den hyperbolske geometris fremkomst for opfattelsen af

geometris mulighed for at beskrive den fysiske virkelighed ?

Formal

Gennem ovenstdende problemformulering at belyse betydningen af den
hyperbolske geometris fremkomst for matematiksynet - opfattelsen af
matematiks evne til at beskrive virkeligheden.

Malgruppe
Andre studerende ved videregdende uddannelser, fortrinsvis

universitetsstuderende, og specielt matematikstuderende ogq de
interesserede historie- og samfundsfagsstuderende, jeg har debateret
emnet med. Jeg mener, dette projekt kan hjelpe bdde matematik- og
andre studerende til et overblik over matematikkens rolle 1
udviklingen af det generelle videnskabssyn, og det er min opfattelse,

Problemformulering o 3



at det ville vere at anbefale mange, da en bred tverfaglig viden for
mig at se er nyttig ved enhver anvendelse af sit fag.

Rappor tens u'ﬁﬁ‘jg”ning

Rapporten falder naturligt 1 tre dele. Denne opdeling er til dels
bibeholdt fra den tidligere rapport, omend de dengang skarpt optrukne
tidsgrenser er faldet bort.

Fgrste _del har til formal at belyse opfattelsen af geometris mulighed
for at beskrive virkeligheden fgr den hyperbolske geometris

fremkomst. Dette er altsd fagr.

Anden del har til formdl at belyse opfattelsen af geometris mulighed
for at beskrive virkeligheden 1lige efter den hyperbolske geaometris
fremkomst. Det tog mange &r, fgr den hyperbolske geometri var kendt
af ud over en meget snaver kreds af matematikere. Dette er sdledes

nermest under.

Tredie del har til formdl at belyse opfattelsen af geometris mulighed
for at beskrive virkeligheden efter at den fgrste ophidselse over og
de fgrste overvejelser om den hyperbolske geometri var overstlet.
Denne del af rapporten kommer s&8ledes til at dreje sig om de mere
gennemgr ibende konsekvenser af hyperbolsk geometri. Det vil sige, at
denne del af rapporten er den egentlige efter,

Is®r de to ferste dele beskaftiger sig badde med den opfattelse, der
kommer til udtryk i de mere matematiske arbejder med geometrien, og
med den opfattelse, der kommer til udtryk i de mere
erkendelsesmessige / filosofiske / videnskabsteoretiske overvejelser,
der har praget perioderne.

Se i pgvrigt indholdsfortegnelsen og det indledende kapitel til hver
del for en narmere redeg@relse for indholdet af de forskellige dele

af rapporten.

Problemformulering
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Indeholder :

. en analyse af Euklids "Elementerne"

. en analyse at torsggene pd at bevise
parallelpostulatet

» en gennemgang af de forskellige
erkendeisesteoretiske opfattelser
omkring 1830, hvor den hyperbolske
geometri blev udviklet
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DET ER GANSKE VIST
Del 1

Indledrmning Til Del I

Formadlet med denne del af rapporten er at ggre rede for hvilken
opfattelse af matematikkens mulighed for at beskrive den fysiske
virkelighed, der var dominerende fgr den euklidske geometris
fremkomst.

Det er wvelkendt, at der kan vare stor forskel mellem holdningerne i,
tvad nogen ge#r, og hvad de siger (om arbejdende matematikere i den

retning kan leses i Davis m.fl., 1981, s. 321, hvor forfatterne

citerer Diedonné og Cohen). For at opfylde ovennavnte formdl anser
jeg det derfor for ngdvendigt bade at beskaftige mig med hvilken
opfattelse, der kommer til udtryk i datidens matematik, her
eksemplificeret ved geometrien jvf. problemformuleringens og med
hvilken opfattelse, der prager filosofien.

Ind til den hyperbolske geometri blev offentliggjort omkring 1830,
eksisterede der kun eén geametri - den euklidske - som ingen
betviviede. Det var denne geometri, der blev undervist efter i
skolerne - ogsd i Danmark {(herom se Andersen m.fl., 1979, s. 12 og s.
19 ff) og ofte efter Euklids egen udformning. Den geometri, der
dannede basis for Euklids systematisering af store dele af den graske
matematik i hans vark ’Elementerne’, var slledes kendt af alle, der
beskaftigede sig med matematik.

Dette er min grund til at indlede denne del af rapporten med et
kapitel indeholdende en analyse af den euklidske geometri, som den
fremst&r i ’Elementerne’, med det formdl at beskrive den apfattelse
af matematik som virkelighedsbeskrivende, der kommer til udtryk
heri.

Men ’Elementerne’ havde naturligvis ikke stdet ubergrt hen i al den
tid. Mange havde arbejdet med at undersgge, om parallelpostulatet wvar
afhengig af Euklids gvrige axiomer, o0g bag deres arbejde ligger
naturligvis ogsd en holdning til matematikken som
virkelighedsbeskrivende. Derfor gennemgldr jeg i det naste kapitel
den opfattelse, der kommer til udtryk heri.

I det efterfglgende kapitel ggr jeg rede for hvilken opfattelse af
matematikken som naturvidenskab, der udtrykkes i de
erkendelsesteoretiske skoler fra den tid; den engelske
erfaringsfilosofi, der 1 hej grad opstod som en respons pé&
rationalismen, og Kants a prioriske filosofi.

Sluttelig samler jeg trddene fra redeggrelserne i disse kapitler 1 et
selvstendigt kapitel.

Er en hurtigere gennemgang af indholdet af del I gnsket, anbefaler
jeg at lase sidstnavnte kapitel og bruge registeret til eventuelt at
uddybe oplysningerne herfra.

Indledning Til Del 1 4




DET ER GANSKE VIST
Del 1

Indhold og opbygning

Geometri blev fgr 1830 1 vid udstrekning anvendt i den udformning,
Euklid havde givet den i sit verk "Elementerne" fra ca. 300 f.,v.t.
Varkets tretten bgger er bygget meget systematisk op. I fgrste bog
presenteres vi fgrst for en rekke definitioner, axiomer og
postulater. Axiomerne er hos Euklid - som hos Aristoteles - alment
gyldige udsagn, der i modsatning til postulaterne ikke kun galder for
geometriens objekter. De kaldes da ogsd af Thyra Eibe for
"almindelige begreber", mens postulaterne benavnes "forudsatninger"”
(Euklid, 1897/1936, s. 4). Axiomerne og postulaterne danner grundlag

~for hele varket, mens der stgder nye definitioner til senere. Ffra

disse er udledt l@resatninger, der kan deles i
] Hoveds®tninger (teoremer)
) Problemer (f.eks. konstruktionsforskrifter)

a Hjzlpesatninger (lemmaer H setninger hvis bevis findes
andetsteds)

» Bisztninger (korollarier ; satninger fundet' som biprodukt af
beviset for andre satninger). (Pedersen, 1975, s. 123).

Euklid har altsd8 tilstrebt en axiomatisk-deduktiv opbygning af sit
verk.,:

Men "Elementerne" indeholder ikke kun geometri. P& axiomerne og de
geometrisk baserede postulater bygger ogsd8 talteori, algebra og
specielt Eudoxos’ (ca. 400 f.v.t.) stgrrelseslare, Theaitetos’ (ca.
380 f.v.t.) teori om tal, der ikke kan skrives som brgker af hele tal
og teorien om de fem regulare legemer. Disse tre sidstnavnte teorier
var relativt nye opdagelser p8 Euklids tid og blev pd denne made
systematiseret sammen med en stor del af den @vrige graske matematik
(Pedersen, 1973, s. 97 ; Struik, 1964, s. 54 + 62 ; Maziarz, 1968, s.
240-1). Men altsd i en geometrisk ramme.

‘Lad mig nu se narmere pd& Euklids udgangspunkt i den logiske opbygning

af "Elementerne".

Definitionerne

Jeg har valgt 9 af de 23 definitioner i fgrste bog ud:

1. Et punkt er det, som ikke kan deles (i Euclid/Heath, 1956,
s. 153 dog : Et punkt er det., som ikke har nogen udstrek-
ning).

Elementerhe 7




DET ER GANSKE VIST -
Del 1

2. ~En linie er en langde uden bredde.

3. En linies granse ere punkter.

4 En ret linie er en linie, som ligger lige (javnt) mellem
punkterne pa den.

6. En flades granser ere linier.

15. En cirkel er en plan figur, indesluttet af en saadan linie
(som kaldes periferien), at alle de rette linier, der kun-
ne drages ud til den fra et indenfor figuren liggende
punkter ere indbyrdes ligestore. ‘

17. €En diameter i cirkelen er en ret linie, trukken gennem cen-
trum og begranset til begge sider af c1rkelperxferzen 3 den
halverer ogsd cirkelen.

21. Af tresidede figurer kaldes endvidere den, som har en ret
vinkel, en retvinklet, den, som har en stump vinkel, en
stumpvinklet, den, som har alle tre vinkler spidse, en
spidsvinklet trekant.

23. Parallelle ere de rette linier, som ligger i samme plan, og,
naar de forlanges ubegranset til begge sider, ikke mpdes

-til nogle af siderne.
(Euklid, 1B97/1936, s. 1-3).

Det fegrste, jeg bider merke i, er, at en del af definitionerne ikke
giver megen mening, hvis ikke le@seren 1 forvejen har en idé om,
hvilke objekter de omhandler. "En ret linie er en linie, som ligger
lige mellem punkterne pd den”, stdr der skrevet i definition 4, men
thvordan forklare at en linie ligger javnt mellem sine punkter uden at
bruge enten et kendskab til en ret linie eller en anden intuitiv
forklaring ? "Elementerne'"s fremstilling svarer ifglge Marziarz,
1968, s. 244 s8ledes npgje til det aristoteliske synspunkt, at vore
forestillinger om definitionernes objekter stammer fra abstraktion
anvendt p& legemer fra vores vanlige erfaring. Men Euklid har i sin
definition af en ret 1linie altsd ikke kunnet fglge Aristoteles’
principper for definitioner - at de i en definition opremsede
egenskaber mad vare givet pd8 forhadnd eller referere til en bedre kendt
ting (Maziarz, 1968, s. 243).

Euklid har tilsyneladende heller ikke selv varet helt tilfreds med
sine definitioner af punkt og linie, for han medtager de tidligere
anvendte definitioner, hvor en linie var defineret som gransen af en
flade og et punkt som grensen af en linie (definition 3 og ). Disse
var blevet forkastet af Aristoteles. Ikke fordi de definerede
begreber v.h.a. intuitionen anvendt uden for systemet, men fordi de
ikke opfyldte ovennavnte principper (Maziarz, 1968, s. 246).

Som et eksempel p& at definitionerne ikke er holdt helt fri for
egentlige laresztninger, kan navnes sidste del af definition 17 : "
.. 3 den [diameteren) halverer ogsd8 cirkelen." og sidste del af
definition 21 : "Af tresidede figurer kaldes .. den, som har alle tre
vinkler spidse, en spidsvinklet trekant." Disse p&stande kraver et
bevis. Fgr kan det ikke vides, om en diameter virkelig har den
egenskab at den deler cirklen i to, eller om en trekant uden en ret
eller en stump vinkel kan eksistere.

Sidstnevnte er et eksempel p8, at definitionerne ikke fgrst bygger pa
en viden om, at deres objekter eksisterer 1 systemet. Udsagnet

Elementerne 8
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Del 1

fortaeller ikmi andet, end at hvis en sadan "ting" eksisterer, kaldes
den sadan. N8r Euklid har valgt at lade definitionerne fordele over
vearket er det efter min mening ikke kun af praktiske drsager, men
ogsd fordi han tilstraber at undgd definition af ting, bhvis eksistens
endnu ikke er kendt. Dette svarer da ogsd til Aristoteles’ idé om, at
viden om hvad noget er, forudsatter viden om. at det er (Maziarz,
1968, s. 244)., Der er derfor intet, der tyder pd, at Euklid
forsatligt har lavet ovennavnte ’fejl’ 1 definition 21. Noget
lignende ggr han 1 definition 17 : "En diameter i cirkelen er en ret
linie, trukken gennem centrum og begrenset -til begge sider af
cirkelperiferien ..". Denne definition forudsatter postulaterne (se
nedenfor), idet det ikke er givet, at en diameter eksisterer, fgr
postulaterne 1 og 2 er kendt. Ogsd her defineres et objekt altsd uden
at dets eksistens er bekendt.

Opsummerende kan siges, at Euklids definitioner berer prag af at vare
intuitivw- baserede ; de definerer forestillinger stammende fra
abstraktioner af den iagttagne fysiske verden ; og at Euklid
tilsyneladende har forsggt, men har haft svert ved, at definere sine

begreber ud fra noget kendt uden at gd8 i ring.

Axiomerne

Der er fem

1. Sterrelser, som ere ligestore med den samme, ere indbyrdes
ligestore.

2. Naar ligestore stegrrelser lagges til ligestore stgrrelser, ere
summerne ligestore.

3. Naar ligestore stgrrelser traekkes fra ligestore stgrrelser, ere
resterne ligestore.

4. Stgrrelser, der kunne dazkke hverandre, ere indbyrdes ligestore.

5. Det hele er stgrre end en del af det. (Euklid, 1897/1936, s.
4-5).

Det ser jo tilforladeligt og indlysende ud. Jeg vil lade dem sta
ukommenterede. Blot vil jeg lige p8pege, at Pasch’s axiom fra 1882
{"Hvis b er mellem a og ¢y 0og c er mellem b og d, vil b vare mellem a
og d") faktisk burde have varet med her. Ellers er det ikke muligt at
fgre alle Euklids beviser igennem. Euklid har brugt det uden at
formulere det (Davis m.fl., 1981, s. 140).
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Postulaterne

Disse kalder Thyra Eibe som fgr naevnt “"forudsatninger". Euklid
skriver da ogsa

Lad det vere forudsat :

1. At man kan trazkke en ret linie fra et hvilketsomhelst punkt til
et hvilketsomhelst punkt.

2. At man kan forlenge en begranset ret linie i ret linie ud i eet.

3. At man kan tegne en cirkel med et hvilketsomhelst centrum og en
hvilkensomhelst radius.

4. At alle rette vinkler er ligestore. ,
5. At, naar en ret linie skerer to rette linier, og de indvendige
vinkler paa samme side ere mindre end to rette, saa mgdes de to
liniery, naar de forlaenges ubegrenset; paa den sides; hvor de to
vinkler ligge, der ere mindre end to rette (Euklid, 1897/1936, s.

4),
J

4A /

\43 m

Figur 1. Illustration af Euklids femte postulat

Her kan det ses, hvor vidt Euklids abstraktion fra hans observerbare
virkelighed er kommet. I den fysiske virkelighed er det ikke muligt
at tegne en ret linie fra et givet punkt ¢til et andet. Der kommer
bestandig noget i1 vejen., Han navner nu ogsd, at en begranset ret
linie kan forlanges. Men skal en hegrenset ret linie altid kunne
forlanges, indebarer det, at qvind ikke selv begraenses af et endeligt
univers - hvilket Euklid siledes forudsatter implicit.

Speciel opmerksomhed skal hans femte postulat have, da det var ved at
satte spprgsmdlstegn herved, den hyperbolske geometri blev udviklet.
Stadig under forudsatning af, at jeg har ret i, at Euklid udviklede
sin geometri ved hjelp af abstraktion, md8 det femte postulat vare
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blevet til gennem generalisation af det iagttagne. Nu stgrre summen
af 8é to vinkler bliver (se Figur 1 pd side 10), nu langere vek
bliver skaringspunktet at finde. Men - jvf. indvendingerne ovenfor -
vil dét aldrig vere muligt at iagttage en situation svarende til det

‘femte postulat 1 den fysiske virkelighed. 8vind kan altsa ald%ig vide

Ifglge Proklos (410-4B83) har Euklid selv veret lidt skeptisk over
at anbringe det femte postulat blandt nogle simplere og mere

indlysende satninger. Proklos (se naste kapitel) skriver :

Han (Euklid] ytrer ogsa en advarsel mod fejltagen
pdberdbelse af selvindlysende ting og insisterer pd8 den
(hypotetiske) mulighed : rette linier, som er asymptotiske.
(Bonola, 1912/55, s. 3}

Ogs8 Euklids eftertid satte spprgsmd8lstegn ved det femte postulat,
fordi mange mente, at det var for kompliceret til at blive regnet
blandt geometriens grunds®tninger, der gerne skulle vare simple og

" narmest abenbart indlysende. Men jeg vil ikke komme narmere ind pd

dette lige her (se neste kapitel). Vigtigt er det at notere sig, at-

‘det ikke fremgdr af fremstillingen af det femte postulat i
."Elementerne", at der . kunne vere nogen tvivl om dets rigtighed. Ved

ng je betragtninger vil quind dog opdage, at Euklid fgrst anvender det
femte postulat til udledning af leresatning 29, skgnt udledningen af

-nogle af de tidligere la®resatninger ville have varet lettere ved brug

af det femte postulat. Men det er ogsd8 det eneste 1 "Elementerne",
der antyder en anelse skepsis eller forbeholdenhed overfor det femte

postulat.

‘Endelig skal det bemarkes, at postulaterne i deres oprindelige form

er upracist formuleret. F.eks. burde postulat 1 retteligt lyde : "at

.der fra et hvilketsomhelst punkt til et hvilketsomhelst punkt kan

trakkes een og kun een ret linie" Ellers er postulatet ikke godt nok
til at anvendes som det sker i beviserne for laresztningerne. Den
mangelfulde formulering har dog ingen betydning haft, idet enrhver har
vidst, hvad der mentes, netop fordi geometrien var baseret pa
abstraktioner af det kendte. Herom se ogsd omtalen af Kroman i
afsnittet "Erkendelsesteori-diskussionen” i del III.

Laresatningerne

Ud fra axiomer og postulater og med definitionerne til hjalp udleder
Euklid da sine laresatninger. For at fa en idé om Euklids metode ser
jeg nermere pd& den fgrste laresetning. Det fplgende er taget fra
Euklid, 1897/1936, s. 5-6 med tilfpjelser fra Euclid/Heath, vol. I,
s. 241-2, der viser, fra hvilken grundsatning et argument eller en
begrundelse stammer. Leg vel marke til, at en begranset ret linie er
det, vi nu forstar ved et liniestykke.

"At konstruere en ligesidet trekant pd en given
begrenset ret linie. ‘

Lad AB vare den givne begransede linie.

Man skal da konstruere en ligesidet trekant p8
den rette linie AB.
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1ad cirklen BCD vere tegnet med A Som centrum

og AB som radius Pos. 3

og tillige cirkel ACE med B som centrum og AB

som radius Pos. 3

og lad de rette linier CA og CB vere dragne fra

cirklernes skaringspunkt C til punkter A og B. Pos. 1
C

Da nu punkt A er centrum i cirkel CDB, er AC=AB. Def. 15

Da endvidere punkt C er centrum i cirkel CAE, er

BC=BA. Def. 15

Men det blev ogsaa bevist, at CA er lig AB.

Altsaa er baade CA og CB 1ig AB. Men stgrrelser,

der ere ligestore med den samme stegrrelse, ere

indbyrdes ligestore. Ax. 1
Altsaa er CA=CB. Altsaa ere de tre rette linier

CA,AB og BC indbyrdes ligestore.

Altsaa er trekant ABC ligesidet, og den er

konstrueret paa den givne begransede rette

linie AB, hvilket skulle ggres. "

Det ses her, hvorledes Euklid alene ud fra de opskrevne definitioner,
axiomer og postulater beviste (deduktivt udleder) en laresaztning om
konstruktion af ligesidede trekanter. Eller ggr det 7 ".. vare dragne
fra cirklernes skaringspunkt ..", skrev han. Man han har intetsteds
bevist, at et sddant punkt vil vare at finde, eller at der ikke vil
vere flere, hvoraf det for nogle evt. kunne forholde sig ander ledes
end svarende til leresatningen (Barker, 1964, s. 38).

Dette er et eksempel pé en gammelkendt synd til et nyt
afdansningsbal. Nar Euklid kunne vare sd sikker pa, at der eksisterer
et punkt C, der opfylder betingelserne og ikke nogen, der ikke g@r
det, s& gjorde han blot, hvad han fgr havde gjort. Han anvendte sin
erfaring og sin intuition. Problemet er blot, at han her gjorde det i
en bevisfgrelse. Han anvendte altsd8 en ikke-nedskreven forudsatning,
som han egentlig havde erhvervet gennem induktion, fra iagttagelsen
og erfaringen, i et bevis, der herved ikke blev deduktivt, som det
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ser ud til oprindeligt at have varet hensigten.

Opsummer ing

Opsummerende skal det siges, at Euklid tilsyneladende har tilstrebt
en axiomatisk-deduktiv opbygning af sin geometrisk baserede
gennemgang af den graske matematiks vasentligste teorier, men at det
ikke er lykkedes ham at gpre sin deduktion fuldstandig. GSdvel
grundsatningerne som beviserne barer prag af at vare abstraktioner af
forholdene i den fysiske virkelighed. For grundsatningernes
vedkommende er det dog sandsynligvis ikke en fejl fra Euklids side.
Hans geometris objekter er 1ikke pad nogen made prasenteret som
refleksioner over. ‘'"ideale ideer" og bhan har heller ikke forsggt at
trevle geometrien op til universelle (og ikke npdvendigvis
geometriske) sandheder. Euklid fremstdr altsa ikke 'som platoniker.

Geometrien har sandsynligvis haft den samme status for Euklid som for
Aristoteles ; ud over at vare en deduktiv struktur har den ogsd veret
regnet som naturvidenskab i betydningen som en beskrivelse af det
rumy, vi lever'i. Aristoteles mente sAledes, at postulater ikke
behgvede vere sande,; men at deres sandhed ville blive pregvet af, om
s&tningerne udledt fra dem stemte overens med virkeligheden (Kline,
1972, s. 959). Netop det forhold, at Euklid har hentet sine ideer
gennem abstraktion, retfardigger bhans geometris anvendelse pda den
fysiske verden. Og sddan er den da ogsd blevet anvendt 1lige siden.
Alligevel har Euklid ikke villet fornagte den mulighed, at der kunne
eksistere rette linier, hvis afstand blev stadig mindre, uden at de
skar hinanden. ‘

Det er vigtigt at fremhave, at vesentlige dele af den gvrige greaske
matematik udledtes fra disse geometrisk baserede postulater. Var
geometrien sand, det vil sige i overensstemmelse med virkeligheden,
ville resten ogsd vere det. Betydningen af geometriens status mad ses
i denne forbindelse.
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nalyse Af Forspagene Pa At Bevise
5 :

Indledning

Selv om Euklids geometri var fuldt ud anvendelig til praktiske

forhold og ikke gav anledning til nogen modstrid, irriterede det
komplicerede femte postulat mange matematikere gennem tiderne. Det
var ikke simpelt nok eller selvindlysende nok til at blive placeret
blandt postulaterne, mente nogle. Den ene efter den anden forsggte

derfor at ggre det til en bevist laresatning i stedet. Enten ved at

erstatte det med et simplere og s3 ud fra dette og de gvrige
grundsatninger at vise dets gyldighed eller ved at bevise det ud fra
de resterende grundsatninger alene.

For at f& yderligere idé om, hvordan matematikken her eksemplificeret
ved geometrien opfattedes omkring 1830, vil jeg i dette kapitel se
narmere pd nogle af de mange forsgg p& at bevise det femte postulat.

Hvilken opfattelse af vores (geometriske) videns oprindelse og

anvendelsesmul igheder kommer til udtryk i arbejdet med disse forsgg
?

Proklos

700 Ar efter Euklid kaldte Proklos (410-485) al matematik hypotetisk
; det vil sige, at den kun udleder, hvad der fglger pd antagelserne,
uanset om disse er sande eller ej (Kline, 1972, s. 59). Maske
specielt derfor var han ekstra forhibbet pa kun at lade det vare
postuleret, hvis sandhed vi er helt sikre pd. Og helt sikker var han
ikke pd det femte postulats gyldighed ; han skrev :

Det burde oven i kgbet stryges fra Postulaterne overhovedet
; for det er et teorem med mange vanskeligheder, som
Ptolemeaus i en vis bog satte sig for at lgse, og for at
vige det kraves et antal definitioner sadvel som teoremer.
Og det omvendte af det er rent faktisk bevist af Euklid
selv som et teorem. Det kan vere, at nogle ville blive
narret og ville finde det passende oven i kgbet af anbringe
den betvivlede antagelse blandt postulaterne som givende,
ved en formindskelse af de to rette vinkler, grund til en
g jeblikkelig tro pa, at rette linier konvergerer og mgdes.
Til disse svarede Geminus rigtigt nok, at vi fra selve
pionererne i denne videnskab har lart ikke at have nogen
agtelse for rent plausible forestillinger, nar det er et
spargsmal om begrundelserne skal indfgjes i vores
geometriske lere. For Aristoteles siger, at det er lige sa
retferdigt at udbede sig videnskabelige beviser fra en
retoriker som at acceptere rene plausibiliteter fra en
geometriker ; og Simmias fremsattes af Platon at have sagt,
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at han ser som kvaksalvere de, som danner beviser far sig
selv fra sandsynligheder. S8 i denne sag er det faktum, at
de rette linier konvergerer, ndr de rette vinkler ggres
mindre, sandt og ng#dvendigt ; men den erklaring, at de,
eftersom de konvergerer mere og mere, ndr de forlanges, vil
mgdes pd et tidspunkt, er plausibel, men ikke ngdvendig i
fravaeret af et eller andet argument, der viser at dette.er
sandt i de rette liniers tilfaelde. For det faktum, at der
eksisterer nogle linier, som nermer sig ubegranset, men dog
forbliver ikke-skerende, selvom det synes wusandsynligt og
paradoxalt, er ikke desto mindre sandt og fuldt konstateret
med hensyn ti]l andre arter af linier. Kan ikke den samme
ting vere mulig i tilfaldet med de rette linier, som sker i
tilfeldet med de linier, der refereredes til 7 GSandelig,
indtil udsagnet 1 Postulatet er bekraftet af bevis kan
kendsgerningen vist i de andre liniers tilfelde lede vores
forestilling den modsatte vej. 0Og selv om de omstridte
argumenter mod de rette liniers mgde skulle indholde meget,
der er overraskende, er der ikke s8 meget mere grund til,
at vi skulle udstgde dette kun plausible og ubegrundede fra
vores leremateriale ? (Euclid/Heath, vol. I, s. 202).

Na8r han kaster sig over at bevise Euklids parallelpostulat, er

" . alts3 med begrundelse i, at han ikke vil tillade sig selv at

noget, der hverken er bevist eller absolut selvindlysende,
givet,

Essensen af Proklos’ bevis er som fglger

Lad AB,CD vare to paralleller og EG en pad tvers, der skarer
den fprstnavnte i F.

E~F

det

tage

for

Afstanden tra et varierende punkt pa& halvlinien FG til
linien AB tiltager uden granse, ndr afstanden fra dette
punkt til F er forpget uafgrenseligt. Men eftersom
afstanden mellem to paralleller er endelig, m38 den rette
linie EG nadvendigvis mgde CD. (Bonola. 1912/55, s. 9)

Ifglge Bonola kan Euklids parallelpostulat wudledes logisk fra den
antagelse, Proklos gjorde sig : At afstanden mellem to linier
forbliver  endelig. -Proklos  havde sdledes Dblot erstattet
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parallelpostulatet med et andet @kvivalent hermed.

Der turde vist ikke vere nogen tvivl om, at Proklos har de
argumenter, der ligger til grund for hans bevis, fra abstraktioner af
hans konkrete erfaringer, NAar han har regnet parallelpostulatet for
vearende bevist af ovenstdende, m& han derfor vere af den
overbevisning, at hans forudsatning for beviset er absolut
selvindlysende i modsatning til parallelpostulatet.

Af det ovenfor bragte meget langte citat, synes jeg, det fremgdr, at
Proklos var af den opfattelse, at geometrien kan fortzlle os noget om
virkeligheden, hvis vi er omhyggelige med at bygge den op o0g ikke
baserer den p& sandsynligheder, men kun p8 hvad vi ved. Om Proklos
mente, at vi erhverver denne viden gennem ren tankning, observationer
eller er fgdt med den, fremgdr ikke.

Et langt hop

S48 vidt jeg har kunnet finde ud af, beskaftigede de fplgende forsgg
sig med at erstatte parallelpostulatet med et simplere. Araberne
Al-Nirizi (9, Aarh.) o0g Nasir-Eddin (1201-1274) bhavde fat i sagen,
inden europzerne igen tog over. Nevnes kan f.eks. C.S.Clavio
(1537-1612), der foreslog parallelpostulatet erstattet med "linien
med konstant afstand til en ret linie er selv en ret linie". Giordano
Vitale (1633-1711) arbejdede ligeledes med linier med konstant
afstand, og fandt ud af, at det femte postulat kan erstattet med "Der
eksisterer et punkt p& en ret linie lige s3 langt fra en anden ret
linie som to andre punkter p8 den fgrste linie". Endelig arbejdede IJ.
Wallis (1616-1703) med at satte et postulat om trekanters
ligedannethed i stedet (Bonola, 1912/35, s. 15-17).

Jeq vil ikke beskaftige mig yderligere med disse arbejder eller de
holdninger, der evt. matte ligge implicit heri, da jeg ikke bar
hverken originale varker, oversattelser eller fyldestggrende
kommentarer til rdadighed.

Saccheri

Italieneren Gerolamo Saccheri (1667-1733) udgav i1 1733 en bog, hvori
han havdede at have befriet "Elementerne" for alle skgnhedsfejl. En
god del af bogen bestar i (et forsgg pa) at bevise
parallelpostulatet.

Jeg bhar valgt specielt at fremhave Saccheris arbejde. Det skyldes
ikke kun omfanget og omhyggeligheden i hans arbejdes; men ogsd at
Saccheri forsggte at bevise parallelpostulatets afhangighed af
Euklids gvrige grundsatninger indirekte, det vil sige ved at antage,
at parallelpostulatet ikke galder, og s& nd frem til en modstrid. Men
interessant er det ogsad, at Saccheri ved brug af den indirekte
bevismetode fik udviklet mange af den hyperbolske geometris senere
satninger.
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Men jeg starter, hvor Saccheri startede ; ved antagelsen om at
parallelpostulatet ikke gzlder. ;

Hvis parallelpostulatet ikke g®lder, er der to andre muligheder
(sammenlign med Euklids femte postulat i det foregdende kapitel)

. at ndr en ret linie skerer to rette linier, og de indvendige
vinkler pd samme side er 1lig to rette, sd mpdes de to linier, ndr
de forlanges ubegraznset. Det indses let, at det er akvivalent
med, at alle rette linier mgdes, det vil sige skarer, idet
postulat 2 hos Euklid jo stadig gzlder.

. at, nar en ret linie skarer to rette linier, og de indvendige
vinkler pd camme side er mindre end ta rette, s&8 m@gdes de to
linier ikke ngdvendigvis, nar de for langes ubegranset.
Npdvendigvis m8 tilfgjes for ikke at give et udsagn i strid med
vores erfaring om, at der kan dannes trekanter.

Men Saccheri brugte ikke disse to mulige negationer af
parallelpostulatet som udgangspunkt. Han underspgte 1 stedet

firkanter som p& figuren,

hvor SCAC] og SI[BD] er lige store, det vil sige SI[AC] ¥ S[BDJ, og
vinklerne ved A o0g B er rette. At denne type . firkanter er
overordentligt interessante, ndr parallelpostulatet sgges bevist,
kommer jeg tilbage til om lidt. Fgrst vil jeg fglge lidt i Saccheris
fodspor.

Saccheri startede med at vise, at vinklerne ved C o0g D md vere lige
store, uanset om parallelpostulatet antages galdende eller ej. Og jeg
vil gere det samme bher ved at vise pastanden ud fra de gvrige
grundsztninger samt fglgende af Euklids Ilaresatninger, der alle er
udledt uden brug af det femte postulat :

LS 3. Paa den stprste af to givne uligestore rette Linier at afskere
en ret linie lig den mindste.

LS &. Naar to Trekanter have toc Sider parvis ligestore og de
Vinkler, der indesluttes af de 1ligestore rette Linier, ligestore, saa
ville de ogsaa have Grundlinierne ligestore, og Trekanterne ville
vere ligestore, og de gvrige Vinkler, overfor hvilke de ligestore
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Sider ligge, ville vare parvis ligestore.
LS 10. At halvere en given begranset ret Linie.

LS 11. Fra et givet Punkt paa en given ret Linie at oprejse en ret
Linie vinkelret paa den givne.

LS 128, Fra et Punkt udenfor en given ubegranset ret Linie at nedfalde
en ret Linie lodret pa den givne.

LS 14. Naar to rette Linier ere tegnede ud fra et Punkt paa en ret
Linie til hver sin Side, saa at Vinklerne ved Siden af hinanden
tilsammen ere lig to rette, ville de rette Linier ligge i Forlangelse
af hinanden.

LS @26. Naar to Trekanter have to Vinkler parvis ligestore og et Par
Sider ligestore, enten dem, der 1ligge mellem de parvis ligestore
Vinkler, eller dem, der 1ligge overfor et Par ligestore Vinkler, saa
ville de ogsaa have de andre Sider parvis ligestore og det tredje Par
Vinkler ligestore.

(Euklid, 1897/1936, s. 7-37).

Men nu til selve beviset. Jeqg g8r ud fra et liniestykke S[AB), fra
hvis endepunkter er oprejst de vinkelrette S{AC] og S[BD] pa& samme

o

side af S[AB] (LS 11), s8ledes at S[AC] = S(BD] (LS 3).

. . s N

Jeg halverer nu S[AB] og kalder midtpunktet M (LS 10).

Der kan da konstrueres en linie vinkelret pa S{AB) i M (LS 11),

en linie vinkelret pa denne fra C (LS 12) .
og en linie fra D vinkelret pd den fgrst konstruerede linie (LS 12).

Jeg kalder punkterne p& linien gennem M, der findes herved, E’ og

Ex.
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_
A n 8

; v

" Der kan nu tégnes en linie fra M til C og fra M til D (Pos 1).
Da SCAC] ¥ S[BD], S[AM1 £ S[BM] og x CAM £ 4 DBM (de er rette), er

'AMM!qA%M(wln.

C E*

A M. (]

~r

~ ' Heraf fglger, at XCMA = DMB, og da ¥AME’ ¥ yBME’ (de er rette),
.. :ma& XCME’ ¥ xDME’ ¥ L DME* (Ax. 3).

‘Om ACME’ og ADME* ved jeg nu, at SI[CM] = S(MDI, XCME’ = X DME#*,
%CE’M £ ZDE#*M (de er rette), hvorfor ACME’ = A DME* (LS 26).
‘Heraf ser jeg, at S[E’M] £ S[(E#*M), hvorfor E’ = E# (= E).
Da SLEC] og SLED] er pd hver sin side af S[EM), og danner rette
nabovinkler med denne, ligger S[CE] og S[ED] p& en ret linie (den

" rette linie fra C til D jvf. den sadvanlige udlagning af Pos 1) (LS

14), .
ABDC er derfor en firkant af den gnskede type. Men mere interessant
er det fglgende :

Jeg ved, at #ACM = x BDM og at 4MCE = 4LMDE, men ndr ligestore
sterrelser legges til ligestore stérrelser, er summerne lige store,
hvorfor < ACE % X BDE (Ax. 2). ’

Jeg ved alts8 nu, at vinklerne ved C og D i en firkant af den type,
Saccheri arbejdede med, er lige store uanset om det femte postulat er
sandt eller ej.

Men 1 Euklids geometri, hvor det femte postulat galder, er de to
vinkler som bekendt rette. Derfor er . denne type firkanter.
interessante, ndar parallelpostulatets afheangighed af de gvrige
grundsetninger skal undersgges. For at antage, at de to vinkler ikke
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er rette, svarer jvf. ovenstlende  til at antage, at
parallelpostulatet ikke gzlder. Dette er hovedlinien i Saccheris
bevis, idet han opstillede tre hypoteser om de to vinkler, som han
derefter gav sig af med at afpregve i forhold til de pvrige
grundsetninger hos Euklid. Hypoteserne er som fglger :

1. De to vinkler er rette
2. De to vinkler er stumpe
3. De to vinkler er spidse

De stumpe vinklers hypotese svarer til den fegrste af ovenstdende
muligheder for at antage, parallelpostulatet ikke-gzldende (punkt 1
pa side 17), og de spidse vinklers hypotese til den anden (punkt @
pd side 17).

Saccheri viste dernast, at det til hver af disse hypotesers geﬁetri
svarende rum er homogent :

Hvis hypotesen om ret vinkel eller om stump vinkel eller om
spids vinkel er bevist sand i et enkelt tilfelde; er den
sand i ethvert tilfalde. (Saccheris 5., 6. ag 7.
laresatning - fra Euclid/Heath, vol. I, s. 211).

og at

Alt efter om hypotesen om ret vinkel, stump vinkel eller
spids vinkel er sand, er summen af de tre vinkler i en
trekant lige sd store som, stgrre end eller mindre end to
rette vinkler. {Saccheris 9. leresatning - fra
Euclid/Heath, vol. I, s. 211).

Saccheris hypotese om at de to vinkler skulle vere rette, vil jeg
ikke bruge tid pa. Der var jo gennem nesten 2000 &8r ikke fundet nogen
inkonsistens i forhold til de gvrige grundsatninger.

Ved antagelsen af de stumpe vinklers hypotese naede Saccheri hurtigt
frem til en modstrid med de @vrige postulater. Jeg vil ikke her ggre
rede for hvordan, men undre kan det egentlig ikke. Saccheris hypotese
var jo som ovenfor navnt akvivalent med, at ndr en ret linie skarer
to rette linier, og de indvendige vinkler pa samme side er lig to
rette, <& mgdes de to linier, nar de forlanges ubegranset. Og hvis
hypotesen er sand i et tilfelde, er den sand i ethvert tilfzlde (se
citat pa side 20). Men s& mgdes de to rette linier bade pd den ene
og den andenside af den skzrende linie, for de indvendige vinkler vil
jo vere lig to rette pa begge sider jvf. Euklids 13. laresaetning, der
er vist uden brug af parallelpostulatet :

Naar en ret Linie er oprejst paa en anden ret linie, saa at
der dannes Vinkler, ville de enten vare to rette vinkler
eller tilsammen to rette. (Euklid, 1897/1936, s. 29).

Dette er i modstrid med den sadvanlige udlagning af Euklids fgrste

postulat ; at der mellem to punkter kan trekkes een og kun een ret
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linie. 1 en mere intuitiv forklaring kan det bruges, at jeg nu ved,
at de stumpe vinklers hypotese svarer til den indre geometri for et
rum med positiv konstant gaussisk krumning. Det vil i to dimensioner
sige en sfere med storcirklerne som rette linier. I en sddan geometri
er det, hvilket ikke er svert at fornemme intuitivt, ngdvendigt at
fornegte, at linier kan forlanges ubegraznset, og at to linier kun har
eet skeringspunkt.

I sit arbejde med de spidse vinklers hypotese ndede Saccheri langt.
Han wudvikler faktisk en del af laresatningerne i den hyperbolske
geometri.

Saccheri viste, at vi mellem linierne gennem A, der skarer BB’, ikke
finder en sidste skerende linie, ndr vi lader halvlinien AB bevage
sig op mod AAR’. Med andre ord har vinkel BAP en g¢gvre granse, BAX,
sddan at linien AX ikke skarer BB’ (Bonola, 1912/55, s. 41).

Tilsvarende viste han, at hvis vi starter i AA’ og fortsetter gennem
klyngen af linier gennem A mod AB, finder vi ingen sidste linie i
mangden af linier, der har en falles vinkelret med BB’ (sddanne havde
Saccheri tidligere behandlet). Med andre ord har vinklen BAQ en
nedre granse, BAY, sd8dan at linien AY hverken skarer eller har en
felles vinkelret med BB’ (Bonola, 1912/55, s. 41).

Endelig viste Saccheri, at AY og AX md vare sammenfaldende - det
kaldte han en asymptote til BB’- og hans resultater kan ifglge Bonola
opsummeres sdledes <

I de spidse vinklers hypotese eksisterer der i bundet af
linier gennem A to linier p og g, asymptoter til b, en mod
hg jre og den anden mod venstre, som deler bundet i to dele.
Den fgrste af disse bestdr af de linier, der skarer b, og
den anden af de, der har en felles vinkelret med den.
(Bonola, 1912/55, s. 42).
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Saccheri brugte sd (ifglge bade Kristensen, 1975, s. 40-41 og Bonola,
1912/55, s. 43) p’s og Q’s status af granselinier mellem skazrénde og
ikke-skarende linier. p og q er sdledes grensen for henholdsvis s og
s’y ndr P og P’ beveger sig ud af b bort fra B i hver sin retning.

p og b respektive q og b har derfor ifglge Saccheri et uendeligt
fjernt punkt.

p og q er ogs& grenselinier for u og u’, hvorfor p og b respektive q
og b 1ifglge Saccheri har en falles normal i det uendeligt fjerne
punkt.

For Saccheri stred det imidlertid mod liniens naturs, at to
forskellige linier har en felles normal i1 et felles punkt. Derfor
blev hans konklusion, at

Hypotesen om spids vinkel er absolut falsk, thi den strider
mod liniens natur. (Saccheris 33. laresatning - fra
Kristensen, 1975, s. 41 + Bonola, 11912/55, s. 43).

Sdledes fik Saccheri vist en modstrid ved bade de stumpe og de spidse
vinklers hypotese, og kun de rette vinklers hypotese kan da vare
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~5?g§ldende. For Saccheri er parallelpostulatet da at regne for varende
" ‘bevist sandt.
 ”{1;Hé1t sikker har han ifglge Bonola imidlertid ikke fglt sig, da han
" behandlede emnte yderligere i varket uden dog at opnd nye resultater
herved (Bonola, 1912/55, s. 41).

‘Saccheri mente selv, at hans grenselinier hverken hgrer til mangden
_¢_=§f linier, der skarer den givne linie, eller til mangden af linier,
o ’a‘?der har en falles vinkelret med den givne linie. Alligevel tillagde
... han disse granselinier egenskaber hgrende til hver af de to grupper.
. © Ydermere udvidede han egenskaberne for disse to grupper af linier fra
. at gelde inden for endelig afstand til at galde i det uendeligt
.fjerne. Sidstnavnte navner Kristensen og begrunder det med Saccheris
. ‘manglende kendskab til arbejdet med granseovergange, og Bonola

‘. »refererer ogsd til det som Saccheris

sdkaldte bevisfgrelse .. baseret pa& udvidelsen til
uendelighed af visse egenskaber, som er gyldige for fiqurer
ved en endelig afstand. (Bonola, 1912/35, s. 43).

, .Men selv . med disse fejl er Saccheris  arbejde bygget

.. .axiomatisk-deduktivt op, o0g der er intet, der angiver, hvilken

.. -opfattelse han har haft af matematikken som i stand til at beskrive

< .- virkeligheden. Han "beviser" = jo netop- gyldigheden af

parallelpostulatet ved at nd til en modstrid med de gvrige axiomer og

... postulater, ndr antager parallelpostulatet wugyldigt. Det er at

"“beskaftige sig med sammenhangen mellem gecemetriens grundsatninger og

© dens konsistens, ‘ikke med geometriens anvendelighed i den fysiske

' virkelighed og en tilsyneladende uoverensstemmelse mellem
virkeligheden og gemetriens udsagn.

Lad os se, om dette gar igen i arbejder med at bevise
.parallelpostulatets afhangighed af de gvrige axiomer og postulater
7 efter Saccheri.

Senere forsgg ; Lambert og Legendre

] - Johann Heinrich Lambert (1728-77) arbejdede meget lig Saccheri. Han
& © fandt frem til, at i de spidse vinklers hypotese er liniestykkemal
noget absolut bestemt modsat den euklidske geometri, hvor det er
noget relativt. I en trekant i euklidsk geometri er langderne af
o . siderne sdledes uafhangige af vinkelstgrrelserne. Det er ikke
’ tilfaeldet i hyperbolsk geometri. En redeggrelse for dette vil vere at
finde 1 naste del af rapporten. Lambert benagtede, at en absolut
lengdeenhed  kan eksistere -  hvilket er konsekvensen af, at
liniestykkemdl er noge absolut - og afviste derfor de spidse vinklers
hypotese. Men dette beviste adbenbart ikke parallelpostulatet for
" Lambert, for. han fortsatte sit arbejde (Bonola, 1912/55, s. 44-49).

.Lambert arbejdede bl.a. med forskellen mellem en trekant vinkelsum og
to rette vinkler, og skrev ‘
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Arealet af en plan trekant er - ved de stumpeog de spidse
vinklers hypotese - proportional med forskellen mellem
summen af de tre vinkler og to rette vinkler.
(Euclid/Heath, vol. I, s. 212).

Defekten D for en trekant AABC er da givet ved

D k(m-A-B-C) ved de spidse vinklers hypotese, og
D =k(A+B+C-m) ved de stumpe vinklers hypotese ;

k er en positiv konstant.

1

I den forbindelse fandt héﬁ ogs8 ud af, at de stumpe vinklers
hypotese gelder for sferisk geometri, og han

fgler selv stor tilbgjelighed til at konkludere, at de
spidse vinklers hypotese pd lignende made modsvares af
geometrien pd en sfere med imaginer radius. (Euclid/Heath,
vol. I, s. 212-213).

Nar Lambert afviste de spidse vinklers hypotese, fordi den fgrer til
eksistensen af en absolut l®ngdeenhed, skyldes det efter min mening,
at han s8 en forbindelse mellem geometrien -og den fysiske
virkelighed, hvori ingen ville finde pd at tanke pad noget sddan. Nar
han ikke opfattede det som noget bevis, tyder det pd, at han ikke
gnskede et bevis baseret p8, at geometrien beskriver virkeligheden,
men snarere pad apndelsen af en modstrid inden for geometriens system,
ndr parallelpostulatet antages ikke at gelde, jvf. mine bemarkninger
til Saccheris arbejde.

Adrien Marie Legendre (1752 - 1833) brugte ligeledes Saccheris tre
mulige hypoteser. Han viste explicit, at hvis de spidse vinklers
hypotese galder, er sidelangderne i en trekant entydigt bestemt af
vinklerne i trekanten.

Dette mente Legentre var absurd. Han argumenterede sdledes meget lig
Lambert, idet han nagtede eksistensen af en absolut lzngdeenhed.

Videre viste han - ogsd 1 fortsattelse af Lamberts arbejde - at en
trekants defekt (se under beskrivelsen af Lamberts arbejde pa side
24) er lig summen af defekterne af de trekanter, den kan deles op 1.
Ud fra dette viste Legendre s&8, at quind kan komme frem til at
konstruere en trekant med en defekt p8 mere end to rette vinkler,
hvis det forudsettes, at qvind kan lave en vilkarligt stor trekant.
Men da dette var udledt under de spidse vinklers hypotese, ndr kvind
efter omstlende formel (se p& side 24) frem til, at trekanten ma
have vinkler af negativ stgrrelse. Dette mente Legendre at vide
uladesigggrligt (Bonola, 1912/535, s. 59).

1 den senere udvikling af den hyperbolske geometri viser der sig at
vare granser for, hvor store trekanter det er muligt at konstruere
{Lobat jevskij, 1891, s. 19 - 20 ; Greenberg, 1972/1980, s. 322}, og
det giver forklaringen (se fia. p& side 75).En meget opfattende
behandling af Legendres arbejde med dette emne vil vere at finde hos
Euclid/Heath, vol. 1, s. 213 ff. og Bonola, 1912/55, s. 95 - &0.

Som en lille kurigsitet vil jeg =~ inden jeg gar aver til at se pd de
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fremherskende geametrisyn i perioden - navne endnu en persons
arbejde. Det er medtaget for at give en idé om, pd hvor forskellige
niveauer folk har evnet at blande sig i debatten. '

Thibaut (1775-1832) forestillede sig, at quind "g&r" rundt i en
trekant.

Det svarer, pdstod han, og kan ikke vere anderledes, til at rotere en
hel omgang, nemlig 2w, i et punkt. En trekants ydre vinkler har da
summen 2w, hvorfor de indre vinklers sum m& vere n, det vil sige lig
to rette. Q.E.D.! :

Opsamling

De tidlige forsgg pad at bevise parallelpostulatets afhangighed af de
gvrige axiomer og postulater bzrer alle preg af, at geometrien har
veret opfattet at indeholde sandheder om den fysiske virkelighed, og
derfor ikke mdtte vare i strid hermed.

Hos de tre fremhavede matematikere, der har forsggt sig siden -
Saccheri, Lambert og Legendre - viser sig en mere udpraget tendens
til ikke at lade uoverensstemmelser med den fysiske virkelighed blive
regnet som bevis, selv om det for dem alle har virket sa
overbevisende, at de ikke har veret i tvivl om, hvad det rigtige svar
pd deres undersggelser var. Det giver sig ogsd8 udslag i, at de har
udviklet store dele af den hyperbolske geometri uden at tage skridtet
til at erkende denne som en konsistent geometri.

Der er altsd intet, der tyder pd, at de ikke skulle have opfattet
geometrien som en videnskab, der forteller noget om virkeligheden,
men den har samtidig skullet opfylde kravene til et fuldstendigt
axiomatisk-deduktivt system.
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Indledning

Matematikken er ikke en isoleret stgrrelse. For at fa en idé om,
hvilken opfattelse af oprindelsen til geometrisk viden, og hvad den
geometriske viden kan fortelle om (den sansede) virkelighed, der
pregede tiden omkring 1830, er det derfor ikke nok at se p&, hvad der
kommer til udtryk i den i tiden anvendte geometri, '

Af den grund vil jeg 1 dette kapitel forsgge at danne et overblik
over hvilke opfattelser af erkendelses oprindelse og omfang, der var
fremherskende omkring 1830, o0g hvad deres grundlizggende ideer var.
Jeg har gjort det wved at beskaftige mig med de mest fremtradende
reprasentanter for de forskellige opfattelser. De har ikke allesammen
gjort sig omfattende overvejelser omkring den matematiske /
geometriske erkendelse, men hvor det er tilfeldet, har jeg
naturligvis specielt trukket dette frem.

Kapitlet falder i fire dele ud over denne indledning.

Fgrst en ultrakort redeggrelse for rationalismen ;

s8 en behandling af empirismens ideer, der i hgj grad opstod som en
reaktion pd rationalismen ;

derefter en fremstilling af Kants apriorisme

og der sluttes naturligvis af med en opsamling.

Rationalisme

I renassancen, ca. 1400-1600, opstod og udvikledes den
empirisk-eksperimentelle videnskab med anvendelse af den induktive
metode, Quind tvinges jo efterhdnden til at erkendte, at teorierne
afhenger af de gjorte erfaringer (Kopernikus’ nye teori om
himmellegemernes bevagelse er et eksempel). De kvantitative forhold
regnedes ifglge Kepler (1571-1630) for at fgre til fuldkommende
erkendelse. Specielt mente Galil®i (1564-1642), at geometrien og
aritmetikken fgrer til objektiv vished. Newton (1643-1727) var langt
senere; men han havde en tilsvarende opfattelse af erkendelsen
videnskabens metode m8 vere empirisk. Newton ansd matematikken, men i
serdeleshed geometrien, for at veare en speciel gren indenfor
mekanikken, ‘"grenen, som precist kan fremsatte og demonstrere
opmdlingens kunst”. Han havde ikke meget til overs for den abstrakte
geometri og wundgik sa vidt muligt at behandle geometriske problemer
algebraisk (Jammer, 1969).

1 det 17. arhundrede dominerede raticnalismen, det vil sige troen pd
fornuften s=som vejen til at opnd@ et helhedsbillede af tilverelsen.
René Descartes (1596-1650), Thomas Hobbes (1588-1679) og Baruch
Spinoza (1632-1677) var rationalister. Descartes var imponeret af den
matematiske tenknings klarhed og sikkerhed , og han mente., at man (1)
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Ud  fra selvindlysende sandheder metodisk skal opnd erkendelse af de
{;;@ére sammensatte ; det vil sige nd til erkendelse gennem ren

‘deduktion. Hobbes 0g Spinoza delte Descartes opfattelse af

matematikken som en rent deduktivt videnskab, der i kraft af denne
‘i, egenskab burde vare forbillede for al anden videnskab. Bade Hobbes
'..0g Spinoza .s4 en ngje overensstemmelse mellem virkeligheden og
f;ifénkningen, hvorfor alle videnskabens objekter matte vare legemlige’
~ eller stoflige.

”;’Slutteligt skal bemarkes, at rationalisterne mente, at mennesker var
'fgdt med et bestemt sat af religisse, logiske, matematiske og

videnskabelige ideer. Disse var bestemt af Gud og var altid sande,

7 hvorfor de dannede et glimrende grundlag for at deducere sig frem til
fralt andet (Lund m.fl., 1967, s. 242).

" :.Vores matematiske ideer og viden er sdledes medfgdte, og er netop
' .derfor et glimnrende varktgj til beskrivelse af den fysiske

. -virkelighed. For Descartes, Spinoza og Leibniz (1646-1716) viste

. geometrien netop, at der rent faktisk eksisterer absolut sandhed, og
.at vi kender til noget fgr erfaringen, idet emnet for geometriens

sandheder var ideale former, hvis eksistens var indlysende for sindet

‘”;]KSE 0gsd Kroman, 1920). Spinoza brugte endog parallelpostulatet i sin
argumentation (Davis m.fl., 1981, s. 326).

A Empirisme

. Empirismen vandt 1 det 18. 8rhundrede frem som en reaktion mod
‘rationalismen. Det skete fgrst i England, hvorfor empirismen ogs&
'ghkaldES den engelske erfaringsfilosofi. Rationalismens ideer om
*{foverensstemmelse mellem tenkning og virkelighed forkastes til fordel
~ for empirismens grundsatning : "erfaring er eneste grundlag til
.. r.erkendelse"” (Ahlberg, 1959, s. 97). Ifglge Lund m.fl., 1963, s. 23!
- .var .empiristernes argumentation meget enklere end rationalisternes,
- hvilket sammen med naturvidenskabens fremskridt pd basis af den

eksperimentelle metode gav empirismen dens store gennemslagskraft.

Tre britiske filosoffer stdr som dem, der har udviklet empirismen.
Det er John Locke (1632-1704), Georg Berkeley (1685-1753) og David
Hume (1711-1776).

Feér vi giver os til at konkludere noget om verdenen, m8 vi vere klar
over, hvor langt vor erkendelsesevne rakker, og i hvilket omfang

. erkendelserne er gyldige. Locke havdede s3, at al erkendelse stammer

fra erfaringen. Tanken om medfgdte ideer, som rationalisterne havde

fremfgrt, forkastedes sdledes her. Bevidstheden er fra fgdslen en

ubeskrevet tavle, hvorpd erfaringen skriver sine tegn (Schjelderup,
1963, 5. 91 ; Lund m.fl., 1967, s. 232). '

Denne ubeskrevne tavle modtager passivt alle sanseindtrykkene og

.herved dannes den ydre erfaring, erfaringen af ydre genstande gennem

sanserne. Disse usammensatte forestillinger er ngdvendigvis sande for
sa vidt, .der er tale om primere egenskaber som udstrakning,
bevagelse, form, fasthed og antal. Det er sanseindtryk, der har
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direkte ophav i tingenes egne (primere) ..egenskaber. Derimod afhanger
sanseindtrykkene fra de sekundare egenskaber sdsom farve, lyd, lugt,
smag; varme o0g kulde af vore sanser. Disse egenskaber opfattes
sub jektivt (Ahlberg, 1959, s. 99). '

Pa grundlag af disse usammensatte forestillinger kan forstanden danne
afledede forestillinger. De afledede forestillinger ggr ikke altid
krav pd at fremstille ydre ting, men de er gyldige; ndr de inbyrdes
stemmer overens. De matematiske og etiske ideer gzlder s3ledes
uafhengiqt af erfaringen (Schjelderup, 1963, s. 92).

Hvis quind tager farven, smagen, blgdheden, ja alle de sekundare
egenskaber, vak fra f.eks. et kirsebar, da ville Locke mene, at vi
tilbage har det virkelige kirseber. Vi har kun fjernet de
sanseindtryk, der fandtes i vore egne fornemmelser. Men Berkeley gik
videre og fastslog, at ogsd4 de primere egenskaber tilhgrer vore
fornemmelser, Enhver sansning forudsatter jo et sansende subjekt
(Ahlberg, 1959, s. 100), hvorfor en sansning, der ikke sanses, er
selvmodsigende. Derfor kan de s&8kaldte ydre ting ikke tankes
eksisterende -uafhangigt af  bevidstheden. De kan kun  vare
bevidsthedsindhold, o0g s8 eksisterer kun den dndelige substans, og
ingen materiel. Berkeley viste altsd, at tingene udover at eksistere
i bevidstheden ikke kan findes materielt (Schjelderup, 1963, s. 96).

Tingene, altsd8 sanseindtrykkene, findes hos Berkeley 1 en bestemt
orden, som indgydes os af Gud. Tingenes realitet bestdr ikke i, at de
er uafhangige af enhver bevidsthed, men 1 at de hgrer til i en
bestemt lovmessig sammenhang. Netop den sansekvaliteternes lovmassige
orden er genstand for naturvidenskaben. Den skal forklare fanomener
ved andre fanomener eller 4rsager, der kan sanses, for som
erfaringsvidenskab har naturvidenskaben netop at ggre med tingene,
som de fremtrader for osy og ikke formodede ting. Berkeleys
overvejelser giver sdledes ingen modstrid med Lockes (Schjelderup,
1963, s. 97).

Berkeley lod de  andelige  substanser tilbage, mellem hvilke
arsagssammenha&ngen rader. Hume endte op med den opfattelse, at ingen
af disse er givet 1 vor erfaring. Den grundtanke, Hume gik ud fra,
kan udtrykkes s8ledes : Alle vore usammensatte forestillinger stammer
fra sansninger (fornemmelser), som de svarer til og gengiver. For
enhver gyldig forestilling m8 der kunne pdavises et tilsvarende
fornemmelsesgrundlag (Schjelderup, 1963, s. 99). Af hele dette
fornemmelsesgrundlag eller de ideer, der kan afledes heraf, er der
ingen, der dakker sjelen, "jeget". Jeget kan altsad ikke sanses, men
kendes kun som den samling af fornemmelser, der gennemstrgmmer
bevidstheden. Fra Berkeley ved vi, at "det umiddelbart opfattede er
de virkelige ting". S3ledes kommer vi til den konklusion, at jeget
"ikke er andet end et bundt eller en samling af fornemmelser. der
tfplger hverandre med ufattelig hastighed i en uendelig stregm”
(Sch jelderup, 1963, s. 100), Det ery fordi fornemmelserne kan
fremkalde hinanden og herved i forestillen skabe en en enhed, at vi
fpler sjelen netop som den enhed (Ahlberg, 1959, s. 104).

For Hume kunne A&rsagssatningen ikke wudledes fra fornuften eller
bevises logisk. Heller ikke fra erfaringen kan vi have fadet denne

Gemetrisyn fgr den hyperbolske 28




%

DET ER GANSKE VIST
Del I

idé. Vi iagttager kun, at to forteelser fglger efter hinanden 1 tid.
Y1 ser, at fenomenerne er ordnet, men ikke ngdvendigheden af denne
orden (Schjelderup, 1963, s. 101).

P& spgrgsmdlet om, hvorfra ideen om d&rsagssetningen da kommer,
svarede Hume, at den kommer fra vanen. Vi har mange gange set en
begivenhed (virkning) fglge efter en anden (drsag), men selv om vi
ikke kan vere sikre p&8, at det ogs8 vil forholde sig sddan naste
gang, danner vi associationer, hvori drsagssammenhangen indgar.
Forestillingerne fremkaldt af sansningen besidder en inerti, s8 vi
bedrages og kader den ene begivenhed sammen med den anden. Pa den
madde kommer associationerne til at beherske hele vor erfaring og
dermed naturvidenskaben (Lund m.fl., 1963, s. 233).

Hvordan kan sddan en videnskab vere absolut sikker ? Det kan den
ikke, men den kan indeholde en vis gyldighed, da den pd grundlag af
metodisk undersggelse af mange erfaringer og metodisk arbejde kan
sige noget om, hvordan virkeligheden hidtil har set ud. Med Einsteins
relativitetsteori, der omstyrter den ellers urokkelige klassiske’
fysik, har vi et skoleeksempel pd, at vor erkendelse ikke er absolut
sikker.

For Hume er bl.a. aritmetik, geometri og algebra videnskaber, der
udelukkende beskaftiger sig med relationer mellem ideer, med
sammenhangen mellem vore egne abstrakte afledede forestillinger.
Disse videnskaber er alle rent begrebsmessige, og er derfor enten
intuitivt eller beviseligt sande, men de siger intet om virkeligheden
(Ayer, 1980, s. 33). Det vil sige, at selv blandt empiristerne anses
geametri for at vere -en ikke-empirisk videnskab, der kun beskaftiger
sig med relationer mellem ideer (Laes bl.a. Torretti, 1978, s. 254).

Ifplge Davis m.fl., 1981, s, 327-8 var geometrien det bedste
argument, rationalisterne kunne finde, til bekraftigelse af deres
synspunkter, mens det for empiristerne var et pinligt eksempel pa, at
ikke al viden stammer fra observation. Jvf. ovenfor kom Hume med en
forklaring pd matematikkens ikke-empiriske oprindelse, der i hvert
fald gjorde, at han ikke selv langere sa8 nogle problemer heri. De
ferreste forsggte dog at forklare, hvor matematisk viden kommer fra.
En undtagelse er John Stuart Mill, der foreslog en empiristisk teori
med det indhold, at matematik er en naturvidenskab ikke forskellig

fra de gvrige.

Kants aprioristiske erkendelsesteori

Immanuel Kant (1724-1804) tog Humes udfordring op, o0g g@nskede at
genskabe et sikkert grundlag for sdvel den empiristiske som den
rationalistiske videnskab. Men det skulle g#res wuden at fravige
empiristernes princip om at viden om den ydre verden kun kan opnds
gennem observationer, hvilket Kant ogsd8 mente (Russell, 1903/1072, s.
436). 1 "Kritik der reinen Vernuft" (udgivet 1781) prasenterede Kant
sit svar, den aprioristiske erkendelsesteori ; at vi opfatter
verdenen pd et grundlag, vi har a priori, det vil sige fgr
erfaringen. Bl.a. drsagssetningen angav Kant som a priori, hvilket
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gav Newtons fysik det grundlag tilbage, som Hume havde frataget den
ved at fornagte Adrsagssatningen. -

Lad mig nu Se p8, hvordan Kant bar sig ad med at forklare, at
videnskabens fornuftsslutninger stemmer overens med erfaringens
erkendelse. Han argumenterede : Virkeligheden, hvorom videnskaben
udtaler sig, er den virkelighed, som vi "ser" ved hjzlp af samspillet
mellem verdenen uden for os (das Ding an sich) og fornuftens
erkendelsesredskaber (Lund m.fl., 1963, s. 233).

Der er alts8 to komponenter. Den fgrste komponent fra tingen i sig
selv kaldes fornemmelsen, og den anden fra fornuften kaldes formen .
Vi er s8ledes begrenset i vor erkendelse af verdenen til kun at
behandle denne "verden uden for os", s vidt som vore
erkendelsesredskaber rakker. Hvordan verdenen er "uden for os", kan
vi aldrig vide. Vi siger, at erkendelsen er begranset til sine egne
formers verden (Ahlberg, 1939, s. 111}.

Disse erkendelsesredskaber inddelte Kant i to grupper,
anskuelsesformerne ogq forstandsformerne. Anskuelsesformerne er rum og
tid. De galder ikke for “verdenen uden for os", men kun hvor vi
medbringer dem. Rum og tid er ngdvendige for enhver anskuelse, idet
vi ikke kan forestille os genstande eller begivenheder uden for disse
(Lund m.fl., 1963, s. 233). Anskuelsesformerne bliver sdledes en
betingelse for sansning og erkendelse (intuition) i det hele taget.
Kant konkluderede heraf, at videnskaben, der beskaftiger sig med
anskuelsesformerne {(rum og tid), det vil sige matematikken, kan
opstille love, der qgelder for enhver tenkelig anskuelse (Lund m.fl.,
1963, s. 233).

Analogt kom han frem til, at naturvidenskaben, der ndr sine
resultater ved arsagssatningen og dens beslegtede  begreber,
forstandsformerne, p& gyldig vis udtaler sig am enhver erfaring, et
menneske kan komme til at ggre (Lund m.fl., 1963, s, 233).
Forstandsformerne eller kategorierne er de a priori givne former, i
hvilke fornuften bearbejder den umiddelbare sanseerfaring, eller mere
precist det, Kant kaldte fornemmelserne. Al forbindelse og derfor al
ordning af mangfoldigheder af sansninger er forst8elsens arbejde, der
derfor m& vare reguleret af forstandsformerne (Torretti, 1978, s.
32). Det er med andre ord formerne {b&de anskuelses- o0gQ
forstandsformerne), der bringer ocrden i de mange uordnede
fornemmelser. Anskuelsesformerne er betingelsen for sansningen, og
forstandsformerne betinger forstaelsen.

Netop dette a priori-element er forklaringen p& den efterlyste
overensstemmelse, selvom det snarere er erfaringens erkendelse, der
stemmer overnes med fornuftslutningerne, end omvendt.

Nar vi kun sanser de genstande, som har form, der passer 1 rum_0g
tid, md der helt klart vere overensstemmelse mellem matematikken oq
den sansede verden. Vi siger, at den aprioristiske vished har sin
kilde i den erkendende bevidstheds egen organisation (Schjelderup,
1963, s. 113). Vi ser alts8, at tingene retter sig efter geometrien,
som sammen med aritmetikken er dannet fra de rene fornuftslutninger
pd grundlag af de a priori givne forstandsformer (Torretti, 1978, s.
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) ,3?). Rettede tingene sig ikké efter geometrien, ville vi ikke kunne
-opfatte dem.

. Men Kants filosofi indeholdt ogsd et andet aspekt. Han skelnede
-.me}lem analytiske (logisk sande) og syntetiske (ikke-analytiske, nye)
f;fdpmme (Ahlberg, 1959, s. . 112 - 114 ; Brittan, 1978, s. 69 ; Davis
-fAﬁ.fl., 1981, s. 329). Matematikkens domme regnede Kant for at vere
;f‘Qf syntetisk karakter (Brittan, 1978, s. 20). Han sluttede heraf, at
. .matematikken ikke kan bygges op som et rent logisk system, men
- 'behgver visse syntetiske a priori se@tninger ; axiomer ; og selv da er
':Lden argumentation, der anvendes i deduktionen fra axiomerne,
f¢3fprskellig fra den rene logiks (Russell, 1903/1972, s. 436).

A:f;Det fremgdr altsd8 af ovensti8ende, at Kant var overbevist om, at
. geometrien (matematikken) og virkeligheden svarer til hinmanden, da vi
" automatisk tenker geometrisk (og aritmetisk), og derfor kun opfatter
- den ydre virkelighed svarende overens hermed.

Specielt mente Kant, at hans érkendelsesteori fastslog den euklidske

" geometri som den gyldige geometri (Torretti, 1978, s. 31 ; Russell,

1903/72, s. 458) - den, der er sand og passer pd de fysiske objekter.

. Hvardan skulle vi ogs8 vare udstyret med to modstridende, men gyldige

geometrier ? Hvordan kan der vare en anden end den euklidske, der er

" givet a priori, hvilket vi jo ved fra os selv ?

>?," Opsamling

"Rationalisterne mente, at det ud fra visse aprioriske principper er

muligt gennem tenkning at opbygge et billede i ngje overensstemmelse

'f‘med omverdenen. Det er altsd8 muligt gennem taenkningen at nd frem til
. en sand og entydig opfattelse af verdenen.

Empiristerne mente derimod ikke, at vi har noget apriorisk kendskab

til nogle grundlaggende principper. De mente, at erfaringen er det

eneste. middel til at opnad erkendelse om virkeligheden. Med
afvisningen af &rsagssatningen ndede empiristerne endog frem til, at
det slet ikke er muligt at nd til sikker viden.

For empiristerne beskaftiger geometrien sig kun med relationer mellem
de forstillinger om virkeligheden, vi afleder fra vore sansninger.
Den er derfor ngdvendigvis sand for virkeligheden, s6m vi opfatter
den. )

Som allerede navnt gav geometrien saledes empiristerne et problem,
for hvordan kan noget baseret pad erfaringer vare s8 sikker, som
geometrien normalt blev regnet ?

Kant slog fast, at vore erkendelser ikke retter sig efter - verdenen,
men at verdenen, som vi opfatter den, retter sig efter vore begreber.
Geometrien, som Kant kategoriserede blandt de rene anskuelsesformer,
hvilket vil sigey at disse strukturer har vi a priori, er altsd med
til at give os een bestemt opfattelse af verdenen - den euklidske.
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Om end alle disse forskellige opfattelser af vor videns oprindelse er
modstridende pd adskillige omrader, ogsd ndr det drejer sig om den
matematiske erkendelse, er ingen af dem i tvivl om, at matematikken
beskriver noget ved virkeligheden. Eller sagt p& en anden mdde : De
har et implicit formuleret udgangspunkt til felles ; Opfattelsen af
matematikken som en videnskab, der fortaller noget om den sansede
virkelighed. Det er fgrst om det, der ligger efter denne antagelse,
de kan blive uenige.
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UOpsamling P& Del I

Formdlet med denne fgrste del af rapporten var at ggre rede for
hvilken opfattelse af matematikkens mulighed for at beskrive den
fysiske virkelighed, der var dominerende fgr den hyperbolske
geometris fremkomst.

Jeg har forsggt at opfylde dette formdl gennem
1. en analyse af Euklids "Elementerne"
2. en analyse af fbrsngene pad at bevise parallelpostulatet

3. en underspgelse af opfattelsen af forholdet mellem matematikken
og virkeligheden omkring 1830.

"Elementerne" viste tydeligt, at den euklidske geometri er blevet
udviklet gennem abstraktion af forholdene i den fysiske virkelighed ;
som den sd8 selvfplgelig ogsd8 stemmer overens med. Jeg er af den
opfattelse, at Euklid har delt Aristoteles’ mening om videnskaben, og
derfor ogs&8 om geometrien ; at de deduktivt udledte satninger ville
vere sande, hvis de stemte overens med virkeligheden. I "Elementerne"

" fremstdr. ren og anvendt geometri sidledes ikke adskildt.

De tidligste forsgg pa& at bevise parallelpostulatet ud fra de gvrige
axiomer og postulater hos Euklid berer alle preag af, at geometrien
har veret opfattet at indeholde sandheder om den fysiske virkelighed,
og derfor ikke matte vare i strid hermed.

De senere forsgg (Saccheri, Lambert og Legendre) gé&r alle ud pa at
antage, at parallelpostulatet ikke g®lder, o0g sd sgge at opnd en
modstrid ndr denne antagelse sammenholdes med Euklids gvrige
grundsatninger. :

Ingen af dem nar til noget, de vil regne som et fuldt
tilfredsstillende bevis, men de tvivler ikke af den grund pd den
euklidske geometri. Tvertimod stadfestes deres tro af de ting, de
udleder under antagelsen om, at parallelpostulatet ikke gelder. 54
det ser ud som. om ogsd de mener, at geometrien bgr stemme overens med
den virkelighed, deres udledte satninger ser ud til at stride imod,
men at en evt. modstrid af denne karakter 1ikke regnes for et
egentligt bevis.

Langt lettere er det at udtale sig om de erkendelsesteoretiske
teorier om vores videns oprindelse, om muligheden for sikker viden
etc., ndr det drejer sig om at afggre, om de har ment, at geometrien
beskriver den fysiske virkelighed.

Der findes ganske vist modstridende opfattelser af alt andet i denne
forbindelse (herom : les opsummeringen efter foregdende kapitel), men
forud for alle deres uenigheder gdr dog en enighed : Videnskaberne
har med virkeligheden at ggre, og det galder ogsd8 matematikken.
Grunden hertil ; hvad virkeligheden er ; hvad matematikken er ; osv.
- det er her, uenighederne er at finde.
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Generelt for perioden md8 siges, at matematikken, og i saerdeleshed
geometrien, opfattes at have gyldighed i den faktiske virkelighed, at
stemme overens hermed og vere 1 stand til at beskrive (sin del af)
den. Rationalisterme havde opfattet den som ngdvendig sand, fordi den
var en deduktiv struktury vi kunne tanke os til wud fra medfgdte
ideer. Empiristerne mente, at den var ngdvendig sand, fordi den
byggede ovenpd8 og handlede om relationer mellem vores af erfaringen
afledte forestillinger, der for dem var den eneste mulige sandhed for
os. Og Kant mente, at den var ngdvendig sand, fordi den er givet a
priori. I ¢@vrigt mente han ikke, det var muligt at reducere
matematikken til selvindlysende axiomer med en rent logisk udledt
overbygning, hvilket s8ledes var i modstrid med den holdning, der kom
til udtryk i arbejdet med matematikken. )
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Indledning Til Del I:I

Formdlet med denne-del af rapporten er at redeggre for de umiddelbare
konsekvenser udviklingen af den hyperbolske geometri fik for
opfattelsen af matematikkens - eksemplificeret ved geometriens -
forhold til virkeligheden.

I stil med rapportens fgrste del vil jeq forsgge at belyse
problemstillingen bade gennem en analyse af de revolutionerende
udgivelser om hyperbolsk geometri og en gennemgang af de divergerende
filosofiske opfattelser af matematikkens/geometriens stilling.

Vel vidende, at ikke alle rapportens kommende lasere kan forventes at
have hendskab til den hyperbolske geometri, har jeg valgt at lade det
farste kapitel bestd8 af en gennemgang af denne. Det skulle gerne ggre
det muligt ikke at fgle sig taget alt for meget ved nasen 1 min
gennemgang af Lobatjevskijs og Bolyais arbejder. Det er nemlig
indholdet af det naste kapitel.

I det derefter fglgende kapitel vil jeg gegre rede for, hvordan
fremkomsten af den hyperbolske geometri pavirker de
erkendelsesteoretiske retninger, jeg omtalte i fgrste del af
rapporten. I hvor hgj grad pavirkes de af den hyperbolske geometri 7
Betyder den noget for deres tidligere fremfgrte argumentation og
grundholdning 7

Men jeg skal ikke rgbe alle pointerne her allerede. Blot skal jeg
igen ggre opmarksom pd, at lasere, der pad forh&8nd har et indgdende
kendskab til emnet eller dele heraf, eller som kun er interesseret i
hurtig information, henvises til den afsluttende opsamling p& denne
del af rapporten og opsamlingerne efter hvert kapitel.
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Genmmemgang Af Hyperbolsk Geometr i

Indledning

I den i del I, kapitel Il bragte gennemgang af Euklids "Elementerne"
kritiserer jeg Euklids definitioner for ikke at opfylde Aristoteles’
krav til sddanne, idet de ikke definerer "det nye" fuldstendigt ud
fra noget kendt. Geometrien 1 “Elementerne" forudsatter derfor
implicit et kendskab til geometriens objekter. Det skyldes
naturligvis som allerede navnt, at den euklidske geometri reelt havde
status af naturvidenskab, og derfor behandlede virkeligt
forekommende, omend idealiserede objekter.

Formédlet med dette kapitel er at vise p8 bvor mange omrdder den
hyperbolske geometri adskiller sig fra den euklidske, og hvordan. Et
kendskab hertil vil vere fordelagtigt under lasningen af resten af
rapporten. Formdlet er ogsd, at give leseren en forstdelse for, hvor
vanskeligt det kan vare at skulle lade den (tillerte) intuition bag
sig 1 et forsgg pa at opbygge en ny geometri fuldstendigt
axiomatisk-deduktivt. Mere herom i det fglgende kapitel.

Jeg vil forsgge at opfylde disse formdl ved at skitsere en mulig
axiomatisk-deduktiv opbygning af den hyperbolske geometri. Det
fremgar af det fgrste afsnit, at det ville vere utilstrakkeligt at
anvende de gvrige postulater og axiomer hos Euklid som udgangspunkt.
Jeg md forsgge at lade mit anvendte begrebsapparat indeholde de
forudsetninger, Euklid ikke nevner. 0Og jeg mad vare mere omhyggelig
end Euklid med at gpre mig mit begrebsapparat klart.

Jeg har valgt at bygge mit begrebsapparat op ud fra en
mangdeteoretisk ramme. Afbildningsbeqrebet, algebra og den simple
mangdelare forudsattes sdledes bekendt.

Dernast har jeg skitseret det felles grundlag for hyperbolsk og
euklidsk geometri (under et benavnt absolut).

Endelig skitserer jeq, hvardan en 1lille del af den hyperbolsk
plangeometri kan opbygges. Af hensyn til den fgrste del af mit formal
har jeg bestrabt mig p& at bringe relativt simple eksempler pa&,
hvorledes den hyperbolske geometri adskiller sig fra den euklidske.
Specielt vil jeg forsgge at klarggre, hvorfor der i den hyperbolske
geometri er en absolut l®ngdeenhed.

Da dette ikke skal vere en lerebog i hyperbolsk geometri, og da
rapporten tilstrabes at vere tilgangelig for andre end matematikere,
vil jeg - som allerede antydet - ikke gennemfgre en fuldstandig
axiomatisk-deduktiv opbygning af den hyperbolske geometri. Jeg har
derfor kun medtaget beviser for de bragte setninger, hvor jeg har
skgnnet det ngdvendigt at hensyn til ovenstdende formdl. Specielt har
jeq 1kke medtaget simple beviser, hvis de har veret at finde
andetsteds. Og jeg har kun medtaget de lazeresatninger, jeg har fundet
ngdvendigt. Det vil sige, at de leresatninger, det er pdkraevet at
kende for at kunne overbevise sig-om rigtigheden af et bevis, ofte
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vil have status af postulater med henvisninger til, hvor de kan
forefindes. . - ' - -

Det fglgende afsnit er en redeggrelse for det anvendte
begrebsapparat. Det vil have karakter af sdvel axiomer (udsagn om
eksistensen af bestemte mengder med bestemte elementer og bestemte
delmagnder hegrer under denne kategori) -som af definitioner
(navngivning af de fgrnavnte objekter). Det er af hensyn til
overblikket og lasevenligheden, at jeg har valgt ikke at adskille de
to kategorier.

Det anvendte begrebsapparat

# 1, Planen j punkter. Jeg arbejder med en ma&ngde, planen,
hvis elementer kaldes punkter. Ethvert punkt forudsattes at
tilhare planen. Punkter navngives med store bogstaver.

# 2., Linier. Der eksisterer delmangder af planen med den
egenskab, at to punkter tilhgrer netop een sddan delmangde.
Disse delmangder kaldes linier og betegnes med smd bogstaver.
Linier er altsd delmangder, der er entydigt bestemt af to
givne forskellige elementer, punkter. Af den grund kan en
linie ogsd betegnes med L{(XY), hvor X og Y er to forskellige
punkter, der tilhgrer linien.

# 3. Pa linie. En mengde af punkter siges at ligge pa linie,
hvis det for ethvert af disse punkter galder, at det til-
herer den linie, der er bestemt af to forskellige af de gv-
rige punkter. Punkter p8& linie tilhgrer altsd alle en entydigt
bestemt linie. 4

# 4. Skaring. To forskellige delmangder siges at skare, hvis
deres fellesmengde ikke er tom. Sdledes siges to forskellige
linier t og s at sk®re 1 punktet A, hvis A € tfis. To linier t
og 5 kaldes for ikke-skarende, hvis tfis = @, Hvis tfils = s
eller ths = t er t = 5, det vil sige at linierne er sammen-
faldende.

# 5. Afstand. Endvidere arbejder jeg med et afstandsbegreb.
der til to givne punkter knytter et entydigt bestemt ikke-
negativt reelt tal. Jeqg betegner en afstand mellem A og B med
d{(A,B) = d{(B,A). Denne afstand er en metrik.

Der eksisterer en en-entydig korrespondance mellem punkterne
pé& en linie t og de reelle tal, sdledes at d{(A,yB) = |a—b|,

for AyB € t, a,b € R, hvor a og b korresponderer med henholds-
vis A og B. De uendeligt mange punkter p& en linie kan der-
for ses som lineert (totalt) ordnede ; korrespondancen er

en ordensisomorfi,

# 6, "Mellem". Et punkt B siges at ligge mellem punk-
terne A og Cy hvis A,B og C er forskellige, ligger pad linie
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.. .-09 d(A,B) + d(B,C) = d(A,C). Dette skrives enten som <ABC,
. “eller <CBAY.

;:;ﬁ 7. Konveks. En mengde @ er konveks, hvis A€d, BEd og
ﬁAXB) medferer, at X€a.

“!'# B, Liniestykke. Jeg definerer det &bne liniestykke fra A
“i.til B, A+#B, som

'+ S(AB) = S(BA) = {X <AXB> },

- og det lukkede liniestykke fra A til B, A=B, som

© S[ABI = S[BAl = (X | X=A v <AXB> v X=B }.

. % 9. Halvlinie. Ligeledes definerer jeg den &bne halv-
. linie fra A gennem B som

2 RAB) = (X | <AXBY v X=B v <ABX) 1,
."* og den lukkede halvlinie fra A gennem B som
- ~RIAB) = {X | X=A v CAXB> v X=B v <ABX) 2.

# 10. Halvplan. Til enhver linie t eksisterer netop to
ikke-tomme konvekse mangder {4 og {’, sdldes at planen er
foreningensmangden ‘af 4, B’ og t, gNi’ @, gt = @, p’'nNt = @
9. g og g’ kaldes

. # 11. Sider af linier. Hvis & og #’ er to &bne halvplaner

svarende til en linie t og A€y, Bep’, siges ethvert Xep

.  } at. ligge pd A-siden af t og ethvert X€n’ at ligge pd B-
© .- siden af t.

" # 12. Vinkel. Jeg kan nu introducere endnu et begreb, nemlig

en vinkel. Givet to forskellige halvlinier med samme begynd-

..  elsespunkt RI[AB) og RIAC), er £ BAC = 4CAB =
ARG X € RCAB) v X € RLAC) 3.
ﬁ} Begyndelsespunktet for halvlinierne kaldes vinklens toppunkt.
" Det indre af vinklen er mangden In(xBAC) =
" B-siden af linien L(AC) forenet med C-siden af L(BA).

<
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# 13. Vinkelmdl. Til enhver vinkel svarer et entydigt be-
‘stemt reelt tal tilhgrende (O;rl. Dette kaldes vinkelmdlet.
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# 14, Kongruens. Jeg-siger nu, at lukkede liniestykker er
kongruente, hvis de har samme langde, det vil sige; hvis af-
standen mellem den ene liniestykkes to endepunkter er lige
s8 stor som afstanden mellem det andet liniestykkes to ende-
punkter. :

Ligeledes siger jeg, at to vinkler er kongruente, hvis deres
vinkelmdl er lige store. '

Jeg skriver henholdsvis S[AB) = SICDJ, hvilket vil sige, at
d(A,B) = d(C,D), og < ABC = X CDE.

Absolut geometri

I dette afsnit ser jeg fgrst pd nogle af de setninger, der galder i
den absolutte geometri -~ det vil sige bade i den hyperbolske ag den
euklidske, Navnet absolut geometri stammer fra J. Bolyai ; herom se
ogsd naste kapitel. Jeg har valgt at bringe den absolutte geametri
fgr den hyperbolske for at give et indblik i, hvad der kan udledes
uden at have valgt side for eller imod parallelpostulatet.

Jeg gennemgdr som navnt i indledningen - kun de indledende beviser og
senere hen kun enkelte udvalgte. Det vil derfor ikke fremgd klart,
hvad ellers er verd at lagge merke til, at en stor del af beviserne
gennemfgres ved at benytte, at der eksisterer en en-entydig
korrespondance mellem punkterne pd en linie og de reelle tal, eller
at spejlinger i et punkt eller en linie er afstandsbevarende
afbildninger af planen over i sig selv. Den fgrstnaevnte
korrespondance ligger f.eks. til grund for hele kongruensbegrebet.
Jeg har papeget dette forhold for at ggre opmerksom p8, at det ikke
er muligt at bygge geometrien op uafhangigt af andre (eksisterende)
begrebsrammer eller intuition.

Alle sxtninger er udstyret med et “navn", der ggr henvisninger
muligt. Navnet bestdr af tre dele. Fgrste del angiver, om satningen
er en leresatning (LS), en bisatning (BS), et axiom (Axi, en
definition (Def) eller en hjzlpesatning (HS). Jeg bruger ikke den
aristoteliske/euklidske skelnen mellem postulater og axiomer. Axiomer
er her de mest fundamentale grundsatninger. GSdledes er dele af det
foregdende afsnit ogsd axiomer. Anden del af navnet angiver, om
setninger galder i absolut (A) eller kun i hyperbolsk (H) geometri.
Tredie del er blot en fortlgbende nummerering af setningerne.

LS-A-01
Hvis A, B og C er tre forskellige punkter pad en linie
t, ligger netop et af punkterne mellem de to andre.

Bevis : Vi har tre forskellige punkter A,B og C pa t. Der
findes en bijektiv korrespondance og dermed en bijektiv
funktion f¥, der til ethvert punkt p& t knytter et bestemt
reelt tal (jvf. # 3), Specielt knyttes til A,B og C hernholds-
vis f*(A), f*(B) og +#(C).
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De tre~reelle tal f#(A), f#(B) og f#(C) forudsattes at vere
1ndbyrdes;ordnet, s8 f#(A) < F#(B) ¢ f*(C). Hvis ikke dette
var tlﬂﬁhldet, kunne notationerne &ndres, s& det var.

Hvis etilaf punkterne, B, ligger mellem de andre, A og C,
kan de?rudtrykkes :som d(A,C) = d(A,B) + d(B,C) (jvf. # 6).
Men det vides, at =

d(A,C) = f#(C) - f*(A) = (jvf. # 5)

f#(C) -~ f#(B) + f#(B) - f*(A) =

(f*(C) - f*(B)) + (f*(B) - f*(A)) =

d(B,C) + d(A,B).

B ligger altsd mellem A og C grundet det forudsatte indbyr-
des ordning.

Hvis et af de andre, f.eks. A, ligger mellem B og C, ma
d(B,C) = d(A,B) + d(A,C) jvf. # 6.

d(B,C) = f#(C) - f#(B) =

(f#(C) - f*(A)) - (f*x(B) - f*(A)) =

d(A,C) - d(A,B).

Hvis dette skal give d{A,B) + d{(A,C), md d(A,B) = - d(A,B),
det vil sige d(A,B) = 0. Men da mit afstandsmdl er en me-

trik (# 5), kan det kun lade sig ggre, ndr A = B, Det er i
modstrid med min forudsetning om, at A,B og C er forskel-

lige. Det er sdledes vist, at der ikke er mere end eet punkt,

der ligger mellem de andre.

LS-A-02
Et liniestykke er en zgte delmengde af en linie.

Beviset benytter den en-entydige karrespondance mellem R og
punkterne pd en linie (jvf. # 3).

LS-A-03
En halvlinie er en 2gte delmengde af en-linie.

Beviset hviler pd den en-entydige korrespondance mellem R og
punkterne pad en linie (jvf. # 5).

LS-A-04

En halvlinie er entydigt bestemt af sit begyndelsespunkt og
et andet af sine punkter. To halvlinier R[AB) og RLAC) kal-
des modsat rettede, hvis <CAB).

RCABYURIAC) = L(AB) = L(AC) = L(BC), nar <CAB>.

Gennemgang af hyperbolsk geometri
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LS-A-05 . - -
Hvis to linier sk&rer, skarer de kun i eet punkt.

Bevis : Lad linierne r og s vare givet, r#s, riis = 9.

Jeg antager da, at der findes mere end eet punkt, der til-
hgrer rNis, Der md s8 findes mindst to ; A og B, A+B.

.Jeg ved sd, at A€r, B€r, A€s og Bfs.

Men da en linie er entydigt bestemt af to af sine punkter

(% 2)y m3 r=s, Dette er i modstrid med, hvad var givet om

linierne s og r, og min antagelse kan da ikke galde. r og

s skerer sdledes kun i eet punkt.

LS-A-06

En linie er en konveks mangde.

En halvlinie er en konveks mangde.
Et liniestykke er en konveks mangde.

Beviset fglger direkte af definitionerne af linie, linie-
stykke og halvlinie. Se # 2, # 3, # 8 og # 9.

LS-A-07

Hvis en linie t skarer en linie s, s¥t, i A, deler t linien
5 1 to 8bne halvlinier med begyndelsespunkt i A, sdledes at
de to halvlinier tilhgrer hver sin side af t.

Bevis : Lad B€s, B=A, og lad t bestemme de 8bne halvplaner
4 og #’. Der er da jvf. # 10 tre muligheder : BE€t, B€p
eller BEn’.

Bet : BEt medferer at s = L(AB) = t, men det er forudsat,
at t#s, hvorfor antagelsen B€t md vare forkert.

BEg : BE€y medfsrer at R(AB)cp. For ellers ville der fin-
des mindst et CER(AB), s& Ce€n’, da Cet jvf. ovenstéende.
Men s& ville S(CB)Nt = @. Da S(CB)c L(CB) = s (LS-A-02),
ville S(CB)Nt = (A}, jvf. LS-A-03, hvilket medfdgrer, at
<CAB>, da S(CB) = {X] <CXB> } jvf. # 8. Det ville betyde,
at <CAB> og C € {X| <AXB> v X=B v <ABX> ), hvilket er i
modstrid med LS-A-01.

BE€H’® : B€y’ medforer, at R{AB)cp’. Beviset svarer til
ovenstaende.

Da s#t, findes B€s, s3 B€g v Bep® (jvf. # 5). Antag, at
B€g (var det §’, kunne navnene blot byttes om), sd vil
R{AB) cpn. Men da R(AB) = L(AB) jvf. L5-A-03 eksisterer et
DEL(AB), DER{AB). Sa vil D€H’ og sdledes ogsd R(AD). Det
indses let, at R(AB) og R{(AD) er modsat rettede.
Satningen er hermed bevist.
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...... :Det felger af, at der ved to liniers skaring dannes fire

jhalv11n1er mé fbegyndelsespunkt i liniernes skaringspunkt.

.
i,

P

. |HS-A-01 ¥ ~
“:|Et lukket halvplan er en konveks mangde.

. Bevis : Jeg betragter det lukkede halvplan @ svarende til
‘L{BC), og velger A,D € @ vilkarligt. Der er nu tre muligheder
©for Aog D :

1. AyD € L(BC)
. 2. A,D € A\L(BC)

3. A € L(BC), D € 9\L(BC)

Tilfaldene 1) og 2) er trivielle, idet bade en linie og et
_‘8bent halvplan er konvekse mangder (LS-A-06 ; # 10).
~1.3) velges X € S(AD) og antages, at X € d.
Da vil L(BCINS(XD) = @ (# 10),
. Jeg har S(XD)<L(AD) (LS-A-02) og L(ADINL(BC) = (A} (L5-A-03),
-RES(XD), da <AXD>, hvorfor L(BCINS(XD) = (A}. '
L(BC) og L(XD) vil da skare i to forskellige punkter, men
. det er i modstrid med LS5-A-05, og antagelsen kan da ikke
gelde, hvorfor X€a. ' '

HS-A-02
‘|Fellesmangden af to konvekse mangder er en konveks mangde.

"Bevis : Lad # vere en konveks delmangde af planen og &
ligeledes. Det vil sige, at
AEH og BEH og <(AXB? medfgrer XE# ;
A€R og BE& og <AXB, medfgrer Xe€&.
Heraf fas :
A € #N& og B € #N& og <AXB> medfgrer
(RE# og BEH# o0g <AXB>) og (A€& og BE& og <AXBY) medfgrer
XE€# og XE& medfgrer XEHNS.

g

LS-A-08

Det indre af en vinkel er en konveks ma&ngde.
Fellesmengden af det indre af en vinkel og vinklen
er en konveks mangde.

Bevis : Det indre af en vinkel er fazllesmengden af to abne
'halvplaner, og da disse er konvekse (HS-A-01), er det indre
af en vinkel en konveks mengde (HS-A-02). P3 samme made er
fellesmangden af det indre af en vinkel og vinklen en kon-
veks mangde.
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Def-A-01. Ret, spids, stump vinkel

Ndr de to halvlinier, der udggr vinkelbenene i en vinkel
er sammenfaldende, lader jeg vinkelmdlet vare 0,

Nar: de er modsat rettede n.

Nar vinklen har stprrelsen n/2, siges den at vare ret,
under spids og over stump.

Def-A~02. Vinkelret .

Hvis to linier skerer, sdledes at der dannes en ret vin-
kel med toppunkt i deres skaringspunkt A, siges de to
linier at std vinkelret p& hinanden i A.

Def-A~-03. Nabo- og supplementsvinkler

Hvis to vinkler 4 BAP og 4 PAC har et vinkelben R(AP)
falles og fellesmengden mellem deres indre er tom, er
de nabovinkler.

Hvis RLAC) og RCAB) er modsat rettede, kaldes de to
vinkler supplementsvinkler.

Def-A~-04. Vinkelsum

Er a vinkelmalet af #BAP og b vinkelmdlet af & PAC og

a+b mindre end eller lig w , sattes vinkelmdlet af x BAC,
cs+ til a+b. Er a+b stgrre end mw , settes c til (2m-a-b).

LS-A-09
Summen af to supplementsvinkler er n.

Beviset fglger direkte af ovenstdende definitioner.

Hvis to linier skarer, deler den ene den anden i to halvlinier, en pad
hver side af den delende linie. Denne deles selv 1 to modsat rettede
halvlinier (L5-A-07). Der dannes sadledes to supplementsvinkler med
felles vinkelben i den ene halvlinie fra den fgrste linie. Det indses
let, at disse vil ligge p& samme side af den fgrste linie. P38 den
anden side af denne vil der ligeledes dannes to supplementsvinkler.
Det indre af disse vinkler er parvist disjunkte. Vi har
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BS-A-01
Ved to liniers skearing dannes 4 vinkler, der er parvist dis-
junkte.

og

BS-A-02
Summen af de fire vinkler, der dannes ved to liniers
skering er 2w.

samt

BS-A-03
Hvis to vinkler stdr vinkelret pd hinanden, er alle de
vinkler, der fremkommer ved deres skaring, rette.

Beviserne for disse setninger fglger umiddelbart af
ovenstdende.

Def-A-05. Modsatte vinkler

jLad £ ABC vare givet og ligeledes halvlinierne RIBC’) og
RI{BA’) modsat rettet henholdsvis RIBC) og R{BA). 4 C’BA’
0g 4 ABC kaldes da modsatte vinkler.

LS-A-10
Modsatte vinkler er kongruente.

Bevis : To modsatte vinkler med vinkelmdlene a og b har en
felles supplementsvinkel jvf. definitionen pd supplements-
og modsatte vinkler. Lad denne have vinkelmdlet c. Vi ved da,
at a+c = b+c, hvorfor a=b. To modsatte vinkler er derfor
kongruente.
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L5-A-11 :
P € In(XABC) <= RI(BP)CIntL ABL).

Bevis : P € In{4.ABC) medfgrer, at

P € A-siden af L(BC) og P € C~siden af L(AB) (# 12).

L(BP) skarer s8vel L{BC) som L{(AB) i B. Jvf. LS-A-07 vil L(BP)
deles i to dele R(BP) OG R(BP’) ved skaring af sdvel den ene
som af den anden af de to linier, sdledes at disse halvlinier

ligger i hvert sit halvplan badde for den ene og den anden af de

to linier. S& fas :

R{BP) —P-siden af L(BC) og R(BP) —=P-siden af L(AB) medfgrer
R(BP)< (A-siden af L(BC) U C-siden af L(AB) ) medfgrer
R(BP)CIn(4 ABC) .

R(BP) ZIn(«x ABC) medfgrer P € In(<4ABD).

Def-A-06. Trekant =

For tre punkter A,B og C, der ikke ligger p&8 linie, er tre-
kanten <\ ABC = S[AB] U SCBC] U SICAl. Disse tre liniestykker
kaldes trekantens sider og XABC, #BCA og « CAB er trekantens
vinkler. A;B og C kaldes trekantens toppunkter.

Ax-A.01

En linie, der skerer en trekant, skarer mindst to sider i
trekanten. En linie gennem et punkt indeni en trekant skarer
trekanten i precis to punkter. Hvis det ene at disse to
punkter er et toppunkt i trekanten, tilhgrer det andet det
dbne liniestykke, der udger den modsatte side.

Ax-A-02

Hvis to trekanter kaorresponderer sdledes at to sider og vink-
len imellem dem er kongruente henholdsvis med de korrespon-
derende to sider og vinklen mellem de, er de to trekanter
kongruente, dvs. at de sidste vinkler og sider ogsd er kon-
gruente.

L5-A-12
En ydre vinkel til en trekant er stgrre end nogen af de vink-
ler 1 trekanten der ikke er dens nabovinkler.

For beviset se Kelly m.fl., 1981, s. &6 + 36.
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“lLs-a-13

Hvis to trekanter korresponderer sdledes at to vinkler og si-

T7 den mellem dem er kongruente med de to korresponderende vink-
‘|ler og siden mellem dem, er trekanterne kongruente.

. [L5-A-14
" {Hvis to trekanter korresponderer, sdledes at de tre sider i

den ene trekant er kongruente med de korresponderende sider
1 den anden trekant, er de to trekanter kongruente.

LS-A-15

Hvis hypotenusen i en retvinklet trekant er kongruent med hy-
potenusen 1 en korresponderende ret trekant og en spids vin-
kel i den ene trekant er kongruent med en spids vinkel i den
anden trekant, er trekanterne kongruente.

L5-A-16
Hvis hypotenusen i en retvinklet trekant er kongruent med hy-

‘|potenusen i en korresponderende retvinklet trekant og et par

af de korresponderende sider ogs8 er kongruente, er trekant-
erne kongruente.’

LS-A-17

Hvis en linie t skerer linierne r og s 1 to forskellige punk-
ter A og B og to modsatte indre vinkler eller to korresponde-
rende vinkler er kongruente, er r og s ikke-skarende linier.
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BROEN
b
i G ( N . .
C AN/ £ AEAB og ¥ ABF
\\< er modsatte in-
\\\\\ dre vinkler
4+ DAC og & ABF
\\\\ er korresponde-
“ rende vinkler
A v [\\6
= -
AN

Bevis se Kelly m.fl., 1981, s. 7 + 41, hvor beviset til dels
bygger p& LS-A-12. Beviset kunne ogsd gennemfgres ved at opnd
en modstrid med L5-A-05 efter at have vist de to fglgende
laresatninger.

-~ & ~
e \\
A /
X >\\
N
S~ - & -
LS-A-18
Hvis X’ = XI" er en afstandsbevarende afbildning af planen

over i planen {en flytning), vil <ABCY> <=) <A’B’C”.
Billederne af L(AB), R(AB) og S[AB] er henholdsvis L(R’B’),
R(A’B’) og SIA’B’]1. Ilkke linearitet bevares. Enhver trekant
afbildes over 1 en kongruent trekant og enhver vinkel afbil-
des over 1 en kongruent vinkel. Hvis C ikke ligger pad linien
L{(AB), wvil C-siden af L(AB) afbildes over 1 C’-siden af
L{A’B’),

Beviset kan ses hos Kelly m.fl., 1981, s. SI.
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Def-A-07

Spejling af planen i et punkt A er defineret ved at A er
sit eget billede, og for X # A er billedet af X punktet X’
bestemt ved at A er midtpunktet af SEXX’]. Symbol : [p
Spejling af planen i en linie t er en afbildning defineret
ved at for X€t er X sit eget billede og for X€t er X’ gi-
vet ved at t halverer S[XX’] vinkelret. Symbol : .

LS-A-19

I en spejling i en linie Ny er X et fixpunkt hvis og kun
hvis X€t. t og linierne vinkelret pd t er de eneste fix-
linier. Hvis s1t i F bytter ", de modsatte halvlinier péa

s med begyndelsespunkt i1 F om, bytter siderne af t om, men
ikke siderne af s. Hvis s ikke skarer t, skarer dens billede
s’ hverken t eller s ; t ligger mellem s 0og s’ og adskiller
dem.

B A0t = gﬁ =
Lo o Aat =g

LS-A-20

Hvis punktet P ikke ligger pa linien t, og u er linien gen-
nem P vinkelret p& t, er u en symmetriakse for mengden af

linier gennem P, der skarer t og ligeledes for mangden af

linier gennem P, der ikke skarer t.

Beviset findes hos Kelly m.fl., 1981, s. 58-60.

LS-A-21

Hvis punktet P € In( xABC), vil R(BP) skare SCAC] og L(BP)
adskille R(BAR) og R(BC). Det indre af X ABP og 4 CBP er ad-
skildte, og er agte delmengder af det indre af x ABC.

g efter denne - - forhadbentligt ikke alt for trettende - gennemgang af
en rakke af den absolutte geometris leresatninger, som vi skal se
anvendt i det fglgende, vil jeg begynde at se narmere pd selve den
hyperbolske geometri.
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Helt hyperbolsk !

Den hyperbolske geometris vesentligste serkende er at
parallelpostulatet ikke er gyldigt, men erstattes af

Ax-H-01
Gennem et punkt P, P{t, eksisterer der mere end en ret linie,
der ikke skerer t,

hvilket er den ene af de to mulige nagtelser af parallelpostulatet
(eller snarere til det med parallelpostulatet &kvivalente postulat,
at der gennem et punkt P, P%t, kun findes een ret linie, der ikke
ske&rer t). Den anden mulighed er naturligvis, at der slet ikke findes
nogle linier gennem P, der ikke skerer t.

Men uden parallelpostulatets gyldighed m8 o0gsd en rakke af Euklids
definitioner #ndres. Saledes den 22., hvor et kvadrat og et rektangel
defineres som henholdsvis en fiqur begrenset af fire rette linier,
hvor figruens sider er lige lange og dammer fire rette vinkler inden
i figuren, og som en figur opfyldende de samme krav, blot wuden at
siderne er lige lange (Euclid/Heath, wvol. I, s. 154). Disse to
figurer eksisterer jvf, amtalen af de spidse vinklers hypotese 1 det
tredie kapitel i del I ikke 1 hyperbolsk geometri.

Videre lyder Euklids 23. definition sdledes :

Parallele ere de rette Linier, som ligge i samme Plan og,
naar de forlanges ubegranset til begge Sider, ikke mgdes
til nogen af Siderne. (Euklid, 1897/1936, s. 3).

Nar vi i den euklidske plangeometri har en linie t og et punkt P, der
ikke ligger p8 denne linie, fastlegger parallelpostulatet sammen med
den 23. definition entydigt 1linien parallel med t og gennem P. Som
man kan se af det "nye" postulat, vil det ikke vare tilfzldet i den
hyperbolske geometri. Med Ax-H-01 viser der sig at vere uendeligt
mange ikke-skarende linier gennem P og for at give
parallelitetsdefinitionen mening (og nytte), @ndres den. Hvordan skal
snart kunne iagttages.

LS-H-01

Hvis P ikke ligger p& linien t, eksisterer der en vinkel med
toppunkt i P, sdledes at t er en agte delmengde af det indre
af denne vinkel, og vinkelhalveringslinien er vinkelret pa t.

Bevis : Vi ser pa et punkt P, der 1kke ligger pd linien t.
u er linien vinkelret p8 t gennem p og r er linien vinkelret
p8 u gennem P.
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d)

Ifplge LS5-A-17 skerer r ikke t og ifglge Ax-H-01 findes mindst

‘ " en anden linie gennem P, der ikke skarer t. Da denne, g, ikke

er vinkelret pd8 u, m8 q danne to modsatte spidse vinkler med u.
Hvis F er u’s skaringspunkt med t, vil der vere et punkt @ pa
gy sdledes at 4 FPQ er spids. Ifgige LS-A-20 vil g’ = ql",

ikke skere t, og u vil vere vinkelhalveringslinien til 4 QPQ’.

“Lad nu T vere et punkt pd t i Q-siden af uog T’ = TI,,.

Halvlinien R(PF) vil ligge 1 det indre af 4 QGPQ’ (LS-A-11).
Ifgplge L5-A-21 vil det indre af 4£FRG sivel som af & FRQ’ vare
#gte delmengder af det indre af 4 GPR’. Da q og t ikke skaerer,

0g da Q og T er pad samme side af u, md halvlinien R(FT) vare

en 2gte delmengde af det indre af 4 FPQ og derfor ogsd af 4£GPQ’.
Da q” og t heller ikke skarer, m8 R(FT’) ogs8 vare en &gte del-
mangde af « QPQ’. Men bdde F, R(FT) og R(FT’) ligger da i det

. -indre af 4 GPQ’ og de udggr netop t. - Q.E.D.

Videre gelder, hvilket jeg dog ikke viser

LS-H-02 _
Hvis punktet P ikke ligger pad t, eksisterer der pracis een
vinkel med toppunkt i P, s8ledes at t er en agte delmangde
af det indre af denne vinkel med vinkelhalveringslinien
vinkelret pd8 t, og sdledes at enhver linie gennem et punkt
i det indre af vinklen skerer t.

Jeg kan dog rgbe, at beviset gennemfgres ved hjzlp af et Dede-
kind snit mellem mangden af skarende og mangden af ikke-ska-
rende linier. Det kan ses hos Kelly m.fl., 1981, s. &2.

Denne laresetning legger op til en definition af parallelitet,

der opfylder vore krav om en (mere) entydig fastleggelse af en
linie gennem et givet punkt og parallel med en given linie.
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Def-H-01, Parallelitet
R(PC) er parallel med R(AB) hvis

1. L(PC) ikke skarer L(AB)

2. enhver halvlinie R(PX) gennem P og et punkt X i det indre
af 4 APC skarer R(AB).

Parallelitet betegnes med |{.

AY AN e

Parallelitet er altsd retningsbestemt. Allerede her sporer vi
en tendens, der vil vise sig at gd igen i hele den hyperbolske
geometri ; den meget hyppige brug af halvlinier.

Def-H-02. Fan-vinkel

Fan-vinklen af punktet P og linien t er vinklen med toppunkt
1 P, sdledes at t, P & t, ligger i det indre af denne vinkel
med vinkelhalveringslinien vinkelret pa t, og sdledes at en-
hver linie gennem et punkt i det indre af vinklen skarer t.
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H er fan-vinkel af P
og t

R(P&) IR(BA)
R(PR)|IR(AB)

Fan-vinklens vinkelben er da parallelle med de modsat rettede
halvlinier p8 t.

LS-H-03

R(PT)}| R(ABS) = R(AT)|| R(BS) for ethvert A € R(PT) og B¢
R(@S), givet at T ikke er mellem P og A og givet at S ikke
er mellem Q@ og B (Det vil sige s& lange retningen for pa-
ralleliteten er fastholdt).

Beviset kan ses hos Faber, 1983, s. 170.

Def-H-03
Linien L(AB) er parallel med linien L(CD) (i retningen AB),
hvis fglgende betingelser er opfyldt

1. L(AB) skerer ikke L(CD)
2. For PE€ L{(AB) og @G€ L(CD), sdledes at JX BPR er aben i

parallelitetens retning, vil enhver halvlinie indenfor JBP@Q
mgde R(QD).
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LS-H-04
L(AB)|! L(CD) = L(CD)|| L(AB)

Beviset ses hos Kelly m.fl., 1981, s. 73-4 og Faber, 1983,
s. 174.

LS-H-05
L{(AB){| L{(CD) og L(CD){l L(EF) =) L(AB)|| L(EF).

Bevis hos Kelly m.fl., 1981, s. 76 og Faber, 1983, s. 175.
Men jeg savner at vide noget om de linier, der hverken er
skerende eller parallelle med en given linie. At sadanne
linier eksisterer, ses emsemplificeret i beviset for LS-H-01,
hver netop linien r er en sddan linie.

Def-H-04. Hyperparallelle

To linier er hyperparallelle (ogs& kaldet divergente), nar
de hverken er skarende eller parallelle. Hyperparallelitet
betegnes t)(s.

LS-H-06
To linier vinkelret p8 en tredie linie er hyperparallelle.

Bevis : Lad r og t vare to linier, der er vinkelret

p& linien u 1 henholdsvis P og T. Lad fanvinklen for P og t
vere x APB, og den modsatte vinkel & A’PB’, hvor henholdsvis
A,PsA’ og B,P,B’ ligger p4& linie.
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Af LS-H-01 ved jeg, at u er vinkelhalveringslinien til disse
vinkler. Da r er vinkelret p& u i P, er den vinkelhalverings-
linie for 4 A’PB og 4 APB’, og r gar sdledes hverken gennem
nogle punkter i det indre af &4 APB eller indeholder vinkelben-
ene i fan-vinklen. Heraf ses, at r hverken skarer eller er
parallel med t, hvorfor r)(t. (Med hjelp fra Kelly m.fl.,
1981, s. B3). :

Jvf. kapitlet om forsggene p3 at bevise parallelpostulatets -
afhengighed af de gvrige har jeg omtalt de spidse vinklers
hypotese. I fin overensstemmelse hermed galder - hvad allerede
Lambert viste - fnlgende :

LS~H-07
Den fJerde vanel i en firkant med 3 rette vinkler er spids.

Det kan nu vises, .at

ﬁ

‘LS-H-08 : 8
Vinkelsummen af enhver trekant er m1ndre end 5ummen af to oo
rette vinkler.

Bevis : LAABC er en trekant, hvor 5 CAB er ret.
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QAF\\\\=

M er midtpunktet af hypotenusen og linien vinkelret pa& L(AB)
gennem M skarer L{(AB) 1 F. Det er let at indse, at F £S[ABI,
ellers skulle denne linie skare S[ACI jvf. Ax-A-01, og heraf
kan udledes en modstrid med LS-H-06. Linien vinkelret p& L(MF)
gennem C skarer L(MF) i1 G, Det er let at se, at G ikke er pa
F-siden af L(BC). Andet ville give modstrid med LS-H-06. Af
LS-A-15 fas, at ACBM = ABFM, hvilket medfgrer, at & MCG

= = FBM. Da ACGF er en firkant med tre rette vinkler, er

g + R, < n/2 (jvf. LS-H-07), hvilket medferer, at a + 8 + H

< n. Jeg har nu vist pastanden for retvinklede trekanter med
hjelp fra Kelly m.fl., 1981, s. 97, For gvrige trekanter vises
den blot ved at dele disse op i to retvinklede.

BS-H-01
Vinkelsummen af enhver firkant er mindre end 2w.

LS-H-09
Hvis to trekanter korresponderer, sdldes at de korresponde-
rende vinkler er kongruente, er trekanterne kongruente.

Bevis : Jeg betragter nu to trekanter AABC og AJKL,
med ¥CAB = 4 LIK, 5 ABC = & JKL, 3 ACB = £ JLK, d(A,C) = x
og d(J,L) = vy,
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Lad L(MN) vere en linie, der skarer L{(JL) 1 M med N pa samme
side af L(JL) som K og sdledes at £ JMN = 2 JLK og d(J,M) = x.
Lad N vere L(MN)’s skaringspunkt med L(JK). Af LS-A-13 f&s da,
at AABC T £, JMN. Hvis x = y eksisterer da en firkant KLMN.
Men da 4 JLK X IMN og X JKL ¥ 4 IJNM, md vinkelsummen i KLMN

veare 2m, hvilket er i modstrid med BS-H-01. Derfor er x = y.

Def-H-05. Tovinkel

En tovinkel - eller en ideal trekant - er foreningsma&ngden
af to parallelle lukkede halvlinier og liniestykket mellem
deres begyndelsespunkter. Se notation i figuren herunder.

A ——
— ._\-‘\‘\ e)
——.
R(AB) |IR(CD)
// B-AC-D er en
/ tovinkel

\5

For tovinkler g®lder mange laresatninger meget lig de, der
gelder for trekanter. Jeg vil navne
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LS-H-10

En linie, der skarer en tovinkel, skerer mindst to af to-
vinklens sider eller den er parallel med de to halvlinier
og skarer liniestykket mellem derés begyndelsespunkter.

Beviset findes hos Kelly m.fl., 1981, s. 81.

Hvis quind opfatter de to halvlinier som mgdende i et uende-
ligt fjernt punkt, svarer denne laresztning meget ngje til
Ax-A-01, der galder for trekanter.

Tovinkler kan ogs& vare kongruente :

Def-H-06
To tovinkler er kongruente, hvis liniestykkesiderne er kon-
gruente, og hvis vinklerne er parvis kaongruente.

LS-H-11

To tokanter er kongruente, hvis de har kongruente liniestyk-
kesider, og nvis en vinkel i den ene er kongruent med en
vinkel i den anden.

Beviset kan ses hos Kelly m.fl., 1981, s. 87.

LS-H-12
Den ydre vinkel til en vinkel i en tovinkel er stgrre end
den anden vinkel i tovinklen.

Beviset kan ses hos Kelly m.fl., 1981, s. 86.
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Def-H-G7. Parallelitetsvinkelfunktion

Parallelitetsvinkelfunktionen 31 angiver for en given af-
stand x funktlonsvard1en 9T¢x) som stgrrelsen f den spidse
vinkel i en tovinkel med. en ret vinkel og liniestykkesiden
af lengden x. y'

" Da alle tovinkler”med kongruente liniestykkesider og en ret
" vinkel er kongruente (LS-H-11), er ¥{ en veldefineret funk-
tion for x € 10;ol.

LS~-H-13 :
Parallelltetsvxnkelfunktxonen er en strengt aftagende
funktion,

y o ox = GTty) < I x).

Der findes en invers funktion, &7 =%, s8 ./ “*(y) = x.

" Beviset for fgrste halvdel kan findes hos Kelly m.fl., 1981,
.'s. 107. Da en strengt aftagende funktion pd& et sammenhangen-
" de interval 1 R er bijektiv, ved vi, at der findes en invers
funktion. Heraf fglger anden halvdel.
_Afstanden mellem to parallelle . linier falder sdledes i ret-
ningen for parallel1teten og stiger i den anden retning.

Def~H-0B. Familier af linier
Der er tre typer af familier af linier

1} Mengden af alle linier gennem et givét punkt P.
Alle disse linier mgdes altsd i et punkt.

12) Mangden af alle linier parallelle med en given
linie. De siges at mgdes i et idealt punkt, der
kan tankes at ligge uendeligt fjernt.

3) Mengden af alle linier hyper-parallelle til en

" given liie. De siges at mgdes i et ultra-idealt
punkt, som det ikke har veret mig muligt at give
et billede pa&. :

Def-H-09. Korresponderende punkter .

To punkter P og O siges at korresponderer m.h.t. en given
familie af linier £ , hvis midtnormalen til S[PR] tilhgrer
denne familie, Jeg skriver P==QR(I).
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LS-H-14 : : -
P=-p

p=l=g = Q-2 p

P:Q og @==R $ PL-R

Beviserne er simple. De forefindes hos Faber, 1983, s. 193.

Def-H-10. Kurver

lad £ vere en familie af linier og P et punkt. Hvis I er
familien af linier gennem et punkt, G, m8 P # Q.

Mengden af punkter, der korresponderer med P m,h.t. £ kal-
des en

1) Cirkel, hvis ¥ er familien af linier gennem et punkt.

2) Horocykel, hvis L er familien af linier gennem et
idealt punkt.

3) fkvidistant kurve, hvis T er familien af linier
gennem et ultra-idealt punkt.

De betegnes med henholdsvis C(Z), H(Z) og &(L),
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Def-H-11. Kongruens af horocykler

To horocykler er kongruente, hvis der er en en-entydig
korrespondance mellem deres punkter, sdledes at enhver
korde fra den ene kurve karresponderer med en korde fra

den anden.

v LS-H-15
To vilkdrlige horocykler er kongruente

Bevis : Hvis A og B er to punkter pd en horocykel, m8 A==B(X)
ifplge Def-H-10 og LS5-H-14. Der eksisterer sdledes en linie
tilhgrende L , der er en midtnormal til S[ABl, jvf. Def-H-09.
Lad denne linie vere L(MR) og lad L{AP) og L(BR) vere lini-
erne gennem A og B, sd L(BR)|| L(AP)I| L(BR). Disse linier
eksisterer, da A=A og B<=B, jvf. LS-H-14, Savel < BAP .

som 4 ABG har da sterrelsen U(d(A,B)/2).

Jeg betragter nu to horocykler, H(Z) og H’(Z’), og valger C
pd Hog C’ pa H’. Lad der nu vare givet en en-entydig korre-
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spondance mellem de to halvplaner givet af linien L(CF) € %
gennem C og de to halvplaner givet af linien L(C’F’) € %
gennem C’.

Med ethvert punkt P p&8 H lader jeg P’ pd H’ korresponderer,
ndr P’ ligger 1 det korresponderende halvplan og opfylder 4 PCF
= AP’C’F’., Men ifglge det foregdende har 4 PCF stgrrel- ’
sen .1(d(C,P)/2) og 4 P’C’F’ stgrrelsen . (d(C’,P*)/2). Da 77
er bijektiv far vi, at d(C,P) = d(C’,P?).

Hvis Q€H og Q’€H’ er to andre korresponderende punkter, far
vi, at < PCQ = 2 P’C’Q° og d(Q,C) = d(R’,C’). 5S4 er A PCE
= LP’C’R’ og heraf d{(P,Q) = d(P’,Q%).

To korresponderende korder er da kongruente, og vi far, da

H og H’ jo var vilkarligt valgt, at to vilkarlige horocykler
er kongruente (jvf. Def-H-11).

(Med hjelp fra Faber, s. 199).

BS-H-02
Gennem to vilkarlige punkter A og B pa en horocykel gar to
linier L(AC) og L(BD), s& L(ACYIIL(BD) og = BAC = _ . ABD,

de har nemlig stgrrelsen S¥(d(A,B)/2).

Def-H-12

To horocykler siges at vare koncentriske, hvis de punkter,

de udggres af, korresponderer m.h.t. samme familie af linier.
Enhver linie i denne familie af parallelle linier kaldes

en radius for horocyklerne. To horocykler er altsd8 koncen-
triske, hvis enhver linie, der er radius for den ene ogsa

er radius for den anden.

LS-H-16
Liniestykker af radier begrenset af to koncentriske horo-
cykler er kongruente.

Beviset kan ses hos Faber, 1983, s. 199.
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/

A
\(/\\

— A

e ——————
———.

"Horocyklen genmem A og B er koncentrisk med den gennem A’ og
~B’. L(AR’) og L(BB’) er da parallelle og radier for begge
cykler. Laresatningen siger, at d(A,A’) = d(B,B’).

LS-H-17

A,B og C er tre forskellige punkter pad en horocykel H.

- |Radier til horocyklen gennem disse punkter betegnes hen-
holdsvis 1,m og n. Lad A’,B’ og C’ vare skaringspunkterne
mellem en horocyklus koncentrisk med H og henholdsvis 1,
m og n. Da er

~ —
ad(A,B) ad(A,C)
—— e = ————— .
ad(A’,B’) ad(A’,C’")

Beviset kan ses hos Faber, 1983, s. 200-201.
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9

LS-H-18
Forholdet mellem buel®ngden af to buer af to koncentriske
horocykier (to koncentriske horobuer) afskdret mellem to

radier afhenger kun af afstanden mellem buerne og ikke af

buelengden eller af deres placering i planen.

Bevis : Jeg betragter to par koncentriske horocykler, H’ og

H#, hvor punkterne A,B € H’ og punkterne A%*,B* € H* samt H’
og H¥*%*, hvor punkterne C,D € H’’ og punkterne C#,D* € H**

0og d(A,A*) = d(C,C*).
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. ary s
Pd H’' er £ da et punkt, s8ledes at ad(A,E) = ad(C,D) og E*
er skaringspunktet mellem H¥ og radien gennem E.

1fglge LS-H-15 og BS-H-02 er d(A,E) = d(C,D) og < EAA¥

S 4DCC* , hvorfor A EAA* = ADCC#, og alts8 d(E,A%) =
d(D,C*).

Da R(AA*) 1 IR(EE*) og R(CC#)|IR(DD%*), er E¥-EA~A%* og D*-DC-C#
tovinkler (Def-H-05) og de er jvf. LS-H-11 kongruente, hvor-

for ZXAEE* = X CDD*. Men af LS-H-16 (og min startforudsetning)
ved jegy at d(E,E#) = d(A,A*) = d(C,C*) = d(D,D*), hvorfor AA*EE*
= A C#DD#. Heraf fa&r vi, at d(A%,E*) = d(C*,D#) og da at
ad(C¥,D%) = ad(A¥,E*), jvf. Def-H-11.

Af LS-H-17 ved jeg, at

o ~ o
ad (A,B) ad{(A,E) ad(C,D)

T~ T T
ad(A*,B*) ad(A#,E*) ad(C#,D#*)

Af det og LS5-H-17 far jeg det efterlyste resultat.
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LS-H-19 T
Forholdet mellem buelengderne s’ og s’’ af to buestykker af
to koncentriske horocykler er givet ved

L = 2
g = ,Ej""

hvor x er afstanden mellem de to horobuer. k i denne formel
er en langde, -da x/k md vere dimensionslgs, og det er k,
der kaldes den absolutte langde. k er givet ved afstanden
mellem buestykker af to koncentriske horocykler med bue-
lengdeforholdet s’/s’’ = e.

Bevis : Jeg betragter nu tre buer af tre koncentriske horo-
cykler ; alle begranset af de samme radier. Jeg kalder deres
buelengder henholdsvis d, d’ og d’’, sdledes at d »d” > d’’,
og x er afstanden mellem buerne med buelangderne d og d’, mens
y er afstanden mellem buerne med buelengder d’ og d’’.

Af LS-H-18 ved jeg, at

d/d’ = f(x)y d’/d’’ = f(y) og d/d’’ = fix + y)

fix)-fly) = d/d’ - d’/d’’ = d/d’’> = fix + y).

Hvis x = 0, er d’ = d’’, og jeg har da, at f(0) = d’/d”’
1 = f(O)° (f(Ox) = f(x)°).

finx) = fix)D :
filn + 1)x) = finx + x) = f{x)f{nx) = flx)2-f(x)N = f{x)+2,

Ved induktion er det vist, af fi(nx) = f(x)", for alle x 2 O
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‘og for alle n € N.

" Det samme gelder, hvis n aflgses af et rationalt ral, r = n/m :

f(r) = f(1/m)n = (0 J Flm-1/m) )0 = (F()tom)n = F(1)T,

Idet f(1) kaldes a

Uftr) = ary for alle r € Q.UCO) ;
 jeg antager, at f er kontinuert :
;%}x) = a*, for alle «x é R+U(0}..
;L setter jeg til l/ln.a :
if(xi = a" = (eln M) = enik,
j'Da f er strengt voksende, er a > 1 og k > 0.

:: Med hjzlp fra Faber, 1983, s. 202-204.

- Ud fra dette er det.muligt at udlede de trigonometriske formler i den

}~hyperbolske geometri. Her vil quind stgde pa de kendte hyperbolske
‘funktioner. Det ligger dog ud over mit formidl med dette kapitel, som

jeg haber, har givet en tilstrakkelig baggrund til at give sig i kast
med det fdlgende, der indeholder min analyse af Lobatjevskijs og

. Bolyais verker om hyperbolsk geometri.

‘-JJeg h3ber o0gsd, kapitlet har kunnet give ‘laserne en idé om, pd hvilke
. afg#rende punkter den hyperbolske geometri adskiller sig fra den
-euklidske.
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Analyse AFf BHBolyais Og Loﬁatiexgkijg
Geometrier, - ‘
Indledning .

1 dette kapitel vil _jeg gennemgd de to fgrste .varker.om hyperbolsk
geometri med det formdl at undersgge, om der i .disse fremstillinger
ex— eller implicit udtrykkes en opfattelse af matematiks forhold til
virkeligheden. Eller mere .konkret : Kommer der nogen opfattelse af
den matematiske videns oprindelse og udstrekningen af matematikkens
gyldighed for .virkeligheden til udtryk, -evt. gennem en.underforstdet
stillingtaget til, om matematikken er absolut sand (a priori givet),
empirisk bestemt eller en konvention (opbygget ud fra antagne
aksiomer, hvis sandhed der ikke tages stilling til) ?

Jeg gennemgdr fgrst de to tekster hver for sig for siden at
sammenholde mine analyser. Jeqg vil forsgge at ggre det sddan, at et
kendskab til varkerne ikke er en ngdvendig forudsatning. Hvis laseren
foretrakker at have de originale tekster (dog i engelsk oversattelse)
ved hdnden under gennemlasningen, forefindes de bl.a. pa Roskilde
Universitetsbibliotek, den naturvidenskabelige fagsal. Se ogsa
litteraturlisten.

Johan Bolyais verk

Bolyai udgav sit verk pd latin som appendix til “"Tentamen" 1 1832
under titlen :

Givende et fuldstandigt sandt KENDSKAB TIL RUMMET

Uafhangigt af sandheden eller falskheden i Euklids IX axiom
(det bgr aldrig forkastes p8 forhand) : tilfg jet
falskhedens tilfelde, cirklens geometriske kvadratur.?

Af titlen fremgdr wudgangspunktet for hans vark, nemlig Euklids
geometri uden anvendelse af det femte postulat.

Han har ingen indledende bemarkninger, men kaster sig efter en kort
liste over anvendte udtryk og symboler ud i den fgrste af sine 43
paragraffer.

Listen kan ikke siges at best8 af definitioner ; det er nzrmest
ordforklaringer. F.eks.

* GSCIENTIAM SPATII absolute veram exhibens :
a veritate aut falsitate Axiomatis XI Euclidei (a priori haud
unquam decidenda) independentem: adjecta ad casum falsitatis,
quadratura circuli geometrica, (Bolyai, 1832/18B%4, s. 1),
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Den rette AB betyder den totale sum af alle punkter
beliggende pd8 den samme rette linie som punkterne A og B.
(Bolyai, 1832/1896, s. 3).

Stykket AB betyder det stykke af den rette AB, som er
mellem punkterne A og B (Bolyai, 1832/18%96, s. 3).

= er tegnet for kongruens, angivende at to stgrrelser er
mulige at overlejre. (Bolyai, 1832/1896, s. 3).

'AB*=CD betyder 4 CAB = X ACD. (Bolyai, 1832,/1896, s. 3).

Det fremgdr helt klart, at Bolyai ikke har spildt tid og krafter pd
at stille sit udgangspunkt op, men har forudsat kendskab til rette
linier, planer, vinkler osv. Dette stemmer fint overens med titlen,
der som navnt lader fremgd, at Euklids gvrige grundsatninger
forudsettes. Som det vil fremgd af det fplgende, kommer det ikke helt
til at holde stik ; en re-definering af parallelitet er f.eks.
pakrevet, da Bolyai jo netop udelukker Euklids parallelpostulat.

I Qarégraf 1 skriver Bolyai

Hvis halvlinien AM ikke skeres af halvlinien BN, beliggende
I samme plan, men skeres af enhver halvlinie indeholdt i
vinklen ABN, vil vi kalde halvlinien BN parallel med
halvlinien AM ; dette symboliseres med BN || AM.

Det er indlysende, at der er en sa8dan halvlinie BN, o0g kun
en, gennem et hvilket som helst punkt B (taget udenfor den
rette AM), og at summen af vinklerne BAM, ABN ikke kan
overstige en lige vinkel [ 7: en vinkel af stgrrelsen 1l ;
for wunder flytningen af BC omkring B indtil BAM+ABC = en
lige vinkel, vil der vare et sted, hvor halvlinien BC fgrst
ikke skerer halvlinien AM, og det er 538 BC | AM. Det er
klart, at BN i EM, ndr punktet valges pa den rette AM (idet
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_~det i alle sddanne tilfalde antages, at AM > AE).
Hvis vi lader CD = CB nar punktet C g&r vak mod. uéndelighed
pd& halvliinien AM, vil vi konstant have CDB = (CBD < NBC)
men NBC > 0 5 og s& vil ogsd@ ADB - 0. (Bolyai, 1832/1896,
s. 9). -

I beviset for, at der eksisterer en halvlinie, BN, parallelt med AM,
bruger Bolyai bade en antagelse om, at det er muligt at flytte en
linte (i1 dette tilfalde om et punkt B) kontinuert, sdledes at alle
mulige tilfalde opndes underve;js, og at hvis: summen af de to vinkler
BAM-og ABC er ny, skarer de +to halvlinier ikke.. Det. vil sige, at
Bolyai ikke beskaftiger sig med den mulige negation af
parallelpostulatety, der svarer til de stumpe vinklers hypotese hos
Saccheri (se denne i foreg8ende del). Endelig beskaftiger Bolyai sig
med gransetilfaelde. Han lader b&de et punkt g& mod uendelighed og en
vinkel gd mod 0.

Bolyai har intet sted navnt, at han vil tillade sig at arbejde med
disse ‘"redskaber". Kontinuumshypotesen, soem han i gvrigt far brug for
flere gange, forudsetter Euklid ogs8 implicit, men aldrig pad denne
made, hvor en kontinuert bevagelse rent faktisk anvendes.

Antagelsen om at halvlinierne AM og BN ikke skerer, hvis summen af
vinklerne BAM og ABC er 1w, er at finde som den 28. leresatning i
Euklids 1. bog. Det er altsd en af de leresatninger, der kan udledes
fra Euklids grundsatninger uden anvendelse af parallelpostulatet (se
kapitiet om "Elementerne" i del 1). Der er mange eksempler pd, at
Bolyai bruger nogle af de fgrste 28 laresatninger hos Euklid, hvilket
jo heller ikke er i modstrid med hans underforstdede forudsatninger.

Arbejdet med grensetilfalde falder heller ikke inden for Euklids
rammer.

jeg springer frem til paragraf 8. Bolyai skriver

Hvis BN I CP og BN=Z=CP o0g AM (1 tovinklen NBCP) er
vinkelhalveringslinie til stykket BC ; s& BN il AM.
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For hvis halvlinien BN skerer halvlinien AM, ville
halvlinien CP skare AM i samme punkt (fordi MABN = MACP),
og dette ville vere felles punkt for halvlinierne BN og CP,
pd trods af BN J| CP. Men enhver halvlinie BR (i CBN) skarer
CP ; og sd skarer BQ ogsd8 AM. Fglgelig BN || AM. (Bolyai,
1832/18%94, 5. 10).

Hovsa ! Euklid har .ganske vist givet Bolyai nogle kongruensteoremer
for trekanter, men her galder abenbart ogsd et for tovinkler ("fordi
MABN ¥ MACP") ! Hvis jeg skal vare sippet, kunne jeg ogsd pege pad, at
der ikke er nogen lares2tning, der forteller at BB npgdvendigvis mé

- skare AM, fordi BR skerer CP,

Fortsetter jeg gennem Bolyais fremstilling, ser jeg, at han er meqget
omhyggelig med at fa vist, hvordan det forholder sig i alle mulige
tilfelde under en given antagelse. Derfor er han o0gsd8 ngdt til at
forlade plangeometrien lejlighedsvis. Eksempelvis paragraf 10 :

Hvis bade BN {l AM, BN ===AM og CP I AM, CP xAM ; s8 er ogsd
BN I CP og BN == CP.

Thi enten er der en vinkel mellem MAB -0og MAC eller de er i
samme plan. ‘ ‘

Hvis det fgrste er tilfeldet ; lad halvplanet GDF halvere
stykket AB vinkelret, .. (Bolyai, 1832/1894, s. 11).

Men han udleder intetsteds, hvilke grundle®ggende leresatninger, der
gelder 1 den absolutte rum-gecmetri ; f.eks. at to forskellige
planer, der skarer, skerer i netop een linie,.

Ogsa i sin = indfgrelse af horocykler arbejder han i det
tre-dimensionelle rum, idet han finder frem til en horocykel (dog
uden at kalde den ved navn) som skaringen mellem et plan og alle
punkter i tre dimensioner , der korresponderer i forhold til en given
linie (Bolvyai, 1832/1896, s. 12). Lad os kalde det et horoplan. Se
ogsd Def-H-08 i gennemgangen af den hyperbolske geometri i foregdende
kapitel). '
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—Efter 1 paragraf 13 og 14 at have vist, at hvis summen af de indre
vinkler 1 en tovinkel er m i eet tilfalde, g=zlider det altid, og
tilsvarende hvis den er mindre end w, gir Bolyai over til at skelne
mellem geometrien baseret pa8 det femte postulat ($) og geometrien
funderet pd den i paragraf-14 navnte modhypotese (S). Han indfgrer
0gsd begrebet absolut om det, der g®lder i begge tilfzlde.

I paragraf 21 ndr Bolyai da frem til fglgende :

..er det indlysende, at Euklids geometri og alle ting, som
er havdet i geometri og plan-trigonometri, holder absolut i
F [et horoplanl, ndr L linier [horocykler] settes 1 stedet
for rette ; derfor fds de trigonometriske funktioner her pd
samme mdde som i $ ; og [omkredsen afl cirklen i hvilken L
er radius = r i F, er lig 2wr, og ligeledes arealet af
cirklen (i F) lig nr® .., (Bolyai, 1832/1896, s. 18).

P& dette tidspunkt i Bolyais fremstilling fremgdr det overalt, at han
ikke har tenkt sig at holde sig inden .for den euklidske geometris
gvrige grundsatninger og de herudfra udledte laresatninger. Han har
forladt den fundamentale geometris argumenter til fordel for
algebraiske udtryk, funktioner etc. uden at klarlegge det anvendte
begrebsapparat. At Bolyai anvender matematikkens gvrige discipliner
som redskab i sin undersggelse af den hyperbolske/absolutte geomtri
viser, at han 1ikke har betragtet de forskellige discipliner som
afggrende afhangige, specielt har han ikke opfattet geometrien som
mere grundleaggende end andet. At der ikke opnds nogen modstrid ved
brug af andre grene af matematikken, peger da ogsd8 i retning af, at
de gvrige grene af matematikken er uafhangige af det femte postulat.

Bolyais paragraf 23 og 24 (Bolyai, 1832/96;, s. 19) svarer til L5-H-18
og LS-H-19 i min gennemgang af den hyperbolske geometri, og pé
baggrund heraf finder han i paragraf 30 (Bolyai, 1B32/96, s. 24 - 26)
frem til, at ¥ ("den absolutte langdeenhed"”) er afstanden mellem to
koncentriske horobuer, hvor forholdet mellem disses stgrrelser er e.
Herom skriver han

Det kan demonstreres, at grensen for ethvert udtryk
indeholdende 1 .. , hvor © tiltager indtil uendelighed,
simpelt hen udtrykker de kvantitative forhold for $.
{(Bolyai, 1832/96, s. 34).

Men Bolyai slutter ikke der. Han viser ogsd, at zkvivalente trekanter
har ens vinkelsummer (Bolyai, 1B32/96, s. 43), og at arealet af en
trekant er givet ud fra dens vinkelsum (Bolyai, 1832/%96, s. 43).

Under arbejdet med at vise, hvordan man lgser problemer i denne
teori, udleder Bolyai bl.a. de hyperbolske trigonometriske funktioner
(Bolyai, 1B32/96, s. 26ff), og han undlader end ikke at vise, at ogsa
den sferiske geometri "sdledes er etableret uafhengigt af Axiom XI"
(Bolyai, 1832/96, s. 21).

Endelig redeggrer han for,

hvad denne teori betyder:
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1. Om % eller en eller anden S er virkelighed, forbliver
" ubestemt. '

I1. Alt udledt fra hypotesen om, at axiom XI er falsk .. ,
er absolut sandt og afhanger sdledes opfattet ikke af nogen
hypotese.

Der er derfor en plangeometri a priori, i hvilken systemet
alene forbliver ukendt ; og hvor udelukkende de absolutte
stgrrelser -i udtrykkene forbliver ukendt, men hvor et enkelt
kendt tilfelde tydeligvis ville fastsatte hele systemet.
Men sferisk trigonometri er bestemt absolut i paragraf 26

I11.Hvis det var afgjort, at $ eksisterer, ville intet mere
vare ukendt i den henseende ; men hvis det var tilvejebragt,
at $ ikke eksisterer, ville det fra siderne x,y o0g den
retliniede vinkel mellem dem givet i et sarligt tilfalde
vere umuligt .. at bestemme de andre vinkler og forholdet
mellem den tredie side og de to givre a priori ... ; og sa
ville T vere den naturlige enhed for lengde ..

Hvis eksistensen af dette 1 var afgjort, ville det vare
indlysende, hvordan det skulle konstrueres, i det mindste
meget pracist, til praktisk brug.

DY -

V. Slutteligt, for venligtsindede lazsere vil det ikke vere
uacceptabelt ; at i det tilfelde, hvor ikke ¢ men S er
virkelighed, kan en retliniet figur konstrueres akvivalent
med en cirkel. (Bolyai, 1832/%96, s. 36 - 37).

i og vi har enten axiom XI hos Euklid sandt eller det
geometriske kvadratur pad cirkelen, pd trods af at det ind
til videre er forblevet uafgjort, hvilken af disse to, der
har plads i virkeligheden. (Bolyai, 1832/96, s. 47).

Bolyai stiller ikke spgrgsmdl ved, at der opstilles nogle axiomer og
postulater for geometrien, der har karakter af at vere evigt gyldige
sandheder. Han tager ukritisk de gvrige af Euklids postulater og en
del anden kendt matematik for givet, ogq betvivler ikke, at geometri
kun kan bygges op fra disse eller nogle tilsvarende af samme
karakter.

Bolyais verk fremtrader i begyndelsen meget deduktivt opbygget, men
bliver efterhdnden mindre strengt opbygget. Her kommer det
efterhadnden ogs8 til udtryk, at Bolyai i sin behandling af emnet er
pavirket af den almindelige forestilling om rummet. Det ses af formen
af argumentationen i1 hans beviser, at at der gentagne gange anvendes
s@tninger, der er intuitivt klare, men ikke er bevist tidligere, og
f.eks. ogsd af, at han stadig "kun" arbejder i tre dimensioner.

Men en dybtgdende analyse af den implicit udtrykte opfattelse af
matematikkens forhold til virkeligheden - om matematik er i stand til
at beskrive virkeligheden eller ej - er slet ikke ngdvendig. Bolyai
kan godt selv, som det fremgdr af ovenstaende.

Bolyai er ikke i tvivl om, at hans arbejde viser, at der eksisterer
en a priori given (plan)geometri 3 noget absolut sandt. Men
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virkeligheden er ikke helt bestemt heraf ; "Om % eller en eller anden
S er virkelig, forbliver ubestemt". Det for virkeligheden galdende
system kan afggres af et enkelt kendt tilfelde, skriver han videre.
Men er det 1ikke givet a priori, md8 vi enten skaffe os viden om det
gennem observationer og erfaring, eller det m& forblive ukendt.

Det er den samme opfattelse, der kommer til udtryk i den farste del
af teksten, og jeg vil derfor 1ikke fgje vyderligere til Bolyais egne
kommentarer.

Efter denne gennemgang af Bolyais fremstilling af den absolutte:
geometri og hans redeggrelse for dens betydning, vil jeg se narmere
p& Lobatjevskijs verk om den hyperbolske geometri for sidern at
sammenholde de to.

Nicholai Lobatjevskijs vark

Den udgave, jeg har til ré&dighed, er et essay af Lobatjevskij skrevet
pd baggrund af hans offentliggerelse 1 "Kazan Messenger” i 1829 og
hans bidrag til "Gelehrten Schriften der Universitat Kazan" i 1836,
1837 og 1838 under titlen "New Elements of Geametry, with a complete
Theory of Parallels". I denne udgave, der fgrst kunne leses i 1891 1
"The University of Texas Bulletin" bringer Lobatjevskij sdldes kun
essensen af sine undersggelser. Han skriver selv i omtalen af sine
tidligere bidrag :

Omfanget af dette arbejde forhindrede mdske mine landsmand
i at fglge sidan et emne, som man siden Legendre havde
mistet interessen for. Dog var jeq af den mening, at
"Parallellernes Teori" ikke burde miste sit krav pa
opmerksomhed fra geometrikere, og derfor er mit mdl her at
bringe substansen af mine undersggelser, bemarkende pa
forhd8nd at i modsetning til Legendres opfattelse viser alle
ufuldkommenhederne - f.eks. definitionen af en ret linie -
sig her uvedkommende og uden reel indflydelse pa
parallelernes teori. {(Lobatjevskij, 1891, s. 11).

Men til selv teksten :

Lobatjevskij starter med en kort indledning, hvor han bl.a. ggr
opmerksom p&, at der er ufuldstendigheder i Euklids geometri og pé
sine egne tidligere vaerker (jvf. ovenstlende). Endelig skriver han,
at han ikke vil bringe beviser for de (grundlaggende) laresatninger,
der ikke er vanskelige at bevise, og at han kun vil navne dem, det af
hensyn til det efterfglgende er vigtigt at have kendskab til. S8
fglger 15 satninger, der blot remses op (Lobatjevskij, 1891, s. 12).

1 det 14. afsnit (s. 13 - 14) definerer Lobatjevskij parallelitet ved
gransen mellem to klasser af henholdsvis skerende og ikke-skerende
linier, og han indfgrer begrebet parallelitetsvinkel. Allerede her
neavner han de to undertilfalde svarende til euklidsk og hyperbolsk
geometri og remser nogle af forskellene op.

Jeg vil undlade at give eksempler p&, hvordan Lobatjevskijs 1 gvrigt
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heget let forstdelige beviser afviger fra Euklids bevisteknik ved
f.eks., at " satte navn p&" vinkelstgrrelser etc., og ogsd springe

“-over det lidt mystiske og meget konstruktionsbaserede bevis for, at

‘hvis vinkelsummen i én bestemt trekant er lig to rette, galder det i
‘alle. '

. I det 22. afsnit deler Lobatjevskij sin teori op i to dele. Een, hvor

to rette linier vinkelret p8 den samme rette linie er parallelle,

- vinkelsummen i en trekant m, og hvor T(p) = 1/2w for ethvert p -

" Denne fgrste  antagelse tjener som grundlag for den
almindelige geometri og plantrigonometri. (Lobatjevskij,
1891, s. 19).

- og een hvor vinkelsummen 1 en trekant er mindre end w og ﬁr(p) <
i/72n - :

Denne anden antagelse kan p& lignende vis tillades uden at
fgre til nogen modstrid i resultaterne, og grundlagger en
ny geometrisk videnskab, hvilken jeg har navngivet Imaginar
Geometri, og hvilken det er min intention at forklare s&
langt som til udviklingen af ligninger mellem siderne og
vinklerne i de retliniede og sferiske trekanter.
(Lobat jevskij, 1891, s. 19).

Som sagt sd gjort. Fra da af ser han den hyperbolske geometri efter i

- 'spmmene. Jeg gar straks videre til det 23. afsnit. Han skriver

For enhver given vinkel f er der en linie p s8 Y0(p) = g

Lad AB og AC vare to rette linier som i skeringspunktet A
giver den spidse vinkel f ; tag tilfeldigt et punkt B’ p8
AB ; nedfald fra dette punkt den vinkelrette B’A’ pad AC ;
lad A’A’’ = AA’ ; oprejs i1 A’’ den vinkelrette A’’B’’ ; og
fortset sadan indtil en vinkelret CD er opndet, som ikke
lengere skarer AB.

N\
L)
J

’/h lgn . A" K F C

Det md& npdvendigvis ske, for hvis summen af alle tre
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vinkler i trekant AAR’B’ er w-a, er den i trekant AB'A’’
m-2as; 1 trekant AA’’B’’ mindre end w-2a (laresatning 20),
og sd4 videre ind til den slutteligt bliver negativ og
derved viser det umulige 1 at konstruere trekanten ..
{Lobat jevskij, 1891, s. 19 20).

Jeg har taget dette bevis med for at vise, at Lobatjevskij ikke lader.
sig bremse af tidligere tiders fejltagelser. Dette er altsd ikke for
ham, som det var for ‘Legendre, nogen modstrid. Senere i beviset
bruger han i1 gvrigt, at en linie altid skerer mindst to sider i en
trekant, uden at han har dette nevnt i nogle af sine laresatninger.
Men det er i dette tilfazlde vanskeligt at sige Lobatjevskij noget pad
3 han har dzkket sig ind ved sine indledende bemarkninger - dette

3
skal ikke vere en axiomatisk-deduktivt opbygget fremstilling.

Han bremses heller ikke af, at rette linier uophgrligt kan narme sig
hinanden uden at skere - det er hans resultat i det 24. afsnit.

I afsnit 25 bruger han en del rum-geometri til at bevise, at hvis to
rette linier begge er parallelle med en tredie, er de det ogsd med
hinanden. Ved genneml®sning uden betragtning af figurer, fremtrader
beviset ikke helt entydigt, men "fejlene" er narmest trivialiteter;
og i det hele taget er han meget omhyggelig med at gennemga alle
teankelige tilfzlde.

Lobat jevskij udleder en del andre sjove reslutater, inden han nér
frem til en formel svarende til den i LS-H-19 i wmin gennemgang af
hyperbolsk geometri. Lpbatjevskij g#r det dog ved fgrst at vise - i
pvrigt ved hj=lp af algebra - at der gazlder et bestemt forhold og <8
skriver han

Hvis vi derfor for %» = 1 lader s = es’, m& vi for ethvert x
have

s’ = ge™x,

Eftersom e er et ukendt tal kun underlagt betingelsen e )

1, og videre lengdeenheden kan valges vilkdrligt, kan vi
valge den, s8 der ved e skal forstds basen for den
naturlige logaritme. (Lobatjevskij, 1891, s. 33).

I de efterfplgende afsnit udvikler Lobatjevskij den hyperbolske
trigonometri og bemarker slutteligt

Derfor glider den imaginere geometri over i den
almindelige, ndr vi antager, at siderne af en retliniet
trekant er meget smd. (Lobatjevskij, 1891, s. 44).

Havde Lobat jevskij stoppet sin redeggrelse her, ville det have varet
yderst vanskeligt at sige noget om hans opfattelse af matematikkens
forhold til virkeligheden. Hans fremstilling er ikke konsistent 1 sig
seiv, men den er jo o0gsd8 kun et essay, en oversigt over hans
resultater. Han bruger 1idt algebra og nogle antagelser om forholdet
mellem flader i1 det tre-dimensionelle rum osv.
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Men som 1 tilfeldet med Bolyais vark, lagger Lobatjevskij mig nermest
konklusionen pd& tungen. Han skriver :

Ligningerne (8) alene giver allerede et tilstrekkeligt
grundlaq for at overveje antagelsen om imaginar geometri
som mulig. Her er der ingen midler, andet end astronomiske
mdlinger, der kan bruges til at afggre ngjagtigheden, som
angdr beregningerne i den almindelige geometri.

Denne ng jagtighed er meget langt-razkkende, som jeg har vist
i en. af mine undersggelser, s&dan f.eks. at summen. af de
tre vinkler i trekanter, hvis sider er tilgangelige for
vores mdling, virkelig ikke afviger fra to ret-vinklede med
mere end hundreddelen af et sekund. (Lobatjevskij, 1891,
s. 43).

Der er siledes ingen tvivl om, at ogsa Lobatjevskij mener, at hans
nye geometri er en mulig beskrivelse af det fysiske rum. Meget 1lig
Bolyai overvejer han kun de to alternativer : en eller anden
hyperbolsk eller den euklidske geometri  som beskrivelse af
virkeligheden. Og med sin omtale af astronomiske malinger, hvoraf han
ogsd udferer nogle (se afsnittet om empirister i naeste kapitel), ggr
han klart, at kun empiri kan fortalle os, hvilken der er den
virkelige. Om han opfatter den absolutte geometri som noget a priori
givet eller som indgivet os gennem erfaringen, fremstadr dog ikke.

Opsamling

Det kan ge@res meget kort.

Af de to herrers kommentarer til deres egne arbejder fremgar klart,
at' de ikke er i tvivl om, at virkeligheden beskrives ved en af de to
mulige geometrier - den hyperbolske eller den "almindelige", og at
kun praktiske undersggelser kan afggre for os, hvilken af disse der
er den rigtige. 'Der er ingen tvivl om, at Bolyai har ment, at der
findes noget a priori givet. Det tyder pd, at ogsd Lobatjevskij har
opfattet det som rimeligt at nedskrive noget som absolutte sandheder
- altsd@ et aprioristisk synspunkt. At praktiske undersggelser er
midlet til den endelige afgegrelse er dog et empiristisk synspurkt.
Det kunne sdledes tyde pd, at Bolyai og Lobat jevskij har ment, at det
er vore erfaringer, der har afgjort, hvad der er de absolutte
sandheder. [ naste kapitel er der sdledes ogsd refereret til Bolyai
og Lobat jevskij som empirister.

Bolyais og Lobat jevski js geometri ' 77



DET ER GANSKE VIST
Del I1

[)ea Lan:_cjcjeaIlt:éar-ea P\c:rwsseal<\/ear155eer- For.

Hndwlwmwtpow:@n

Iindledning

I fdgrste del af projektet har jeg gjort rede for, hvilke opfattelser
af forholdet mellem gecmetrien og virkeligheden, der var
fremherskende fgr den hyperbolske geometri. Der var to farskellige
teorier. Falles for dem begge var en uudtalt forudsztning om, at
geometrien er i stand til at beskrive den sansede virkelighed ; at
den er sand.

Den ene teori gik ud pad, at vi far al vores viden gennem
observationer, hvorfra vi afleder sammenhangende forestillinger.
Matematikken beskeftiger sig 4 med relationerne mellem disse
forestillinger. Den euklidske geometris uimodsigelige sandhed gav
denne retnings fortalere, empiristerne, et forklaringsproblem, da det
var 1 modstrid med deres teori om, at al vores viden stammer fra
observationer/sansninger.

Den anden teori wvar Kants aprioristiske erkendelsesteori, der
hevdede, at vi har nogle ideer a priori, det vil sige fgr erfaringen.
Disse ideer, "formerne", bestemmer, hvordan vi opfatter (sanser og
forstar) verdenen. Men alt andet end det a priori givne observerer vi
inden for den ramme, det a priori givne har sat. Bl.a. er den
euklidske geometri givet a priori - det vil sige, at vi kun kan
opfatte noget, der er 1 overensstemmelse hermed. Det euklidske
geometris uimodsigelige sandhed gav sdledes apriorismen god stgtte.

Men s&8 blev den hyperbolske geometri wudviklet. Hvis den ovenfor
uudtalte forudsatning stadig skulle vare geldende, havde man sdledes
to teorier, der hver for sig beskrev den sansede virkelighed. Kunne
det vere muligt ? Og hvis ikke, hvordan afgjorde man s&, hvilken der
var den rigtige ? Fik empiristerne ikke her lgst deres problem med at
forklare geometriens eksistens under forudsatning af deres teori ? Qg
viste det ikke tydeligt, at den euklidske geometri i1kke kunne veare
givet a priori, med en fjernelse af en meget vesentlig grundpille for
apriorismen til fglge ?

Det er nogle af disse spgrgsmdl, jeg vil forsgge at besvare 1 det
fglgende, idet jeg vil se pd tidens reaktioner p8 den hyperbolske
geometri.

Jeg vil behandle empiristernes og aprioristernes syn pd geometriens
forhold til virkeligheden i to afsnit hver for sig.
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"Empiristernes syn pd geometrien

;ﬁsbér er mange, der bekender sig til empirismen i perioden 1830-90. Jeg
;-vil beskaftige mig med nogle udvalgte.

, f'Bolyai'og Lobat jevskij har i deres varker om den hyperbolske geometri
.~ {se foregdende kapitel) begge sluttet af med at bemarke, at det kun
. .ved hjelp af observationer er muligt at afggre, hvilken af de to
- . geometrier, der er den rigtige - den, der svarer til virkeligheden.
© *Men Lobatjevskij ngjedes ikke med det ; han forsggte selv at nd til
' ;én’ afggrelse ved hjelp af astronomiske malinger. Han spgte den
_‘indirekte ved at mdle vinkelsummens afvigelse fra i en meget stor
< trekant. Han fandt dog, at afvigelsen 18 inden for rammen af hans

eksperimentelle usikkerhed. Selvom Lobatjevskij 1ikke kunne afggre

_-noget ved hjelp af sine mdlinger, mente han, at hans geometri 1 hvert
-fald kunne bruges som objekt for vores fantasi (Jammer,1969,s. 150).

Lobatjevskij havde ikke kun et empirisk syn p& geometri, men ogsd pa
-al anden videnskab. Han mente, at de grundlzggende begreber i enhver

videnskab skulle vare f& o0g klare (Torretti,1978,s. 64). Disse

"’ begreber var det hans opfattelse, at vi far gennem vores sanser.

Sdledes beskaftiger geometrien sig med legemer og legemers forhold

"+ til hinanden, for i naturen er der hverken lige eller krumme linier ;
~plane eller krumme flader. Vi finder kun legemer, s& resten er skabt
- ~af vores fantasi og eksisterer kun i teoriernes verden. Faktisk,
- siger Lobatjevskij, kender vi kun naturen 1 bevegelse, og uden’
-bevegelse er sanseindtryk ikke mulige. Derfor er alle andre begreber,
‘'0gsd geometriske, skabt af vores forestillingsevne, der udvikler dem
~ .fra bevagelsens egenskaber. Det er derfor rummet ikke eksisterer i
" sig selv for os. :

‘i‘Ud fra dette stiller Lobatjevskij nogle spandende spgrgsmdl. Nar

vores geometri ikke er grundlagt i en opfattelse af rummet, men

.derimod skaber et begreb om rummet ud fra erfaringer om legemers
. bevaegelse skabt af fysiske krafter, hvorfor kan der s&8 ikke i

videnskaben vere brug for to eller flere geometrier, der beskaftiger

' sig med forskellige slags naturkrafter 7?7 (Torretti, 1978,s. &4).
. Denne trdd tages op i naste del 1 et afsnit om Poincaré’s

konventionalisme.

Opfattelsen af, at kun empiri kan afggre den fysiske virkeligheds

geometri (og derved underforstdet, at geometri er i stand til at

beskrive virkeligheden)y deles o0gsd8 af Georg Friedrich Bernhard

. Riemann (1826-66). Riemann havde selv udviklet en ny teori, der ogsa.

indehold geometri. Han gjorde rede for sine ideer i en forelasning i
1854 udgivet 1 8r efter hans dgd under titlen "Uber die Hypothesen,
welche der Geometrie zugrunde liegen".

Riemanns teori omhandlér en samling af fenomener eller handelser - en
mangfoldighed. Talrum, funktionsrum og farver er alle eksempler pa
mangfoldigheder (Riemann, 1867/1959, s. 8-9). Riemann ser sd pd et
rum. | dette rum indfgrer han et afstandsmdl, der galder for
uendelige smd8 afstande, alts8 en metrik, der bestemmer afstanden fra
et vilkarligt punkt til et andet uendeligt tat pd det. Nar Riemann
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starter med at- definere afstanden mellem to punkter, der ligger
uendeligt tet, skyldes det, at Riemann mente, at vi kun kender rum
lokalt. Punkternes koordinater vil sdledes kun variere med uendeligt
smd stgrrelser (Aleksandrov, 1963, 165-172). -

I det uendeligt lille omrade, de to punkter tilhgrer, kan geometrien
betragtes som tilnermelsesvis euklidisk. Og jo mindre omrédet er, jo
bedre passer den euklidske geometri (Aleksandrov, 1963, s. 166).

Kvadratet p& den uendeligt lille afstand fra et punkt A med
koordinaterne yis ...-..... sy~ til et punkt X med koordinaterne y, +
Y19 ceenenes 1Y + dy. udtrykkes ved

",
ds® = kz_lgu-: in dyiw

hvar koordinaterne g.w. er funktioner af A’s koordinater. For hvert
punkt i mangfoldigheden kan g.. altsd variere (Aleksandrov, 1963, s.
169).

Et riemannsk rum er sdledes et rum, hvor afstanden mdles efter denne
forskrift. Geometrien 1 s8danne rum kaldes riemannsk. Et simpelt
eksempel p& et riemannsk rum er den indre geometri pd en tilfaldig
overflade af en fiqur i det tre-dimensionelle euklidiske rum.
Overfladens indre geometri er en to-dimensionel riemannsk geometri -
Riemannsk geometri er s8 en generalisering af den indre geometri pa
en overflade med to dimensioner til et vilkarligt antal dimensioner.

Et andet begreb er ngdvendigt for at f& en forstielse af de
riemannske mangfoldigheder. Afstandsbegrebet er i sig selv ikke nok
til at fastlegge en entydig beskrivelse af mangfoldigheden. Man skal
0gsd kende mangfoldighedens krumningstensor.

Krumningstensoren i et punkt er et wudtryk for mangfoldighedens
afvigelse fra en euklidisk flade (mangfoldighed) 1 alle retninger i
punktet. Til ethvert punkt hgrer sdledes en krumningstensor. 1 de
homogene Tum, f.eks. euklidisk og hyperbolsk, antager
krumningstensoren den samme vardi 1 alle punkterne (Aleksandrov,
1963, s. 172). 1 det to-dimensionelle tilfalde er krumningstensoren
sdledes 1ig den gaussiske krumning. F.eks. svarer den euklidske
geometri til den indre geometri p& en overflade med krumningen U, den
hyperbolske geometri til den indre geometri pd en overflade med
konstant negativ gaussisk krumning og den sfariske (elliptiske)
geometri til den indre geometri p& en overflade med konstant positiv
gaussisk krumning. Kuglen er et eksempel pa en model for en konstant
positivt krummet flade, som med radius k vil have krumningsmdlet k.

Riemann antager, at det fysiske rum er en tre-dimensionel
differentiabel mangfoldighed ud af mange forskellige mulige. Det, der
adskiller de forskellige tre-dimensionelle mangfoldigheder, er de
metriske forhold.

Riemann skelner mellem uendeligt og ubegranset, da han mener, at det
fysiske rum kan vare ubegrenset, uden at det derfor ngdvendigvis ma
vere uendeligt. Riemann anfgrer, at mangel pa& granser er et
udstraekningsforhold, der hgrer til mangfoldigheden, mens
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uendeligheden afhanger af metrikken (Torretti, 1978, s. 105).

Men, mener Riemann, rummet tillader kun ¢én af disse mange tenkelige
mangfoldigheder, - og hvilken det skal vere, kan ikke afggres
udelukkende ved analyse. Dette kan kun afggres ved hjzlp af empiri
(Torretti, 1978, s. B4).

Riemann havde nogle hypoteser for, hvordan rummets geometri er. De
karakteriserede i gpvrigt den euklidske geometri.

1. Rum er en differentiabel mangfoidighed
2. Rum har tre dimensioner

3. Afstande er givet ved ovennavnte formel

4, Rpmmets krumning er konstant

5. Rum har overalt krumningen O

(Torretti, 1978, s. 157). For Riemann var det a priori givet, at rum
er en mangfoldighed og at det har tre dimensioner. Resten var som-
navnt blot hypoteser. Han mente siledes ikke, at rummets geometri var
afgjort.

~ Lobat jevskij, Bolyai og Riemann tilhgrer altsd en gruppe af

empirister, der mener, at geometrien beskriver virkeligheden og at
kun observationer kan, hvis det overhovedet er muligt, afggre hvilken
geomtri, der er den rigtige. For der kan kun vere én.

En anden gruppe af empirister mener, at vores erfaringer allerede har
afgjort hvilken geometri, der er den rigtige. En af disse er John
Stuart Mill (1B06-1873), der mener, at alle deduktive videnskaber
bygger pa et induktivt grundlag. Det gelder - ogsd geometrien
(Torretti, 1978, s. 256).

Endvidere mener Mill, at definitionerne i geometrien er overdrivelser
i forhold til erfaringen,; og at det, at objekterne i definitionerne
eksisterer, kun er tilnarmelsesvis sandt. Han afviser, at objekterne
kun kan eksistere i vores fantasi, da vi kun kan forestille os ting
ud fra erfaringer. I virkeligheden er objekterne 1 .geometrien
idealiseringer af verdenen omkring os. Derimod er axiomerne empiriske
sandheder, for hvis de ideale ting fandtes, ville axiomerne galde for
dem (Torretti, 1978, s. 237).

I gvrigt skal det retfaerdigvis navnes, at Mill intet kendte til den
hyperbolske geometri,

Om andre, der deler denne opfattelse - f.eks. Wilhelm Wundt, Benno
Erdmann, Friedrich Ueberweg og Auguste Calinon - kan la&ses hos
Torretti.

Endnu en har gjort sig bemarket i denne forbindelse, og det er
Hermann vos Helmholtz (1821-1894). Helmholtz mente, at det vi
sanser/opfatter kun er virkninger af ydre tingy som pavirker vores
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nervesystem og bevidsthed. Sansningernes kvalitet er kun et symbol
for, hvordan de ydre ting virkelig er. Vores videnskabelige teorier
er efter Helmholtz’ mening kun symbol/tegnsystemer, der ikke rummer
den absolutte sandhed. Tegnsystemernes sandhed bestdr 1 hvor
anvendelige eller hensigtsmaessige, de er (Schelderup, 1963, s. 170 ;
Torretti, 1978, s. 168). Denne opfattelse delte Helmholtz med de
tidlige empirister (se del I).

I Riemanns teori gér-kun to principper for-.at-vere a priori - at det
fysiske rum kan beskrives ved en mangfoldighed, ogq at det .er
tre-dimensionelt. Den til det fysiske rum svarende geometri har han
(jvf. ovenst8ende) kun hypoteser for. Helmholtz spger efter essens 1
grundlaget for geometrien som en videnskab for det fysiske rum, men
han vil ikke ngjes med at opstille hypoteser, han vil finde fakta. 1
1866 udgiver han s8ledes "On the factual foundations of geometry"” og
fglger den 1 1B68B op med at bringe sin argumentation i "On the facts
which lie at the foundation of geometry" (Torretti, 1978, s.
155-156).

Helmholtz mente ikke, at der var tale om en geometri, hvis ikke stive
legemer kan flyttes rundt uden at endre form og stgrrelse. For
Helmholtz er kun riemannsk geometri med - konstant indre krumning
sdledes at regne for geometri. Ud fra dette "faktum" arbejdede kan
med Riemanns hypoteser (Torretti, 1978, s. 157), o©0g ndede ¢til at
fglgende er fakta for geometrien, idet det naturligvis implicit
forudsattes, at geometri vitterligt beskriver den sansede
virkelighed.

1. Rum er en differentiabel mangfoldighed
2. Der eksisterer stive legemer

3. De kan flyttes rundt uden at endre form og stgrrelse (kongruens
er defineret ud fra flytninger og ikke ud fra en-entydige
afbildninger)

4. Nar et n-dimensionelt stift legeme roterer om n - 1 fixpunkter,
vil det vende tilbage til sit udgangspunkt

S. Rum har tre dimensioner (Torretti, 1978, s. 158-161}).

Helmholtz konkluderede herfra (1 1B8646- og 1B6B-udgivelserne), at de
eneste mulige geometrier er sferisk med positiv konstant krumning og
euklidsk. Som konsekvens :

"Hvis vi postulerer rummets uendelige wudstrekning, er kun
den euklidske geometri mulig" (Torretti, 1978, s. 162, note
15).

Da Helmholtz senere fandt ud af, at der o0gs8 var udviklet hyperbolsk
geometri, reviderede han sin tidligere fremsatte teori 1 en udgivelse
fra 1870, idet han da matte ng jes med at konkludere, at rummet er en
tre-dimensionel riemann-mangfoldighed med konstant krumning
{(Torretti, 1978, s. 163).
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Helmholtz kunne sa valge mellem tre rum
;-' Det sfariske (positiv konstant krumning)
. Det euklidske (krumning konstant lig nul)
f; Det pseudosferiske/hyperbolske (negativ konstant krumning).
'“nyis rummet er sferisk, kan man med eksperimenter fastsla, at rummet
.har en-uendelig udstrakning. Derimod er det umuligt at afggre, om det
. Skal vere den anden -eller den tredie mulighed, hvis rummet har

© . uendelig udstrakning (Torretti, 1978, 's. 163).

"Helmholtz kritiserede den kantianske opfattelse af, at vi kun kan

forestille os rumlige relationer, der stemmer overens med den
euklidske geometri. Han mente, at det ville kreve, at billederne-af
geometriske objekter i vores forestillinger skulle vere helt pracise,
hvilket de ikke er. Helmholtz’ andet modargument, der stgttes af
fremkomsten af hyperbolsk geometri, er, at vi faktisk er i stand til
at forestille os noget i et ikke-euklidsk beskrevet rum (Torretti,

©. 1978y s.. 165).

nHelmholtz afViste dog ikke fuldstendigt, at vi har en ikke-empirisk
-viden : : : ‘

"Forestillingen om et stift geometrisk legeme m& forstds .
som en trancendental (denfor erfaringen) forestilling, som
er blevet formet uafhangigt af erfaringer, og ‘som ikke
ngdvendigvis svarer til dem’ (Torretti, 1978, s. 167, note
2. ' o

. 0g

>«. rumlige former bliver 1 gemetri sadvanligvis beskrevet
som geometriske legemer, flader, vinkler og linier, fordi
man ser bort fra de fysiske og kemiske afvigelser hos
“materielle legemer. Man antager, at disse . kun har een
fysisk egenskab ; stivhed. Men vi har .ikke andet kriterie
for legemers.stivhed end at kongruensrelationerne til alle
tider er invariante overfor flytninger og rotationer’
(Nagel,. 1961, s. 256-257, note 11).

Helmholtz var sdledes af den opfattelse, at vi ud fra erfaringer

'sammen med vores intuitive ikke-empiriske viden om rumlighed

(Torretti, 1978, s. 166) kan udlede vigtige fakta om det fysiske rum
og den geometri, der beskriver det, men at vi 1ikke kan nd til nogen
endelig afggrelse. Efter at have fdet kendskab til den hyperbolske
geometri, blev hans synspunkter narmere Lobatjevskij, Bolyai og
Riemanns. Jeg vil lade ham selv slutte : '

’Men hvis vi til de geometriske axiomer tilfgjer satninger
relateret til mekaniske egenskaber ved naturlige legemer

.» har s&dan et system af satninger en virkelig vigtighed,
som kan bekraftes eller afvises af erfaringer, men lige sa
vel fds af erfaring’ (Torretti, 1978, s. 170, note 33).
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 Lad det vare nok om empiristerne. Den hyperbolske geometris fremkomst
har foranlediget mange af dem til at redeggre for deres empiristiske
syn specielt pd geometri. Helmholtz lader ‘i fgrste omgang sine
teorier vare et forsvar for den euklidske geometris ubestridelige
eneret til at beskrive den opfattede verden, men han efter at have
faet kendskab til den hyperbolske geometri, skifter han standpunkt
til det fremherskende : at kun én geometri kan have denne egenskab.
at vi ikke ved, hvilken geéometri det er, og at den eneste mdde at
finde ud af det p8, hvis overhovedet, er gennem observatiorer og
erhvervelse af nye erfaringer. )

Der rettes sdledes et kraftigt angreb pd den kantianske teori om en a
priori given forestilling om det fysiske rums geometri.

Jeg vil nu se pa, hvad aprioristerne har at sige til deres forsvar.

Aprioristernes syn pd geometrien

Jeg har kun kendskab til ganske fa apriorister, der blander sig i
overvejelser om den euklidske geometris mulighed for at beskrive
virkeligheden. Her skal navnes Rudolf Hermann Lotze (1817-1881) og
Charles Renouvier (1815-1903).

Lotze, der var tysk professor i filesofi, fremkommer med sin
argumentation 1 forbindelse med fremlaggelsen af sin metafysiske
teori om rum i 1879. Han havder heri, at rum kun kan eksistere som
rumlig intuition, hvilket vil sige, at rum kun findes, sd4 lange
sindet er opmarksomt pd det ; rum har altsd ingen selvstendig varen.
At vi opfatter ting rumligt, er ’livets fakta’ (Torretti, 1978, s.
28¢). De geometriske billeder, vi kan forestille os, er altsd 1kke
kun bestemt af vores erfaring med fysiske objekter. Han argumenterer
med, at selvom astronomiske malinger af en trekants vinkelsum ikke
gav 180, ville vi blot registrere, at de fysiske forhold i rummet
opfgrte sig besynderligt. Det ville ikke give anledning til at
rummets egne egenskaber udviste modstrid med vores intuition. Lotze
er overbevist om, at strukturen af denne rumlige intuition er
afhengig af sindets natur og er 1 ngje overensstemmelse med den
euklidske geometri, og han mener, dette kan verificeres empirisk
(Torretti, 1978, s. 288).

Lotze anerkender muligheden af at kunne konstruere anderledes ordrede
systemer (las : rum) - men vores rumlige intuition er stadig den
samme. Lotze er altsd kantianer.

Beklageligt er det, at han fgr sin kritik af den hyperbolske geometri
tilsyneladende ikke har haft tilstrekkelig indsigt i emnet. Nar han
kritiserer konkrete begreber i den ikke-euklidske geometri, viser det
sig, ifglge Torretti, at han blot har en vag fornemmelse af disse.
F.eks. havder han, at det er wumuligt at definere og male en kurve
uden at ggre brug af intuitionen om dem lige linie, fra hvilken
kurven afviger, uden ’fgr antagelser’. Denne malemetode er pd dette
tidspunkt kasseret af Riemann (Torretti, 1978, s. 289).
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C. Renouvier - leder af den franske ny-kantianske skole - er enig i,
at euklidisk geometri er den basale, fordi hyperbolsk geometris
konsistens afhenger af den euklidske geometris, og fordi

-linier/kurver i hyperbolsk geometri sdvel som afstandsmdlet heraf,

defineres ud fra linier og afstandsmdl i den euklidske geometri. Han
regnede kun med disse geometrier (Torretti, 1978, s. 300).

Geometriens fundament er intuitionen. Begrebet intuition benytter
Renouvier synonymt med begrebet analytisk (i Kants betydning),
sdledes at indholdet af intuitionen bliver udtrykt ved analytiske
domme. Han opererer med intuitive fakta og havder, at det
tre-dimensionelle rum er et sadant. Dette intuitive faktum medfgrer
umiddelbart, at legemer kan flyttes rundt uden at undergd
forandringer, og denne ’bevarelsens lov’ havder han i sin udgivelse
fra 1889, idet han henviser til Helmholtz’ udgivelse fra 1866, er kun
oprindelig i euklidsk geometri. Han har a8benbart ikke opdaget, at
Helmholtz allerede i 1870 korrigerede dette punkt, idet han. gjorde
opmerksom p&, at ’bevarelsens lov’ ogsd8 opfyldes 1 hyperbolsk og
sfarisk geometri.
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Opsamling PA Del ITI.

Det wvar stadig den samme opfattelse af geometriens forhold til
virkeligheden, der :var dominerende 60 &r efter den hyperbolske
geometris fremkomst. Geometrien blev af alle implicit forudsat at
veare. i stand til at beskrive virkeligheden éller i det mindste det,
vi sanser af den. Men netop denne forudsatning gjorde det interessant
at diskutere specielt geometriens oprindelse. :
Diskussionen mellem :empiristerne og aprioristerne kom derfor 1 langt
he¢ jere grad til at beskaftige sig med geometrien.

De empirister, der mente, at erfaringen entydigt fortaller os, at den
euklidske geometri er den rigtige til beskrivelse af det fysiske rum,
blev af den hyperbolske geomtri tvunget til at revidere deres
opfattelse.

Fremherskende - hos empiristerne i hvert fald - blev opfattelsen af,
at rummets geometri er afgjort et stykke af vejen (vores erfaringer
setter en del begransninger), men at kun ny observationer kan traffe
afggrelsen.

Den hyperbolske geometri rettede et slag mod aprioristerne, der
tidligere havde haft den euklidske geometri som eksempel pd noget a
priori - det kunne jo ikke tenkes anderledes ! Men det kunne det
alts& alligevel. Det ser s8ledes ud til, at empirismen vandt kraftigt
frem i perioden 1830-60.

Endelig viste en ny idé sig hos Lobatjevskij. Han overvejede, om ikke
det var muligt at bruge bade den hyperbolske o0g den euklidske
geometri til at beskrive bestemte, men forskellige forhold 1 den
fysiske/sansende virkelighed.

Det er svart at generalisere fra geometri til matematik 1 denne
periodes hvor matematikken o0gs3 er i rivende udvikling. Mange af
empiristerne og aprioristerne beskaftiger sig udelukkende med at
overveje geometriens andrede status, men kommer ikke ind p& resten af
matematikken. Jeg tror, det skyldes tre ting :

] For det fearste ovennavnte forskubbelse af forholdet i
diskussionerne mellem apriorister og empirister som resultat af
den hyperbolske geometris fremkomst.

. For det andet at geometrien traditionelt har veret opfattet
nermest som et grundlag for resten af matematikken (jvf. del @) -
eksemplet pad, hvordan matematikken skulle vare - dronningernes
dronning - fordi den svarede s8 fint til intuitive opfattelser
af, hvordan det forhaldt sig.

. For det tredie at matematikken endnu ikke var udviklet som rent
axiomatisk-deduktivt struktur i s8 hgj grad, at det muliggjorde
en lpsrivelse fra den anvendelse, der i sin tid betingede ders

fremkomst.

Det er derfor min holdning, at mange - iser af de mere filosoferende

Upsamling pd del 11 86



- q)

L]

DET ER GANSKE VIST

Del I1
“féf de navnte - har haft en opfattelse . af matematikken i
.overensstemmelse med deres syn pa3 geometrien - at matematikken

“:dbgskrivéﬁ (dele af) virkeligheden.

- -DOpfattelsen af geometrien som grundlag for matematikken var nu ved at
. -'andre -sig allerede. Det ses tydeligt i Lobatjevskijs og .Bolyais
' arbejder, hvor de regner algebra, geometri og funktionsteori for
'sidestillede discipliner. Ifglge Davis m.fl., 1981, s. 330 udviklede

analysen sig efterhlnden ogs& sd meget, at den geometriske intuition
madtte vige pladsen. Den deduktivt opbyggede matematik pressede
simpelt hen den mere intuitivt baserede ud af banen (Russell har
f.eks. havdet, at Boole opfandt den rene matematik i 1854)., Et godt
eksempel pé, at holdningen var ved at &ndre sig, kommer til udtryk i
fglgende kommentar fra Felix Kleins "Das Erlanger Programm"

Ganske uafhangigt af det fremfgrte synspunkt er spgrgsmalet
om, hvad der stgtter axiomet om paralleller, det vil sige
om ' vi skal betragte det som absolut givet, som nogle
hevder, eller kun som tilnermelsesvist bevist af
erfaringen, som andre siger. Skulle der vare grund til at
tage det sidste standpunkt, ville de matematiske
undersggelser, jeg har refereret til, gjeblikkeligt skaffe
os midlet til at konstruere en mere eksakt geometri. Men
spgrgsmdlet er tydeligvis et filosofisk et og drejer sig om
det mest generelle grundlag for vores erkendelse.
Matematikeren som sddan bekymrer sig ikke om dette
spgrgsmdl, og #gnsker ikke, at hans undersggelser betragtes
som afhe&ngige af svaret pd dette spgrgsmdl givet fra det
ene eller det andet synspunkt. (Klein, 1872/1893, s. 246).

Det vil jeg komme ind pa igen'i del III.
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Indledning Til Del. III

Formalety; med,. . denne; del, .af.rapporten er .at.  redegere. for,.hvilke
‘konsekvenser fremkomsten af. den hyperbolske geometr1 f1k pa langt
sigt.. . anden .del:har . jeg gjort rede for, hvordan empiristerne ag
aprioristerne -togq. imod den hyperbolske geometri. - Felles, for begge
retninger var dog stadig en uudtalt - forudsetning om, at geometrzen

1]

. - forteller noget om den virkelige verden - ja, havde de ikke haft
denne . jforudsatning, . ville de- .ikke have. . varet wuenige om den
-hyperbolskngeometrﬁs statusi.. ..ot G ne u“éﬂ;“,r'

AT e R T Alocda,g -0 o0 L T TR P L ‘ A -
I-denmEp;QEl‘“yzdp jeg., - lagge. ud ;med,; .at gennemga, hvordan Russell
forspgter at. :igive: apriorismens h;ﬁens tabte ‘statte., : geometr1en
tilbage. A LA

Dernest vil jeg gennemgd@ Poincarés konventionalisme, der gjb}dn op
med troen-pd,;.at .der eksisterer-netop— een geometrl, der kan beskrive

virkeligheden., - 49-, . ; .
Endelig;-vil,  jeg., fﬁlge dette op med et kapxtel om hvordan denne
opfattelse af. geometr1en som . ren konventlon bredte ,s1g - béde til at

gelde for resten af matemat1kken .0g-, til. andre end Po1ncaré . At
.matematikken 1ikke lengere er noget, der skal stemme overens med vores
opfattede virkelighed, medfgrer. ogsd-nogle nye overvejelser, .som jeg
ganske kort vil komme ind pa. ’

Denne :del-af rapporten . afsluttes naturligvis.,ogsd, med en.opsamling,
men- den;vil: jeqg, gere kort, da konklus1onen pa hele rapporten fﬂlger

umxddelbartgefter.~L‘? T A Tt TV L ST S
AT E e T R LR A ¥
i B - e I PR - '
. BRI k=] } ! ' [ vy i ¢ A ;

-

Indledning til Del III 89



DET ER GANSKE VIST
Del I11

Russells Apriorisme

I dette kapitel vil jeg se narmere pd Bertrand Russells (1873-1970)
apriorisme, som han selv prasenterede den i sin bog ’An essay on the
foundations of geometry’ 1 1897, genoptrykt uendret 1 1956 med forord
af Morris Kline. Russel! var kun apriorist i en meget kort periode,
men det ligger uden for dette kapitels rammer.

For Kant (se del 1) wvar anskuelsesformerne rum og.tid en betingelse
for al sansning og erkendelse. Matematikken, som Kant beskrev som den
videnskab, der beskazftiger sig med de rene anskuelsesformer, kunne
der for opstille love, der gelder for enhver mulig opfattelse.
Forstandsformerne var for Kant derimod den ramme, i hvilken forauften
bearbejder alt, hvad vi sanser.

Men Kant mente, at sdvel anskuelsesformerne som forstandsformerne géar
forud for enhver erfaring. Vi m&8 derfor vare bekendt med disse inden
noget andet kommer til ; de er a priori. Fordi - populert sagt - vi
ma have en given m8lestok . eller ramme for at nd til de samme
erkendelser ud fra de samme sanseindtryk.

For Kant var den euklidske geometri noget a priori givet.

Russell tog sit udgangspunkt i Kants idé om, at der md vare noget a
priori. Men p&8 dette tidspunkt var nye geometrier blevet wudviklet -
den hyperbolske oag Riemanns. Eksistensen af en anden geometri end den
euklidske viste, at Kants teori am, at sidstnaevnte var a priori, var
forkert. Dette ser jeg som &rsagen til, at Russell begyndte at
beskaftige sig med problematikken. Han ville gerne vise, at det ikke
betgd, at der ikke er noget a priori, og han ville ggre det ved at
finde frem til, hvad det er. Han mente, at geometri-filosofiens
hovedopgave netop var at fastsla, hvor stor en del af geometrien, der
er ngdvendig, er a priori (Torretti, 1978, s. 3011},

Russell ville ggre dette ved at besvare fglgende spgrsmil

Hvilken geometrisk viden m& vere det logiske udgangspunkt for en
videnskab om rum og den logiske ngdvendighed for at kunne erfare
noget om rummet, som eksisterer uden for sindet, dets egenskaber og
forholdet mellem objekter og rummet 7 (Russell, 1897/1956, Morris
Klines forord, s. 1).

Hvor Kant viste, at der ngdvendigvis m8 findes noget, der er a
priori, tog Russell dette som sit udgangspunkt, og sggte at finde
frem til hvad der er a priori.

Russell betragtede jvf. ovennavnte spgrgsmadl geometrien som en
stgrrelse indeholdende udsagn om verdens indretning/rummets struktur,
selv om den var at betragte som en deduktiv struktur. Men aksiomerne
havde efter Russells mening ikke udspring i sanseerfaringerne ; de
var givet a priori.

Russell fremsatte ikke sin p8stand om ngdvendigheden af noget a
priori uden at forholde den til andres - empiristernes - apfattelse
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'Heraf. Bl.a. nevnte han Helmholtz og Riemann (se del II), der 1 deres

filosofi hevdede, at der intet a priori eksisterer, mens de i skarp

 ‘modsatning hertil indleder deres matematiske varker med at finde frem
. til a priori givne aksiomer (Russell, 1897/1936, s. 14).

. Hvor Kant besvarede Russells spgrgsmdl med den euklidske geometri
J(hvilket Russell jo af ovennavnte grunde ikke havde mulighed for),

besvarede - Russell det selv med projektiv geometri (Russell,
1897/1956, s. 6). Denne er overordnet sdvel den euklidske som den

 hyperbo15ke og den sferiske, idet -disse specialtilfalde af den
projektive med forskellig metrik,

Russells vigtigste argﬁment for at svare med den projektive geometri

var netop, at den i modsatning til de metriske geometrier ggr, at vi
er 1 stand til at have med alle slags rum at ggre pd8 een gang

" (Russell, 1897/1956, s. B8), idet Russell mente, at kvalitative

relationer md8 g8 forud for kvantitative (Russell, 1897/1956, s. 3 i
Morris Klines forord). Ifglge Russell begik Riemann netop den fejl,
at han tog kvantiteten for givet, s& den som en forudsetning. Han

v'épurgte t ’Hvilken form for kvalitet er rum 7?7’ 1 stedet for at spgrge

’Hvad m& rum vere for at vi overhovedet kan betragte det som en

" kvalitet ?’ (Russell, 1897/1956, s. 16). Russell mente sdledes, at

Riemann var gdet galt 1 byen, og Russell ville forsgge at ggre det

‘godt igen.

Russell s& fglgende som de basisprincipper for projektiv geometri,

1. Alle dele af rum er kvalitativt ens og kendetegnet ved at ligge

udenfor hinanden (rums homogenicitet).

2. Rum er kontinuert og uendeligt deleligt ; resultatet af wuendelig

delingy nulpunktet for udstrekningen, er et punkt.

3. To punkter bestemmer en entydigt bestemt figur kaldet en ret
linie, tre punkter et plan osv., men kun endeligt, ’for hvis det
modsatte var tilfeldet, .. wville geometri blive umulig’
(Russell, 1897/1954, s. 52 + s. 132), sda

4, Rum er af endelig dimension.

Russell pdpegede dogy, at andre aksiomer kunne have varet valgt
opfyldende formalet (Russell, 1897/1936, s. 132).

Russell navnte ogsd nogle aksiomer for metrisk geometri

1. Der skal vere fri flytbarhed i rummet. Det betyder, at rummet mé&
vere homogent og af konstant krumning.

2. FRum har et endeligt heltalligt antal dimensioner.
3. (Afstandsaksiomet). Mellem to punkter eksisterer en relation som

er uforandret ved enhver flytning ; denne kaldes afstand
(Russell, 1897/1956, s. 50-51). .
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Det kan iagttages, at kun-eet aksiom adskiller den metriske _ geometri
fra den oprojektive, og at Russell arbejdede med flytning og
flytbarhed som givne begreber.

Russell gjorde meget ud af - at papege, at -disse metriske principper
ikke forudsatter mal(barhed), men snarere er betingelser forudsat
heraf (Russell, 1897/1956, s. 31). Men de fgrstnaevnte aksiomer
omhandler altsd ren kvalitet og kommer derfor fgrend de sidstnavnte -
de er en forudsatning herfor. ) :

Men projektiv geometri var ikke for Russell en tilstrakkelig
videnskab til beskrivelse af rummet. Hertil regnede han o0gsd8 de
metriske principper for ngdvendige. Disse er ligeledes a priori.
Russels endelige svar pd, -hvad der er a priori, er séledes den
projektive geometri i forening med afstandsaksiomet. Dette betyder
ikke y at een af de metriske geometrier er givet a priori ; de
metriske principper fortaller os blot, hvilke foruds®tninger der er
for at kunne betragte rums kvantitative relationer. For at afggre
hvilken metrisk geometri, der er g®ldende i det fysiske rum, ma der
tys til empirien. Valget stadr mellem euklidsk, hyperbolsk, enkelt
elliptisk og dobbelt elliptisk.

Russell fandt hurtigt frem til, at rummet md8 have tre dimensioner
(Russell, 1B97/1936, s. 162). Han mente ogsd, at dets krumning matte
vere {(tilnermelsesvis) 0, begrundet i vores erfaringer. Rummets
geometri matte derfor alligevel vere den euklidske, men kun fordil
erfaringen viser os det (Russell, 1897/1956, s. 4 1 Morris Klines
forord). De ikke-euklidske geometri var ikke anvendelige, kun af
filosofisk interesse (ibid).

Russells gennemgang af metageometriens historie og hans kritik af
tidligere geometri-filosofiske teorier viser et indgdende kendskab
til forudg8ende arbejder. Jeg vil ganske kort se narmere pa hans
kritik af Riemanns geometri.

Da det havde vist sig muligt at udvikle riemannsk geometri, der 1kke
var omfattet af Russells a priori viden, kunne Russell kun afvise den
ved at péavise, at den kun tilsyneladende var noget nyt. Hans
vesentligste argument var som fglger.

Ifglge Riemann bestdr m8ling i at overlejre de to ting, som det er
gnsket at sammenligne. Russell udleder heraf, at mdling kun er logisk
mulig, ndr det at 1lagge ting oven p8 hinanden lader deres stgrrelser
uforandrede, og videre heraf, at stgrrelser s&8 er uforandrede ved
flytninger (Russell, 1897/1936, s. 67).

Et rum med ikke-konstant krumning bygger en afstand op ud fra
uendeligt sm8 afstande. Men for uendeligt sma stgrrelser er alle
overflader plane. Det vil sige, at den euklidske afstandsfunktion er
geldende, og at kongruens og overlejring af flader er mulig. At
negte, at denne fundamentale egenskab er mulig i rummet, er ifglge
Russel] absurd. En variabel matrik var derfor uden mening {(Russell,
1897/1956, s. 4 1 Klines forord).

Her oversd eller ignorerede Russell ifglge Morris Kline, at Riemann
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havde papeget, at tages materiens eksistens i betragtning, forsvinder
rummets homogenicitet. Dette ses netop udmgntet 1 den generelle
relativitetsteori.

Jeg vil ikke komme narmere ind pd Russels geometrisyn, Det kan dog
nevnes, at Torretti mener, at Russell ikke fdr pdvist ngdvendigheden
af projektiv og generel metrisk geometri (Torretti, 1978, s. 303).

Opsamling

Russell var a priorist 1 sine unge dage. | ’An essay on the
foundations of geometry’ redegjorde han for, at. den generelle
metriske geometris grundprincipper (projektiv geometri +
afstandsaksiomet) matte vere givet a priori.’

Han forklarede, at det fysiske rums faktiske geometri er bestemt af
erfaringen til at vare den euklidske. '

Han afviste Riemanns geometri, der ikke er underordnet den generelle
metriske geometri, ved at pdvise - eller forsgge herpd8 - at den kun
tilsyneladende er noget nyt.

Det fremgdr igennem hele varket, at der for Russell ikke var nogen
tvivl om, at der eksisterer netop een geometri, der fortaller noget
om det fysiske rums egenskaber, ligesom det fysiske rum i stgrre
eller mindre grad bestemmer gemetrien. Sammenholdt med Kants teori
om, at matematikken kan opstille love, der er ngdvendigt sande, fordi
de gelder for enhver mulig opfattelse, er det en tilsyneladende
lille, men egentlig en meget omfattende @ndring. Ifglge Russell
skulle det nu vere muligt at tenke sig til matematik, der ikke
ngdvendigvis gelder altid, og kun empiri ville vere i stand til at
afgare, hvad der var geldende i virkeligheden. Russell er sdledes
slet ikke ved at genrejse apriorismen, idet han snarere narmer
matematikkens status mere til naturvidenskabens ved i hgjere grad at
lade den vare bestemt af erfaringen.

En helt anderledes opfattelse af matematikken kommer til udtryk i det
neste kapitel.
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Poincarés Konventional isme

Henri Jules Poincaré (1854-1912) var konventionalismens fader. Han
har bl.a. formuleret sin teori i ’La Science et 1’hypothese’ fra
1902. Han mente, at al videnskab opbygges ud fra nogle valgte
begreber (konventioner), der skal ggre det muligt for videnskabsfolk
at samarbejde og udveksle erfaringer. Disse konventioner velges, sé
de er mest bekvemmelige, havdede Poincaré. Ifplge Davis m.fl.,1981,
s. 168 mente han endog, at a@stetik snarere end logik var det drivende
element 1 den matematiske kreativitet. Men jeg m& hellere uddybe
lidt.

Poincaré var af den opfattelse, at videnskabelige hypoteser stammer
fra og er bygget op under hensyntagen til erfaringen. Men hvis der
dukker erfaringer op, der taler imod hypotesen, vil man ofte beslutte
sig til ikke at afvise denne, hvis den har haft succes. 1 stedet vil
man forsgge at bibeholde den gamle hypotese ved at 1lave
hjelpe-hypoteser. Og sddan er videnskaben efterhdnden blevet bygget
op (Jensen, 1973, s. 160).

Poincaré mente som navnt, at videnskaben og dermed ogs8 matematikken
er baseret p& nogle konventioner, der velges efter bekvemmelighed.
Dermed vare sagt, at valget er frit, forstdet pd den made, at noget
andet kurnne have varet valgt, hvis det havde passet os bedre.
Naturligvis wunder forudsatning af, at det stemte overens med vore
tidligere erfaringer. Dette afviste det standpunkt, der havde varet
fremherskende tidligere ; at der kun var een rigtig beskrivelse af
virkeligheden, og at det drejede sig om at finde frem til denre. Det
betgd for eksempel ogsd, at den euklidske og den hyperbolske gemetri
af Poincaré blev regnet for lige velegnede til en beskrivelse af det
fysiske rum. Med andre ord blev spgrgsmi&let om, hvorvidt det fysiske
rum har en euklidsk eller en ikke-euklidsk struktur, et spgrgsmdl om
en konvention (Hempel, 19435, s. 13).

Poincaré mente siledes ogsd, at ingen empiriske observationer ville
vere i stand til at forkaste den euklidske geometris gyldighed, for
p&@ grund af den euklidske geometris simple struktur ville vi altid
velge at bevare den og i stedet endre pd resten {(Hempel, 1945, s.
15). Det vil =<sige, at vi altid vil opstille de fysiske teorier, sd de
beskrives ved hjalp af euklidsk geometri, og at dens simple karakter
vil ggre det mere hensigtsmaessigt at tilpasse vores tesrier for
fysikken til geometrien end omvendt.

Poincaré er senere blevet kritiseret meget for dette standpunkt. Det
er, siges det 1 kritikken, ikke simpliciteten af geometrien alene,
der afgerer,; hvilken geometri vi foretrekker at arbejde med, men
snarere simpliciteten af den system geometrien udggr i forening med
nogle (fysiske) hypoteser. Hvis det samlede system bliver simplere
ved valget af en anden geometri, vil vi velge denne (se bl.a. Hempel,
1945, s. 15). Det er et synspunkt, der senere er at finde hos
Einstein (Einstein, 1921/19467, s. 173 ; Hempel, 1945, s. 16}.

Senere skiftede Poincaré standpunkt, o0g mente da, at ogsd den
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ikke-euklidske qgeometri havde sin berettigelse, idet den i nogle
"situationer ville vare mere bekvem end den euklidske. Sdledes beskrev
:han i 1912 = geometrien i Minkowskis fire-dimensionelle
“rum-tid=kontinuum som en ny konvention, fysikerne havde vedtaget, da

den var ’mere behagelig’ (Torretti, 1978, s. 333).

"'Men det er ikke det, der er det mest interessante for mig. Mere
- ‘interessant er den opfattelse af geometriens forhold til
.‘virkeligheden, der kommer til udtryk i Poincarés teori.

Vi kan vealge gebmetrien frit, siger Poincaré, og hvis vores

erfaringer ikke stemmer overens med vores eksisterende teori, kan vi

'blot . velge nogle andre konventioner, sa der er bedre
. overensstemmelse. ‘Men, mener han, vi vil velge at andre pd& fysikkens
"~ teorier fremfor at. andre pd geometrien. Og hvorfor det ? Fordi vi

har. tilstrabt at bygge geometrien axiomatisk-deduktivt op. Det kan

- ‘godt vare, at vi finder det mere bekvemt at bruge den hyperbolske
" eller den riemannske geometri sammen med nogle givme fysiske - love,
-men .hvis noget strider mod den teori, disse love og den valgte
‘geometri udger, vil vi foretrekke at revidere de fysiske love. Det

vil vi, fordi geometrien ikke lader sig revidere uden at den mister

’.sin aksiomatisk—-deduktive struktur.

Dén geometri, quind ¢nsker at anvende sammen med nogle valgte fysiske
love, er valgt ud af alle de mulige geometrier. Men det friggrer

-pludselig muligheden af, at der kan eksistere geometri (matematik),
der ikke bhar nogen anvendelse i beskrivelsen af den fysiske

virkelighed. Skelnen mellem ren og anvendt matematik fgres ud i sin
yderste konsekvens her, selv "om det ikke er formuleret eksplicit i

~.nagle af de referencer, jeg har til Poincares konventionalisme. P4

den ene side en ren matematik, der er lgsrevet fuldstendig fra

_ovirkeligheden, og pa den anden side en anvendt matematik, der har
.status af en naturvidenskab pd linie med fysikken, idet den bliver en
“teori til at forklare erfaringerne.

Det.-er den opfattelse af geometriens - og for den sags skyld hele
matematikkens - forhold til virkeligheden - dens mulighed for at
.beskrive virkeligheden - jeq mener , ligger i Poincares

konventionalisme. Det er en skelnen mellem ren og anvendt/fysisk
geometri, jeg vil vende tilbage til senere, men jeg mener, det er
vigtigt at notere sig det her, da det hgrer sammen med en teori, der
mere eller mindre er blevet fremprovokeret af den hyperbolske
geometris fremkomst.

Det ' kunne godt lyde som om, Poincaré var den fgrste, det overhovedet
kunne finde pd at tenke sddan, men af rapportens fgrste to dele vil
det fremgd, at det var han ikke. Lobatjevskij har s8ledes eksempelvis
formuleret overvejelser i samme retning. Den fgrste, jeg kender til,
der har gjort sig tanker i retning af at skelne mellem ren og anvendt
matematik, er Nieuwentyt (1654-1720) (Beth, 1959, s. 3B). O0Ogs&
Leibniz har veret inde p8& emnet. Felles for dem alle er dog en
opfattelse af, at matematikken har sin oprindelse i erfaringen - det
er der, ideerne er kommet fra.

Albert Einstein (1897-1955) skelnede o0gs8 .mellem praktisk og ren

Konventional isme ) 95



DET ER GANSKE VIST
Del III

aksiomatisk matematik. -Om den rene matematik har han f.eks. sagt

’S4 vidt matematikkens setninger henviser til
virkeligheden, er de ikke sikre; og i det omfang de er
sikre, henviser -de ikke til -virkeligheden’ (Einstein,
192171967, s, 170).

Einstein var langt hen af vejen enig med Poincaré. Han mente sdledes,
at geometrien og nogle af de fysiske love kunne valges frit - ’Alle
disse love er konventioner’ - blot de sammen med resten af de fysiske
love stemte overens med erfaringen. Men for Einstein betgd det, at
hvis erfaringen havde fastlagt (dele af) de fysiske love, ville
geometrien (og resten af fysikken) ikke kunne valges helt frit. Som
konsekvens ndede han frem til, at da

’ ..er spgrgsmdlet om, hvorvidt dette kontinuum [det
fire-dimensionale rum-tid kontinuuml har en Euclid’sk, en
Riemann’sk eller en anden struktur, et virkeligt fysisk
spgrgsmdl, som m& besvares af erfaringen, og ikke et
sp#rgsmal om konvention, der kan afggres pa8 grundlag af
blot og bar bekvemmelighed.’ (Einstein, 1921/1967, s. 173).

Og specielt om den euklidske (fysiske) geometri viste han i 1916, at
det ikke altid er muligt at opretholde dens gyldighed - f.eks. nlr
det drejer sig om meget store afstande i narheden af meget tunge
himmellegemer (Lund m.fl., 1967, s. 340).

Einstein mente selv, at den riemannske geometri var den mest korrekte
beskrivelse af vort rum-tid-kontinuum, men at kun empiri ville kunne
fegre til en afggrelse. Blot eet resultat 1 uoverensstemmelse med
relativitetsteorien vil fgre til, at den m3a forkastes, da teorien
ikke kan modificeres uden grundleggende at @ndre struktur. Hermed
ville det ogsd&8 vere npdvendigt at revidere opfattelse af, hvilken
geometri, der beskriver rummet.

De forskellige teorier for, hvilke mere precist formulerede tilfaide
under den riemannske geometri, der beskriver universet, vil jeg ikke
komme ind p8. Herom kan man lase i Einstein, 1967 ; GBGamow, 1942 ;
Gamow, 1956 ; Hempel, 1945 ; Rucker, 1977 og Turk, 1977.

Opsamling

Konventionalisten Poincaré mente, at al videnskab og dermed ogsa
matematikken er apbygget ud fra konventioner. Kriteriet for
udvaelgelse af konventionerne er bekvemmelighed, blet skal de stemme
overens med erfaringerne.

Han havdede fpgrst, at den euklidske geometri p8 grund af sin
simplicitet altid vil vere den mest simple og derfor den, der velges.
Senere reviderede han dog denne opfattelse til at mene, at ogsd de
1kke-euklidske geometrier har deres berettigelse.

Som konsekvens af denne opfattelse af matematikken fulgte en skelnen
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mellem ren, det vil sige aksiomatisk-deduktivt opbygget, og anvendt
matematik. '

Herunder viser sig ogsd8 en opfattelse af, at der kan ’eksistere’ ren
matematik, der ikke kan bruges som virkelighedsbeskrivende. Det vil
sige, at de to tidligere uadskillelige opfattelser af matematik nu
kan opfattes som lgsrevne.

Einstein formulerede sidstnavnte skelnen eksplicit. Han var i pvrigt
enig med Poincaré i mangt og meget, men mente dog, at s& snart vi har
fastlagt nogle antagelser for de fysiske systemer, vi gnsker at
beskrive, har vi ogs8 valgt et geometrisk system. GSpecielt mente. han,
at der var pracis een rigtig geometri til beskrivelse af universet.
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Rids Af Den VYVidere VLch\/:i|< 13ing

Indledning

Intentionen med dette kapitel er at ridse den videre udvikliing op. I
helene pd de skitserede diskussioner fulgte nemlig snart nogle andre
af en ganske anden karakter. Mit m&8l er at satte den her beskrevne
udvikling ind i en sammenha&ng. Det er selvfglgelig umuligt at ggre
tilfredsstillende uden at skrive en hel bog, men jeg har foretrukket
dette forsgg pd& en sammenkadning fremfor en mere isoleret rapport.

Her skal kort skitseres, hvilke spgrgsmdl jeg har tenkt mig, at dette
kapitel skal medvirke til at besvare.

) Som jeg har gjort rede for i del I og II, opfattede man ind til
godt ind i det 19. Arhundrede geometrien som det bedste eksempel
p8 sikker viden. Jeg har o0gsd redegjort for, hvordan fremkomsten
af den hyperbolske geometri fik - konsekvenser herfor. Jeq har
nevnt (i opsamlingen af del II), at man efterhdnden udviklede
analysen, s8 den fgrte langere end den geometriske intuition
kunne fglge med, og slutteligt har jeg veret inde pd, hvordan man
begyndte at se den rene og den anvendte matematik som adskildte.
Men al dette betgd, at (isar) den rene matematik mistede det
sikre fodfeste, den havde haft ved ogsd at vere en empirisk
baseret videnskab. Hvilke konsekvenser havde det ? 0g blev
matematikken s& fuldstendigt lgsrevet fra empirien 7

a Jeg har fortalt om, hvordan Russell forsvarede apriorismen o0g om,
hvordan Poincaré grundlagde en helt ny teori. Men blev striden
mellem disse forskellige opfattelser af vor videns oprindelse
nogen sinde afgjort 7 Dgede nogle af teorierne ud 7 Fortsatte
diskussionen ?

] Einstein skelnede meqet skarpt mellem den rene o©g den anvendte
(fysiske) matematik. Var det en opfattelse, der blev almindeligt
udbredt ?

Lad os nu se narmere pad disse spgrgsmdl.

Grundlagsproblematikken

Som ovenfor navnt mistede matematikken det fodfaste, den lange havde
haft i den sikre geometri. Men det fgrte ikke til, at man vendte sig
helt bort fra at forsgge at give matematikkem et sikkert grundlag.
Fert af Richard Dedekind (1B831-1916) og Karl Weierstrass (1815-1897)
vendte matematikerne sig fra geometrien til aritmetikken som grundlag
for matematikken. Til det formd8l var det ngdvendigt at konstruere de
reelle tal ud fra de naturlige, der nu - i stedet for geometrien -
blev anset for sikre under alle omstandigheder. Selv om Dedekind,
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:-Weierstrass og Georg Cantor (1845-1918) brugte forskellige metoder
., til dette, anvendte de alle en uendelig mangde. Hermed var "de
ﬁﬁnaturlige tal alene ikke et grundlag for matematikken, ogsd uendelige
l“fmengder mdtte introduceres ‘heri (Davis m.fl., 1981, s. 331 ; Struik,
11966, s. 201). -

' Det fik Cantor til at arbejde videre med mangdelaren, og Gottlob
“Frege (1848 - 1923) viste, at selv aritmetikken kunne skabes med

mangdelaren som grundlag ved anvendelse af almindelige  logiske
principper (Davis m.fl., 1981, s. 331 ; Struik, 1966, s. 219). (Se

. dog omtalen af Godels ufuldstendighedsteorem pd side 100.)

" Men mengdelare sd i fgrste omgang ud til at vare det samme som logik.

. .i0g her dukkede Russell op igen. George Boole’s (1815-1864) ’The laws
'f;fdf thought’ fra 1854 havde grundlagt en skole, der strabte efter en
" forening af logik og matematik (Struik, 1966, s. 219). I forlengelse
©  heraf fremsatte Russell og Alfred North Whitehead (1B61-1947) i

‘Principia mathematica’ fra 1910-13 deres logicistiske program, der

f"betqp forsggte at tilvejebringe denne forening ved at lade logik (og
" :mengdelare) danne grundlag for hele matematikken. Russell har herom

bl.a. skrevet

"MATEMATIK og logik har, historisk set, varet fuldstendigt
adskildte studier. .. Men begge har udviklet sig i moderne
tid : logik -er blevet mere matematisk og matematik er
"blevet mere logisk. Konsekvensen er, at det nu er blevet
helt wumuligt at drage en granse mellem de to ; faktisk er
"de to een. De er forskellige som dreng og mand : logik er
matematikkens ungdom og matematik er logikkens voksenalder.
. Beviset for deres identitet er selvfglgelig et spgrgsmal
om detaljer : ved at starte med pramisser, der universelt
md havdes at hgre til logik, og gennem deduktion at nd til
.resultater, der klart hgrer til matematik, finder vi, at
der ikke er noget punkt, hvoer en skarp grense kan drages,
med logik til venstre og matematik til hgjre. Hvis der
stadig er nogle, som ikke vil indrgmme identiteten af logik
og matematik, md vi udfordre dem til at udpege hvor, i de
pd hinanden fglgende definitioner og deduktioner i
Principia Mathematica, de mener, at logik ender, og
matematik begynder.’ (Russell, 1919/1970, s.194~5).

Men selv om formdlet med at forene matematik o©og logik sdledes var
opfyldt for Russell, var der .dog et ' andet problem. Der wvar
modsgtninger indbygget i mangdeteorien. Det mest kendte er vel det af

- ham selv opdagede - Russells paradeox - se ogsad Hamilton, 1982, s. 111

+ 146. Den intuitive logik viste sig altsd at vere mere risikofyldt
end den klassiske matematik, der aldrig havde fgrt til modsatninger
inden for teorien, og den kunne derfor ikke anses for at vere et godt
grundlag for matematikken (Davis m.fl., 1981, s. 332).

"Hvad var der at ggre andet end at forspge at fjerne paradoxerne fra

mangdelaren 7 Det gjorde dog maengdeleren s8 kompleks, at den var
langt fra ’almindelig’ logik, og -gjorde den samtidig umulig " at
arbejde med (Hamilton, 1982, s. 139).
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54 opstod. den konstruktivistiske skole_  omkring 1908 med L. E. J.
Brouwer. Hans opfattelse var, at al matematik skulle bygges
konstruktivistisk i et endeligt antal trin ud fra de naturlige tal,
hvis eksistens - ikke som en uendelig mangde, men som en proces (det
at talle) - var en fundamental -intuitiv idé. Konstruktivisterne er af
den grund ogsd8 blevet kaldt intuitionister (Davis wm.fl., 1981, s.
333). Poincaré havde nogle af de samme ideer, idet han nok
accepterede reduktionen af matematik til algebra, men ikke var enig i
at aritmetik skulle reduceres til mangdelere eller til Peano’s
aksiomatiske opbygning af de naturlige tal, som Poincaré ansd for at
vere givet intuitivt, og som i hvert fald ikke skulle opbygges,; som
Peano gjorde det, ved hjalp af en uendelig mengde. Poincare
kritiserede o0gsd forspgene pd at give matematikken et grundlag for
ikke at have sikret sig, at dette grundlag var uden modsatninger. Var
det ikke bevist, var det ikke tilfredsstillende, mente Poincaré. Det
var denne kritik i forening med Brouwers  konstruktivisme, der fik
David Hilbert (1B62-1943) til at introducere sit formalistiske
praogram.

Formalet med Hilberts program var at give et matematisk bevis for den
klassiske matematiks konsistens. Narmere- om dette program (og om
hvordan det inspirerede en gruppe matematikere, der senere er blevet
kendt under navnet Bourbaki) kan l®ses i Blomhgj m.fl1.,1985, s.
31-35. Men dette konsistensbevis skulle ikke vare relativt, som det
havde veret tilfeldet med beviset for de ikke-euklidske geometrier -
konsistensen heraf fulgte af konsistensen af den euklidske geometri.
Hilbert udtrykte det selv sdledes i 1917 :

’Det m8 vises, at standardproceduren for matematisk bevis
er sterk nok til at udlede al klassisk matematik - inclusiv
al Cantors mangdeteori - fra passende aksiomer, men ikke
sterk nok til at udlede en selvmodsigelse.’ (Fraenkel
m.fl., 1973, s. 276).

Dette program blev kaldt formalistisk, fordi det i hovedsagen gik ud
pd at ggre matematik til et formelt spily der blot udleder
konsekvenserne af de valgte aksiomer uden at tage stilling til disses
gyldighed. Det vil sige, at Hilberts forslag til et grundlag for
matematikken ikke, som det bavde veret tilfeldet med de tidligere
forslag, baseredes p8 noget, der ’vides’ sandt. Symbolernes betydning
blev noget, der ikke vedkommer matematikken (Davis m.fl., 1981, s.
336). Den rene matematik var nu narmest blevet gjort steril.
Gyldighed og sandhed var 1ikke langere de absolutte begreber, de
engang havde varet. Enten-eller spgrgsmdlet blev erstattet af et
i-forhold-til-hvad spgrgsmél.

Men sikkerhed kunne heller ikke opnds for denne pris. Godels
ufuldstendighedsteorem fra 1930 viste, at ethvert konsistent formelt
system, der er sterkt nok til at indeholde elementar aritmetik, ville
vere ude af stand til at bevise sin egen konsistens (Davis m.fl.,
1981, s. 337 ; Hamilton, 1982, s. 157 ; Blomhgj m.fl., 1985, s. 33).

Vi har her tre skoler, hvaraf ingen har veret i stand til at give
matematikken det gnskede grundlag. Russells logicisme, der havdede,
at logik og matematik er det samme, men som Tfgrte til modstrid.
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“4;iBrouwers konstruktivisme, der som konsekvens havde, at
~den klassiske matematik matte afvises. Og Hilberts f
.aldrig “ kunne bevises at vare konsistent, og som ikke
“mellem ren og anvendt matematiks, men som lgsrev
- fuldstandig ~fra dens eventuelle anvendelser. (g her e

. /gennemgang af grundlagsdiskussionen. Men jeg vil ikk

_:voldsomt. Den voldsomme skelnen mellem ren og anvendt

. ~'var konsekvensen af Hilberts program, svarer til

.. . Einstein gav udtryk for (se foregdende kapitel). 1 ind

v - - - dette kapitel gjorde jeg det til et spgrgsmdl, hvor

opfattelse blev. Det vil det kommende afsnit handle om.

B Platogisme Versus formalibme

Som navnt i foregdende afsnit var det Hilbert, d

store dele af
ormalisme, der
bare skelnede

matematikken
nder min korte
e springe s&

matematik, der

den holdning,
ledningen til
udbredt:. denne

er grundlagde

- formalismen. Ifglge Davis m.fl., 1981, s. 336 tyder Hilberts gvrige

~ skrifter og virke pd, at han opfattede matematiske
. .spgrgsmd8l .angdende virkelige objekter. Naf“Hilbe
. . .. formalismen, . var det. sdledes 'med formdlet at ggre
~iisikker, og ikke fordi han selv mente, at matematikken’
. ikke beskaftiger sig med ,virkelige objekter. Det s
_standpunkt, han blev ngdt til at fremfgre, hvis den f
"ans argumentatlon skulle lykkes.' ' Ce

Men selv om Hxlbert kun fremf¢rte dette standpunkt, f
. “sig tvunget til det, er der "andre, der- siden .har tage
fiJDg siden har det varet n¢dvend1gt at ’valge side® - var
-ﬂ,_eller platonxst '? Hvor. platonxster s4 naturligvis er d
"LfTat matematikkens objekter er  virkelige. Kurt Géde
“*platonlster (Davis m. fl., 1981, s. 318). ' '

ffSpﬁrgsmélet er nu, om den almindelige matematiker. er f
“.platonist. Og her er jeg helt enig med Dieudonneé, Coh
"Hersh, der c1terer fnrstnavnte. Hvis man sp#rger matemat
~.de beskaftiger sig med, er virkelige objekter eller det
beviser uden betydning-i virkeligheden, vil de fleste
ér, det sfdstnevnte. P& den made undgas-en masse prob
‘forklare, hvordan matematikken af og til - kan se ud t
modstrid med intuitionen. Men ndr matematikeren arbejde
"'hyn sig ikke, at arbejdet er uden relatlon til virkel
'situation er matematikeren platonist. Eller som Davis

spgrgsmdl som
rt’  fremfarte
matematikken
er en leg, der

idste . var et =~

grste del af

ordi ‘han fglte .
t det til sig.

man. formalist.

em, der mener,
1 er f.eks.

ormalist eller
en og Davis &
ikere, om det
er formler og

svare, at det
lemer med at
il at vere i.
ry forestiller
igheden. 1 den
& Hersh sa

elegant skriver det : ’Den typiske arbejdede matematiker er platonist

o til hverdag og formalist om sgndagen’ (Davis m.fl., 1981
Jeg vil slutte dette afshit med at navne, at kons
kommer til at std8 1  opposition til bade formalister o
De har som ovenfor navnt en ganske anden opfattels
principper det er tilladt at bruge i beviser. Erindres
-at de mener, at vi intuitivt har en viden om.de natur
lgsrevet fra virkeligheden kan konstruktivistisk (i hve
oprlndellge betydnxng) matematlk aldrlg blive.

)

Den videre udvikling

y 8. 321-2).

truktivisterne
g platonister.
e af, hvilke
skal det dog,
lige tal. Helt
rt fald.i den

101



DET ER GANSKE VIST
Del III

Erkendelsesteori~diskussionen

Ja, hvad blev der egentiig af apriorister, konventionalister og
empirister ? Det er faktisk n®sten besvaret af de foregdende
afsnit. :

Det- varede lenge, fgr man opgav at lede efter det apriori givne
grundlag for matematikken. N&r Russell forsgger at lade logik og
matematik smelte sammen, er det sikre grundlag, han forsgger at give
matematikken, den ufejlbarlige logik. N&r Brouwer havder ideen om de
naturlige tal intuitivt givet, er det et forsgg pd at lade dem vare
det sikre grundlag for resten af matematikken. 0Og ndr han kun vil
tillade bestemte typer af beviser, er det ogsd8 for at sikre sig, at
vi ikke kommer til at bruge noget, der ikke er absolut sandt. Mere
skjult er det hos Hilbert, men jeg er -overbevist om (og det stemmer
ogs8 fint overens med, at han faktisk 1ikke selv opfattede matematik
som et lgsrevet formelt system), at han med sin formalisering gerne
selv ville have ndet frem til nogle uimodsigelige aksiomer. Bag alle
disse retninger ligger alts&@ et h8b om at finde frem til det, der
under alle omstandigheder ma vere sandt. Men efterhdnden viser det
sig altsd umuligt at opfylde. Apriorismen ma give op.

Det varer dog lange, inden dette sldr helt igennem. F.eks. skrev
danskeren K. Kroman s8 sent som 1 1920 en bog, hvori han beviste, at
den euklidske geometri er den eneste sande, fordi vi, ndr vi
forestiller os noget rumligt, kun kan forestille os i1deale former i
overensstemmelse med den euklidske geometri. Han bevis er da ogsa
fuldstendigt magen til det, der lenge fgr var blevet givet af Thibaut,
3¢ side 25. Han skriver bl.a.

Nymatematikerne fortolker 1imidlertid Sagen paa en ganske
anden Maade, og dermed indfinder Modsigelserne sig. De
indrgmmer ikke, at de er kommer over til Kuglen og
Pseudasferen og dermed er blevet indenfor det euklidiske,

-men de tror, at de er blevne i Planen og dermed har fundet
noget overraskende nyt ude over det euklidiske. Men heri
ligger der Modsigelser. Det er en Modsigelse at kalde de
faktisk krummede Linier, de fgres til at konstruere, rette
; det er en Modsigelse at regne disse forskellige Glags
Linier for ¢t matematisk Begreb 3 .. Det er en Modsigelse
at beholde Begrebet Plan, naar Linierne har ophgrt at vare
rette .. . (Kroman, 1920, s. 43)

Og han afslutter sin bog

En ikke-euklidisk Matematik paa selve det matematiskes
Omraade er simpelthen en Umulighed, fordi vor Aritmetik,
vor Algebra, vor Logik, vor Anskuelse, kortsagt alle de
vedkommende faktorer er euklidiske. Men det vilde unagtelig
vere at gnske, at ogsaa den ikke-euklidiske Tydning vilde
forsvinde. Thi den skaber Uklarhed, og Klarhed er bedre.

Og Matematikken har Raad til Klarhed. (Kroman, 1920, s. 45).

Det skal dog lige navnes, at Kroman skelner meget skarpt mellem ren
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cg anvendt matematik. Om den sidstnavnte siger han sdledes :

for hele den saakaldte anvendte Matematik. Dens
Resultater bliver kun rigtige i samme Grad, som de reale
Objekter og Situationer ligner de tilsvarende matematiske,
og om Graden af denne Lighed kan vi bestandig kun skaffe os
ufuldkommen besked. (Kroman, 1920, s. 6). '

mens han om den rene matematik siger :

De formelle Videnskaber som f. Eks. Logik, Matematik,
rationel Mekanik handler om Jutter Objekter, vi selv har
skabt ved - vore Definitioner. Vi  kender . dem derfor
tilbundt. De har 'ikke en eneste Egenskab ud over dem, vi
selv direkte har givet dem, og dem, der logisk fglger af
disse. De kan altsaa aldrig overraske os ved uforudseelig
Opfgrsel. .. og vi kan derfor her naa til almene ag
almengyldige Visheder og Ngjagtigheder (Kroman, 1920, s.
4). . .

Der er neppe lengere nogen, der vil havde, at vi ikke inspireres af
virkeligheden til at fd ideer, der kan bruges i vore videnskabelige
teorier. Men fra empiristernes opfattelse af, at alt stammer fra
observatiohér og erfaringer, har meget forandret sig. Erfaringen
opfattes nu som et sted, hvor man henter inspiration til udvikling af
mere matematik, men det kraves alligevel at sidstnavnte bevises

‘deduktivt ud fra allerede kendte teoremer.

Konventionalismen er ikke forsvundet. Opfattelsen af matematik som et
spgrgsmal- om konventioner, der valges saddan at de sammen med andre
teorier er i stand til at beskrive vore erfaringer ' bedst muligt,
legges bl.a. frem hos Davis & Hersh (1981, s. 68 - 76). Valget af
matematik afhanger af, hvad der gnskes behandlet. Det er ogsd denne
opfattelse, der kommer til udtryk i det almindeligt fremfgrte
synspunkt - .at matematikken er et formelt system, der kan komme til
at dreje sig om virkelighedens objekter, hvis vi valger at anvende
den til noget konkret.

Men disse diskussioner om matematikkens og den gvrige erkendelses
oprindelse fgres ikke langere blandt matematikere. Allerede i 1872
mente Felix Klein (se opsamlingen af del 1I), at det ikke hgrte
matematikken til, selv om det matte indrgmmes at vare interessant,
men- at det var filosoffernes problem. 0Og Russell delte denne
opfattelse f& 4&r efter, at han havde fremstdet som apriorist. Det
kantianske synspunkt, at den a priori givrne intuition forteller, at
det euklidsk beskrevne rum er mere rigtigt end andre, omtalte han i
1903 sdledes :

’Denne opfattelse er, groft taget, irrelevant for

matematikfilosofien, eftersom matematikken er fuldstandig
uafhengiq af spgrgsmdlet om dens steérrelser eksisterer’

0g

’Det er nok, til mit formdl, at have vist at ingen
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for nogen strengt matematisk

leresatning.’ (Russell, 1903/1972, s. 458) -

Af dette fplger, at

diskussionerne om erkendelsens oprindelse er

blevet irrelevante, fordi _matematikkens status er blevet tosidet. P&
den ene side den rene. matematik, der - som Einstein sagde - ikke

handler om virkeligheden,

og pa& den anden side den anvendte

matematik, der har status pd linie med naturvidenskab. Det er et
synspunkt, der efterhdnden deles af alle de, jeg har refereret til.
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Upsamling P8 Del III

I denmne del af projektet har jeg fgrst set p8, hvordan Russell
forsggte at give apriorismen et come-back. Det lykkedes ham hverken
at vise det, han gerne ville - at den projektive geometri er givet a
priori - eller give matematikken den status, Kant tillagde den.
Russell anerkendte nemlig eksistensen af flere geometriske systemer,
hvilket var i modstrid med det kantianske synspunkt, at matematikken
kan opstille love, der galder for enhver tankelig anskuelse. Russell
fraveg da ogsd8 senere de strengt kantianske synspunkter, og blev
logicist.’

Poincaré grundlaggé konventionalismen, hvis hovedidé ery at
videnskaben beskaftiger sig med nogle konventioner, vi har valgt,
sddan at de stemmer overens med vores erfaringer. Sdledes er den
euklidske geometri blot eet muligt valg. Vi vil dog vare tilbgjelige
til hellere at ville revidere de ikke-axiomatisk-deduktive teorier
end de axiomatisk-deduktive, hvorfor vi sd vidt muligt vil fastholde
den euklidske geometris gyldighed for virkeligheden.

Med Poincaré bliver det efterhdnden mere klart, at der md skelnes

‘mellem den rene og den anvendte matematik. Ngdvendigheden af at finde

frem til et grundlag for iser den rene matematik begynder at fremstd.
Her fglger hele grundlagsdiskussionen med Russells logicisme,
Hilberts. - formalisme  og Brouwers konstruktivisme, ogsd kaldet
intuitionisme. I formalismen er adskillelsen mellem ren og anvendt
matematik fgrt ud i sin yderste konsekvens ; her har den deduktive
matematik ikke le&ngere noget som helst at ggre med noget uden for sig

selv.

Slutteligt m&8 det konstateres, at diskussicnerne om erkendelsens
grundlag -ikke lengere anses for at hgre under matematisk filosofi -
eller i det mindste ikke anses for af betydning for matematikkens
status. Det varer dog 1la@nge, inden denne opfattelse breder sig. Et
eksempel er danskeren Kroman, der i 1920 udgiver et vark, hvori han
beviser gyldigheden af euklidsk geometri med wudgangspunkt 1 en
aprioristisk holdning til matematikken.
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KONKLUSTON

Fegr den hyperbolske geometris fremkomst regnede alle med, at den
euklidske geometri var den eneste mulige, og at den udtrykte
sandheden om det fysiske rums indretning, samtidig med at den var en
deduktivt opbygget strutur. '

Rationalisterne mente, at dens axiomer og postulater var givet a
priori og udtrykte en sandhed om virkeligheden. Resten af geometrien
mdtte, fordi den var et resultat af ren tenkning ud fra disse
grundsetninger, ngdvendigvis vare sand ogsd for virkeligheden.

"Empiristerne mente, at den var saﬁd, fordi den beskaftigede sig med

relationer mellem de forestillinger om .den fysiske verden, vi danner
ud fra vore sansninger. Den var s8ledes ikke sand for en fysisk
virkelighed, thi en s8dan kender vi ikke, men den var altid sand for
virkeligheden, som vi forestiller os den, hvilket jo var det
vigtigste.

Kant mente, at hele matematikken var givet a priori, og at den
ngdvendigvis m8 stemme overens med virkeligheden. Eller sharere
modsat : den sansede virkelighed md stemme overens med matematikken,
for vi kan kun sanse det, der &temmer oveéréns med den a prieri givne
matematik - og i gvrigt en rakke andre ting.

Den hyperbolske geometri skabte et problem; fordi det ikke under
denne videnskabsopfattelse var muligt at have to systemer, der begge
kan beskrive virkeligheden gyldigt. Specielt Kants dengang (omkring
1830) fremherskende apriorisme kem i klemme, fordi det blev muligt at
forestille sig en geometri ved siden af den sadvanlige, der jo ellers
var den eneste, quind kunne. tanke sig.

Empiristerne forsggte bl.a. ved hjalp af éstfoﬁbmi$ke mdlinger at
bestemme hvilken af de to geometrier, der var den rigtige til

.beskrivelse af virkeligheden. Der var altsd stadig ingen tvivl om,

at opfattelsen var, at det mdtté gelde for een af dem. De kom dog
alle frem til, at det ikke var muligt at afgere hvilken. Det var ikke
s8 afgdrende, mente deé fleste; for den euklidske geometri var
tilstrekkelig til alle prFaktiske formal.

Den samme opfattelse k@ﬁ til udtryk 1 Belyais og Lobatjevskijs
fremstillinger af den hyperbolske geomet¥i, som de begge afsliuttede
med at gére rede for betydringen - for opfattelsen af rummets
geometri. :

Der skelnes ikke af rogen mellem den rene, det vil sige den
axiomatisk-deduktive, matematik 6g den anvendte.

I tredie del af projektet réfererer jég til Russells forsgg pd8 at
vise; 4t der ma eksistere noget geometri; der er a priori. Han
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slutter af med det synspunkt, de ovenfor nevnte empirister havde ;
nemlig at een af de to. geometriske systemer ma galde for
virkeligheden.

Poincaré erkender med sin konventionalisme, at hvis vi anerkender to
geometriske systemer som 1lige gode  muligheder for at beskrive
virkeligheden med, er det et spgrgsm8l om konventioner. Vi vszlger
blot at bruge den, der passer os.bedst. I anden omgang ferer det til
en skelnen mellem ren og anvendt matematik. Det er en opfattelse, der
med tiden vinder stor udbredelse. -

Efterhdnden bliver det klart, at fremkomsten af den hyperbolske
geometri (sammen med bl.a. den hastige udvikling af analysen) har
gjort det wutilstrakkeligt at dgmme noget ud fra dets umiddelbare
overensstemmelse med intuitionen. Det bliver ngdvendigt at friggre
matematikken fra intuitionen, hvorfor quind forsgger at etablere et

grundlag for matematikken .- et, der ikke er <8 intuitivt som
geometrien altid har vaeret. [ del IIl’s sidste kapitel refererer
jeg, hvordan grundlagsdiskussionerne efterhanden fgrer til

fremkomsten af logicismen, formalismen og konstruktivismen. Ingen af
disse er dog 1 stand til at give matematikken inclusiv den klassiske
et grundlag, der er bevist tilstrakkeligt. Godel viser nemliq, at det
ikke kan lade sig ggre.

Formalismen bliver den yderste konsekvens af skelnen mellem ren ag
anvendt matematik, idet den g¢r matematikken til et rent formelt
system, og tolkningen heraf til noget for matematikken uvedkommende.
Den skarpe skelnen mellem den rene ag anvendte matematik, der
efterhdnden har bredt sig til manqge, g¢r det overflgdigt at diskutere
i de gamle baner ; empirisme kaontra apriorisme. 1| stedet oavertager
diskussionen mellem formalister og plantonister. De fleste mener dog
efter min mening, at deres arbejde handler om virkelige ting ; altsd
en platonistisk opfattelse.

Konkluderende kan jeg sige, at det for mig ser ud som om
den hyperbolske geometri fremmer en udvikling 1 opfattelsen af
matematikken fra at se matematikken som p8 en og samme tid og
uadskilleligt at vere en precis beskrivelse af det rum, vi lever i,
og en deduktiv struktur, til at se disse to aspekter som adskilte.
Den hyperbolske geometri har naturligvis ikke varet enedrsag til
denne udvikling, men den har efter min mening betydet meget for dens
start og givet den et kraftigt skub. Saledes har den ogsd varet
medvirkende til at starte diskussionerne af matematikkens grundlag.
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Appendix A: Symbolforklaring

A : Store bogstaver betegner punkter

t : sm8 bogstaver betegner linier
) SLAB) : Det lukkede liniestykke fra A til B
o L(AB) : Linien gennem A og B

: " R(AB) : Halvlinien gennem A og B
Xt = XE X’ er billede af X ved flytn1ngen r

« Te : Spejling i linien t

Fa : Spejling i punktet A

rilq : Linien r er parallel med linien q

- se Def-H-01 p& side 52
A-BC-D : Tovinkel, hvor:R(BA)I||R(CD)
9 (%) : Parallelitetsvinkelfunktionen
. - se Def-H-07 pd side 359
PLQ(Z) : P korresponderer med Q@ m.h.t. I
- se Def-H-09 p& side 39

£ 1 Bruges til betegnelse af en familie af linier
S - se Def-H-0B p& side 59
Cy, C(Z) ¢ En cirkel

- se Def-H-08 p& side S$9
Hy H(Z) : En horocykel
- se Def-H-08 p8 side 59
£y, £(Z) : En ®kvidistant kurve
‘ - - se Def-H-0B p& side 59
d(A,B) 1+ Afstanden fra A til B
S - se # 5 pd side 38
ad(A,B) Buelengden fra A til B
sit : Linien s er vinkelret p& linien t
- t)ids : t og s er divergente/hyperparallelle
' - se Def-H-04 p8 side 54

B : Buestykket fra A til B
- ABC : En vinkel med toppunkt i B
- se #12 pd side 39
In(.2ABC): Det indre af vinkelen 4 ABC
- se #12 pd side 39
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